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Bu tezde, konveks fonksiyonlar içerisinde önemli bir yer tutan logaritmik konveks 

fonksiyonlara kuantum kalkülüs yardımıyla yeni bir perspektiften bakıldı ve böylece 

yeni bir tanıma ulaşıldı. Ayrıca bu tanım üzerine yeni teoremler ve lemmalar inşa edildi. 

Bu amaçla çalışmanın ikinci bölümünde matematikte yer alan bazı temel tanım ve 

teoremler, bazı konveks fonksiyon sınıfları, pozitif reel sayıların özel ortalamaları ve 

kuantum kalkülüs ile ilgili temel kavramlar verilmiştir. Ayrıca bu tezde bahsedeceğimiz 

konulardan bazıları   konveks fonksiyonlar,   Hermite-Hadamard Eşitsizliği ve 

  logaritmik konveks fonksiyonlardır.  
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In this thesis, logarithmic convex functions that have important role in convex functions 

are viewed from a new perspective with the help of quantum calculus and thus, a new 

definition has been reached. In addition, the new theorems and lemmas have been built 

on this definition. To this end, in the second part of the study, it is given some of the 

basic definitions and theorems in mathematics, some convex function classes, particular 

means of positive real number and basic concepts of quantum calculus. Also, in this 

thesis, it will be mentioned   convex functions,   Hermite-Hadamard Inequality and 

  logarithmic convex functions. 
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1. GİRİŞ 

 

Kalkülüs, matematiksel analiz için başlangıçtır ve diferansiyel kalkülüs ve integral 

kalkülüs olmak üzere iki ana kola sahiptir. Diferansiyel kalkülüs değişim oranları ve 

eğri eğimleri ile ilgilenirken, integral kalkülüs miktarların birikimi ve eğri altındaki 

alanla uğraşır. 

 

Kalkülüsün temel bilimlerde, ekonomide ve mühendislikte geniş bir kullanım alanı 

vardır. Ayrıca kalkülüs, cebirin yalnız başına çözemeyeceği birçok problemin 

üstesinden de gelebilir. 

 

Çok önceleri, kalkülüsten infinitezimallerin kalkülüsü veya infinitezimal kalkülüs diye 

bahsedilirdi. Bu aşamada infinitezimal nedir sorusunun cevabı verilmelidir ve burada 

sadece sözlük anlamı verilecektir. İnfinitezimal, sözlükte sonsuz küçük veya 

ölçülemeyecek kadar küçük anlamına gelir. Latincede kalkülüs (calculus) kelimesi ise 

saymak ya da hesap yapmak anlamına gelen çakıl taşı demektir. Daha genel olarak, 

kalkülüs ifadelerin sembolik manipülasyonu tarafınca rehber edilen herhangi hesap 

metodu ya da sistemini ifade eder (Kac and Cheung, 2002). 

 

Kuantum kalkülüs bazen limitsiz kalkülüs anlamına gelir, limit notasyonu olmaksızın 

geleneksel infinitezimal, kalkülüse eşdeğer bir anlama sahiptir. 

          

    
 

İfadesinde, fonksiyondaki değişimin, değişkendeki değişime oranı göz önüne alınsın. 

    ' a yaklaşırken bu oranın limiti (eğer varsa)      fonksiyonunun      

noktasındaki 
  

  
 türev tanımını verdiği görülür.  Bununla beraber, eğer       ya da 

       ise limit alınamaz. Burada     ' den farklı bir sabit sayı ve      dan farklı bir 

sabit sayıdır. İşte bu durum bizi Kuantum Kalkülüs dünyasına götüren bir anahtardır. 

Burada karşımıza   kalkülüs ve   kalkülüs çıkacaktır (Kac and Cheung, 2002). 

Ancak bu tezde sadece   kalkülüs ile ilgilenilecektir.  
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Geleneksel kalkülüs yardımıyla ve kuantum kalkülüsü kullanarak birçok önemli kavram 

bulabiliriz. Örneğin,    'in   türevi         dir. Burada   nin   analog ifadesi, 

    
    

   
 

dir (    iken     ' nin limiti   'dir). 

 

Konvekslikten de kısaca bahsedecek olursak, geçmişi Archimedes’in ünlü   değerini 

hesaplamasına kadar uzanır. Ancak matematikte yer alması 20. yüzyıl başını 

bulmaktadır. “Konvekslik” kavramı ilk olarak Hermite tarafından Ekim 1881’de elde 

edilen bir sonucun yayınlanmasıyla ortaya çıkmıştır. 1905-1906 yıllarında J.L.W.V. 

Jensen tarafından konveks fonksiyonların sistematik olarak ilk kez ele alınmaya 

başladığı söylenebilir. 

 

Konveksliğin tanımı eşitsizlikle ifade edildiğinden Konveks Fonksiyonlar Teorisinde 

eşitsizliklerin önemli bir yeri vardır. Bu tür eşitsizlikleri konu alan ilk temel çalışma 

1934’te Hardy, Littlewood ve Pόlya tarafından yazılan “Inequalities” adlı kitaptır 

(Hardy et al. 1952). İkinci çalışma ise E.F. Beckenbach ve R. Bellman tarafından 

1961’de yazılan 1934-1960 yılları arasında elde edilen yeni eşitsizliklerin sonuçlarını 

içeren ve yine “Inequalities” adı verilen kitaptır. Bunu Mitrinović’in 1970 yılında 

yayınladığı ve ilk iki kitapta bulunmayan farklı konulara da yer verdiği “Analytic 

Inequalities”  isimli kitabı takip eder. Sadece konveks fonksiyonlar için eşitsizlikler 

içeren ilk kaynak ise “Convex Functions: Inequalities”  başlığıyla 1987 yılında Pečarić 

tarafından yazılmıştır. Bu temel kaynakların ek olarak “Inequalities Involving Functions 

and Their Integrals and Derivatives” (Mitrinović et al. 1991), “Classical and New 

Inequalities in Analysis” (Mitrinović et al. 1993), “Mathematical Inequalities” 

(Pachpatte 2005b) ve “Convex Functions and Their Applications” (Niculescu and 

Perssons 2006) literatürde var olan diğer kaynaklardır. 

 

"Neden Matematiksel Eşitsizlikler? "sorusu için 1978 yılında Richard Bellman 

tarafından şöyle bir cevap verilmiştir: “Eşitsizlik çalışmak için bazı nedenler vardır. 

Pratik açıdan bakıldığında, birçok araştırmada bir niceliği diğer bir nicelikle 

sınırlandırmak karşımıza çıkmaktadır. Klasik Eşitsizlikler de bu şekilde ortaya 
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çıkmıştır. Teorik açıdan bakıldığında çok basit sorular sorularak tüm temel teoremler 

oluşturulabilir. Son olarak estetik açıdan bakıldığında genel olarak resim, müzik ve 

matematiğin bazı parçalarının uyumlu olduğu görülür. Elde edilen eşitsizliklerin göze 

hitap etmesi de eşitsizlikleri çekici hale getirir.” 
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2. KURAMSAL TEMELLER 

 

2.1. Genel Kavramlar 

 

Tanım 2.1.1. (Lineer operatör):   ve   aynı bir   cismi üzerinde iki lineer uzay ve 

         operatörü verilsin. Eğer     ,   ’in bir alt uzayı ve her            ve 

her         için 

                           

ise   operatörüne lineer operatör denir (Bayraktar 2000). 

 

Tanım 2.1.2. (Konveks Küme):   bir lineer uzay      ve       keyfi olmak üzere 

                            

ise   kümesine konveks küme denir. Eğer     ise             eşitliğindeki   

ve  ’nin katsayıları için           bağıntısı her zaman doğrudur. Bu sebeple 

konveks küme tanımındaki       yerine       şartını sağlayan ve negatif 

olmayan     reel sayıları alınabilir. Geometrik olarak   kümesi uç noktaları   ve   

olan bir doğru parçasıdır. Bu durumda sezgisel olarak konveks küme, boş olmayan ve 

herhangi iki noktasını birleştiren doğru parçasını ihtiva eden kümedir (Bayraktar 2000). 

  

      

 

 

 

Şekil 2.1. Konveks küme 

 

 

 

 

 

Şekil 2.2. Konveks olmayan küme 

 

Örneğin aralıklar reel eksen üzerindeki konveks kümelerdir. 

 x 

y 

 x 

y 
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Tanım 2.1.3. (  Konveks Fonksiyon):  ,  ’de bir aralık olmak üzere her       için 

  
   

 
  

         

 
 

şartını sağlayan   fonksiyonuna   üzerinde Jensen anlamında konveks veya   konveks 

fonksiyon denir (Mitrinović 1970). 

 

Tanım 2.1.4. (Kesin    Konveks Fonksiyon): Her       ve     için  

  
   

 
  

         

 
 

oluyorsa   fonksiyonuna   üzerinde kesin   konveks fonksiyon denir (Mitrinović 

1970). 

 

Tanım 2.1.5. (Konveks Fonksiyon):  ,  ’de bir aralık ve       bir fonksiyon 

olmak üzere her       ve         için, 

                                                                                          (2.1) 

şartını sağlayan   fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. Eğer (2.1) eşitsizliği     ve 

        için kesin ise bu durumda   fonksiyonuna kesin konvekstir denir (Pečarić et 

al. 1992). 

 

Sonuç 2.1.1. Her konveks fonksiyon   konveks fonksiyondur. 

 

Sonuç 2.1.2.     olmak üzere, bir   fonksiyonunun  ’da konveks olması için gerek 

ve yeter şart, her       ve her       reel sayıları için  

  
     

   
  

           

   
 

olmasıdır (Mitrinović 1970). 

 

Örneğin,        ,          fonksiyonu   üzerinde konveks fonksiyondur. 
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Şekil 2.3. Aralıklar üzerinde konveks fonksiyon (         ) 

 

  üzerinde tanımlı bir   fonksiyonunun kesin konveksliğinin geometrik anlamı 

         ve          noktalarını içeren   üzerindeki doğru parçasının  ’nin grafiğinin 

üst kısmında yer almasıdır. Bakınız Şekil 2.4. 

 

Şekil 2.4. Konveks fonksiyon 

 

Eğer   fonksiyonu       aralığında tanımlı,       aralığında konveks (konkav) ve    

noktasında diferensiyellenebilen bir fonksiyon ise         için 

                                                                                                               

eşitsizliği yazılır. Yani       aralığında diferensiyellenebilen konveks fonksiyon (2.2) 

eşitsizliğini sağlar. 

 

Tanım 2.1.6. (Süreklilik):              ve     verilmiş olsun. 

     ve          için                 

olacak şekilde bir     sayısı varsa  ,   ’da süreklidir denir (Bayraktar 2010). 
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Tanım 2.1.7. (Düzgün Süreklilik):         fonksiyonu ve     sayısı verilmiş 

olsun. 

          şartını sağlayan her         için                 

olacak şekilde bir     sayısı varsa  ,  ’de düzgün süreklidir denir (Bayraktar 2010). 

 

Tanım 2.1.8. (Lipschitz Şartı):         fonksiyonu için 

                   

olacak şekilde bir     sayısı varsa     ’de Lipschitz şartını sağlıyor denir (Bayraktar 

2010). 

 

Sonuç 2.1.3.     ’de Lipschitz şartını sağlıyorsa     ’de düzgün süreklidir (Bayraktar 

2010). 

 

Tanım 2.1.9. (Mutlak Süreklilik):    ’nin boştan farklı bir alt kümesi ve       

tanımlı bir fonksiyon olsun.   nın             
  ayrık açık alt aralıklarının bir birleşimini 

göz önüne alalım. Şayet      için         
 
      olduğunda          

   

         olacak şekilde bir          sayısı var ise   fonksiyonu   kümesinde 

mutlak süreklidir denir (Carter and Brunt 2000). 

 

Konvekslik, Lipschitz şartı, süreklilik ve mutlak süreklilik arasındaki ilişki aşağıdaki 

teoremde verilecektir. 

 

Teorem 2.1.1.          olsun. Eğer       tanımlı konveks bir fonksiyon ise   

Lipschitz şartını sağlar. Sonuç olarak,          aralığında mutlak sürekli ve   ’de 

süreklidir (Pečarić et al. 1992). 

 

Teorem 2.1.2.   fonksiyonu       aralığında konveks ise 

a.   ,       aralığında süreklidir ve  

b.   ,       aralığında sınırlıdır (Azpeitia 1994). 

 

Tanım 2.1.10. (Artan ve Azalan Fonksiyonlar):  ,   aralığında tanımlı bir fonksiyon 

ve   ,    de  ’da iki nokta olsun. Bu durumda 
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(a)       iken              ise   fonksiyonu   üzerinde artandır, 

(b)       iken              ise   fonksiyonu   üzerinde azalandır, 

(c)       iken              ise   fonksiyonu   üzerinde azalmayandır, 

(d)       iken              ise   fonksiyonu   üzerinde artmayandır 

 denir (Adams and Essex 2010). 

 

Teorem 2.1.3.   açık bir aralık ve     olmak üzere  ,   üzerinde sürekli ve   üzerinde 

diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda  

(a) Her     için          ise   fonksiyonu   üzerinde artandır. 

(b) Her     için          ise   fonksiyonu   üzerinde azalandır. 

(c)  Her     için          ise   fonksiyonu   üzerinde azalmayandır. 

(d)  Her     için          ise   fonksiyonu   üzerinde artmayandır. 

(Adams and Essex 2010). 

 

Aşağıda konveks fonksiyonların türevleri ile artanlık (azalanlık) arasındaki ilişkiyi 

içeren sonuç ve teoremler verilmiştir. 

 

Sonuç 2.1.4.     konveks fonsiyonlar ve   aynı zamanda artan ise     fonksiyonu 

konvekstir (Roberts and Varberg 1973). 

 

Teorem 2.1.4. Eğer       tanımlı konveks (kesin konveks) bir fonksiyon ise   
     

ve   
     var ve bu fonksiyon   ’de artandır (kesin artandır) (Pečarić et al. 1992). 

 

Teorem 2.1.5.   fonksiyonu       aralığında diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. 

Bu durumda   fonksiyonunun konveks olması için gerek ve yeter şart   ’nin artan 

(kesin artan) olmasıdır (Pečarić et al. 1992). 

 

Teorem 2.1.6.   fonksiyonunun   açık aralığında ikinci türevi varsa,   fonksiyonunun 

bu aralık üzerinde konveks olması için gerek ve yeter şart     için  

         

olmasıdır (Mitrinović 1970).  
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Çeşitli konveks fonksiyon türleri vardır. Bunlardan en çok bilinen ve literatürde bu 

konuda çalışanlar tarafından sık kullanılan konveks fonksiyon türleri şunlardır: 

 

Tanım 2.1.11. (Quasi-Konveks Fonksiyon):       bir fonksiyon ve      boştan 

farklı konveks küme olsun.        ve         için  

                             

ise  ’ye       konveks fonksiyon denir (Dragomir and Pearce 1998).  

 

Eğer 

                            

 ise  ’ye strictly       konveks fonksiyon denir. Aynı şartlar altında 

 
                            

ise  ’ye       konkav fonksiyon ve  

 
                            

ise  ’ye strictly       konkav fonksiyon denir (Dragomir and Pearce 1998).  

 

Tanım 2.1.12.   hem       konveks hem de       konkav ise  ’ye 

      monotonik denir (Greenberg and Pierskalla 1971).   

 

Sonuç 2.1.5. Herhangi bir konveks fonksiyon       konveks fonksiyondur. Fakat 

tersi her zaman doğru değildir. Yani       konveks olup konveks olmayan 

fonksiyonlar vardır. Örneğin           , 

      
                  

                 
  

fonksiyonu        aralığında konveks değildir. Fakat   fonksiyonu        aralığında 

      konveks fonksiyondur (Ion 2007).  

 

Tanım 2.1.13. (Wright-Konveks Fonksiyon):       tanımlı ve         

şartları altında her bir         için 

                        

eşitsizliği sağlanıyorsa  ’ye    ’de Wright-konveks fonksiyon denir (Dragomir and 

Pearce 1998). 
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Tanım 2.1.14. (Wright-Quasi-Konveks Fonksiyon):       tanımlı bir fonksiyon 

olsun.         şartları altında                        için   

 

 
                                           

veya 

 

 
                               

eşitsizliklerinden biri sağlanıyorsa  ’ye    ’de Wright-quasi-konveks fonksiyon 

denir (Dragomir and Pearce 1998). 

 

Tanım 2.1.15. (  Quasi-Konveks Fonksiyon):       fonksiyonu her       için  

  
   

 
                 

şartını sağlıyorsa   fonksiyonuna         konvekstir denir (Dragomir and Pearce 

2000). 

 

Tanım 2.1.16. (Godunova-Levin Fonksiyonu):       negatif olmayan fonksiyon, 

               olmak üzere 

             
    

 
 

    

   
 

şartını sağlayan   fonksiyonuna Godunova-Levin fonksiyon veya      sınıfına aittir 

denir. 

 

Bu tanıma denk olarak;        ve         ise bu takdirde  

                                               

eşitsizliği sağlanır (Godunova and Levin 1985). 

 

Tanım 2.1.17. (  Fonksiyonu):       negatif olmayan bir fonksiyon olsun. 

               olmak üzere 

                       

şartını sağlayan   fonksiyonuna   fonksiyonu veya      sınıfına aittir denir 

(Dragomir et al. 1995). 
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    pozitif sayılarının r. kuvvetlerine göre kuvvet ortalaması  

                        
 
               

                                          

  

olarak tanımlanır. 

 

Tanım 2.1.18. (  Konveks Fonksiyon):   pozitif bir fonksiyon olmak üzere her 

          ve         için 

                             

şartını sağlayan   fonksiyonuna       aralığında   konveks fonksiyon denir (Gill et 

al. 1997). 

 

Bu tanımdan   konveks fonksiyonların     konveks fonksiyonlar ve   konveks 

fonksiyonların bilinen konveks fonksiyonlar olduğu sonucuna kolaylıkla ulaşılır. 

 

  konvekslik tanımı 

               
                     

                    
  

biçiminde genişletilmiştir (Pearce et al. 1998). 

 

Tanım 2.1.19. (Birinci Anlamda   Konveks Fonksiyon):         ,         

ve       olsun.         olmak üzere her        ve her       için  

                       

eşitsizliği sağlanıyorsa   fonksiyonuna birinci anlamda   konveks fonksiyon denir 

(Orlicz 1961). 

 

Tanım 2.1.20. (İkinci Anlamda   Konveks Fonksiyon):         ,         

ve       olsun.              olmak üzere her        için  

                       

eşitsizliği sağlanıyorsa   fonksiyonuna ikinci anlamda   konveks fonksiyon denir. 

İkinci anlamda   konveks fonksiyonların sınıfı   
  ile gösterilir (Breckner 1978).  

 

Yukarıda verilen her iki   konvekslik tanımı     için bilinen konveksliğe dönüşür. 
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Örnek 2.1.1.         ve         olsun.           fonksiyonu 

      
                  
             

  

olarak tanımlansın. Bu takdirde 

(i)     ve       ise     
  dir. 

(ii)     ve     ise     
  dir (Hudzik and Maligranda 1994). 

 

Tanım 2.1.21. (  Konveks Fonksiyon):         pozitif bir fonksiyon olsun. 

Her      ,          için  

                                                                                                   

şartını sağlayan negatif olmayan         fonksiyonuna   konveks fonksiyon 

veya         sınıfına aittir denir (Varošanec 2007). 

 

(2.3) eşitsizliğinin tersini doğrulayan         fonksiyonuna   konkav fonksiyon 

denir yani          ’dır (Varošanec 2007). 

 

Bu tanımdan açıkça şu sonuçlar çıkarılabilir:        ise tüm negatif olmayan 

konveks fonksiyonlar         sınıfına ve eşitsizliğin yön değiştirmesi durumunda tüm 

negatif olmayan konkav fonksiyonlar         sınıfına aittir;      
 

 
 ise         

     sınıfına aittir;        ise             ’dır;         olmak üzere      

   ise           
 ’dir (Varošanec 2007). 

 

Tanım 2.1.22. (Starshaped Fonksiyon):           fonksiyonu her         ve 

        için  

            

şartını sağlıyorsa   fonksiyonuna starshaped fonksiyon denir (Dragomir and Pearce 

2000). 

 

Tanım 2.1.23. (  Konveks Fonksiyon):           ve     olsun. Her     

               ve         için  

                               

şartı sağlanıyorsa   fonksiyonuna   konvekstir denir (Toader 1984). 
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    fonksiyonu   konveks ise bu takdirde   fonksiyonu   konkavdır. Ayrıca 

       için       aralığında tanımlı tüm   konveks fonksiyonların sınıfı       ile 

gösterilir.  

 

Eğer     alınırsa        üzerinde   konveks fonksiyon bilinen konveks fonksiyona 

dönüşür. 

 

Tanım 2.1.24. (      Konveks Fonksiyon):           ve     olsun. Her 

         ,         ve              için  

                                 

şartı sağlanıyorsa   fonksiyonuna       konveks fonksiyon denir (Miheşan 1993). 

 

       için       aralığında tanımlı tüm       konveks fonksiyonların sınıfı 

  
      ile gösterilir. Ayrıca,                                 için sırasıyla artan, 

starshaped,   konveks ve konveks fonksiyon sınıfları elde edilir.         olmak 

üzere   
     sınıfında sadece           tanımlı konveks fonksiyonlar yer alır, yani 

  
    ,       üzerinde tanımlı tüm konveks fonksiyonlar sınıfının uygun bir alt sınıfıdır. 

 

Teorem 2.1.7. (Hölder Eşitsizliği):             ve             reel veya 

kompleks sayıların iki   lisi olsun. Bu takdirde  

 

 

 
 

 

 
   

olmak üzere 

 

(a)     ise,  

             
 

   

 

 
 

       
 

   

 

 
  

   

  

(b)     veya     ise,  
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eşitsizlikleri geçerlidir (Mitrinović 1970). 

 

Teorem 2.1.8. (İntegraller için Hölder Eşitsizliği):     ve 
 

 
 

 

 
   olsun.   ve  , 

      aralığında tanımlı reel fonksiyonlar,      ve     ,       aralığında 

integrallenebilir fonksiyonlar ise  

           
 

 

              
 

 

 

 
 

           
 

 

 

 
 

 

eşitsizliği geçerlidir (Mitrinović et al. 1993). 

 

Ayrıca Hölder eşitsizliğinin bir sonucu olan power-mean eşitsizliği de aşağıdaki gibi 

ifade edilir. 

 

Sonuç 2.1.6. (Power-Mean Eşitsizliği):     olsun.   ve  ,       aralığında tanımlı 

reel fonksiyonlar,     ve     ,       aralığında integrallenebilir fonksiyonlar ise  

           
 

 

             
 

 

 

  
 
 

                 
 

 

 

 
 

 

eşitsizliği geçerlidir. 

 

Reel ve kompleks sayılar için temel eşitsizliklerden bir tanesi de üçgen eşitsizliğidir.  

 

Teorem 2.1.9. (Üçgen Eşitsizliği): Herhangi     reel sayıları için  

               

                 

                

ve tümevarım metoduyla 

                      

eşitsizlikleri geçerlidir (Mitrinović et al. 1993). 
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Teorem 2.1.10. (Üçgen Eşitsizliğinin İntegral Versiyonu):  ,       aralığında sürekli 

reel değerli bir fonksiyon olsun. Bu takdirde  

        
 

 

           
 

 

                   

eşitsizliği geçerlidir (Mitrinović et al. 1993). 

 

2.2. Kuantum Kalkülüs 

 

Bu bölümde, araştırmada kullanılacak bazı temel tanım, teorem ve örnekler verilmiştir. 

Giriş kısmında da bahsedildiği gibi kuantum kalkülüsün   kalkülüs ve   kalkülüs 

olmak üzere iki tipi vardır. Bu araştırmada tamamen   kalkülüs üzerinde durulmuştur.   

 

Tanım 2.2.1. (   diferansiyel): Bir      fonksiyonunun   diferansiyeli 

                    

olur (Kac and Cheung 2002). Özel olarak,  

           

yazılır. İki fonksiyonun çarpımının   diferansiyeli ise; 

                                                                    

                                                                  

                                          

dir. Buradan 

                                     

yazılır. Görüldüğü gibi geleneksel diferansiyeldeki iki fonksiyonun çarpımının 

diferansiyelindeki simetri özelliği kuantum diferansiyelinde yoktur (Kac and Cheung 

2002). 

 

Tanım 2.2.2. (   türev): Bir       fonksiyonunun   türevi 

       
      

   
 

          

      
 

ile gösterilir. Eğer      fonksiyonu diferansiyellenebilirse 
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olur. Basit anlamdaki türevde olduğu gibi,   türevde de bir fonksiyonun   türevini 

alma işlemi bir lineer operatördür. Yani 

                                

dir (Kac and Cheung 2002). 

 

Örnek 2.2.1.   pozitif tamsayı olmak üzere,         fonksiyonunun   türevi tanım 

yardımıyla 

     
        

      
 

    

   
     

şeklinde bulunur. 

 

             ifadesi çok sık kullanılacağından, bu ifade yerine aşağıdaki notasyon 

kullanılmıştır. 

 

Herhangi pozitif   pozitif tamsayısı için; 

    
    

   
            

dir. Bu ifadeye   nin   analogu denir. O halde         fonksiyonunun   türevi 

tekrar yazılacak olursa, 

             

şeklinde ifade edilir. Dikkat edildiğinde son yazılan eşitliğin,    nin geleneksel 

anlamdaki türevine benzer olduğu görülür.     iken                  

          olur.   tam sayısının geleneksel kalkülüsteki yaptığı işi, kuantum 

kalkülüste     ifadesi yapar (Kac and Cheung 2002). 

 

     ve      fonksiyonlarının çarpımının ve bölümünün   türevlerinin ne olduğu 

sorusuna gelinirse 

                                                                                                         

eşitliği ortaya çıkar. Bu eşitlik ise  

                                                                                                          

eşitliğine denktir.       eşitliğini 
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eşitliğine uygularsak 

        
    

    
  

    

    
              

olur. Buradan 

                                   
    

    
  

                     

         
                                              

olur. (2.6) eşitliği yardımıyla da  

                                
    

    
  

                       

         
                                            

elde edilir. (2.7) ve (2.8) formülleri için her ikisinin de doğru ancak bazı özel 

durumlarda birinin diğerinden daha kullanışlı olduğu söylenebilir. 

 

Tüm bu verilen formüllerden sonra zincir kuralının nasıl olduğunu öğrenmek istememiz 

şaşırtıcı olmayacaktır. Ancak   türevler için genel bir zincir kuralından söz 

edilmemektedir. Ayrıca istisna olarak           ,   ve   sabit olmak üzere 

        formunda bir fonksiyonun diferansiyelinden söz edilebilir. Zincir kuralı; 

                          
                

    
 

  
                

         
 
         

    
 

   
            

     

          

    
 

olarak uygulanır ve buradan; 

                                                                                                                    

bulunur (Kac and Cheung 2002). 

 

Bir      fonksiyonunun ikinci   türevinin ne olduğu sorusunun cevabına gelindiğinde 

aşağıdaki eşitlikle karşılaşılır; 
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Bu şekilde       gibi bir fonksiyonun daha üst mertebeden   türevlerine ulaşılabilir.  

 

Sonuç olarak 

                                        
      

                       

         
                                   

bulunur. Bu ifade özellikle   konvekslik ve tanımı ileride yer alan   logaritmik 

konvekslik gibi tanımlarda kullanılan önemli bir ifadedir. 

Geleneksel kalkülüste, tüm türevleri olan bir      fonksiyonu     civarında bir 

kuvvet seri olarak gösterilebilirse     da analitiktir denir. Taylor teoremine göre 

kuvvet serileri; 

                                                                   

 

   

      

  
                                               

şeklindedir.  

 

Tanım 2.2.3.         nin   anoloğu 

      
   

                                                                
                                    

  

dir (Kac and Cheung 2002). 
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Önerme 2.2.1.      için, 

        
           

    

dir. (Kac and Cheung 2002). 

 

İspat. Formül     için açıkça doğrudur. Herhangi bir   tamsayısı için 

        
           

    

olduğunu varsayılsın. Yukarıdaki tanıma göre       
          

         olur. 

Çarpım kuralı       kullanılırsa 

        
          

                  
 

       
                     

                  
 

            
  

bulunur. O halde önerme   üzerindeki varsayımla birlikte kanıtlanmış olur (Kac and 

Cheung 2002). 

 

Teorem 2.2.1.  Herhangi bir   dereceli      fonksiyonu ve herhangi bir c sayısı için 

  Taylor açılımı; 

         
 

 

   

     
      

 

    
  

şeklindedir. Bu açılımdan   binom kofaktörü elde edilir; 

 
 

 
  

    

          
  

Burada   ve   negatif olmayan tamsayılar ve     dir. Yine burada     iken 

  binom kofaktörünün geleneksel binom kofaktörüne indirgendiğine dikkat 

edilmelidir.   binom kofaktörünün bazı özelliklerini aşağıda verilmiştir; 

 

a)  

 
 

 
   

 

   
  

b)   Pascal kuralları ise şu şekilde tanımlanır; 

 
 

 
   

   

   
     

   

 
  

ve 
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olarak tanımlanır. Burada         dir. 

 

Öte yandan,   Taylor açılımından yararlanarak Gauss' un Binom formülü ise 

      
    

 

 
                

 

   

 

şeklinde yazılır. Burada   negatif olmayan bir tamsayı,   bir sayı,            
  bir 

fonksiyon ve     olduğu kabul edilmiştir (Kac and Cheung 2002). 

 

Tanım 2.2.4. (  Üstel Fonksiyonlar):    klasik üstel fonksiyonunun   analogu 

  
   

  

    

 

   

 
 

           
 

 

dir. Klasik üstel fonksiyonun diğer bir   analogu ise 

  
            

  

    

 

   

            
  

dir (Kac and Cheung 2002). 

 

Bu iki   üstel fonksiyonun   türevi ise 

    
    

                  
    

  
 

ile verilir. 

 

Ayrıca        ise 

   
   

 
   

   
  

olur. Ancak genelde   
   

 
   

   
 dir. 

 

Tanım 2.2.5.(   Trigonometrik Fonksiyonlar):   Trigonometrik fonksiyonlar 

      
  

     
   

  
       

  
     

   

  
 

      
  

     
   

 
                

  
     

   

 
 



22 
 

eşitlikleri ile ifade edilirler. Burada       =        ve               . 

 

Ayrıca 

  
   

     

eşitliği önemlidir. Bu eşitlikten faydalanarak 

            
  

    
     

     
     

 
 

ve 

             
  

    
     

     
     

 
 

eşitlikleri bulunur. Buradan da 

                          

eşitliği elde edilir. Bu fonksiyonların   türevleri ise  

                                                       

                                                           

dir (Kac and Cheung 2002). 

 

Tanım 2.2.6. (  Antitürev): Eğer             ise,      fonksiyonu      in bir 

  antitürevidir ve  

          

ile gösterilir. Burada dikkat edilmesi gereken önemli nokta yukarıda "  antitürev" 

yerine "bir   antitürev" yazılmasıdır. Bunun sebebi ise geleneksel kalkülüste olduğu 

gibi bir antitürevin tek olmadığıdır (Kac and Cheung 2002). 

 

  ve   sabitler olmak üzere            fonksiyonu için değişken değiştirmesi 

yapılmak istensin, ayrıca     ’in     ' in bir   antitürevi olduğu farzedilsin. O halde 

                      

olur. Herhangi    için       kullanılırsa 
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olur, burada         seçilirse              olur ve 

                            

elde edilir. Bu formülün anlamı şudur:                  ,      nun 

  antitürevlerinden biridir (Kac and Cheung 2002). 

 

Tanım 2.2.7. (  İntegral):       olsun.   integral  

                                            
 

 

             

 

   

                                                  

ve 

                                        
 

 

         
 

 

         
 

 

                                           

eşitlikleri ile tanımlanır. Aşağıda kısıtlanmış   integral tanımından ve   integralin 

özel bir tipinden bahsedilecektir. 

 

Tanım 2.2.8.                   olmak üzere kısıtlanmış   integral 

     
 

   

    

ile tanımlanır (Gauchman 2002). 

 

     'e ek olarak kısıtlanmış   integral aynı zamanda         'ye bağlıdır. Çalışmanın 

bundan sonraki kısmında aşağıdaki notasyonlar kullanılacaktır. 

                                  

 

Aşağıdaki formül yukarıdaki         ve        den elde edilmiştir; 

     
 

 

         
 

   

             

   

   

                

   

   

        

 

Ayrıca  

    
 

 

               

eşitliği   integral için önemlidir. 
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Eğer                          ise      
 

 
         

 

 
    olur ve eğer 

      ise  

     
 

 

         
   

 

         
 

   

    

eşitliği vardır (Gauchman 2002). 

 

Kısmi   integrasyon formülü; 

             
 

 

                                    
 

 

    

eşitliği ile verilir.                  olduğundan,     sabitleri ve     için 

    olacağından ve eğer      fonksiyonu                Rieamann anlamında 

integrallenebilen bir fonksiyon olarak varsayılırsa 

     
 

 

         
 

 

   

olur (Kac and Cheung 2002). 

 

2.3. İki Pozitif Reel Sayı İçin Bazı Ortalamalar 

 

Bu bölümde     gibi pozitif iki reel sayı için bazı ortalamalar verilecektir (Bullen et al. 

1988; Bullen 2003); 

(1) Aritmetik ortalama: 

         
   

 
  

(2) Geometrik ortalama: 

                 

(3) Harmonik ortalama: 

         
   

   
     

(4) Logaritmik ortalama: 
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(5) Identric ortalama: 

          

         

 

 
 
  

  
 

 
   

        
   

(6)    logaritmik ortalama: 

            

         

 
         

          
 

 
 

        
    

(7) Kuadratik ortalama: 

          
     

 
 

ortalamaları vardır. 

 

Ayrıca,     olmak üzere   ’nin monoton artan olduğu bilinir ve     ,        ile 

gösterilir. Bu ortalamalar arasındaki ilişki aşağıdaki gibi literatürde yer almaktadır: 

           

 

Son olarak,     pozitif sayılarının  . kuvvetlerinin genelleştirilmiş logaritmik 

ortalaması 

        

 
 
 
 

 
 
 

 

   
 
         

     
           

   

       
        

  
       

   
           

      

  

biçiminde tanımlanır. 
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3. MATERYAL ve YÖNTEM 

 

Bu bölümde, araştırmanın temel kısmında kullanılacak olan bazı temel tanım ve 

teoremler verilmiştir. 

 

3.1.   Konveks Fonksiyon ve Bazı Eşitsizlikler 

 

Tanım 3.1.1. (Log-Konveks Fonksiyon):    ’de bir aralık ve       bir fonksiyon 

olsun. Her      
 
ve         için 

                          

şartını sağlayan   fonksiyonuna Log-konvekstir denir (Pečarić et al. 1992). 

 

Tanım 3.1.2. (   konveks fonksiyon):            fonksiyonu eğer       üzerinde 

  
     şartını sağlıyorsa   fonksiyonuna       üzerinde   konvekstir denir 

(Gauchman 2002). 

 

O halde      fonksiyonu                      olmak üzere her   için eğer 

                          ise   konvekstir denir.      fonksiyonu       

üzerinde konveks ise aynı zamanda yine       üzerinde   konvekstir (Gauchman 

2002).   

 

Tanım 3.1.3.         ve          için eğer                              

ise      fonksiyonu       üzerinde   artan (veya   azalan) olarak tanımlanır 

(Gauchman 2002). 

 

Diğer bir ifade ile         ve          için                           

eşitsizliği sağlanıyor ise      fonksiyonuna       üzerinde   artan (  azalan) denir. 

Açıkça görüleceği gibi      fonksiyonu artan (azalan) ise aynı zamanda   artan 

(  azalan) da olur (Gauchman 2002). 
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Teorem 3.1.1. (Hermite-Hadamard Eşitsizliği):  ,  ’de bir aralık,        ve     

olmak üzere         konveks bir fonksiyon olsun. Bu takdirde 

                            
   

 
  

 

   
        

         

 
 

 

 

                                           

 

eşitsizliği vardır. Bu eşitsizlik literatürde Hermite-Hadamard eşitsizliği olarak bilinir 

(Pečarić et al. 1992). 

 

İspat. Teorem 2.1.2’den dolayı   fonksiyonu       aralığında integrallenebilirdir. Sağ 

taraftaki eşitsizliğin ispatı konveksliğin geometrik yorumundan açıktır. Yani   

         ,       olsun. Bu durumda  

 

   
       

 

 

                
 

 

 

              
 

 

        
 

 

 

 
         

 
 

olur ve bu (3.1) eşitsizliğinin sağ tarafıdır. Şimdi sol tarafın ispatı verilirse 

 

   
       

 

 

 

integralini 

                    
 

   
       

 

 

 
 

   
        

   
 

 

        
 

   
 

                                                       

 

biçiminde yazıp (3.2) eşitliğinin sağ tarafındaki ilk terimde              

değişken değiştirmesi yapılırsa 

       

   
 

 

 
   

 
     

      

 
 

 

 

   

biçiminde ve (3.2) eşitliğinin sağ tarafındaki ikinci terimde              

değişken değiştirmesi yapılırsa 
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biçiminde yazılabilir. (3.2)’de bu sonuçlar kullanılır ve konveksliğin tanımı uygulanırsa,  

 

   
       

 

 

 
 

 
      

      

 
      

      

 
  

 

 

   

    
 

 
 

 

 
      

   

 
 

 

 

 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur (Azpeitia 1994). 

 

Teorem 3.1.2. (  Hermite-Hadamard Eşitsizliği): 

i.   fonksiyonu   konveks ve   monoton olsun.    fonksiyonu   azalan ise 

                ve   fonksiyonu   artan ise                 

olduğu varsayılsın. O halde, 

      
      

    
     

 

    
     

 

 

     

ii.   fonksiyonu   konveks ve   monoton olsun.   fonksiyonu   azalan ise 

                  ve   fonksiyonu   artan ise              

      olduğu varsayılsın. O halde, 

      
 

   
      

 

 

     

iii.   fonksiyonu       üzerinde   konveks olsun. O halde, 

     
 

 

    
 

   
                         

      
 

 

    
 

   
                         

 

   
 

          

 
    

         

 

 

 

 

vardır (Gauchman 2002). 

 

Çalışmanın bundan sonraki kısmında geçecek olan bazı gösterimler belirtilenecek 

olunursa;     olmak üzere     için       dir ve 
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gösterimleri mevcuttur. 

 

Lemma 3.1.1:      ve     ,        üzerinde negatif olmayan monoton fonksiyon 

olsun. O halde, 

                                                                                   

eşitsizliği vardır (Brahim, Bettaibi and Sellemi 2008). 

 

Sonuç 3.1.1: Lemma 3.1.1 de   fonksiyonun azalmayan bir fonksiyon olduğu açıktır. 

Ayrıca   artmayan bir fonksiyon ise (3.3) eşitsizliği yön değiştirir. Eğer   azalmayan 

bir fonksiyon ve       ise (3.3) eşitsizliğinin yön değiştirdiğini göstermek kolay 

olacaktır (Sulaiman 2011). 
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4. BULGULAR VE TARTIŞMA 

 

4.1.   Logaritmik Konveks Fonksiyon 

 

Tanım 4.1.1.(   logaritmik konveks fonksiyon):           bir fonksiyon olsun. 

Eğer l   ,   konveks ise   fonksiyonuna   logaritmik konveks fonksiyon denir. Bu 

tanıma denk olarak ;                                   olmak üzere, 

          fonksiyonu eğer 

                                                                                                                               

şartını sağlıyorsa   fonksiyonuna       üzerinde   logaritmik konveks fonksiyon  

denir.       eşitsizliği yön değiştirirse   fonksiyonuna       üzerinde   logaritmik 

konkav fonksiyon denir. 

 

Diğer bir ifade ile           fonksiyonu eğer   
          şartını sağlıyorsa   

fonksiyonuna       üzerinde   logaritmik konveks fonksiyon denilir. Öncelikle 

  
          eşitsizliğinin ne ifade ettiği gösterilmelidir. 

 

  
                                 

                    

      
 

 
                                      

         
   

olduğu (2.10) yardımıyla bulunur. Buradan, 

                                          

                                        

                                

işlemleri yapıldığında,                      eşitsizliği elde edilir.  

 

Yukarıda      fonksiyonunun   logaritmik konveksliği üzerinde duruldu. Eğer   bir 

pozitif tamsayı ve           olmak üzere,        için (4.1) eşitsizliği bulunurken 

kullanılan yöntem tekrar kullanılırsa, tümevarım yöntemi ile 

                                                                                                                     

eşitsizliği elde edilir. 
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Teorem 4.1.1.     ve             logaritmik konveks fonksiyon olsun. Bu 

durumda  

i.          
               

 

 
 

ii.          
               

 
 

İspat. 

i.       eşitsizliği 

                                                                                 

şeklinde yazılabilir. Bu eşitsizliğin sağ tarafına                       eşitsizliği 

uygulanırsa 

         
               

 

 
 

eşitsizliği elde edilir ve böylece ispat tamamlanmış olur. 

ii.       eşitsizliğinin sağ tarafına                       eşitsizliği 

uygulanırsa 

         
               

 
 

eşitsizliği elde edilir ve böylece ispat tamamlanmış olur. 

 

Lemma 4.1.1: Bir   logaritmik konveks fonksiyon aynı zamanda   konveks 

fonksiyondur. Ancak bunun tersi her zaman doğru değildir. 

İspat.            olarak yazılabileceğinden logaritmik   konveks fonksiyon aynı 

zamanda   konveks fonksiyon olur. 

 

Lemma 4.1.2.       fonksiyonu       üzerinde logaritmik konveks ise aynı zamanda 

yine       üzerinde   logaritmik konvekstir. 

İspat.      fonksiyonu       üzerinde logaritmik konveks ise      fonksiyonu 

konvestir. O halde,      fonksiyonu   konvekstir. Tanım 4.1.1 yardımıyla, 

  fonksiyonu   logaritmik konveks fonksiyon olur ve ispat tamamlanır. 

 

Örnek 4.1.1. Yukarıdaki açıklamalardan sonra   logaritmik konveks fonksiyon için 

örnek fonksiyonlar vermek oldukça kolay olacaktır. Örneğin,         
 fonksiyonu 
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  logaritmik konvekstir. Bunu göstermek için önce bu fonksiyonun logaritmik 

konveks olup olmadığına bakılmalıdır.            
    fonksiyonu konveks 

olduğundan         
 fonksiyonu logaritmik konvekstir. O halde Lemma 4.1.2 

yardımıyla         
 fonksiyonu   logaritmik konveks fonksiyon olur. 

 

Aynı fonksiyonun   logaritmik konveks fonksiyon olduğunu yukarıdaki Lemma 4.1.2 

kullanılmadan, yalnızca (4.1) eşitsizliği kullanılarak gösterilmeye çalışılırsa; 

            
 

        
   

    
 
  

        

     
 

bulunduğu görülür. 

 

Teorem 4.1.2:             logaritmik konveks fonksiyon ve             bir 

pozitif tamsayı olmak üzere                            olsun. Bu durumda, 

                             

eşitsizliği vardır. 

 

İspat.   fonksiyonu   logaritmik konveks fonksiyon olduğundan (4.2) eşitsizliği 

yardımıyla aşağıdaki eşitsizlikler yazılabilir. 

                                                                                                                       

                                                                                                                      

    

                                                                                                               

Bu fonksiyon pozitif değerler aldığından eşitsizliklerin sol kısımlarının çarpımı sağ 

kısımların çarpımından küçük olur. 

                                         

                                     

Bu eşitsizlikten de gerekli sadeleştirmeler yapılırsa  

                             

eşitsizliği elde edilir ve ispat tamamlanmış olur. 

 

Önerme 4.1.1.     ,         olsun. Böylece 
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eşitsizliği vardır. 

 

İspat. Eğer Teorem 4.1.2 de   logaritmik konveks fonksiyon olarak,         için 

          fonksiyonu seçilirse 

                                
 
 

ve 

                                

ifadeleri elde edilir.    ,         ve       olduğu göz önüne alınırsa 

                 
 

                   

eşitsizliği vardır.  

 

Teorem 4.1.3:          ,        üzerinde   logaritmik konveks ve azalmayan bir 

fonksiyon olsun. O halde 

         

        
 

            

      
  

eşitsizliği vardır. 

 

İspat. Sonuç 3.1.1 den  

                                          

eşitsizliği,          ,        üzerinde azalmayan bir fonksiyon için yazılabilir. Bu 

eşitsizliğin sağ tarafı ele alınırsa 

         

       
          

yazılır. Eşitsizliğin her iki tarafı  
      

     
  ile çarpılırsa 

               

            
                

eşitsizliği ortaya çıkar.   fonksiyonu   logaritmik konveks fonksiyon olduğundan 

               

            
                        

yazılır. Buradan da 
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eşitsizliği bulunur ve ispat tamamlanmış olur. 

 

Önerme 4.1.2.         olsun. Böylece 

           

         
 

            

       
 

eşitsizliği vardır. 

 

İspat. Eğer Teorem 4.1.3 te   logaritmik konveks fonksiyon olarak,         için 

        fonksiyonu seçilirse 

         

        
 

           

         
 

ve 

            

      
 

            

       
 

ifadeleri elde edilir.         ve       olduğu göz önüne alınırsa 

           

         
 

            

       
 

eşitsizliği vardır.  

 

Teorem 4.1.4:              logaritmik konveks fonksiyon olsun. O halde  

              
          

     
 

eşitsizliği vardır. 

 

İspat.   fonksiyonu logaritmik konveks fonksiyon olduğundan, Lemma 4.1.2 yardımıyla 

bu fonksiyonun aynı zamanda   logaritmik konveks fonksiyon olduğu söylenebilir. O 

halde  

                      

eşitsizliği vardır.   fonksiyonunun pozitif değerler alan bir fonksiyon olduğu 

bilindiğinden yukarıdaki eşitsizliğin her iki tarafı             ile bölünürse eşitsizlik  
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formuna dönüşür. Ayrıca   fonksiyonu logaritmik konveks olduğundan 

                            

yazılır ve buradan da yukarıdaki iki eşitsizlik  

              
          

     
 

şeklinde tek bir eşitsizlik olarak yazılır ve ispat tamamlanmış olur. 

 

Örnek 4.1.2.         için      
 

 
 fonksiyonu   logaritmik konveks 

fonksiyondur. Buradan 

              
 

          
 

 

           
 

yazılır.       olduğundan 

 

           
 

 

  
 

yazılabilir. Ayrıca 

          

     
 

 
   

 
 

 
  

 
 

  
 

olduğundan, sonuç olarak 

              
 

           
 

 

  
 

          

     
 

yazılır. 
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5. SONUÇLAR VE TARTIŞMA 

 

Eşitsizlikler tüm bilim dallarında sıklıkla kullanılan, bazen estetik olduğu için tercih 

edilen, uygulama alanı oldukça geniş bir teoridir. Bilim sürekli genişleyen ve kendini 

yenileyen bir olgudur. Bu tez çalışmasında 20. yy başlarında ortaya çıkan ancak 21. yy 

da fizik ve matematiğin birçok alt dalında aktif olarak kullanılan konvekslik ve kuantum 

hesaplamaları üzerine durulmuştur. Çalışmada farklı tipten konveks fonksiyon çeşitleri 

ve   kalkülüs olarak ifade edilen hesaplamalardan ve onun elemanlarından kısaca 

bahsedilmiştir. Yapılan bu tariflerin peşine   logaritmik konveks fonksiyon tanımı 

verilmiş,   logaritmik konveks fonksiyonlar yolu ile bazı lemma ve eşitsizlikler inşa 

edilmiştir.  

 

Yapılan çalışma doğrultusunda elde edilen yeni tanım ve eşitsizlikler hem konveks 

fonksiyonlar teorisi hem de   kalkülüs için yeni bir metod oluşturacağı kanaatindeyiz. 

İlgilenen ya da yukarıda bahsettiğimiz teoriler üzerine çalışan bilim adamlarının 

bulunan bu veriler doğrultusunda bir çok çalışma yapması mümkündür. 
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