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Bu tezde, konveks fonksiyonlar igerisinde 6nemli bir yer tutan logaritmik konveks
fonksiyonlara kuantum kalkiiliis yardimiyla yeni bir perspektiften bakildi ve bdylece
yeni bir tanima ulasildi. Ayrica bu tanim {izerine yeni teoremler ve lemmalar insa edildi.
Bu amagcla caligmanin ikinci boliimiinde matematikte yer alan bazi temel tanim ve
teoremler, bazi konveks fonksiyon siniflari, pozitif reel sayilarin 6zel ortalamalar1 ve
kuantum kalkiiliis ile ilgili temel kavramlar verilmistir. Ayrica bu tezde bahsedecegimiz
konulardan bazilar1 q —konveks fonksiyonlar, g —Hermite-Hadamard Esitsizligi ve

q —logaritmik konveks fonksiyonlardir.

Anahtar Kelimeler: g —konveks fonksiyonlar, g —logaritmik konveks fonksiyonlar



ABSTRACT

MSc. Thesis

ON q —LOGARITHMIC CONVEX FUNCTIONS

Ibrahim KARABAYIR

Kilis 7 Aralik University
The Institute for Graduate Studies in Sciences and Engineering
Department of Mathematics

Supervisor 1: Yrd. Dog. Dr. Mevliit TUNC
Supervisor 2: Prof. Dr. Fahir Talay AKYILDIZ

Year: 2014 Page: 40

In this thesis, logarithmic convex functions that have important role in convex functions
are viewed from a new perspective with the help of quantum calculus and thus, a new
definition has been reached. In addition, the new theorems and lemmas have been built
on this definition. To this end, in the second part of the study, it is given some of the
basic definitions and theorems in mathematics, some convex function classes, particular
means of positive real number and basic concepts of quantum calculus. Also, in this
thesis, it will be mentioned g —convex functions, g —Hermite-Hadamard Inequality and

q —logarithmic convex functions.
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1. GIRIS

Kalkiiliis, matematiksel analiz i¢in baslangictir ve diferansiyel kalkiiliis ve integral
kalkiiliis olmak tizere iki ana kola sahiptir. Diferansiyel kalkiiliis degisim oranlar1 ve
egri egimleri ile ilgilenirken, integral kalkiiliis miktarlarin birikimi ve egri altindaki

alanla ugrasir.

Kalkiiliisiin temel bilimlerde, ekonomide ve miihendislikte genis bir kullanim alam
vardir. Ayrica kalkiiliis, cebirin yalniz basina c¢ozemeyecegi birgok problemin

tistesinden de gelebilir.

Cok onceleri, kalkiiliisten infinitezimallerin kalkiiliisii veya infinitezimal kalkiiliis diye
bahsedilirdi. Bu asamada infinitezimal nedir sorusunun cevabi verilmelidir ve burada
sadece sozlilk anlami verilecektir. Infinitezimal, sozliikte sonsuz kiiciik veya
oOlglilemeyecek kadar kiigiik anlamina gelir. Latincede kalkiiliis (calculus) kelimesi ise
saymak ya da hesap yapmak anlamina gelen cakil tasi demektir. Daha genel olarak,
kalkdiliis ifadelerin sembolik manipiilasyonu tarafinca rehber edilen herhangi hesap

metodu ya da sistemini ifade eder (Kac and Cheung, 2002).

Kuantum kalkiiliis bazen limitsiz kalkiiliis anlamina gelir, limit notasyonu olmaksizin
geleneksel infinitezimal, kalkiiliise esdeger bir anlama sahiptir.
fx) = f(x0)
X — X
Ifadesinde, fonksiyondaki degisimin, degiskendeki degisime oram gdz &niine alinsin.
X, xo' a yaklasirken bu oranmn limiti (eger varsa) f(x) fonksiyonunun x = x,

. df . O, <
noktasindaki d—i tirev tanimin1 verdigi goriilir. Bununla beraber, eger x = gx, ya da

X = Xo + h ise limit alinamaz. Burada g, 1' den farkl bir sabit say1 ve h, 0 dan farkli bir
sabit sayidir. Iste bu durum bizi Kuantum Kalkiiliis diinyasina gotiiren bir anahtardur.
Burada karsimiza q —kalkiilis ve h —kalkiilis ¢ikacaktir (Kac and Cheung, 2002).

Ancak bu tezde sadece q —kalkiiliis ile ilgilenilecektir.



Geleneksel kalkiiliis yardimiyla ve kuantum kalkiiliisii kullanarak birgok 6nemli kavram

bulabiliriz. Ornegin, x™ 'in q —tiirevi [n]x™~* dir. Burada n nin ¢ —analog ifadesi,

dir (g = 1 iken [n] ' nin limiti n 'dir).

Konvekslikten de kisaca bahsedecek olursak, gecmisi Archimedes’in iinlii = degerini
hesaplamasina kadar uzanir. Ancak matematikte yer almasi 20. yilizyll basim
bulmaktadir. “Konvekslik” kavrami ilk olarak Hermite tarafindan Ekim 1881°de elde
edilen bir sonucun yayinlanmasiyla ortaya ¢ikmustir. 1905-1906 yillarinda J.L.W.V.
Jensen tarafindan konveks fonksiyonlarin sistematik olarak ilk kez ele alinmaya

basladig1 sdylenebilir.

Konveksligin tanim1 esitsizlikle ifade edildiginden Konveks Fonksiyonlar Teorisinde
esitsizliklerin 6dnemli bir yeri vardir. Bu tiir esitsizlikleri konu alan ilk temel ¢alisma
1934’te Hardy, Littlewood ve Polya tarafindan yazilan “Inequalities” adli kitaptir
(Hardy et al. 1952). Ikinci calisma ise E.F. Beckenbach ve R. Bellman tarafindan
1961°de yazilan 1934-1960 yillar1 arasinda elde edilen yeni esitsizliklerin sonuglarini
iceren ve yine “Inequalities” adi verilen kitaptir. Bunu Mitrinovi¢’in 1970 yilinda
yaymladigr ve ilk iki kitapta bulunmayan farkli konulara da yer verdigi “Analytic
Inequalities” isimli kitab1 takip eder. Sadece konveks fonksiyonlar igin esitsizlikler
iceren ilk kaynak ise “Convex Functions: Inequalities” basligiyla 1987 yilinda Pecari¢
tarafindan yazilmistir. Bu temel kaynaklarin ek olarak “Inequalities Involving Functions
and Their Integrals and Derivatives” (Mitrinovi¢ et al. 1991), “Classical and New
Inequalities in Analysis” (Mitrinovi¢ et al. 1993), “Mathematical Inequalities”
(Pachpatte 2005b) ve “Convex Functions and Their Applications” (Niculescu and

Perssons 2006) literatiirde var olan diger kaynaklardir.

"Neden Matematiksel Esitsizlikler? "sorusu i¢cin 1978 yilinda Richard Bellman
tarafindan sdyle bir cevap verilmistir: “Esitsizlik calismak i¢in baz1 nedenler vardir.
Pratik acidan bakildiginda, birgok arastirmada bir niceligi diger bir nicelikle
sinirlandirmak  karsimiza c¢ikmaktadir. Klasik Esitsizlikler de bu sekilde ortaya



cikmistir. Teorik agidan bakildiginda ¢ok basit sorular sorularak tiim temel teoremler
olusturulabilir. Son olarak estetik agidan bakildiginda genel olarak resim, miizik ve
matematigin bazi parcalarinin uyumlu oldugu goriiliir. Elde edilen esitsizliklerin goze

hitap etmesi de esitsizlikleri ¢ekici hale getirir.”



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Genel Kavramlar

Tanmm 2.1.1. (Lineer operator): X ve Y aym bir K cismi iizerinde iki lineer uzay ve
A: X — Y operatorii verilsin. Eger D(A), X ’in bir alt uzay1 ve her x,y € D(A) ve
hera,f € K i¢in

A(ax + By) = aA(x) + BA®Y)
ise A operatoriine lineer operator denir (Bayraktar 2000).

Tamm 2.1.2. (Konveks Kiime): L bir lineer uzay A € L ve x,y € A keyfi olmak tizere
B={zel:z=ax+(1—-a)y, 0<a<1}cA

ise A kiimesine konveks kiime denir. Eger z € B ise z = ax + (1 — a)y esitligindeki x

ve y’nin katsayilari i¢in a + (1 — a) = 1 bagmntis1 her zaman dogrudur. Bu sebeple

konveks kiime tanimindaki @,1—a yerine a+ f =1 sartin1 saglayan ve negatif

olmayan a, 8 reel sayilar1 alinabilir. Geometrik olarak B kiimesi u¢ noktalar1 x ve y

olan bir dogru pargasidir. Bu durumda sezgisel olarak konveks kiime, bos olmayan ve

herhangi iki noktasini birlestiren dogru parcasini ihtiva eden kiimedir (Bayraktar 2000).

Sekil 2.1. Konveks kiime

Sekil 2.2. Konveks olmayan kiime

Ornegin araliklar reel eksen iizerindeki konveks kiimelerdir.



Tamm 2.1.3. (J —Konveks Fonksiyon): I, R’de bir aralik olmak tizere her x,y € I igin

f<xJ2ry) Sf(x)ﬂsz(y)

sartin1 saglayan f fonksiyonuna I {izerinde Jensen anlaminda konveks veya | —konveks

fonksiyon denir (Mitrinovi¢ 1970).

Tamm 2.1.4. (Kesin J — Konveks Fonksiyon): Her x,y € I ve x # y igin

f<xJ2ry) <f(x)ﬂ2Lf(y)

oluyorsa f fonksiyonuna I iizerinde kesin | —konveks fonksiyon denir (Mitrinovi¢
1970).

Tammm 2.1.5. (Konveks Fonksiyon): I, R’de bir aralik ve f:1 = R bir fonksiyon
olmak tizere her x,y € I ve a € [0,1] i¢in,

flax+ (1 —a)y) <af(x) + (1 -a)f (y) (2.1)
sartin1 saglayan f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. Eger (2.1) esitsizligi x # y ve
a € (0,1) igin kesin ise bu durumda f fonksiyonuna kesin konvekstir denir (Pecari¢ et
al. 1992).

Sonug 2.1.1. Her konveks fonksiyon J —konveks fonksiyondur.

Sonu¢ 2.1.2. I < R olmak iizere, bir f fonksiyonunun I’da konveks olmasi i¢in gerek

ve yeter sart, her x,y € I ve her p, g > 0 reel sayilari i¢in

f (px + qy> < pf(x) +qf (y)
p+tq / p+q

olmasidir (Mitrinovi¢ 1970).

Ornegin, f:1 € R - R, f(x) = |x| fonksiyonu I iizerinde konveks fonksiyondur.
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Sekil 2.3. Araliklar iizerinde konveks fonksiyon ( f(x) = |x|)

[ tzerinde tanimli bir f fonksiyonunun kesin konveksliginin geometrik anlami
(a, f(a)) ve (b, f(b)) noktalarmi igeren I {izerindeki dogru pargasinin f’nin grafiginin
ist kisminda yer almasidir. Bakiniz Sekil 2.4.

i

tfix)+ (1 — 1) f(y)
fitx+(I-1)y)

Jx) !

Y

x fx+ (I-0y y

Sekil 2.4. Konveks fonksiyon

Eger f fonksiyonu [a, b] araliginda tanimli, [a, b] araliginda konveks (konkav) ve x,
noktasinda diferensiyellenebilen bir fonksiyon ise x € (a, b) igin

F) = f(x0) < (2)f (x0) (x — x0) (2.2)
esitsizligi yazilir. Yani (a, b) araliginda diferensiyellenebilen konveks fonksiyon (2.2)

esitsizligini saglar.

Tanim 2.1.6. (Siireklilik): /:S € R - R, x, € S ve € > 0 verilmis olsun.
X€ESvVe|x—xo| <6igin|f(x) — f(xp)] < &
olacak sekilde bir § > 0 sayis1 varsa f, x,’da siireklidir denir (Bayraktar 2010).



Tamim 2.1.7. (Diizgiin Siireklilik): /: S € R — R fonksiyonu ve € > 0 sayis1 verilmis
olsun.

|x; — x,| < & sartin1 saglayan her x1,x, € Sicin |f(x;) — f(xy)| < &
olacak sekilde bir § > 0 sayisi varsa f, S’de diizgiin siireklidir denir (Bayraktar 2010).

Tamim 2.1.8. (Lipschitz Sarti): f:S € R — R fonksiyonu i¢in

lf ) —fOI < Mlx -yl
olacak sekilde bir M > 0 sayisi varsa f, S’de Lipschitz sartin1 sagliyor denir (Bayraktar
2010).

Sonug 2.1.3. f, S’de Lipschitz sartin1 sagliyorsa f, S’de diizgiin siireklidir (Bayraktar
2010).

Tanmm 2.1.9. (Mutlak Siireklilik): /, R’nin bostan farkli bir alt kiimesi ve f:I - R
taniml bir fonksiyon olsun. I nin {(a;, b;)}=; ayrik agik alt araliklarinin bir birlesimini
goz Oniine alalm. Sayet Ve >0 i¢in X1, |b; —a;] < & oldugunda X i-,|f(b;) —
f(a;)| < € olacak sekilde bir § = §(e) > 0 sayis1 var ise f fonksiyonu I kiimesinde
mutlak siireklidir denir (Carter and Brunt 2000).

Konvekslik, Lipschitz sarti, siireklilik ve mutlak siireklilik arasindaki iliski asagidaki

teoremde verilecektir.

Teorem 2.1.1. [a,b] € I° olsun. Eger f:I - R tanimli konveks bir fonksiyon ise f
Lipschitz sartin1 saglar. Sonug olarak, f [a,b] araliginda mutlak strekli ve [°’de
stireklidir (Pecari¢ et al. 1992).

Teorem 2.1.2. f fonksiyonu [a, b] araliginda konveks ise
a. f, (a, b) araliginda stireklidir ve
b. f, [a, b] araliginda siirhidir (Azpeitia 1994).

Tamim 2.1.10. (Artan ve Azalan Fonksiyonlar): f, I araliginda tanimli bir fonksiyon

Ve x4, X, de I’da iki nokta olsun. Bu durumda



(@) x; > xq iken f(xy) > f(xy) ise f fonksiyonu [ iizerinde artandr,

(b) x, > x4 iken f(x;) < f(x;) ise f fonksiyonu I {izerinde azalandir,

(€) x, > xq iken f(x;) = f(x;) ise f fonksiyonu I tizerinde azalmayandir,
(d) x, > xq iken f(xy) < f(x,) ise f fonksiyonu I {izerinde artmayandir
denir (Adams and Essex 2010).

Teorem 2.1.3. ] agik bir aralik ve | € I olmak iizere f, I lizerinde siirekli ve J lizerinde
diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda

(@) Her x € J i¢in f'(x) > 0 ise f fonksiyonu I iizerinde artandir.

(b) Her x € J igin f'(x) < 0 ise f fonksiyonu I iizerinde azalandir.

(c) Her x € Jicin f'(x) = 0 ise f fonksiyonu I iizerinde azalmayandr.

(d) Her x € J icin f'(x) < 0 ise f fonksiyonu I iizerinde artmayandir.

(Adams and Essex 2010).

Asagida konveks fonksiyonlarin tiirevleri ile artanlik (azalanlik) arasindaki iligkiyi

igeren sonug ve teoremler verilmistir.

Sonug 2.1.4. f, g konveks fonsiyonlar ve g ayni zamanda artan ise g o f fonksiyonu
konvekstir (Roberts and Varberg 1973).

Teorem 2.1.4. Eger f:1 — R taniml konveks (kesin konveks) bir fonksiyon ise f, (x)

ve f_(x) var ve bu fonksiyon °’de artandir (kesin artandir) (Pecarié et al. 1992).

Teorem 2.1.5. f fonksiyonu (a, b) araliginda diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun.
Bu durumda f fonksiyonunun konveks olmasi igin gerek ve yeter sart f'’nin artan

(kesin artan) olmasidir (Pecari¢ et al. 1992).

Teorem 2.1.6. f fonksiyonunun [ agik araliginda ikinci tiirevi varsa, f fonksiyonunun
bu aralik lizerinde konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart x € [ i¢in

') =0

olmasidir (Mitrinovi¢ 1970).



Cesitli konveks fonksiyon tiirleri vardir. Bunlardan en ¢ok bilinen ve literatiirde bu

konuda galisanlar tarafindan sik kullanilan konveks fonksiyon tiirleri sunlardir:

Tamm 2.1.11. (Quasi-Konveks Fonksiyon): f: S — R bir fonksiyon ve S ¢ R" bostan
farkli konveks kiime olsun. Vx,y € S ve A € [0,1] igin

fAx + (1 = Dy) < max{f(x), f(¥)}

ise f’ye quasi —konveks fonksiyon denir (Dragomir and Pearce 1998).

Eger
fQx + (1 = Dy) <max{f(x), f(y)}

ise f’ye strictly quasi —konveks fonksiyon denir. Ayni sartlar altinda

fAx + (1= Dy) =2 max{f(x), f(¥)}

ise f’ye quasi —konkav fonksiyon ve

fQx + (1 =2y) >max{f(x), f(¥)}

ise f’ye strictly quasi —konkav fonksiyon denir (Dragomir and Pearce 1998).

Tammm 2.1.12. f hem quasi —konveks hem de quasi —konkav ise f’ye

quasi —monotonik denir (Greenberg and Pierskalla 1971).

Sonug¢ 2.1.5. Herhangi bir konveks fonksiyon quasi —konveks fonksiyondur. Fakat
tersi her zaman dogru degildir. Yani quasi —konveks olup konveks olmayan

fonksiyonlar vardir. Ornegin g: [—2,2] - R,
t, te|-2,—-1
g@) = { [ :

t?, te[-1,2]
fonksiyonu [—2,2] araliginda konveks degildir. Fakat g fonksiyonu [—2,2] araliginda
quasi —konveks fonksiyondur (lon 2007).

Tammm 2.1.13. (Wright-Konveks Fonksiyon): f:I - R tanimli ve y >x,8 >0
sartlar1 altinda her bir y + §,x € [ igin

f+8) - f)<fy+8)—-f)
esitsizligi saglaniyorsa f’ye I € R’de Wright-konveks fonksiyon denir (Dragomir and
Pearce 1998).
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Tamm 2.1.14. (Wright-Quasi-Konveks Fonksiyon): f:1 — R tanimli bir fonksiyon
olsun. y > x,8 > 0 sartlar1 altinda Vx,y,y + & € I ve Va € [0,1] igin

S[f (@ + (1= @) + F(( — @)x + )] < max(f (), fO)

veya

%[f(y) + f(x + 8)] < max{f(x), f(y + 6)}

esitsizliklerinden biri saglaniyorsa f’ye I € R’de Wright-quasi-konveks fonksiyon

denir (Dragomir and Pearce 1998).

Tamim 2.1.15. (J —Quasi-Konveks Fonksiyon): f: 1 — R fonksiyonu her x,y € I i¢in

£ (552 < maxtr @, F o)

sartin1 sagliyorsa f fonksiyonuna J — quasi —konvekstir denir (Dragomir and Pearce
2000).

Tamm 2.1.16. (Godunova-Levin Fonksiyonu): f:I — R negatif olmayan fonksiyon,
Vx,y € I,a € (0,1) olmak tizere

sartin1 saglayan f fonksiyonuna Godunova-Levin fonksiyon veya Q(I) smifina aittir

denir.

Bu tanima denk olarak; f € Q(I) ve x,y,z € I ise bu takdirde

fOE-x-2)+fONy—x)y-2)+f@z—-—x)(z-y)=0

esitsizligi saglanir (Godunova and Levin 1985).

Tammm 2.1.17. (P —Fonksiyonu): f:I — R negatif olmayan bir fonksiyon olsun.
Vx,y € I,a € [0,1] olmak lizere

flax+ (1 —a)y) < f) + f(¥)
sartin1 saglayan f fonksiyonuna P —fonksiyonu veya P(I) sinifina aittir denir
(Dragomir et al. 1995).
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x, y pozitif sayilarinin r. kuvvetlerine gére kuvvet ortalamasi
1

M, (x,y;2) = |+ @ =DyD)r,  r#0

ytA, =0

olarak tanimlanir.

Tamm 2.1.18. (r —Konveks Fonksiyon): f pozitif bir fonksiyon olmak iizere her
X,y € [a,b] ve a € [0,1] i¢in

flax+ (1 - a)y) < M, (f(x), f(¥); a)
sartim1 saglayan f fonksiyonuna [a, b] araliginda r —konveks fonksiyon denir (Gill et
al. 1997).

Bu tanimdan 0 —konveks fonksiyonlarin log —konveks fonksiyonlar ve 1 —konveks

fonksiyonlarin bilinen konveks fonksiyonlar oldugu sonucuna kolaylikla ulasilir.

r —konvekslik tanimi

AT +A=Df(), r#0
FOIFODIT r=0

bi¢iminde genisletilmistir (Pearce et al. 1998).

FrOx+ 1= Dy) < {

Tamm 2.1.19. (Birinci Anlamda s —Konveks Fonksiyon): R, = [0,»), f:R, - R

ve 0 <s < 1olsun. a® + B° = 1 olmak iizere her u,v € R, ve her a, 8 = 0 igin
flau+pv) < a’f(u) + B°f(v)

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna birinci anlamda s —konveks fonksiyon denir

(Orlicz 1961).

Tamm 2.1.20. (ikinci Anlamda s —Konveks Fonksiyon): R, = [0,), f:R; - R

ve0<s<1olsun. a,f =0, a + B = 1 olmak tizere her u, v € R, i¢in

flau+Bv) < a*f(w) + B°f(v)
esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna ikinci anlamda s —konveks fonksiyon denir.

Ikinci anlamda s —konveks fonksiyonlarin simifi K2 ile gosterilir (Breckner 1978).

Yukarida verilen her iki s —konvekslik tanimi s = 1 i¢in bilinen konvekslige dontistir.
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Ornek 2.1.1. s € (0,1) ve a, b, ¢ € R olsun. f: [0, ) — R fonksiyonu

_(aq t=20
f(t)_{bt5+c, t>0

olarak tanimlansin. Bu takdirde
(i) b=0ve0<c<aisef €Kz dir.
(ii)b>0vec<O0ise f ¢ K2 dir (Hudzik and Maligranda 1994).

Tamm 2.1.21. (h —Konveks Fonksiyon): h:J] € R — R pozitif bir fonksiyon olsun.
Herx,y € I, a € (0,1) i¢in

flax+ (1 - a)y) < h(a)f(x) + h(1 = a)f (y) (2.3)
sartin1 saglayan negatif olmayan f:I € R — R fonksiyonuna h —konveks fonksiyon

veya SX(h,I) sinifina aittir denir (Varosanec 2007).

(2.3) esitsizliginin tersini dogrulayan f: I € R — R fonksiyonuna h —konkav fonksiyon
denir yani f € SV (h, I)’dir (VaroSanec 2007).

Bu tanimdan agik¢a su sonuglar ¢ikarilabilir: h(a) = a ise tim negatif olmayan
konveks fonksiyonlar SX(h, I) smifina ve esitsizligin yon degistirmesi durumunda tiim
negatif olmayan konkav fonksiyonlar SV (h,I) sinifina aittir; h(a) =§ ise SX(h,I) =
Q(I) smifina aittir; h(a) = 1 ise SX(h,I) 2 P(I)’dir; s € (0,1) olmak iizere h(a) =
a’ ise SX(h,1) 2 K2 dir (Varo$anec 2007).

Tamm 2.1.22. (Starshaped Fonksiyon): f:[0,b] = R fonksiyonu her x € [0, b] ve
t € [0,1] icin

ftx) < tf(x)
sartin1 saglhiyorsa f fonksiyonuna starshaped fonksiyon denir (Dragomir and Pearce
2000).

Tamm 2.1.23. (m —Konveks Fonksiyon): f:[0,b] = R ve b > 0 olsun. Her x,y €
[0,b], m € [0,1] ve t € [0,1] i¢in

flx+m(1 —-0)y) < tf (x) + m(1 - )f (y)
sart1 saglaniyorsa f fonksiyonuna m —konvekstir denir (Toader 1984).
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—f fonksiyonu m —konveks ise bu takdirde f fonksiyonu m —konkavdir. Ayrica
f(0) < 0 igin [0, b] araliginda tanimli tim m —konveks fonksiyonlarin simifi K,,(b) ile

gosterilir.

Eger m = 1 alinirsa [0, b] tizerinde m —konveks fonksiyon bilinen konveks fonksiyona

doniistir.

Tanmm 2.1.24. ((a¢, m) —Konveks Fonksiyon): f:[0,b] = R ve b > 0 olsun. Her
x,y € [0,b], t € [0,1] ve (a,m) € [0,1]? i¢in

fx+m(1—-0)y) <t*f(x) +m(1 -t*)f(y)
sart1 saglaniyorsa f fonksiyonuna (a, m) —konveks fonksiyon denir (Mihesan 1993).

f(0) <0 i¢in [0,b] araliginda tanimli tiim (a, m) —konveks fonksiyonlarin sinifi
KZ%(b) ile gosterilir. Ayrica, (a,m) € {(0,0),(1,0),(1,m), (1,1)} i¢in sirasiyla artan,
starshaped, m —konveks ve konveks fonksiyon smiflart elde edilir. £(0) < 0 olmak
iizere Ki(b) smifinda sadece f:[0,b] = R taniml1 konveks fonksiyonlar yer alir, yani

Ki(b), [0, b] iizerinde tanimli tiim konveks fonksiyonlar sinifinin uygun bir alt sinifidir.

Teorem 2.1.7. (Holder Esitsizligi): a = (a4, ...,a,) ve b = (by,..,b,) reel veya

kompleks sayilarin iki n —lisi olsun. Bu takdirde
1 1
+=1
olmak tizere

(@) p > 1ise,

1 1

n n 5 n E

> ab s( |ak|p> <Z|bk|q) ,
=1 k=1 k=1

k
(b) p < 0veyaq <0 ise,
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1 1
Z agby = (Zlak|p> <Z|bk|q>
K k=1 k=1

=1

esitsizlikleri gecerlidir (Mitrinovi¢ 1970).

Teorem 2.1.8. (Integraller icin Holder Esitsizligi): p > 1 ve % +% = 1 olsun. f ve g,

[a,b] araliginda tamimli reel fonksiyonlar, [f|? ve |g|?, [a,b] araliginda

integrallenebilir fonksiyonlar ise

1

b b % b q
f |f<x>g<x>|dxs(f If(x)lpdx> (f |g<x>|qu)

esitsizligi gecerlidir (Mitrinovic¢ et al. 1993).

Ayrica Holder esitsizliginin bir sonucu olan power-mean esitsizligi de asagidaki gibi

ifade edilir.

Sonug 2.1.6. (Power-Mean Esitsizligi): ¢ > 1 olsun. f ve g, [a, b] araliginda tanimli

reel fonksiyonlar, |f| ve |g|?, [a, b] araliginda integrallenebilir fonksiyonlar ise
1

b b 1—% b 7
j If(x)g(x)lde< j If(x)ldx> (j If(x)llg(x)l"dx>

esitsizligi gecerlidir.
Reel ve kompleks sayilar i¢in temel esitsizliklerden bir tanesi de tiggen esitsizligidir.

Teorem 2.1.9. (Ucgen Esitsizligi): Herhangi x, y reel sayilar igin
Ix +yl < [x] +1yl,
|l = Iyl] < lx = y1,
|l = Iyl] < lx + ¥l
ve tiimevarim metoduyla
ey + -+ x| S fxq | + o0+ [

esitsizlikleri gegerlidir (Mitrinovi¢ et al. 1993).
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Teorem 2.1.10. (Ucgen Esitsizliginin Integral Versiyonu): f, [a, b] araliginda siirekli

reel degerli bir fonksiyon olsun. Bu takdirde

b
< f foldx  (a<b)

fbf(x)dx

esitsizligi gecerlidir (Mitrinovic¢ et al. 1993).
2.2. Kuantum Kalkiiliis

Bu boliimde, arastirmada kullanilacak bazi temel tanim, teorem ve drnekler verilmistir.
Giris kisminda da bahsedildigi gibi kuantum Kalkiiliisiin g —kalkiiliis ve h —kalkiiliis

olmak tizere iki tipi vardir. Bu arastirmada tamamen g —kalkiiliis iizerinde durulmustur.

Tamim 2.2.1. ( g —diferansiyel): Bir f(x) fonksiyonunun g —diferansiyeli
(dof) ) = f(q2) = f(x)
olur (Kac and Cheung 2002). Ozel olarak,
dgx=(q—1)x
yazilir. iki fonksiyonun carpiminin g —diferansiyeli ise;

de(f(x)g(x) = f(qx)g(qx) — f(x)g(x)

= flax)g(qx) — f(gx)g(x) + f(gx)g(x) — f(x)g(x)
dir. Buradan
dq(f(x)g(x)) = f(gx)dqg(x) + g(x)dqf (x).
yazilir. Goriildiigii gibi geleneksel diferansiyeldeki iki fonksiyonun ¢arpiminin

diferansiyelindeki simetri 6zelligi kuantum diferansiyelinde yoktur (Kac and Cheung
2002).

Tamim 2.2.2. ( q —tiirev): Bir f(x) fonksiyonunun q —tiirevi

dof (@) f(qx) = F)

D,f(x) = =
af () dgx (g —Dx
ile gosterilir. Eger f(x) fonksiyonu diferansiyellenebilirse
. df (x)
limg1Dyf (x) = P
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olur. Basit anlamdaki tiirevde oldugu gibi, g —tlirevde de bir fonksiyonun g —tiirevini
alma iglemi bir lineer operatordiir. Yani

Dq(af (x) + bg(x)) = aDqf (x) + bDqg(x)
dir (Kac and Cheung 2002).

Ornek 2.2.1. n pozitif tamsay1 olmak iizere, f(x) = x" fonksiyonunun q —tiirevi tanim
yardimiyla

(gx)" —x" q"—1
Dgx" = = x"t
a (@-Dx q-—-1

seklinde bulunur.

(" —1)/(q — 1) ifadesi ¢ok sik kullanilacagindan, bu ifade yerine asagidaki notasyon

kullanilmuastir.

Herhangi pozitif n pozitif tamsayist igin;

_q -1

[n] =q" +...+1

q—1
dir. Bu ifadeye n nin g —analogu denir. O halde f(x) = x" fonksiyonunun g —tiirevi
tekrar yazilacak olursa,

Dgx" = [n]x"*
seklinde ifade edilir. Dikkat edildiginde son yazilan esitligin, x" nin geleneksel
anlamdaki tiirevine benzer oldugu gorillir. g — 1iken[n] =¢" *+...+1 > 1+
14+...+1 =n olur. n tam sayisiin geleneksel kalkiiliisteki yaptigi isi, kuantum

kalkiiliiste [n] ifadesi yapar (Kac and Cheung 2002).

f(x) ve g(x) fonksiyonlarinin ¢arpiminin ve bolimiiniin q —tiirevlerinin ne oldugu

sorusuna gelinirse

Dg(f(x)g(x)) = f(gx)Dag(x) + g(x) Do f (x) (2.5)
esitligi ortaya cikar. Bu esitlik ise
Dg(f(x)g(x)) = f(x)Dgqg(x) + g(qx)Dgf (x) (2.6)

esitligine denktir. (2.5) esitligini
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CON
g(X)-g(x) =f(x)

esitligine uygularsak

9@, (23) +25 0,900 = Do)

olur. Buradan

fO)\ _ g)Dgf(x) — f(x)Dgg(x)
Pa <g(x)> - g(x)g(qx) (27)
olur. (2.6) esitligi yardimiyla da
f)\ _ 9(qx)Dyf (x) — f(qx)Dyg9(x)
b (g (x)) - 99(a0) 28)

elde edilir. (2.7) ve (2.8) formiilleri i¢in her ikisinin de dogru ancak bazi Gzel

durumlarda birinin digerinden daha kullanigh oldugu sdylenebilir.

Tiim bu verilen formiillerden sonra zincir kuralinin nasil oldugunu 6grenmek istememiz
sasirtict olmayacaktir. Ancak q —tlirevler igin genel bir zincir kuralindan soz
edilmemektedir. Ayrica istisna olarak u = u(x) = ax?, a ve B sabit olmak iizere
f (u(x)) formunda bir fonksiyonun diferansiyelinden sz edilebilir. Zincir kurali;
f(aqfx? ) - flaxh)

qx —x
B f(aqﬁxﬁ ) — f(axP) aqPxP — axP
~ aqPxP —axP qx — x

_ f(dPu) - FW u(gx) —ux)

qPu—u qx — x

Dylf (u(x))] = Dylf (axF )] =

olarak uygulanir ve buradan;

qu(u(x)) = (quf)(u(x))un(x) (2.9)
bulunur (Kac and Cheung 2002).

Bir f(x) fonksiyonunun ikinci g —tiirevinin ne oldugu sorusunun cevabina gelindiginde

asagidaki esitlikle karsilasilir;
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Dgf(x) = Dy (Dq (f(x))) = Dq <%)

(g = DxDy(f(gx) = £ () = (f(gx) = f(x))Dg((q — Dx)
B (q — Dx(q — Dgx

(@ = Dx(Daf (%) = Do f () = (fax) = F())Dy((q = D)

q(q — 1)?x?
f(@*x) = f(qx)  f(gx) = f(x) (g —Dgx—(q—Dx
:(q_l)x( (@—Dx _ (g—Dx )_(f(qx)_f(x)) (q—Dx
q(q — 1)?x?
_f@0) = 2f(g0) + f() — (f(g0) — fF()) (g — 1)
q(q — 1)?x?
_ @) +qfx) -+ q)f(qx)_

q(q — 1)*x?
Bu sekilde f(x) gibi bir fonksiyonun daha iist mertebeden q —tiirevlerine ulasilabilir.

Sonug olarak

f(@*0) +qf(x) = (1 + )f (qx)
q(q — 1)?x?

bulunur. Bu ifade 6zellikle g —konvekslik ve tanimi ileride yer alan q —logaritmik

D2f(x) = (2.10)

konvekslik gibi tanimlarda kullanilan 6nemli bir ifadedir.

Geleneksel kalkiiliiste, tiim tiirevleri olan bir f(x) fonksiyonu x = a civarinda bir
kuvvet seri olarak gosterilebilirse x = a da analitiktir denir. Taylor teoremine gore
kuvvet serileri;

(x-a)"

n!

) =) ) (2.11)
n=0

seklindedir.

Tamm 2.2.3. (x — a)" nin g —anologu

1 , n =0ise
x—a)(x—qa)..(x—q"ta), n=>1lise

(- =
dir (Kac and Cheung 2002).
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Onerme 2.2.1. n > 1 icin,
Dq(x — @) = [n](x — a)i
dir. (Kac and Cheung 2002).

Ispat. Formiil n = 1 i¢in agik¢a dogrudur. Herhangi bir k tamsayis1 igin
Dy(x — )k = [k](x —a)§~t
oldugunu varsayilsin. Yukaridaki tamma gore (x — a)k*! = (x — @)k (x — ¢*a) olur.
Carpim kurali (2.6) kullanilirsa
D,(x — a)¥* = (x — @)k + (gx — ") Dy (x — a)k

= (x— )k + g — ¢ @)K (x — )k = (1 + K] (x — 0

= [k + 1](x — a)¥
bulunur. O halde 6nerme k iizerindeki varsayimla birlikte kanitlanmis olur (Kac and

Cheung 2002).

Teorem 2.2.1. Herhangi bir N dereceli f(x) fonksiyonu ve herhangi bir ¢ sayis1 i¢in
q —Taylor agilimy,

]
f(x)—Z(D NE~3
seklindedir. Bu agilimdan g —binom kofaktorii elde edilir;
[j] Ultn =1
Buradan vej negatif olmayan tamsayilar ve n >j dir. Yine burada q — 1 iken

q —binom kofaktoriiniin geleneksel binom kofaktdriine indirgendigine dikkat

edilmelidir. ¢ —binom kofaktoriiniin bazi 6zelliklerini asagida verilmistir;

a)

1=

b) g —Pascal kurallari ise su sekilde tanimlanir;

A R

ve
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AR

olarak tanimlanir. Burada 1 < j < n — 1 dir.

Ote yandan, q —Taylor agilimindan yararlanarak Gauss' un Binom formiilii ise

n
(x+a) = Z m gIU=D/2gixn=
j=o

seklinde yazilir. Burada n negatif olmayan bir tamsayi, a bir say1, f(x) = (x + a)g bir

fonksiyon ve j < n oldugu kabul edilmistir (Kac and Cheung 2002).

Tamim 2.2.4. (q —Ustel Fonksiyonlar): e* klasik iistel fonksiyonunun q —analogu

o)

x) 1
Ut A-QA-gxg

dir. Klasik tistel fonksiyonun diger bir ¢ —analogu ise

[0e]

- xJ
EX = Z giU=Dr2 = 1+ 1 - u)&
j=0 '

X —
eqg =

dir (Kac and Cheung 2002).
Bu iki g —tstel fonksiyonun g —tiirevi ise
Dgey =ef ve DJEX =E]"

ile verilir.

Ayrica yx = qxy ise

olur. Ancak genelde eXe) + e;"” dir.

Tamim 2.2.5.( g —Trigonometrik Fonksiyonlar): g —Trigonometrik fonksiyonlar

ix _ ,—ix ix _ p—ix
. _€g —¢€q . _Eq —Eq
SiNgX = ——F——, Slnqx =
21 21
ix —ix ix —ix
_€g +eq _ Eq +E;
COSgX = ———, COqu =
2 2
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esitlikleri ile ifade edilirler. Burada Singx =sin, 4x ve Cosgx = c0S1/4X .

Ayrica
eqgEg* =1
esitligi onemlidir. Bu esitlikten faydalanarak
et EY + e WE;™ +2
4

COSqX Cosqx =

ve
e EX + efXE ™ — 2
4

Singx Singx = —
esitlikleri bulunur. Buradan da
cosqx Cosgx + singx Singx =1
esitligi elde edilir. Bu fonksiyonlarin q —tiirevleri ise
Dgsingx = cosgx, D,Singx = Cosyqx,
Dycosgx = —singx, DyCosqx = —Singqx .

dir (Kac and Cheung 2002).

Tamm 2.2.6. (q —Antitiirev): Eger D,F (x) = f(x) ise, F(x) fonksiyonu f(x) in bir

q —antitiirevidir ve

Jf(x)dqx.

ile gosterilir. Burada dikkat edilmesi gereken 6nemli nokta yukarida "q —antitiirev"
yerine "bir q —antitiirev" yazilmasidir. Bunun sebebi ise geleneksel kalkiiliiste oldugu

gibi bir antitiirevin tek olmadigidir (Kac and Cheung 2002).

a ve B sabitler olmak tizere u = u(x) = ax? fonksiyonu i¢in degisken degistirmesi

yapilmak istensin, ayrica F(x)’in f(x)' in bir g —antitiirevi oldugu farzedilsin. O halde

J fwydgu = F) = Fu(x))
olur. Herhangi ¢’ i¢in (2.9) kullanilirsa

F(u(x)) = [ Dy F(u(x))dgx
= f(Dq,BF)(u(x))quu(x)dqfx

= [ (DgsF)((x))dgu(x)
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olur, burada q' = q*/# segilirse D,,sF = DgF = f olur ve

[ Fadqu = [ Fu))dgus u(x)
elde edilirr Bu formiilin anlami sudur: f))Dgyp u(x),  f(u) nun

q —antitiirevlerinden biridir (Kac and Cheung 2002).

Tamim 2.2.7. (q —Integral): 0 < a < b olsun. g —integral
b (o]
[ reodgr = -ap Y 4l flab) (212)
0 =
ve

b b a
f fQ)dgx =j fQo)dgx —f f(x)dgx. (2.13)
a 0 0

esitlikleri ile tanimlanir. Asagida kisitlanmis g —integral tanimindan ve g —integralin

0zel bir tipinden bahsedilecektir.

Tamm 2.28.0 < q <1, b > 0ven € Z* olmak iizere kisitlanmis g —integral

b
f(x)dgx

bq™

ile tanimlanir (Gauchman 2002).

f(x) 'e ek olarak kisitlanmis g —integral ayni1 zamanda q, b ve n'ye baghdir. Calismanin
bundan sonraki kisminda asagidaki notasyonlar kullanilacaktir.

j€{0,1,..,n}icinc; = b;j,a = ¢, = bq™.

Asagidaki formiil yukaridaki (2.12) ve (2.13) den elde edilmistir;

n

b b n-1 -1
[ rrdex = sedr=a-ap) @ fba)=a-0) 6 1(q)
a ba™ =0 =0

J

Ayrica

b
[ Dof dox = 1) - f@

esitligi g —integral i¢in 6nemlidir.
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Eger [a,b]iizerinde f(x) = g(x) ise f:f(x) dgx = f:g(x) dgx olur ve eger
0<k<nise

fabf(x) dgx = f:kf(x) dgx + fcbf(x) dgx

esitligi vardir (Gauchman 2002).

Kismi g —integrasyon formiilii;

b b
| 76(0ag) ) dx = 15191 - F@9(@ = [ 9@ (Def) () dy

esitligi ile verilir. @ = bq™, q = (a/b)/™ oldugundan, a, b sabitleri ve n — oo igin
q — 1 olacagindan ve eger f(x) fonksiyonu [a,b] lizerinde Rieamann anlaminda

integrallenebilen bir fonksiyon olarak varsayilirsa

Lbf(x) dgx = fabf(x) dx

olur (Kac and Cheung 2002).
2.3. ki Pozitif Reel Say1 icin Bazi Ortalamalar
Bu boliimde a, b gibi pozitif iki reel say1 igin bazi ortalamalar verilecektir (Bullen et al.

1988; Bullen 2003);
(1) Aritmetik ortalama:

A=A(a,b) = a—;b'
(2) Geometrik ortalama:
G = G(a,b) = Vab,
(3) Harmonik ortalama:
H =H(a,b) := 2ab :
a+b
(4) Logaritmik ortalama:
a, a=>
L=L(ab):={ b—a
(@b) b —Ina’ a#+b
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(5) Identric ortalama:

a, a=>b
I =1I(ab) =11/bb\b-a
- <E> , a#+b
(6) p — logaritmik ortalama:
a, a=b
L, = L,(a,b) := pp+1 _ gp+1 %
(p+1)(b—a)] ,a#bh
(7) Kuadratik ortalama:
K =K(ab) = @ ;bz

ortalamalar1 vardir.
Ayrica, p € R olmak iizere L, nin monoton artan oldugu bilinir ve Lo =1, L_; = L ile
gosterilir. Bu ortalamalar arasindaki iliski asagidaki gibi literatiirde yer almaktadir:

H<G<L<I<A.

Son olarak, x,y pozitif sayilarinin 7. kuvvetlerinin genellestirilmis logaritmik

ortalamasi
( T xr+1_yr+1
Tl o=y r+0,-1L,x#y
xX—=y
L.(x,y) =< Inx — Iny’ r=0x#y
Inx — Iny
Xy x—y r=—-1Lx+y
\ X, xX=y

bigiminde tanimlanir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

Bu boliimde, arastirmanin temel kisminda kullanilacak olan bazi temel tanim ve

teoremler verilmistir.
3.1. g —Konveks Fonksiyon ve Bazi Esitsizlikler

Tamm 3.1.1. (Log-Konveks Fonksiyon): I, R’de bir aralik ve f:1 — R bir fonksiyon
olsun. Her x,y € I ve a € [0,1] i¢in

flax+ (1 - a)y) < fYOf7 ()

sartin1 saglayan f fonksiyonuna Log-konvekstir denir (Pecaric¢ et al. 1992).

Tanim 3.1.2. ( g —konveks fonksiyon): f:[a,b] - R fonksiyonu eger [a, b] tizerinde
Dif =0 sartim sagliyorsa f fonksiyonuna [a,b] iizerinde q —konvekstir denir

(Gauchman 2002).

O halde f(x) fonksiyonu x € [a, b] ve q?x € [a, b] olmak {izere her x icin eger
f(g*x) + qf(x) — (1 + q)f(gx) = 0 ise g —konvekstir denir. f(x) fonksiyonu [a, b]
tizerinde konveks ise aym zamanda yine [a, b] tizerinde g —konvekstir (Gauchman
2002).

Tanmm 3.1.3. x € [a,b] ve qx € [a, b] i¢in eger f(qx) < f(x) (veya f(qx) = f(x))
ise f(x) fonksiyonu [a,b] tlizerinde g —artan (veya g —azalan) olarak tanimlanir
(Gauchman 2002).

Diger bir ifade ile x € [a,b] Ve qx € [a,b] i¢in (Dyf)(x) =0 ((Dyf)(x) <0)
esitsizligi saglaniyor ise f(x) fonksiyonuna [a, b] tizerinde q —artan (g —azalan) denir.
Acikga goriilecegi gibi f(x) fonksiyonu artan (azalan) ise ayni zamanda q —artan

(g —azalan) da olur (Gauchman 2002).
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Teorem 3.1.1. (Hermite-Hadamard Esitsizligi): /, R’de bir aralik, a,b € vea <b

olmak iizere f: 1 € R — R konveks bir fonksiyon olsun. Bu takdirde

b 1 (P b
(a; )sb_af f(x)dxsw (3.1)

esitsizligi vardir. Bu esitsizlik literatiirde Hermite-Hadamard esitsizligi olarak bilinir

(Pecari¢ et al. 1992).

Ispat. Teorem 2.1.2°den dolay1 f fonksiyonu [a, b] araliginda integrallenebilirdir. Sag
taraftaki esitsizligin ispati konveksligin geometrik yorumundan agiktir. Yani x =

(1—-t)a+tb,0 <t <1olsun. Budurumda

1 b 1
mja f(x)dx = L f((1=ta+th)dt

Sf(a)J (1—-1t)dt +f(b)J tdt
0 0

_f@+fb)
2

olur ve bu (3.1) esitsizliginin sag tarafidir. Simdi sol tarafin ispati verilirse

1 b
=), fox

integralini

1 b
=g, fox

1
b—a

atb b
J f(x)dx + Ja+bf(x)dx (3.2)
a 2

biciminde yazip (3.2) esitliginin sag tarafindaki ilk terimde x =a+t(b—a)/2
degisken degistirmesi yapilirsa

f:zﬂf(x)dx - b;—afolf (a + —t(bz_ a)> dt

biciminde ve (3.2) esitliginin sag tarafindaki ikinci terimde x = b —t(b —a)/2
degisken degistirmesi yapilirsa
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2

=b;aj:f<b_t(b2—a))dt

bi¢giminde yazilabilir. (3.2)’de bu sonuglar kullanilir ve konveksligin tanim1 uygulanirsa,

oo e 5 (-2

= [ () =f(aZb)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur (Azpeitia 1994).

bbf(x)dx=—b;aflof<b—t(b_a))dt

Teorem 3.1.2. (@ —Hermite-Hadamard Esitsizligi):
i.  f fonksiyonu g —konveks ve g —monoton olsun. f fonksiyonu q —azalan ise
cx = (aq+b)/(1+ q) ve f fonksiyonu q —artan ise ¢, < (aq+b)/(1+ q)
oldugu varsayilsin. O halde,

(—@

flo) - 5—2 f()_b—f F) dgx.

ii.  f fonksiyonu q —konveks ve g —monoton olsun. f fonksiyonu g —azalan ise

¢ = (qla+b))/(1+q) ve f fonksiyonu q —artan ise ¢, = (q(a + b))/
(1 + q) oldugu varsayilsin. O halde,

1 b
fle <3 [ favdox

iii.  f fonksiyonu [a, b] tizerinde g —konveks olsun. O halde,

b
[ 760 dy < g 10ba - /@) + g = ) B

f F@) dy < 7= [0 = q)f @) + (ab = ) B)],

1 f(x) + f(gx) f(a) + f(b)
b—aL 2 o ==

vardir (Gauchman 2002).

Calismanin bundan sonraki kisminda gecgecek olan bazi gosterimler belirtilenecek

olunursa; n € N olmak tizere b > 0 igin a = bq™ dir ve
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[a,b], = {bq":0 <k <n}, (abl,=I[q " abl,

gosterimleri mevcuttur.

Lemma 3.1.1: p >1 ve g(x), [a, b], iizerinde negatif olmayan monoton fonksiyon
olsun. O halde,

PgPH(@1)Dag(x) < Dg(gP(x)) < pgP ' (¥)Deg(x), x € (a,bl; (3.3)
esitsizligi vardir (Brahim, Bettaibi and Sellemi 2008).

Sonug 3.1.1: Lemma 3.1.1 de g fonksiyonun azalmayan bir fonksiyon oldugu agiktir.
Ayrica g artmayan bir fonksiyon ise (3.3) esitsizligi yon degistirir. Eger g azalmayan
bir fonksiyon ve 0 < p <1 ise (3.3) esitsizliginin yon degistirdigini géstermek kolay
olacaktir (Sulaiman 2011).
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4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1. q —Logaritmik Konveks Fonksiyon

Tanmm 4.1.1.( q —logaritmik konveks fonksiyon): f:[a, b] = R bir fonksiyon olsun.
Eger logf, g —konveks ise f fonksiyonuna q —logaritmik konveks fonksiyon denir. Bu
tanima denk olarak ;[a,b] € R vex,qx,q*x € [a,b],0<q <1 olmak iizere,
f:la, b] - R fonksiyonu eger

fP @0 f(x) < f(g*x) (4.1)
sartin1 sagliyorsa f fonksiyonuna [a,b] iizerinde g —logaritmik konveks fonksiyon
denir. (4.1) esitsizligi yon degistirirse f fonksiyonuna [a, b] tizerinde g —logaritmik

konkav fonksiyon denir.

Diger bir ifade ile f:[a,b] - R fonksiyonu eger D7 (logf) = 0 sartiu sagliyorsa f
fonksiyonuna [a,b] iizerinde g —logaritmik konveks fonksiyon denilir. Oncelikle

Di(logf) = 0 esitsizliginin ne ifade ettigi gosterilmelidir.

l —(
D§(logf)(x) = D, (Dq((logf)(x))) - D, <( ogf)(?;c)_ 1§xogf)(x)>

_ (logf)(g*x) + q(logf)(x) — (1 + q)(logf)(gx) -0
q(q — 1)?x? -
oldugu (2.10) yardimiyla bulunur. Buradan,
(logf)(g®x) + q(logf)(x) — (1 + q)(logf)(gx) = 0,
(logf)(q?x) + (logf ) (x) — (logf ™) (qx) = 0,
log(f1(x)f(q*x)) = (logf T**)(gx),
islemleri yapildiginda, f9+1(qx) f9(x) < f(q*x) esitsizligi elde edilir.

Yukarida f(x) fonksiyonunun g —logaritmik konveksligi tizerinde duruldu. Eger k bir
pozitif tamsay1 ve q*x € [a, b] olmak iizere, f(q*x) icin (4.1) esitsizligi bulunurken
kullanilan yontem tekrar kullanilirsa, timevarim yontemi ile

FI (") f~9(g*x) = f(g"2x) (4.2)

esitsizligi elde edilir.
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Teorem 4.1.1. Ic R ve f:I - (0,) q —logaritmik konveks fonksiyon olsun. Bu

durumda

(raco+ F(a2x))’

i i (gx) < "

2q 2(,2
i, o (gr) < Q)

Ispat.
i.  (4.1) esitsizligi
T (gx) < f100f (g%%) (4.3)
seklinde yazilabilir. Bu esitsizligin sag tarafina G(p,q) < A(p,q), (p, q = 0) esitsizligi

uygulanirsa

2 2
fani gy < U160 +4f(q x)

esitsizligi elde edilir ve bdylece ispat tamamlanmis olur.

ii.  (4.3) esitsizliginin sag tarafina G(p,q) < K(p,q),(p,q = 0) esitsizligi
uygulanirsa

fari(g) < L100) +2f2<q2x>

esitsizligi elde edilir ve bdylece ispat tamamlanmis olur.

Lemma 4.1.1: Bir g —logaritmik konveks fonksiyon ayni zamanda q —konveks
fonksiyondur. Ancak bunun tersi her zaman dogru degildir.
Ispat. f = explogf olarak yazilabileceginden logaritmik g —konveks fonksiyon ayni

zamanda g —konveks fonksiyon olur.

Lemma 4.1.2. f(x) fonksiyonu [a, b] lizerinde logaritmik konveks ise ayn1 zamanda
yine [a, b] tizerinde q —logaritmik konvekstir.

Ispat. f(x) fonksiyonu [a,b] iizerinde logaritmik konveks ise logf fonksiyonu
konvestir. O halde, logf fonksiyonu g —konvekstir. Tanim 4.1.1 yardimiyla,

f fonksiyonu q —logaritmik konveks fonksiyon olur ve ispat tamamlanir.

Ornek 4.1.1. Yukaridaki agiklamalardan sonra g —logaritmik konveks fonksiyon icin

ornek fonksiyonlar vermek oldukga kolay olacaktir. Ornegin, f(x) = e’ fonksiyonu
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q —logaritmik konvekstir. Bunu gostermek i¢in once bu fonksiyonun logaritmik
konveks olup olmadigma bakilmalidir. logf = loge* = x? fonksiyonu konveks
oldugundan f(x) = e** fonksiyonu logaritmik konvekstir. O halde Lemma 4.1.2

yardimiyla f(x) = e*’ fonksiyonu g —logaritmik konveks fonksiyon olur.

Ayni fonksiyonun g —logaritmik konveks fonksiyon oldugunu yukaridaki Lemma 4.1.2

kullanilmadan, yalnizca (4.1) esitsizligi kullanilarak gosterilmeye ¢alisilirsa;

_ q*x? (e(qx)z)qﬂ _ £+ (gx)
flg®x) =eT*" 2 (exz)q - fa(x)

bulundugu gortiliir.

Teorem 4.1.2: f:1 — (0,) g —logaritmik konveks fonksiyon ve a,b € R ve n bir
pozitif tamsay1 olmak iizere x ve q'x € [a,b], i = 1,2, ...,n + 2 olsun. Bu durumda,

flax)fi(q™x) < fA(0)f (g™ *x)

esitsizligi vardir.

Ispat. f fonksiyonu g —logaritmik konveks fonksiyon oldugundan (4.2) esitsizligi
yardimiyla asagidaki esitsizlikler yazilabilir.

k = 0 icin, fi () f~1(x) < f(q*x)
k = 1igin, fI(q*x)f~9(qx) < f(g3x)
k = n igin, fI (@™ ) f(q"x) < f(q™*x)

Bu fonksiyon pozitif degerler aldigindan esitsizliklerin sol kisimlarinin ¢arpimi sag

kisimlarin ¢arpimindan kiigiik olur.
f@)f(@*0)f (@) .. f(@" 0 f 1) f T (g™ x)
< f(@*0)f(@°x) .. f(@"0)f (q" %) f (q"2x)

Bu esitsizlikten de gerekli sadelestirmeler yapilirsa
fl@fi(q"*x) < f1(0)f(q"*x)

esitsizligi elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.

Onerme 4.1.1. n € Z*, x € (0, ) olsun. Boylece
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n+2

(e?™ + 1)(eqn+1x + 1)q < (e*+ 1)‘7(3‘1 * 4+ 1)

esitsizligi vardir.

Ispat. Eger Teorem 4.1.2 de q —logaritmik konveks fonksiyon olarak, x € (0, ) i¢in
f(x) = e* + 1 fonksiyonu segilirse
flgx)fi(g™x) = (e®* + 1) (e

n+1

"+1)q

ve

n+2

fIOf(@™2x) = (e* + 1)(e? ¥ +1)
ifadeleri elde edilir.n € Z*, x € (0,) ve 0 < g < 1 oldugu goz oniine alinirsa

n+1

(e + 1) (e +1)" < (e¥ +1)7(e9"** + 1)

esitsizligi vardir.

Teorem 4.1.3: f:1 - (0, ), [a, b], iizerinde g —logaritmik konveks ve azalmayan bir

fonksiyon olsun. O halde

Da(f1() _ af 1(f(a*x)
D(f() ~  f*a®)

esitsizligi vardir.

Ispat. Sonug 3.1.1 den
af 7 ()Dyf (%) < Dg(f1(x)) < qf 17 (qx)Dyf (x)
esitsizligi, f:I — (0,), [a, b], iizerinde azalmayan bir fonksiyon i¢in yazilabilir. Bu
esitsizligin sag tarafi ele alinirsa
Dy(f1() _
qDqf(x) ~

2(gx)
f9(x)

f2(qx)Da(f9(x))
qf 1(x)Dqf (x)
esitsizligi ortaya ¢ikar. f fonksiyonu g —logaritmik konveks fonksiyon oldugundan

f2(qx)Da(f1(x))
qf 1(x)Dyf (x)

f171(qx)

yazilir. Esitsizligin her iki tarafi ile ¢arpilirsa

< f1 (g0 f 7))

< fP*(gx)f9(x) < f(g*x)

yazilir. Buradan da
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Dg(f1(x)) _ af1(0)f (g*x)
D,(f(x) —  f*(gx)

esitsizligi bulunur ve ispat tamamlanmis olur.

Onerme 4.1.2. x € (0, o) olsun. Boylece

(@7 —xT* _ qx¥(g*x)T™
(q)™* —x* = (qx)*¥

esitsizligi vardir.

Ispat. Eger Teorem 4.1.3 te q —logaritmik konveks fonksiyon olarak, x € (0, %) icin
f(x) = x* fonksiyonu segilirse

Dg(f1(x) _ (@0)** —x%
D(f®) (g™ —x*

ve
af 1 If(@*x) _ ax™(@*0)*>
Pl @
ifadeleri elde edilir. x € (0, ) ve 0 < g < 1 oldugu goz 6niine alinirsa
(q0)7* —x¥ _ qx¥(qx)T*
(qr)¥ —x* = (gx)?%*

esitsizligi vardir.

Teorem4.14: f:1 c R - (0, ) logaritmik konveks fonksiyon olsun. O halde

f@*x)f (x)

f@*x+ (1 —q)x) < e

esitsizligi vardir.

Ispat. f fonksiyonu logaritmik konveks fonksiyon oldugundan, Lemma 4.1.2 yardimiyla
bu fonksiyonun ayni zamanda q —logaritmik konveks fonksiyon oldugu sdylenebilir. O

halde
f 1 (g)f~1(x) < f(q*x)

esitsizligi vardir. f fonksiyonunun pozitif degerler alan bir fonksiyon oldugu

bilindiginden yukaridaki esitsizligin her iki tarafi f(gx)f ~1(x) ile béliiniirse esitsizlik
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f(q*x)f (x)
f(gx)

formuna dontisiir. Ayrica f fonksiyonu logaritmik konveks oldugundan

f@*x + (1= q@x) < f9(q)f17(x)

yazilir ve buradan da yukaridaki iki esitsizlik

filgf 900 <

f(q*x)f (x)
f(gx)

seklinde tek bir esitsizlik olarak yazilir ve ispat tamamlanmis olur.

f(@*x+ (1 —q)x) <

Ornek 4.1.2. x € (0,0) icin f(x)=% fonksiyonu g —logaritmik konveks

fonksiyondur. Buradan
1 _ 1
?x+(1-qx  x[qlg—1)+1]

fl@*x+ (1 —-q)x) =

yazilir. 0 < g < 1 oldugundan

1 1
< —

x[qlg =1 +1] ™ gx

yazilabilir. Ayrica

11
F@Of@ _ gxx_ 1
f(gx) 1 gx
qx
oldugundan, sonug olarak
2
fl@®x+ (1 )x) = ! L1 _f@nfe

x[gl@q—D+1] " gx  f(qx)

yazilir.
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5. SONUCLAR VE TARTISMA

Esitsizlikler tiim bilim dallarinda siklikla kullanilan, bazen estetik oldugu i¢in tercih
edilen, uygulama alan1 olduk¢a genis bir teoridir. Bilim siirekli genisleyen ve kendini
yenileyen bir olgudur. Bu tez ¢calismasinda 20. yy baslarinda ortaya ¢ikan ancak 21. yy
da fizik ve matematigin birgok alt dalinda aktif olarak kullanilan konvekslik ve kuantum
hesaplamalar1 {izerine durulmustur. Calismada farkli tipten konveks fonksiyon c¢esitleri
ve q —kalkiilis olarak ifade edilen hesaplamalardan ve onun elemanlarindan kisaca
bahsedilmistir. Yapilan bu tariflerin pesine g —logaritmik konveks fonksiyon tanimi
verilmig, q —logaritmik konveks fonksiyonlar yolu ile bazi lemma ve esitsizlikler insa

edilmistir.

Yapilan calisma dogrultusunda elde edilen yeni tanim ve esitsizlikler hem konveks
fonksiyonlar teorisi hem de g —kalkiiliis i¢in yeni bir metod olusturacagi kanaatindeyiz.
flgilenen ya da yukarida bahsettigimiz teoriler iizerine calisan bilim adamlarinin

bulunan bu veriler dogrultusunda bir ¢ok ¢alisma yapmas1 miimkiindiir.
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