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OZET

Yiksek Lisans Tezi

3-BOYUTLU OKLIiD UZAYINDA BERTRAND EGRISi
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Kilis 7 Aralik Universitesi
Fen Bilimleri Enstitlsu
Matematik Anabilim Dali

Danisman:Dog¢. Dr. Mustafa DEDE
Yil: 2016 Sayfa: 53

Bu calismada, ilk olarak Oklid uzay1 ve Frenet catis1 kavramlarimi tanimladik. ikinci
olarak bir uzay egrisi boyunca birden ¢ok ¢ati tanimlanabilecegini gosterdik, bu yeni
tanimladigimiz ¢atiya da g-cat1 adm verdik. Ucgiincii olarak g-cat1 ile Frenet catis
arasindaki baglantilar1 elde ettik. Q-catinin egriliklerini egrilik ve torsion kullanarak
ifade ettik. Dordiincii olarak 1yi bilinen Bertrand egrilerini g-¢ati ile tanimladik. Burada
en Onemli sonug olarak tiim egrilerin yonlii Bertrand egrisi tanimlanabilecegini elde

ettik. Ayrica Bertrand ve yonlii Bertrand egrilerini sekiller ¢izdirerek karsilastirdik.

Anahtar Kelimeler: Frenet frame, Oklid uzay1, Bertrand egrileri, uzay egrisi, egrilikler
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DIRECTIONAL BERTRAND CURVES IN 3-DIMENSIONAL EUCLID SPACE
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Kilis 7 Aralik University
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Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Mustafa DEDE
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In this work, first of all we gave detailed information about Euclid space and Frenet
frame. Secondly, we showed that we can define more than one frame along a space
curve, we called this new frame as g-frame. Then we obtained the relationship between
g-frame and Frenet frame. We calculated the new curvatures of the space curve in term
of Frenet curvatures. Finally we introduced the well-known concept bertrand curves
generated by g-frame. The main result of this study is that every space curve can admit
infinite Bertrand mate. Moreover we compared the directional Bertrand mated with

Bertrand mates by plotting the figures.

Keywords: Frenet frame, Euclid space, Bertrand curves, space curve, curvatures
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SIMGELER VE KISALTMALAR DIiZiNi

Simge Anlam1

E® :Ug boyutlu Oklid uzay1

A :Afin uzay1

R® :3 boyutlu standart reel vektor
d :Uzaklik fonksiyonu

T,(A) :Afin uzayinda p noktasindaki bir tanjant vektor

t :Teget birimi

n :Normal birim

b :Binormal birim

n, :Quasi-normal birim
b, :Quasi-binormal birim
T :burulma

K :Egrilik

Vi



1. GIRIS

3-boyutlu Oklid uzayinda egrilerin diferansiyel geometrisi iizerine bircok ¢alsmalar
yaplmaktadir. Ozellikle egrilerin karsilkli noktalarinda Frenet ¢atlar1 arasinda bagntilar
kurularak, bir¢cok yeni teoriler elde edilmektedir. Bir uzay egrisi ilizerinde Frenet
catisindan bagka catilar ile ilgili olarak ilk ¢alsma [12] tarafndan yapilmistir. Bu
catilardan bir taneside rotation minimizing frame (RMF) olarak adlandirilir [13] ve [23].
Uzay egrisi tizerindeki RMF lerin hesaplanmasi ile ilgili Wang and [15], [20], [24],
[19], [16] ¢alismislardir. [17] ¢alismalarinda RMF lerin hesaplanmasindaki sikintilar ve
bunlarin diizeltilmesi iizerinde durmuslardir. Bunlar disinda egri {izerinde baska catilarla
ilgili [22] calismistir. g-gatinin tanmlanmasinda kullanilan quasi-normal vektor [16]
tarafindan ilk defa litaretiirde kullanilmistir. [32] yilinda bu quasi-normal vektor(

kullanarak g-gatiy1 elde etmistir.

Bertrand egrisi ilk olarak 1850 ylnda Bertrand Russel tarafndan tanmlanmigtir. O
zamandan giiniimiize kadar aktif bir ¢aligma alandir. Bertrand egriler ile ilgili [27],
Bertrand egrilerin Minkowski uzayinda hesaplanmasi ile ilgili [28], Bertrand egrilerin
uzay formlar ile ilgili [25] gibi ¢alismalar yapilmistir.

Bu ¢alisma, teorik ve uygulama olmak iizere iki asamada gergeklestirilecektir. Birinci
asama, q-c¢att yardimiyla Bertrand egrileri tanmlanacak ve bir egrinin Bertrand egrisi
olmast igin gerek ve yeter sartlar elde edilecektir. Ikinci asamada ise, Bertrand ve yonlii
Bertrand egrileri maple programi kullanlarak c¢izdirilecektir. Bulunan sonuglar analiz

edilecek ve yonlii Bertrand egrilerinin avantajlar siralanacaktir.



2. GENEL BILGILER

Bu boliimde ¢alsmamizda bize yol gosteren konumuzla ilgili bazi tanim ve 6zellikleri

ayrintili olarak verdik.

2.1.Vektorler

Vektor (yoney) bir siddet ve yon agiklayan dogru parcasna denir. Fizikte karsimiza

cikan hiz ivme, kuvvet vb. biiyiklikler birer vektordur. U boyutlu Oklid uzaynda E®

bir vektorden soz edildiginde a,,a,,a, reel saylar olmak tizere a = (a,a,,a;)

seklinde siralanms iglii say1 kiimesi anlasilir [3]. E® te bir nokta bu iiclii say
kiimesinden biri ile gosterilir. E® vektor uzayinda bir vektére iliskin baz tanimlar

asagida verilmektedir.

(i)
—a = (3,8, -3) (2.1.1)
negatif vektor.
(if)
0 = (0,0,0)

sifir vektor.
(iii)
o] = a +a; +a3
avektoriinlin normu (uzunlugu).
Buna gore @ icin asagidaki 6zellikler gecerlidir
1)
&l =0

2)
o] =0



o halde @ sifir vektorudur.
3)

0 halde @ birim vektorudur.

2.1.1. Vektorlerin toplami:

a=(a,a,,a,)veb=(b,b,,b,) vektorleri verilsin bu iki vektorin toplami, elemanlarin
karsilikli toplamina esittir

atb = (a+b,a,+b, a,+b;)

Vektor toplam asagidaki 6zellikleri saglar :

1) Degisme 6zelligi.

a+b = b+a
2) Birlesme 6zelligi.

(a+b)+c = a+(b+c)
3) Etkisiz eleman
0O+a = a

4) Ters eleman

a+(-a) = O

2.1.2. Bir vektorun bir skaler ile carpimi:

Kreel bir say1 ve @ bir vektdr olmak tizere ikisinin ¢arpim



ka = (ka,ka, ka,) (2.1.2)

bigiminde tanimlanir.
a) Birlesme 6zelligi

k(k,a) = kk,a

b) Yayilma 6zelligi
k(a+b) = ka+kb

la) = a

esitliklerini sagladigindan pozitif bir sayryla ¢carpim vektoriin yoniinii degistirmez,
sadece siddetini skaler sayinin biiyiikliigii orannda degistirir. Negatif bir sayiyla
carpimi, vektoriin yoninu tersine gevirir [3].

Bir vektor uzunlugunun tersi ile ¢arpilirsa kendi dogrultusunda birim vektor elde edilir.

Yani a yonundeki birim hizhi€ vektori

_a
seklindedir.

2.1.3. Dogrusal bagimhlik ve dogrusal bagimsizhk:

K1,Kz,...,kn skaler biyiikliklerden en az biri sifirdan farkli olmak kosuluyla,

ku, +k,u, +...+ku, = 0 (2.1.4)

esitligini saglayan Ui1,U2,...,Un vektor ailesi dogrusal(lineer) bagimlidir denir [3].

Aksi durumda yada bir bagka deyisle (2.1.4) esitligi sadece



olmasi durumunda vektorler dogrusal bagimsizdir.
Herhangi bir vektor dogrusal bagimsiz vektorlerin dogrusal kombinasyonu bigiminde

gosterilebilir.

U = ku +ku,+kyu, (2.1.5)

2.1.4. Baz vektorler ve bilesenleri:
Ug boyutlu Oklid uzayinda e = (1,0,0),e, =(0,1,0) ve e, =(0,0,1) dogrusal
bagimsiz vektorlerine baz vektorler denir [3]. Uzayda herhangi bir vektor baz

vektorlerin dogrusal fonksiyonu olarak ifade edilebilirler
a = a6 +a,6, +a,6 (2.1.6)
Teorem 2.1.1. E® de dogrusal bagimsiz herhangi ii¢ vektor bir baz sistemi olusturur.
= a6 T 8,8, + 356,

b = be+be,+be,
C = Cg +Ce,+Ce,

dogrusal bagimli olup olmadigini anlamak igin baz vektor bilesenlerin determinatina

bakmak yeterli
8 8 8
A=Ib b, b
Cl CZ C3
eger
A=0

ised,b,C dogrusal bagimlidir.



Ornek 2.1.1:
a=(210),b=(1-12),c=(58,1) vektorlerinin E* de bir baz sistemi olusturup

olusturmadigini belirleyiniz.

O halde
2 1 0
A=[1 -1 2(=-25%0
5 8 1

oldugundan a,b,C vektorleri dogrusal bagmsizdr, E® de bir baz sistemi olustururlar.

2.1.5. Vektorlerin skaler ¢arpimu :
iki vektor a=(a,a,,a,),b=(b,b,,b,) nin skaler (i) carpim reel bir sayidir ve

asagidaki gibi tanimlanir
(ab) = ab+ab +ah, 2.1.7)
Iki vektor arasndaki ac16 olmak tizere skaler carpimin bir bagka gosterim bigimi
(a.b) = [a]bcose

burada@ =01 (a,b) esitligi ile gosterilir [3].
a=b —» =0

olur ve
(a,b)=al
dir.

Skaler carpimin ozellikleri :

1) Simetri 6zelligi :



(ab) = (ba)

2) Kk skaler olmak tizere
(ka,b) = k(a,b)

3) Yayilma ozelligi :
(a,b+c) = (ab)+(a,c)

4)

ic carpm pozitif tanimhidir.

Bu 6zelliklerden hareketle @ ve b vektorleri Cauchy-Schwarz esitsizligini

[{a.b) i< el o]

saglar, esitlik durumu sadece vektorlerin dogrusal bagml olmasyla gecerlilik kazanr.

2.1.6. Ortonormal bazlar :

€1,€2,€3 karsilikili olarak ortagonal baz vektorleridir cuinki
(e.8) =(€,,8,) =(e;,8) =1

ve

(&) =(e.e)=(e;,8) =0

esitligini saglarlar. S6z konusu birim vektorler ortonormal baz olarak adlandirilan baz

sistemi olustururlar.

2.1.7. Vektorel carpim:
E’dea=ae +ae,+ae, ve b=he +be,+be, ikivektor olsun.
axb = (ab;—ab,)e —(ab; —ab )e, + (ab, —a,b e,

veya



a, 3
b, b,

a &
b b

a &
b b,

axb = det e, —det e, +det e,

seklinde vektorel carpim tanmlanir axb ile gosterilir.

Sonug sifir vektoriinden farkliysa axb=0, @ ve b dogrusal bagmsiz aksi durumda
dogrusal bagimlidir.
Dogrusal bagimsiz vektorlerin vektorel carpimina iliskin bazi dzellikler:
1) Ters yansima 6zelligi
axb = —(bxa)

2) Yayilma ozelligi

ax(b+c) = axb+axc

3) k skalerise
(ka)xb = k(axb)

4)
axb L ab

5)

axa = 0

Teorem 2.1.2: Vektorel ¢arpim sonucu ortaya gikan yeni vektoriin siddeti [Jaxb(]
parelelkenarin alanini verir.

Jaxb] = [a]b]sine

burada 6=I[1 (a,b) dir.



2.1.8. Skaler Uclu ¢arpim:

(a, bxc) karigik yada ¢l skaler carpim olarak adlandirilir :

a1 2 a‘3
(a,bxc) = detlb, b, b,
Cl CZ C3

bir baska gosterimde [a, b, C] = <a, bx C> = <a>< b, C> seklindedir.

Eger vektorlerden ikisi yer degistirirse ¢arpim igaret degistirir.
(a,bxc) = —(c,bxa)
a,b, Cvektorleri dogrusal bagiml ise

[abc] = 0

Teorem 2.1.3: &,b ve C vektorleri bir parelel yiizlii olustururlar ise bunlarin skaler

uclu carpim paralel yizlinin hacmini verir yani

V = (abxc) = |[bxc|-|a]cosd
dir.

2.2. Oklid Uzay :

Tezimin bu bolumde, sikga kullanilan kavramlara yer verilmistir.

Tanim 2.2.1: Bos olmayan bir A ctimlesi ve bir K cismi Ustiinde bir vektor uzay V
olsun. Asagdaki 6nermeleri dogrulayan bir

f 1 AXA > V

fonksiyonu varsa A ya V ile birlestirilmis birAfin uzaydenir:



@® VvVP,Q,ReAigin
f(P.Q)+f(QR) = f(P,R)

(2) VPe AveVa eV icin

f(P,Q = «
olacak bigimde bir tek Q € A noktas: vardir [1].

Tamm 2.2.2: R® 3-boyutlu standart reel vektor uzay ile birlestirilmis R3 Afin uzayini
elealalm. x=(X,%,X%)vey=(Y,Y, ;) ikivektdrolsun. Bu R® vektér uzayinda

Oklid i¢ carpimu

<X, y> = iZ::Xi Yi

biciminde tanmlanirsa boylece R®  Afin uzay 3-boyutlu Oklid uzay olur ve E* ile
gosterilir. Bununla beraber reel Afin uzaylar ile Oklid uzaylar farklhidirlar. Ciinki, bir

V' reel vektdr uzay ile birlesen A afin uzaydaki metrik 6zelikler V de secilecek olan
i¢c carpimdan dogarlar; bu nedenle Oklid uzayndaki dzeliklerle diger Afin uzaylardakiler
farkl olurlar [1].

Tamm 2.2.3: X=(X, %, %) Ve Yy=(¥., Y, Y;)€E® olmak iizere

d: E’<xE® - R

(x,Y) - y’é()/i _Xi)2

olarak tanmlanan d fonksiyonuna OKklid uzayinda uzaklik fonksiyonu ve d(x,y) reel

sayisinada X,y e E® noktalar arasindaki uzaklik denir [1].

10



Tamm 2.2.4:
d: E’xE® - R
(xy) - dey) =[x

Bicimindetanimlanan d fonksiyonuna E* de Oklid metrigi denir [1].

Tamm 2.2.5: vx,y,z< E® icin Xy acisinin 6lgust
(%% 72)

COS O = 7——"
[l

den hesaplanan @ reel sayisidir [1].

Sonug 2.2.1: E3 de E, =(0,0,0),E, =(1,0,0),E, =(0,1,0) ve E,=(0,0,1) noktalar

bir dik ¢ati olustururlar. <ﬁ EOEJ->=5"- Oldugundan, {E,E, EE, E,E;} sistemi

R® vektor uzay icin bir ortonormal bazdir [1].

Tamm 2.2.7: E® deki {E,,E, E,,E,;} catisina standart Oklid cats: denir [1].

Tanim 2.2.8: V' vektor uzayi ile birlesen bir Afin uzay A olsun. pe A, veV icin

(p,v) sirali ikilisine A Afin uzayinin p noktasndaki bir tanjant vektorii denir.

D:T,(P)xTo(P) = TA(P)
((p,V)x(p,u)) = (p,v)@(p,u) =(p,v+Uu)

X :RxT,(p) >TL(p)
(4, (p,V)) > AX(p,V) = (p, AV)

11



biciminde tanmlayalim burada R ile A nin birlestigi V vektor uzayinin cismi
gosterilmistir.

{TA(p), ®,R,+,-, X}
bir vektor uzay oldugu gosterilebilir. Bu bi¢imde elde edilen vektor uzayina, A Afin

uzayimn pe A noktasndaki tanjant uzay denir ve kisaca T,(p) gosterilir [1] :

Tamm 2.2.9: Bir 3 cismi tzerinde 3- boyutlu iki vektor uzay V. ve W olsun.
Bir

AV > W
doniisiimiinde
i) Va, eV
Aa+p) = Ala)+A(p)
i) Vce3

A(ca) = cA(a)

aksiyomlari sagliyor ise lineer doniisiim denir [2]

Tanmim 2.2.10: Bir 3 cismi zerinde 3-boyutlu iki vektér uzay V. ve W olsun.
Bir
f :V > W

fonksiyonu igin

i) f sdrekli
i) f mevcut
i) £ sirekli
ise bu fonksiyona V. den W homeomorfizm denir ve bu durumda V ile W

uzaylarina da Homermorf uzaylar ad: verilir [2].

Tamm 2.2.11: r : [a, b]—)R2 regiiler parametreli egri olsun.

12



r@ = r()
r'(a) r'(b)
r'a@ = r"(b)

Ise ' ye kapali fonksiyon denir [3].

Tanim 2.2.12: f : E*>R
a— f(a)
a+h— f(a+h)

fonksiyonu verilsin.eger bir a e E* noktas icin

i [f @)~ f @ -] _

0 heE?®
h0 (ll

Olacak sekilde bir 4 :R® — R fonksiyonu bulunabiliyorsa f ye, acE® te

tiirevlenebilir denir ve yukardaki bagintiyr saglayan A yada f nin tlrevi denir [1].

Tamm 2.2.13. Grad=V: C(E*,R) = X(E?)
f > Vi

donisimiE® te {x,X,,%,} koordinat sistemi olmak iizere

. of 0
rad(f)=> —-—
grad(f) iz_,llaxi oX

seklinde tanimlantyorsa bu foksiyona E* de Gradient fonksiyon denir [1].

Tamm 2.2.14. Bir vektor uzayinin ' sayida vektorlerinden ibaret bir vektor sisteminin

batun vektorlerinin normlandirilmis ve ikiser ikiser ortogonal olmalar1 halinde

Ortonormal denir [2] .

Tanim 2.2.15. A :V »W doniisiimiinde W nn A(a) elemanna o€V nin A

ile elde edilen resmi denir W nin

13



AS) = {Al@): aeS}
alt ciimlesine V nin S alt cimlesinin resmi denir .V nin

AY0) = {aeV : Aa)=0}
alt cimlesine A nin sifir uzay veya cekirdegi adi verilir.

Tamm 2.2.16. E® debirc ¢emberinin kendi diizleminde bir dogru etrafinda

dondurilmesiyle elde edilen yizeye Tor yiizeyi denir [2].

Tamm 2.2.17.
4
s® :{x:(xl,xz,xg) cE’|D X = rz}c E*
=1
cumlesine 3- boyutlu kire ad1 verilir [1].

Tanim 2.2.18. X bir cimle olsun. X in alt ctimlelerinin bir koleksiyonu 3 olsun .

3 koleksiyonu asagidaki onerimleri dogrularsa X lzerinde bir topoloji adini ahr

i) X,p € 3
i) VALA € 3 > AnA € 3

i) A e 3 iel VA € 3

14



Tamm 2.2.19. Bir X cumlesi ve Uzerindeki bir 3 topolojisinden olusan (X, 3)

ikilisine topolojik uzay denir [4].

15



3. OKLIiD UZAYINDA EGRILER VE FRENET FORMULLERI

Klasik Frenet catis1 diferansiyel geometride &nemli bir rol oynamaktadir. Ornegin
kiiresel egriler, Bertrand egriler, basit ve klasik konular Frenet catis1 kullanarak
aragtirtlmistir. Bu bdliimde bir uzay egri iizerinde en ¢ok bilinen ve kullanilan Frenet

catisi ile ilgili temel kavramlar verilecektir.

3.1. Oklid uzayinda egriler ve Frenet formiilleri :

Tanmm 3.1.1. Reel eksenin (a,b) = R ack aralig1 ile Homeomorf olan E3 Oklid

uzayinin alt kiimesine, E*® uzayinda egri yay: denir.
a:l >E" I=(ab)cR
t—a(t) = (1), (1), .. 2, (1)

ifadesinde ¢(1) c E" bir egri denir. | c Raraliginaa egrisinin parametre araligi ve

tel degiskenine de o egrisinin parametresi denir [1].

Tanim 3.1.2. M egrisi (i,a) koordinat komsulugu ile verilmis olsun. Eger Vse |
icin ||a'(S)|| =1 ise M egrisi (i,«) Yya gore birim hizli egridir denir.

Bu durumda egrinin Se | parametresine yay parametresi adi verilir [1].

Tamm 3.1.3. M c E" egrisi (I,a) koordinat komsulugu ile verilsin. Bu durumda
W= {a',a",...,a(r)} sistemi lineer bagimsiz ve Va®,k >r olmak lizere y den elde

edilen

16



{M,,..V.} . Megrisinin r-ayakli alanve meM icin {V,(m),...,V,(m)} yeise

me M noktasindaki r-ayaklisi denir [1].

Tamm 3.1.4.
t— a(t) =(a(t), a,(t),a,(t) egrisiigin ||a'|| =1 birim hizli ise egri yay parametresi
denir. Burada T =V, teget birim, N =V, normal birim, B =V, binormal ve

{T, N, B} renet 3-ayaklist denir.

E
T=_-L
IE.]
dir. Ama E, =¢/(t) oldugundan
a't)y
AL
o] Y
olur. Genel anlamda
E
N(s) = —2
IE,|
Ayrca
” <a”’ El>
E,=a"- E,
i (E.E)

yania” L o' oldugundan
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dir. O halde

NG~ L6 _T'E)

[l )l
Binormal vektorde
B(s) =T (s) AN(s)
olur. Buradanda

_ a'(s)Aa’(s)

RS

olur[1].

Tanim 3.1.6. M cE" egrisi (I,a) koordinat komsulugu ile verilsin sel ya
karsilik gelen «(s) noktalarndaki Frenet r-ayaklisi {V,(s),...,V,(s)} olsun. Buna gore

k :i—>R 1<i<r
5= ki (8) = (V[ (5).Vi ()

seklinde tanmlik; fonksiyonuna M egrisinin | -yinci egrilik fonksiyonu ve s¢ |

icin k (s) reelsayisinada a(s) noktasnda M nin 1 -yinci egriligi denir [1].

Teorem 3.1.1. M cE" egrisi (i,) koordinat komsulugu ile verilsin. sel yay

parametresi olmak Uzere 1 -yinci egriligik, (s) ve Frenet r-ayaklis: VL(s),-.. V. ()}
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Vll (s) =k (s)V,(s)
Vi(s) ==Ky (SViy () +ki(s)Viu ()  1<i<r
Vr’ (S) = _kr—l(s) 'Vr—l (S)

Olur [1].

Tanim 3.1.7.

s — a(s) =((S), a,(s),a;(S)) S yay parametresi ile verilen bir egrinin  (S)

noktasundaki Frenet 3-ayakhsi{T,N, B} olsun

T() = K(NG)
N'(s) = —k(S)T(S)+k,(S)B(s)
B(S) = —k(IN(S)

formllerine Frenet formulleri denir. Burada k, =x ve k,=7.

T 0 « OfT
N'l=|-x 0 <z|IN
B’ 0 - 0||B
esitligi mevcuttur [1].
O halde
T = kN
N = —«xT+7B
B = —N
Seklinde yazilabilir.

Tamm 3.1.8. « : | - R® egrisi yay parametresi ile verilmis olsun. Kk (S) :||a"(s)||

degerine «(S) egrisinin S noktasundaki egriligi denir [3].
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Tanim 3.1.9.« : | - R® egrisi yay parametresi ile verilmis olsun. " (s) # 0 olmak
uzere B'(s)=7(s)N(s) esitligi ile tanmli 7(s) saysina « egrisinin S -noktasndaki

burulmasi denir. k, = 7(s) burulmast egrinin diizlemden ne kadar saptigini 6lger [1].

Tanmm 3.1.10. n=3 06zel halinde T(s),N(s),B(s) Frenet 3-ayaklisini ele alalm.
S, {T(s), N(s)} vektdr uzayi ile bilesen a(s) noktasindaki Afin altuzay: oskiilator

dizlem,

Sp {N(s), B(5)} vektor uzay ile bilesen «(s) noktasindaki Afin altuzay: normal

dizlem,

S, {T(s), B(s)} vektor uzay ile birlesen a(s) noktasndaki Afin altuzay: rektifiyen

diizlem ad: verilir [1].

Tanim 3.1.11. M c E" egrisinin me M noktasinda M ile sonsuz yakin (i¢ ortak
noktas: olan kurelerin merkezlerinin geometrik yeri olan

a= Cl(%)"‘ﬁvz(so) + AV, (s,)

1\~0

dogrusunaM egrisinin me M noktasindaki egrilik ekseni denir.
Egrilik ekseni tizerindeki

c(sy) = a(s,) +LV2 (So)

ki (,)

noktasinaM nin m=a(s,) daki egrilik merkezi denir [1].

Tamm 3.1.12.M c E" egrisiyle me M noktasinda sonsuz yakn dort noktas: ortak

olan kireye M nin me M noktasindaki oskiilator kiiresi veya egrilik kiiresi denir

[1].
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4. UZAY EGRISi BOYUNCA Q-CATI

Son zamanlarda DEDE ve arkadaslar1 bir uzay egrisi boyunca g-gatiy: tanitti. g-gati
Frenet catisina gore iki 6nemli avantaj sunmaktadir.
a) Ikinci trevi tanimsiz egride tanimlanabilir.

b) Teget etrafinda gereksiz bukilmeyi dnler.

Bu boliimde bir uzay egrisi boyunca g-¢ati tanimlanacaktir. Ayrica g-egrilikler elde

edilecektir.
4.1 Uzay egrisi boyunca q-¢cati

Tanmm 4.1.1. Bir uzay egrisi boyunca g-¢ati

o' (f) tak
=2 n=—+—Dph =t .
O™ T Jeak] @1y

Seklinde tanimlanir. Burada K projeksiyon vektériidir ve t egrinin tegeti, Nq

egrinin quasi-normali ve Dq ise egrinin quasi-binormali olarak adlandirilir [29].

Teorem 4.1.1. Bir uzay egrisi boyunca q-gatinin Frenet formulleri benzeri varyasyon

denklemi
t’ 0 k, k||t
=l k0 ke,
) —k, —k; 0 || b,

seklindedir. q-egrilikler ise su sekilde

k1:<t"nq> k _<t"bQ> k _<n‘;’bq> (4.1.2)

o el ]
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ifade edilebilir [29-30].

ispat: K1i,k2 ve K3 egriliklerini bulmak igin g-catinin vektorlerinin tiirevlerini
hesaplayalim, o halde ilk olarak teget vektdriin tiirevini hesaplayalim. t,n,ve bq

yardimiyla
t"=at+bn, +cb, (4.1.3)

Seklinde yazlabilir, burada a,b,ceR Simdi @,b,C degerlerini hesaplayalim.

a,b, chesaplamak igin ilk 6nce (4.1.3) denkleminin her iki tarafinit ile carpalim
(t,ty=a(t,t)+b(n,,t)+c(b,t)
Elde edilir.

burada(t,t) =1, (n,,t)=0 ve (b,,t)=0 oldugu i¢in

(tt)=a

dir. Ayrca (t,t)=1 ifadesinin her iki tarafinin tirevini alalim

(1)) =0 (t,t)+(t,t') =0 > 2(t,t')=0

yani
(tt')=0

yukaridaki ifadeden

ayni sekilde (4.1.3) denkleminin her iki tarafin Nq ile carpahm
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(t.ng)=a(tn)+b(n,.n)+c(b,.n,)
dr. Burada (n,,n,)=1 (t,n,)=0 ve (b,,n,})=0 oldugu icin
(t.n,)=b
dir. (4.1.2) ve (4.1.3) denkleminden dolay1
o[k, =b
Ayni sekilde (4.1.3) denkleminin her iki tarafn Da  ile garpalim
(t.b,)=a(t,b,)+b(n b )+c(b,.b,)

dir. Burada <bq,bq> =1 <nq , bq> =0, <t,bq> =0 oldugundan
<t!’bQ> =C
Elde edilir. (4.1.3) denkleminde

!

o

k,=c

bulunur.

Buldugumuz &,b,C degerlerini (4.1.3) yerlestirelim
t'= ||a'|| (Ot +k,n, +k;b,)

Simdi de quasi-normal vektorun tirevini hesaplayalm
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n, =at+bn, +ch,
a,b,¢ degerlerini hesaplamak icin (4.1.4) denklemini ilk énce t ile carpalim
(m.t)=a(t,t)+b(n,,t)+c(b,t)
Burada (t,t)=1 (n,,t})=0 ve (b,,t)=0 oldugu icin
(n,1)=a
dir. Ayrca (n,,t)=0 ifadenin her iki tarafinin tirevini alalm
() =0 (1) (n,.t) =0 () =~(n,.t')
(4.1.2) denklemi kullanilarak
el =
dir. Ayni sekilde (4.1.4) denkleminin her iki tarafini Naile carpalim
(1) =aftn)+b(n.n,) (o0,
olur,ama (n,,n,)=1, (t,n,)=0 ve (b,,n,)=0 oldugu icin
(1) =b

dir. Ayrca <nq,nq>:1 ifadesinin her iki tarafn tiirevini alalim

24
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<nq,nq>’ :O—><n;,nq>+<nq,n;>:O—>2<n;,nq>:O
yani

0

QALY
olur. Yukardaki ifadeden dolay:
b=0
elde edilir ve ayn sekilde (4.1.4) denklemini Pq ile carpalim
(m,.by ) =a(th,)+b(n,.b,)+c(b,.b,)
ama(b,,b,)=1, (t,b,)=0 ve (n b, )=0 oldugu iin
<n;] , bq> =c
(4.1.2) denklemi yardimiyla
e k; =c
seklinde tanmlayalim. O halde @,0,C degerlerini (4.1.4) denkleminde yerlestirelim
n, =l (—kt+0n, +k;b, )

bulunur.

25



Simdi Pq quasi-binormal vektériin tiirevini hesaplayalim

b, =at+bn, +ch, (4.1.5)

a,b, chesaplamak igin (4.1.5) denklemini ilk énce t ile carpalim
(b, t) =a(t,t)+b(n, t)+c(b,t)

ama(t,t)=1, (n,,t)=0 ve (b,,t)=0 oldugu icin

(b, t) =a
dir. (b,,t)=0ifadesinin her iki tarafnn tirevini alahm

(b, t) =05 (b;,t)+{b,,t") =0 (b, t') = (b, t)

Ayrca (4.1.2) denkleminden

“lelk. =2
dur. Benzer sekilde (4.1.5) denklemini Nq ile garpalim

(b} =aftny)+b(n,.n,)+e (b ny)

ama<t,nq>:0, <nq,nq>:1 ve <bq,nq>:0
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dir. <bq,nq> = 0ifadesinin her iki tarafnn tiirevini alalim

<bq,nq>' =0 (b,,n,)+(b,,n;)=0->(b;,n, ) =—(b,,n; )

(4.1.2) denklemi kullanilarak
b
bulunur. Ayn sekilde (4.1.5) denklemini Pq ile carpalim
(b, ) =a(t,b, ) +b(n,.b,)+c(b,,b,)
ama<t,bq>:0 , <nq,bq>:0 ve <bq,bq>:1 oldugu i¢in
(b, ) =c
dir. Ayrica <bq,bq>=1 ifadesinin her iki tarafin tirevini alalm

({by.b,)) =0 (b,.b; )+ (b;,b,) =0—>2(b;,b, ) =0
yani
c=0
elde edilir. Buldugumuz @,0,C degerlerini (4.1.5) denkleminde yerlestirelim

by =[le||(—k,t +—ksn, +0b, )
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Olur.

Buldugumuz formiilleri matris formunda yazarsak

t 0 k k]t
n, [=le| -k, 0 Kk ||n, (4.1.6)
b, &, —k, 0] b,

dir.

Teorem 4.1.2. Oklid uzayinda a(t) diizgiin bir egri olsun. q-egrilikler a(t)

egrisinin tiirevleri cinsinden
det[a”, o K]

e Akl

!

<a’, k><a",a'>— a

ol K]

(o k)

2

ve
B <a', k> det [a', a’, k]

-
o AK[ '

bu sekilde verilmektedir.

Ispat :
ilk olarak K1 egriligini hesaplayalim, (4.1.1) denklemi yardimiyla

!

o||t

o
dir. Yukardaki ifadenin her iki tarafinin ttirevini alalim
a!

a" =] t+|e|t’ (4.1.7)
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dir. Ayrica (4.1.6) yardimiyla

t'=|a'||k,n, +|a’]| kb,
dir. O halde (4.1.7) denkleminde yerine yazarsak
o' = || t+|e| (|’ kn, +|a'|[k,b,)

elde edilir, yani

a" =[] t+ ][ kng + ] kb,
dir. Her iki taraf Nq ile skaler olarak carparsak

(a"ng) =l K

bulunur. (4.1.1) denklemi yardimiyla

, tak ,
<"‘ ’||tAk||>:"a I

yukardaki denklemde t yerine yazilirsa
(a",a' nk)

N B

"

elde edilir. O halde

B det[a”, o K]

_detjal o k]
o Akl

dir.

Simdi K2 egriligini bulalim, (4.1.2) ve (4.1.1) denklemleri yardimiyla
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bulunur. Diger taraftan (4.1.1) denklemindeki t teget vektoriiniin tiirevi alinir ve

yukaridaki denklemde yerine yazilirsa

!

o L o || -|e| & o L tnk
AT T

kolaylikla elde edilir. Karma garpmanin 6zelligini kullanarak

ot a" o N a'nk\ 1 || & o N a' nk
© e\l T e AR T e Tl e Ak

elde edilir.

||a’||' a o a Ak
m2 ! ’ A ’ = 0
le|" e e k|

oldugundan dolay1

K, =;<a",a'/\a'/\k>

| la’ A K|

dir. Vektorel carpimin 6zellikleri kullanilarak

K, =;<a”,<a',k>a'—

o'l a'/\k”

2k>

al

bulunur, yani

!

<a’, k><a",a'>— a

ol K]

(o k)

2

elde edilir. Simdi K egriligini bulalim, (4.1.2) ve (4.1.1) denklemlerinden
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1 ,
g:wﬁﬂ@waAmn

dir. Parantez icerisindeki vektorel carpimin tirevini alalim

k; = n,t'An +tAn>

Tl
bulunur. Ayrica

<nq,t'/\nq>=0

Olur ¢inkd n, L (t"An,). O halde

K, :—i,[O+<nq,t/\n;>J

(4.1.1) yardimiyla

K :_i tAk t/\(t/\k j
T\ feakl ek
ayrica (4.1.1) kullanilarak

1 <a’/\k a' (a’/\k J>
k3 =" ’ ’ ! ' A '
o
Simdi parantez icerisindeki kesrin tiirevini alalim, o halde

Lagrange 6zdesligi yardimiyla

Bulunur.

—(a'/\k)

)
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Ky :_+ <a'/\k,a’/\(a,,/\ k),>—<a’/\k,a’/\(a /\lf) az/\k||>
o e K] o K] o K]

bulunur. Ama o' L (@' Ak) oldugundan

elde edilir.

k, = ;Ra'/\k,a'/\(a'/\k)')—O]

NPT PINTG

bulunur. Parantez icindeki ifadenin tirevini alalm

1

:_,2—!k2[<a’/\k,a'/\(a”/\k+a’/\k'>]
o1 e A K]

3

dir. Ayrica k = sabit oldugundan «a’'Ak’=0 yerine yazilirsa

k, = ;Ra’/\k,a’/\(a”/\k)]

3T 2 2
o] [le” A K

elde edilir. Yine Lagrange 6zdesligi kullanarak

k, = —2;@4’/\ k,<k,a'>a”—<a”,a’>k>

o e’ A k||2

bulunur. Burada (@”,a)=0 kullanilarak

1

P ! k,O_ k’ 1 n
ol @ Otk

3

dir. Bundan dolay1

k —<2k’—a><a'/\k,a”>

> a' |05'/\k||2
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dir. Yukaridaki ifadeyi diizenlersek
B (a' k)det[a',a" K]

o ARl

3

elde edilir.

Sonug 4.1.1. Q-catinin K1,k2,Ks g-egrilikleri projeksiyon vektorii K ya bagli oldugu
kolayca gorultr [29-30].

Ornek 4.1.1. «a(t)=(t,1,1) dogrusunu diisiinelim. O halde projeksiyon vektorii

k, =(0,1,0) olan y -ekseni yonli g-cati

t = (10,0)
n, = (0,10)
b, = (0,-10)

dr.

1.5 .
1
~N
0.5
0 1
; 0.5
- _— 0
05 ~_  __— os
o 1 »
y
Sekil 4.1

Sekil 4.1 y— ekseni boyunca yonli g-gatinin quasi-normal (kirmizi) ve quasi-binormal

(siyah) vektorleri gosterilmistir.
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Ornek 4.1.2. a(t) = (cost,sint,t>) bir uzay egrisini diisiinelim. Projeksiyon vektorii

k, =(0,0,1) olan g-¢atiyr bulalim.

a'(t) = (-sint,cost, 3t?)

oldugundan
o)) = V1+9t*
O halde
l - 2
t= (—sint,cost,3t%)
J1+9tt
olur.
1 e1 e2 e3
t/\kzz\/ﬁ—sint cost 3t?
1+ 0t 0 0 1
yardimiyla

n, = (cost,sint,0)

bulunur. Buradanda b, =tAn, yardimyla

b — 1

T ot

(=3t*sint,+3t? cost,—1)

elde edilir.

Simdide g-egrilikleri bulalim

a(t) = (cost,sint,t%)

birinci dereceden tiirevi
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a'(t) = (-sint,cost, 3t?)

ikinci dereceden tirevi

a"(t) = (—cost,—sint, 6t)

oldugundan
—cost —sint 6t
det[a”, o' k] =|-sint cost 3t’|=-1
0 0 1
dir. O halde
-1
k =~
o140t

bulunur. Kolaylikla

<a', k> =3t?, <a”, a'> =18t3, <k, a”> =6t
elde edilir. O halde

seklinde bulunur. Son olarakta

%
* 140t

dr.
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Sekil 4.2

Sekil 4.2 z-ekseni boyunca yonli g-¢catinin quasi-normal (kirmizi) ve quasi-binormal
(siyah) vektorleri gosterilmistir.
4.2. Frenet catisi ile g-¢cati arasndaki iliski
Frenet catisi
P A A
[l o~ e’

oldugunu biliyoruz. Ayrica egrinin egriligi x ve egrinin burulmasi

|a'/\a" det(arlaﬂ’arﬂ)
k= ! 3 - ! 4 2
e o ~e’l
dir.
Frenet formiilleri bu sekilde verilmektedir
t’ 0 x O]t
n|=lle||-« 0 z|n
b’ 0 -z 0}|b

Teorem 4.2.1: a(s) yay parametresi ile verilen bir uzay egrisi olsun, |a'|| =1 Egrinin

n ve Ng vektorleri arasindaki agi @ olmak lzere g-egrilikler ve Frenet egrilikler
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arasindaki iliski

k, =xcosé
k,=—xsin@
k,=d0+7
ve
oS0 — det,(a ,Q ,/”()
o Akl
seklindedir [30].
b
. b,
Sekil 4.3

Ispat: N ve Nq vektorleri arasindaki agt @ oldugundan dolay

n, =cosén+sin @b 4.2.1)
q

seklinde kolaylikla yazilabilir. Her iki tarafi vektorel olarak t ile ¢arparsak

tan, =b, =cosdb—sinon (4.2.2)
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Olur.

bulduklarimizi matris formunda da ifade edebiliriz

t 1 0 0 t
n |=/0 cos@ sind || n
b 0 —-sin@ cos@|lb

olur.

Simdi ilk 6nce K1 egriligini bulalim, (4.2.1) denkleminin tirevini alirsak
n, =—sin@dé.n+cosO.n' +cosdO.b+sin 0.0’
olur. Frenet formallerini yukaridaki ifadede yerine yazarsak
n, =—sin@dé.n+cos O(—«t +7b) +cos dOb +sin O(—zn)

elde edilir. O halde

n('] =—t(xcosd)—n(sin(d@+ 7)) +b(cosH(dE+ 1))
dir. Yukardaki denklemin her iki tarafini U ile skaler olarak carparsak
(t,n, ) ==(t.,t) ()xcos 0) - (t,n) (sin (d O+ 7)) +(t,b) (cos O(d O+ 7))
bulunur. Ayrca (t,n)=(t,b)=0 ve (4.1.2) yardimiyla

k, =xcosé

elde edilir. (4.2.1) denkleminin iki tarafinin tirevini alirsak
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b, =—cos@dé.n—sin O.n" —sin 6d&b +cos O.b’
olur. Frenet formallerini yerine yazasak
b, =—cos8d@.n—sin O(—«t +b) —sin 6dOb +cos 6.(—zn)
bulunur. Boylece son hali
b('] =t(xsind)—n(cosO(dG+7))—b(sin(dO +17))
elde edilir. Yukardaki denklemin her iki tarafin1 t vektori ile skaler olarak carparsak
(t.b, ) =(t,t) (xcsin O) (t,n) (cos O(dO + 7)) —(t, b) (sin O(d O + 7))

dir. Ayrica (t,n)=(t,b)=0 ve (4.1.2) denklemi kullanlarak

k, =—xsing
bulunur. Ek olarak

k?+k? =«

kolaylikla elde ederiz.
Simdi (4.2.2) ve (4.2.3) denklemleri yardimiyla

(ny.by ) =sin’ 6(d6+7) +cos’ O(dO+7)

qa’-q

dir. O halde

(ny.by)=(d0+7)
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bulunur. (4.1.2) kullanilarak

k;=d@+7
elde ederiz.

Son olarak cosé@ degerini hesaplayalim
(n,ng) =[In[.|n[| cos @

oldugundan dolay1 ve egrinin yay parametresi oldugu i¢in

"

n [ —
o]

ve gerekli islemler yapilarak

det(a”, o', )

cosf = -—
e A K]

a’l

bulunur.
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5. 3-BOYUTLU OKLID UZAYINDA YONLU BERTRAND EGRILERI

Bu bolimde 3-boyutlu Oklid uzayinda bir uzay egrisinin quasi-normal vektori
kullanilarak yonlii Bertrand egrileri tanimlanacaktir. Ayrca yonlii Bertrand egrilerinin

egrilikleri arasindaki iligki elde edilecektir.

5.1. Yonlii Bertrand Egrileri :

Tanm5.1.1: «,fB < E® iki uzay egrisi olsun. « egrisinin q-Gatisi {t, nq,bq} ve [

egrisinin q-(}atISI{tl,n;,b;} olmak iizere. Eger n, ve n; quasi-normal vektorleri

lineer bagimliise « ve f egrilerine yonlii Bertrand egri ¢ifti denir [32].

a(s)

n, B(s,)

Sekil 5.1
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Teorem 5.1.1: «(s) birim hizli bir uzay egrisi ve A(s) ile yonlii Bertrand egri ¢ifti
olsun. O halde

(a) Yonli Bertrand egrileri olan «(s) ve f(s) egrileri arasndaki mesafe sabittir [32].
(b) k;=0 ise yonlu Bertrand egrilerinin teget vektorleri arasindaki ag sabittir [32].
ispat:

(@ a(s) ve p(s) Bertrand egri ciftlerinin g-catilar sirasiyla {t,nq,bq} ve

{t*, ni,bj} olsun.

O halde

B(s) =a(s)+An, (5.1.1)

seklinde yazilabilir. B nin yay parametresi S 0lmak izere S parametresine gore tiirev

alirsak ve (4.1.6) yardimiyla
8t ak)+ A, + kb
E - ( - 1)+ nq + 3™
olur. Her iki taraf Nq ile skaler olarak carparsak

A'=0

elde edilir. Buradan da A =sabit oldugu agiktir. O halde bu iki egri arasindaki uzaklik
da

|B(s) —a(s)| = 24
sabit olur.
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(b) A'=0 igin denkleminin her iki tarafinin normunu alirsak

%i=iJa—z@f+z%§
S

bulunur. O halde
2 ds;
t E = t(l— /lkl) + ﬂ‘kaq

yardimiyla

, - Ak) + akep,
J@ 2K )? + 2%K?

ti

oldugu kolayca gorulir.

Ayrca t ve t* arasindakiacig oldugundan

cosg=(t,t*)

dir. O halde

cosg=+ 12k
J@- k) + 27K

bulunur. Bu denklemde k; =0 oldugunda cos¢=+1 oldugu asikardir. Yani

$=0

dir. O halde vektorlerin arasindaki a¢i sabittir.
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Teorem 5.1.2: «(s) birim hizli bir uzay egrisi ve A(s) ile yonlii Bertrand egri ¢ifti

olsun. Bu iki egrinin g-¢atilar1 arasindaki iliski

t/l " 1—ﬂkl 0 ﬂks t
n* | = - 0 (1—Ak,)? + A%k? 0 n
ot | VU-AK)P A | / o "
q s MM q

seklinde verilir [32].

Ispat:

t* vektorini K ile vektorel olarak carparak

(t AK)(L—2k,) + 2K, (b, AK)

t" Ak =+
J@-2k)? + 272

dir. Ayrca (4.1.1) denkleminden dolay:

t/\k=||t/\k||nq

elde edilir.

Vektorel carpmn 6zelligi ve projeksiyon vektorii k =(0,0,1) kullanarak

[t AK] =yt — (8. k) = L (t, k) = J1-p?

elde edilir. Burada s, a(s) egrisinin teget vektdriiniin ti¢lincii bilesenidir.

Benzer bir sekilde basit bir hesaplama ile

b, Ak =tAn, Ak =(tk)n, —(k.n,)t = un,

bulunur. Buradan da
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(1= 12 - 2k + Ak,

t* Ak=+
J@- 2k )% + 2%K2

dir. O halde

t* Ak
ng Tz - =N,

|t ~K]
elde edilir.
Boylece bu ¢alismanin en 6nemli sonuclarindan biri elde edilir.

Yonlu-Bertrand egri ¢iftlerinde her zaman quasi-normal vektorleri dogrusal bagimlidir.

Son olarakta Dd quasi-binormal vektoruni hesaplayalm.
A A A
by =t* An;
Oldugundan dolay1 denklemleri yerine yazarsak

t(1—AK,) + Akb
by = (1
J@-2k,)? + 2K

elde edilir. Buradanda vektorel garpimin 6zelligini kullanarak

(L 2K,)b, + 2K, ((t.n,).n, —nZ.t)

b =+
J@—2k,)? + 27K

q

dir. Yukaridaki ifadeyi diizenlersek

| Akt + (L= 2k)b,

b? =+
JA—k)? + A%k

q

elde ederiz.

Teorem 5.1.3: a(S) yay uzunlugu parametresi ile verilen bir uzay egrisi olsun. Ayrica
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a(s) , P(s) yonli Bertrand egrisi olsun. O halde g- egriliklerin arasindaki iligki

s, A= 2k)k - 2K

T @Ak + %K

| A= k) + A%k + (= k) + A%k,

K .
(A-2k,)* + A%k2)?

ve

kj =+ ks
3 T = 2 21,2
(1 k)2 + A%k

dir. Burada p(s) egrisinin q- egrilikleri k', k;,k{ dir.
Ispat: Ilk olarak k; egriligini hesaplayalim
k! =—(t",n) =(t",n})

'q

dir. t* vektoriinin tirevi

— Akt + (K, (L Ak,) = AK2)n, +K, (L 2k, )b,

tY =+

J@-2Kk)? + 2%K?

elde edilir. O halde (5.1.3) ve (4.2.1) denklemleri kullanlarak

2, A= Ak)k - 4K

T (- k) + A%K2

dir. Simdi k; egriligini hesaplayalim
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=)= ()

Oldugundan benzer yontemler ile

. Ak, (1— 2k, ) + 22K K, + ((1— Ak,)? + A2k2)k,

K 3
(1- /1kl)2 + lzkf )?

bulunur. Simdi k; egriligini hesaplayalim

ki =(nf’b,)
oldugundan
ki == ad
(L-2k,)* + A°k?
elde edilir.

Ornek 5.1.1: Bir uzay egrisi (dogru)

a(s) =(t,t,t)

ve projeksiyon vektorli k =(0,0,1) seklinde tanimlansmn. Ilk olarak q-gatiy:

hesaplayalim

1 1 1
t_(ﬁ’_s’ﬁ)
1 1
nq —(E,—E,O)



ve

b_(ﬁj_ﬁ)
“ 6’6 3

kolaylikla elde edilir. O halde
A=1icina(t) egrisinin bertrand egrisi sekilde hesaplanir

.\

ﬂ(t):(t+7,t—7,t)

Ornek 5.1.2: Bir uzay egrisi

,

a(t)=(212)

ve projeksiyon vektori k =(0,0,1) olsun. ilk olarak g-gatiyr hesaplayalim

t_(z 2t t?
242 t2+2't° +2

)
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t 1

n:( [ y
RN N |

0)

ve

t? t2 N T

) ((t2 N )N TR (S )

q

kolaylikla elde edilir.
Ohalde A =3 igin «(t) egrisinin bertrand egrisi

3t ) 3
)=+ ———1"———t1
SN o N O i

seklinde hesaplanir.

Frenet ¢atist kullanilarak elde edilen Bertrand egrisi(sag) ve q-¢atsi kullanilarak elde
edilen yonlu Bertrand egrisi(sol) Sekil 5.3 te gosterilmistir.

Sekil 5.3
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6. SONUCLAR

Ik 6nce bu ¢alismada bir uzay egrisi boyunca q-gatinin Frenet ¢atisina gore
avantajlarin1 sunmaktadir. Bunlar kisaca 1) Ikinci tiirevi tanmsiz egride tanmlanabilir. 2)

Teget etrafinda gereksiz biikiilmeyi 6nler.

Ayn1 zamanda, teorik ve uygulama olmak tizere iki asamadan gergeklesmistir. Birinci
asama, g-cat1 yardimiyla Bertrand egrileri tanmlanmis ve bir egrinin yonll Bertrand
egrisi olmasi igin gerek ve yeter sartlar elde edilmistir. Ikinci asamada ise, Bertrand ve
yonlii Bertrand egrileri maple programi kullanilarak gizdirilmistir. Bulunan sonuglar

analiz edilmis ve yonlii Bertrand egrilerinin avantajlart siralanmistir.

Q-cat1 uzay egrisi yardimiyla tanimlanan baska konulardada kolaylikla kullanilabilir.

Ornek vermek gerekirse fokal egriler de q-gat1 yardimiyla kolaylikla tanimlanabilir.
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