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ÖZET 

 

Yüksek Lisans Tezi 

 

3-BOYUTLU ÖKLĠD UZAYINDA BERTRAND EĞRĠSĠ 

 

Şirin LUTFU 

 

Kilis 7 Aralık Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı 

 

Danışman:Doç. Dr. Mustafa DEDE 

Yıl: 2016 Sayfa: 53 

 

Bu çalışmada, ilk olarak Öklid uzayı ve Frenet çatısı kavramlarını tanımladık. İkinci 

olarak bir uzay eğrisi boyunca birden çok çatı tanımlanabileceğini gösterdik, bu yeni 

tanımladığımız çatıya da q-çatı adını verdik. Üçüncü olarak q-çatı ile Frenet çatısı 

arasındaki bağlantıları elde ettik. Q-çatının eğriliklerini eğrilik ve torsion kullanarak 

ifade ettik.  Dördüncü olarak iyi bilinen Bertrand eğrilerini q-çatı ile tanımladık. Burada 

en önemli sonuç olarak tüm eğrilerin yönlü Bertrand eğrisi tanımlanabileceğini elde 

ettik. Ayrıca Bertrand ve yönlü Bertrand eğrilerini şekiller çizdirerek karşılaştırdık. 

 

Anahtar Kelimeler: Frenet frame, Öklid uzayı, Bertrand eğrileri, uzay eğrisi, eğrilikler 
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ABSTRACT 
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DIRECTIONAL BERTRAND CURVES IN 3-DIMENSIONAL EUCLĠD SPACE 

 

Şirin LUTFU 

 

Kilis 7 Aralık University 

Graduate School of Natural and Applied Sciences  

Department of Mathematics 

 

 

Supervisor: Assoc. Prof. Mustafa DEDE 
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In this work, first of all we gave detailed information about Euclid space and Frenet 

frame. Secondly, we showed that we can define more than one frame along a space 

curve, we called this new frame as q-frame. Then we obtained the relationship between 

q-frame and Frenet frame. We calculated the new curvatures of the space curve in term 

of Frenet curvatures. Finally we introduced the well-known concept bertrand curves 

generated by q-frame. The main result of this study is that every space curve can admit 

infinite Bertrand mate. Moreover we compared the directional Bertrand mated with 

Bertrand mates by plotting the figures. 

 

Keywords: Frenet frame, Euclid space, Bertrand curves, space curve, curvatures 
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SİMGELER VE KISALTMALAR DİZİNİ 

 

 

 

Simge  Anlamı 

3E   :Üç boyutlu Öklid uzayı 

A  :Afin uzayı 

3R   :3 boyutlu standart reel vektör 

d  :Uzaklık fonksiyonu 

( )pT A   :Afin uzayında p noktasındaki bir tanjant vektör 

t  :Teğet birimi 

n  :Normal birim 

b  :Binormal birim 

qn   :Quasi-normal birim 

qb   :Quasi-binormal birim 

   :burulma 

   :Eğrilik 
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1. GĠRĠġ 

 

3-boyutlu Öklid uzayında eğrilerin diferansiyel geometrisi üzerine birçok çalşmalar 

yaplmaktadır. Özellikle eğrilerin karşılklı noktalarında Frenet çatları arasında bağıntılar 

kurularak, birçok yeni teoriler elde edilmektedir. Bir uzay eğrisi üzerinde Frenet 

çatısından başka çatılar ile ilgili olarak ilk çalşma [12] tarafndan yapılmıştır. Bu 

çatılardan bir taneside rotation minimizing frame (RMF) olarak adlandırılır [13] ve [23]. 

Uzay eğrisi üzerindeki RMF lerin hesaplanması ile ilgili Wang and [15], [20], [24], 

[19], [16] çalışmışlardır. [17] çalışmalarında RMF lerin hesaplanmasındaki sıkıntılar ve 

bunların düzeltilmesi üzerinde durmuşlardır. Bunlar dışında eğri üzerinde başka çatılarla 

ilgili [22] çalışmıştır. q-çatının tanmlanmasında kullanılan quasi-normal vektör [16] 

tarafından ilk defa litaretürde kullanılmıştır. [32] yılında bu quasi-normal vektörü 

kullanarak q-çatıyı elde etmiştir. 

 

Bertrand eğrisi ilk olarak 1850 ylnda Bertrand Russel tarafndan tanmlanmıştır. O 

zamandan günümüze kadar aktif bir çalışma alandır. Bertrand eğriler ile ilgili [27], 

Bertrand eğrilerin Minkowski uzayında hesaplanması ile ilgili [28], Bertrand eğrilerin 

uzay formlar ile ilgili [25] gibi çalışmalar yapılmıştır. 

 

Bu çalışma, teorik ve uygulama olmak üzere iki aşamada gerçekleştirilecektir. Birinci 

aşama, q-çatı yardımıyla Bertrand eğrileri tanmlanacak ve bir eğrinin Bertrand eğrisi 

olması için gerek ve yeter şartlar elde edilecektir. İkinci aşamada ise, Bertrand ve yönlü 

Bertrand eğrileri maple programı kullanlarak çizdirilecektir. Bulunan sonuçlar analiz 

edilecek ve yönlü Bertrand eğrilerinin avantajlar sıralanacaktır.  
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2. GENEL BĠLGĠLER 

Bu bölümde çalşmamızda bize yol gösteren konumuzla ilgili bazı tanım ve özellikleri 

ayrıntılı olarak verdik. 

2.1.Vektörler 

 

Vektör (yöney) bir şiddet ve yön açıklayan doğru parçasna denir. Fizikte karşımıza 

çıkan hız ivme, kuvvet vb. büyüklükler birer vektördür. Üç boyutlu Öklid uzaynda  E
3

  

bir vektörden söz edildiğinde  1 2 3, ,a a a   reel saylar olmak üzere  1 2 3( , , )a a a a   

şeklinde sıralanmş üçlü sayı kümesi anlaşılır [3].  3E   te bir nokta bu üçlü say 

kümesinden biri ile gösterilir.  3E   vektör uzayında bir vektöre ilişkin baz tanımlar 

aşağıda verilmektedir. 

(i) 

 

                                                     1 2 3( , , )a a a a                                             (2.1.1) 

  

 

negatif vektör. 

(ii) 

0 (0,0,0)  

sıfır vektör. 

(iii) 

2 2 2

1 2 3a a a a    

avektörünün normu (uzunluğu). 

Buna göre  a   için aşağıdaki özellikler geçerlidir 

1) 

0a   

 

2) 

0a   
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o halde  a   sıfır vektörüdür. 

3) 

1a   

o halde  a   birim vektörüdür. 

 

2.1.1. Vektörlerin toplamı: 

 

1 2 3( , , )a a a a ve 1 2 3( , , )b b b b   vektörleri verilsin bu iki vektörün toplamı, elemanların 

karşılıklı toplamına eşittir 

1 1 2 2 3 3( , , )a b a b a b a b      

 

Vektör toplam aşağıdaki özellikleri sağlar : 

1) Değişme özelliği. 

a b b a    

 

2) Birleşme özelliği.  

( ) ( )a b c a b c      

 

3) Etkisiz eleman 

0 a a   

 

4) Ters eleman 

( ) 0a a    

 

 

2.1.2. Bir vektörün bir skaler ile çarpımı: 

k reel bir sayı ve  a   bir vektör olmak üzere ikisinin çarpım 
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 1 2 3( , , )ka ka ka ka  (2.1.2) 

 

biçiminde tanımlanır. 

a) Birleşme özelliği  

1 2 1 2( )k k a k k a  

                             . 

b) Yayılma özelliği  

( )k a b ka kb    

                          . 

c) 

1( )a a  

 

eşitliklerini sağladığından pozitif bir sayıyla çarpım vektörün yönünü değiştirmez, 

sadece şiddetini skaler sayının büyüklüğü orannda değiştirir. Negatif bir sayıyla 

çarpımı, vektörün yönünü tersine çevirir [3]. 

Bir vektör uzunluğunun tersi ile çarpılırsa kendi doğrultusunda birim vektör elde edilir. 

Yani  a   yönündeki birim hızlıe   vektörü   

                                                 

a
e

a
                                                                       (2.1.3)                                         

şeklindedir. 

 

2.1.3. Doğrusal bağımlılık ve doğrusal bağımsızlık: 

k1 ,k2 , . . . ,kn   skaler büyüklüklerden en az biri sıfırdan farklı olmak koşuluyla, 

 

                                                    1 1 2 2 3 3... 0k u k u k u                                     (2.1.4)                                         

 

eşitliğini sağlayan  u1 ,u2 , . . . ,un   vektör ailesi doğrusal(lineer) bağımlıdır denir [3]. 

Aksi durumda yada bir başka deyişle (2.1.4) eşitliği sadece 

 

1 2 ... 0nk k k     
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olması durumunda vektörler doğrusal bağımsızdır. 

Herhangi bir vektör doğrusal bağımsız vektörlerin doğrusal kombinasyonu biçiminde 

gösterilebilir. 

                                                 1 1 2 2 3 3U k u k u k u  
                                        (2.1.5)                                         

 

2.1.4. Baz vektörler ve bileĢenleri: 

Üç boyutlu Öklid uzayında  1 2(1,0,0), (0,1,0)e e    ve  3 (0,0,1)e    doğrusal 

bağımsız vektörlerine baz vektörler denir [3]. Uzayda herhangi bir vektör baz 

vektörlerin doğrusal fonksiyonu olarak ifade edilebilirler 

 

                                                1 1 2 2 3 3a a e a e a e                                               (2.1.6)                                         

                         

Teorem 2.1.1.  E
3

  de doğrusal bağımsız herhangi üç vektör bir baz sistemi oluşturur. 

1 1 2 2 3 3

1 1 2 2 3 3

1 1 2 2 3 3

a a e a e a e

b b e b e b e

c c e c e c e

  

  

  

 

 

doğrusal bağımlı olup olmadığını anlamak için baz vektör bileşenlerin determinatına 

bakmak yeterli 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

a a a

b b b

c c c

   

 

eğer 

0   

 

isea,b,c   doğrusal bağımlıdır. 
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Örnek 2.1.1: 

(2,1,0), (1, 1,2), (5,8,1)a b c      vektörlerinin  E
3

  de bir baz sistemi oluşturup 

oluşturmadığını belirleyiniz. 

O halde  

2 1 0

1 1 2 25 0

5 8 1

       

olduğundan  a,b,c   vektörleri doğrusal bağmsızdır,  E
3

  de bir baz sistemi oluştururlar. 

 

2.1.5. Vektörlerin skaler çarpımı : 

İki vektör  1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b    nin skaler (iç) çarpım reel bir sayıdır ve 

aşağıdaki gibi tanımlanır 

 

                                         1 1 2 2 3 3,a b a b a b a b                                               (2.1.7)                  

 

İki vektör arasndaki açı   olmak üzere skaler çarpımın bir başka gösterim biçimi 

 

, cosa b a b   

 

burada ( , )a b     eşitliği ile gösterilir [3]. 

0a b     

 

olur ve  

2
,a b a  

dır. 

 

Skaler çarpımın özellikleri : 

1) Simetri özelliği : 
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, ,a b b a  

 

2)  k   skaler olmak üzere 

, ,ka b k a b  

 

3) Yayılma özelliği : 

, , ,a b c a b a c    

 

4) 

, 0a a   

iç çarpm pozitif tanımlıdır. 

Bu özelliklerden hareketle  a   ve  b   vektörleri Cauchy-Schwarz eşitsizliğini  

| , |a b a b  

 

sağlar, eşitlik durumu sadece vektörlerin doğrusal bağml olmasyla geçerlilik kazanr. 

 

2.1.6. Ortonormal bazlar : 

e1 ,e2 ,e3   karşılıkılı olarak ortagonal baz vektörleridir çünkü 

1 1 2 2 3 3, , , 1e e e e e e    

ve 

1 2 1 3 2 3, , , 0e e e e e e    

 

eşitliğini sağlarlar. Söz konusu birim vektörler ortonormal baz olarak adlandırılan baz 

sistemi oluştururlar. 

 

2.1.7. Vektörel çarpım:  

E3
de 1 1 2 2 3 3a a e a e a e     ve  1 1 2 2 3 3b b e b e b e     iki vektör olsun. 

2 3 3 2 1 1 3 3 1 2 1 2 2 1 3( ) ( ) ( )a b a b a b e a b a b e a b a b e        

veya 
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2 3 1 3 1 2

1 2 3

2 3 1 3 1 2

det det det
a a a a a a

a b e e e
b b b b b b

     

 

şeklinde vektörel çarpım tanmlanır  a b   ile gösterilir. 

Sonuç sıfır vektöründen farklıysa  0a b   ,  a   ve  b   doğrusal bağmsız aksi durumda 

doğrusal bağımlıdır. 

Doğrusal bağımsız vektörlerin vektörel çarpımına ilişkin bazı özellikler: 

1) Ters yansıma özelliği 

( )a b b a     

 

2) Yayılma özelliği 

( )a b c a b a c       

 

3)  k   skaler ise 

( ) ( )ka b k a b    

 

4) 

,a b a b   

 

5)  

0a a   

 

 

Teorem 2.1.2: Vektörel çarpım sonucu ortaya çıkan yeni vektörün şiddeti  a b   

parelelkenarın alanını verir. 

sina b a b    

burada  ( , )a b   dır. 
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2.1.8. Skaler üçlü çarpım: 

,a b c   karışık yada üçlü skaler çarpım olarak adlandırılır : 

 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

, det

a a a

a b c b b b

c c c

   

 

bir başka gösterimde   , , , ,a b c a b c a b c      şeklindedir. 

Eğer vektörlerden ikisi yer değiştirirse çarpım işaret değiştirir. 

 

, ,a b c c b a     

a,b,cvektörleri doğrusal bağımlı ise 

 

 , , 0a b c   

 

Teorem 2.1.3: a,b   ve  c   vektörleri bir parelel yüzlü oluştururlar ise bunların skaler 

üçlü çarpım paralel yüzlünün hacmini verir yani 

 

, cosV a b c b c a       

dır.  

 

2.2. Öklid Uzayı : 

 

Tezimin bu bölümde, sıkça kullanılan kavramlara yer verilmiştir. 

Tanım 2.2.1: Boş olmayan bir  A   cümlesi ve bir  K   cismi üstünde bir vektör uzay  V   

olsun.  Aşağdaki önermeleri doğrulayan bir 

:f A A V   

fonksiyonu varsa  A   ya  V   ile birleştirilmiş birAfin uzaydenir: 
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(1) , ,P Q R A  için 

( , ) ( , ) ( , )f P Q f Q R f P R   

 

(2) P A  ve V    için 

( , )f P Q   

olacak biçimde bir tek  Q A   noktası vardır [1]. 

 

Tanım 2.2.2: R
3

  3-boyutlu standart reel vektör uzay ile birleştirilmiş  R
3

Afin uzayını 

ele alalm.    1 2 3, ,x x x x ve  1 2 3, ,y y y y   iki vektör olsun.  Bu  R
3

  vektör uzayında 

Öklid iç çarpımı 

3

1

, i i

i

x y x y


   

biçiminde tanmlanırsa böylece  R
3

  Afin uzay 3-boyutlu Öklid uzay olur ve  E
3

  ile 

gösterilir. Bununla beraber reel Afin uzaylar ile Öklid uzaylar farklıdırlar.  Çünkü, bir  

V   reel vektör uzay ile birleşen  A   afin uzaydaki metrik özelikler  V   de seçilecek olan 

iç çarpımdan doğarlar; bu nedenle Öklid uzayndaki özeliklerle diğer Afin uzaylardakiler 

farklı olurlar [1]. 

 

Tanım 2.2.3:   1 2 3, ,x x x x   ve    3

1 2 3, ,y y y y E    olmak üzere 

3 3

3
2

1

:

( , ) ( )i i
i

d E E R

x y y x


 

  
 

 

olarak tanmlanan  d   fonksiyonuna Öklid uzayında uzaklık fonksiyonu ve  ( , )d x y   reel 

sayısına da  
3,x y E   noktalar arasındaki uzaklık denir  [1]. 
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Tanım 2.2.4:  

3 3:

( , ) ( , )

d E E R

x y d x y xy

 

 
  

Biçimindetanımlanan d  fonksiyonuna E
3

 de Öklid metriği denir [1]. 

 

Tanım 2.2.5: 
3, ,x y z E    için  xyz   açısının ölçüsü 

,
cos

yx yz

yx yz
 

 

   

den hesaplanan     reel sayısıdır [1]. 

 

Sonuç 2.2.1:  E
3

  de  0 1 2(0,0,0), (1,0,0), (0,1,0)E E E     ve 3 (0,0,1)E    noktalar 

bir dik çatı oluştururlar.   0 0,i j ijE E E E 
 

Olduğundan,  
0 1 0 2 0 3{ , , }E E E E E E

  
  sistemi  

R3
  vektör uzay için bir ortonormal bazdır [1]. 

 

Tanım 2.2.7:  E
3

  deki  0 1 2 3{ , , , }E E E E   çatısına standart Öklid çatsı denir [1]. 

 

Tanım 2.2.8:  V   vektör uzayı ile birleşen bir Afin uzay  A   olsun.  ,p A v V


için

( , )p v


  sıralı ikilisine  A   Afin uzayının p noktasndaki bir tanjant vektörü denir. 

 

 

: ( ) ( ) ( )

(( , ) ( , )) ( , ) ( , ) ( , )

A A AT p T p T p

p v p u p v p u p v u

  

    
     

 

 

 

: R ( ) ( )

( , ( , )) ( , ) ( , )

A AX T p T p

p v X p v p v  
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biçiminde tanmlayalım burada  R   ile  A   nın birleştiği  V   vektör uzayının cismi 

gösterilmiştir. 

 ( ), ,R, , ,AT p X    

bir vektör uzay olduğu gösterilebilir. Bu biçimde elde edilen vektör uzayına,  A Afin 

uzayının  p A   noktasndaki tanjant uzay denir ve kısaca  ( )AT p   gösterilir   1  . 

 

Tanım 2.2.9: Bir     cismi üzerinde 3- boyutlu iki vektör uzay  V   ve  W   olsun. 

Bir  

:A V W  

dönüşümünde 

i) , V    

( ) ( ) ( )A A A       

 

ii) c   

( ) ( )A c cA   

 

aksiyomları sağlıyor ise lineer dönüşüm denir   2 .  

 

Tanım 2.2.10: Bir     cismi üzerinde 3-boyutlu iki vektör uzay  V   ve  W   olsun. 

Bir 

:f V W  

 

fonksiyonu için 

i)  f   sürekli 

ii)  
1f 
 mevcut 

iii) 
1f 
  sürekli 

ise bu fonksiyona  V   den  W   homeomorfizm denir ve bu durumda  V   ile  W   

uzaylarına da Homermorf uzaylar adı verilir [2]. 

 

Tanım 2.2.11:    2: , Rr a b    regüler parametreli eğri olsun. 
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( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

r a r b

r a r b

r a r b



 

 

 

 

İse r   ye kapalı fonksiyon denir [3]. 

 

Tanım 2.2.12:  3: Rf E   

( )a f a  

( )a h f a h    

fonksiyonu verilsin.eğer bir  3a E  noktası için 

3

0

( ) ( ) ( )
lim 0           
h

f a h f a h
h E

h





  
   

 

Olacak şekilde bir  3: R R    fonksiyonu bulunabiliyorsa  f   ye, 3a E   te 

türevlenebilir denir ve yukardaki bağıntıyı sağlayan     ya da  f   nin türevi denir [1]. 

 

Tanım 2.2.13.  3 3Grad : ( ,R) ( )C E X E    

f f  

dönüşümüE3
  te   1 2 3, ,x x x   koordinat sistemi olmak üzere   

3

1

grad( )
i i i

f
f

x x

 
 

 
  

 

şeklinde tanımlanıyorsa bu foksiyona  E
3

  de Gradient fonksiyon denir [1]. 

 

Tanım 2.2.14. Bir vektör uzayının  r   sayıda vektörlerinden ibaret bir vektör sisteminin 

bütün vektörlerinin normlandırılmış ve ikişer ikişer ortogonal olmaları halinde 

Ortonormal denir   2  . 

 

Tanım 2.2.15.  :A V W   dönüşümünde  W   nn  ( )A    elemanna  V   nin  A   

ile elde edilen resmi denir  W   nin 
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 ( ) ( ) :A S A S    

 

alt cümlesine  V   nin  S   alt cümlesinin resmi denir .V  nin 

 

 1(0) : ( ) 0A V A      

 

alt cümlesine  A   nın sıfır uzay veya çekirdeği adı verilir. 

 

Tanım 2.2.16.  E
3

 de bir c çemberinin kendi düzleminde bir doğru etrafında 

döndürülmesiyle elde edilen yüzeye Tor yüzeyi denir [2]. 

 

Tanım 2.2.17.   

4
3 3 2 2 4

1 2 3

1

( , , ) | i

I

S x x x x E x r E


 
     
 


  

 

cümlesine 3- boyutlu küre adı verilir [1]. 

 

Tanım 2.2.18.  X   bir cümle olsun.  X   in alt cümlelerinin bir koleksiyonu   olsun .

 koleksiyonu aşağıdaki önerimleri doğrularsa  X   üzerinde bir topoloji adını alır 

 

1 2 1 2

) ,

) ,

)
I I

i X

ii A A A A

iii A i I A

  

      

      

 

 

 4 .  
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Tanım 2.2.19. Bir  X   cümlesi ve üzerindeki bir     topolojisinden oluşan  ( , )X    

ikilisine topolojik uzay denir [4]. 
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3. ÖKLĠD UZAYINDA EĞRĠLER VE FRENET FORMÜLLERĠ 

 

Klasik Frenet çatısı diferansiyel geometride önemli bir rol oynamaktadır. Örneğin 

küresel eğriler, Bertrand eğriler, basit ve klasik konular Frenet çatısı kullanarak 

araştırılmıştır. Bu bölümde bir uzay eğri üzerinde en çok bilinen ve kullanılan Frenet 

çatısı ile ilgili temel kavramlar verilecektir. 

 

3.1. Öklid uzayında eğriler ve Frenet formülleri : 

 

Tanım 3.1.1. Reel eksenin  ( , ) Ra b    açk aralığı ile Homeomorf olan  E
3

  Öklid 

uzayının alt kümesine,  E
3

  uzayında eğri yayı denir.  

1 2

: , ( , ) R

( ) ( ( ), ( ),..., ( ))

n

n

I E I a b

t t t t t



   

  

 
 

 

ifadesinde ( ) nI E    bir eğri denir.  RI  aralığına   eğrisinin parametre aralığı ve  

t I   değişkenine de     eğrisinin parametresi denir [1]. 

 

Tanım 3.1.2.  M   eğrisi  ( , )i    koordinat komşuluğu ile verilmiş olsun. Eğer  s I    

için  ( ) 1s    ise  M   eğrisi  ( , )i    ya göre birim hızlı eğridir denir. 

Bu durumda eğrinin  s I   parametresine yay parametresi adı verilir [1]. 

 

Tanım 3.1.3. nM E  eğrisi  ( , )I    koordinat komşuluğu ile verilsin. Bu durumda  

 ( ), ,..., r       sistemi lineer bağımsız ve  
( ) ,k k r    olmak üzere     den elde 

edilen 
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 1,..., rV V  .  Meğrisinin r-ayaklı alan ve  m M   için   1( ),..., ( )rV m V m   ye ise  

m M   noktasındaki r-ayaklısı denir [1]. 

 

 

 

 

 

Tanım 3.1.4. 

1 2 3( ) ( ( ), ( ), ( ))t t t t t       eğrisi için  1    birim hızlı ise eğri yay parametresi 

denir. Burada 1T V   teğet birim,  2N V   normal birim,  3B V   binormal ve  

 , ,T N B renet 3-ayaklısı denir. 

                                                                1

1

E
T

E
  

 

dır. Ama  1 ( )E t   olduğundan 

 

( )
( )

( )

t
T t

t







 


 

 

olur. Genel anlamda 

 

2

2

( )
E

N s
E

  

 

Ayrca 

 

1

2 1

1 1

,

,

E
E E

E E





   

yani     olduğundan 
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2

,

,
E

 
  

 

 
    

 
 

dır. O halde 

 

( ) ( )
( )

( )

s T s
N s

T s





 
 


 

 

Binormal vektörde 

 

( ) ( ) ( )B s T s N s   

 

olur. Buradanda 

 

( ) ( )
( )

( )

s s
B s

s

 



 



 

 

olur 1 .  

 

 

Tanım 3.1.6. nM E   eğrisi  ( , )I    koordinat komşuluğu ile verilsin  s I   ya 

karşılık gelen  ( )s   noktalarndaki Frenet r-ayaklısı 1( ),..., ( )rV s V s   olsun. Buna göre 

1

: R 1

      ( ) ( ), ( )

i

i iI

k i i r

s k s V s V s



  

  

 

 

şeklinde tanmlı ik   fonksiyonuna  M   eğrisinin  i  -yinci eğrilik fonksiyonu ve  s I   

için  ( )ik s   reel sayısına da  ( )s   noktasnda  M   nin  i  -yinci eğriliği denir [1]. 

 

Teorem 3.1.1. 
nM E   eğrisi  ( , )i    koordinat komşuluğu ile verilsin.  s I   yay 

parametresi olmak üzere  i  -yinci  eğriliği ( )ik s   ve Frenet r-ayaklısı  1( ),..., ( )rV s V s  
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1 1 2

1 1 1

1 1

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )     1

( ) ( ) ( )

i i i i i

r r r

V s k s V s

V s k s V s k s V s i r

V s k s V s



  



 



    

  

 

 

Olur [1]. 

 

Tanım 3.1.7.  

1 2 3( ) ( ( ), ( ), ( ))s s s s s     s yay parametresi ile verilen bir eğrinin  ( )s   

noktasıındaki Frenet 3-ayaklısı , ,T N B   olsun 

 

1

1 2

2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

T s k s N s

N s k s T s k s B s

B s k s N s

 

   

  

 

 

formüllerine Frenet formülleri denir. Burada  1k    ve  2 .k   

 

0 0

0

0 0

T T

N N

B B



 



     
       
     

          

 

 

eşitliği mevcuttur  [1]. 

O halde 

 

T N

N T B

B N



 



 

   

    

 

Şeklinde yazılabilir. 

Tanım 3.1.8. 
3: RI    eğrisi yay parametresi ile verilmiş olsun.  

1( ) ( )k s s

değerine ( )s   eğrisinin  s   noktasıındaki eğriliği denir [3]. 
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Tanım 3.1.9.
3: RI    eğrisi yay parametresi ile verilmiş olsun.  ( ) 0s  olmak 

üzere  ( ) ( ) ( )B s s N s    eşitliği ile tanmlı ( )s   saysına     eğrisinin  s   -noktasndaki 

burulması denir.  2 ( )k s burulması eğrinin düzlemden ne kadar saptığını ölçer [1]. 

 

Tanım 3.1.10. 3n    özel halinde  ( ), ( ), ( )T s N s B s   Frenet 3-ayaklısını ele alalm. 

 ( ), ( )PS T s N s vektör uzayı ile bileşen  ( )s   noktasındaki Afin altuzayı oskülatör 

düzlem, 

 ( ), ( )PS N s B s vektör uzay ile bileşen  ( )s   noktasındaki Afin altuzayı normal 

düzlem, 

 ( ), ( )PS T s B s vektör uzay ile birleşen  ( )s   noktasndaki Afin altuzayı rektifiyen 

düzlem adı verilir [1]. 

 

Tanım 3.1.11. nM E   eğrisinin  m M   noktasında  M   ile sonsuz yakın üç ortak 

noktası olan kürelerin merkezlerinin geometrik yeri olan  

0 2 0 3 0

1 0

1
( ) ( ) ( )

( )
s V s V s

k s
      

 

doğrusuna M   eğrisinin  m M   noktasındaki eğrilik ekseni denir. 

Eğrilik ekseni üzerindeki 

0 0 2 0

1 0

1
( ) ( ) ( )

( )
c s s V s

k s
   

 

noktasına M   nin  0( )m s   daki eğrilik merkezi denir [1]. 

 

Tanım 3.1.12. nM E   eğrisiyle  m M   noktasında sonsuz yakn dört noktası ortak 

olan küreye  M   nin  m M   noktasındaki oskülatör küresi veya eğrilik küresi denir 

[1]. 
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4. UZAY EĞRĠSĠ BOYUNCA Q-ÇATI 

 

Son zamanlarda DEDE ve arkadaşları bir uzay eğrisi boyunca q-çatıyı tanıttı. q-çatı 

Frenet çatısına göre iki önemli avantaj sunmaktadır. 

a)  İkinci türevi tanımsız eğride tanımlanabilir. 

b)  Teğet etrafında gereksiz bükülmeyi önler. 

Bu bölümde bir uzay eğrisi boyunca q-çatı tanımlanacaktır. Ayrıca q-eğrilikler elde 

edilecektir. 

 

4.1 Uzay eğrisi boyunca q-çatı 

 

Tanım 4.1.1. Bir uzay eğrisi boyunca q-çatı 

 

                                         

( )
, ,

( )
q q q

t t k
t n b t n

t t k





 
   

 
                                   (4.1.1)     

 

Şeklinde  tanımlanır. Burada  k  projeksiyon vektörüdür ve  t   eğrinin teğeti,  nq   

eğrinin quasi-normali ve  bq   ise eğrinin quasi-binormali olarak adlandırılır [29]. 

 

Teorem 4.1.1. Bir uzay eğrisi boyunca q-çatının Frenet formülleri benzeri varyasyon 

denklemi 

1 2

1 3

2 3

0

0

0

q q

q q

t k k t

n k k n

b k k b





    
         
         

 

şeklindedir. q-eğrilikler ise şu şekilde  

 

 

                                        
1 2 3

,, ,
, ,

q qq q n bt n t b
k k k

  

 
  

  
                              (4.1.2)     
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ifade edilebilir [29-30]. 

 

Ġspat: k 1 ,k2   ve  k 3   eğriliklerini bulmak için q-çatının vektörlerinin türevlerini 

hesaplayalım, o halde ilk olarak teğet vektörün türevini hesaplayalım.  , qt n ve bq   

yardımıyla 

                                             q qt at bn cb                                                        (4.1.3)     

 

Şeklinde yazlabilir, burada  , ,a b c R   Şimdi  a,b,c   değerlerini hesaplayalım. 

a,b,chesaplamak için ilk önce (4.1.3) denkleminin her iki tarafını t   ile çarpalım 

 

, , , ,q qt t a t t b n t c b t     

Elde edilir. 

burada , 1,t t  , 0qn t    ve  , 0qb t    olduğu için 

 

,t t a   

dır. Ayrca  , 1t t    ifadesinin her iki tarafının türevini alalım 

 

 , 0 , , 0 2 , 0t t t t t t t t


         

yani 

 

, 0t t   

 

yukarıdaki ifadeden 

 

0a   

 

aynı şekilde (4.1.3) denkleminin her iki tarafın  nq   ile çarpalım 
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, . , ,q q q q q qt n a t n b n n c b n     

 

dr. Burada  , 1,q qn n  , 0qt n    ve  , 0q qb n    olduğu için 

 

, qt n b   

 

dır. (4.1.2) ve (4.1.3) denkleminden dolayı 

 

1k b   

 

Aynı şekilde (4.1.3) denkleminin her iki tarafn  bq   ile çarpalım 

 

, , , ,q q q q q qt b a t b b n b c b b     

 

dır. Burada  , 1,q qb b  , 0,q qn b  , 0qt b    olduğundan  

, qt b c   

 

Elde edilir. (4.1.3) denkleminde 

 

2k c   

 

bulunur. 

Bulduğumuz  a,b,c   değerlerini (4.1.3) yerleştirelim 

 

1 2(0 )q qt t k n k b     

 

Şimdi de quasi-normal vektörün türevini hesaplayalm 
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                                                 q q qn at bn cb                                                        (4.1.4)     

 

a,b,c  değerlerini hesaplamak için (4.1.4) denklemini ilk önce  t   ile çarpalım 

 

, , , ,q q qn t a t t b n t c b t     

 

Burada  , 1,t t  , 0qn t    ve  , 0qb t    olduğu için 

 

,qn t a   

 

dır. Ayrca  , 0qn t    ifadenin her iki tarafının türevini alalım 

 

 , 0 , , 0 , ,q q q q qn t n t n t n t n t


          

 

(4.1.2) denklemi kullanılarak 

 

1k a   

 

dır. Aynı şekilde (4.1.4) denkleminin her iki tarafını nq   ile çarpalım 

 

, , , ,q q q q q q qn n a t n b n n c b n     

 

olur, ama  , 1q qn n   ,  , 0qt n    ve  , 0q qb n    olduğu için 

 

,q qn n b   

 

dır. Ayrca  , 1q qn n    ifadesinin her iki tarafn türevini alalım 
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, 0 , , 0 2 , 0q q q q q q q qn n n n n n n n


         

 

yani 

 

, 0q qn n   

 

olur. Yukardaki ifadeden dolayı 

 

0b   

 

elde edilir ve aynı şekilde (4.1.4) denklemini  bq   ile çarpalım 

 

, . , ,q q q q q q qn b a t b b n b c b b     

 

ama , 1q qb b   ,  , 0qt b    ve  , 0q qn b    olduğu için 

 

,q qn b c   

 

(4.1.2) denklemi yardımıyla 

 

3k c   

 

şeklinde tanmlayalım. O halde  a,b,c   değerlerini (4.1.4) denkleminde yerleştirelim 

 

 1 30q q qn k t n k b      

 

bulunur. 
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Şimdi  bq   quasi-binormal vektörün türevini hesaplayalım 

 

                                                 q q qb at bn cb                                                        (4.1.5)     

 

 

a,b,chesaplamak için (4.1.5) denklemini ilk önce  t   ile çarpalım 

 

, , , ,q q qb t a t t b n t c b t     

 

ama , 1t t   ,  , 0qn t    ve  , 0qb t    olduğu için 

 

,qb t a   

 

dır.  , 0qb t  ifadesinin her iki tarafnn türevini alalım 

 

, 0 , , 0 , ,q q q q qb t b t b t b t b t


          

 

Ayrca (4.1.2) denkleminden 

 

2k a   

 

dır. Benzer şekilde (4.1.5) denklemini  nq   ile çarpalım 

 

, , , ,q q q q q q qb n a t n b n n c b n     

 

ama , 0qt n   ,  , 1q qn n    ve  , 0q qb n   

 

,q qb n b   
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dır.  , 0q qb n  ifadesinin her iki tarafnn türevini alalım 

 

, 0 , , 0 , ,q q q q q q q q q qb n b n b n b n b n


           

 

(4.1.2) denklemi kullanılarak 

 

3k b   

 

bulunur. Ayn şekilde (4.1.5) denklemini  bq   ile çarpalım 

 

, , , ,q q q q q q qb b a t b b n b c b b     

 

ama , 0qt b    ,  , 0q qn b    ve  , 1q qb b    olduğu için 

 

,q qb b c   

 

dır. Ayrıca  , 1q qb b    ifadesinin her iki tarafın türevini alalm 

 

 , 0 , , 0 2 , 0q q q q q q q qb b b b b b b b


         

 

yani 

 

0c   

 

elde edilir. Bulduğumuz  a,b,c   değerlerini (4.1.5) denkleminde yerleştirelim 

 

 2 3 0q q qb k t k n b      
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Olur. 

Bulduğumuz formülleri matris formunda yazarsak 

 

                          

1 2

1 3

2 3

0

0

0

q q

q q

t k k t

n k k n

b k k b





    
         
         

                                                    (4.1.6)     

dır. 

 

Teorem 4.1.2. Öklid uzayında   t   düzgün bir eğri olsun. q-eğrilikler   t   

eğrisinin türevleri cinsinden  

 
1 2

det , ,k
k

k

 

 

 


 
 

 

2

2 3

, , ,k k
k

k

    

 

    


  
 

ve 

 
3 2 2

, det , ,k k
k

k

  

 

  



 

bu şekilde verilmektedir. 

 

Ġspat : 

İlk olarak  k 1   eğriliğini hesaplayalım, (4.1.1) denklemi yardımıyla 

 

t    

 

dır. Yukardaki ifadenin her iki tarafının türevini alalım 

 

t t  


                                                            (4.1.7)     
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dır. Ayrıca (4.1.6) yardımıyla 

1 2q qt k n k b      

dır. O halde (4.1.7) denkleminde yerine yazarsak 

1 2( )q qt k n k b    


        

elde edilir, yani 

 

 

 

dır. Her iki taraf  nq   ile skaler olarak çarparsak 

 

2

1, qn k    

 

bulunur. (4.1.1) denklemi yardımıyla 

 

2

1,
t k

k
t k

 


 


 

 

yukardaki denklemde  t   yerine yazılırsa 

2

1

, k
k

k

 




 



 

 

elde edilir. O halde 

 

 
1 2

det , ,k
k

k

 

 

 


 
 

 

dır.  

 

Şimdi  k 2   eğriliğini bulalım, (4.1.2) ve (4.1.1) denklemleri yardımıyla 

 

2 2

1 2q qt k n k b   
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2

, qt t n
k



 



 

 

bulunur. Diğer taraftan (4.1.1) denklemindeki  t   teğet vektörünün türevi alınır ve 

yukarıdaki denklemde yerine yazılırsa 

 

2 2

1
,

t k
k

t k

    

 


     

 
  

 

kolaylıkla elde edilir. Karma çarpmanın özelliğini kullanarak 

 

2 2

1 1
, ,

k k
k

k k

     

      


      

   
       

 

elde edilir. 

 

2
, 0

k

k

   

 


    

 
 

 

olduğundan dolayı 

 

2 3

1
,k k

k
  

 
    

 
 

dır. Vektörel çarpımın özellikleri kullanılarak 

 

2

2 3

1
, ,k k k

k
   

 
    

 
 

bulunur, yani 

 

2

2 3

, , ,k k
k

k

    

 

    


  
 

elde edilir. Şimdi  k 3   eğriliğini bulalım, (4.1.2) ve (4.1.1) denklemlerinden 
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3

1
, ( )q qk n t n


  


 

dır. Parantez içerisindeki vektörel çarpımın  türevini alalım 

 

3

1
,q q qk n t n t n



    


 

bulunur. Ayrıca 

, 0q qn t n    

 

Olur çünkü  ( ).q qn t n    O halde 

 

3

1
0 ,q qk n t n



    
 

 

 

(4.1.1) yardımıyla 

 

3

1
,

t k t k
k t

t k t k



  
       

 

 

ayrıca (4.1.1) kullanılarak 

3

1
,

k k
k

k k

  

   



    
         

 

 

Bulunur. 

Şimdi parantez içerisindeki kesrin türevini alalım, o halde 

 

   
3 2 2

1
,

k k k k
k k

k k

   
 

  

        
     

     

 

Lagrange özdeşliği yardımıyla 
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3 2 2

1 ( )
, ,

k kk
k k k

kk k

 
   

  

    
          

     

 

bulunur. Ama  ( )k      olduğundan 

 

 
2

, 0
k k

k
k

 
 



  
   


 

elde edilir. 

 

3 2 2

1
, ( ) 0k k k

k
  

 
           

 
 

bulunur. Parantez içindeki ifadenin türevini alalm 

 

3 2 2

1
, (k k k k

k
   

 
             

 
 

dır. Ayrıca  k   sabit olduğundan  0k     yerine yazılırsa 

 

3 2 2

1
, (k k k

k
  

 
         

 
 

elde edilir. Yine Lagrange özdeşliği kullanarak 

 

3 2 2

1
, , ,k k k k

k
    

 
       

 
 

bulunur. Burada  , 0      kullanılarak 

 

3 2 2

1
,0 ,k k k

k
  

 
     

 
 

dır. Bundan dolayı 

 

3 2 2

,
,

k
k k

k
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dır. Yukarıdaki ifadeyi düzenlersek 

 
3 2 2

, det , ,k k
k

k

  

 

  



 

elde edilir. 

 

Sonuç 4.1.1. Q-çatının  k1 ,k2 ,k3   q-eğrilikleri projeksiyon vektörü  k   ya bağlı olduğu 

kolayca görülür [29-30]. 

 

Örnek 4.1.1.  ( ) ( ,1,1)t t    doğrusunu düşünelim. O halde projeksiyon vektörü  

(0,1,0)yk    olan  y  -ekseni yönlü q-çatı 

 

(1,0,0)

(0,1,0)

(0, 1,0)

q

q

t

n

b





 

 

dır. 

 

 

 

Şekil 4.1 y  ekseni boyunca yönlü q-çatının quasi-normal (kırmızı) ve quasi-binormal 

(siyah) vektörleri gösterilmiştir. 
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Örnek 4.1.2. 
3( ) (cos ,sin , )t t t t    bir uzay eğrisini düşünelim. Projeksiyon vektörü  

(0,0,1)zk    olan q-çatıyı bulalım. 

 

2( ) ( sin ,cos ,3 )t t t t    

olduğundan 

 

4( ) 1 9t t    

 

O halde 

 

2

4

1
( sin ,cos ,3 )

1 9
t t t t

t
 


 

olur. 

1 2 3

2

4

1
sin cos 3

1 9
0 0 1

z

e e e

t k t t t
t

  


 

yardımıyla 

 

(cos ,sin ,0)qn t t  

bulunur. Buradan da  q qb t n    yardımıyla 

2 2

4

1
( 3 sin , 3 cos , 1)

1 9
qb t t t t

t
   


 

elde edilir. 

Şimdide q-eğrilikleri bulalım 

 

3( ) (cos ,sin , )t t t t   

 

birinci dereceden türevi 
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2( ) ( sin ,cos ,3 )t t t t    

 

ikinci dereceden türevi 

 

( ) ( cos , sin ,6 )t t t t     

 

olduğundan 

 

  2

cos sin 6

det , , sin cos 3 1

0 0 1

t t t

k t t t 

 

       

 

dır. O halde 

 

1 4

1

1 9
k

t





 

 

bulunur. Kolaylıkla 

 

2 3, 3 , , 18 , , 6k t t k t          

elde edilir. O halde 

 

 
3
2

2
4

6

1 9

t
k

t
 


 

şeklinde bulunur. Son olarakta  

 

2

3 4

3

1 9

t
k

t
 


 

 

dır. 
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Şekil 4.2  z-ekseni boyunca yönlü q-çatının quasi-normal (kırmızı) ve quasi-binormal 

(siyah) vektörleri gösterilmiştir. 

4.2. Frenet çatısı ile q-çatı arasndaki iliĢki  

Frenet çatısı 

, ,t b n b t
  

  

  
   

  
 

olduğunu biliyoruz. Ayrıca eğrinin eğriliği     ve eğrinin burulması  

3 2

det( , , )
,

    
 

  

    
 

  
 

 

dır. 

Frenet formülleri bu şekilde verilmektedir 

 

0 0

0

0 0

t t

n n

b b



  



     
       
     
          

 

 

 

Teorem 4.2.1: ( )s   yay parametresi ile verilen bir uzay eğrisi olsun,  1  .Eğrinin 

n   ve  nq   vektörleri arasındaki açı    olmak üzere q-eğrilikler ve Frenet eğrilikler 
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arasındaki ilişki 

 

1

2

3

cos

sin

k

k

k d

 

 

 



 

 

 

ve 

det( , , )
cos

k

  


 

 


 
 

şeklindedir [30].  

 

 

Ġspat : n   ve  nq   vektörleri arasındaki açı    olduğundan dolayı 

 

                                                         
cos sinqn n b                                             (4.2.1)     

 

şeklinde kolaylıkla yazılabilir. Her iki tarafı vektörel olarak  t   ile çarparsak 

 

                                                     
cos sinq qt n b b n                                       (4.2.2)     

 



38 

 

Olur. 

bulduklarımızı matris formunda da ifade edebiliriz 

 

1 0 0

0 cos sin

0 sin cos

q

q

t t

n n

b b

 

 

     
     

     
         

 

olur. 

Şimdi ilk önce  k 1   eğriliğini bulalım, (4.2.1) denkleminin türevini alırsak 

 

sin . cos . cos . sin .qn d n n d b b             

 

olur. Frenet formüllerini yukarıdaki ifadede yerine yazarsak 

 

sin . cos ( ) cos . sin ( )qn d n t b d b n                  

 

elde edilir. O halde 

 

 

         
( cos ) (sin ( )) (cos ( ))qn t n d b d                                                    (4.2.3)     

 

dır. Yukardaki denklemin her iki tarafını t   ile skaler olarak çarparsak 

 

, , ( cos ) , (sin ( )) , (cos ( ))qt n t t t n d t b d               

 

bulunur. Ayrca  , , 0t n t b    ve (4.1.2) yardımıyla 

 

1 cosk    

 

elde edilir. (4.2.1) denkleminin iki tarafının türevini alırsak 
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cos . sin . sin . cos .qb d n n d b b             

 

olur. Frenet formüllerini yerine yazasak  

 

cos . sin ( ) sin . cos .( )qb d n t b d b n                  

 

bulunur. Böylece son hali 

 

( sin ) (cos ( )) (sin ( ))qb t n d b d              

 

elde edilir. Yukardaki  denklemin her iki tarafını t   vektörü ile skaler olarak çarparsak 

 

, , ( sin ) , (cos ( )) , (sin ( ))qt b t t t n d t b d              

 

dır. Ayrıca  , , 0t n t b    ve (4.1.2) denklemi kullanılarak 

 

2 sink     

 

bulunur. Ek olarak  

 

2 2 2

1 2k k    

 

kolaylıkla elde ederiz. 

Şimdi (4.2.2) ve (4.2.3) denklemleri yardımıyla 

 

2 2, sin ( ) cos ( )q qn b d d           

dır. O halde 

 

, ( )q qn b d     
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bulunur. (4.1.2) kullanılarak 

 

3k d    

elde ederiz. 

Son olarak  cos   değerini hesaplayalım 

 

, . cosq qn n n n   

 

olduğundan dolayı ve eğrinin yay parametresi olduğu için 

 

n








 

ve gerekli işlemler yapılarak 

 

det( , , )
cos

k

  


 

 


 
 

bulunur. 
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5. 3-BOYUTLU ÖKLĠD UZAYINDA YÖNLÜ BERTRAND EĞRĠLERĠ 

 

Bu bölümde 3-boyutlu Öklid uzayında bir uzay eğrisinin quasi-normal vektörü 

kullanılarak yönlü Bertrand eğrileri tanımlanacaktır. Ayrca yönlü Bertrand eğrilerinin 

eğrilikleri arasındaki ilişki elde edilecektir. 

 

5.1. Yönlü Bertrand Eğrileri : 

Tanm 5.1.1:  3, E     iki uzay eğrisi olsun.   eğrisinin q-çatısı , ,q qt n b   ve     

eğrisinin q-çatısı , ,q qt n b  
  olmak üzere. Eğer  qn   ve  qn

  quasi-normal vektörleri 

lineer bağımlı ise     ve     eğrilerine yönlü Bertrand eğri çifti denir [32]. 
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Teorem 5.1.1:  ( )s   birim hızlı bir uzay eğrisi ve  ( )s   ile yönlü Bertrand eğri çifti 

olsun. O halde 

(a) Yönlü Bertrand eğrileri olan  ( )s   ve  ( )s   eğrileri arasndaki mesafe sabittir [32]. 

(b)  3 0k    ise yönlü Bertrand eğrilerinin teğet vektörleri arasındaki açı sabittir [32]. 

Ġspat:  

(a)  ( )s   ve  ( )s   Bertrand eğri çiftlerinin q-çatıları sırasıyla   , ,q qt n b   ve  

 , ,q qt n b  
  olsun. 

O halde 

 

                                                       
( ) ( ) qs s n                                                   (5.1.1)     

 

şeklinde yazılabilir.   nın yay parametresi 1s  olmak üzere s   parametresine göre türev 

alırsak ve (4.1.6) yardımıyla 

 

1
1 3(1 ) q q

ds
k k

ds

      t t n b  

 

olur. Her iki taraf  nq   ile skaler olarak çarparsak 

 

0   

 

elde edilir. Buradan da  sabit    olduğu açıktır.  O halde bu iki eğri arasındaki uzaklık 

da 

 

1( ) ( )s s     

 

sabit olur. 
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(b)  0    için denkleminin her iki tarafının normunu alırsak 

 

2 2 21
1 3(1 )

ds
k k

ds
      

 

bulunur. O halde 

 

1
1 3(1 ) q

ds
k k

ds

    t t b  

 

yardımıyla 

 

1 3

2 2 2

1 3

(1 )

(1 )

qk k

k k


 

 

 
 

 

t b
t  

 

olduğu kolayca görülür. 

Ayrca  t   ve  t    arasındaki açı   olduğundan 

 

cos ,t t   

 

dır. O halde 

 

1

2 2 2

1 3

1
cos

(1 )

k

k k




 


 

 
 

 

bulunur. Bu denklemde  3 0k    olduğunda  cos 1     olduğu aşikardır. Yani 

 

0   

 

dır. O halde vektörlerin arasındaki açı sabittir. 
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Teorem 5.1.2:  ( )s   birim hızlı bir uzay eğrisi ve  ( )s   ile yönlü Bertrand eğri çifti 

olsun. Bu iki eğrinin q-çatıları arasındaki ilişki 

 

1 3

2 2 2

1 3
2 2 2

1 3
3 1

1 0

1
0 (1 ) 0

(1 )
0 1

q q

q q

k kt t

n k k n
k k

b k k b







 

 
 

 

    
    

      
             

                    (5.1.2)  

 

 

 

şeklinde verilir [32]. 

 

Ġspat: 

t  vektörünü k   ile vektörel olarak çarparak 

 

1 3

2 2 2

1 3

( )(1 ) ( )

(1 )

qt k k k b k
k

k k


 

 

   
  

 
t  

dır. Ayrca (4.1.1) denkleminden dolayı 

 

qt k t k n    

elde edilir. 

Vektörel çarpmn özelliği ve projeksiyon vektörü  (0,0,1)k    kullanarak 

2 22 2 2, 1 , 1t k t k t k t k         

elde edilir. Burada  , ( )s   eğrisinin teğet vektörünün üçüncü bileşenidir. 

Benzer bir şekilde basit bir hesaplama ile 

 

( . ) ( . )q q q q qb k t n k t k n k n t n        

bulunur. Buradan da  

 



45 

 

2

1 3

2 2 2

1 3

( 1 (1 ) )

(1 )

qk k n
t k

k k


   

 

  
  

 
 

dır. O halde 

 

q q

t k
n n

t k







  


 

elde edilir. 

Böylece bu çalışmanın en önemli sonuçlarından biri elde edilir. 

Yönlü-Bertrand eğri çiftlerinde her zaman quasi-normal vektörleri doğrusal bağımlıdır. 

Son olarakta  bq


  quasi-binormal vektörünü hesaplayalm. 

 

q qb t n     

 

Olduğundan dolayı denklemleri yerine yazarsak 

1 3

2 2 2

1 3

(1 )
( )

(1 )

q

q q

t k k b
b n

k k


 

 

 
  

 
 

 

elde edilir. Buradanda vektörel çarpımın özelliğini kullanarak 

 

2

1 3

2 2 2

1 3

(1 ) (( . ). . )

(1 )

q q q q

q

k b k t n n n t
b

k k


 

 

  
 

 
 

 

dır. Yukarıdaki ifadeyi düzenlersek 

 

3 1

2 2 2

1 3

(1 )

(1 )

q

q

k t k b
b

k k


 



  
 

 
 

 

elde ederiz. 

 

Teorem 5.1.3: ( )s   yay uzunluğu parametresi ile verilen bir uzay eğrisi olsun. Ayrıca  
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( )s  ,  ( )s   yönlü Bertrand eğrisi olsun. O halde q- eğriliklerin arasındaki ilişki 

 

3
2

2

1 1 3
1 2 2 2

1 3

2 2 2 2

3 1 1 3 1 3 2
2 2 2 2

1 3

(1 )

(1 )

(1 ) ((1 ) )

((1 ) )

k k k
k

k k

k k k k k k k
k

k k





 

 

    

 

 

 
 

 

    
 

 

 

ve 

3
3 2 2 2

1 3(1 )

k
k

k k



 
 

 
 

 

dır. Burada  ( )s   eğrisinin q- eğrilikleri  1 2 3, ,k k k     dir. 

 

Ġspat: İlk olarak  1k    eğriliğini hesaplayalım 

 

1 , ,q qk t n t n     
    

 

dır. t  vektörünün türevi 

 

                      

2

3 2 1 1 3 2 1

2 2 2

1 3

( (1 ) ) (1 )

(1 )

q qk k t k k k n k k b
t

k k


   

 


     

 
 

                         (5.1.3)  

 

 

elde edilir. O halde (5.1.3) ve (4.2.1) denklemleri kullanlarak 

 

2

1 1 3
1 2 2 2

1 3

(1 )

(1 )

k k k
k

k k

  

 

 
 

 
 

 

dır. Şimdi  k 2


  eğriliğini hesaplayalım 

 



47 

 

2 , ,q qk t b t b         

 

Olduğundan benzer yöntemler ile 

 

3
2

2 2 2 2

3 1 1 3 1 3 2
2 2 2 2

1 3

(1 ) ((1 ) )

((1 ) )

k k k k k k k
k

k k

     

 

     
 

 
 

 

bulunur. Şimdi  3k    eğriliğini hesaplayalım 

 

3 ,q qk n b   

 

olduğundan 

3
3 2 2 2

1 3(1 )

k
k

k k



 
 

 
 

 

elde edilir. 

 

Örnek 5.1.1: Bir uzay eğrisi (doğru) 

 

( ) ( , , )s t t t   

 

ve projeksiyon vektörü  (0,0,1)k    şeklinde tanımlansın. İlk olarak q-çatıyı 

hesaplayalım 

 

1 1 1
( , , )

3 3 3
t   

 

 

1 1
( , ,0)

2 2
qn    
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ve 

6 6 6
( , , )

6 6 3
qb    

kolaylıkla elde edilir. O halde 

1  için ( )t   eğrisinin bertrand eğrisi şekilde hesaplanır 

 

2 2
( ) ( , , )

2 2
t t t t     

 

 

 

Örnek 5.1.2: Bir uzay eğrisi  

3
2( ) (2 , , )

3

t
t t t   

 

ve projeksiyon vektörü  (0,0,1)k    olsun. ilk olarak q-çatıyı hesaplayalım 

2

2 2 2

2 2
( , , )

2 2 2

t t
t

t t t
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2 2

1
( , ,0)

1 1
q

t
n

t t
 

 
 

 

ve 

2 3 2

22 2 2 2

2 1
( , , )

( 2)( 2) 1 ( 2) 1
q

t t t
b

tt t t t

 


   
 

 

kolaylıkla elde edilir. 

O halde 3    için  ( )t   eğrisinin bertrand eğrisi  

2

2 2

3 3
( ) (2 , , )

1 1

t
t t t t

t t
   

 
 

şeklinde hesaplanır. 

 

Frenet çatısı kullanılarak elde edilen Bertrand eğrisi(sağ) ve q-çatsı kullanılarak elde 

edilen yönlü Bertrand eğrisi(sol) Şekil 5.3 te gösterilmiştir. 
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6. SONUÇLAR 

 

İlk önce bu çalışmada  bir uzay eğrisi boyunca q-çatının  Frenet çatısına göre 

avantajlarını sunmaktadır. Bunlar kısaca 1) İkinci türevi tanmsız eğride tanmlanabilir. 2) 

Teğet etrafında gereksiz bükülmeyi önler.  

 

Aynı zamanda, teorik ve uygulama olmak üzere iki aşamadan gerçekleşmiştir. Birinci 

aşama, q-çatı yardımıyla Bertrand eğrileri tanmlanmış ve bir eğrinin yönlü Bertrand 

eğrisi olması için gerek ve yeter şartlar elde edilmiştir. İkinci aşamada ise, Bertrand ve 

yönlü Bertrand eğrileri maple programı kullanılarak çizdirilmiştir. Bulunan sonuçlar 

analiz edilmiş ve yönlü Bertrand eğrilerinin avantajları sıralanmıştır.  

 

Q-çatı uzay eğrisi yardımıyla tanımlanan başka konulardada kolaylıkla kullanılabilir. 

Örnek vermek gerekirse fokal eğriler de q-çatı yardımıyla kolaylıkla tanımlanabilir. 
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