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ANAHTARLANMIS DOGRUSAL SiSTEMLERiIN KARARLILIGININ
INCELENMESI

OZET

Bu calismada, bir altsistemler ailesinden ve bu altsistemler arasindaki gecisleri
yoneten bir anahtarlama kuralindan olusan anahtarlanmis sistemler genel olarak
incelenmis; ve altsistemler ailesinin her bir iiyesinin dogrusal oldugu durumda olusan
anahtarlanmis dogrusal sistemlerin kararlili§ina iligkin literatiirde bulunan ii¢ temel
problem tanitilmistir. Bunlardan keyfi anahtarlama problemi olarak adlandirdigimiz
birinci problemde anahtarlama isareti ne olursa olsun sistemin kararli olmasinin
kosullarim aranir. Kararlhilastirma problemi olarak adlandirdigimiz ikinci problemde
ise verilmis bir altsistemler ailesini kararli kilan bir anahtarlama isaretinin varlig1 ve
ne oldugu arastinlir. Calismamizda bu iki probleme iliskin birincisinde ortak
Lyapunov fonksiyonu bulunmasina, ikincisinde ise altsistemlere iliskin matrislerin
bir Hurwitz konveks kombinasyonunun bulunmasina dayanan literatiirde bulunan iki
¢Oziim anlatilmistir. Uygun anahtarlama isaretleri kiimesini bulma problemi olarak
adlandirdigimiz {igiincii problem ise verilmis bir altsistemler ailesini kararli kilan
Ozel anahtarlama isaretleri kiimelerini bulma problemidir. Bu probleme iliskin kendi
gelistirdigimiz bir yaklasim sunulmustur. Anahtarlanmig sistemlerin iteratif
fonksiyonlar sistemlerine doniistiiriilmesine dayanan bu yaklasim ile anahtarlanmis
sistemin kararli olmasi icin anahtarlama isaretindeki sabit araliklarin minimum
uzunlugunun belli bir degerden biiyiik olmasina dayanan bir yeter kosul verilmistir.
Son olarak elde ettigimiz sonuglar iki ornek iizerinden degerlendirilmis ve elde
edilen sonuglarin bu konuyla ilgili yapacagimiz ileriki ¢calismalar konusunda isaret
ettigi yonler tartisgtimistir. Ozellikle altsistemlere iliskin matrislerin 6zvektorlerinin
yakinligina dayali bir aciklama ile uygun anahtarlama kiimesini bulma problemine
iliskin bir ¢oziim yoluna isaret edilmistir.
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ANALYSIS OF THE STABILITY OF SWITCHED LINEAR SYSTEMS

SUMMARY

In this study, switched systems, which consist of a family of subsystems and a
switching rule that controls the switching between the subsystems, are explained
generally, and the three problems founded in literature on the stability of switched
linear systems, which arise in the case that all the subsystems are linear, are
introduced. Among these, the first one called the arbitrary switching problem deals
with finding the conditions that results in the stability of the switched system
independent of the switching signal. The second one called the stabilizing problem
considers how to find a stabilizing switching signal for a given family of subsystems.
In the thesis we explained the two approaches to find the solution of these problems
which depends on the presence of common Lyapunov function for the former, and on
finding a Hurwitz convex combination of the subsystem matrices for the latter. The
third problem that we called the problem of finding the proper set of switching
signals concerns with some special sets of switching signals forming a stable
switched system for a given family of subsystems. We presented our own approach
to solve this problem. By the approach of converting a switched system to an
equivalent iterated function system, a sufficient condition is presented based on the
minimum length of the intervals where the switching signal is constant. Finally, we
discuss on some issues for future research that the study points out.
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1. GIRiS

Bir dogrusal diferansiyel denklemler ya da fark denklemleri takim ile ifade edilen
dogrusal dinamik sistemlerin bircok ozelligi giiniimiizde bilinmektedir. Bu alanda
¢oziilmeyi bekleyen problemlerin varligina karsilik gelismis bir dogrusal sistem
kurami mevcuttur. Ote yandan, uygulamada, dogrusal olmayan problemler 6nemli
bir yer tutmaktadir. Buna karsilik dogrusal olmayan sistem kurami gelistirilmeye
daha acgik durumdadir; ancak matematiksel olarak da aymi Olgiide zorluk

barindirmaktadir.

Bu zorluk giiniimiizde sistem kuramcilarinin 6énemli bir kismin1 hem uygulamada
sikca kargilagilan hem de matematiksel olarak dogrusal sistem kuramindan
yararlanma olanagr sunan dogrusal olmayan sistemlerin 0zel bir tirii ile
anahtarlanmis dogrusal sistemler (ADS) ile ilgilenmeye itmistir. Burada
“anahtarlama”dan kasit, farkli zaman dilimlerinde ya da durum uzaymnin farkh
bolgelerinde farkli dogrusal sistemlerin g¢alistirilmasidir. Dijital teknolojilerin
gelismis oldugu giiniimiizde uygulamada bu tiir sistemler ile gitgide daha sik
karsilagilmaktadir. Bunun yani sira, kontrol teorisinde de anahtarlamali kontrolor

tasartmi fikri agirlik kazanmagtir.

Tiim bunlarin sonucunda anahtarlanmis sistem (AS) kurami alaninda kisa zamanda
bircok onemli sonug elde edilmistir. Kontrolor tasariminda 6nem teskil ettigi icin
AS’lerin kararliligr baslica c¢alisma alani olmustur. Bu tezde amacimiz, bu genis
calisma alaninin tam bir 6zetini vermekten ziyade, bu alandaki temel problemleri
ozetlemek, bu problemlerin ¢oziimlerine iligkin yaklagimlardan ornekler vererek
okuyucuyu daha kapsamli bir incelemeye hazirlamak ve ayrica bahsedilen
problemlerden birinin ¢Oziimiine iliskin kendi yaklasgimimizi ve elde ettigimiz

sonuglar1 sunmaktir.

AS’ler iizerine bir incelemeye baslamadan 6nce “Onbilgi” bashkl ikinci bolimde

lisans seviyesindeki okuyucular i¢in dinamik sistemler iizerine genel bir bilgi



vermenin yam sira tez icerisinde kullandigimiz belli bash kavram ve teoremleri
sunduk. “Anahtarlannus Sistemler” baglikli iiciincii boliimde ise dncelikle AS’ler ile
cok iligkili olan hibrit sistemlere ve AS’lerin hibrit sistemlerden ne sekilde tiiredigine
degindik. Bu boliimde ayrica AS’lere iligkin farkli tanimlardan bahsettik ve bu
calismada benimsedigimiz tanimi sunduk. Son olarak, AS’lerin diger baz1 sistem
tirleri ile bir karsilastirmasini yaparak tanimin anlasilmasini kolaylastirmay1
amacladik. “Anahtarlanmis Sistemlerin Kararliigr” isimli dordiincii boliimde ise
oncelikle AS’nin denge noktasinin kararliligini tanimladik. Arastirmacilar AS’lerin
kararliligi konusunda baslica ii¢ tiir problem iizerinde durmaktadirlar. Bunlar keyfi
anahtarlama problemi, kararlilastirma, problemi, uygun anahtarlama isaretleri
kiimesini bulma problemi olarak isimlendirerek, her birini, Ornekler vererek
tanitmaya calistik. Boliim 4.1°de keyfi anahtarlama probleminin ¢oziimiine iliskin
temel yaklasimlardan birini, ortak Lyapunov fonksiyonu yaklasimini tanittik. Bu
yaklagimin temel teoremlerinden biri olan Teorem 4.2 nin ispatin literatiirdekinden
farkli bir sekilde verdik. Boliim 4.2°de kararlilastirma problemine iliskin temel
yaklagimlardan biri olan konveks kombinasyon yaklasgimimi tanmittik. Son olarak
Boliim 4.3’de uygun anahtarlama isaretleri kiimesini bulma problemine iliskin kendi

yaklagimimizi sunduk ve buldugumuz sonuglart iki 6rnek iizerinden degerlendirdik.



2. ONBILGI

Bu béliimde tez boyunca kullanilan belli basli matematiksel kavramlar ve teoremler
sunulacaktir. Daha ¢ok dinamik sistemler {izerine genel bir bilgiye sahip olmayan
okuyucular icin yazdigimiz bu bolim sistem kurami iizerine bir takim temel
bilgilerin yam1 sira tezde kullandigimiz Campbell-Baker-Hausdorff formiilii ve

iteratif fonksiyonlar sistemi (IFS) gibi konular1 da icermektedir.

2.1 Normlar

|||| vektor normu ile 2-normunu, diger bir deyisle oklit normunu gosterecegiz. Yani,
T . . 2 2 2 172 . . .
x=[x,x,...,x,] icin ||x|| = (x1 +x,"+...+x, ) olacaktir. Matris normu i¢in de

yine ayni gosterilimi kullanacagiz ve ||A||:sup||A‘x|| olacaktir. Vektdr ve matris
Ixl=1

normlarina iliskin daha fazla bilgi icin [1]’e bakilabilir.

2.2 Kararhlik Tamimlari

x(1)=f(x(¢)) , xeR", t20 (2.1)

diferansiyel denklem takimui ile verilen siirekli zamanli dinamik sistemi ve varsa

bunun x(z)=x seklindeki bir sabit ¢ziimiinii ele alalim. Bu ¢dziim (2.1)’de yerine
koyuldugunda 0= f (X) sonucunu verir. Bu denklemi saglayan x degerlerine (2.1)

ile verilen dinamik sistemin denge noktast denir. Yani x degeri baslangic durumu
olarak alindiginda sistemin durumu zaman boyunca hep x noktasinda kalacaktir.
Ancak daha ilging ve daha 6nemli olan soru sistemin bu x denge noktasina yakin

bir baglangic durumu ile baglatilmasi halinde ¢6ziimiin zaman ilerledikge x°
degerinden uzaklasip uzaklagsmayacagidir. Kararlilik teoremleri genel olarak bu

soruya cevap verirler.



(2.1)’ile verilen sistemin denge noktas1 R"’den herhangi bir degeri alabilir. Ancak,

genellikten Odiin vermeden, sistemin denge noktasini X :[O,O,...,O]T =0 olarak
varsayabiliriz; ¢iinkii x #0 oldugu durumda y(#)=x(t)—x  degisken doniisiimii
ile denge noktast sifirda olan y(r)=g(y(r)) sistemi elde edilebilir, burada

g(y)éf(y+x*) dur.

(2.1) sisteminin x = 0’da bir denge noktasina sahip oldugunu varsaydiktan sonra bu

denge noktasi i¢in asagidaki kararlilik tanimlarini verebiliriz.

Tamm 2.1: (2.1) sisteminin tiim c¢oziimleri icin her &£>0 sayisina karsilik

||X(0)|| <0 ||X(t)|| <&, Vt>0 onermesini gegerli kilan bir § >0 sayisi varsa (2.1)

sisteminin x =0 denge noktas kararlidir. m
Tanim 2.2: (2.1) sisteminin x =0 denge noktas1 kararli degil ise kararsizdir. m

Tamm 2.3: (2.1) sisteminin tiim ¢oziimleri i¢in ||x(0)|| <0=> lim”X(t)” =0 kosulunu

=00

saglayan bir § >0 sayis1 varsa (2.1) sisteminin x =0 denge noktasi asimptotik

kararlidir. m

Tanmm 2.4: (2.1) sisteminin tim ¢oziimleri icin lim”x(t)”:Oise (2.1) sisteminin

[—o0

x =0 denge noktas1 global asimptotik kararlidir. m

2.3 Lyapunov Kararhlik Teoremleri

Bir denge noktasinin kararli oldugunun ispatlanmasinin bir yolu bu denge noktasinda
sifir degerini alan ve denge noktasini igeren bir U acik kiimesindeki diger tiim
noktalarda pozitif degerler alan, U {izerinde tamimli, skaler bir fonksiyon

belirlemek; ve sistemin ¢oziimleri boyunca, yani (2.1)’in ¢6ziimii olan herhangi bir

x:R"U{0} > R" i¢in 7 arttik¢a, bu fonksiyonun degerinin azaldigim saptamaktir.

Boylece sistemin c¢oziimleri, kullanilan fonksiyon alttan sinirli oldugundan,

fonksiyonun minimum degerini aldigi noktaya, yani x =0 denge noktasina

yaklagacaktir. Kararlilik ispatinda kullanilan ve yukarida anlattigimiz kosullar1 ve



bazi durumlarda baska ek kosullar1 da saglayan bir fonksiyona Lyapunov fonksiyonu

denir.

Teorem 2.1: [2, s. 114] (2.1) sisteminin X =0 denge noktasini iceren bir D < R"

acik kiimesi olsun. V: D - R, Ve C” seklinde bir fonksiyon
V(0)=0 ve V(x)>0, xe D—{0} (2.2)
V(x)<0, xe D (2.3)

kosullarim1 saglayacak bicimde tanimlanabiliyorsa x” =0 denge noktasi kararlidir.

Dabhasi,

V(x)<0, xe D-{0} (2.4)

kosulu da saglaniyorsa x =0 denge noktasi asimptotik kararlidir. m

Lyapunov kararlilik teoremi olarak adlandirilan bu teorem global asimptotik
kararlilik iizerine bilgi vermemektedir. Bunun icin yine aym kaynaktan alinan

Barbashin-Krasovski teoremini verelim.

Teorem 2.2: [2, s. 124] (2.1) sistemi icin x =0 denge noktas:t olsun.

V:R" >R, Ve C” seklinde bir fonksiyon

V(0)=0 ve V(x)>0, xe R"-{0} (2.5)
[x[| = 0=V (x) = e (2.6)
V(x)<0, xe R"-{0} (2.7)

kosullarim1  saglayacak sekilde tanimlanabiliyorsa x =0 denge noktas1 global

asimptotik kararhidir. m

(2.5) kosulunu saglayan fonksiyonlara kesin pozitif, (2.6) kosulunu saglayan

fonksiyonlara ise iginsal sinirsiz denir.



2.4 Dogrusal Sistemlerde Kararhhk
x(1)=A-x(t) , xeR", 120 (2.8)

seklinde verilen dogrusal sistemi gz oniine alalim. det(A)#0 oldugunda A -x=0

kosulunu yalmzca x =0 sagladifindan sistemin x =0’da tek bir denge noktasi
vardir. Bu denge noktasinin kararlilifi Lyapunov kararlilik teoremleri ile

belirlenebildigi gibi dogrudan A matrisinin 6zdegerlerine bakilarak da belirlenebilir.

Teorem 2.3: [2, s. 134] (2.8) sisteminin x =0 denge noktas1 ancak ve ancak A ’nin
tiim dzdegerleri (A4) icin Re(4)<0 kosulu ile Re(4)=0 ve cebrik kathhigr g, >2
olan ozdegerler i¢in rank (A —4,-I)=n—g, kosulu saglaniyorsa kararlidir. Ayrica;
(2.8) sisteminin x =0 denge noktasi ancak ve ancak A ’nmin tiim dzdegerleri (A,)

i¢in Re (4 ) <0 kosulu saglaniyorsa (global) asimptotik kararlidir. m

Tiim 6zdegerleri Teorem 2.3’de verilen Re(4)<0 kosulunu saglayan matrislere

Hurwitz matris denir. A matrisinin Hurwitz olmasi durumunda (2.8) sistemi
asimptotik kararli olur. Dogrusal sistemler icin asimptotik kararlilik ile global

asimptotik kararlilik esdegerdir.

2.5 Campbell-Baker-Hausdorff formiilii

(2.8) sisteminin bir x(0)=x, baslangic durumu icin ¢oziimii x(t)=e""-x,

seklindedir. Burada e* iistel matris fonksiyonu e* =I+X +%X2 +%X3 4o

seklinde tanimhdir. Bu tez boyunca esas olarak ADS’ler inceleneceginden diistel
matris fonksiyonlar1 ve farkli sistemlerin ardi ardina calismasi sonucu aciga cikan
farkl iistel matris fonksiyonlarinin ¢arpimlar énemlidir. Asagidaki formiil bu tiirden
carpimlar basitlestirmek i¢in gereklidir [3].

X+Y+é»[X,Y]+é|:[X,Y],Y]—é[[x,Y],X}»»»

Xl =e (2.9)

[X,Y]2X . Y-Y-X (2.10)



2.6 Ayrik Zamanh Sistemlerde Kararhhk

Buraya kadar siirekli zamanl sistemlere iliskin baz1 bilgiler verdik. Bundan sonra

ayrik zamanh sistemlere deginecegiz.

x(k+1)=f(x(k)), k=0,12,... (2.11)

ayrik zamanl sistemini ele alalim. x(0)=x, baslangi¢ durumu igin bu sistemin
coziimii x(k)=f"(x,) seklindedir. Yani ¢6ziim f fonksiyonunun bir x, baslangic
noktasina ardi ardina uygulanmasi ile elde edilen x: X, f(X,). /(%)

seklindeki bir dizidir. (2.11) sisteminin varsa x: X ,X ,X ,... seklindeki bir sabit

¢Oziimiinii ele alabm. x degerine (2.11)’lin bir sabit noktas1 denir. Burada sabit
nokta kavrami, siirekli zamanl sistemlerdeki denge noktasi kavraminin karsiligidir.

Sabit noktanin kararliligi da denge noktasinin kararliligina benzer sekilde tanimlanir
[4]. X noktast x= f (x) denkleminin ¢6ziimii ile bulunur. Bu ise analitik olarak

miimkiin olmayabilir. Bu durumda bdyle bir ¢dziimiin yani (2.11) sisteminin sabit
noktasinin var olup olmadigi, varsa kararli olup olmadigir 6nem kazanir. Asagidaki

teorem ile bu sorulara cevap vermek miimkiindiir.

Teorem 2.4: (Biiziilme doniisiimii teoremi) (2.11) ile verilen ayrik zamanl sistemi

ele alalim. [0,1) araligindaki bir p sayisi i¢in f fonksiyonu

£ (%)= 1 (¥)|<p-[x-¥

, Vx,ye R" 2.12)

kosulunu sagliyorsa (2.11) sisteminin R"’de bir ve yalmz bir sabit noktas1 vardir ve

bu sabit nokta asimptotik kararlidir. m

2.7 Ilteratif Fonksiyonlar Sistemi

X bir metrik uzay olmak iizere, X ’den X ’e tanimli, pe [0,1) olmak iizere (2.12)

kosulunu saglayan bir doniisiime biiziilme doniigiimii denir. Bir metrik uzay ve onun

izerinde tanimli N adet biiziilme doniisiimiinden olusan sisteme iteratif fonksiyonlar

sistemi (IFS) denir [5]. Bu sistemdeki fonksiyonlart f,, i€{l,2,...N} seklinde



gosterirsek, sistemin x, baglangi¢ durumu i¢in bir ¢oziimii p, Z*’dan {1,2,...N} e

k
herhangi bir fonksiyon olmak iizere, x (k)= (H fp(m)j -x, seklindedir.

m=1



3. ANAHTARLANMIS SiISTEMLER

Bu boliimde AS’lerle benzerlik tasiyan hibrit sistemlere deginecegiz ve AS’lerin
hibrit sistemlerden nasil tiiretildigini agiklayip AS’ler ve ADS’lerin matematiksel
tanimim sunacagiz. Son olarak AS’ler ile diger sistem tiirleri arasindaki iliskileri

kisaca irdeleyecegiz.

3.1 Hibrit Sistemler

Biri siirekli, digeri ayrik dinamikleri ifade etmek iizere birbirleri ile etkilesim
halindeki iki yapidan olusan sistemlere hibrit sistemler denir. Burada “dinamikler”
den kastimiz bir kurala bagli olarak degismekte olan bir takim biiyiikliiklerin degigim

siirecidir.

“Stirekli dinamik” ile ifade edilen, degisimin diferansiyel denklemler ya da fark
denklemleri ile belirlendigi siireclerdir. Bu tiirden siirecleri olusturan yapilara
degisimin diferansiyel denklemler ile belirlenmesi durumunda siirekli zamanl
dinamik sistemler, degisimin fark denklemleri ile belirlenmesi durumunda ise ayrik

zamanli dinamik sistemler denir.

“Ayrik dinamikler” ile ifade edilen ise, degisimin birbirleri ile iliskisiz olan ve en
genel halde bir dizi ile verilen durum ya da olaylara bagli olarak belirlendigi

siireclerdir. Bu tiirden siirecleri olusturan yapilara ayrik olay sistemleri denir.

O halde hibrit sistemler, siirekli ya da ayrik zamanli dinamik sistemler ile ayrik olay
sistemlerinin etkilesim halinde bir arada bulundugu sistemlerdir. Hibrit sistemlerin
ilk ortaya atilisina iliskin tarih 1960’larin ortalarina kadar getirilebilir [6]. Sayisal
teknolojilerin gelismis oldugu giiniimiizde, miithendislik uygulamalarinda ve 6zellikle
kontrol sistemlerinin tasariminda karsilagilan bircok siirecin hibrit sistemler
araciligryla modellenmesi miimkiindiir. Bu siire¢lerdeki fiziksel olaylarin siirekli ya
da ayrik zamanlh dinamik sistemler araciligiyla; bilgisayarli kontrol sistemleri gibi,

dogal olmayan, insan yapisi diizeneklerin ise ayrik olay sistemleri ile modellenmesi



yoluyla hibrit sistemler elde edilebilir. Bir 6rnek olarak [7]’den aldigimiz bir

otomobil sistemini inceleyelim.

Bir otomobilin hareketinin siirekli dinamigine iligkin basit bir model asagidaki

sekilde ifade edilebilir:

i =x, (3.1)

X, = f(a,q) 3.2)

Burada otomobilin hareketi (3.1) ve (3.2) diferansiyel denklemleri ile verilen bir

siirekli zamanli dinamik sistem ile modellenmistir. x; otomobilin konumunu, x, ise
hizin1 ifade etmektedirler. a >0 gaz girisidir. ¢ ise vites konumunu ifade eden ve
{1,2,3,4,5,-1,0} kiimesinden degerler alabilen bir biiyiikliiktiir. Otomatik vitesli

arabalarda ¢ biiylikliigiiniin de bagka bir sistem tarafindan, 6zel olarak sdylenirse bir

ayrik olay sistemi tarafindan, belirlenebilecegi acgiktir. Bu ayrik olay sistemi,
yukarida acik bir sekilde tanimlanan siirekli zamanli dinamik sistemin durumlarina

bagh olmalidir. Ote yandan ¢’nun degeri, siirekli zamanli dinamik sistemin

davraniglarin1  degistirecek, bdylece otomobil hareketinin siirekli dinamigini

belirleyecektir. Ornegin g=—1 iken f fonksiyonu negatif ve a’ya gore azalan,
g =0 iken negatif ve a’dan bagimsiz olmalidir. Pozitif ¢ degerleri icin ise f

fonksiyonu yeterince biiyiik « ’lar i¢in pozitif ve g ’ya gore azalan olmalidir.

Hibrit sistemlerin matematiksel tanimlart literatiirde cesitli sekillerde yapilmistir [7-

11]. Bu tezin kapsami acisindan asagidaki tanim yeterli olacaktir:

Tammm 3.1: X =R" siirekli durum uzayi, Q:{l,...,N} ayrik durum uzayi olmak

x(¢)=f(x(1).q(1).1) (3.3)

q(r)=v(x(r).q(r).1) (3.4)

denklemleri ile ifade edilen sisteme hibrit sistem denir. m
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Burada x: R*U{0} - X siirekli durumun zamanla degisimini, q: R* U{0} - Q
ise ayrik durumun zamanla degisimini ifade eden fonksiyonlardir. (3.4) denkleminin

sag tarafindaki q(t‘)zlin}q(f ) soldan limiti q fonksiyonunun sagdan siirekli

olacagina isaret ediyor. Burada (3.3) denklemi siirekli zamanl dinamik sistemi, (3.4)

denklemi ise ayrik olay sistemini ifade eder. (3.3) denkleminin sag tarafindaki q ()

ve (3.4) denkleminin sag tarafindaki X(t) ifadeleri iki sistemin birbirlerini

etkilediklerini gosteriyor (bkz. Sekil 3.1).

Etkilegim
Sirekli dinamikler Aok dinamikler

Sekil 3.1: Bir hibrit sistem ([7] deki Sekil 1’den tekrar iiretildi.)

3.2 Anahtarlanmis Sistemlerin Tanimi ve Diger Sistem Tiirleri ile

Karsilastirilmasi

Hibrit sistemler miithendislikteki cesitli disiplinler tarafindan incelenmektedir. Bunun
sonucunda hibrit sistemlere farkli yaklasimlar ortaya ¢ikmistir. Bilgisayar bilimcileri
tarafindan benimsenen yaklasim, sistemin ayrik dinamigine yonelmek iken, sistem ve
kontrol teorisiyle ilgilenen arastirmacilar ise tam tersi bir yaklagimi benimsemisler,
ayrik olay sistemi tarafindan bir sekilde iiretilmis olan q isareti ile anahtarlanan
sistemin siirekli dinamigi ile ilgilenmislerdir [7]. BOylece, yani hibrit sistemlerin
ayrik dinamiklerindeki detaylar ihmal edip bunun yerine bu dinamikler tarafindan
tiretilebilecek tiim anahtarlama isaretlerini gbéz Oniine alarak elde edilen sistemlere
anahtarlanmis sistemler (AS) denilmektedir [7]. AS’ler, altsistemlerden olusan bir
aile ile bu altsistemler arasindaki gecisleri yoneten bir anahtarlama kuralindan olusur.
Ailedeki altsistemlerin her birinin dogrusal olmast durumunda sisteme
anahtarlanmis dogrusal sistem (ADS) denir. AS’lere Ornek olarak [12]’de ele

alinmis olan darbe genlik modiilatorii ile siiriilen yiikselten cevirici ’yi inceleyelim:

11
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Sekil 3.3: Modiilator tarafindan iiretilen bir isaret [12]

Sekilde gosterilmeyen bir darbe genlik modiilatorii tarafindan iiretilen s(z) isareti ile
Sekil 3.2’deki devre anahtarlanmaktadir. Ornek bir s(t) isareti Sekil 3.3’de
verilmistir. Bu sekilde de goriildiigii gibi, s(r) isaretleri, her T uzunluklu zaman
dilimi igerisinde bir siire boyunca s(r)=1, geri kalan siire boyunca s(7)=0 olan

isaretlerdir. s(z)=0 iken devrenin davranigi

3.5)

denklemleri ile belirlenen bir siirekli zamanl dinamik sistem ile modellenir, s(t) =1

icin ise

(3.6)



denklemleri ile belirlenen bir siirekli zamanli dinamik sistem olusur. Boylece (3.5) ve
(3.6) ile verilen bir altsistemler ailesinden ve bu altsistemler arasindaki gecisleri

yoneten bir anahtarlama kuralindan olusan bir AS elde edilir.

Asagida AS’lerin matematiksel formiilasyonunu ve diger sistem tiirleri ile

karsilastirilmasim biiyiik ol¢iide [13]’11 izleyerek verecegiz.

3.2.1 Anahtarlanms Sistemlerin Tanimm

Literatiirde hibrit sistemler konusunda farkli yaklasimlar oldugu gibi AS’lerin tanimi
konusunda da farkli yaklasimlar bulunmaktadir. Belli bir amaca uygun anahtarlama
isaretinin bulunmasina 6nem veren kontrol temelli bir yaklasim ile AS’ler asagidaki

gibi tamimlanir [7,14,15]:

P bir indeks kiimesi olmak iizere bir { f,» P€ P} R"’den R"’e fonksiyonlar ailesi

verilmis olsun.
x(1)=f,(x(¢)) . peP., 120 (3.7)

seklinde tanmimlanan sisteme anahtarlanmus sistem (AS) denir. p’nin alacagi
degerleri; anahtarlama isareti olarak isimlendirilen, par¢a parga sabit ve sonlu zaman

araliklarinda sonlu sayida siireksizlik noktasi iceren o : [0,00) — P fonksiyonu

belirler.

Bu tanimda anahtarlama isaretinin ne olacagi belirsiz birakilmistir. Sistem bu haliyle
deger kiimesi P olan her anahtarlama isaretine sahip olabilir gibi goziikkmektedir. Bu
sekilde tamimlanan sistem acik (nonautonomous) sistem Ozelli§i gosterir.

Anahtarlama isareti sistemin girisi olarak goriilebilir.

Sistem temelli bir yaklasim ile AS’ler kapali sistemler olarak asagidaki sekilde
tanimlanir [13,16,17]. Bu tezde AS’lerin kararlilik 0Ozelliklerinin incelenmesi

sebebiyle daha biitiinlesik olan bu tanim benimsenmistir.

Tammm 3.2: P bir indeks kiimesi olmak iizere bir { f,»P€ P} R"’den R"’e

fonksiyonlar ailesi verilmis olsun. Par¢a parca sabit ve sonlu zaman araliklarinda
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sonlu sayida siireksizlik iceren o : [0,00) — P anahtarlama isaretlerinden olusan bir

S kiimesi verilmis olsun.
x(t)=f,(x(1)) . oS, 120 (3.8)
seklinde tanimlanan sisteme anahtarlannus sistem (AS) denir. m

Burada { fp, pE P} ’yi altsistemler ailesi, bu ailenin her bir iiyesini altsistem ve S

kiimesini anahtarlama isaretleri kiimesi olarak isimlendirecegiz. Tamim 3.2’ye gore
bir altsistemler ailesi ve bir anahtarlama isaretleri kiimesi bir AS tanimlar.
Altsistemler ailesinin her bir iiyesinin dogrusal olmasi durumunda olusan sisteme ise

anahtarlanmis dogrusal sistem (ADS) denir.

Tanmm 3.3: P bir indeks kiimesi olmak iizere bir {Ap e R™, pe P} matris ailesi

ve parca parga sabit ve sonlu zaman araliklarinda sonlu sayida siireksizlik iceren

o: [0,00) — P anahtarlama isaretlerinden olusan bir S kiimesi verilmis olsun.
x(t)=A,-x(t) , ceS , 120 (3.9)
seklinde tanimlanan sisteme anahtarlanmis dogrusal sistem (ADS) denir. m

{Ap e R™, pe P} matris ailesine her bir matrisin bir siirekli zamanli dinamik

sistem tanimlamasi sebebiyle altsistemler ailesi diyecegiz.

(3.8) ile verilen AS’nin bir ¢6ziimii (X,O') ikilisi ile tanimlanir; dyle ki, o€ S *dir ve

x:[0,00) = R" fonksiyonu
x(t)=f,,(x(z)) . 120 (3.10)

seklindeki zamanla degisen sistemin bir ¢oziimiidiir.

Anahtarlama isaretinin sistemin durumuna bagli oldugu halleri de gbz Oniine almak

gerekebilir. Bu durumda § izin verilen (x,0) ¢dziim-anahtarlama isareti ikililerinin

kiimesini belirtmek iizere (3.8) ve (3.9)’da o€ S yerine (x,0)e S yazilmalidir.
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3.2.2 Anahtarlama fsareti ve Cesitli Anahtarlama Isaretleri Kiimeleri

Sekil 3.4’de goriildiigii gibi bir anahtarlama isareti, par¢a parca sabit, sagdan stirekli
ve sonlu zaman araliklarinda sonlu sayida siireksizlik igeren bir fonksiyondur. Bu

ozelliklere sahip miimkiin tim fonksiyonlarin olusturdugu kiimeye S, diyelim.

@: S, > R" bir anahtarlama isaretinin i’ inci siireksizlik noktasini veren bir

tim

fonksiyon olsun (bkz. Sekil 3.4). Uygunluk acisindan @), =0 olarak tanimlayalim.

A;: S, — R" bir anahtarlama isaretinin i’ inci sabit par¢asinin uzunlugunu veren bir

tim

fonksiyon olsun. Yani;

A(o)=a(o)-o_ (o), i=12,.. (3.11)

1

Sekil 3.4: Bir anahtarlama igareti

Sik¢a kullanacagimiz anahtarlama isaretleri kiimelerinden biri de §,,...(7)ile

ekleme
gosterece@imiz ardisik siireksizlik noktalari arasindaki mesafenin belli bir sayidan

biiyiik oldugu isaretler kiimesidir.

Seeteme (7) ={0€ Sim|A, (0)>7 , i=1,2,3,...} (3.12)

Buraya kadar yalnizca zamana bagli olarak degisen anahtarlama isaretlerini goz
oniine aldik. Ote yandan baz1 6rneklerde anahtarlama isaretinin sistemin durumuna
bagh olarak degistigi haller de goz Oniine alinabilir. Yalnizca sistemin durumuna

bagli olarak degisen anahtarlama isaretleri kiimesini asagidaki sekilde

15



tammlayabiliriz. Oncelikle durum uzayinin bir X = {Xp i pEe P} bolmelemesini goz

oOniine alalim; dyle ki, U Xp =R"’dir. Bu bolmeleme i¢in tanimlanan
peP

x(t)e X

o VteR'} (3.13)

Sbblmeleme (X) = {(x’ O-) € 'Stﬁm

kiimesi yalnizca duruma bagh olarak degisen anahtarlama isaretlerini igerir.

3.2.3 Anahtarlanmus Sistemler ile Diger Sistem Tiirlerinin Karsilastirilmasi

AS’ler ile baska iic tiir sistem benzer 6zellikler tasimaktadir. Bunlar hibrit sistemler,
zamanla degisen sistemler ve siireksiz sistemlerdir. Hatta bazi 6zel hallerde AS’ler
bu ii¢ tiirden biri ile tamamen ayn1 olmaktadir. Bu sebeple, asagida, AS’lerin bu ii¢

sistem tiirii ile iligkisini sirayla ele alacagiz.

Hibrit Sistemler ile Anahtarlanms Sistemlerin Karsilastirilmasi

Bolim 3.1°de bahsedildigi gibi hibrit sistemler siirekli ve ayrik dinamiklerin
etkilesim halinde birlesmeleriyle olusmaktadir. AS’ler de ise siirekli dinamikler 6n
plandadir. Ayrik olay sisteminin ayrintilariyla ilgilenilmektense bu sistemin
tiretebilecegi ve siirekli dinamikleri etkileyen tiim isaretler géz Oniine alinir. Bu
isaretler tarafindan siirekli sistem anahtarlanacaktir. Hibrit sistemleri analiz etmenin
bir yolu onlar1 bu sekilde AS’lere doniistiirmektir [13]. Bu durumda, ayrik olay
sisteminin ayrintilar1 goz ardi edildigi i¢in AS’nin ¢Oziimleri hibrit sistemin
cOziimlerinden daha fazla sayida olacaktir; ama hibrit sistemin her c¢oziimiinii
icerecektir. Bu sebeple, elde edilen AS’nin tiim ¢oziimlerinin sahip oldugu bir takim
ozellikler hibrit sistemin ¢oziimleri igin de gecerli olacaktir. Ote yandan AS’lerin

analizi daha kolay yapilabilmektedir.

Zamanla Degisen Sistemler ile Anahtarlanmis Sistemlerin Karsilastirilmasi

Belli bir o anahtarlama isareti icin (3.8) ile verilen bir sistem (3.10) denklemi ile

ifade edilebilir ve bu da x(r)=f(x(¢),) seklinde bir zamanla degisen sistem

tammlar. Oyleyse tek bir anahtarlama isareti géz Oniine almirsa AS ile zamanla

degisen sistem tamamiyla ayn1 nesneyi ifade eder. Ancak Tanim 3.2’ye gore AS bir
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S anahtarlama isaretleri kiimesi ile tanimlanir. Bu, birden fazla anahtarlama isaretini
g0z Oniine alacagimiz durumlar1 da belirtir ki; bir AS’yi zamanla degisen sistemden
farkli kilan da bu durumlardir. Bir zamanla degisen sistemin ¢oziimleri yalnizca
baslangic durumlan ile parametrelenirken, bir AS’nin ¢oziimleri hem baslangi¢
durumu hem de anahtarlama isareti ile parametrelenir. Bu ayrim, sistemin tiim
¢Oziimlerinin birlikte sahip olduklar1 kararlilik, yakinsaklik gibi 6zellikleri incelerken

onem kazanir.

Siireksiz Sistemler ile Anahtarlanms Sistemlerin Karsilastirilmasi

Bir siireksiz sistem asagidaki sekilde tamimlanabilir:

fpl(x) , xe)(p1
k=11, (x) . xeX, (3.14)

Burada X = {Xp I pe P} ile durum uzayinin ayrik bir bolmelenmesini gosteriyoruz.

O halde siireksiz sistemleri AS’lerin bir tiirli olarak gérmek miimkiindiir. Bunun i¢in
yapmamiz gereken anahtarlama isaretini duruma bagh olarak belirlemektir.

S = Sysmeiene (X) icin AS ile (3.14) ile verilen siireksiz sistem tamamiyla ayni nesneyi

ifade etmektedirler. Ancak burada dikkat edilmesi gereken nokta bu tiir sistemlerin

her zaman bir ¢dziime sahip olmayabilecegidir [13].
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4. ANAHTARLANMIS SiSTEMLERiIN KARARLILIGI

Onceki boliimde bahsedildigi gibi (3.8) ile verilen AS icin tanimlanan ozellikler S
anahtarlama isaretleri kiimesindeki tiim anahtarlama isaretleri icin gecerli olan
ozeliklerdir. Bir AS’nin kararliligi da bu cercevede tanimlanmistir. Bu tez boyunca
ayni bir denge noktasina sahip altsistemlerden olusan AS’ler incelenecektir. Her bir
altsistemin farkli denge noktalarina sahip oldugu AS’ler bu calismanin konusunun
diginda tutulmustur. Bu sebeple her bir altsistemin sifirda bir denge noktasina sahip

oldugu varsayimi altinda asagidaki tanimlar verilmistir.
Tammm 4.1: Verilen herhangi bir 6 >0 sayisina karsilik, (3.8) sisteminin tiim
¢oziimleri igin ||x(0)|| <= ||x(t)|| < 7/||x(0)|| onermesini gecerli kilan bir y sayisi

bulunabiliyorsa (3.8) sistemi kararlidir. m

Tamm 4.2: (3.8) sistemi kararli degilse kararsizdir. m

Tammm 4.3: (3.8) sisteminin tiim ¢oziimleri igin ||x(0)|| <d=> lim”x(t)” =0
Onermesini gecerli kilan bir § >0 sayisi varsa (3.8) sistemi asimptotik kararlidir. m

Tamm 4.4: (3.8) sisteminin tiim ¢oziimleri i¢in lim”x(t)” =0 kosulu saglaniyorsa

t—>00

(3.8) sistemi global asimptotik kararlidir. m

Tamm 4.5: (3.8) sisteminin tiim ¢oziimleri i¢in ||x(0)|| <6=> ||x(t)|| <y’

x(O)”
onermesini gecerli kilan bir (6>0,y,8>0) iglisii varsa (3.8) sistemi iistel

kararlhidir. m

Tammm 4.6: Verilen herhangi bir >0 sayisina karsilik, (3.8) sisteminin tiim

¢oziimleri igin ||x(0)||<5—>||x(t)||s7-6"3" ||x(0)|| onermesini gecerli kilan bir

(7.4 >0) ikilisi bulunabiliyorsa (3.8) sistemi global iistel kararlidir. m
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Yukarida verilen tanimlar, genel olarak sistem teorisi ile ilgili kitaplarda verilen
tanimlar ile ortiismektedir [2]. Kararlhilik, asimptotik kararlilik ve iistel kararlilik
tanimlart dinamik sistemin ¢oziimlerinin, sirasiyla, denge noktasi civarinda kalmasi,
denge noktasina dogru yakinsamasi ve denge noktasina dogru iistel bir hizla
yakinsamasina isaret etmektedirler. AS’ler icin verilen bu tanmimlarin klasik
tanimlardan tek farki burada anahtarlama isaretleri kiimesindeki her anahtarlama

isareti icin gecerli olmasidir.

AS’lerin kararlilik analizinde literatiirde {i¢ tip problem ile karsilagilmaktadir [18].
Asagida bu problemleri kisaca anlattiktan sonra, altboliimlerde her bir probleme

iliskin ¢6ztimlerden daha uzunca bahsedecegiz.

Keyfi Anahtarlama Problemi

Uygulamada karsilagilan anahtarlama isaretlerinin bir kisminda anahtarlama
diizenegi cok yiiksek hizlarda calisabilmektedir. Bu sebeple hangi sistemlerin keyfi

anahtarlama durumunda kararli oldugu problemi ile ilgilenilmistir. Diger bir deyisle
(3.8) sisteminin S=3S,, i¢in kararhligi incelenmistir. S, kiimesinin o(7)=p

tipindeki anahtarlama isaretlerini de icermesi sebebiyle bu sistemin kararli olmasi
icin 6ncelikle her bir altsistemin kararli olmas1 gerektigi aciktir. Oyleyse bu problem
cercevesinde kararli altsistemlerden olusan hangi ailelerin keyfi anahtarlama altinda
kararli olacagi incelenir. Bu problemin apagik bir ¢oziimii olmadigin1 gormek icin

asagidaki kars1 ornegi inceleyelim:

Ornek 1:
-02 -5 -02 -1
A= ve A, = olmak lizere
1 03 5 03
x=A_x, 0:[0,0)>{12}, €S 4.1)

ile verilmis bir AS’yi g6z Oniine alalim. Her iki matrisin de koklerinin reel kismm
negatiftir, dolayisiyla iki altsistem de kararhidir. Sistemlerin birer yoriingesi Sekil

4.1°de gosterilmistir.

19



-15

Sekil 4.1: Ornek 1’e iliskin altsistemlerin birer yoriingesi (diiz ¢izgi birinci
altsisteme, noktali ¢izgi ise ikinci altsisteme iliskin ¢oziimleri gostermektedir.)

Altsistemlerin yoriingeleri kararli olduklar1 halde,

xx, <0 @2)

(-},

X -x,20

seklinde duruma bagli bir anahtarlama isareti ile sistem anahtarlandiginda AS’nin

¢Oziimii kararsiz olmaktadir (bkz. Sekil 4.2).

800

600 -

400 -

200~

-200

-400|-

-600 -

-800
-800

I
-600

I I
-400 -200 0 200 400 600 800

Sekil 4.2: o, anahtarlama isareti i¢in Ornek 1’deki sistemin bir ¢oziimii
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Kararhlastirma Problemi

Literatiirdeki ¢aligmalarin énemli bir kisminda da verilmis bir altsistemler ailesi i¢in
AS’yi kararli kilan anahtarlama isaretinin bulunmasina calisilmistir. Diger bir deyisle

(3.8) sisteminin hangi tek elemanli S kiimeleri i¢in kararli oldugu sorusuna cevap

aranmistir. Altsistemler ailesinin {iyelerinden birinin ( fp) kararli olmas1 durumunda

bu problemin apagik bir ¢dziimiiniin o (z)=p oldugu basitge goriilebilir. Bu

sebeple, kararlilastirma problemi ile ilgilenen arastirmacilar, her bir altsistemin
kararsiz oldugunu varsaymislardir. Bu probleme iligkin asagidaki ornek, kararsiz

altsistemlerin uygun anahtarlama ile kararli ¢6ziimlere sahip olmasina iligkindir.

Ornek 2:
02 -5 02 -1
A= ve A, = olmak iizere
1 03 5 03
x=A,-x, 0:[0,0) >{1,2} , c€ S 4.3)

ile verilen AS’yi goz Oniine alalim. Her iki matrisin de koklerinin reel kismi
pozitiftir, dolayisiyla iki altsistem de kararsizdir. Sistemlerin birer yoriingesi Sekil

4.3’de gosterilmistir.

250
200
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50

.50 .
-1001-

-150

-200

250 I I I I I I I I I )
-250 200 -150 -100 -50 0 50 100 150 200 250

Sekil 4.3: Ornek 2’e iliskin altsistemlerin birer yoriingesi (diiz ¢izgi birinci

altsisteme, noktali ¢izgi ise ikinci altsisteme iliskin ¢oziimleri gostermektedir.)
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4.49)

1, -x, 20
az(r)={ 5

2, x-x<0

seklinde duruma bagli bir anahtarlama isareti ile sistem anahtarlandiginda AS’nin

¢Oziimii kararli olmaktadir (bkz. Sekil 4.4).

250
200}
1501 /
100} ,

50 !

.50 -
-100
-150 -

-200 -

-250 Il I Il I Il I Il 1 1 I
-250 -200 -150 -100 -50 0 50 100 150 200 250

Sekil 4.4: o, anahtarlama isareti icin Ornek 2’deki sistemin ¢oziimii

Uygun Anahtarlama Isaretleri Kiimesini Bulma Problemi

Tiim anahtarlama isaretleri icin olmasa da belli bir takim ozellikleri saglayan
anahtarlama isaretleri icin kararli olan AS’lerin var olabilecegi goriilmiistiir. Bu
durumda verilmis bir altsistemler ailesi icin hangi S anahtarlama isaretleri

kiimelerinin bir kararli AS olusturacagi problemi ile ilgilenilmistir. Genel olarak
ilgilenilen S anahtarlama isaretleri kiimelerinin o(f)=p seklindeki sabit

fonksiyonlar1 icermesi sebebiyle bir 6nceki problemde oldugu gibi bu problemde de
her bir altsistemin kararli oldugu kabul edilmektedir. Bu ¢alismamin 6zgiin kismi
olan Bolim 4.3’de bu probleme farkli bir yaklasim ile ¢oOziim getirilmeye
calisilacaktir. Bu problemi daha iyi anlamak icin keyfi anahtarlama altinda kararl

olmayan bir AS’yi inceleyelim:
Ornek 3:

Ornek 1°de verilmis olan AS’yi goz oOniine alalim. Her iki altsisteme iliskin

matrislerin koklerinin reel kisimlart negatiftir, dolayisiyla iki altsistem de kararlidir.
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Ancak bu sistemlerin bazi anahtarlama isaretleri i¢in kararsiz ¢dziim verebilecegi
Ornek 1°de gosterilmistir. Ote yandan, Anahtarlama isaretinin her iki sistemde de
yeterince beklemesi durumunda sistemin kararli olacagi agiktir. Ornegin, her iki
altsistem i¢in de sistemin durumunun ilgili yoriingede en az bir tur donmesine
miisaade edecek bir anahtarlama isareti icin AS kararh coziimlere sahiptir. Bu

ozellige sahip

0. (1) = {1 , 0<mod,,(r)<10 @5

|2, 10<mod,, (r)<20

isareti ile anahtarlanan sistemin bir c¢oziimii Sekil 4.5’da gosterilmistir. Burada

mod _(y) ile x sayisinin y sayisina boliimiinden kalani gosteriyoruz. Bu anahtarlama
isareti icin ¢Oziimlerin kararh oldugunu soOyleyebiliriz. Dikkat edilirse
0, € Sueme (9:9) ’dur ve her o€ ... (10) icin sistemin asimptotik kararl
oldugunu sdyleyebiliriz. Diger bir deyisle (4.1) ile verilen sistem S =§ ... (10) i¢in

asimptotik kararlidir.

I I I I I I I
-30 -20 -10 0 10 20 30

Sekil 4.5: o, anahtarlama isareti i¢in Ornek 1°deki sistemin ¢oziimii

4.1 Keyfi Anahtarlama Problemi

Yukarida da bahsedildigi gibi bu problemin net ifadesi (3.8) sisteminin § =35, icin

kararli olup olmadig1 sorusu ile verilebilir. Yani incelenecek olan
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x(t)=f,(x(t)), o€ S » 120 (4.6)
sisteminin kararliligidir, ya da 6zel olarak

x(t)=A,-x(r), o€ §,,, 120 4.7)

tim

ADS’si incelenecektir. Kararlilik i¢in sistemin altsistemler ailesi iizerine kosul

getirilecektir.

Dinamik sistemlerin kararliliginin Lyapunov fonksiyonu araciligiyla nasil incelendigi
Boliim 2.3°de verilmistir. Benzer bir yontem AS’ler i¢in de kullanilabilir. Bunun i¢in
AS’nin her bir altsisteminin ayn1 bir Lyapunov fonksiyonuna sahip oldugu durum
incelenir. Burada kararliliga iliskin teoremi vermeden Once ortak Lyapunov

fonksiyonu kavramim tanimlayalim.

Tanmm 4.7: V: R" > R siirekli tiirevlenebilir (Ve C™), kesin pozitif ve 1sinsal

sinirsiz (bkz. Boliim 2.3) bir fonksiyon olsun. { [, R" >R, pe P} altsistemler

... dV n N L .

ailesi icin o f,(x)<-W(x), VxeR", pe P kosulunu saglayan siirekli, kesin
X

pozitif bir W: R" - R fonksiyonu varsa V ’ye { f, D€ P} altsistemler ailesinin

ortak Lyapunov fonksiyonu denir. m

Teorem 4.1: (4.6) ile verilen sistemin altsistemler ailesinin bir ortak Lyapunov

fonksiyonu varsa (4.6) sistemi global asimptotik kararlidir. m

Teorem 4.1°’de ortak Lyapunov fonksiyonunun varligi bir yeter kosul olarak
verilmektedir. Bu kosulun saglanmadigi durumlarda sistemin kararli olup olmayacagi
sorulabilir. [7, Teorem 2.2]’de global asimptotik kararli AS’lerin baz1 siireklilik ve
sinirhilik kosullar: altinda ortak Lyapunov fonksiyonuna sahip oldugu belirtilmistir.
Oyleyse (4.6) sisteminin kararlilig1 ortak Lyapunov fonksiyonunun varhigina esdeger
kabul edilebilir. Bu sebeple, arastirmacilar, son yillarda 6zellikle dogrusal sistemler

icin hangi altsistemler ailelerinin ortak Lyapunov fonksiyonuna sahip oldugu ile
ilgilenmisglerdir [19-22]. Bu konuda bildigimiz ilk c¢alisma [19] {Ap ,PE P}

dogrusal altsistemler ailesinin iiyesi olan matrislerin carpmaya gore degisme ozelligi

olmasini yeter kosul olarak vermektedir.
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Teorem 4.2: (4.7) ile verilen ADS icin P sonlu elemanli bir kiime,
{A, eR™, pe P} matrislerinin her biri Hurwitz ve her (A, A ), i, jeP ikilisi
icin A;-A; =A;-A, ozelligi gecerli ise (4.7) sistemi global asimptotik kararlidir. m
Bu teoremin ispatt [19]’da bir ortak Lyapunov fonksiyonu olusturmak suretiyle
verilmistir. Bizse burada kararlilik tanimindan yola ¢ikarak ispat1 verecegiz.

Ispat: {A , € R™, pe P} matrislerinin her biri Hurwitz olduguna gore her
x=A, -x, peP sistemi global asimptotik kararlidir. O halde, Tanim 4.4’den

lim

t—00

x| =0, vx, e R", Vpe P 4.8)
olur. Herhangi bir anahtarlama isareti i¢in (4.7) nin bir ¢6ziimii

i1
X(l‘) _ e(’*“’t—l(f’))'Aa(zq,l(a)) . (HEA*(U)'AUMI(")) ] X(O) ,te I:a)i—l (O') , @, (o')) ,ieZ” 4.9)
k=1

seklinde yazilabilir. A,-A;=A-A,, Vi,jeP oldugundan Campbell-Baker-

A, A

Hausdorff formiilii (bkz. Boliim 2.5) ile e* -¢"/ =e A ’ye ulasilir. Oyleyse, her

altsisteme iligskin ¢arpanlarn bir araya getirerek, ¢oziimii,

seklinde yazabiliriz.

Anahtarlama isaretinin ¢ siiresine kadar p degerini aldigi tiim araliklarin toplam
mxa(0)r Y (A(0) . o()=p

A o(@y

uzunlugunu A (r) sayilari ile
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tanimlayahm. Oyleyse (4.10)’u daha sade bir sekilde x(#) :(H(e(A”'A”([)))j-X(O)

peP
olarak yazabiliriz. Bu ifade sonlu sayida ¢arpan igerir; ¢iinkii £ sonlu elemanlidir.

S(g(e

(An'An(r))

o<[x(1]-

(H(e(“"‘“"(’))) x(0) )J.x(o) d.11)

peP

0<lim "x(t)” =lim (H(e(A”‘A”(t)) )J -x(0)
[—00 [—00 pEP
<lim H( )
f—ee peP

= (H (lim
peP f=ee

)J-X(O) @.12)

)Jx0)

¢ sonsuza giderken A ifadelerinden en az birinin sonsuza gidecegi agiktir. O halde

e(An'Ap([))

(4.8t de kullanirsak, (4.12)’in sag tarafindaki ifadede sonlu sayidaki

lim

1—o0

carpanlarindan en az biri sifir ve digerleri de sonlu biiyiikliikteki

e(Aa(wHw» A, (1)) H

sayilar oldugunu goriiriiz. Oyleyse (4.12) esitsizliginin hem sag tarafi hem de sol

tarafi sifirdir, dolayisiyla lim”x(t)”:O sonucuna varilir, yani (4.7) ile verilen AS

asimptotik kararhidir. m

Teorem 4.2 ile asimptotik kararlilik icin yeter kosul verildi. Ancak bu kosulun gerek

kosul olmadigin1 gérmek zor degildir. Ornegin,

{—2 1 } [—1 1 }
A = A, = 4.13)
1 -2 1 -2

matrislerinden olusan

x(t)=A,-x(t), o€ §

tim

P={1,2}, >0 (4.14)

sistemini gz oniine alalm. A, -A, # A, - A, ’dir; ancak A, ve A, i¢in V(x)=x"-x

bir ortak Lyapunov fonksiyonudur, dolayisiyla sistem global asimptotik kararlidir. O

halde Teorem 4.2 ile verilen kosulun dar bir kosul oldugu agikca goriilmektedir. (4.7)
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sisteminin ortak Lyapunov fonksiyonunun varligina iligkin daha genis bir kosul
[21]’da verilmistir. Bu c¢alismada verilen kosul Hurwitz matrislerden olusan

altsistemler ailesinin egiicgenlestirilebilir olmasidir, yani altsistemler ailesi icin her

VA ,+V matrisini Gst (alt) iiggen forma doniistirecek bir Ve C™ matrisinin

bulunabiliyor olmasidir [23]. Carpmaya gore degisme Ozelligine sahip olan
matrislerin  esiicgenlestirilebilir ~ oldugu  bilinmektedir [24]. O  halde
esiicgenlestirilebilirlige dayanan bu kosul Teorem 4.2 ile verilen kosulu

kapsamaktadir.

Bir matris ailesinin ortak Lyapunov fonksiyonunun varligina iligskin bir baska kosul
ise [20]’de verilmistir. Daha dar bir kiimeyi kapsamasina karsin kontrol edilmesi
daha kolay olan bu kosul matris ailesinin olusturdugu Lie cebrinin ¢oziilebilir

olmasina dayanmaktadir [3].

4.2 Kararhlastirma Problemi

Yukarida da bahsedildigi gibi bu problem, AS’lerin Tanmim 3.2 kapsaminda ele
alinmasi durumunda, AS’yi kararli kilan tek elemanli S kiimelerini bulma
problemidir. Burada anahtarlama isaretinin 6zel bir tipte olmasi aranmamaktadir;
onemli olan AS’yi kararhi kilan herhangi bir anahtarlama isaretini bulmaktir. Bu
problem icin de literatiirde ele alinmis bir¢ok yaklasimdan bahsedilebilir [7,8,14,25-
27]. Biz burada 6nemli buldugumuz ve anlatilmasi daha kolay olan, yalnizca zamana
bagh bir anahtarlama isareti ile sistemi kararli kilmayi1 saglayan konveks

kombinasyon yaklasimindan bahsedecegiz [8,14].

Konveks Kombinasyon Yaklasim
x(t)=A,-x(t) , ceS , 120 (4.15)

sisteminin bir o€ § i¢in ¢oziimii

i—1
X(;):ef-ff@.(HeAf(”)Afj-x(o) ,te(t(0).1,(0)), i=12,.. (4.16)
k=1
seklinde ifade edilebilir.
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Bu yaklasimin ana teoremini sunmadan Once ortalama sistem kavramini

tanimlayalim:

Tanm 4.8: 7 >0, ¢,,q,,....,,, ZO{I. =1 kosulunu saglayan pozitif reel sayilar ve
k=1

Al D) ZE[O,CYIT)
A, . telo, T.(a+a,)T)
A(r)={ @ : : @.17)

SR D)

olmak tizere
x(1)=A(r)-x(1) , 120 (4.18)

periyodik dogrusal sistemini gdz Oniine alalim. Bu sistem i¢in tanimlanan

x(1)=Ax(1) . Ap=D a A, , 120 4.19)

k=1
sistemine (4.18)’in ortalama sistemi denir. m

[14, Lemma 2.10]’a gore

lim edm'Am'T . g%
T—-0"

A, T AT _

m—1 _.,e

et (4.20)

oldugundan (4.18) ile (4.19)’nin coziimleri yeterince kiiciik 7 ’ler i¢in birbirlerine
istenildigi kadar yakin olabilecektir. Bu da bizi yeterince kiigciikk 7 ’ler icin iki

sistemin tistel kararliliklarinin esdeger oldugu sonucuna gotiiriir.

Teorem 4.3: (4.19) ortalama sistemi iistel kararli ise Oyle bir p>0 sayisi

bulunabilir ki her T < p i¢in (4.18) iistel kararh olur. m
Oyleyse verilmis bir {Ap ,DE P} ailesi icin bu ailenin {yelerinin

A =a-A+a, A, +-+a, A, Zai =1 seklinde Hurwitz bir konveks
i=1
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kombinasyonu varsa yeterince kii¢ik 7 ’ler icin A, (0)=«

mod(,.!m)-T kosulunu
saglayan o periyodik anahtarlama isaretleri ile AS’yi kararli kilmak miimkiin

olacaktir.

Teorem 4.4: Verilmis bir {A , »DE P} matris ailesi i¢in bu ailenin iiyelerinin

Hurwitz konveks kombinasyonunun varligi,
x(t)=A,-x(t) , ceS , 120 4.21)

sistemini iistel kararli kilan S anahtarlama isaretlerinin kiimelerinin varligina

esdegerdir. m

Sonug olarak, bir Hurwitz konveks kombinasyonu olan matris aileleri i¢in sistemi
kararlilagtiran bir periyodik anahtarlama isaretini 7T"yi yeterince kiiciik alarak

olusturabiliriz.

4.3 Uygun Anahtarlama Isaretleri Kiimesini Bulma Problemi

Biiziilme doniisiim teoremleri, yani Banach sabit nokta teoremi ve benzerleri, ayrik
zamanli dinamik sistemlerin kararli denge noktalarimin varligina iliskin kosullar
verirler [28]. Bu teoremlerden yararlanarak; zamanla degismeyen, siirekli zamanli,
dogrusal sistemlerin de kararliligi gosterilebilir. Bunun icin bir yol, siirekli zamanl
sistemin davranisina benzer bir sekilde davranan ayrik zamanli sistemi yaratmaktir.
Bu bolimde ADS’lerin kararliliginin, bu tiir sistemleri iteratif fonksiyonlar
sistemlerine (IFS) [5] doniistirmek yoluyla incelenebilecegi gosterilecektir. Ayrica;
AS’lerin kararliligl i¢in anahtarlama isareti iizerine kosullar verilecektir. Boylece
hangi 6zel S kiimeleri i¢in (3.8) sisteminin kararli oldugu problemine iliskin bir

¢Oziim sunulacaktir.

Siirekli Zamanh Sistemlerin Ayrik Zamanh Sistemlere Doniistiiriilmesi

x(1)=A-x(r) , x: R*U{0} 5> R", 120 4.22)
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siirekli zamanl sistemini ele alalim. Bir x(0)=a baslangi¢ durumu i¢in (4.22)’in bir
¢oziimiine x, diyelim. F,: R" >R", >0 fonksiyonlarim F, (a)=x,=¢""-a
seklinde tamimlayalim. Burada F, fonksiyonu, argiimanini (4.22) sisteminde

baslangi¢ durumu olarak koyar ve deger olarak (4.22)’nin bu baslangi¢ durumu icin

7 siire boyunca c¢aligmasindan sonraki durumu verir. F

T

720 fonksiyonlar

araciligiyla
x(k+1)=F,(x(k)) , x: Z" {0} > R", k=0,1,2,... (4.23)

ayrik zamanli sistemlerini tanimlayalim. (4.22) sistemi ile (4.23) sisteminin
¢Oziimlerinin Ortiisecegi ve dolayisiyla kararlilik ozelliklerinin de ayni olacagi

aciktir.

Boylelikle biiziilme doniisiimii teoremlerinden yararlanarak ayrik zamanh sistemler
tizerine elde edilecek sonuclar, siirekli zamanli sistemler hakkinda da bilgi
verecektir. Ote yandan bu yaklasimin uygulamada gereksiz oldugu aciktir zira ayrik
zamanh sistemi elde etmek igin siirekli zamanli sistem c¢oziilmelidir ve siirekli
zamanl sistemin ¢Oziimii kararliliga iliskin bilgi vermeye yetecektir. Ancak bu
yaklagim ADS’lerin hangi anahtarlama isaretleri i¢cin kararli olduklarina iligkin bilgi

verebilir.

Anahtarlanmis Dogrusal Sistemlerin Iteratif Fonksiyonlar Sistemlerine

Doniistiiriilmesi
X(I)ZAO"X(I) ,» O€ Sbekleme (Tbekleme) 4 tZO (4'24)

ile  verilen bir AS’yi goz Oniine alahm. Her A ,pe®f icin

F.(a)=e“"-a, >7 } fonksiyonlar kiimesini diisiinelim. o(7)=p olan

T bekleme

\F.
her zaman araliginda, A yerine, 7’ bu zaman arahiginin boyu olmak iizere, bu
kiimeden bir F.(a)=¢".a fonksiyonu karsilhk gelir; oyle ki bu aralikta
x(t)=A,-x(r) siirekli zamanh sistemi yerine x(k+1)=F, (x(k)) aynk zamanh

sisteminin yalnizca bir adim ¢alistigi diisiiniilebilir. Boylece (4.24) yerine
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F(a)=c""a, peP, T>Tbekleme} (4.25)

T

\r

ile verilen bir IFS kars1 diiser. Bir IFS tanimi geregi biiziilme doniisiimlerinden
olusmalidir [9]. AS’lerin hangi anahtarlama isaretleri kiimeleri i¢in kararli oldugu

problemi incelenirken, genelde, her A sisteminin asimptotik kararli oldugu kabul

edilir. Ancak A ’nin 6zdeZerlerinin karmagik diizlemin sol yarisinda olmasi A ’ye
iligkin F, (a)=¢"" -a fonksiyonunun her 7'>0 icin biiziilme doniigiimii oldugu

anlamina gelmez.

Anahtarlanms Sistemi Kararh Kilan Anahtarlama isaretinin Bulunmasi

(4.24) ile verilen sistemin (4.25) ile verilen sisteme denk oldugunu gosterdik. Ote

yandan (4.25)’in bir IFS olmasi i¢in her F. fonksiyonunun bir biiziilme doniisiimii

olmas1 gerekmektedir. Bu kosul saglandiginda (4.25) ile verilen sistemin tek bir
kararli sabit noktaya sahip olacagi [9]’daki Teorem 3.2’den kolaylikla goriilebilir. Bu
teoreme gore bir IFS’nin nihai kiimesi IFS’yi olusturan fonksiyonlarin nihai
kiimelerinin birlesimidir. Burada ise IFS’yi olusturan her fonksiyonun tek bir nihai
kiimesi vardir, o da sifirdir. Boylelikle (4.25) ile verilen sistemin kararliligi icin her

F. fonksiyonunun biiziilme doniisiimii oldugu gosterilmelidir. Oyleyse her

F.(a)=¢""a igin

T

F (x)—Fr(y)||<p-||x—y|| , p<1, Vx,ye R" (4.26)

T

kosulu saglanmalidir. O halde;

F)- £ ()] e x-er o]<ee

Ix=yl<plx-y] @27

Sonug olarak He‘“ <1 ise F, biizillme doniistimiidiir. Her A ’nin katsiz ve sifirdan

farkli kokleri oldugunu varsayalim. Pratikte karsilastigimiz dogrusal sistemler
genelde bu yapidadir [29, s. 387]. e* =V-e* -V~ benzerlik doniisiimiinii ele
alam [1, s. 304]. s,=a,+b,-i, (=12,..,n A’min 0zdegerlerini ve

v,, {=12,..,n aym sirayla ozdegerlere kars1 diisen Ozvektorleri gostermek iizere
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vV=[v,v, --v,] ve D= e =| . 0 dir
0 0 n 0 0 es"‘t
G 0
C= - tipindeki bir matrisin normu
0 c,
||C|| = (CT -C) = /m/ax ¢’ = m{ax|c,| seklinde yazilabildiginden ve her
z=a+b-i  karmasgik sayis1  igin  |e¥|=e™ -‘e"'” =le" oldugundan

D1 =max e”"’ = e(m? e}
¢

oot t’dir; clinkil @, <0, V/. Sonug olarak;

‘e = max
4

maxa,)»‘r
/

Iv=Iviv- d 4.28)

HeAﬂr

V- vV

maxa, )
¢

Oyleyse ||V||-HV“H-e( 3 kosulunun saglanmasi F,’nun biiziilme doniisiimii

olmasi i¢in yeterlidir.

—(maxa/)f

C<l= |V v <e™

maxa,)<
/

IV
v 4.29)

O O g O (L Ll |

~{msxa,

Boylece F,’nun biiziilme doniisiimii olmas: icin yeter kosul bulmus olduk. Bu

sekilde her A ’ye karsihik bir 7, ~bulabiliriz; dyle ki F, (a)= Ma, V> T,

fonksiyonlar1 biiziilme doniisiimii olsun.

7,

bekleme

=maxc7,,, (4.30)
p r

olarak belirlenirse (4.24) sistemi asimptotik kararli olur. Buldugumuz sonucu

asagidaki teorem ile dzetleyelim:
Teorem 4.5:
x(r)=A,-x(r), ce S:R"U{0} >P, 120 (4.31)
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ADS’si verilmis olsun. V , siitunlart A =~ matrisinin 6zvektorlerinden olusan bir

matris ve /1(A p), A, 'nin Ozdegerlerinden olusan kiimeyi gostermek iizere

S =8 cieme | SUP i¢in (4.31) global asimptotik kararhidir. m

peP mjn‘Re{l(Ap)}‘

-1 =5 -3 -1
A = ve A, = olmak iizere
1 6 -1

X = Ao‘ ‘X, O [O’oo) - {1’ 2} , O€ 'Sbekleme (Tbekleme) (4'32)

AS’sini g6z oniine alalim. (4.29)’dan birinci altsistem igin T in, =0.5617 ikinci

altsistem icin ise 7,;, =0.5093 olarak bulunur. (4.30) uygulanirsa 7, =0.5617

ekleme

bulunur. O halde, A, (G) =0.57, i=1,2,3,... ile belirlenen bir anahtarlama isaretine

iliskin ¢oziim sifira yakinsamalidir. Sekil 4.6’de bu anahtarlama isareti ile olusan bir

¢Oziim gosterilmektedir

Sekil 4.6: Ornek 4’e iliskin kararli ¢oziim (noktali ve diiz gizgiler sirasiyla birinci ve
ikinci altsistemin ¢alistig1 durumlar1 gosteriyor.)
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Buldugumuz bekleme siiresinin HeA"'TH <1, pe P kosulunu saglayan olduk¢a uygun

bir deger oldugunu gormek i¢in bilgisayar yardimiyla hesaplanan HeAl"H ve

HeAf’ *nin grafiklerine bakilabilir (bkz. Sekil 4.7).

At
e

Sekil 4.7: Ornek 4’teki sistemlerin ¢*’ normu

Ornek 5:

-02 -5 -05 1 . T
= ve A, = olmak iizere (4.32) AS’sini goz Oniine
0.1 -03 -3 -0.1

alalim. (4.29)’dan birinci altsistem i¢in 7, =7.8345 ikinci altsistem icin ise
=7.8345 bulunur. O halde,

ckleme

Tpnin, =1.8753 olarak bulunur. (4.30) uygulanirsa 7,
Ai(0')=7.84 , 1=1,2,3,... ile belirlenen bir anahtarlama isaretine iliskin ¢6ziim

sifira yakinsamalidir. Sekil 4.8 bu anahtarlama isareti ile olusan bir ¢odziim

gosterilmektedir
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Sekil 4.8: Ornek 5’e iliskin kararli ¢oziim (noktali ve diiz gizgiler sirasiyla birinci ve
ikinci altsistemin ¢alistig1 durumlar1 gosteriyor.)

Buldugumuz bekleme siiresinin HeA”‘TH <1, pe P kosulunu saglayan olduk¢a uygun

bir deger oldugunu gormek i¢in bilgisayar yardimiyla hesaplanan HeAl"H ve

HeAz-t

‘nin grafiklerine bakilabilir (bakiniz Sekil 4.9).

Sekil 4.9: Ornek 5’teki sistemlerin ¢*’ normu
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5. SONUC

Bu calismada ADS’lerin literatiirdeki tanimlart karsilastirilmig ve sistem temelli
tanim olarak adlandirdigimiz tim izin verilen anahtarlama isaretlerini de iginde
barindiran bir tanim benimsenmistir. ADS’lerin kararlilik tanimlart da buna
dayanarak verilmis ve literatiirde bulunan AS’lere iliskin ii¢ temel kararlilik problemi
sistem temelli bu tamim cercevesinde yeniden ifade edilmistir. Keyfi anahtarlama
problemi, kararhlastirma problemi, uygun anahtarlama isaretleri kiimesini bulma
problemi olarak adlandirdigimiz bu ii¢ problemden sonuncusunun kapsaminda
bulunan anahtarlama isaretlerinin sabit araliklarinin alabilecegi minimum degeri

bulma problemine kolay sinanabilir bir kosula dayanan bir ¢6ziim verilmistir.

Altsistemlerin 6zvektorlerine ve 6zdegerlerine dayanan bu kosulun gelistirilmesi ve
daha dar ve hatta miimkiinse gerek-yeter kosullara ulagilmast bu ¢alismanin ileriki
asamasi olabilir. Dikkat edilirse bu ¢alismada verilen kosul altsistemlerin birbirleri
ile iliskilerine dayanmamaktadir, yalmzca tek tek her bir altsistemin biiziilme
doniisiimii olmas1 icin gereken bekleme siirelerinin bulunmasi ve bunlarin en
biiyligiiniin secilmesi ilkesine dayanmaktadir. Daha gelismis bir kosul, verilmis olan
altsistemler arasindaki iliskilere bagli olarak ortaya cikmaldir. Ozellikle,
Ozvektorlerin birbirlerine yakinliginin incelenmesinin verimli sonuglar doguracagi
fikrindeyiz. Ornegin, altsistemlerin 6zvektorlerinin esit olmasi durumunda bekleme
siiresinin sifir alinabilecegi asikardir; ancak bu tezdeki kosul boylesi bir durumda
oldukca biiyiik bir bekleme siiresi verecektir. Altsistemlerin 6zvektorlerinin
birbirlerine esit degil ama yakin oldugunda da bekleme siiresinin sifira yakin olacagi
ve Ozvektorlerin arasindaki dar aci biiyiidikkce bekleme siiresinin bilyiiyecegi

ongoriilebilir.
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