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SEMBOL LiSTESI

C(s)
Gy (s)
N(s)
D(s)

: Kontrolor elemani

: Kontrol edilen zaman gecikmesiz sistemin transfer fonksiyonu
: Zaman gecikmesiz G, (S) sisteminin pay polinomu

: Zaman gecikmesiz G, (S) sistemin payda polinomu

: N(s) polinomunun derecesi

: D(s) polinomunun derecesi

: Kazang kontrolorii (Oransal kontroldr)

: Integral kazang parametresi

: Sabit kazancl kapali ¢cevrim kontrol sisteminin karakteristik

polinomu

: N(S) ’nin reel kismi

: N(S) ’nin sanal kismi1

: D(S) ’nin reel kismi

: D(S) ’nin sanal kismi

: $’nin ¢ift kuvvetlerini igeren N(S) 'nin bir polinomu

: $’nin tek kuvvetlerini igceren N(S) 'nin bir polinomu

: $’nin ¢ift kuvvetlerini igeren D(S) *nin bir polinomu

: $’nin tek kuvvetlerini igeren D(S) ’nin bir polinomu

: S = Jw i¢in G,(jw) nin reel kisiminin pay polinomu

: 8= jw i¢in G,(jw) nin sanal kisiminin pay polinomu
: S = jw i¢in G,(jw) nin payda polinomu

: X(W?) ’nin W ’ye gdre birinci tiirevi

: Z(W*) nin w’ye gore birinci tiirevi

: V=W icin Y (V) ’nin pozitif reel kokleri

: G, (Jw) ’nin Nyquist egrisinin reel eksenden geg¢is frekanslari
: Y (V) ’nin bas katsayisi

: Y(V) ’nin en son sifir olmayan katsayisi

s i=12,...,7 i¢in G, (jw) nin Nyquist egrisinin reel eksenden gecis

noktalari

: G, (S) ’nin kararsiz kutup sayis1
: G, (Jw) ’nin Nyquist egrisinin gecis yonleri

: G, (jw) ’nin Nyquist egrisinin reel eksenden gegislerinin sayisi
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max KP
min KP~
max KP®

max FP
K

p180 max

K

p180min

Wi

: Zaman gecikmesiz G, (S) sistemini kararli yapan i. kazang aralig1
: K| kazang araliginin alt sinir1

: K| kazang araliginin tist sinir1

: Faz gecis frekansi

: Kazang gecis frekansi

: Kazang pay1 ve dB cinsinden kazang pay1

: Faz pay1

: Negatif kazang pay1 ve dB cinsinden negatif kazang pay1

: Simetrik kazang pay1 ve dB cinsinden simetrik kazang pay1

: Kazang-faz belirsizligi
: Istenilen kazang pay1 kisitlamasi

: Istenilen kazang payini saglayan kararli kilan kazang kiimesi

: Bos kiime

: Istenilen maksimum negatif kazang pay1 kisitlamasi

: Istenilen minimum simetrik kazang pay1 kisitlamasi

: Istenilen faz pay1 kisitlamas1

: Istenilen faz pay1 i¢in kontrol edilecek zaman gecikmesiz sistemin

transfer fonksiyonu

: éo (s) sisteminin kompleks kat sayili pay polinomu
: S = jw igin éo(jw) "nin reel kisiminin pay polinomu
: S = jw igin GO( JW) ’nin sanal kisiminin pay polinomu

: YN(W) "nin pozitif reel kokleri (GO( jw) nin Nyquist egrisinin reel

eksenden gecis frekanslar)

: YN(W) ‘nin bas katsayisi

: Go(jw) ‘nin Nyquist egrisinin reel eksenden gecis noktalari

: GO (jw) ’nin kararsiz kutup sayisi

: Go(jw) ‘nin Nyquist egrisinin gegis yonleri

: Go(jw) ‘nin Nyquist egrisinin reel eksenden gegislerinin sayisi

: Kesin nedensel sistemlerin Nyquist egrilerinin W — oo i¢in orijine

gidis agis1

: Maksimum kazang pay1

: Minimum negatif kazang pay1

: Minimum simetrik kazang pay1

: Maksimum faz pay1

: Acik cevrim kararli sistemlerde max FP ’n1 saglayan en biiytlik

kazang

: Agik ¢evrimde kararsiz tersi de nedensel olan sistemlerde 180° faz

payini saglayan en kiiciik kazang

: Kararl kilan K; kazang araliklarina iligkin kararlilik frekans araliklar
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: Birden kii¢iik H_ normuna sahip tiim sistemleri gosteren yapisal
olmayan belirsizlikleri igeren blok

: Agirlik transfer fonksiyonu

: Yapisal olmayan belirsizlik igeren zaman gecikmesiz kontrol
edilecek sistemin transfer fonksiyonu

A
: G(jw) sistemine iligkin bir belirsizlik diskinin yar1 ¢ap1

: CAE( jw) *ne iliskin bir belirsizlik diskinin reel ekseni kesim yerleri
: Agirlik transfer fonksiyonunun reel kistminin pay polinomu

: Agirlik transfer fonksiyonunun sanal kisiminin pay polinomu

: Agirlik transfer fonksiyonunun payda polinomu

: P (W) nin Wye gdre birinci tiirevi

: § = o0 j¢in agirlik transfer fonksiyonu

: CAE( jw) *ye iliskin Nyquist egri ailesinin reel ekseni kesim yerleri
: X, ‘nin alt siir1

: X, 'nin tist smir1

: Belirsizlik kazang araliklart
: Yapisal olmayan belirsizlik igeren sistemleri kapali ¢gevrimde
dayanikli kararli yapacak kazang araliklar

: Kontrol edilen zaman gecikmeli sistemin transfer fonksiyonu

: Zaman gecikmesi

: Zaman gecikmesi terimi

: G,(8) sistemini kararli yapacak oransal K | kontrolorlerinin tam bir

kiimesi S : Lim ‘ KpGO(S)‘ >1 olmasini saglayan kazanglarin kiimesi

: §,’dan S hari¢ kazang kiimesi

: Le[0, L,] zaman gecikmesi aralig1 i¢in zaman gecikmeli sistemleri
kapali cevrimde kararli yapacak kazanglarin ortak kiimesi

: Zaman gecikmesi teriminin Padé es degeri

: Kontrol edilen zaman gecikmeli sistemin Padé es degerinin transfer
fonksiyonu

: é(s) sisteminin pay polinomu

: é(s) sisteminin payda polinomu

‘N (S) 'nin derecesi

: Iﬁ(s) ‘nin derecesi

: Padé¢ yaklasiminin mertebesi
: Zaman gecikmesi terimi ile Padé es degerinin arasindaki hata

fonksiyonu
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e(w)

Wpc
G, ()

P (W)
P, (W)
P, (W)

X

min X( max

iﬁ(

Yl

pt

< O

o min Xo‘ max

: K
: Wy, kritik frekansindan biiyiik negatif olmayan kokler i¢in

: W,y (s) hata fonksiyonunun tanimladig: diskin yar1 ¢ap1
: Kritik frekans degeri

: Kontrol edilen zaman gecikmeli sistemin Padé es degerlerinin hata

iceren transfer fonksiyonu

: Zaman gecikmesi teriminin Padé es deger fonksiyonunun reel

kistminin pay polinomu

: Zaman gecikmesi teriminin Padé es deger fonksiyonunun sanal

kistminin pay polinomu

: Zaman gecikmesi teriminin Padé es deger fonksiyonunun payda

polinomu

: W, kritik frekansindan kiigiik negatif olmayan kokler i¢in

G . (Jw) "nin Nyquist egri ailesinin reel ekseni kesim yerleri

: G »(JW) 'nin Nyquist egri ailesinin W kritik frekansindan kii¢iik

negatif olmayan koklere iliskin reel ekseni kesim yerleri kiimesi

: 7, kesim araliklarina iligkin kazang araliklari

4
o kazang araliklarinin birlesimi

G . (Jw) "nin Nyquist egri ailesinin reel ekseni kesim yerleri

. G »(Jw) 'nin Nyquist egri ailesinin W, kritik frekansindan biiyiik

negatif olmayan kdoklere iliskin reel ekseni kesim yerleri kiimesi

. X kesim araliklarina iliskin kazang araliklar
: Kpa kazang araliklarinin birlesimi

: G »(JW) 'nin Nyquist egri ailesinin W, kritik frekansina iliskin reel

ekseni kesim yerleri kiimesi

: Xpc kesim araliklaria iliskin kazang araliklar

: Pad¢ yaklasimi kullanilmas1 sonucu ortaya ¢ikan belirsizlik kazang

araliklari

: Kontrol edilen zaman gecikmeli sistemin Padé es degerinin reel

kismi

: Kontrol edilen zaman gecikmeli sistemin Padé es degerinin sanal

kismi

: G,(jw) nin genligi

: Zaman gecikmeli sistemin Padé es degeri é(s) ’yi kapali ¢gevrimde

kararli kilan kazang araliklar1
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C
A

0
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ds,KP
Grp (5)

Gpo (S)

X (W?)

>

G, e ()

XZ min ° Xf max

: Istenilen (KAP)

: G ., (8) sistemini kapali ¢evrimde kesin kararl yapacak kazang

kiimesi

ds mx - Cgs kazang kiimesinin alt ve tist sinirlart

: Sifira yakin 0 <A, <1 seklinde olan ¢ok kiigtik pozitif sayilar

kazang pay1 kisitlamasi i¢in zaman gecikmeli bir

min

sistemi kesin kararli yapan kazang araliklari

: Istenilen faz payi i¢in kontrol edilen zaman gecikmeli sistemin

transfer fonksiyonu

: Istenilen faz payi i¢in kontrol edilen zaman gecikmeli sistemin Padé

esdegerinin transfer fonksiyonu

: Zaman gecikmeli sistemin Padé esdegeri é-( Jw) *nin reel kisiminin

pay polinomu

: Zaman gecikmeli sistemin Padé esdegerié( JW) ’nin sanal kisiminin

pay polinomu

: Zaman gecikmeli sistemin Padé esdegerié( Jw) ’nin payda polinomu
: S= JW igin éFP(jW) sisteminin reel kisiminin pay polinomu

: S = jw igin éFp(jW) sisteminin sanal kistminin pay polinomu

: YAFP (W) 'nin pozitif reel kokleri (gecis frekanslar)

: YAFP (W) ’nin bas katsayis1

: GFP (jw) ’nin Nyquist egrisinin reel eksenden gegis noktalari

: GFP (Jw) ’nin kararsiz kutup say1s1

: GFP (jw) ’nin Nyquist egrisinin geg¢is yonleri

: GFP (jw) *nin Nyquist egrisinin reel eksenden gegislerinin sayisi

: Kesin nedensel é( jw) *nin Nyquist egrisinin W — oo igin orijine

gidis agis1

: Verilen faz payi i¢in zaman gecikmeli sistemin Padé es degeri

éFP( Jw) *yi kapali ¢evrimde kararli kilan kazang araliklari

: Verilen bir faz pay1 i¢in zaman gecikmeli sistemin Padé es

degerlerinin hata igeren transfer fonksiyonu

: Wy, kritik frekansindan mutlak degerce kii¢ik negatif olmayan

kokler i¢in G x.ep (JW) "nin Nyquist egri ailesinin reel ekseni kesim

yerleri
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FP, pc

K pe (C5)

u,FP

0>

p,FP

Cds, FP

A
max KP
ds

max FAP

A

K

p180max

Gy(2)
N(z)
D(z)
5(2)
C (1)
$(1)
5 (V)
R(®)
T(®
Ry (D)

Ty (1)

A

: G, rp (JW) 'nin Nyquist egri ailesinin W, kritik frekansindan mutlak

degerce kii¢iik negatif olmayan koklere iligskin reel ekseni kesim
yerleri kiimesi

© Xrp,, kesim araliklaria iliskin kazang araliklar

- K , kazang araliklariin birlesimi

Pep

: Wy, kritik frekansindan mutlak degerce biiyiik negatif olmayan

kokler i¢in G A.rp (JW) *nin Nyquist egrisinin reel ekseni kesim

yerlerine iligkin kazang araliklari

Prp

- K " kazang araliklarinin birlesimi

. G a.rp (JW) nin Nyquist egri ailesinin Wy, kritik frekansina iliskin

reel ekseni kesim yerleri kiimesi

: ;ZFP o kesim araliklarina iliskin kazang araliklari

: Istenen faz pay1 kisitlamas1 ve Padé yaklasimi kullanilmas1 sonucu

ortaya ¢ikan belirsizlik kazang araliklar

: Istenen faz payi i¢in zaman gecikmeli sistemin Padé es degeri

GFP (s) ’yi kapali gevrimde kararli kilan kazang araliklari

A

: G, () sistemini kapali gevrimde kesin kararl1 yapacak kazang

kiimesi

: Zaman gecikmeli sistemler i¢in maksimum kazang pay1

: Zaman gecikmeli sistemler i¢in maksimum faz pay1
: Acik ¢evrim kararli G, (S) sistemine sahip zaman gecikmeli

sistemler i¢in maksimum faz payin saglayan en biiyiik kazang degeri

: Ayrik zamanl bir sistemin transfer fonksiyonu

: Ayrik zamanl1 bir sistemin transfer fonksiyonunun pay polinomu

: Ayrik zamanli bir sistemin transfer fonksiyonunun payda polinomu
: Ayrik zamanl bir kontrol sisteminin karakteristik polinomu

: Birinci tip Chebyshev polinomlari

: Ikinci tip Chebyshev polinomlart

: 0(2) 'nin Chebyshev gosterimi

: 0, (1) "nin birinci tip Chebyshev polinomlarindan olusan kismi

: 0, (1) "nin ikinci tip Chebyshev polinomlarindan olusan kismi1

: N(2) ’nin birinci tip Chebyshev polinomlarindan olugan Chebyshev

gosterimi

: N(2) ’nin ikinci tip Chebyshev polinomlarindan olusan Chebyshev

gosterimi

XX



: D(2) ’nin birinci tip Chebyshev polinomlarindan olusan Chebyshev

gosterimi

: D(2) ’nin ikinci tip Chebyshev polinomlarindan olusan Chebyshev

gosterimi

: G,(2) 'nin Chebyshev gosterimi
: N(2) ’'nin Chebyshev gdsterimi
: D(2) ’nin Chebyshev gosterimi

: Ayrik zamanlh G (z) sisteminin bilineer doniisiigiiniin transfer

fonksiyonu

: Go (w) sisteminin pay polinomu

: Go(w) sisteminin payda polinomu

: ﬁ(w) ‘nin reel kismi

: ﬁ(w) ‘nin sanal kismi1

: B(W) “nin reel kismi

: B(W) ‘nin sanal kismi

: @ ’nin ¢ift kuvvetlerini igeren N (@) 'nin bir polinomu
: @ ’nin tek kuvvetlerini iceren N (@) 'nin bir polinomu
: o ’nin ¢ift kuvvetlerini igeren D(®) 'nin bir polinomu
: @ ’nin tek kuvvetlerini iceren D(®) 'nin bir polinomu
© W= jo igin Go (W) nin reel kisiminin pay polinomu

: W= jo i¢in Go(w) ‘nin sanal kisiminin pay polinomu
: W= jo i¢in Go(w) ‘nin payda polinomu

V2 icin ?(\ﬂ/) "nin pozitif reel kokleri

: ?(\H/) ‘nin bas katsayisi

: \?(\7) ’nin en son sifir olmayan katsayisi

c1=12,...,y igin 60( j®) ’nin Nyquist egrisinin reel eksenden gegis

noktalari

: Go (jw) ’nin kararsiz kutup sayisi

: Go (jw) ’nin Nyquist egrisinin gec¢is yonleri

: Go (jo) 'min Nyquist egrisinin reel eksenden gegislerinin sayisi
: PI kontrolor

: F(S) ’nin pay polinomu

: F(S) ’nin payda polinomu

: Integral zaman sabiti
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Fe (jw)
F (jw)
Pin (8)
Pin(8)
&g (W)
CCA;( jw)
Gor (JW)
G, (Jw)
S5 5 S
F, F

FF,FF,

F7 F8 F9 FIO

: PI kontrolor kullanilarak zaman gecikmesiz bir sistemin kapali

cevrim transfer fonksiyonu

: PI kontrolor kullanilarak zaman gecikmesiz bir sistemin kapali

cevrim karakteristik polinomu

: Parametre uzayinda kararsiz kapali cevrim kutup sayis1 ¢ 'nin ayni

kaldig1 P-bolgeleri

: Zaman sabiti
: Kalic1 durum kazanci
: PI kontrolér kullanilarak zaman gecikmeli bir sistemin Padé

esdegerinin kapali gevrim karakteristik polinomu

: Sonlim orani
: Dogal frekans
: 0.5 ile 4 arasindaki serbest parametre

: Rezidii polinomu

: Atanmak istenen kutuplardan olugan polinom

: Atanmak istenen kutuplar

: i¢ model kontrole (IMC) iliskin serbest parametre

: PI kontrolor F( jw) ’nin reel kismi

: PI kontrol6r F( jw) ’nin sanal kismi

: Padé es degerindeki P,(s) fonksiyonunu pay polinomu

: Padé es degerindeki P,(s) fonksiyonunu payda polinomu
: G,(Jjw)ye iliskin belirsizlik diskinin yar1 ¢ap1

: G, (jw) ’ye iliskin belirsizlik diskinin tizerindeki noktalarin kiimesi
: G,(jw) 'nin reel kismi
: G, (jw) ’nin sanal kismi

: G,(jw) ’ye iliskin orijini igermeyen bir belirsizlik diskini en siki

bigimde i¢ine alan sektdriin bu diske teget olan noktalari

: S, ve S, noktalarinin F(jw) diizlemine olan iz diisiim noktalari

: Dortgen yontemi uyarinca F(jw) ’ye iliskin eliptik bir belirsizlik

diskini sikica iistten ¢evreleyen bir yamuk

: Dortgen yontemi uyarinca F ( jw) ’ye iliskin eliptik bir belirsizlik

diskinin i¢indeki bir es kenar dortgen
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DAYANIKLI P VE PI TiPi KONTROLOR TASARIMI

OZET

Kontrolér tasariminda, kapali ¢evrim sistemin kararliligini ve ¢esitli performans
ozelliklerini saglamak gereklidir. Yerlesme zamani, yiikselme zamani1 ve asim gibi
zaman bolgesi kriterleri kadar kazang payi, faz payr ve kapali ¢evrim transfer
fonksiyonlarinin H_ normlar gibi frekans bolgesi kriterleri de 6nemli performans

Ozellikleri arasinda sayilabilir. Dogrusal zamanla degismeyen sistemler i¢in kazang
ve faz paylari, dayaniklilik Slgiitleri olarak siklikla kullanilirlar. Kapali ¢evrimde
sistemin kararliligin1 bozmaksizin agik ¢evrim sistemde izin verilebilen maksimum
kazang belirsizligi olarak tanimlanabilen kazang pay1 ve faz belirsizligi i¢in benzer
olarak tanimlanabilen faz payi, goreli kararliligin ol¢iitleridir. Bu nedenle verilen bir
kazang pay1 kisitlamasini veya faz payr kisitlamasini saglayan tiim diislik dereceli
kontrolorleri bulmak ¢ok dnemlidir. Bu tezde, kazang ve faz paylar kisitlamalarini
saglayan tiim kararli kilan oransal kontrolorleri (P) belirlemek i¢in yontemler
verildikten sonra; oransal kontrolorler kullanilarak erisilebilir maksimum kazang ve
faz paylarmi hesaplayan yeni bir yontem Onerilmistir. Bu yontem Nyquist kararlilik
kriterinin bir genellestirilmesi iizerine kuruludur. Nyquist kararlilik kriterinin bu
genellestirilmesi, Nyquist egrisinin reel ekseni kestigi yerin ve yOniiniin
hesaplanmasiyla bulunan kazang araliklart igin kararsiz kutup sayilarinin
belirlenmesini gerektirir. Maksimum faz paymi hesaplamak ig¢in {i¢ farklt durum
incelenir ki bunlar agik ¢evrim kararli sistemler, agik ¢evrim kararsiz ve yiiksek
kazancta kapali ¢cevrim kararli sistemler ile son olarak ag¢ik ¢cevrim kararsiz ve yiiksek
kazancta kapali ¢gevrim kararsiz sistemlerdir.

Zaman gecikmeli dogrusal zamanla degismeyen sistemler, sonsuz sayida koke sahip
polinomsu olarak bilinen karakteristik fonksiyonlar verir. Bu nedenle zaman
gecikmeli sistemlerin maksimum kazan¢ ve faz paylarinin hesabi ve kararlilik
analizi, zordur. Zaman gecikmeli sistemlerde tiim kararli kilan kazanglar
hesaplamak i¢in bu caligmada oOnerilen yontem, Padé yaklagiminin ve Nyquist
kararlilik kriterinin bir genellestirilmesinin kullanilmasi {izerine kuruludur. Bu
yontem kullanilarak hem Pad¢ yaklasimlarindan kaynaklanan belirsizlik kazang
araliklar1 hem de dayanikli kararli kilan kazanglarin tam bir kiimesi, bulunur. Zaman
gecikmeli bir sistem i¢in maksimum kazan¢ payi, dayanikli kararli yapan kazang
araliklarinin kullanilmasiyla hesaplanabilir.

Bu tezde, zaman gecikmeli sistemler i¢in maksimum faz payini hesaplayan yeni ve
hizli bir yontem de &nerilmistir. Ustel gecikme teriminin varligmma ragmen;
maksimum faz paymi bulmak i¢in onerilen bu yontem, reel katsayilt bir polinomun
(polinomsu olmayan) reel koklerinin hesabini gerektirir. Bu polinomun koklerinin
sayis1 sonsuz olmadigi icin; verilen zaman gecikmeli bir sistemin maksimum faz
payinin hesabi, ¢ok kolay olur.

Ozel bir durum olarak; zaman gecikmeli birinci mertebeden sistemler icin Padé
yaklasimin1 kullanan kutup atama tabanli yeni bir oransal-integral (PI) kontrolor
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ayarlama yontemi de Onerilmistir. Onerilen ayarlama formiilasyonunun énemli bir
ozelligi, ¢cogu sistemler i¢in asimsiz hizli bir yanit vermesidir. Verilen sistem i¢in bir
ayarlama parametresi de tedarik edilir. Teorik yaklasimlar ve simiilasyonlar kadar
gercek deneyler de yapilarak bulunan sonuglar, birka¢ iyi bilinen PI ayarlama
formiilleriyle karsilastirilmistir.

P ve PI kontroldrler kullanilarak, yapisal olmayan belirsizlige sahip siirekli zamanl
tek girisli-tek cikishh dogrusal zamanla degismeyen sistemlerin dayanikli kararl
kilinmas1 da bu tezde ele alinmistir. Yapisal olmayan belirsizliklere sahip bir
sistemin Nyquist egrisi, tek bir egriden ziyade bir egri ailesidir ve reel ekseni bir
noktada degil bolgeler bi¢iminde keser. Gergekte, yapisal olmayan belirsizlik i¢eren
bir sistemin frekans cevabi, verilen bir frekans icin, bir disktir. Belirsizlik igeren
verilen bir dogrusal zamanla degismeyen sistemi dayanikli kararli kilan tiim P ve PI
kontrolorlerinin  Nyquist teoreminin bir genellestirilmesi ve parametre uzayi
yaklagimi kullanilarak bulunabilecegi gosterilebilir. Kokleri sol yar1 diizlemde
bulunan kararl bir karakteristik polinomun kararsiz olmasi i¢in gerek ve yeter kosul,
en az bir kokiiniin sanal eksenden ge¢cmesidir. Bu kok gecisleri, parametre uzayinda
tic tip kararlilik sinirt olusturur ki bunlar reel kok simniri, sonsuz kok sinirt ve
kompleks kok siniridir. Bu kararlilik sinirlari, parametre uzayini kararsiz kapali
cevrim kutup sayisinin degismedigi bolgelere ayirir. Dayanikli kararli yapan tim P
ve PI kontroldrleri belirlemek icin Onerilen yontem, iki reel polinomun kdklerinin
hesabin1 gerektirirken, bir parametre {izerinde herhangi bir tarama yapmay1
gerektirmez ve bunun bir sonucu olarak literatiirde var olan yontemler iizerine hesap
acisindan avantajlar saglar. Ayrica verilen yapisal olmayan belirsizlik igeren bir
sistemi dayanikli kararli kilan PI kontrolorleri bulmak i¢in yeni iki geometrik yontem
de Onerilmistir. Birinci yontem, dayamikli kararli yapan PI kontrolorlerin tam
kiimesini verir; fakat yavas bir yontemdir. Diger alternatif yontem, bir yaklasim verir
ve dayanikli kararli yapan PI kontrolorlerin tutucu bir kiimesini bulur; fakat birinci
yontemden daha hizlidir.

Bu tezde, ayrik zamanl sistemleri kararli yapan tim kazanglar1 hesaplamak igin de
iki yOntem verilmistir. Birinci yOntem, problemin ¢6ziimiinde Chebyshev
polinomlarmin kullanilmasin1 gerektirirken; ikinci yontem, bilineer bir doniisiim
kullanilarak problemin diizenlenmesine odaklanir.
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ROBUST P AND PI CONTROLLER DESIGN

SUMMARY

In controller design, it is essential to achieve stability of the closed-loop system and
various performance specifications. Frequency domain criteria such as gain margin,
phase margin and H_ norms of the closed-loop transfer functions as well as time

domain criteria such as settling time, rise time and overshoot can be counted among
the important performance specifications. Gain and phase margins are frequently
used as robustness indicators for linear time invariant systems. Gain margin, which
can be defined as the maximum gain uncertainty that can be tolerated in the open
loop system without loosing stability in the closed-loop system, and phase margin,
which can be defined similarly for phase uncertainty, are measures of relative
stability. Therefore, finding all low order controllers that satisfy a given gain margin
constraint or phase margin constraint is very important. In this thesis, after providing
methods for determining all stabilizing proportional controllers (P) that satisfy gain
and phase margins constraints, a new method for calculating maximum achievable
gain and phase margins using proportional controllers is proposed. The method is
based on a generalization of Nyquist stability criterion. The generalization of Nyquist
stability criterion suggests to determine the number of unstable poles for gain
intervals obtained by calculating the location and direction of the crossing of the
Nyquist plot with the real axis. Three different cases are examined to calculate
maximum achievable phase margin, namely: open-loop stable systems, open-loop
unstable and high gain closed-loop stable systems, and lastly, open-loop unstable and
high gain unstable systems.

Linear time-invariant systems with delays give characteristic functions known as
quasi-polynomials which have infinite number of roots. Therefore analysis of
stability and calculation of maximum achievable gain and phase margins of systems
with time delay is difficult. To compute all stabilizing gains for the time delay
systems, in this study, a method is proposed that is based on using Padé
approximation and a generalization of Nyquist stability criterion. As this method is
used, both uncertainty gain intervals which stem from Padé approximations and the
entire set of robust stabilizing gains are found. Maximum achievable gain margin for
a time delay system can be calculated using the robust stabilizing gain intervals.

In this thesis, a new and fast method is also proposed to compute maximum
achievable phase margin for time delay systems. Despite the presence of the
exponential delay term, the method which proposes to find maximum achievable
phase margin involves calculation of real roots of a polynomial (not a quasi-
polynomial) with real coefficients. Since the number of roots of this polynomial is
not infinite, calculation of the maximum achievable phase margin of a given system
with time delay is very easy.

As a especial case, a new proportional-integral (PI) controller tuning method based
on pole placement is also proposed for first order plus time delay processes using
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Padé approximation. An important property of the proposed tuning formulation is
that it results in a fast response with no overshoot for a wide range of systems. A
tuning parameter is also provided to fine-tune a given system. The results are
compared with several well-known PI tuning formulas using theoretical
approximations, simulations, as well as, real experiments.

Using P and PI controllers, robust stabilization of continuous time single-input
single-output linear time invariant systems with unstructured uncertainty is also
considered in this thesis. Nyquist plot of a system with unstructured uncertainties is a
family of curves rather than a single curve and crosses the real axis in segments of
the real axis instead of at single points. Actually, the frequency response of a system
with unstructured uncertainty at a given frequency is a disk. In particular, it has been
shown that all P and PI controllers that robustly stabilize a given uncertain linear
time invariant system can be found by utilizing a generalization of the Nyquist
theorem and the parameter space approach. A stable characteristic polynomial,
whose roots are in the left half plane, becomes unstable if and only if at least one root
crosses the imaginary axis. The parameter values of the root crossing form the
stability boundaries in the parameter space, which can be classified into three cases:
the real root boundary, the infinite root boundary, and the complex root boundary.
These stability boundaries seperate regions in which the number of closed loop
system unstable poles do not change in the parameter space. The method, which is
proposed to determine all robustly stabilizing P and PI controllers, involves
calculation of roots of two real polynomials and does not require any search or
gridding over a parameter, and as a result offers computational advantages over
existing methods in literature. Furthermore, two new geometric methods are also
proposed to find PI controllers that robustly stabilize a given system with
unstructured uncertainty. The first method gives exact set of robustly stabilizing PI
controllers; but it is slow. Another alternative method suggests an approximation and
finds a conservative set of robustly stabilizing PI controllers; but it is faster than the
first one.

In this thesis, two methods for calculating all stabilizing gains for discrete-time
systems are also given. The first method demonstrates the use of Chebyshev
polynomials in the solution of the problem and the second method focuses on
converting the problem using a bilinear transformation.
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1. GIRiS

Teknolojinin ilerlemesindeki 6nemi son yillarda gittikge artmakta olan kontrol
sistemleri, giinlilk hayatimizdaki etkinliklerden endiistrideki pek ¢ok uygulamaya
kadar sayisiz alanlarda kullanilmaktadir. Kontrol sistemleri, en genel durumda agik
cevrimli ve kapali ¢evrimli kontrol sistemleri olarak iki gruba ayrilir. A¢ik ¢evrimli
kontrol sistemleri, kontrolr ve kontrol edilen sistem olmak iizere iki kisimdan olusur
ve ayn1 zamanda ¢ikig isareti, giris isaretinin bir fonksiyonu olan sistemdir. Kapali
cevrimli kontrol sistemleri ise; giris isareti, ¢ikis isaretine veya ¢ikis isaretinden
iiretilen bir isaretle referans giris isareti arasindaki farka veya toplama bagl olan
geribeslemeli bir kontrol sistemidir. Kontrol sistemlerinde geribeslemenin kararlilik,
parametre degisimlerine kars1 dayanmiklilik ve bozuculari etkisiz kilma gibi sistem
davranislari iizerine 6nemli etkileri vardir. Bu etkiler, kontrol sistemlerinin en 6nemli

tasarim Kriterlerini olusturur.

Istenen tasarim kriterlerini gerceklestirebilmek igin geribesleme kadar uygun
kontrolor tliriiniin se¢cimi de 6nemlidir. Miihendislik uygulamalar1 geregi, istenen
tasarim kosullarin1 saglayan en basit yapili kontroldrlerin se¢imi tercih edilir.
Gergekte cogu pratik sistem dogrusal olmayan boliimler igerebildiginden; ¢ok islem
gerektiren yiliksek dereceli kontrolorlerin kullanimi, maliyeti arttirir ve sistem
cevabinin istenilenden farkli olmasina neden olabilir. Bu durumda basit yapili olan
diistik dereceli kontroldrlerin kullanimi 6nem kazanir. Bu tiir kontroldrler i¢inde en
yaygin olarak kullanilanlar1 oransal kazang (P), oransal-integral (PI), oransal-tiirev
(PD) ve oransal-integral-tiirev (PID) kontroldrlerdir. Bu nedenle bu tezde, zaman
gecikmesiz ve zaman gecikmeli sistemler i¢in 6nemli performans 6zellikleri arasinda
yer alan kararlihi@i ve Ozellikle yapisal olmayan belirsizliklere karsi dayaniklilig
saglayan P kontrolorlerin kiimesini ve PI kontrolorlerin bolgesini, analitik ve hizli bir

bicimde bulabilen yeni ¢oziim yollar1 gelistirilmistir.

Sistemlerdeki model belirsizlikleri, yapisal olan ve yapisal olmayan belirsizlikler
olmak tizere iki tiirliidiir. Yapisal belirsizlik igeren sistemlerde modelde bulunan
sistem parametre degerlerinin kesin dogru olarak Olc¢iilememesinden kaynaklanan
hatalar veya zaman igerisinde bu parametrelerin degisebilecegi gbz Oniine alinir.
Yapisal olmayan belirsizlikler ise, baz1 sistem dinamikleri lizerindeki bilgi eksikligi

veya yapilan indigemelerden kaynaklanan modelde yer almayan terimlerden



kaynaklanir. Yapisal olan veya olmayan belirsizlikler sistemlerde kararsizliga neden
olabildikleri icin, bunlara kars1 sistemleri dayanikli kararli kilacak kontroldrlerin

tasarlanmasi giintimiizde olduk¢a 6nem kazanmaktadir.

Kontrol sistemlerinin tasarlanmasinda genellikle sistemin kapali ¢evrimde kararl
yapilmasi ve sistem cevaplarinin istenilen performans kriterlerini saglamasi
amaglanir. Tasarimda sistem modellenmesinden ortaya ¢ikabilecek Ol¢lim hatalari,
yiiksek dereceli sistemlerin diisiik dereceli modeller ile gosterilimi ve sistem dis1
bozucularin varligr sistemlerde belirsizliklerin olusmasina ve bdylece istenen
performans kriterlerinin saglanamamasina ve 6zellikle kararsizliga yol agabilir. Bu
performans kriterleri i¢inde dayanikli kararliligin bir gostergesi olan kazang pay1
(KP) ve faz pay1 (FP) gibi olgiitler ile H, normlar1 gibi frekans tanim bolgesi
kriterleri yer aldig1 gibi; yerlesme zamani, yiikselme zamani ve agim gibi zaman
tanim bolgesi kriterleri de 6nemli yer alir. Dayanikli kararlilikta amag, sistemin her

tiirli belirsizlige, bozuculara ve 6l¢iim hatalarina karsi her zaman kararl kalmasidir.

Zaman gecikmesiz sistemleri kapali ¢evrimde kararli kilabilecek P, PI ve PID
kontroldrlerin hizli bir hesap yontemi, Nyquist teoreminin bir genellestirilmesiyle
Munro ve dig. (1999) ve Soylemez ve dig. (2003) tarafindan verilmistir. Bu yontem,
Nyquist egrisinin reel ekseni kestigi yerin ve yoniiniin hesaplanmasi ile kararsiz
kutup sayilarinin belirlenmesi lizerine kuruludur. Belirsizligin bir dlgiitii olan kazang
pay1 ve faz payr kisitlamalart i¢in sistemi kararli kilacak kontrolorlerin hesabini
yapmak amaciyla Munro ve dig. (1999) tarafindan 6nerilen bu yonteme, tezin ligiincii
boliimiinde bazi ek kosullar ilave edilmistir. Frekans tanim bdlgesinde goreli
kararliligin dlgiitleri olan kazang pay1 ve faz payi, dayanikli kararlilik i¢in de dnemli
kavramlardir. Dayanikli kararlilik i¢in bir kontrol sisteminin yiiksek kazang pay1 ve
yiiksek faz payina sahip olmasi gerekir. Kazang payi, bir sistemin ileri yol kazancinin
kararlilig1 etkilemeksizin ne kadar arttirilabilecegini gosteren bir biiyiikliktiir. Faz
pay1 ise, kapali ¢evrimde kararsizliga neden olmaksizin izin verilebilen maksimum
faz belirsizligi olarak tanimlanabilir. Dayaniklilik agisindan 6nemli bir kriter olan
istenen bir kazang belirsizligi i¢in sistemi kapali ¢evrimde kararli yapacak oransal
kontrolorler kiimesi, bu belirsizligin olmadigi nominal sistemi kararli kilan kazang
araliklarinin st smirlarinin  istenen kazang paymna boliinmesiyle bulunan alt
kiimesidir (Bayhan ve Soylemez, 2006a). Faz belirsizligine sahip bir sistemin ise
acik cevrim transfer fonksiyonu reel katsayili olmayip kompleks katsayili olacagi
icin boyle bir sistemi kapali ¢cevrimde kararli kilacak oransal kontroldrlerin hesabi
kolay olmayacaktir. Boyle sistemleri kararli kilacak kazanglar1 bulabilmek amaciyla
faz belirsizligine sahip bir sistemi kararli yapacak oransal kontrolorleri bulmak i¢in

Munro ve dig. (1999) tarafindan verilen yontem, uyarlanarak {iglinci bolimde



kullamlmustir. Ozellikle burada dikkat edilmesi gereken énemli bir husus, nominal
sistemler kesin nedensel ise; faz belirsizliginden dolayr Nyquist egrisinin gegis
yoniinii bulmak icin egrinin orijine gelis acisinin da hesaplanmasi gerektigidir.
Istenen kazang payi ve istenen faz pay: kriterlerini aym anda saglayan oransal
kontroldrleri bulmak i¢in her iki kriteri ayr1 ayr1 saglayan oransal kontroldrlerin ortak
kiimesinin alinmasi1 yeterlidir. Bu noktada sistemin kararliligini bozmadan kazang
pay1 ve faz paymnin en ¢ok ne kadar deger alabileceginin hesaplanmasi 6nem kazanir.
Bu degerler, bu tezde maksimum kazang payi (maxKP) ve maksimum faz payi
(maxFP) olarak tanimlanmis ve iiclincii boliimde zaman gecikmesinden bagimsiz
sistemler i¢in oransal kontrolor kullanilarak erisilebilecek maksimum kazang pay1 ve
maksimum faz paymi hesaplayan Bayhan ve Soylemez (2007a) ile Bayhan ve
Séylemez (2007b) tarafindan Onerilmis yeni teoremler verilmistir. Maksimum faz
pay1 hesabinda 6zel inceleme gerektigi i¢in bu ¢alismada {i¢ tiir sistem ele alinmistir.
Bunlardan biri agik ¢evrim kararli olan, digeri agik c¢evrim kararsiz ve yliksek
kazangta kapali ¢evrim kararli olan ve sonuncusu agik ¢evrim karasiz ve yiiksek

kazangta kapali ¢evrim kararsiz olan sistemlerdir.

Kontrolor tasariminda dayaniklilik, sistemin yapisal olan ve yapisal olmayan
belirsizliklere karsi gosterilen tolerans ol¢iitii olarak diisiiniilebilir. Yapisal olmayan
belirsizlikler kontrol sistemlerinde genelde c¢arpim veya toplam bigiminde
gosterilirler. Yapisal olmayan belirsizlik i¢eren sistemin Nyquist egrisi, tek bir egri
olmay1p bir egri ailesi bigiminde olacagindan reel ekseni, bdlgeler biciminde keser.
Bu egri ailesi, belirsizlik disklerinden olusan bir bant i¢inden gecer (Skogestad ve
Postlethwaite, 2005). Diger bir degisle belirsizlik banti nominal sistemin Nyquist
egrisini ¢evreler. Belirsizlik bantinin reel ekseni kesim yerlerinden bulunan kazang
kiimeleri i¢in sistemin kararlili§i hakkinda kesin bir sey sdylenemez. Nominal
sistemi kararli yapan kazan¢ kiimeleri ile belirsizlik kazang kiimelerinden
yararlanarak yapisal olmayan belirsizlik igeren bir sistemi dayanikli kararli kilan
kazang kiimelerinin hesabi hizlica yapilabilir. Bu amagla zaman gecikmesinden
bagimsiz sistemler icin biitiin olas1 yapisal olmayan belirsizlikler altinda kapali
cevrim sistemi kararli kilan kazan¢ kiimelerini bulan Séylemez ve Bayhan (2008)

tarafindan Onerilen yeni bir yontem, tezin tigiincii bolimiinde verilmigtir.

Zaman gecikmesiz sistemler, karakteristik polinomlarinin reel katsayili olmasindan
dolay1 sonlu sayida koke sahipken; zaman gecikmeli sistemlerin karakteristik
polinomlarinin zaman gecikmesi teriminden kaynaklanan polinomsu (quasi-polinom)
biciminde olmasindan dolayr sonsuz sayida kokii vardir. Zaman gecikmeli
sistemlerin kararlilik incelemesi, zaman gecikmesiz sistemlerinkinden daha zor

olmasi nedeniyle zaman gecikmesiz sistemleri kapali ¢evrimde kararli yapacak



kontrolorlerin hesap yontemleri, zaman gecikmeli sistemlere her zaman dogrudan
uygulanamaz. Uygun Padé yaklagimimin kullanilmasiyla zaman gecikmesi terimi,
rasyonel bir fonksiyon bicimine getirilebilir. Boylece zaman gecikmesiz sistemler
icin gelistirilmis pek cok kararlilik analiz yontemleri, zaman gecikmeli sistemlerin
Padé¢ esdegerleri icin kullanilabilir. Ancak bu yontemlerden elde edilen sonuglar,
Padé esdegerlerinin kullanilmasindan kaynaklanan ve yaklagimin mertebesine bagl
olan hatalar igerebilir. Nyquist teoreminin genellestirilmesine dayanan Munro ve dig.
(1999) tarafindan oOnerilmis olan yontemi, zaman gecikmeli sistemlerin Padé
esdegerlerini veren yeni sistemleri kapali ¢evrimde kararli kilacak oransal
kontrolorlerin kiimesini belirlemek amaciyla kullanabiliriz. Bu noktada Padé
yaklagiminin istenilen keyfi bir derecesi i¢in olusan hata paylarinin hesaplanmasi
onem kazanir. Bu amagcla tezin dordiincii boliimiinde, kullanilan Padé yaklagiminin
mertebesi ne olursa olsun yapilan hata belirlenerek sistemi kapali ¢gevrimde kesin
kararlt yapacak kazang araliklarinin analitik hesabin1 veren yeni bir yoOntem,
Onerilmistir. Zaman gecikmesi terimi ile bunun Pad¢é esdegeri arasindaki hata
fonksiyonlarini, Padé yaklasiminin mertebesine bagli olarak hesaplayan 6nemli bir
teorem, Lam (1990) tarafindan verilmistir. Bu hata fonksiyonlarinin teorem geregi
tanimladig1 disk kiimelerinden yararlanarak zaman gecikmeli sistemlerin yerine
kullanilan Padé esdegerlerini kapali ¢evrimde kararli yapacak kazang kiimelerine
iliskin hata paylarmin hesabini iceren yeni bir yontem ilk defa, bu tezin dordiincii
boliimiinde tanitilmigtir. Pade esdegerini kapali ¢evrimde kararli yapan kazanglar ile
boliim dortte onerilen bu yontemle hesapladigimiz kararliligin belirsiz oldugu hata
paylart arasindaki kiimesel fark, bize sistemi kesin kararli kilan kazang araliklarini

verecektir.

Zaman gecikmeli bir sistemin Nyquist egrisi ile keyfi mertebeden Padé
yaklagimlartyla bulunan Nyquist egrilerinin  olusturdugu egri ailesi, Padé
yaklagsimindan kaynaklanan hataya iliskin disk kiimelerinin olusturdugu bantin
icinden gecerken reel ekseni gesitli noktalarda kesecektir. Bu kesim noktalarinin
yerlerini cebrik olarak hesaplayan dordiincii boliimdeki bu yeni yontemi, iiclincii
boliimde bulunan bazi sonucglardan yararlanarak kazang-faz belirsizligine sahip
zaman gecikmeli sistemler i¢in de ilave kosullar koyarak kullanabiliriz. Zaman
gecikmesiz sistemlerde hesaplanabildigi gibi zaman gecikmeli sistemlerde de
maksimum kazang¢ payr ve maksimum faz paymin hesabi yapilabilir. Bunun i¢in
liclincili boliimde verilen bazi sonuglardan yararlanarak tezin dordiincii boliimiinde
zaman gecikmeli sistemler i¢in maksimum kazan¢ payr ve maksimum faz payi
hesabina iliskin iki yeni teorem verilmistir. Bu teoremlerden ilki zaman gecikmeli
sistemleri kapali ¢evrimde kesin kararli kilan kazan¢ degerlerinin mutlak degerce

biiyilk olan iist smirmin alt sinira olan oranindan maksimum kazang payinin



bulunacagini ifade eder. ikinci teorem ise zaman gecikmeli sistemlerin maksimum
faz pay1 hesabi igin iistel bigimde olan zaman gecikmesi terimini igermeyen tam
¢ozlimili veren pratik bir sonugtur. Bu ¢6ziim polinomsu bi¢iminde olmayip reel
katsayil1 polinom bigiminde olan bir ifadenin kdklerinin hesabini igerdiginden; sonlu
sayida reel kok igin hesap yapilir ve bu nedenle olduk¢a hizli ve kullanigh bir

yontemdir.

Boliim beste ise, ayrik zamanli sistemleri kapali cevrimde kararli yapan kazanglarin
hesab1 i¢in Bayhan ve Soylemez (2006b) tarafindan 6nerilmis iki yontem verilmistir.
Birinci yontem, ayrik zamanli sistemlerde Chebyshev polinomlar1 kullanilarak
bulunan yeni sistemin Nyquist egrisinin reel ekseni kestigi yerlerin hesaplanmasi ve
bunlara iligkin kazang araliklari i¢in kararsiz kutuplarin sayisinin belirlemesi {izerine
kuruludur. Ikinci yontem ise, Munro ve dig. (1999) tarafindan siirekli zamanlh
sistemler igin verilmis genellestirilmis Nyquist teoreminin, ayrik zamanl sistemlerin
bilineer doniisiimleri olan sistemlere uyarlanmis bigimidir. Zaman gecikmesiz
sistemlere iliskin {igiincii boliimde verilen tiim sonuglar, ayrik zamanl sistemlerin
bilineer doniisiimleri olan esdeger sistemleri i¢in de gegerli olacaktir. Bu sonuglar
arasinda istenilen kazang¢ ve faz paylari i¢in ayrik zamanli sistemleri kararli yapan
tim kazanclarin hesabi, maksimum kazan¢ ve maksimum faz paylarinin hesabi ile
yapisal olmayan belirsizlik igeren ayrik zamanl sistemleri dayanikli kararli kilan

kazanglarin hesabi yer alir.

Zaman gecikmesiz sistemleri kapali ¢evrimde kararli kilan PI kontroldrler bolgesini
hesaplayan Ackermann ve dig. (2002a) tarafindan verilmis parametre uzayi
yaklagimi, tezin altinci boliimiinde zaman gecikmeli sistemlerin PI kontrolii igin
uyarlanarak kullanilmistir. Parametre uzayi yaklasiminda kararsiz kapali ¢evrim
kutup sayisinin ayni kaldigr PI diizlemindeki bolgeler bulunarak kararlilik sinirlar
olusturulur. PI kontroloriin oransal ve integral kazang parametrelerinden olusan
frekans tanim bolgesindeki bu uzayda, kararsiz kutup sayisinin sifir oldugu bolgeler
sistemi kararli yapan PI kontroldrler bolgesini verir. Frekans tanim bdlgesinde
kararlilik sinirlar1 frekansin sifira esit olmasina, sonsuza gitmesine ve sifir ile sonsuz
arasinda deger almasina gore sirastyla reel kok siniri, sonsuz kok sinir1 ve kompleks
kok smirt adi verilen ¢ tip sinirdan olusur. Parametre uzayr yaklagimi, yapisal
olmayan belirsizlik iceren zaman gecikmesiz sistemleri kapali ¢evrimde dayanikli
kararli yapacak PI kontrolorler bolgesinin bulunmasinda da kullanilabilir. Yapisal
olmayan belirsizlikten dolay1 sistemin Nyquist egrisi, bir egri ailesi tanimlar ve bu
Nyquist egrilerinin etrafina belirsizlik disklerinden olusan bir bant konulabilir.
Parametre uzay1 yaklasimindan yararlanarak boyle sistemleri dayanikli kararli

kilabilecek tiim PI kontrolorlerin hesabi i¢in altinci boliimde iki yontem Onerilmistir.



Birinci yontem, belirsizlik disklerinin orijini icermesi ve icermemesine gore iki
asama iceren bir yontemdir. Belirsizlik bolgesini bulmak i¢in orijini igermeyen
belirsizlik disklerinin PI diizlemindeki iz diistimleri olan eliptik belirsizlik disklerinin
i¢c kisimlar1 almirken; orijini iceren belirsizlik disklerinin PI diizlemindeki iz
diisiimleri olan eliptik belirsizlik disklerinin ise dis kisimlar1 alinir. Belirsizlik
bolgesinin disinda kalan ve kararsiz kutup sayisinin sifir oldugu bolge, dayanikli
kararli kilan PI kontrolorler bolgesidir. Birinci yonteme alternatif olarak hesabi
kolaylastirmak ve islem hizini arttirmak i¢in geometrik tabanli cebrik bir yontem de
altinct boliimde oOnerilmistir. Dayanikli kararli kilan bolgeye iliskin yaklagik sonug
veren bu yonteme gore orijini icermeyen belirsizlik disklerinin PI diizlemindeki iz
diistimleri olan eliptik belirsizlik disklerinin etrafi, disaridan yamuklarla kaplanip i¢
kisimlar1 alinir ve ilave olarak da orijini i¢eren belirsizlik disklerinin PI diizlemindeki
iz diisiimleri olan eliptik belirsizlik diskleri iceriden es kenar dortgenlerle gevrelenip
dis kisimlar1 alinir. Boylece parametre uzayinda kararlilik sinirlarini da kaplayan bu
yamuklarin igiyle dortgenlerin disindan olusan bolge, sistemin kapali g¢evrim
kararlilig1 acisindan kesin bir sey sdylenemiyen belirsizlik bdlgesidir. Hizli sonug
veren fakat tutuculuga neden olan bu yontemin diginda parametre uzayinda dayanikl
kararlt kilan PI kontroldrlerinin tam bir kiimesini bulmak i¢in ikinci bir yontem de
altinct boliimde Onerilmistir. Yaklasik olmayan kesin sonu¢ veren bu yontem, PI
kontrolor parametrelerini kutupsal koordinatlarda yazip elde edilen yeni sistem igin
birim dairenin taranmasina ve {i¢lincii boliimde verilen sonuglarin kullanilmasina
dayanir. Ancak bu ikinci yontemin birinci yonteme gore islem yogunlugu fazladir;
fakat her ikisi de tutucu olmayan ve sistemi dayanikli kararli yapan PI kontrolorler

bolgesinin tamamini bulur.

Ozel bir durum olarak béliim altida, birinci mertebeden zaman gecikmeli sistemler
icin PI kontroldr parametrelerini ayarlamak amaciyla Pad¢ yaklagimini kullanan ve
kutup atamaya dayali olan; Bayhan ve dig. (2007) tarafindan Onerilmis bir yontem
verilmigtir. Genelde asimsiz ve oldukg¢a kiiciik yerlesme zamanina sahip birim
basamak yanitlarina neden olan bu ydntemi deneysel olarak test etmek icin, ITU
kontrol laboratuvarinda yer alan PT326 sicaklik kontrol deney seti ve ITU
Rektorligii Bilimsel Arastirma Projeleri Birimi tarafindan desteklenen 31685 proje
nolu doktora tez projesi kapsaminda alinan DAQ karti kullanilmis ve bulunan
sonuglar, literatiirde iyi bilinen bazi PI kontroldr katsayilarini ayarlamaya yonelik

yontemlerle de karsilastirilmistir.



2. LITERATUR ARASTIRMASI

Stirekli zamanli sistemlerin kararlilik analizinde kapali ¢evrim sistemin karakteristik
polinomunu esas alarak inceleme yapan cebirsel kararlilik testleri arasinda en 6nemli
olanlar1 Routh-Hurwitz kararlilik kriteri ve Hermite-Biehler teoremidir. Siirekli
zamanli sistemler i¢in agik c¢evrim sistemi esas alarak kapali ¢evrim sistemin
kararlilik incelemesini yapan baslica yontemler i¢inde ise koklerin yer egrisi teknigi,
Nyquist kararlilik kriteri (Nyquist, 1932) ve Bode diyagramlar1 vardir. Karakteristik
denklemin koklerinin kararlihi@in test edilmesinde belirleyici olacagi diisiincesini,
Routh (1877) ispatlamistir ve ilave olarak Hurwitz (1895) ise, karakteristik
denklemin sistem kararliliginin analizinde nasil kullanilmasi gerektigi problemini
¢Ozmiistiir. Verilen sonlu boyutta dogrusal zamanla de§ismeyen sistemleri kapali
cevrimde kararl yapacak tiim kazanglarin Nyquist kriteri ve Routh-Hurwitz kriteri
gibi klasik yontemler kullanilarak bulunabilmesine ragmen; bu yontemlerin diisiik
dereceli kontroldrler kiimesinde onemli yere sahip PI veya PID kontrolorlerin
kullanilmasii gerektiren daha karmasik durumlara nasil uygulanabilecegi ¢ok da
acik degildir. Ayrik zamanli sistemlerin kararlilik analizi i¢in ise Jury kararlilik
kriteri ve Schur-Cohn matris testi, olduk¢a yaygin kullanilmaktadir (Jury, 1974);
ancak ayrik zamanli sistemleri kapali ¢evrimde oransal kazangla kararli kilmak i¢in
kullanilan bu kararlilik kriterleri, dogrusal olmayan esitsizliklerden olusan kazang
araliklar1 verdiginden, yiiksek mertebeli sistemlerde pratik olmayan ¢oziimlere neden
olur (Keel ve Bhattacharyya, 2002).

Verilen bir sistemi kararl kilan tiim kontrol6rlerin tam bir parametrizasyonu Youla
ve dig. (1974) ile Youla ve dig. (1976) tarafindan verilmistir. Youla
parametrizasyonu, cebirsel bir yontem oldugu icin; H,, ve H, optimal kontrol gibi
modern kontrol sentez yontemlerine uygundur (Skogestad ve Postlethwaite, 2005;
Sanchez-Pena ve Sznaier, 1998). Ancak 6nemli bir dezavantaji, bulunan optimal
kontrolorlerin mertebesinin oldukga yiiksek olmasidir. Ayrica optimal kontrolorler,
tasarim kriterlerini saglamak i¢in kontrolor parametreleri iizerinde ayarlama
yapmaya ¢ok da uygun olmadiklar1 i¢in; kirilgan kontrolorlerin ortaya ¢ikmasina
neden olabilirler (Keel ve dig., 1997; Makila, 1998; Kim ve dig., 2007).

PID kontrolorler diisiik dereceli basit yapisi ve dayanikli performans 6zellikleri gibi

nedenlerden dolay1 endiistride olduk¢a sik kullanilirlar. Endiistride kullanilan



kontrolorlerin %90’dan fazlasi PID tipi kontrolorlerdir (Astrom ve Hagglund, 2001).
Pek ¢ok sektorde de tiirevsel kismimin gerekmemesinden dolayi PI kontrolorlerin
kullanimi da yaygindir. Buna Ornek olarak kagit endiistrisinde kullanilan
kontrolorlerin %97’si PI tipidir (Bialkowski, 1993). Boyle kontroldrleri belirlemek
icin pek cok yontem vardir. En yaygin olanlarindan baslicalar1 arasinda: Ziegler-
Nichols ayarlama yontemi (Ziegler ve Nichols, 1942), Cohen-Coon yontemi (Cohen
ve Coon, 1953), Astrom-Hagglund yontemi (Astrom ve Hagglund, 1995), gelismis
(refined) Ziegler-Nichols yontemi (Hang ve dig., 1991), i¢ model kontrol yaklagimi
(Morari ve Zafiriou, 1989; Chien ve Fruehauf, 1990), kazang ve faz payina dayanan
tasarimlar (Ho ve dig., 1995a; Ho ve dig., 1995b; Ho ve dig., 1996), ve integral
performans kriterlerine dayanan yontemler (Smith ve Corripio, 1985; Shinskey,
1985; Zhuang ve Atherton, 1993; Atherton ve Majhi, 1999) gelir.

Zaman gecikmesiz sistemleri kapali ¢evrimde kararli yapacak P, PI ve PID
kontrolorler gibi diisiik dereceli kontrolorlerin  tasarimi igin literatiirdeki
yontemlerden ii¢ tanesi ¢ok kullanilir. Bunlardan ilki Hermite-Biehler teoreminin bir
genellestirilmesine dayanan yontemlerdir (Ho ve dig., 1997a; Ho ve dig., 1997b; Ho
ve dig., 1998; Ho ve dig., 1999; Ho ve dig., 2000; Tan, 2003). Ikincisi Nyquist
egrisinin reel ekseni kestigi yerlerin ve yonlerinin bulunmasiyla Nyquist teoreminin
(Nyquist, 1932) bir genellestirilmesine dayanan yontemdir (Munro ve dig., 1999;
Munro ve dig., 2000; Soylemez ve dig., 2003). Sonuncusu ise parametre uzayi ve
tekil frekans kavramlari iizerine kuruludur (Ackermann ve Kaesbauer, 2001;
Ackermann ve dig., 2002a; Bajcinca, 2001; Bajcinca, 2006; Kiani ve Bozorg, 2006).
Bu ii¢ yontem de ayrik zamanli kontrol sistemlerine uyarlanmistir. Ho ve dig.
(1997c) ile Ho ve dig. (2004) tarafindan Hermite-Bichler teoreminin
genellestirilmesi, ayrik zamanli sistemler i¢in kullanilmistir. Ayrik zamanh
sistemlerin  bilineer doniisiiklerine genellestirilmis Hermite-Biehler teoremini
uygulayarak kararli kilan P ve PID kontrolorlerinin hesabi, Xu ve dig. (2001a) ile
Xu ve dig. (2001b) tarafindan yapilmistir. Hermite-Biehler teoreminin
genellestirilmesini esas alan ve karakteristik polinomun birim daire boyunca
Chebyshev dizisi ile elde edilen goriintiisiiniin faz degisimini kullanarak kararsiz kok
sayisini ve Ozellikle kararliliga iliskin kisitlamalar kiimesini veren bir yontemle ayrik
zamanl sistemleri kararli yapan tek parametreli kontrolorlerin tam bir kiimesi elde
edilebilir (Datta ve dig., 2000; Keel ve Bhattacharyya, 200la; Keel ve
Bhattacharyya, 2001b; Keel ve Bhattacharyya, 2002). Fakat yontemin 6nemli bir
dezavantaji, sistemi kararli yapan kontrolorler kiimesini bulmaya yarayan bu
kisitlamalarin herbirinin sistem derecesine bagli olarak tistel olarak artan sayida
isaret fonksiyonunun analizini gerektirmesidir. Bu nedenle daha hizli iki yontem,

Bayhan ve Soylemez (2005) ile Bayhan ve S6ylemez (2006b) tarafindan onerilmistir.



[k yontem agik gevrim transfer fonksiyonu bilinen ayrik zamanl bir sistemi kararli
kilan oransal kontrolorleri bulmak igin Chebyshev dizisinin iki tipinden de
yararlanarak siradan bir reel polinom bigimine gelen sistemin Chebyshev gdsterimini
bulur ve sonra Nyquist teoreminin genellestirilmesini kullanir (Bayhan ve Soylemez,
2005). Ikinci yontem de, ayrik zamanli sistemin bilineer déniisiigii i¢in Nyquist
teoreminin genellestirilmesini kullanarak sistemi kararli yapan kazanglar1 hesaplar
(Bayhan ve Soylemez, 2006b). Parametre uzayr yontemi ise Ackermann ve dig.
(2002b) tarafindan ayrik zamanl sistemlere uyarlanmistir. Ozel bir kontroldr tiirii
olarak ayrik zamanli birinci mertebeden C(z)=(zX +X,)/(z+X;) bi¢cimindeki
kontroldrler ile ayrik zamanlt sistemlerin Chebyshev gosterilimi kullanilarak kararl

kilinmasi, Tantaris ve dig. (2003a) tarafindan onerilmistir.

Verilen dogrusal zamanla degismeyen bir sistemin karakteristik polinomunun tim
kokleri, kompleks diizlemin agik sol yar1 diizleminde bulunuyorsa; sistem kararlidir.
Karakteristik polinomun asli koklerini bulmaksizin sistemin kararliligin1 belirlemek
icin klasik Hermite-Biehler Teoreminden yararlanilabilir. Bu teorem, verilen reel
katsayilt bir polinomun kararli olmasi i¢in belirli bir i¢ igelik 06zelliginin
saglanmasinin gerek ve yeter oldugunu ifade eder (Datta ve dig., 2000). Hermite-
Biehler teoreminin bir genellestirilmesi, Ho ve dig. (1999) tarafindan reel katsayil
polinomlar icin yapildiktan sonra kompleks katsayili polinomlar igin de
diizenlenmistir (Ho ve dig., 2000). Bu genellestirme, karakteristik polinomun sag
yar1 diizlemdeki kok sayisi ile sol yar1 diizlemdeki kok sayisi arasindaki farktan
yararlanan analitik bir bagintiya dayanir. Bu nedenle kullanishdir; fakat sistem
derecesine bagli olarak iistel olarak artan sayida isaret fonksiyonunun analizini
gerektirdiginden hizli sonug veren bir yontem degildir. Diger taraftan Nyquist
egrisinin reel ekseni kestigi yerlerin ve yonlerinin hesaplanmasindan hareketle
kazang araliklar1 i¢in kararsiz kutup sayilarini bularak Nyquist teoreminin bir
genellestirilmesi olan hizli bir yontem, Munro ve dig. (1999) tarafindan onerilmis ve
daha sonra kararli yapan tiim PID kontrolorlerin hesaplanmasi igin Soéylemez ve dig.
(2003) tarafindan genisletilmistir. Bu yoOntem, sabitlenmis bir oransal kazang
parametre degeri i¢in kararli kilan PID kontrolorler kiimesinin konveks
poligonlardan olusturulmasi iizerine kuruludur ve 3-boyutta kararli kilan bolgeleri
bulmak icin PID kontrolériin oransal kazan¢ parametresinin taranmasi gerekir
(Soylemez ve dig., 2003). Sistemi kapali ¢evrimde kararlt yapan PID kontrolorler
kiimesini bulmak i¢in bir diger yontem de Bajcinca ve Hulin (2004) ile Bajcinca
(2006) tarafindan Onerilmistir. Bu yontem ise, tekil frekanslarda PID parametre
uzayimin ayristirilmasi lizerine kurulu bir yontemdir. Konveks olmayan kararlilik
bolgeleri, konveks poligonal dilimler yardimiyla olusturulabilir. Burada problem iki

kisma ayrilir. Birinci kisim, kararli poligonlar ile oransal kazang parametresinin



araliklarmimn  belirlenmesidir. Integral kazang parametresi ve tiirev kazang
parametresinden bagimsiz olarak oransal kazang¢ parametresinin kararli kilan
araliklar1 belirlenebilir. Bu problemin ¢éziimii bir arama gerektirir. Bu arama, PID
kontrolor i¢in gerekli olan ve tekil frekanslarin olusturdugu oransal kazang parametre
egrisi yardimiyla yapilir (Soylemez ve dig., 2003). Verilen bir sistemi kararli kilmak
icin belli sayida tekil frekans gerekmektedir. Bu yontemin ilk kisimi, gerekli tekil
frekans sayisint hesaplar. Bu yontemin ikinci kisimi ise, oransal kazang
parametresinin sabitlenmis bir degeri icin integral-tiirev kazan¢ parametreleri
diizleminde kararli kilan poligonlarin ortaya c¢ikartilmasidir. Yontem, aslinda
O0zdegerlerin hareketiyle tanimlanan gegisler tizerine kuruludur. Diger taraftan
kararlilik sinir egrisinin PI diizleminde ¢izilmesine dayanan bir yontem ise, Tan
(2005) ile Tan ve dig. (2006) tarafindan tanitilmistir. Kararlilik sinir egrisi, frekansa
bagli oldugundan; frekans sifir ile sonsuz arasinda degisebilir. Sistemi kararl
yapacak kontroldr parametrelerinin hangi frekans araligina iligkin olacagi, kararlilik
siir egrisi yardimiyla bulunur. Ayrica bu yontem gerekli kazang pay1 ve faz payi
degerlerini de saglayan tiim kontrolor parametre degerlerini de hesaplar; ancak
dezavantaji grafiksel bir yontem olmasidir. Parametre uzayinda kararlilik sinirlarinin
cizilmesine ve kararsiz kutup sayilarinin sabit kaldig1 bolgelerin hizli bir sekilde
belirlenmesine dayali olan bir bagka PID kontrolor tasarlama yontemi ise, Saeki
(2007) tarafindan onerilmistir. Bu yontemin 6nemli bir 6zelligi de 6zel tanimlanmis
olan T -kararlilik bdlgesi i¢in de ydntemin uyarlanms olmasidir. Ozel olarak
C(s)=(sx,+X,)/(s+X;) bi¢cimindeki birinci mertebeden kontroldrler ile zaman
gecikmesiz siirekli zamanli sistemlerin parametre uzay1 yaklasimi yardimiyla kararl

yapilmasi i¢in bir yontem, Tantaris ve dig. (2002) tarafindan 6nerilmistir.

Kazang pay1 ve faz payi, acik ¢evrim transfer fonksiyonu ile ilgili kriterler olup; ayni
zamanda kontrol sistemlerinin kapali ¢evrimiyle ilgili olan dayamikli kararlilik
acisindan da Onemli Olgiitlerdir. Ayarlanabilir parametreli tek giris-tek ¢ikislt bir
kontrol sisteminin parametre uzayinda belirtilmis kazang pay1 ve faz pay1 bolgelerini
bulmak i¢in Shenton ve Shafiei (1994) ile Shafiei ve Shenton (1997) tarafindan bir
yontem gelistirilmistir. Bu yontemde parametre uzayinda belirtilmis kazang payi
veya faz pay1 bolgelerinin gerekli sinirlari, kompleks diizlemde kazang pay1 veya faz
payma iliskin bir noktanin izdisiiriilmesi (mapping) ile bulunur. Bu yontemde agik
cevrim D-bolgesi (OLDP) yontemi (Aizerman, 1963), kullanilmistir; ancak bu
yontem bir, iki veya li¢ parametreli sistemlerin goreli kararliliginin arastirilmasiyla
sinirlidir. Sinirlandirilmig (interval) polinom ailesine sahip bir kontrol sistemi igin
Hermite-Biehler teoremi kullanilarak kazang pay1 ve faz payi hesabi ise Tan (2004)

tarafindan yapilmigtir. Zaman gecikmesiz sistemler i¢in istenen kazang payi ve faz
payimi saglayan 6zel kontrolor tiirii olan C(S)=(SX, +X,)/(S+X,) kontroldrlerinin
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bolgesi, parametre uzayi yaklasimi kullanilarak Tantaris ve dig. (2003b) tarafindan
verilmigtir. Diger taraftan Munro ve dig. (1999) tarafindan Onerilen Nyquist
teoreminin bir genellestirilmesi olan yontemden hareketle istenilen kazang payr ve
faz pay1 icin kapali ¢gevrimde sistemin kararliligin1 saglayacak oransal kontroldrlerin
hesabi ile erisilebilecek maksimum kazang ve faz paylarinin hesabi, Bayhan ve

Soylemez (2007a) ile Bayhan ve Soylemez (2007b) tarafindan yapilmistir.

Buraya kadar incelenen sistemlerin transfer fonksiyonlari, polinomlarin orani ile
kolayca ifade edilebiliyordu. Uygulamada cesitli fiziksel, kimyasal, biyolojik ve
ekonomik sistemlerde zaman gecikmesiyle karsilagilir. Zaman gecikmeli sistemlerin
kararliligina ve performans kriterlerine iligkin bazi sonuglar Marshall ve dig. (1992)
tarafindan verilmistir. Zaman gecikmeli sistemlerin kararlilik analizine iliskin

gelismis bir literatiir tarama ¢aligsmasi, O’Dwyer (2003) tarafindan yapilmistir.

Dogrusal zamanla degismeyen zaman gecikmeli sistemlerin polinomsu bi¢imindeki
karakteristik polinomlarin kararliligini analiz etmek i¢in Pontryagin (1955)’in
sonugclari ile Datta ve dig. (2000) tarafindan onerilen Hermite-Biehler teoreminin bir
genellestirmesi kullanilarak zaman gecikmeli birinci ve ikinci dereceden sistemleri
kapali cevrimde kararli yapan P, PI ve PID kontrolorler kiimesi bulunabilir (Silva ve
dig., 2005). Bundan hareketle Hermite-Biehler teoreminin genellestirilmesi
kullanilarak zaman gecikmeli agik ¢evrim kararli ve agik ¢evrim kararsiz birinci ve
ikinci dereceden sistemlerin oransal kontrolii, Silva ve dig. (2000) ile Silva ve dig.
(2001a) tarafindan yapilmistir. Benzer olarak Hermite-Biehler teoreminin bir
genellestirmesinin kullanilmasiyla zaman gecikmeli birinci dereceden sistemlerin PI
kontrolii Silva ve dig. (2001b) tarafindan 6nerilmigken; PID kontrolii ise Silva ve dig.
(2001c¢) ile Silva ve dig. (2002) tarafindan yapilmistir. Ancak bu yontemin bir
dezavantaji, zaman gecikmeli sistemin sonsuz sayidaki kokleri arasindan kararlilik
analizi i¢in yeterli olan kokleri bulmak i¢in grafik bir arama gerektirmesi ve sadece
zaman gecikmeli birinci ve ikinci dereceden sistemler i¢in gelistirilmis olmasidir.
Zaman gecikmeli keyfi dereceden sistemler igin ¢Oziim verilmemistir. Zaman
gecikmeli keyfi dereceden sistemlerin kararli yapilmasi igin grafiksel bir hesap
yontemi, Xu ve dig. (2003) tarafindan onerilmistir. Bu yontem, Nyquist kriterinin bir
genellestirilmesi olup; Pontryagin (1955)’in teoremleri iizerine kuruludur. Bu
yontemin dezavantaji ise, sistemin zaman gecikmesi elemanin sifirdan istenilen keyfi
bir degerine kadar sinirlandirilmis bir aralikta degistiginin kabul edilmesi ve bu
zaman gecikmesi aralig1 i¢in sistemi kararli kilacak oransal kontroldrlerin ortak
kiimesini hesaplamasidir. Diger taraftan sinirlandirilmis zaman gecikmesi araligina
sahip sistemleri kapali ¢cevrimde kararli yapacak tiim oransal kontrolorlerin ortak

kiimesi, benzer bir grafik yontemle Naimark ve Zeheb (1996) ile Naimark ve Zeheb
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(1997) tarafindan hesaplanmistir. Bu iki grafik yontemin de dezavantaji tutuculuga
neden olmalar1 ve ayrica zaman gecikmesi araligi icindeki her deger icin kapal
¢evrim sistem kararli yapilamayabilir. Bu noktada, acik ¢evrim kararsiz bir sistemin
zaman gecikmesi ile kararli hale getirilmesini saglayan ve Niculescu ve dig. (2003)
tarafindan Onerilen bir yontem dikkat c¢ekicidir. Bu yOntem, uygun zaman
gecikmesinin 6nemini de gostermektedir. Bu nedenle bir gecikme aralig1 i¢in kararli
kilan kazanglarin ortak kiimesini bulmak yerine verilen bir gecikme igin sistemi
kararli yapacak oransal kontrolrler kiimesinin hesabinin yapilmasi daha biiyiik
Onem tasir. Bu amagla tezin dordiincii boliimiinde Padé yaklagimi kullanilarak sabit
bir zaman gecikmesine sahip sistemi kesin kararl kilan kazanglar kiimesinin hesabi,
hata paylarinin hesabi da yapilarak verilmistir. Bunun i¢in Lam (1990) tarafindan
verilen bir teoremden yararlanilmistir. Bu teorem, zaman gecikmesi elemaniyla Padé
es degeri arasindaki hata fonksiyonunu hesaplar. Bu hata fonksiyonlari, disk
kiimeleri tanimlar (Ozbay, 2000). Parametre uzay1 yontemini kullanarak zaman
gecikmeli sistemleri kararli yapan ve konveks poligonlardan olusan PID kontrolor

bolgelerin hesabi, Hohenbichler ve Ackermann (2003) tarafindan yapilmustir.

Parametrik belirsizliklere sahip bir sistem modelinde pratikte bu belirsizlikleri
gostermek her zaman miimkiin olmayabilir. Bdyle belirsizliklere sahip sahip
sistemleri dayanikli kararli yapacak kontrolorler H, kontrol teorisi yardimiyla
bulunabilir; ancak bu sekilde bulunan kontrolorlerin mertebesi, en az kontrol edilmek
istenen sistemin mertebesi kadar olur veya son derece kirllgan kontrolorler
bulunabilir (Ho ve dig., 2001). H,, kontroldrlerin mertebesini kisitlandirmak i¢in bazi
calismalar yapilmistir (Iwasaki ve Skelton, 1995). Ancak bu ¢alismalarin ¢gogunun
cebrik agidan kontrol edilmesi, zordur (Ho, 2001). Istenen H.,, performans kriterini
saglayan PID kontroldrlerin kiimesini bulmak i¢in Ho (2001) ile Ho ve Lin (2003)
tarafindan bir yontem Onerilmistir. Bu yontem, PID kontroloriin oransal kontrolor
parametresi {lizerinde bir tarama yapmayi1 ve Hermite-Biehler teoremini kullanarak
kompleks katsayili bir polinom kiimesi i¢in ID diizleminde kararli kilan bdlgelerin
belirlenmesini gerektirir. Alternatif bir yontem, Blanchini ve dig. (2004) tarafindan
verilmigtir. Bu yontem, verilen H., 0Ozelliklerini saglayan ikinci dereceden
kontrolorleri bulmak icin grafiksel tabanli olan ve PID kontroloriin ii¢lincii bir
parametresi iizerindeki genelde oransal kontroldr parametresi {lizerinde bir tarama
yapmay1 gerektiren bir yontemdir. Ancak pek c¢ok pratik durumda dayanikli
kararlilig1 saglayan oransal kontroloriin dogrudan belirlenmesi gerekir. Bu amagla
yapisal olmayan belirsizlikler igeren sistemler icin dayanikli kararliligi saglayan
oransal kontroldrlerin kiimesini dogrudan bulmak i¢in Séylemez ve Bayhan (2008)

tarafindan yeni bir yontem gelistirilmis ve tezin tiglincii boliimiinde de verilmistir.
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Zaman gecikmeli birinci mertebeden sistemler i¢in dayamkli kararli yapacak PI
kontrolorleri hesaplamak amaciyla bir yontem, Krajewski ve dig. (2004) ile
Krajewski ve dig. (2005) tarafindan Onerilmistir. Kontrol edilmek istenen sistemin
normalize edilmesine ve parametre uzayinda kararlilik paylari (kazang ve faz paylar)
ile gecis frekansina bagli eliptik bicimli egri ailesinin ¢izilmesine dayanan bir
yontemdir. Yapisal olmayan belirsizliklere kars1 dayanikli olan ve bazi performans
ozelliklerini de saglayan PI kontrolorleri hesaplayan bir yontem olmasina karsilik,
sadece zaman gecikmeli birinci mertebeden sistemler i¢in uygulanabilir olmasi bu
yontemin bir dezavantajidir. Bu amagla zaman gecikmeli keyfi mertebeden sistemleri
dayanikli kararli yapan PI kontrolorlerin bulunmasina yonelik yeni bir yontem, tezin

altinci boliimiinde Onerilmistir.

13



3. ZAMAN GECIiKMESIiZ SISTEMLERDE DAYANIKLI P TiPi KONTROL

Kontrol sistemlerinin tasarim kriterleri, sistemin ne yapmast gerektiginin
belirlenmesi ve nasil yaptigimin degerlendirilmesi lizerine kuruludur. Bu kriterler
icinde kararlilik, parametre degisimlerine karst dayaniklilik ve bozucular1 etkisiz
kilma gibi kavramlar ilk akla gelenleridir. Bu nedenle ¢esitli performans 6zelliklerini
ve Ozellikle kararliligi saglayan kontrolorlerin tam bir kiimesini analitik ve hizli
olarak hesaplayabilmek énem kazanmustir. Ilgilenilen performans 6zellikleri arasinda
frekans tanim bolgesi i¢in kazang pay1 (KP), faz pay1 (FP) ve kapali ¢evrim transfer
fonksiyonlarinin H,, normlar1 gibi 6lgiitler ile zaman tanim bolgesi i¢in ise yerlesme
zamani ve asim gibi Olgiitler sayilabilir. Kontrolorler kiimesi i¢inde derecesinin
diisiikliigii nedeniyle oransal kazang (P), oransal-integral (PI) ve oransal-integral
tiirev (PID) kontrolorler olduk¢a 6nem kazanmaktadir. Diisiik dereceli kontrolorler
kiimesinin hesaplanmasinda hizli ve pratik bir tasarim yontemi, Munro ve dig. (1999)
tarafindan Onerilmistir. Bu yontem, Nyquist teoreminin bir genellestirilmesine dayali
olup; siirekli zamanl sistemlerin kararliligi, ayrik zamanli sistemlerin kararhiligi,
zaman gecikmeli sistemlerin kararliligi ve bolgesel kutup yerlestirme probleminin

¢Ozlimiinii de i¢eren genis bir uygulama alanina sahiptir.

Goreli kararlii@in ol¢iitleri olan kazang ve faz payi, dogrusal zamanla degismeyen
sistemler i¢cin dayanmikliligin bir gostergesi olarak siklikla kullanilir. Birgok kontrol
sisteminin tasarimi sirasinda bir kisitlama olarak kazang ve faz belirsizligine sahip
sistemleri kararli kilacak kazan¢ kiimesinin bulunmasi beklenebilir. Bu amagla
istenen kazang pay1 ve faz paymi saglatan tiim oransal kontroldrlerin bulunmasina
yonelik yeni bir yontem gelistirilmis ve bu béliimde tamtilmistir. Onerilen bu
yontem, Munro ve dig. (1999) tarafindan tarafindan verilen tasarim yontemine ilave
ek kosullar ekler. Fakat bazi durumlarda istenen kazang payir ve faz payi
kisitlamalarin1 saglayan kazanglar olmayabilir. Bu durumun bir sonucu olarak
oransal kontrolorler kullanildiginda erisilebilecek maksimum kazang pay1 (maxKP)
ve maksimum faz paymin (maxFP) hesab1 olduk¢a 6nem kazanir. Bu tezde, zaman
gecikmesinden bagimsiz sistemler i¢in oransal kontrolor kullanilarak erisilebilecek
maxKP ve maxFP’n1 hesaplayan yeni teoremler insa edilmistir. Bu teoremler, sabit
katsayili reel polinomlarin koklerinin hesabini gerektiren formiiller i¢erdiklerinden
islemleri olduk¢a basite indirgemektedirler. Kazang paymnin klasik tanimi bazi

durumlar icin yetersiz kalabilir. Bu nedenle “negatif kazang payr” (KP™) ve
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“simetrik kazang pay1” (KP*) kavramlar1 da bu caligmada tanitilmis ve maxKP’i

hesaplamak icin gelistirilen teorem, bu kavramlar i¢in de uyarlanmistir. A¢ik ¢evrim
kararli sistemlerin durumu ayrica diisiiniilerek maxFP’n1 saglayan en biiyiik kazancin

hesabi i¢in alternatif bir hesap yontemi de gelistirilmistir.

Siirekli zamanli tek girigli-tek ¢ikish dogrusal zamanla degismeyen yapisal olmayan
belirsizlik iceren sistemleri dayanikli kararli kilabilecek tiim kazanglar, Nyquist
teoreminin bir genellestirilmesi kullanilarak bulunabilir. Bu amagla bu tezde
gelistirilen yeni bir yontem, iki reel katsayili polinomun koklerinin hesabina dayanir
ve literatiirdeki pek ¢ok yonteme gore avantajlari vardir (Soylemez ve Bayhan,
2008).

3.1 Kararhhg Saglayan Kazan¢ Kiimesinin Bulunmasi

Zaman gecikmesiz sistemleri kapali ¢gevrimde kararl kilabilecek oransal kontrolorler
kiimesini bulmak i¢in, Nyquist teoreminin bir genellestirilmesi {izerine kurulu olan
Munro ve dig. (1999) tarafindan gelistirilmis analitik bir hesap ydnteminden
yararlanabiliriz. Kapali ¢evrim sistemin kararli oldugu kazang araligi, agik ¢evrim
sistemin Nyquist yer egrisi incelenerek bulunabilir. Bu yontemle Nyquist yer
egrisinin reel ekseni kestigi yer ve yoniiniin hesaplanmasi1 sonucu bulunan kazang
araliklar i¢in kararsiz kutuplarin sayisini belirlemek miimkiindiir (Munro ve dig.,
2000); (Munro ve dig., 2003).

Sekil 3.1°de tek girisli-tek ¢ikisli bir kontrol sistemi goriilmektedir.

S ces) G, (s) e

Sekil 3.1 : Sabit Kazangli Kapali Cevrim Kontrol Sistemi.

Kontrol edilmek istenen sistemin transfer fonksiyonu

Gy(s) = % (3.1

bi¢imindedir. Burada N(s) ve D(s) reel katsayil1 polinomlar olup sirasiyla,

N(s)=a,s" +a, s +---+as+a, (3.2)
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D(s)=s"+b, s"" +---+b,s+b, (3.3)
bicimindedir ve m <n oldugu varsayilir. Sabit kazang kontrolorii
C(s) =K, (3.4)

olarak yazilabilir. Bu durumda kapali ¢evrim karakteristik polinomu,

8(s,K,)=D(s)+K,N(s) (3.5)

olur. G(s) ’de s = jw yazarsak,

N(JW) _ Nre + jNim

G, (jw) = DGw D, + D, (3.6)
bulunur. Burada D, = Re{D(jw)}, D,, 2Im{D(jw)} bigimindedir. N, ve N, ’de
benzer olarak tanimlanmistir. Dikkat edilirse,

D,. =D, (-w?) D,, =D, (-w*)w 3.7
N, =N, (-w?) N,, =N, (-w*)w 3.8)

olarak yazilabilir. Burada D,(s*) ve sD,(s”), sirastyla $’nin ¢ift ve tek kuvvetlerini
iceren D(s)’nin elemanlaridir. Ornegin  D(s) = D,(s) + sD, (s”) bigimindedir.
N(s)’de benzer bicimde yazilabilir. Bu durumda G,(jw)’i asagidaki bigimlerde

yazabiliriz:
. N, +jwN, D,N,+DNw> . |DN,—D,N
G W — € 0 — € e 0 [¢] + W € 0 [¢] € 3.9
o (W) D, + jwD, D2 + D2w? { D2 + D2w? } 39
2 2
G, (jw)= X(Wz) + 'WY(WQ) (3.10)
Z(w”) Z(w”)
Burada
X(w*)£D,N, +D,N,w’ @3.11)
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Y(W)=D,N,-D,N, (3.12)

Z(W)=D? +Dw (3.13)

bi¢imindedir. D,, D,, N, ve N, gosterimleri sirastyla D,(-w*), D,(-w?),

e

N,(-w?) ve N (-w”) yerine kullanilmistir. (3.10)’dan G, ( jw) nin sanal kisminin

Y (W)
Z(W?)

Im{G, (jw)}=w (3.14)

bigiminde oldugu goriilir. v=Ww’ olarak tanimlayalim. Y(v)’nin pozitif reel

koklerinin  v/,v;,...,v; oldugu kabul edilirse; G,(jw)’nin Nyquist yer egrisi,

I=12,..,y icin w=0, wW=oc0 veya Wzi\/f ’da reel eksen gecer. Boylece
vV, =0 ve V;+2 = oldugu gosterildiginde; i=12,....y +2 icin reel eksenden gecis
noktalar, X; = X(v;)/Z(v;) olarak bulunur. Her j=12.. p, i¢in X; <X, Ve
X; = X(v;;)/Z(v;;) saglanabilecek bigcimde (X;,Vv; ) ciftlerini (i=1.2,...,y+2 igin),
(X;,V;;) olarak yeniden tanimlarsak; Munro ve dig. (1999) tarafindan verilen

asagidaki teoremi ifade etmek miimkiin olur.

3.1.1 Teorem 3.1 (Nyquist teoreminin bir genellestirilmesi)

Uygun (proper) rasyonel transfer fonksiyonu (3.1) ile verilen dogrusal zamanla

degismeyen bir sistemi diisiinelim. D(s)’in sanal eksende hi¢ bir koke sahip
olmadigim kabul edelim. X(W?*), Y(W?) ve Z(w?) (3.11), (3.12) ve (3.13)

bagntilarinda tamimlandigi gibi polinomlar olsun. Ayrica i=1.2,..,q i¢in (X;,V;;)
ciftleri de, yukarida tanimlandig1 gibi olsun. Ustelik Y (V) nin bas katsayis1 y, ile
gosterilirken; Y (V) ’nin en son sifir olmayan katsayis1 Y, ile gosterilsin. O zaman

verilen bir k eK;=(=1/x_,,—1/%) kazanci igin, kapali gevrim sistemin kararsiz

i-1°

kutuplarinin sayisi

i—1

U =Uy+ D 1, 3.15)

t=1

ile verilir. Burada u,, G,(S) nin kararsiz kutuplarinin sayisidir. Reel eksenden

gegcislerin sayisi
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r=>4d. (3.16)

olup; gecis yonii asagidaki gibi ifade edilebilir.

A=(=DHSan(Y P (v;)), 0<v], <o ise
d,. =1 Sgn(y,), v, =0 ise (3.17)

1]

5

Burada Y®(v), Y (V) nin V;: j noktasindaki sifir olmayan birinci tlirevidir.
(3.17)’deki “Sgn” sembolii, isaret fonksiyonunu gostermektedir. (3.15)’den u;, =0

olan kazang araliklari, kararl kilan kazang kiimelerini verir. Sgn(X;_,) # Sgn(x;) ise,

buna iligkin kararli kilan kazang araligi

K2 (=1/X,_,,00) U (=0,~1/X.) (3.18)

Kia Kip

biciminde kazang araliklar1 kiimesinden olusur (S6ylemez ve dig., 2003).

Sistemi kararl yapan kazang araliklarinin bulunmasi i¢in Algoritma 3.1 verilmistir.

3.1.2 Algoritma 3.1 (Nyquist teoreminin genellestirilmesi icin)

Adim 1: (3.15)’den kararsiz kok sayis1 U, bul ve (3.11), (3.12) ve (3.13)’de v=WwW’
yazarak X (V), Y(v) ve Z(Vv) polinomlarini olustur.

Adim 2: Esitlik (3.14)’i saglayan w; ,w,,...,w, frekanslarini yani Y (V) =0 saglayan

£

V,,V,,...,V, frekanslar1 bul ve bunlar iginden reel pozitif olanlarini seg.

Adim 3: Nyquist egrisinin reel ekseni kesme yerleri i¢in X; = Re{GO(jWi* )} veya
(3.10)’dan hareketle x; = X(v;')/Z(v;) bagntilarindan yararlan.

Adim 4: X, > X; olacak bigimde —1/K araliklarim diizenle.

Adim 5: (3.17)’den gegislerinin yonleri bul ve pozitif gecislerinin toplam sayilar1 r;’i

hesapla.

Adim 6: u; =0’1 saglayan K araliklarimi belirle. Bu araliklar, kapali ¢evrimde

sistemi kararli kilan kazang araliklaridir.
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3.1.2.1 Ornek 3.1

Asagidaki sistemi kapali ¢evrimde kararl kilacak oransal kazanglar1 hesaplayalim.

N(s)=s’+2s+4, D(s)=s"+11.3s* +37.865° +39.7s> +19.64s—2.4  (3.19)

(3.19)’da verilen N(s) ve D(S) polinomlarinda s = jw yazilarak, tek-¢ift ayristirmasi

yapilirsa

N, (-w?)=-w’+4, N, (-w*)=2 (3.20)
D.(-w*)=11.3w*-39.7w* -2.4, D, (-w’)=w"-37.86W" +19.64 3.21)

elde edilir. Bu son bagmtilarda v = W’ yazilirsa,

N, (=v)=-Vv+4, N,(=v)=2 3.22)
D,(-v)=11.3v* -39.7v-2.4, D,(-w?*) =v’ —37.86v +19.64 (3.23)

bulunur. (3.11), (3.12) ve (3.13) esitliklerinden

X (V) =—9.3v* +9.18v* —117.12v-9.6 (3.24)
Y(v)=Vv’-19.26v> +91.68v—83.36 (3.25)
Z(V) =V’ +51.97v* +575.44v° +34.7092v> + 576.29v + 5.76 (3.26)

hesaplanir. D(s)’nin kokleri -6, -4, 0.1, —0.7 £ j0.714143 oldugundan; u, =1 olur.
Y(V)’nin pozitif reel kokleri v, =1.187, v; =5.65552, v; =12.4175 diir. Bu koklere
v, =0 ve v; =0 ’da eklenince, bu problem i¢in bes tane reel eksenden gecis frekansi
olur. Nyquist egrisinin reel eksenden gegis yerleri sirasiyla X, =-0.083714,
X, =—0.012308, x, =—0.00675, X, = —1.66667 ve X5 =0 ’dir. (3.16) ve (3.17)’den
gegis yonleri =2, r,=-2, r;,=2, r,=Sgn[y,]=-1 ve r,=-Sgn[y,]=-1
bulunur. Bes gecis frekansi icin Teorem 3.1°den bulunan K; kazang araliklari,
Tablo 3.1°de gdsterilmistir.
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Tablo 3.1 : Ornek 3.1 I¢in Teorem 3.1°den Bulunan Kazanglar.

i v, w; X; r; u, K;

1 0 0 -1.66667 -1 1 0< Kp <0.6

2 | 1187 1.0895 | -0.083714 | 2 0 0.6 <K, <11.9455

3 | 5.65552 | 2.37813 | -0.012308 -2 2 11.9455< Kp <81.2466
4 | 12.4175 | 3.52384 | -0.00675 | 2 0 81.2466 < K <148.146
5| = % 0 1| 2 148.146 < K, < o0

6 - - © - 1 -0 <K, <0

Kapal1 ¢evrim sistemin kararsiz kutup sayisinin sifir olmasimi yani U, =0 olmasini

saglayan K; kazang araliklari, kapali ¢evrim sistemi kararl kilan kazang degerleridir.

Tablo 3.1°den kapali ¢evrim sisteminin K, €K, UKy kazang araliklarini gosteren

K, €(0.6,11.9455) U (81.2466, 148.146) kazanglar i¢in kararli oldugu bulunur. Bu

sistemin Sekil 3.2°de farkli skalalar i¢in goriilen reel eksenden yineli gegisli Nyquist

egrisinin reel ekseni kestigi yerler, Tablo 3.1’de bulunan sonuglar1 dogrulamaktadir.

Im

-1.§8 -1.z5 -1

(@)

075 -0.&5 -0.

Ra

Im
-00g

-o0a

o0z

-0 025-0_02-0_0Z5-0_0Z-0

(©)

o0z

o0

-00g

R=

(b)

Sekil 3.2 : Ornek 3.1°deki Sistemin Farkli Skalalar I¢in Nyquist Egrisi.
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3.1.2.2 Ornek 3.2

Asagidaki sistemi kapali ¢evrimde kararl kilacak oransal kazanglar1 hesaplayalim.

N(s)=0.5s* +2.55° +5s* +24.3755+31.22 (3.27)

D(s) =1.09s* —13.12s” + 64.23s* —151.11s + 70.89 (3.28)
N(s) ve D(s) polinomlarinda tek-¢ift ayristirmasi yapilarak v =w” yazilirsa,

N, (-v) = 0.5v* —5v+31.22, N, (-V) = —2.5v +24.375 (3.29)
D, (-V) =1.09v> — 64.23v +70.89, D,(-w?)=13.12v-151.11 (3.30)

bulunur. (3.11), (3.12) ve (3.13) esitliklerinden

X (v) = 0.545v* —70.365v" +1088.2v* — 6043.02v + 2213.19 3.31)
Y (V) = -9.285V> +328.299v* —2907.99v + 6445.6 3.32)
Z(v) =1.1881v* +32.113v° +314.907v* +13727.7v + 5025.39 3.33)

elde edilir. D(s)’nin kokleri 0.607524, 2.94995+ j3.26477 ve 5.52928 oldugu igin;
U, =4’ diir yani D(s)’nin tiim kokleri, kompleks diizlemde sol yar1 diizlemdedir.
Y(V)’'nin pozitif reel kokleri v, =3.38864, v; =8.86778, v; =23.1016°dir. Bu koklere
v, =0 ve v; = ’da eklenince, bes tane reel eksenden gecis frekans: olur. Bu gecis
frekanslar1 i¢in Teorem 3.1°den elde edilen sonuglar ve kazang araliklari,
Tablo 3.2°de gosterilmistir.

Tablo 3.2 : Ornek 3.2 i¢in Teorem 3.1°den Bulunan Kazanclar.

i v, w; X; I u; K;

1 | 23.1016 | 4.80641 | -0.219624 -2 4 0<K p < 4.566

2 | 3.38864 | 1.84083 | -0.149116 -2 2 4.566 < K p < 6.71

3 | 886778 | 2.97788 | -0.063442 2 0 6.71 < K p < 15.75

4 0 0 0.440402 1 2 K p > 15.75, K p < -2.27
5 0 ) 0.457 1 3 -2.27< Kp < -2.188

6 - - o 4 -2.188 <K, <0
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Tablo 3.2°den kapali ¢evrim sisteminin K eK; kazang araliklarimi veren

6.71< K, <15.75 kazanglar i¢in kararli oldugu bulunur. Bu sistemin Sekil 3.3’de

goriilen Nyquist egrisi, Tablo 3.2’de bulunan sonuglari teyit etmektedir.

Im

P

Sekil 3.3 : Ornek 3.2’deki Sistemin Nyquist Egrisi.

3.1.2.3 Ornek 3.3
Asagidaki sistemi kapali ¢gevrimde kararli kilan kazanglar1 hesaplayalim.
N(s)=0.143s+0.145 D(s) =5’ +5° +2.64s+2.32 (3.34)
Bu sistem i¢in

X (V) = —0.143v* +0.23252v + 0.3364 , Y (v) =0.002v - 0.05104 (3.35)
Z(V) =V’ —4.28v> +2.3296V +5.3824 (3.36)

olarak bulunur. D(s)’nin koklerinin hepsi sol yari diizlemde oldugundan; u, =0 dir

ve sistem agik cevrim kararhidir. Y(V)’nin pozitif reel kokii v, =25.52’dir. Bu
koklere v; =0 ve v; = ’da eklenince, {i¢ tane reel eksenden gecis frekansi olur. Bu

gecis frekanslari icin Teorem 3.1°den bulunan sonuglar, Tablo 3.3’de gosterilmistir.

Tablo 3.3 : Ornek 3.3 i¢in Kapali Cevrimde Sistemi Kararli Kilan Kazanglar.

i v, w; X; r; u; Ki

1 25.52 5.05173 -0.00625 2 0 0<K p < 160
2 © © 0 -1 2 160 < K, <o
3 0 0 0.0625 -1 1 -0 < Kp <-16
4 © 0 -16 <K, <0
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Tablo 3.3’den kapali ¢evrim sistemin Kp eK, UK, kazang araliklarindan olusan

K, € (=16, 160) kazanglar1 i¢in kararli kilinabilir oldugu gozlenmektedir.

3.2 Kazanc Pay1 ve Faz Pay1 Kavramlari

Zaman tanim bolgesinde dogrusal zamanla degismeyen tek girisli-tek ¢ikisl kontrol
sisteminin goreli kararliligi en biiyiikk {ist asim, yerlesme zamani vs. gibi

parametrelerle Olciiliir. Frekans tanim bdlgesinde ise goreli kararlilik, ¢evrim transfer
fonksiyonu G, (S) ’nin Nyquist egrisinin Ol¢iimleriyle belirlenebilir. Genel olarak

Nyquist egrisinin kritik nokta (-1, j0) ’a yakinligi, kapali ¢gevrim sisteminin kararlilik
mertebesini verir. Ornegin Sekil 3.4’den Nyquist egrisi verilen sistem icin ¢evrim
kazanc1 arttikca; Nyquist egrisi ile negatif reel eksenin kesisim noktasi, kritik
noktaya dogru yaklasir, kritik noktadan gecer ve sonra kritik noktay1 ¢evreler ve

boylece kararsizlik olusur.

Sekil 3.4 : Kararli Bir Sistem I¢in Kazang Pay1 (KP) ve Faz Pay1 (FP).

Kazang pay1, Nyquist egrisinin reel ekseni kesim yeriyle (-1, jO) kritik noktasi

arasindaki mesafeyi 6l¢mek i¢in kullanilir (Shenton ve Shafiei, 1994). Kesisme,
orijinden ‘Go(jwp)‘ kadar uzak mesafede olursa; kazancin 1/‘G0(jwp)‘ carpani ile

carpilmasi, kapali ¢evrim sistemini sinirda kararli yapacaktir. 1/‘Go(jwp)‘ carpant,
kazang payidir. Burada w, frekansi, fazin 180° oldugu ( £G,(jw,) = 180°) frekanstir

ve faz gegis frekansi olarak adlandirilir. w, frekansina karsi diisen ‘Go(jwp )‘ modiili

icin dB cinsinden kazang pay,
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KP,, 2 ZOlog( 1[G, (w, ) ): ~2010g|G, (jw,)| (3.37)
biciminde yazilir. Genel olarak kazang payi, kararl bir sistemin kararsiz olmadan

kazancinin ne kadar arttirilabilecegini gosterir.

Frekanstan bagimsiz kompleks bir Ke'’ kazanci kullanilarak Sekil 3.5 ile verilen bir
sistemin kazang¢ ve faz pay1 belirlenebilir (Bayhan ve Séylemez, 2006a). K =1 ve

0 =0 i¢in kapali ¢evrim sistemin kararli oldugunu kabul edelim. O zaman kazang

payi,

KP = min(K) (3.38)
Gy (jwy)=-1/K
K=>1

olarak tanimlanabilir. (3.38)’den hareketle kazang pay1 dB cinsinden

KP,, = 201log (KP) (3.39)

biciminde yazilabilir.

Ke1? Go (s)

Sekil 3.5 : Kazang-Faz Belirsizligine Sahip Kapali Cevrim Sistem.

Dikkat edilirse (3.38) ile verilen kazang pay1 ifadesi, yalnizca 1°den biiyilik kazang
belirsizliklerini ele alir ve bu nedenle dB cinsinden kazang pay1 negatif olmayan bir
sayidir yani KP, >0 olur. Bu durum, bazen yaniltici olabilir; ¢linkii K <1 i¢in

kazang payi, ne kadar kazang belirsizligine izin verilebilecegi bilgisini icermez.
0 < K <1 i¢in kazang belirsizlikleri diisiiniildiigiinde; “negatif kazang pay1” (KP™)

i¢in,
KP™ = max(K) (3.40)
Gy (jwp)= ~1/K
0<K<1

olarak tanimlanabilir. O halde dB cinsinden negatif kazang pay1
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KP,s £20log(KP") (3.41)

olacaktir. Dikkat edilecek olursa KPy, her zaman negatif degerler olacaktir. Sonug

olarak @ =0 oldugu durumda KP~ < K < KP i¢in kapali ¢cevrim sistem, kararlidir.

Bu noktada logaritmik skalada hem pozitif hem de negatif yonde izin verilebilen en
biiyiik kazang belirsizligini gostermek igin “simetrik kazang pay1” (KP')’1 dB

cinsinden

KP; £ min(-KPy;, KP,;)=20log(KP") (3.42)

olarak tanimlayabiliriz. Dikkat edilecek olursa KPy, , her zaman pozitif degerler alir

ve kararlilik etkilenmeksizin ¢evrim kazancinin ne kadar artirilabilecegini veya

azaltilabilecegini gosterir.

Kazang payi, KG,(s) nin Nyquist egrisinin reel eksende (-1, jO) kritik noktasini

kesmesi i¢in K’nin almasi gereken en kiiciik degeri gosterir. Diger bir deyisle kazang
pay1, G,(s) nin Nyquist egrisinin reel eksende (—1/K, jO) kritik noktasini kesmesi

icin K’nin almasi gereken minimum degeridir.

Faz pay1 da goreli kararliliin bir 6l¢lsiidir. Modiliin 1 yani 0 dB oldugu w,

frekansina kazang gecis frekansi denir. Buna gore faz payi,

G, (jw, )| =1 yapan W,

frekansindaki faz G (jw,) olmak tizere
FP 2 /G, (jw,)~ 180° (3.43)

olarak tamimlanir. Faz payi, Nyquist egrisinin (—1, jO) kritik noktasini ¢evrelemesi

icin kag derece dondiiriilmesi gerektigini belirleyen agidir. Diger bir ifadeyle faz
payi, kapali ¢evrimde kararsizlia neden olmaksizin izin verilebilen maksimum faz

belirsizligi olarak da tanimlanabilir ve

FP2  min(9) (3.44)
Gy ( ng )=ej(180+6’)
0<6<180°

olarak ifade edilebilir. Reel katsayili rasyonel transfer fonksiyonuna sahip
sistemlerde Nyquist egrisi, reel eksene gore simetrik oldugu icin; faz payr hem
pozitif hem de negatif faz belirsizliklerini igerir. Bu nedenle negatif faz pay1
kavramin1 tanimlamaya gerek yoktur. Kapali c¢evrim sistemin K =1 ve

— FP < 8 < FP i¢in kararl1 oldugunu ifade edebiliriz.
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3.3 listenen Kazanc Pay1 ve Faz Payim Saglayan Kazan¢ Kiimesinin Bulunmasi

Istenen faz payini saglayan biitiin oransal kazanglar1 bulmak igin (3.2)’deki N(5)
polinomu kompleks katsayili olacagindan Teorem 3.1’e bazi 6zel durumlar
eklenmistir. Istenen kazang ve faz paymi bulmak icin kazang-faz belirsizligine sahip
Sekil 3.5’deki sisteme K, kazang kontroldrii ilave edilerek Sekil 3.6’daki geri

beslemeli kontrol sistemi elde edilmistir.

\ 4
A
A

Gy ()

v

Ke ¢

Sekil 3.6 : Kazang-Faz Belirsizligine Sahip Bir Sistemin Oransal Kontroli.
3.3.1 [listenen kazanc payim saglayan kazang kiimesinin hesabi

3.3.1.1 Lemma 3.1 (Bayhan ve Soylemez, 2007a)

Verilen bir G,(s) sistemini kararli hale getiren tiim kazanglara iligkin araliklar
K= {KI,KZ,...,Kt}, Teorem 3.1 yardmyla i=1,2,...,t i¢in K= (K K

seklinde bulunmus olsun. Istenilen (KP) . kazang pay kisitlamasini saglayan tim

imin ° imax)

min

kararl kilan kazanglar, K ={ K, E,..., K } olmak iizere

K. _
@, Kimin > e Ise
W (KP)min
Ki= (3.45)
K min s K , Aksi durumda
(KP)min

araliklart ile belirlenir. Burada @, bos kiimeyi gdstermekte olup; tim K

araliklariin bos kiime olmast durumu istenilen kazan¢ payimni saglayacak oransal

kontroldr olmamasi seklinde yorumlanir (Bayhan ve Soylemez, 2007a).

3.3.1.2 Lemma 3.1’in ispat1

Kapali ¢evrim sistemi kararli hale getiren en kiigiik kazancin K
K, €Kiz (K

ile verildigi ayrica

i min

Ki...) arasinda secildigi zaman kapali ¢evrim sistemin kararli

imin *
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olacagi ve tanim geregi kazan¢ paymnin K

Imax

/K, degeri ile ifade edilebilecedi

goriilerek ispat tamamlanir.

Benzer sonugclar, negatif kazang pay1 ve simetrik kazang pay1 i¢in sirastyla asagidaki

iki lemma ile verilebilir.
3.3.1.3 Lemma 3.2 (Bayhan ve Soylemez)

Verilen bir maksimum negatif kazang payr (KP ") __ kisitlamasini saglayan tiim

kararl kilan kazanglar K :{ K, E,..., K } olmak iizere

g, Kimax< Kimin |
_ (KP™)
K - (3.46)
L Kina | Aksi durumda
(KP™)

max

araliklari ile belirlenir.

3.3.1.4 Lemma 3.3 (Bayhan ve Soylemez)

Verilen bir minimum simetrik kazang payr (KP ") . kisitlamasini saglayan tiim

min

kararli kilan kazanglar K :{ Ky Ky K, } olmak tizere

D9eeesy

@, (KP™)2 <ﬁ ise

K. = (3.47)

Ky (KP*),s —imas | Aksi durumda
(KP")

araliklar ile belirlenir.
3.3.2 [lIstenen faz paymm saglayan kazanc kiimesinin hesabi
Istenen faz pay1 0 icin (3.1) ile verilen sistem,

e "N(s) (cos@ — jsin@)N(s) , N(s)
D(s) D(s) ~ D(s)

G,(s) = (3.48)
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biciminde faz payima bagimli bir sistem olarak yazilabilir. Dikkat edilirse (3.48) ile
verilen yeni sistemin pay polinomu N(s), kompleks katsayilidir ve bu nedenle
sistemi kararli kilacak tiim kazanglar1 bulabilmek i¢in Teorem 3.1°in genisletilerek

diizenlenmesi gerekir (Bayhan ve Soylemez, 2007a; Bayhan ve Soylemez, 2007b ).
Bu amagla (3.48)’de s = jw yazilirsa

& (i _ﬁ(jw):(cosé—jsmﬁ)l\l(jw)
D(jw) D(jw)

= (cos @ — jsin 8)G, (jw) (3.49)

bulunur. (3.49)’da (3.10) yazilip diizenlenirse

(X(Wz)cos§+WY(W2)sin§)+ (WY (W?)cos @ — X (w?)sind)

G, (jw) = 7o ) (3.50)
bulunur. Burada asagidaki iki polinomu tanimlayalim:

X (W) 2 X (W?)cosd +wY (W?)sin & (3.51)
Y (w) 2 wY (w?)cos @ — X (W?)sin & (3.52)
(3.51) ve (3.52)’1 (3.50)’de yazarsak

G, (jw) = Xw) j Yw) (3.53)

Z(w*) " Z(w?)

bicimine gelir. Teorem 3.1°¢ benzer olarak YN(W) nin  pozitif reel kokleri

~ % ~ %

W, ,W,,..., VT/; olmak fizere; i=12,.,y icin reel eksenden gecis noktalari,

X, = X W)/ Z(W; 2) olarak bulunur. Istenen faz payini saglatacak ve kapal

cevrimde sistemi bu kisit i¢in kararli kilacak kazancglari bulmak amaciyla Teorem 3.1

genisletilmis asagidaki teoreme doniistliriilmistir.

3.3.2.1 Teorem 3.2 (Bayhan ve Soylemez, 2007b)

Uygun (proper) bir rasyonel transfer fonksiyonu (3.1) ile verilen dogrusal zamanla
degismeyen bir sistemi diisiinelim. D(s)’nin sanal eksende hi¢ bir koke sahip
olmadigini kabul edelim. X (W) ve YN(W) , (3.51) ve (3.52) bagntilarinda tanimlanan
polinomlar olsun. i=12,.,y+1 i¢in (X, W;;) ciftleri, yukaridaki gibi tanimlansin.

Verilen bir k elKi=(-1/%_,,—1/%) kazanci igin, kapali ¢evrim sistemin kararsiz

i-1°

kutuplarinin sayisi
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i—1

0 =u,+ ),

t=1

(3.54)

!

ile verilir. Burada u,, G,(s)’nin kararsiz kutuplarinin sayisidir. Reel eksenden

gecislerin sayisi,
Pi

P-4 (3.55)
i=1

olup; gecis yonii,

1- (=)' .
( (2 ))Sgn(Y")(W,*)), 0<Wi*<oo ise (3.56)

O,
Il

=3gn(y,), W =co ise

ile tanimhidir. Kesin nedensel (strictly proper) sistemlerin gecis yonii hesabinda
G,(Jw) nin Nyquist egrisinin W— oo i¢in, orijine gidis agist y Onem kazanir.
D(s) ’in derecesi N ve N(S)’nin derecesi m olmak iizere; bu a¢1 w =(n—m)z/2
bagintisiyla hesaplanir. (3.56)’da verilen ge¢is yonii hesabi icin sistem kesin
nedensel ise ve w=x/2 veya yw=37/2 ise; (X',W, ) giftlerine, W =00 ve
X" = 0’da eklenir. Sistem tersi de nedensel (biproper) ise; (3.56)’da W, = i¢in olan
ikinci kosul olmayacaktir. (3.56)’daki YN(')(VNVi* ), YN(W) ’nin W, noktasindaki sifir
olmayan birinci tiirevini gosterirken; V, ise YN(W) ‘nin bas katsayisim1 gosterir. O

zaman verilen bir faz pay1 FP = 6 >0 kisitlamasin saglayan tiim kararli kilan
kazang araliklari, @, =0 olan kazang araliklaridir. Istenen faz payi igin Nyquist

egrisi, dondiiriilmiis oldugundan ve artik simetrik olmayacagindan; yeni Nyquist

egrisinin reel eksenden gecisleri, ¢iftler halinde olmayacaktir.

3.3.2.2 Uyan 3.1

Istenen kazang payr ve istenen faz payi kriterlerini aym anda saglayan oransal
kontrolorleri bulmak i¢in her iki kriteri ayr1 ayr1 saglayan oransal kontroldrlerin ortak

kiimesi alinir.

3.3.2.3 Ornek 3.4 (Verilen KP ve FP’m saglayan kazanclar icin)

Ornek 3.1°de verilen sistem igin 5dB kazang paymi ve 20° ile 60° faz paylarmni

saglayan tiim kazanglar1 hesaplayalim.
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5dB kazang pay1 igin sistemi kapali ¢evrimde kararli kilacak kazanglar1 bulmak igin

Lemma 3.1°den yararlanabiliriz. Bu amagla (3.39)’dan

KP,, =5dB =20log(KP),. = (KP), =1.7783 (3.57)

min min

bulunur. Tablo 3.1°den kapali ¢evrim sisteminin K K, UKy kazanglarini olusturan
Ko= (K, , K, )=(0.6, 11.9455) ve K4= (K, , K, )=(81.2466, 148.146) kazang

2min ? 4min ?

araliklar1 i¢in kararli oldugu g6z oniine alinarak; Lemma 3.1°den

K_zz(Km, (E;max J:(o.@ 6.7174) , K, =(81.2466, 83.3077) (3.58)

min

bulunur. K e(0.6, 6.7174)(81.2466, 83.3077) kazang araliklarinda kapali ¢evrim

sistem, en az 5dB’lik kazang payi ile birlikte kararl olacaktir.

0 =20° faz pay1 i¢in sistemi kapali ¢evrimde kararli kilacak kazanglar1 bulmada
Teorem 3.2’den yararlanabiliriz. Oncelikle e 7% =co0s20— jsin20=0.93969- j0.342

ifadesinden istenilen faz payi icin (3.51) ve (3.52)’den

X (W) = —9.02—28.51w—110.056W> +31.35W* + 8.63w* — 6.59W° —8.74w° +0.342w’  (3.59)
Y (W) =3.28 — 78.33w + 40.06W> +86.15W° —3.139w* —18.098w° +3.18W° +0.939w’  (3.60)

olarak hesaplanir. Teorem 3.2’den Y (w)’nin reel kokleri W' =-6.09176,
W; =0.0429435 ve W; =0.76177 dir. (3.19)’daki kesin nedensel sistemde y =37/2

oldugundan; W, =0 frekansi icin de reel eksenden gecis olacagindan; dort tane reel

eksenden gegis frekansi olur. 8 =20° igin donmiis Nyquist egrisinin reel eksenden
gecis yerleri sirastyla X, =-0.002505, X, =-1.53099 , X, =-0.172634 ve X, =0 dir.

Gegis yonleriise f; =1, f, =—1, f; =1 ve [, =—1 olarak bulunur. Bu gecis frekanslari

icin bulunan K; kazang araliklari, Tablo 3.4’de gosterilmistir.

Tablo 3.4 : Ornek 3.4’de FP=20° i¢in Teorem 3.2’den Bulunan Kazanclar.

i W, X r U, K;

1 |0.0429435 | -1.53099 1 1 0<K p < 0.65317

2 0.76177 | -0.172634 1 0 0.65317 < Kp <5.7926
3 | -6.09176 | -0.002505 1 1 5.7926 < K p < 399.202
4 © 0 1 2 399.202 <K, <o

5 o 1 —0o <K, <0
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20° faz payi icin kapali ¢evrim sistemin kararsiz kutup sayisinin sifir olmasini
saglayan K; kazang araliklari, Tablo 3.4’den 0.65317 < K, <5.7926 olarak bulunur.
Bu sistem i¢in 5dB kazang pay1 ve 20° faz payini birlikte saglayan kazang kiimesini
veren kazanglar, 20° faz payim saglayan kazanglar oldugu goriliir. Sekil 3.7 (a), (b),
(c)’de 20° faz pay:r i¢in dondiiriilmiis yineli gegisli Nyquist egrisinin reel ekseni
kestigi yerler, Tablo 3.4’de bulunan sonuglarla uyusmaktadir.

It Im
0.04
0.02
0.0z
-1 o.0L1f
-1%5 -l.25 -1 -0.75 -0.5 -p72S
-0.z
Be
-0.a -0.1  -0.0%  -0.06 -0.04 -0.0Z
(a) (b)

Im

Re

I -EIEI2 — -IEI.IEIlISI I -I:II:ll I I—IEI.IEIIIIISI l
(©

Sekil 3.7 : Ornek 3.4’de FP =20° I¢in Dénmiis Yineli Gegisli Nyquist Egrisi.

6 =60° icin Teorem 3.2’nin kullanilmasiyla elde edilen sonuglar, Tablo 3.5’de

gosterilmistir.

Tablo 3.5 : Ornek 3.4’de FP=60° i¢in Teorem 3.2’den Bulunan Kazanglar.

i W, X f U, K;

1 | -17.1607 |-0.0001807 1 1 0<K p < 5534.034
2 © 0 1 2 5534.034 <K, <o
3 o 1 -0 <K, <0
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Tablo 3.5’den goriildiigii izere 60° faz payi i¢in bu sistemi kapali ¢gevrimde kararli
kilacak kazang degeri yoktur. Dogal olarak bu sistem i¢in 5dB kazang pay1 ve 60°
faz payim birlikte saglayan kazang kiimesi de yoktur. Sekil 3.8 (a), (b), (c¢)’de 60°

dondirtilmis yineli gecisli Nyquist egrisi verilmistir.

Im

Im

Be Re
-1.&¢ -1 ~-0.8 -0.6 -0.4 -0.Z oz -0.05 -0.04 -0.02 -0.02 -0.0l1

(@) (b)

Im

Fe

-0.0z =0.01% -0.01 =0.00s

(©)

Sekil 3.8 : Ornek 3.4’de FP=60° i¢in Dénmiis Yineli Gegisli Nyquist Egrisi.
3.3.2.4 Ornek 3.5 (Verilen KP ve FP’m1 saglayan kazanclar icin)

Tersi de nedensel olan Ornek 3.2°de verilen sistem i¢in 5dB kazang paymi ve 70° ile

10° faz paylarii saglayan tiim kazanglar1 hesaplayalim.

KP,; =5dB kazan¢ payi1 icin sistemi kapali ¢evrimde kararli yapacak kazanglar

bulmada (3.57)’den (KP)_..
Tablo 3.2°den kapali ¢evrim sisteminin K eKs=(K, ,, K, ) =(6.71, 15.75)

=1.7783 olarak bulundugu g6z Oniine alinarak ve

kazanglar i¢in kararli oldugu dikkate alinarak; Lemma 3.1’den 5dB kazang pay1 igin
K, =(6.71, 8.8568) (3.61)

kazang araliklarinda kapali ¢cevrim sistem, kararli olacaktir.
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0 =70° i¢in Teorem 3.2’nin kullamlmasiyla elde edilen sonuglar, Tablo 3.6’da

verilmistir. Sistem tersi de nedensel oldugundan; (3.56)’da W, =00 i¢in olan ikinci

kosul olmayacaktir.

Tablo 3.6 : Ornek 3.5°de FP=70° i¢in Teorem 3.2’den Bulunan Kazanclar.

i | W X Folog K;
1 8.56879 | -0.385629 -1 4 0<K p < 2.59

2 | -0.820568 | -0.280562 -1 3 2.59< Kp <3.564

3 | 0.460587 | 0.360168 1 2 3.564 < K by T 2.776 > K b
4 | -13.7418 | 0.431431 1 3 -2.776 < K p < -2.3179

5 o 4 ~23179 <K, <0

Tablo 3.6’dan goriildiigii lizere 70° faz pay1 i¢in bu sistemi kapali ¢evrimde kararh
kilacak kazang degeri yoktur; bu nedenle 5dB kazang pay1 ve 70° faz payin birlikte

saglayan kazang kiimesi de yoktur.

6 =10° i¢in elde edilen sonugclar ise, Tablo 3.7°de gosterilmistir.

Tablo 3.7 : Ornek 3.5’de FP=10° I¢in Teorem 3.2’den Bulunan Kazanglar.

i | W % Folog K;

1 5.20146 | -0.251885 -1 4 0<K p < 3.970066

2 | -4.41234 | -0.182829 -1 3 3.970066 < K p < 5.469592

3 | -1.64254 | -0.169564 -1 2 5.469592 < Kp <5.89748

4 | 2.08992 | -0.124508 -1 1 5.89748 < K p < 8.03161

5 2.80351 | -0.067545 1 0 8.03161 < Kp <14.80488

6 | -3.13778 | -0.066093 1 1 14.80488 < Kp <15.1302

7 0.06003 | 0.438471 1 2 15.1302 < Kp , —2.28065 > Kp
8 | -97.6082 | 0.458178 1 3 —2.28065 < Kp < —2.18256

9 oo 4 ~2.18256 <K, <0

Tablo 3.7°den 10° faz belirsizligi i¢in kapali ¢evrim sistemi kararl kilan kazanglar
8.03161 < K/ <14.80488 araliginda hesaplanmistir. Bu sistem igin 5dB kazang pay1

ve 10° faz paymi birlikte saglayan kazang kiimesi 8.03161<K <8.8568

degerleridir.

Sekil 3.9°da goriildiigii gibi 70° faz pay:r i¢in dondiiriilmiis Nyquist egrisinin reel
ekseni kestigi yerler, Tablo 3.4’de bulunan sonuglarla uyusmaktadir.
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Sekil 3.9 : Ornek 3.5°de FP=70° I¢in Nyquist Egrisi.

Sekil 3.10°da ise bu sistemin 10° dondiiriilmiis Nyquist egrisi verilmistir.

Im

R

Sekil 3.10 : Ornek 3.5°de FP=10° i¢in Nyquist Egrisi.

70° faz pay1 icin sistemi kararlh kilan kazan¢ degerleri yokken; 10° faz pay1 icin
sistemi kararli kilan kazang¢ arali§i vardir. O halde burada sistemin kararlili§im
bozmadan kazang pay1 ve faz paymnin en ¢ok ne kadar deger alabilecegi sorusu akla
gelmektedir. Bu degerlere maksimum kazang pay1 (maxKP) ve maksimum faz payi
(maxFP) denilir. Onceki boliimlerde verilen sonuglar yardimiyla bu degerlerin hesap

yontemleri izleyen iki boliimde verilmistir.

3.4 Maksimum Kazan¢ Pay1 Hesabi

Maksimum kazang payini hesaplamak i¢in Teorem 3.1°den bulunan ve kapali ¢evrim
sistemi kararli kilan kazang¢ degerlerinin mutlak degerce biiyiik olan {ist sinirmin alt
sinira olan oranindan yararlanilir. Kararli kilan birka¢ kazang araliginin olmasi
durumunda, her kazan¢ araliginin ayri ayri oranlarmin ig¢inde en biiylik olani,
maksimum kazang payidir (Bayhan ve Sdylemez, 2007b). Bu, matematiksel olarak

asagidaki lemma ile ifade edilebilir.
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3.4.1 Lemma 3.4 (Bayhan ve Soylemez, 2007b)

G,(s) sistemini kararli kilan K= (K Kimx) kazang araliklarinin her biri i¢in,

i min >

kazang paylar1

A maX(|Kimin > Kimax|)
e (3.62)
min(|K K )

olarak tanimlanirsa; maksimum kazang payz,

b

imin imax

max KP = max{KP, } (3.63)

bagintisi ile hesaplanabilir. Dikkat edilirse i €[1,2,...,t] i¢in maxKP’na K =K

i min

kazancinda erisilir. Fakat K/ = K; . ise; negatif kazang pay1r (KP™), 0dB olur. Yani

imin

birden kiigiik kazang belirsizliklerine (K <1) miisamaha edilmez.

Benzer sonuglar, minimum negatif kazan¢ payr min(KP~) ve maksimum simetrik

kazang payr max(KP") icin de asagidaki iki lemma ile verilebilir.
3.4.2 Lemma 3.5 (Bayhan ve Soylemez)

G,(s) sistemini kararli kilan K= (K Kim) kazang araliklarinin her biri igin,

imin >

negatif kazang paylari
KP- A min(|Kimin ’ |<imax )
- 2 3.64)
ma’X(|Kimin ’ Kimax )

olarak tanimlanirsa; minimum negatif kazang payz,

1
max KP

min KP~ = min{KP {= (3.65)

bagintist ile hesaplanabilir. Dikkat edilirse i€[l,2,...,t] i¢in minKP ’na
K, =K.« kazancinda erisilir. Fakat bu kazang icin kazang pay1, 0dB olur. Yani

I max

kapali ¢cevrim sistem, birden biiyiik kazang belirsizliklerine izin vermez.
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3.4.3 Lemma 3.6 (Bayhan ve Soylemez)

G,(s) sistemini kararli kilan K= (K Kim) kazang araliklarinin her biri i¢in,

i min >

simetrik kazang paylar

* max(|Kimin ’ Kimax| )
KP™ = (3.66)
min ( | Kimin > Kimax )
olarak tanimlanirsa; maksimum simetrik kazang payz,
max KP™ = m_in{KPi*}= v/max KP 3.67)

bagimtisi ile hesaplanabilir. max KP™’a, K =4/K . K

min i max

kazancinda erisilir.

3.4.4 Uyar 3.2

Lemma 3.4, Lemma 3.5 ve Lemma 3.6’dan hareketle, acik ¢cevrim kararli olan (yani
K, — 0 i¢in kapali ¢evrim kararli olan) veya yiiksek kazangta kapali ¢evrim kararh

olan (yani K 3 —oo i¢in kapali ¢evrim Kkararl olan) sistemlerde

max KP = maxKP" = o ve min KP~ = 0 ’dur.

3.5 Maksimum Faz Pay1 Hesabi

Zaman gecikmesiz sistemlerde maksimum faz payi hesabi i¢in Teorem 3.1°den
hareketle bazi 6zel durumlar eklenmistir. K, — oo veya K, — 0 i¢in kapali ¢gevrim

sistemin kararlilig1 s6z konusu ise, maksimum faz payr hesabinda 6zel inceleme

gerekmektedir. Bu nedenle ii¢ ayri ¢esit sistem ele alinmistir. Bunlardan biri agik
cevrim kararli (yani K, — 0 i¢in kapali ¢evrim kararli) olan, digeri agik gevrim

kararsiz ve yiiksek kazangta kapali ¢evrim kararli (yani K, — oo igin kapali ¢evrim

kararli) olan ve sonuncusu agik ¢evrim karasiz ve yiiksek kazangta kapali ¢evrim
kararsiz (yani K, — oo i¢in kapali ¢evrim kararsiz) olan sistemlerdir (Bayhan ve

Soylemez, 2007a; Bayhan ve Soylemez, 2007b).

3.5.1 Acik cevrim kararh sistemler icin maksimum faz pay1 hesabi

Boyle sistemlerde maksimum faz payi, herhangi bir hesaba gerek kalmaksizin

asagidaki lemma ile belirlenir.
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3.5.1.1 Lemma 3.7

Acik ¢evrim kararli olan bir G (S) sistemi i¢in oransal bir kontrolor kullanilarak elde

edilebilecek maksimum faz pay1 180° *dir (Bayhan ve S6ylemez, 2007b).

3.5.1.2 Lemma 3.7’nin ispati

Boyle sistemlerde yeterince kiigiik K, degeri i¢in K G, (jw)’ nin Nyquist egrisinin

tamamiyla birim g¢emberin i¢ine girecegi gozlemiyle ispat dogrudan yapilir. Bu
durumda K G,(jw)’nin Nyquist egrisi, reel ekseni kesmez ve dogal olarak reel

eksenden gecis frekanslart yoktur.

Bu noktada agik c¢evrim kararli sistemler i¢in maksimum faz paym saglayan en
biiyiik kazancin ne olacagi sorusu 6nem kazanir. Maksimum faz payini saglamak i¢in
K, kazancini ¢ok kiigiik segmek pratik olmayabilir. Agik ¢evrim kararli sistemlerde

maksimum faz payimni saglayan kritik bir deger olan ve K adin1 verdigimiz en

p180 max
biliyiik kazancin hesab1 i¢in asagidaki lemma verilebilir (Bayhan ve Soylemez,
2007a).

3.5.1.3 Lemma 3.8

Acik cevrim kararh sistemler i¢in 180° faz paymi saglayan en biiyiik sabit kazang
degeri K

p180max >

K =min————— 3.68
P180 max i |G() ( jWi )| ( )
kullanilarak hesaplanir. Burada w; frekanslari,

A X (W?) oY, (w) 0Z(W*)
S(W)£Z(W)| X(W)———=+Y,(W)—2—= [—(X?(W)+Y (w)|———==0 (3.69
()()(()aw‘”()aw(()“’())aw (3.69)
polinomunun negatif olmayan reel kokleridir ve
Y, (W) =wY (W) (3.70)

olarak tanimlanmustir. Ayrica X(w®), Y(w?) ve Z(w?), (3.11), (3.12) ve (3.13)
bagintilarinda verildigi gibidir.
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3.5.1.4 Lemma 3.8’in ispat1

Acik gevrim kararh sistemlerde K — 0 igin K G;(jw) nin Nyquist egrisi birim
¢emberin i¢ine dogru girer ve K ’nin dyle kritik bir degerine gelirki; Nyquist egrisi,
Sekil 3.9°da gorildiigi gibi birim ¢embere teget olur. K, ’nin bu degeri i¢in faz pay1
180° olur ve artik K, ne kadar kiigiiltiiliirse kiigiltilsiin faz payr hep 180° olarak

kalacaktir. K ’nin bu kritik degerini, K olarak adlandirabiliriz (Bayhan ve

P180 max
Soylemez, 2007a). K G, ( jw) nin Nyquist egrisinin birim ¢embere teget oldugu yere

iligkin kritik w, frekansi

8i|c;0(jw)| =0 (3.71)
w

bagintisiin pozitif reel koklerinden bulunur. K G (jw) 'nin Nyquist egrisinin birim
cember tarafindan tamamiyla kapsanmasi igin; G, (Jw)’nin genliginin en biiyiik
degerini verecek W, frekansimnin bulunmasi gerekir. Bu kritik frekans degerinin

K, :1/|G0(jw)| ifadesinde yazilmasiyla (3.68) ile verilen K bulunur.

p180 max

Sekil 3.11°den goriildiigi lizere acik ¢evrim kararli sistemler i¢in 180° faz payini
saglayan en biiyiik sabit kazan¢ degeri K GO(jW)| yart ¢apli bir dairenin

p180 max

G, (jw) ’nin Nyquist egrisine teget oldugunda hesaplanabilir.
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[ h n
o.5 : .
! g
! !
/ b
Im'f:'r,:, S | qi—q !I I,"}'l j
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[ y [&a (3w | 4
o5 | - ' Gy (3w '
L Teget 5 s
[ 250" // -7
- L] ___'-'
-1} - — -
-Z. -2 -1.5% -1 -0.5 ul a.5
FeG,
Sekil 3.11 : K .., Kazancinin Hesab.

(3.10) ve (3.70)’den yararlanarak elde edilen

Go( JW) =

X (W)

Y, (W)

Z (W)

Z (W)
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bagintisinin (3.71)’de yazilmastyla

0 o [ AX ) Y 2(w)
8_W|GO(JW)|_ ow Z(w?) 3.73)
0 ] S
i e e 079
w Z2 (W)X (W) + Y2 (w)

bulunur. S(w), (3.69)’da tamimlandig1 gibidir. (3.74)’de Z(W?*)=0 olmasi, acik
cevrim kararli G (S) sisteminin sanal eksende kutuplar1 oldugunu ima eder ve bu

durum, agik g¢evrim kararhi sistem igin olamaz. (3.74)’den X*(W*)+Y.2(w)=0
olmasi igin X(W?*)=0 ve Y, (w)=0 bagmtilarmin saglanmasi gerekir. O zaman
|G0 ( jW)| = 0 olmasi ve dolayisiyla (3.68)’den kazancin sonsuz olmasi gerekeceginden

olast degildir. Bu nedenle S(w)=0’dir ve bdylece (3.71) dolayisiyla (3.74)’iin

(3.69)’a 6zdes oldugu goriiliir ve ispat tamamlanmis olur.

3.5.2 Acik cevrim kararsiz ve yiiksek kazancta kapal ¢cevrim kararh sistemler

icin maksimum faz pay1 hesabi

Bu durum, G,(S) nin en az bir kutubunun sag yar1 diizlemde oldugu ve G,(S) 'nin

tim sifirlarinin sol yar1 diizlemde oldugu durumu kapsar. Boyle sistemlerde

maksimum faz payinin hesabi i¢in asagidaki lemma verilebilir.

3.5.2.1 Lemma 3.9 (Bayhan ve Soylemez)

K, — oo i¢in kapali ¢evrimde kararli oldugu bilinen agik ¢evrim kararsiz bir G,(s)
sisteminin maksimum faz payi,

a.) Sistemin goreceli derecesi N—m =0 ise yani tersi de nedensel sistemse, 180° dir.
b.) Sistemin goreceli derecesi tek ise, 90° ’dir.

c¢.) Sistemin goreceli derecesi n—m =0 ve cift ise, bir sonraki alt boliimde verilen

Lemma 3.11 yardimiyla bulunur.

3.5.2.2 Lemma 3.9’un ispati

Ispat, G,(s) sistemi kesin nedensel ise, K, — o i¢in agik ¢evrim sistemin Nyquist

egrisinin birim ¢emberi sanal eksende kesmesi ve G, (S) sistemi tersi de nedensel ise
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bu egrinin yliksek kazang¢larda birim ¢gemberi kesmemesi gdzlemi iizerine kuruludur.

Sistemin goreceli derecesi olan n—m=0 ise, K —o’a giderken G;(jw)’nin
Nyquist egrisi orijine gider. Orijine gidis agist 7 =(n—m)z/2 ile bulunabilir. Bu
bakimdan n—m cift ise, orijine reel eksen Uzerinden gidileceginden; K — oo igin

faz payt 0° olur. n—m tek ise, orijine sanal eksen lizerinden gidileceginden;
K, — o i¢in faz pay1 90" olur.

Bu noktada G (s) sisteminin tersi de nedensel ise, 180° faz payini saglayan en kiigiik

oransal kazancin ne olabilecegi sorusu onem kazanir. Bu amacla asagidaki lemma

verilebilir.
3.5.2.3 Lemma 3.10 (Bayhan ve Soylemez)

K, — o ’a giderken kapali ¢evrimde kararli oldugu bilinen ancak agik ¢evrimde
kararsiz tersi de nedensel olan bir G (S) sistemi i¢in 180° faz paymi saglayan en

kiigiik kazang K

p180 min

1
o =max——— 3.75
P180 min i X|G0(jWi )| ( )

bagintis1 ile hesaplanabilir. Burada w; frekanslari, (3.69) ile verilen S(w)

polinomunun pozitif reel kokleridir.

Bu lemmanin ispati, Lemma 3.9’un ispatina benzerdir. Tek farki, K, = K 4, 1¢in
K,G,(Jw)’nin Nyquist egrisinin dokunan bir nokta haricinde tamamiyla birim

¢emberin disinda olmasidir.

3.5.3 Acik cevrim kararsiz ve yiiksek kazancta kapal ¢cevrim kararsiz

sistemler icin maksimum faz pay1 hesab1

Acik ¢evrim kararsiz olan ve en az bir sifir1 sag yar1 diizlemde olan bir sistem ig¢in
genelde maksimum faz payi, 90° *den daha kiigiiktiir. Boyle sistemlerde maksimum

faz payini hesaplamak i¢in asagidaki lemma Onerilebilir.

3.5.3.1 Lemma 3.11 (Bayhan ve Soylemez, 2007b)

Kararli kilan Ki=(=1/x_,,—1/x%) kazang araliklarma iliskin kararlilik frekans

araliklarm W; = {w_,w;} olarak tanimlayalim. Bu frekans araliklarinda bulunan ve
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oY, (W)

OX (W?) B
oW

X (W) Yy (W)= =0 (3.76)

bagintisint saglayan reel w, € W; frekanslarim (k =1,2,...,r) ele alalim (Bayhan ve
S6ylemez, 2007b). Burada X (w”) ve Y, (w) strastyla (3.11) ve (3.70)’de tanimlandig
gibidir. k=1,2,...,r ve r >0 olmak tzere, (3.76) bagmtisin1 saglayan kararlilik
frekans araliklarinda bulunan reel W, frekanslar1 iginde 6, = ZG(jw,) seklinde

bulunan faz paylar arasindaki en biiyiikk 6, teget agisi, maksimum faz payidir ve

asagidaki gibi ifade edilir.

max FP = max (6,) 3.77)

1<k<r

3.5.3.2 Lemma 3.11’in ispati

Maksimum faz payi, kararlilik frekans araligi W; ic¢inde bir w" frekansinda
‘GO (jw" )‘ yarigapli cembere teget olan Sekil 3.11°deki gibi Nyquist egrisi yardimiyla

hesaplanabilir. Sekil 3.11°den goriildiigi lizere

/ w =9 —90° = /G,(jw)-90° (3.78)
w

yazmak miimkiindiir. Bu son bagintida her iki tarafin tanjanti alinirsa,

oG, (Jw)

tan / =tan(¢p—90° ) =tan ¢ = tan LG, ( jw) (3.79)

bulunur. Yukaridaki bagintidan,

0 .
—G
Re{aw °(JW)} _ RefG,(jw)
Im{ K GO(J-W)} m{G, (jw)}
ow

(3.80)

oldugu agiktir. (3.80)’i saglayan kararlilik frekans araliklarinda bulunan reel w,

frekanslarinin  ZG,(jw) teget agisinda yazilmasiyla bulunan en biiyiik faz agisi,

maksimum faz payim verecektir. (3.80)’nin (3.76)’a es oldugunu goéstermek ig¢in

(3.72)’yi ve tiirevini (3.80)’de yazmak gerekir. Bu amagla (3.72)’nin tlirevini alirsak,
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oG, (Jw) _ X'(WZ)Z(WZ)—Z’(WZ)X(Wz)JrJ- (Ya',(W)Z(WZ)—Z'(Wz)Yw(W)

A —— ] (3.81)
oW Z*(W?) Z7(w)

bulunur. Burada X'(W*), Y/!(w) ve Z'(wW?) sirastyla X(W?), Y, (W) ve Z(w?)

polinomlarmin W’a gére birinci tiirevlerini gostermektedir. (3.72)’den

X (w?)
Re{G, (jw)} = 2o (3.82)
Y, (w)
Im{G, (jw)} = Z07) (3.83)
yazmak miimkiindiir. Benzer bigimde (3.81)’1 diizenlersek
Re{i Gy( jw)} _X '(WZ)Z(W? ~Z (W)X W) (3.84)
ow Z°(w")
ve
Im{ieo( jw)} _YoWZW) = Z' WY, (W) (385
oW Z(w")

elde edilir. (3.82), (3.83), (3.84) ve (3.85) bagintilarini, (3.80)’de yazarak bulunan

X(W) _ X'(W)HZW')-Z' (W) X (W)

- 2 2 (3.86)
Y,00) Y (W)Z(W)=Z' (W)Y, (w)
bagintisini diizenlersek
Z(W) (X (W)Y, (W)=Y, (W)X '(W")) =0 (3.87)

bigimine gelir. Z(w”) >0 olacagindan Vw igin (3.87)’nin (3.78)’e esit oldugu
goriiliir. (3.76)’nin esiti (3.87) nin bulunmasiyla ispat tamamlanir. (3.76)’nin pozitif

reel kokleri arasinda Teorem 3.1°den bulunan kararlilik frekans bolgesi W; i¢inde
kalanlart segilip ZG, (jw) ’da yazilir ve bulunan faz paylari iginde en bilyiik olan faz

acist alinir. Bu a¢1, maksimum faz payidir.
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3.5.4 Algoritma 3.2 (Maksimum faz pay1 hesabi)

Adim 1: Agik ¢evrim G, (S) sistemi kararliysa; max FP =180°’dir. Bu tiir sistemler

i¢cin algoritmanin sonraki adimlarina gitmeye gerek yoktur ve algoritmadan ¢ikilir.

Diger iki tipteki sistemler i¢in algoritmaya devam edilir.

Adim 2: (3.11), (3.12) ve (3.70)’i kullanarak X (w*) ve Y, (w)’i bul.

Adim 3: Teorem 3.1’den kararli kilan K;= (—=1/x
bunlara iliskin kararlilik frekans araliklart W; = {w,_,,w;} i bul.

—1/%,) kazang araliklar1 ve

i-1°

Adim 4: Eger kararh kilan kazang araliklar1 sonsuzu igeriyorsa; o zaman tersi de
uygun sistemler i¢cin max FP =180° iken; kesin nedensel sistemler i¢in maksimum
faz pay1 sistemin goreceli derecesi n—m’nin tek veya ¢ift olmasina gore ayri
inceleme gerektirir. Bu durumda sistemin goreceli derecesi tek ise, max FP =90°"¢
esittir. Lemma 3.9a ve Lemma 3.9b’de verilen sistemler i¢in algoritmanin sonraki
adimlarina gitmeye gerek yoktur ve algoritmadan ¢ikilir. Sistemin goéreceli derecesi
cift ise maksimum faz payr 90°’den kiicliktiir. Bdyle sistemler ve licilincii tipteki

sistemler i¢cin Lemma 3.11 kullanilarak algoritmaya devam edilir.
Adim 5: X(w?) ve Y, (W) nin W’e gdre birinci tiirevlerini hesapla.

Adim 6: (3.78)’i saglayan reel W, frekanslarim bul ve bunlar arasinda kararlilik

frekans araliklart w; eW; =2{w_,,w,} i¢inde kalanlar1 belirle.

Adim 7: Her w, frekansmna iliskin FP, = /G, (jw; ) faz paylarini hesapla.
Adim 8: Adim 7’den bulunan faz paylarn iginde max FP = max(FP,) kosulunu

saglayan faz, maksimum faz payidir.

3.5.4.1 Ornek 3.6

Ornek 3.1°de verilen sistem icin maksimum kazang pay1 ve maksimum faz paymni

hesaplayalim.

Maksimum kazang¢ paymi bulmak i¢in Lemma 3.4’ kullanabiliriz. Tablo 3.1’den
Ky= (K K, o) = (0.6, 11.9455) ve K4= (K K, ) = (81.2466, 148.146) kazang

2min ? 4min >

araliklar1 i¢in kapali ¢gevrim sisteminin kararli oldugu g6z oniine alinarak; (3.62)’den
bu araliklarm her birine iliskin kazan¢ paylari, KP, =K, /K, . =19.909 ve

KP, =K,,../ K;.;, =1.8234 olarak bulunur. O halde (3.63)’den maksimum kazang

2min

4max 4min

payi,
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max KP = KP, =19.909 (3.88)

olarak bulunur. Lemma 3.5’den minimum negatif kazang pay1

min KP™ =

=0.0502 (3.89)
max KP

olarak hesaplanirken Lemma 3.6’dan maksimum simetrik kazang pay1 ise
max KP™ = vmax KP = 4.46195 3.90)

biciminde elde edilir. Kararli kilan kazan¢ araliklarina iliskin kararlilik frekans
araliklarmm W, ={w,,w,} =(0, 1.0895) ve W,={w,,w,}=(2.37813, 3.52384)

oldugu, Tablo 3.1’den goriiliir. Tablo 3.1°den sistemin agik c¢evrim kararsiz ve
yiiksek kazancta kapali ¢evrim kararsiz yapida oldugunun belirlenmesi nedeniyle

maksimum faz payimni hesaplamada Lemma 3.11 kullanilabilir. (3.76)’dan bulunan

800.256 —12403 .5w* — 7517.35w* +1982.13w°® +1795.48w* —151.58w" - 9.3w"> =0  (3.91)

bagintisin1 saglayan reel frekanslar w, =+0.249426, +1.54415, +2.88377 olup; bunlar
arasinda W, = (O, 0.56642) araliginda kalan kararlilik frekansi Wl* =0.249426 ve
W,=(2.37813, 3.52384) arahigma iliskin olam da W, =2.88377 degeridir. Bu
degerlerin  G,(jw)’da yazilmasiyla swrasiyla 6, = ZG(jw)=49.001° ve
0, = /G(jw,)=2.25489° olarak hesaplamir. (3.77)’den max FP =6, =49.001°

olarak bulunur. Boylece 49.001° ve bu agidan daha biiyiik faz paylarin1 saglayan

oransal kazan¢ olmadig1 sonucuna varilir.

Bu noktada hem maksimum faz payindan az kiigiik olan 6rnegin 47° icin hem de
maksimum faz pay1 kosullarin1 saglayan kazang degerlerinin olup olmadigini test

edelim.

Deneme amaglh olarak & =47° faz payi igin sistemi kapali ¢evrimde kararli kilacak
kazanglari bulalim. e /¥ =0.6819— j0.7314 igin (3.51) ve (3.52)’den

X (W) =—6.55—60.97W—79.86W + 67.05W° +6.26W* —14.00W° —6.34w° +0.73w’  (3.92)

Y (W) =7.02 - 56.85W + 85.66W* + 65.53W° +6.71w* —13.14w° + 6.8W° +0.68w’  (3.93)
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olarak hesaplanir. Teorem 3.2°den YN(W) 'nin reel kokleri W =-11.5185,
W; =0.176042 ve W; =0.344’dir. Sistemin orijine gidis acis1 y =(N—M)z/2=37/2
oldugu i¢in bu frekanslara W, = ’da eklenir ve boylece 6 =47° igin reel eksenden

gecis frekanslart dort tane olur. 6 =47° icin reel eksenden gecis yerleri ise sirasiyla
X, =—0.00054 , X, =-0.81899, X, =-0.45398 ve %, =0’dir. (3.56)’dan gegis yonleri

ise =1, f,=-1, f; =1 ve f, =—1 olarak bulunur. Bu gecis frekanslar1 i¢in bulunan

kazang araliklari, Tablo 3.8’de gdsterilmistir.

Tablo 3.8 : Ornek 3.6’da FP=47° i¢in Teorem 3.2’den Bulunan Kazanclar.

i Wy X/ Y K;

1 | 0.176042 | -0.81899 | -1 1 0<K, <1221

2 0.344 -0.45398 1 0 1.221 <K, <2.2028
3 | -11.5185 | -0.00054 1 1 22028 < K <1851.19
4 o 0 1| 2 1851.19 <K < oo

5 © 1 —0 <K <0

Tablo 3.8’den goriildiigii gibi 47° faz payimi saglayan kazang araligi vardir ve
K, e (1.221, 2.2028)dir. Faz pay1 49.001° oldugu anda Tablo 3.9’dan goriildiigii

gibi kararli yapan kazang degerleri yok olur.

Tablo 3.9 : Ornek 3.6’ da maxFP=49.001° I¢in Teorem 3.2’den Bulunan Kazanglar.

i| W x, | k| § K;
1 | -12.1665 | -0.000467 | 1 1 0<K, <2141.3276
2 % 0 1| 2 2141.3276 <K, <o
3 o 1 -0 <K <0

3.5.4.2 Ornek 3.7

Ornek 3.2°de verilen sistem icin maksimum kazang pay! ve maksimum faz paymi
hesaplayalim.
Tablo 3.2°den kapali ¢cevrim sistemin K;=(6.71, 15.75) kazang aralif1 i¢in kararl

oldugu g6z Oniine alinarak; Lemma 3.4’den max KP =2.3472 olarak bulunur.
Lemma 3.5 ve Lemma 3.6’dan sirasiyla minKP™ =0.426 ve maxKP™ =1.532
oldugu goriiliir.

Acik cevrim kararsiz ve yiiksek kazangta kapali cevrim kararsiz yapida oldugu

Tablo 3.2°den goriilen bu sistem i¢in K3 kazang araliina iliskin kararlilik frekans
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araligt Ws= (1.84083, 2.97788)’dir. (3.76)’y1 saglayan reel frekanslar +3.62618 ve
+2.48131 olup; bunlar arasinda W; i¢inde kalan frekans Wl* =2.48131dir. Bu
frekans degeri i¢in max FP = 17.342° olarak hesaplanur.

Maksimum faz payina ¢ok yakin olan 6rnegin @ = 17.3° faz payi i¢in Teorem 3.2 nin

kullanilmastyla bulunan sonuglar, Tablo 3.10°da verilmistir.

Tablo 3.10 : Ornek 3.7°de FP=17.3° i¢in Teorem 3.2’den Bulunan Kazanglar.

i W X/ [y K;

1| 550314 | -0.27334 | -1 4 0<K, <3.658447

2 | -1.51471 |-0.183384| -1 3 3.658447 < K, <5.45304

3 | -4.09399 |-0.150471| -1 2 545304 <K, <6.645799

4 | 2.45496 |-0.091003| -1 1 6.645799 < K, <10.98865

5 | 2.50726 |-0.086682| 1 0 10.98865 < K, <11.53647

6 | -3.28855 |-0.073789| 1 1 11.53647 < K, <13.55199

7 10.104292 | 0.434699 | 1 2 |13.55199 <K, —2.30044 > K
8 | -56.3686 | 0.457145 1 3 —2.30044 <K <-2.18749

9 0 4 —-2.18749 <K, <0

Tablo 3.10°dan K € (10.98865, 11.53647) kazanglari, 17.3° faz pay1 i¢in kapal

cevrimde sistemi kararli yapar.

3.5.4.3 Ornek 3.8

Ornek 3.3°de verilen sistem i¢in maksimum kazang payi, maksimum faz pay1 ve
K ’1 hesaplayalim.

p180 max

Tablo 3.3’den kapali ¢evrim sistem K, € (-16, 160) kazanglar1 igin kararh

olacagindan, sistem acik ¢evrim kararlidir. Bu nedenle Uyari 3.2°den max KP =
ve Lemma3.7’den max FP = 180° bulunur. Ayrica max KP” = o0 ve min KP~ = 0 *dur.

K oisomax 1 hesaplamak i¢in, Lemma 3.8’1 kullanalim. Ornek 3.3’de bulunan X (v),

Y(V) ve Z(v)’de v=w? yazip elde edilen polinomlarin ve bunlarm tiirevlerinin

(3.69)’da yazilmasiyla

S(W)=0.329w+ 111w’ +0.289w° — 0.872w” — 0.019W° +0.19w"" —0.041w"  (3.94)

olusturulur. S(w) ’i saglayan negatif olmayan reel frekanslar w, =0 ve w, =1.5974
olarak hesaplamr. Bu frekanslarm K = 1/|Go(jwi)

’de yazilmasiyla sirasiyla

K, =16 ve K, =1.00256 kazanglar1 bulunur. (3.68)’den 180° faz payini saglayan
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en bilytik sabit kazang degerinin K 5. =K, =1.00256 oldugu goriiliir. Ayrica
Sekil 3.12°den goriildiigii gibi K 4., G, (JW) 'min Nyquist egrisi, tamamiyla birim

¢emberin i¢indedir.

It

Sekil 3.12 : Ornek 3.8 igin K ;.. G, (jw) *nin Nyquist Egrisi.

3.5.4.4 Ornek 3.9

Asagidaki sistemi kapali ¢cevrimde kararl kilan kazanglar1 hesaplayarak maksimum

kazang pay1 ve maksimum faz payini bulalim.

N(s)=5s’ +14.755> +49.55 + 72 D(s)=s*—11s® +48s> —104s+96  (3.95)

Bu sistem i¢in Teorem 3.1’den elde edilen sonuglar, Tablo 3.11°de gosterilmistir.

Tablo 3.11 : Ornek 3.9 I¢in Kapali Cevrimde Sistemi Kararli Kilan Kazanglar.

i w; X; r, u; K;

1 1.8026 -0.487176 2 4 0<K p < 2.052646

2 | 879559 |-0.451564 | -2 2 2.052646 < K <2.21453
3 Oo 0 1] o0 221453 <K, <o

4 | 3.12063 | 0.258999 | 2 1 —wo <K, <-3.861019

5 0 0.75 1 3 [—3.861019 <K, <-1.3333
6 0 4 ~1.3333 <K, <0
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Tablo 3.11°den kapali ¢evrim sistem K, €(2.21453, o) kazanglar i¢in kararl

kilinabilir. Sistem agik ¢evrim karasiz ve K —oo’a giderken kapali gevrim

kararhidir. Ayrica sistem, kesin nedenseldir. Bu nedenlerle Uyart 3.2°den
max KP = max KP" = ve minKP~ =0 ve Lemma 3.9b’den max FP =90° oldugu
goriiliir. Bu sistemin Sekil 3.13’de goriilen Nyquist egrisi, Tablo 3.13’de bulunan

sonugclari teyit etmektedir.

Sekil 3.13 : Ornek 3.9 I¢in Orijinal Sistemin Nyquist Egrisi.

3.5.4.5 Ornek 3.10

Asagidaki sistemi kapali ¢cevrimde kararl kilan kazanglar1 hesaplayarak maksimum

kazang pay1, maksimum faz payi ve K ., 1 hesaplayalim.

N(s)=2s*+2s’ +7s* +5s+1 D(s)=s* +3s® +55> —65+5 (3.96)

Bu sistem i¢in Teorem 3.1’den elde edilen sonuglar, Tablo 3.12°de gosterilmistir.

Tablo 3.12 : Ornek 3.10 I¢in Kapali Cevrimde Sistemi Kararli Kilan Kazanglar.

[ A X; rno|u K;

1 0.66267 | -0.563279 | -2 2 0<K p < 1.7753

2 1.82808 0.105066 2 0 [1.7753 < Kp <o, —w< Kp <-9.51782
3 0 0.2 1 2 -9.51782 <K, <=5

4 8 2 1| 3 -5<K, <05

5 © 2 -05<K, <0

Tablo 3.12°den kapali ¢evrim sistem K (-0, —9.51782) U (1.7753, oo)

kazanglari igin kararli kilmabilir. Sistem agik ¢evrim karasiz ve K & — oo ’a giderken
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kapali ¢evrim kararlidir. Sistem tersi de nedenseldir. Bu nedenlerle Uyar1 3.2’den
max KP =c ve Lemma 3.9 a.)’dan max FP =180° ’dir. 180° faz payin1 saglayan en
kiigiik kazang K, . °1 hesaplamak i¢in, Lemma 3.10’u kullanalim. (3.69) ile
verilen S(W) ’i saglayan negatif olmayan reel frekanslar w, =0, w, =0.808481 ve

w, =1.77542 olarak hesaplanir. Bu frekanslarn  1=12,3 olmak {iizere
=5, K,,=1.68062 ve K, =10.5394
=K,; =10.5394 olarak bulunur. Dikkat

G, (jw) 'nin Nyquist egrisi, tamamiyla birim

Ko, = 1/|GO(jWi )| ’de yazilmasiyla K
kazanc¢lar1 bulunur. (3.75)’den K
edilirse Sekil 3.14°de verilen K

pl
p180 min
p180 min

¢emberin disindadir.

Im

B

Sekil 3.14 : Ornek 3.10 igin K G, (jw) nin Nyquist Egrisi.

p180 min

3.6 Yapisal Olmayan Belirsizlik iceren Sistemlerde Dayamkh Kararhhig

Saglayan Kazang¢ Kiimesinin Bulunmasi

Siirekli zamanli dogrusal zamanla degigsmeyen sistemlerde var olabilen yapisal
olmayan belirsizlikleri gostermek i¢in Sekil 3.15°deki gibi bir kapali ¢evrim sistem

ele almip dayanikli kararli kilabilecek tiim kazanglar1 bulmak amaciyla Nyquist
teoreminin bir genellestirilmesi kullanilabilir. Sekil 3.15’de goriilen G, (s), (3.1)’de

verilen sistemi gosterirken; A ise birden kiigiik (||A||w <1) H_ normuna sahip tiim
sistemleri gosteren yapisal olmayan belirsizlikleri igeren blokdur. Ayrica W(s),

agirlik transfer fonksiyonudur.
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Sekil 3.15 : Yapisal Olmayan Belirsizlik Igeren Sistemin Kapali Cevrim Kontrolii.

Sekil 3.15’de kontrol edilen sistem
A
G(s)=G,(s) (1 +W (S)A) 3.97)

ile gosterilebilir. Burada amag, biitiin olas1 yapisal olmayan belirsizlikler altinda
kapalt gevrim sistemi kararli kilan K, kazang kiimelerini bulmaktir. Problem,

"\N (S)T(S)”w <1 kosulunu gergekleyen T(s)=K G,(s)/ (1+ KpGO(S)) agirlikl

kapali ¢evrim transfer fonksiyonundaki H_ kisitlamasin1 saglayan kazanglar

A
bulabilmek olarak da formiile edilebilir. G( jw) ’nin Nyquist egrisi, tek bir egriden

ziyade bir egri ailesi tanmimladigi icin; bu egri reel ekseni tek noktalarda degil

bolgeler (segments) bigimine keser.

A
G(jw) sisteminin verilen bir W’ igin frekans cevabi, G,(jw’) merkezli ve

r=|G,(jw) W (jw)| yari ¢aplt Sekil 3.16°daki gibi bir disk tanimlar (Skogestad ve

A
Postlethwaite, 2005). w=Ww" frekans1 i¢in G( jw) nin Nyquist egrisinin reel ekseni

kesim yerleri, p, < Re(s) < p, olmak tlizere Sekil 3.16’dan yararlanarak bulunabilir.

A Im(s)

Re(s)

G, (jw)

Sekil 3.16 : Verilen W™ Frekansi I¢in G, ( jw) nin Frekans Cevabi.
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Sekil 3.16’dan

P, (W*) = Re(G, (JW)j¥ ar(W")

oldugu goriiliir. Burada (3.10)’dan bulunan
a(w’) 2 Re{G,(jw)} = X (W?)/Z(w?)

tanimiyla ve Sekil 3.16’dan bulunan

(W) =1 () - 57 (W)
bagintisinin (3.98)’de yazilmasiyla
P, (W) =a(W’) F/r* (W) - 57 (W)
bulunur. Burada
b(w?) £ r* (w) - £ (w)
biciminde tanimlayalim. Sekil 3.16 ve (3.14)’den

Y (W)
Z(W%)

W) £ 1m (G, (jw)} = w

ve
r2(w) = |G, (jw) |"|W (jw) |

yazmak miimkiindiir. W (jw), (3.10)’a benzer bi¢imde

W(JW): XW(W2)+ 'WYW(WZ)
Zy (W) Zy (W)

olarak yazilabilir. (3.10) ve (3.105)’in (3.104)’de yazilmasiyla

(X W)+ w2y 2 (W) (X2 (W?) + WY, (w?))
Z7(W*)Zy (W)

r’(w)=
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elde edilir. O halde (3.99) ve (3.102)’nin (3.101)’de yazilmasiyla
P, (W) =a(w?) F/b(w”) (3.107)

bulunur. Burada

2
b(w?) 2 Ne(W) (3.108)
D, (W)
olarak da yazilabilir. (3.99) ve (3.108)’in (3.107)’de yazilmasiyla
P, (W)= X(W2)¢ N, (W) (3.109)
Z(w?) "\ D,(w?) '
bicimine gelir. (3.109)’un W’ya gore tiirevini alinip sifira esitlersek
i ' ’ 2 2 2 ' 2
oy = X OIZO) = X)Z W) NyW)D, W) = NyWDLW) (3,1 10)

2w 2D W) N, W)
polinomunu ve es deger olarak

2D} YN, (X'2-X2")F2*(N,D, -N,D.)=0 (3.111)

bagmtisini elde ederiz. Bu son bagmntida yer alan polinomlarn hepsi W>’nin
fonksiyonlaridir ve kolaylik olmasi agisindan her bir polinom igin tek tek w’’e

bagimlilik gosterilmemistir. (3.111)’in her iki tarafinin karesi alinip diizenlenirse,

R(w?)2Z*(N, D; - D, N;)" =4N, D} (X Z2'-Z X")

0 (3.112)

bulunur. Burada D;, N;, Z' ve X' sirastyla D, N,, Z ve X polinomlarinin w’a
gdre birinci tiirevlerini gosterir. N, (W*) ve D,(w?), (3.103) ve (3.106)’nin
(3.102)’deki b(w*)’de yazilip diizenlenmesiyle elde edilen polinomun pay ve

paydast olup sirastyla

N, (W) £ (X2 W)+ WY (W) (X (W) + WY,y (W)= WY (W)Zg (W) (3.113)
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D,(W*) = Z*(W*)Z; (W) 3.114)
bigimindedir. R(W?)’nin negatif olmayan reel kokleri, w, <w,,, kosulunu

saglayacak bigcimde w, =0,w, =0,w,,w,,...,W, ,, W, olarak siralanmistir. Her bir
W,, , ve W,, kok ¢iftine iligkin reel ekseni kesim yerleri, k =1,2,...,t olmak iizere

P min = min (P, (Wyy_,), Py (Wy)) (3.115)

pk max é maX( p2 (WZk—1)7 p2 (WZk)) (3'116)

olarak tanimlanmistir (Soylemez ve Bayhan, 2008). G,(s)W(s) tersi de nedensel

ise; asagidaki iki noktay1 tanimlayabiliriz.

Piety min = & (1-W,,) (3.117)
Dot mae = &y (1+W,) (3.118)
Burada

a, = IELT G,(9) (3.119)
W, =LimW(s) (3.120)

bicimindedir. Nyquist egrisinin reel ekseni kesim yerlerinin olusturdugu

Xk é (pk min pk max) (3.121)

araliklarina iliskin kazang araliklari

-1 -1 .
H Sgn( pkmin) = Sgn( pkmax) ISe
_ pkmin pkmax
Ky 2 (3.122)
o ol 2L , Aksi durumda
pkmax pkmin

olup bunlarin birlesimi
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(3.123)

biciminde tanimlidir.

3.6.1 Lemma 3.12 (Soylemez ve Bayhan, 2008)

A
(3.97) ile tanimlanan ve yapisal olmayan belirsizlikler igeren G sisteminin Nyquist

egrisi, reel ekseni (3.121) ile verilen X, araliklarinda keser. Sekil 3.15°de verilen

kapali c¢evrim sistemin sag yar1 diizlemdeki kutuplarmin sayisinin model
A

belirsizligiyle degismesinin gerek ve yeter kosulu, K € Rp olmasidir.

3.6.2 Lemma 3.12°nin ispati

(3.97) ile verilen sistemin Nyquist egrisinin reel eksenden geg¢is yerlerine iliskin reel
P, (W?) e R frekanslari

0

™ P, (w?) =0 3.124)

kosulundan bulunabilir. (3.107)’1 (3.124)’de yazarak bulunan

(ﬁmmhj=%mh&iawﬂ (3.125)
ow

oW

bagmtis1, (3.112) ile verilen R(w?) =0 ifadesine es degerdir. R(W?) ’nin negatif
A
olmayan reel kokleri, yapisal olmayan belirsizlik iceren G sisteminin Nyquist

egrisinin reel ekseni kesim noktalarindaki frekanslari verir ve bu frekanslara iligkin

kesim yerleri, bir bant olusturur (Séylemez ve Bayhan, 2008).

G,(s)W(s) ’'nin tersi de nedensel ise; W— o igin Nyquist egrisinin reel ekseni

A
kesim yerleri, 6zel inceleme gerektirir. Boyle sistemlerde Lim[G(jw)] ifadesi, a,

W—>0

merkezli ve a,w_ yar1 ¢apl bir disk tanimlar. Boylece Nyquist egrisinin reel ekseni

kesim yeri, (3.117) ve (3.118)’de verilen P, nn V€ Puypym arasindadir. Bu

sonuclardan hareketle, asagidaki teorem verilebilir.
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3.6.3 Teorem 3.3 (Soylemez ve Bayhan, 2008)

Sekil 3.15°deki G, (s) sistemini kararli kilan kazang araliklari K_,, Teorem 3.1°deki

po>

A
gibi belirlenebilir. (3.97)’de verilen G(S) sistemini dayanikli kararli kilacak kazang

kiimesi

(3.126)

ile bulunur. Burada Kp , (3.123)’de verildigi gibi tanimhidir. (3.126)’daki “\ ” isareti,

kiimeler {izerinde ¢ikarma islemini gosterir.

3.6.3.1 Ornek 3.11

N(s) 0.109693s* +0.0728112s” +0.7354s” +0.318s +1

Gy(s) = = 5 4 3 2
D(s) 1.41834s> +3.39206s" +7.62744s +5.9986s~ +3.335+1

(3.127)

Sekil 3.13’deki yapisal olmayan belirsizlik igeren sistemde G,(s) yukaridaki gibi

55+0.5

verilmis olup agirlik transfer fonksiyonu ise W(S) = olarak tanimlanmigtir.

Bu sistemi dayanikli kararli kilacak kazang araliklari bulunacaktir.

Bu agirlik transfer fonksiyonu, diisiik frekanslar i¢in modelde 9%;0.1 civart belirsizlik

oldugunu ima ederken yiiksek frekanslar igin ise %500 civari belirsizlik oldugunu

ifade eder. Bu sistem i¢in

X(W?) =0.268815W" —2.14613wW° +5.24513w* —5.67506W" +1 (3.128)
Y (W?) = —0.155583w" +1.63275wW° —5.8774w* +8.09596w* —3.012 (3.129)
Z(W*)=2.0117w" —10.1306W" +26.9288W° —8.03144w* —0.9083w> +1  (3.130)
olarak bulunur. D(s)’in koklerinin hepsi sol yar1 diizlemde oldugundan; u, = 0 dir

ve sistem agik ¢evrim kararlidir. Y(W?) nin pozitif reel kokleri w' =0.759835,
w, =1.53309, w, =1.88847 ve w, =2.0001dir. Bu koklere w; =0 ve w; =o0’da

eklenince, alt1 tane reel eksenden gecis frekansi olur. Bu gegis frekanslart igin

Teorem 3.1°den elde edilen sonuglar, Tablo 3.13’de gdsterilmistir.
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Tablo 3.13 : Ornek 3.11 igin G, (s) ’i Kararli Kilan Kazanglar.

[ w; X; r; u, Koo

1 | 0.759835 | -0.459237 2 0 0<K 0o < 2.17752

2 | 153309 |-0.021719 | -2 2 2.17752 < K, <46.0416
3 1.88847 | -0.010001 2 0 46.0416 < KpO <99.9875
4 2.0001 -0.005959 -2 2 99.9875 < KpO <167.803
5 o 0 1 0 167.803 <K, <o

6 0 1 -1 1 —o<K,<-1

7 © 0 —1<K,,<0

Tablo 3.13’den Kpo e (-1, 2.17752) U(46.0416, 99.9875) U (167.803, «) kazang
araliklar1 icin belirsizlik durumu olmadan W(s)=0 i¢in G (s) sistemi kapal

cevrimde kararli kilinabilir. Bulunan sonuglar, Sekil 3.17 ile uyusmaktadir.

Im

0.0035

— He %"-ﬂh-n_—d—_—n—_’—\__'_ 1 Be
0.3 -0.UZ -0.015 -0.01 -0.005 0.00s5
-0.005
-0.01

Sekil 3.17 : Ornek 3.11°de G, (s) 'nin Farkli Skalalar Igin Nyquist Egrisi.

A
Yapisal olmayan belirsizlik iceren G(S)sistemine iliskin Nyquist egrisi, farkh
skalalarda w >0 icin Sekil 3.18’de gosterilmistir. Sekil 3.16’da goriildiigii gibi

Nyquist egrisinin reel ekseni kesim yerleri bir bant tanimlar.

Re

A
Sekil 3.18 : Ornek 3.11°de G(S) *nin Farkli Skalalar i¢in Nyquist Egrisi.
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(3.113) ve (3.114)’den

N, (W*)=0.58 X107 W +1.39x10”°w? —1.52w'"® +31.77w'® — 28 1w"* +1357wW"* —

3870w +6563wW° —6309W° +3048W* —567W* +6.25x107 (3.131)

D, (W) =4.05x107w* +2.02 X107 W** +252.9w* —2547w'* +13185.6W'"° —36119.8w"" +

55264w'7 —25633W'"° —292wW* +4278W° —952.3w* —113.5W* +62.5 3.132)

bigiminde bulunur. (3.112)’den R(w?) ’nin negatif olmayan reel kokleri

w, =0, w,=0, w,=0.7581, w,=0.7616, w,=1.5191, w,=1.5506,

w,=1.8313, w,=2028, w,=247.85, W, =252.17 (3.133)

olarak hesaplanir. Bu koklerin (3.109)’da yazilmasiyla reel ekseni kesim yerleri
bulunur. Kesim yerlerinin (3.115) ve (3.116)’daki gibi diizenlenmesi ve (3.122)’den

kazanglarin bulunmasiyla elde edilen sonuglar, Tablo 3.14’de verilmistir.

Tablo 3.14 : Ornek 3.11 icin Belirsizlik Kazang Araliklar.

A

k W2k—1 W2k pk min pk max Kp

0 0 0.999 1.001 -1.001 <K, <-0.999

0.7581 0.7616 -0.46537 | -0.45309 2.1488 < K ok < 2.2071

-0.02236 | -0.02101 44.718 < Kp  <47.5813

N lw N |k
=
o1
H
(o]
'—\
=
o1
(o]
o
>

1.8313 2.028 -0.01211 | -0.00498 82.584 < K ok < 200.91
-0 <K, <-1610.7
1621.9 <K, <

5 247.85 252.17 | -6.16 10" | -6.21 10™

Tablo 3.13 ve Tablo 3.14’den bulunan sonuclar kullanilarak Teorem 3.3’den kapali
gevrim  sistem K, €(~0.999, 2.1488) U(47.5813, 82.584)U(200.91, 1621.9)

kazang araliklari i¢in dayanikli kararlidir.

A
G(s) sisteminin Nyquist egrisinin W =0.757708 ile w=0.761995 frekanslar1

arasindaki parcasi, Sekil 3.19°da verilmistir. Sekil 3.19°dan goriildiigli gibi bu egri

reel ekseni w=0.757708 frekansinda (mor ¢ember) kesmeye baslar ve kesim yeri,
w, =0.7581 frekansinda (mavi ¢ember) minimum degerini alirken; w, =0.7616

frekansinda (kirmizi ¢ember) maksimum degerini alir ve sonra w=0.761995

frekansinda ( yesil cember) biter.
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BRe

Sekil 3.19 : Ornek 3.11°de w=0.757708 ile w =0.761995 Aras1 Nyquist Egrisi.

10s+1

Bu sistem i¢in agirlik transfer fonksiyonu W (s) = olursa; Lemma 3.12°den

A
K, €(-o, =16.307) U(-1.1111, =0.9091) L (0.9589, ) bulunur. Teorem 3.3’den
Sekil 3.15’de wverilen sistem kapali ¢evrimde Kp €(-0.9091, 0.9589) kazang

araliklari i¢in dayanikl kararli olur.

3.6.3.2 Ornek 3.12

1.28* +2s+1
s> +40s+100
fonksiyonu tanimlanmistir. Bu sistemi dayanikli kararli kilacak kazang araliklarini
bulalim.

Ornek 3.9°da verilen G,(s) sistemi igin W(s)= agirhik transfer

Hem G,(s) hem de W(s), kararsizdir. Tablo 3.11°den G, (S) sisteminin W(S) =0

durumunda IZpO €(2.21453, «) icin kararli oldugu bulunmustu. Lemma 3.12’den

bulunan sonuglar, Tablo 3.15’de verilmistir.

Tablo 3.15 : Ornek 3.12 I¢in Belirsizlik Kazang Araliklari.

A

k Wzk—l W2k pk min pk max Kp
1 0 0 0.7425 0.7575 -1.346 < Kp  <—1.32
2 1.7955 1.8104 -0.5071 -0.4671 1.972 < Kp  <2.141
3 3.1119 3.1309 0.2376 0.2807 —-4.208 < Kp  <—3.563
4 8.5332 10.12048 -0.5743 -0.3114 1.741 < Kp  <3.21

—0<K,, <-51.048
5 61.0083 100.2833 -0.0439 0.0196

2275<K,, <
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A
K, € (-, =51.048) U (-4.208, -3.563) U(-1.346, —1.32) U(1.741, 3.21) U (22.75, =)
kazang araliklar1 haricinde Kpo €(2.21453, «) kiimesinin kalan elemanlar1 olan

IZP €(3.21, 22.75) kazanglar1 igin bu sistem kapali ¢evrimde dayanikli kararhdir.

A
G, (s) sistemi icin Sekil 3.13’deki Nyquist egrisine benzer olarak G(S) sisteminin

verilen agirlik transfer fonksiyonu i¢in Nyquist egrisi, Sekil 3.20°de gosterilmistir.

Be=

.. . A
Sekil 3.20 : Ornek 3.12 Igin G(S) sisteminin Nyquist Egrisi.

Yapisal olmayan ¢esitli belirsizlikler i¢in CAE(S) sisteminin simulink simiilasyonu
sonucu bulunan Nyquist egrileri Sekil 3.21°de gosterilmistir. Sekil 3.15°de verilen
sistemin simulink modeli kullanilarak yapisal olmayan cesitli belirsizlikler iceren bu
sistem i¢in bulunan birim basamak cevaplari, Sekil 3.22°de verilmistir. Bu amagla
kullanilan Matlab 7.1 siirlimiine iliskin simiilasyon programi, Ekler bdliimiinde

verilmigtir.

Im

A
Sekil 3.21 : G(S) 'nin Simulink Simiilasyonuyla Bulunan Nyquist Egrileri.
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Basamak Cevabi

Sekil 3.22 : Ornek 3.12°de Verilen Sistemin Birim Basamak Cevaplari.

3.7 Sonuc¢

Bu béliimde verilen kazang ve faz paylari i¢in dogrusal, tek girig- tek ¢ikish, zaman
gecikmesiz sistemleri kararli yapacak tiim kazancglarin hesab1 yapilmistir. Kazang ve
faz pay1 kisitlamalarinin istenen her degeri i¢in kapali cevrimde sistemi kararh
kilmak her durumda miimkiin olamayacagindan bunlarin sinirlarin1 bulmak amaciyla
erisilebilir maksimum kazang¢ payinin ve maksimum faz payinin hesabinda basta acik
cevrim sistemin kararlilik durumuna gore {i¢ tiir sisteme iligkin yeni yontemler
Onerilmis ve sayisal orneklerle de incelenmistir. Daha sonra sisteme agirlik transfer
fonksiyonu ilave edilerek olusturulan ve yapisal olmayan belirsizlik igeren sistem
yapisin1 kapali ¢cevrimde kararli yapacak oransal kontrolorlerin hesabi i¢in yeni bir

yontem Onerilmistir. Sayisal 6rneklerle sonuclar teyit edilmistir.
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4. ZAMAN GECIKMELI SISTEMLERDE DAYANIKLI P TiPi KONTROL

Zaman gecikmesiz sistemlerden zaman gecikmeli sistemlere gegiste; reel katsayili
polinomlardan quasi-polinomlara gecilmek zorunda kalinir. Zaman gecikmesiz
sistemlerin kararlili§i kolayca incelenebilir; ¢ilinkii bdyle sistemlerin karakteristik
polinomlarmin kok sayisi sonludur. Zaman gecikmeli sistemlerin karakteristik
polinomlarmin kok sayist sonlu olmadigindan kararlilik analizi zordur. Zaman
gecikmeli keyfi mertebeli dogrusal sistemlerin kararli yapilmasi i¢in bir hesap
yontemi, Xu ve dig. (2003) tarafindan onerilmistir. Bu yontem, Nyquist kriterinin bir
genellestirilmesi  olup; Pontryagin  (1955)’nin  teoremleri iizerine kuruludur.
Yontemin bir dezavantaji, sistemin zaman gecikmesi elemanin sifirdan istenilen
keyfi bir degerine kadar simirlandirilmig bir aralikta degistiginin kabul edilmesi bu
zaman gecikmesi aralig1 i¢in sistemi kararli kilacak oransal kontroldrlerin ortak
kiimesini hesaplamasidir. Ustelik bu hesab1 yaparken gerekli frekans degerlerini
bulmada pozitif ve negatif kazanclar i¢cin faz kosulundan bulunan iki fonksiyonu
cizdirip grafik bir arama teknigi icerdiginden, bu yontemle hizli ve analitik olarak
kararli kilacak kazanglarin bulunmasi zor olmaktadir. Bazi durumlarda zaman
gecikmesi araliglt icerisindeki her eleman sistemi kapali c¢evrimde kararh
yapmayabilir. Bu nedenle bir gecikme araligi icin kararli kilan kazanglarin ortak
kiimesini bulmak yerine verilen bir gecikme i¢in sistemi kararli yapacak oransal
kontrolorler kiimesinin hesabinin yapilmasi daha biiyilk 6nem tasir. Bu amagcla
zaman gecikmeli sistemlerin Padé esdegeri bulunarak elde edilen yeni sistem igin
Boliim 3’de verilen Munro ve dig. (1999) tarafindan 6nerilmis olan yontemi esas
alarak sistemi kapali c¢evrimde kararli kilacak kazang¢ araliklarini belirlemek
miimkiindiir. Bu yolla bulunan kazanglar Padé yaklasimi kullanilmasindan dolay1 bir
miktar hata igerebilir. Bu boliimde, kullanilan Padé yaklagiminin mertebesi ne olursa
olsun yapilan hata belirlenerek sistemi kapali ¢evrimde kesin kararli yapacak kazang
araliklarinin hesab1 i¢in yeni bir yontem Onerilmistir. Bunun i¢in Lam (1990)
tarafindan verilen bir teoremden yararlanilmistir. Bu teorem, zaman gecikmesi
elemaniyla Padé es degeri arasindaki hata fonksiyonunu hesaplar (Ozbay, 2000). Bu
hata fonksiyonlari, disk kiimeleri tanimlar. Verilen zaman gecikmeli sistemin
Nyquist egrisi ile Padé yaklasimiyla bulunan sistemin Nyquist egrisi arasindaki fark
diisiiniildiiglinde, yaklasimin mertebesine gore tek bir egriden ziyade bir egri

ailesinin ele alinmasi miimkiindiir ve Pad¢é yaklasimiyla ortaya ¢ikan hata disk
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kiimeleri ile temsil edilebilirler. Boylece Nyquist egrilerinin reel ekseni kesim
noktalar1 bir bant olusturur. Kaginci mertebeden Padé yaklasimi kullanilirsa
kullanilsin verilen zaman gecikmeli sistemin kapali ¢evrimde kesin kararli olmasini
saglayabilen kazanclara iligkin reel ekseni kesim yerleri, bu hat igindedir ve bu

boliimde Onerilen yeni yontemle analitik olarak hesaplanabilir.

Bu boéliimde oOnerilen yontemle bulunan ve zaman gecikmeli sistemleri kapali
cevrimde kesin kararli kilan kazanglar i¢cin Bolim 3’de verilen yontemlerin
kullanilmastyla zaman gecikmeli sistemlerde istenilen kazan¢ payr ve faz paymni
saglayan oransal kontrolorlerin hesab1 ve maksimum kazang pay1 hesab1 yapilabilir.
Bu tezde verilen 6nemli bir yenilik de zaman gecikmeli sistemler i¢in maksimum faz
pay1 hesabinin tam ¢6ziim olarak bulunabilmesidir. Bu tam ¢6ziim, iistel bigimde
olan zaman gecikmesi terimini igermez ve bdylece maksimum faz payinin hesab,
sonsuz sayida kokii olan bir quasi-polinomla ilgilenmek yerine reel katsayili siradan
bir polinomun sonlu sayida reel kokiiniin bulunmasina dayanir ve hesabi 6nemli
Olciide kolaylagtirir. Ayrica bu boliimde zaman gecikmeli sistemler i¢in maksimum

faz payini saglayan en biiyiik kazancin hesab1 da yapilmustir.

4.1 Kararhhg Saglayan Kazan¢ Kiimesinin Bulunmasi

Dogrusal zamanla degismeyen zaman gecikmeli sistemler, kapali ¢evrimde
polimomsu (quasi-polinom) olarak bilinen karakteristik polinomlara neden olurlar.
Boyle sistemlerin kararliligini analiz etmek i¢in Pontryagin (1955)’nin teoremlerini
esas alarak Nyquist teoreminin bir genellestirmesi tizerine kurulu olan Xu ve dig.

(2003) tarafindan Onerilmis grafik bir yontemden yaralanabiliriz. h(z,t), reel sabit

katsayili olan ve 7 ile t degiskenlerine sahip

h(z,t) = iZN:amnrmt” 4.1)

m=0 n=0

bigiminde quasi-polinom olsun. h(z,t) polinomunun iki degiskeninin de en biiyiik
dereceye sahip oldugu teriminin @, katsayisimin sifirdan farkli olmasi kosulu

altinda, bu terime bas (principle) terim denilir. Daha agik bir ifadeyle bas terimi,

a,, 7't ile gosterirsek; a, #0 olmak iizere a,z"t" terimi igin, ya M >m,
N>nveya M=m, N>n yada M >m, N =n olur. Ornegin h(z,t) =3z +t> bas

terime sahip degilken; h(z,t) =7 +t+27°t bas terime sahiptir.
p deg p

Zaman gecikmeli sistemlerin  kararlilik  analizinde Nyquist  kriterinin

kullanilabilmesini amaglayan Xu ve dig. (2003) tarafindan Onerilen yontemi ele
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almadan Once Pontryagin’in asagidaki teoremini vermek yerinde olacaktir
(Pontryagin, 1955).

4.1.1 Teorem 4.1 (Pontryagin, 1955)

(4.1)’de verilen polinom bas terime sahip degilse, o zaman
H(z)=h(z,e") 4.2)

fonksiyonu keyfi biiytikliikte pozitif reel kisimi olan sonsuz sayida sifira sahiptir.

Pek cok sistem girig isareti ile ¢ikis isareti arasinda bir saf zaman gecikmesi igerir.
Bu zaman gecikmesi, transfer fonksiyonuna e seklinde bir terim olarak yansur.
Sekil 4.1'de zaman gecikmesine sahip tek girisli-tek ¢ikisli bir kontrol sistemi

goriilmektedir.

et » G,(s)

A

Sekil 4.1 : Zaman Gecikmeli Kontrol Sistemi.

Zaman gecikmeli sistemi,

A —sL_w —-sL
G(s)=G,(s) e = D(s) e 4.3)

olarak tanimlayalim. Burada L, zaman gecikmesidir. G (S), (3.1)’de verilen zaman

gecikmesinden bagimsiz sistemdir. N(S) polinomu, (3.2)’de verildigi gibidir. Payda

polinomu D(S) ise,

D(s)=b,s"+b, ,s"" +---+bs+b, (4.4)

bicimindedir. Nyquist kriterinin kullanilabilmesi i¢in saglanmasi gereken kosullar,

Xu ve dig. (2003) tarafindan asagidaki teorem ile verilmistir.
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4.1.2 Teorem 4.2 (Xu, Datta ve Bhattacharyya, 2003)

Sekil 4.1°de goriilen birim geri beslemeli (4.3) ile verilen bir sistemin N(S) ve D(S)
polinomlar1 sirastyla m ve n. dereceden reel katsayili polinomlar olup; (3.2) ve

(4.4)’de verildigi gibi olsun. O zaman asagidaki sonuclar verilebilir.

a.) Eger n<m ise veya n=m ve |an / bn| >1 ise; Nyquist kriteri uygulanamaz ve
kapali ¢evrimde sistem kararsizdir. Burada a, ve b, , sirasiyla N(S) ve D(S)

polinomlarinin bas katsayilaridir.

b.) Eger n>m ise veya n=m ve |an / bn| <1 ise; Nyquist kriteri uygulanarak kapali

cevrim sistemin kararlilig1 test edilebilir. ]

Sekil 4.1°de goriilen sisteme (3.4)’dekine benzer sekilde bir oransal kontroldr ilave

edilerek Sekil 4.2 deki geri beslemeli kontrol sistemi elde edilebilir.

C(s)

- » Gy(s)

A 4
(¢]
A

v

Sekil 4.2 : Zaman Gecikmeli Bir Sistemin Oransal Kontrolii.

Xu ve dig. (2003) tarafindan Onerilen yontemin amaci, verilen bir L [0, L;] zaman

gecikmesi araligi i¢in (4.3) ile verilen dogrusal zamanla degismeyen sistemi kapali
cevrimde kararli yapacak K kazang kontroldrlerinin ortak kiimesini bulma

problemini ¢ézmektir. Bu problemi ¢ézmek i¢in Xu ve dig. (2003) tarafindan

asagidaki algoritma verilmistir.
4.1.3 Algoritma 4.1

Adim 1: Zaman gecikmesinden bagimsiz G,(S) sistemini kararli yapacak oransal

K, kontroldrlerinin tam bir kiimesini bul ve bu kiimeyi S, ile goster. Bu amagla

Teorem 3.1°1 de kullanabiliriz.

Adim 2: Lim‘KpG0 (S)‘ >1 olmasini saglayan kazanglarin kiimesi olan S ’i tanimla.

Sisteme zaman gecikmesi eklendikten sonra S kiimesindeki elemanlar, kapali
cevrim sistemi kararsiz yapar. Bu nedenle S;’dan S hari¢ olan S, kiimesini olustur

ve S, £5,\S, olarak tanimla.
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Adim 3: Asagida tanimu verilen S, kazanglar kiimesini hesapla.
S ={K,|K, 28y ve ILe[0,L,], we R = K G, (jwe ™ =-1} (4.5)

Adim 4: Le€[0,L,] zaman gecikmesi i¢in G(S) sistemini kapali ¢evrimde kararl

yapacak S, =S \S, ile gosterilen K » kontroldrlerinin kiimesini bul.

Bu algoritmada 6nemli olan S, kiimesini bulmaktir. (4.5) ile verilen tanim, asagidaki

iki kosula esdegerdir. Buna gore faz kosulu ve genlik kosulu sirasiyla,

Arg[K G, (iW)]—-Lw=2kz -7, keZ (4.6)

\KpGO( jw)\ =1 4.7)

olarak yazilabilir. Nyquist egrisi, simetrik oldugundan; yanlizca w> 0 frekanslarini

diisiinmek yeterlidir. (4.6) ile verilen faz kosulunu es deger olarak

Arg[K G,(jw)]-Lw= -7z 4.8)

biciminde yazmak miimkiindiir. Boylece (4.6) ve (4.7) ile verilen iki kosuldan

Arg[K G,(jw)]+m

LW.K,) = 4.9)
W
1
K (w)=+ 4.10
o (W) G, (W) (4.10)
elde edilir. K >0 i¢in
L(w,K,) = L(w)= Arg[GO\(NjW)]” @.11)

bagmtisindan w’nin Q" diye adlandirilan kiimesini bulmak i¢in L(w)<L,’1 ele

almak gerekir. Q" kiimesindeki W frekaslarinin sinir degerlerinin (4.10) ile verilen
genlik kosulunda yazilmasiyla bu frekanslara iligkin pozitif K degerleri kiimesinin

sinirlart bulunabilir. Smir degerleri bulunan bu kazang araliklart kiimesini S ile
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gosterelim. S kiimesindeki pozitif K, degerleri i¢in kapali ¢evrim sistem sanal

cksende kutuplara sahip olur. Benzer olarak K <0 i¢in, faz kosulundan

Arg[=G, (jw)] + 7=
w

L(w) = (4.12)

bagintis1 yazilabilir. Bu son bagintidan w frekanslarina iligkin €~ kiimesi
bulunabilir. €~ kiimesindeki frekaslarin sinir degerlerinin (4.10)’da yazilmasiyla

bunlara iliskin kazang¢ araliklarinin siirlart bulunur. Bu kazang¢ araliklar1 kiimesini
S_ ile gosterirsek; S ve S| kiimelerinin birlesimi,

S, =S/ uS/ (4.13)
kiimesini verir. S, ’nin hesabim1 daha kolaylastirmak icin; Algoritma 4.1, asagidaki
algoritma ile genisletilebilir (Xu ve dig., 2003).

4.1.4 Algoritma 4.2

Adim 1: Zaman gecikmesinden bagimsiz G,(s) sistemini kararli yapan S, kazang

kiimesini bul.

Adim 2: Asagidaki ti¢ kosul yardimiyla S, kazang kiimesini olustur.

a.)) Eger n<m ise; S, =R ve S, = dir.

b.) Eger n>m ise; S, = dir.

c.) Eger n=m ise; S, = {‘Kp‘ > |bn /an|} ’dir. Burada a, ve b, sirasiyla N(S) ve D(s)
polinomlarinin bag katsayilaridir.

Adim 3: S, =S5\ S, kiimesini bul.

Adim 4: S ve S| kiimelerinin kombinasyonu S, kiimesini hesapla.

Adim 5: S, £5,\S, kazanglar kiimesini bul.

Bu yontem, gerekli frekans degerlerini bulmak i¢in (4.9) ve (4.12) ile verilen faz
kosulunu ¢izdirip grafik bir arama teknigi igerdiginden; bu noktada faz kosulunun

hangi frekans degerine kadar c¢izdirilebileceginin bilinmesi 6nem tasir. Bu kritik
frekans degeri w_,
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W = 4.14)

bagintistyla hesaplanabilir (Naimark ve Zeheb, 1996). Burada L, ve L, siwrasiyla,
L e[L,, L,] bicimindeki zaman gecikmesi araliginin alt ve {ist sinirin1 gdstermekte

olup yukarida anlatildig1 tizere [0,L,] araligi icin L =0 almir. Bu yontemi,

asagidaki ornekle inceleyelim.

4.1.4.1 Ornek 4.1

L €[0,1.8] zaman gecikmesi i¢in asagidaki sistemi kapali ¢evrimde kararl kilacak

oransal kazanclar1 hesaplamak i¢in Algoritma 4.2°1 kullanalim.

2 —_—
G(S) — GO(S)e—SL _ N(S) e—SL _ S +3s 2 e—SL

= = 4.15
D(s) S*+28* +3s+2 (415)

Adim 1: Yukarida verilen zaman gecikmesinden bagimsiz G,(S) sistemini kapali

cevrimde kararli yapacak kazang kiimesi S;’1 bulmak i¢in Teorem 3.1°den elde

edilen sonugclar, Tablo 4.1°de gosterilmistir.

Tablo 4.1 : Ornek 4.1 Igin Kararh Kilan S, Kazang Kiimesi.

[ w; X; r, u, K;

1 0 -1 1 0 0<K, <l

2 0 0 1 1 1< Kp <®

3 | 1.33117 2.443 -2 2 -0 <K, <-0.40933
4 % 0 ~0.40933 < K, <0

Tablo 4.1’den G (s) sistemi kapali ¢evrimde S, =(-0.40933,1) kazanglar1 icin

kararl1 kiliabilirdir.

Adim 2: n=3>2=m oldugundan; S, = ’dir.

Adim 3: S, =S,\S, =S, olacagindan; S, =(—0.40933,1) olur.

Adim4: L) =1.8 snve L, =0 snolmak iizere (4.14)’den w, = 3.5 bulunur.

K, >0 igin, Q"’a iligkin frekanslari bulmak amaciyla (4.11) ile verilen faz

kosulunun we (0,w,) ’a gore grafigi, Sekil 4.3’de verilmistir.
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10

u} D:S i l:5 é 2:5 ; 3:5
Sekil 4.3 : Ornek 4.1°de K,>0 I¢in Faz Egrisi.

L, =1.8 sn icin Sekil 4.3’den w, =1.5129 bulunur. Boylece Q" =[1.5129, + o)
bulunur. K, >0 i¢in, (4.10)’dan genlik kosulu

< W)= J@=2w) + (Bw—w')? .16
J2-w) 43w

olarak bulunur. (4.16)’da W =1.5129 yazilarak K (W) =0.4473 bulunur. Bdylece
S{ =[0.4473, + ) olarak bulunur. K >0 igin, (4.16) ile verilen genlik kosulunun
w e (0,w,) ’a gore grafigi, Sekil 4.4’de verilmistir.

Sekil 4.4 : Ornek 4.1°de K,>0 Icin Genlik Egrisi.

Benzer olarak K <0 igin, Q ’a iligkin frekanslari bulmak amaciyla (4.12) ile

verilen faz kosulunun w e (0,w,) ’a gore grafigi, Sekil 4.5’de verilmistir.
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z | Lyg=1.8

Sekil 4.5 : Ornek 4.1°de K <0 igin Faz Egrisi.

L, =1.8 sn icin Sekil 4.5’den w, =0.7359, w, =1.3312 ve w; =2.6817 olarak
bulunur. Boylece Q7 =[0.7359,1.3312) U[2.6817, + ) oldugu gorilir. K <0

i¢in, (4.10)’dan genlik kosulu

—J2-2w) + Bw—w')

\/(—2 —W?)* + 3w’

4.17)

K, (W) =

olarak bulunur. (4.17)’de w;, w, ve w; yazlarak swrasiyla K (w;)=-0.6025,
K,(W;)=-0.4135 ve K (w;)=-1.3691 olarak hesaplanir. Boylece K >0 icin,
S, =[-0.6025, —0.4135] U (-0, —1.3691] olarak bulunur. (4.13)’den

S, =[-0.6025, —0.4135] U (—o0, —1.3691]U[1.5129, + ) (4.18)

bulunur.

Adim 5: L €]0,1.8] zaman gecikmesi i¢in sistemi kapali gevrimde kararli kilan
Sg =5,\S, =(-0.4093, 0.4473) 4.19)

kazanglar kiimesi elde edilir. (4.19) ile bulunan kazang kiimesi, L €[0,1.8] zaman
gecikmesi aralifi i¢in kararli kilan kazanglarin ortak kiimesidir. L;=1.8 sn ve
K,=-0.45 i¢in Sekil 4.2°deki kontrol sisteminin birim basamak cevabi,

Sekil 4.6’da verilmistir. Birim basamak cevabi incelendiginde verilen sistemin kapali
cevrimde K, =-0.45 i¢in kararli oldugu gortilir. Oysa bu kazang degeri, (4.19)’da

verilen kazang araliginin disindadir; ama kapali ¢evrim sistem kararli olmustur.

Bunun nedeni, Xu ve dig. (2003) tarafindan 6nerilen bu yontemin amacinin sabit bir
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zaman gecikmesi i¢in kapali ¢evrim sistemi kararli kilan kazanglarin hesaplanmasi
degil; bir gecikme araligr i¢in kararli kilan kazanglarin ortak kiimesinin bulunmasi
olmasidir. Bu nedenle bu yontem, tutucu (conservative) bir sonug verir. Bu noktada,
acik cevrim kararsiz bir sistemin zaman gecikmesi ile kararli hale getirilmesini
saglayan ve Niculescu ve dig. (2003) tarafindan onerilen bir yontem dikkat ¢ekicidir.
Bu yontem, uygun zaman gecikmesinin 6nemini de gostermektedir. Bu nedenle Xu
ve dig. (2003) tarafindan Onerildigi gibi bir gecikme araligi i¢in kararli kilan
kazanglarin ortak kiimesini bulmak yerine verilen her bir zaman gecikmesi i¢in
sistemi kararli yapacak oransal kontroldrler kiimesinin hesabinin yapilmasi 6nem
kazanir. Ayrica bu yontem, grafiksel bir arama algoritmasi gerektirdigi i¢in hizli ve
analitik bir ¢6ziim vermez. Bu amagla zaman gecikmeli sistemlerin Padé esdegerini
kullanarak kapali ¢evrim sistemin kesin kararli oldugu kazang kiimelerini ve Padé

yaklagimi sonucu yapilan hatay1 da veren yeni bir yontem, bu tezde onerilmistir.

T

I

I
0.87777*777

I

I

0.6 -\-

04F -

- _ 1 _ _ L __L__

02F—fr---\-f-

Basamak Cevabi

I
l

O2-—Yf+-——-1-——-- : ——————————————————————————————
I
I
|

-0.4

Zaman [sn]

Sekil 4.6 : Ornek 4.1°de L, =1.8 sn ve K, =-0.45 Igin Basamak Cevabi.

4.2 Padé Yaklasimi Yardimiyla Kazan¢ Kiimesi Hesaplamada Hata

Paylarininin Bulunmasi

Zaman gecikmesinin Padé yaklasimai ile transfer fonksiyonu olarak ifade edilebilmesi

icin asagida Sekil 4.7°de goriilen model esleme problemini ele alalim.

\ 4
A

Ry (s) G,(s) iU
r(t) - h@®
—>

+
y(®)
Sekil 4.7 : Model Esleme Blok Diyagrami.

e—sL GO (S) |
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Amag, olasi tiim giris isaretleri i¢in hata isareti h(t)’i (enerjiyi) en kiigiik yapan P,(S)
transfer fonksiyonunu bulmaktir. (4.3) ile verilen zaman gecikmeli sistemin Padé

yaklagimiyla bulunan es degerini

o NGO N®
G(s)=Gy(s)R,(s) = D(s) R (s) B(s) (4.20)
olarak tanimlayalim. Burada
iZ(_l)ka(SL)k
et = P, (s) =4 (4.21)
D c(sb)
k=0
ve
_(2d =k)! d! 4.22)

C, =
2d 1 k!(d —k)!

bigimindedir. d, Padé yaklasiminin mertebesini gdsterir. Ornegin birinci ve ikinci

mertebeden Padé yaklagimlari sirasiyla,

1—55
RS =—7 (4.23)
I+—s
Ve
2
1—;s+t2§
P,(s)= > 4.24)
L o
l+—-Ss+——5
2 12

bi¢ciminde olur. Bu noktada Padé¢ yaklasiminda ne kadar hata yapildig1 ve dolayisiyla
kaginct mertebeden Padé yaklasiminin kullanilmasi gerektigi sorusu énem kazanir.

Bu amagla asagidaki teorem kullanilabilir (Lam, 1990).
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4.2.1 Teorem 4.3

eLw ™" 4d .
|Weq (JW)| 2| e =P, (jw) | < (4.25)
2, w> 4d ise
eL
hata fonksiyonu olmak {izere; eger
sup| G(jw)-G(jw) [<y = sup| G(jw) | | e™ =P, (jw) |<y (4.26)

olmas1 isteniyorsa; asagidaki algoritma kullamlabilir (Ozbay, 2000). Keyfi

mertebeden Padé yaklasimlarinin kullanilmasiyla olusan hatalar nedeniyle zaman
gecikmeli bir G(S) sisteminin Padé es degerleri fonksiyonlar kiimesi

tanimlayacagindan; (3.97)’dekine benzer olarak belirsizlik i¢eren kontrol edilen sistem
G,(5) 2 G(s)(1+Woy (5) A) 4.27)
olarak yazilabilir.

4.2.2 Algoritma 4.3 (Ozbay, 2000)

Adim 1: | G,(jw) | egrisinden W > w, olmak tizere | G,( jw) |< /2 sartin1 saglayan
0 g X 0 glay

w, degerini belirle. d =1 olarak seg.

Adim 2: w, £ max{w,, 4d/eL} olarak tanimla ve

2d+1
2 G, (jw)| (GI'—de , w2 s
£(w) 2 4 el y (4.28)
2 (G, (jw), W, >W>—— ise
| o (JW) d oL

foksiyonunu ¢iz.

Adim 3: E, = (l/y)max{ e(w): we [0, WX] } olarak tanimla. Eger E, <1 ise, d

aranilan deger olup; algoritmaya son verilebilir. Aksi halde d’i bir artir ve Adim 2’e
geri don.
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Teorem 4.3’e dikkat edersek (4.25) ile verilen hata fonksiyonu, Sekil 4.8’deki gibi
£(w) yari ¢apli disk bolgeleri tanimlar ve (4.28)’de w< (4d /eL) i¢in

eLW 2d+1
W, (W)22 | —— 4.29
w22 (2] am

tanimi yapilirken; w > (4d /eL) igin ise
W, , (W) =2 (4.30)

tanimin1 yapabiliriz. Boylece (4.29) ve (4.30)’da verilen her iki durum igin de
(4.28)’in, (3.104)’e benzedigini goriiriiz. (3.104)’deki r(w) yart capt ve |W(jW)|
agirlik fonksiyonunun yerini, burada sirasiyla diskin (W) yar1 cap1 ve W, (W) veya
W,,,(W) hata fonksiyonlarmin aldigini goriiriiz. Bu nedenle bu béliimde tanitilacak

yontem, Bolim 3.6°da verilen yontemin zaman gecikmeli sistemlere uyarlanmis

bicimidir. Burada kritik frekans, asagidaki bagintiyla tanimlidir.

R 4d
W, & — (4.31)
eL
oozt
GRE
LR L =
x1 o X X
¢ 7
a0
D =
L IE"Im ()
-0.2 b S
[ gy |
Im
-0.4 o
P
coE = JW* )
-0.8
-1.2 -1 -0.& -0.6 -0.4 -0.z 0 0.z
Ee

Sekil 4.8 : Padé Yaklasimiyla Olusan Ornek Bir Hata Bolgesi.

(4.25) ile verilen hata fonksiyonunun tanimladigi disk kiimesi icinde reel ekseni

kesen Sekil 4.8’deki gibi bir diski ele alalim. Verilen zaman gecikmeli G(s)
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sisteminin Nyquist egrisi S = jw i¢in bu diskin i¢inden geger. £(W) yar1 ¢apli diskin

O merkezinin orijine olan uzaklig ‘é(jw)‘ genligine esittir. C;A(jW) nin Nyquist

egrisi, Padé yaklagimiyla yapilan hata da goz Oniine alindiginda tek bir egriden
ziyade bir egri ailesi tanimladigr icin; reel ekseni tek noktalarda degil bolgeler
bigimine keser. w=w" frekansi igin G . (JW) ’nin Nyquist egrisinin reel ekseni kesim
yerleri, X <Re(S)<X, olmak lizere $ekil 4.8’den yararlanarak asagida Onerilen
lemma yardimiyla bulunabilir. Burada (4.28) goz oniine alindiginda; w< (4d/eL),
w>(4d/eL) ve W, =(4d/eL) olarak li¢ ayr1 durum i¢in inceleme yapmak gerekir.
Asagida verilen lemma, Lemma 3.2°1 temel alir. Bu lemma, Padé yaklagimiyla
bulunan kazan¢ araliklarinin gercek degerlerden en fazla ne kadar farkh

olabileceginin hesaplanmasina yardim edecektir.

4.2.3 Lemma 4.1 (Bayhan ve Soylemez)

Padé¢ yaklasiminda yapilan hatanin etkisi nedeniyle G +(JW) ’nin Nyquist egrilerinin

olusturdugu egri ailesinin reel ekseni kesim yerlerini ve bu kesim yerlerine iliskin

kazanclar1 bulmak i¢in agsagida verilen ii¢ kosulun incelenmesi gerekir.

a.) (4.20) ile tanimlanan ve Padé¢ yaklasimindan kaynaklanan (4.29)’da verilen hata
fonksiyonunu igeren G L(Jw) sisteminin Nyquist egri ailesinin reel ekseni kesim

yerlerine kars1 diisen reel w frekanslari,

(xaw) Z, (W)

Tz xE<vv>J (XL Z, W) -ZiW X)) X W) =0  (432)

biciminde tanimlanmis polinomun ¢=1,2,...,k olmak iizere w,<w,,, bi¢imde
ciftler halinde w, =0,w, =0,w,,w,,...,W,, ,,W,,  olarak sirali negatif olamayan reel
kokleri iginden w<(4d/eL) kosulu saglanacak sekilde belirlenir. Burada Z (w),
Xz (W) ve X (w) sirastyla

Z, (W) = Z(W*)P,(w*) (4.33)
X (W) 2 X (WP, (W) —WPY (WP)P, (W) 4.34)

4d+2

X (w) £ 4P2w) (X2 (W) + WY () (eLw/ 4d)*** —w? (X (W)P, (w) + Y (WR(W))  (4.35)
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bi¢iminde tanimlanmis polinomlardir. X.(w) ve Z,(w) sirasiyla, X_.(w) ve Z, (w)
polinomlarmin W’ye gore birinci tiirevlerini gostermektedir. P, (w?), P, (wW?) ve

P, (W?), (4.21) ile verilen P,(jw)’nin (3.10)’dakine benzer sekilde yazilmasiyla

bulunan

ROW) 1 PO)

W= 5w e W)

(4.36)

polinomunun birlesenleridir. Ayrica X (W), Y(W*) ve Z(W*) ise (3.11), (3.12) ve

(3.13)’de tanimlanmis polinomlar1 gostermektedir. L ise, zaman gecikmesidir.
(=1,2,...,k olmak iizere (4.32)’nin w,=0,w, =0, W,,W,,...,W,, ,W,, biciminde
ciftler halinde siralanmis ve (4.31)’de verilen W, kritik frekansindan kiigiik olan
negatif olmayan her bir w,, , ve w,, kok ciftine iliskin reel ekseni kesim yerleri,

X; i = 10 (X, (W), X, (W) (4.37)
Xy s = MaX (X, (W), X, (W) (4.38)
olarak tanimlanmistir. Nyquist egrisinin reel ekseni kesim yerlerinin olusturdugu

Iﬂ é (X/ min Xf max) (4'39)

araliklarina iligkin kazang araliklari

( -1 -1 J Sgn(x,,.)=Sgn(x,,. ) ise
- A XZmin Xfmax “
K, 2 (4.40)
{—oo -1 Ju( -1 oo], Aksi durumda
X(,’max X(min

olup bunlarin birlesimi

K, 4.41)

ct U
2,

le[1,2,...K]

bi¢giminde tanimlidir.
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b.) W, kritik frekansindan bilylik olan frekanslar i¢in hata fonksiyonu, artik

(4.30)’da verildigi gibi olacagindan (4.35)’de verilen X (w) polinomu,
X (W) :4PZZ(\N2)(X2(\N2)+\/\/2Y2(\N2))—V\/2(X(V\f)Py(vvz)+Y(vv2)PX(vvz))2 (4.42)

bi¢cimine gelir. Z (w) ve Xg(w), (4.33) ve (4.34)’de verildigi gibidir. Padé
yaklagimindan kaynaklanan (4.30)’da verilen hata fonksiyonunu igeren G L(Jw)

sisteminin Nyquist egri ailesinin reel ekseni kesim yerlerine karsi diisen reel w

frekanslari, (4.33), (4.34) ve (4.42)’nin (4.32)’de yazilmasiyla bulunan polinomun
o=1,2,...,t olmak lizere W, <w_,, bigimindeki W, ,W,,W;,W,,...,W, ,,W,, negatif

o+l
olamayan reel kok g¢iftleri iginden w > (4d /eL) kosulu saglanacak sekilde belirlenir.
W, kritik frekansindan biiylik olan ve negatif olmayan bu w,,, ve w,, kok

ciftlerine iligkin reel ekseni kesim yerleri, (4.37) ve (4.38)’e benzer olarak

Xo min = min(x1 Wy 1)s X, (Wza)) (4.43)
Xs max — MAx ( X, (Wzof1 ), X, (W20')) 4.44)

olarak yazilabilir. Nyquist egrisinin reel ekseni kesim yerlerinin olusturdugu

}?O' = (XO' min XO' max) (4‘45)

araliklarina iliskin kazang araliklari

( m— ] SON(Xy 150) = SIN(Ky ) iSE
- XO'min XO'max
Koo 2 (4.46)
[—oo -1 ]u( -1 oo], Aksi durumda
XO'max XO'min

olup bunlarin birlesimi,

c,2 U K

oell,2,...,1]

bo (4.47)

bigiminde tanimlanabilir.
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¢.) W=Wy, kritik frekansi igin éA(jW) sisteminin Nyquist egrisinin reel ekseni

kesim yerleri,
Zpe = (X (W), %, (W,)) (4.48)

araligini olusturur. Burada, Sekil 4.8’deki X, ve X, noktalarinin yerine iliskin olan

kabul geregince

w2 XX | (449)

K2 ( X)X ) (450)

Z,(w)

bi¢iminde tanimlidirlar. Eger X (W) <0 ise, bu frekans i¢in reel ekseni kesim s6z
konusu degildir ve C, =& alinir; aksi halde (4.48)’e iliskin kazang araliklari, (4.40)

ve (4.46)’dakilere benzer olarak

-1 -1
. — |, SN(X, (W, )) = Sgn(X,(W,,)) ise
C 2K [Xl(w‘”) X2(Wp°)j o o @.51)
3= Ppe; = .
—© _Al Vv _Al 0 |, Aksi durumda
X2 (Wpc ) Xl (Wpc )

biciminde yazilabilir. Bu ii¢ kosuldan bulunan kazang¢ araliklarmin birlesimi
yardimiyla Padé yaklasimi kullanilmasi sonucu ortaya ¢ikan belirsizlik kazang

araliklari,
C,=C,uC, UC, 4.52)
biciminde tanimlidir.

4.2.4 Lemma 4.1’in ispat1

Sekil 4.8’de goriilen O merkezli (W) yari ¢capl disk i¢in Pisagor teoreminden

(W) = /> (W) — G2, (jw) (4.53)
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bulunur. Burada élm(jw) , G(jw)’nin
G(jw) = Gy (JW) + JG,,, (W) (454)

bi¢ciminde reel ve sanal kisimlarina ayrilmasiyla elde edilir. Sekil 4.8’den X, ve X,,

Nyquist egrilerinin reel ekseni kesim yerleri olmak {izere (4.53)’den yararlanarak

X,» (W) = G (jW) F /&% (W) — G2, (jw) (4.55)

yazilabilir. (4.20)’den é( jw), (3.10) ve (4.36)’nin garpimina esit olacagindan;

&Cin :{X(WZ)PX(WZ) o YOOR W )}+ 'W{X(W )P, (w )+Y(w2)PX(w2)} 456

ZW)R,w*)  Z(WHP, (W) Z(W*)P,(w*)  Z(W*)P,(w")

elde edilir. Burada

s X(W)P (W) -wY (W*)P, (")

G (jW) 2 2P ) (4.57)
ve

& (iwe W( X (WZ)PE((WW?); Y( stZV;)PX(WZ)j 458)
olarak tanimlidur. (3.10) kullanilarak G, ( jw)’nin genligi

|G, (jw)| = \/ X2(WZZ)ZIV¥2)Y W) (4.59)

olarak yazilir. w< (4d/eL) igin (4.28), (4.57) ile (4.58)’in (4.55)’de yazilmasiyla

ZWHPW)  ZwW)RW) [T

\/4 (X2 + Y2 () (el_ijz_W2(x(wz)Py(w2)+Y(W2)PX(W2)) (4.60)

23 (W) 4d Z* (WP (w)
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bulunur ve es deger olarak

X, (W) = X (WP, (W) = WY (W)R, (W)} ¥

b ({
Z(W)P,(w*)

\/4 P’ (W) (X (W) + WY (') ) (eLw/ 4d ) w (x(\/\/2)F>y(v\f)+Y(w2)F>X(w2))2 j (4.61)

yazilabilir. (4.33), (4.34) ve (4.35)’de verilmis olan Z (w), X (w) ve Xg(W)

tanimlari, bu son bagintida yazilip diizenlenirse; Nyquist egrilerinin kesim yerleri

icin (4.49) ve (4.50)’de ayr1 ayr1 verilen

( XawEXcw ) (4.62)

X, (W) = m

bagmtist elde edilir. Lemma 3.12°de Onerildigi gibi (4.62)’nin W’ye gore birinci

tiirevi alinip sifira esitlenirse,

L Xé(vv)i—xé(w)

xl"z(w)= 5
Z,(w) 2 /XE(W)

zx(w)—z;(w)(xR(w);JxE(w) ) —0 (4.63)

olarak bulunur. (4.63) diizenlenirse,

x{,z(w)=(xg(w)\/xE(w) F e jzx(w)—zxw)(\/XE(w) Xa(WF Xe(W) | =0 (4.64)

bagintisi elde edilir ve es deger olarak

XeW)Z, (W)

5 —Z,(w) XE(W)j =0 (4.65)

X; (W) =( Xg (W) Z, (W) = Z}(W) X5 (W) ) X (W) :{

yazilabilir. (4.65)’1 ayrica

(Xa (W) Z, (W)~ Z(0) X 0 () X o (W) d(%—z;(mxgmj (4.66)

bi¢iminde de yazabiliriz. (4.66)’nin her iki tarafinin karesi alinip diizenlenirse,
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(XE(W)z—ZX(W)—z;(m xE<w>) ~(XaWZ, (W -Z) WX W) Xe W) =0 (467

bulunur. Boylece (4.32)’da verilen polinom elde edimis olur.

4d+2

(4.28)’den w>4d/eL ise; X (W) nin (4.35)’de verilen ifadesindeki (eLw/4d)
terimi yok olur ve bdylece (4.42)’de verilen X (W) i¢in (4.32) kullanilir ve ispat

tamamlanmis olur. [
Bu sonuclardan hareketle, asagidaki teorem verilebilir.

4.2.5 Teorem 4.4 (Bayhan ve Soylemez)

Sekil 4.2°de verilen G(s) =G, (s) e sistemi igin, d. mertebeden Padé yaklagim
kullanilarak bulunan é(s) =G, (S)F,(s) sistemini kararli kilan kazang araliklart C,

Teorem 3.1 ile belirlenebilir. G . (S) sistemini kesin kararli yapacak kazang kiimesi
Cy =C, \C, (4.68)
ile bulunur. (4.52)’de verilen C, kiimesi, q=1,2,..., f olmak iizere

C, = UCuq (4.69)
olarak yazilabilir. Burada Cuq ,

c, =[K

q [ minq’ Kmaxq]

(4.70)

olacak bigcimde tanimlanmis kazang araliklarinin bir kiimesidir. Padé yaklasimi

kullanilmas1 sonucu kazanglarda ortaya ¢ikan hata paylari,

Cs= U C

ps @.71)
Cuq NCp=

u

ile hesaplanir. C,s kazang araliklar igin, sistemin kapal ¢evrimdeki kararlilig:

hakkinda kesin bir sey sOylenemez. Burada \ isareti, kiimeler {lizerinde ¢ikarma

islemini gosterir.

Bu boéliimde onerilen yontem i¢in agagidaki algoritma verilebilir.
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4.2.6 Algoritma 4.4 (Padé yaklasimiyla yapilan hata paylarinin hesabi)

Adim 1: Verilen G(s)=G,(s) e sistemi i¢in, d. mertebeden Padé yaklagimim
kullanarak é(s) =G, (S)P,(s) sistemini olustur.

Adim 2: (4.20)’de verilen é(s) = N(S)/ [3(5) sistemini kapali ¢gevrimde kararli yapan
C, kazang kiimesini, Teorem 3.1’°den hesapla.

Adim 3: Lemma 4.1°deki ilk kosuldan hareketle (4.33), (4.34) ve (4.35)’1 kullanarak

(4.32)’de verilen polinomu olustur. Bu polinomun ¢iftler halindeki negatif olmayan
reel koklerini hesapla ve bunlar iginden Wpc kritik frekansindan kii¢iik olan

frekanslari belirle.

Adim 4: W, *den kiigiik olan bu reel kokler igin (4.49) ve (4.50)’1 kullanarak Nyquist

egrisinin reel ekseni kesim noktalarini bul ve (4.39)’dan ¥, kiimesini belirle. Bu

kiimeye iliskin Kp , kazang araliklarini (4.40)’dan hesaplayip (4.41)’deki C,; kazang
kiimesini olustur.

Adim 5: Lemma 4.1°deki ikinci kosuldan harcketle (4.33), (4.34) ve (4.42)’i

(4.32)’de yazarak olusturulan polinomun c¢iftler halindeki negatif olmayan reel
koklerini hesapla ve bunlar iginden W, kritik frekansindan biiyiik olan frekanslari

belirle.

Adim 6: W, *den bilyiik olan bu reel kokler igin, Adim 4’dekine benzer yolla Yo
kiimesini (4.45)’den bul ve bu kiimeye iliskin Rpa kazang araliklarini (4.46)’dan
hesaplayip (4.47)’deki C, kazang kiimesini olustur.

Adim 7: Lemma 4.1°deki Uglincii kosuldan hareketle W, kritik frekansi icin

(4.48)’den ¥ pc kiimesini bul. i =1,2 igin (4.51)’de verilen Kpci kazang araliklarini

yani C, kazang kiimesini olustur.

Adim 8: C,, C, ve C, i kullanarak (4.52)’den C, belirsizlik kazang araliklarini bul.

Adim 9: Teorem 4.4’de (4.68)’den é(s) sistemini kesin kararli yapan C,  kazang

kiimesini bul.

Adim 10: C, kiimesini olusturan Cuq kazang araliklarini bularak; (4.71)’den C

hata paylarini hesapla.
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4.2.6.1 Ornek 4.2

Ornek 4.1°de (4.15) ile verilen sistemde L =1.8 sn kadar zaman gecikmesi i¢in 2, 3
ve 4. dereceden Padé yaklasimlari kullanarak zaman gecikmeli sistemi kapali

cevrimde kararli yapan kazanclari bulalalim ve sonra Algoritma 4.4’ kullanarak
éA(S) sistemini kesin kararli kilacak kazanglart ve 2, 3 ve 4. dereceden Padé¢

yaklagimlartyla hesaplanan kazang¢ kiimelerindeki hata paylarini belirleyelim.

Adim 1: (4.24)’den e'* gecikme terimi i¢in 2. mertebeden Padé yaklasimiyla

bulunan
0.27s* —0.9s+1
P s) = e—l.SS — 4.72
(%) 0.27s> +0.9s+1 @72)
fonksiyonu i¢in é(s) =N (s)/ [3(5) ‘nin pay polinomu
D(s) =275 +954s* +11881s® +227545* + 318005 + 20000 4.73)

bicimine gelir.

Adim 2: Teorem 3.1°den D(S) ’nin karasiz kok sayist, G, =0 dir. Y (W?) *nin pozitif
reel kokleri W, =0.737263, W, =1.54988 ve W, =4.036’dir. Bu koklere W, =0 ve

1

W, =0 ’da eklenince, bes tane reel eksenden gecis frekansi olur. Bu gecis frekanslarn

icin Teorem 3.1’°den elde edilen sonuglar, Tablo 4.2°de gdsterilmistir.

Tablo 4.2: Ornek 4.2°de d =2 I¢in é(s) ’1 Kararli Kilan Kazanglar.

~ A

i Wy )A(pi o L]pi Cpi
0< Cp] <0.461254
0.461254 < sz <1

1.54988 -2.168 2

0 -1 1

o 0 1 1<C|O3 < oo
—oo<Cp < -2.8148
4
—2.8148<C|[,4 <-0.601687

—0.601687 < CIOS <0

0.737263 | 1.66199 -2

O N |~ |W|IDN|O

1
2
3
4 4.036 0.355265 -2
5
6

o0

Tablo 4.2’den gorildugi tizere C,e[Cy ., Cp .1 =(-0.601687, 0.461254)

kazanglar1 i¢in é(s) sistemi kapali ¢gevrimde kararli yapilabilir.

Adim 3: Teorem 3.1 kullanilarak N (s) ve D(s) igin (3.11), (3.12) ve (3.13)’den
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X(W?) =-w*+11w’ -4 (4.74)
Y(W) =-w* —5w? +12 (4.75)
ZW)=w’—2w' +w’ +4 (4.76)

yazmak miimkiindiir. Benzer bigimde P, (S) i¢in (4.36)’dan

P (W) =7.29x10"w"-1.35w* +1 4.77)
2 2

P,(w”)=0.486w" —1.8 (4.78)

P(W*)=7.29x107w" +0.27w* +1 (4.79)

elde edilir. Bunlarin (4.33), (4.34) ve (4.35)’de yazilmasiyla bulunan Z (w), X;(w)

ve X (w) polinomlarindan elde edilen (4.32) nin negatif olmayan reel kok ciftleri,

W, :{O—AO, 0+A,; 0.735461, 0.740416} (4.80)

a

kiimesini olusturur. Burada A, sifira yakin 0 <A, <1 seklinde olan ¢ok kiigiik

pozitif sayilar temsil etmektedir. (4.31)’den kritik frekans,

4d
W =22 163502 4.81
Pe = oL (4.81)

olarak bulunur. W, kiimesindeki tiim frekanslar, W, ’den kii¢iik oldugu i¢in, hepsi

icin reel ekseni kesim noktalar1 hesaplanabilir.

Adim 4: Ikinci mertebeden Padé yaklasimiyla bulunan G(S) ’e iligskin Tablo 4.2’den

bulunan 0.737263 frekansi, (4.80)’deki 0.735461 ile 0.740416 arasinda bir degere
sahiptir. (4.80)’deki frekanslarin (4.49) ve (4.50)’de yazilmasiyla

X ={-1-A,, —1+A,; 1.599, 1.60659 (4.82)

a

X, ={-1-A,, —1+A,; 1.719133, 1.727229} (4.83)

a

olarak bulunur. Yukarida verilenler i¢in kesim yerlerinin (4.37), (4.38) ve (4.39)’daki
gibi diizenlenmesi ve (4.40)’dan kazanglarin bulunmasiyla elde edilen sonuglar,

Tablo 4.3’de verilmistir.
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Tablo 4.3 : Ornek 4.2°de d =2 e {liskin w < W, Icin Belirsizlik Araliklari.

l sz -1 WZZ Xf min Xf max K p’

1| 0-A4 0+A, | —1-4A, | —1+A, 1A, <K, <l+4,

2 | 0735461 | 0.740416 | 1599 | 1.727229 | —0.625392<K , <-0.578939

Tablo 4.3’den bulunan sonuglar kullanilarak (4.41)’den
C, =(01-4, 1+A,))U(-0.625392, —0.578939) (4.84)
bulunur.

Adim 5: Lemma 4.1°deki ikinci kosuldan hareketle w>4d/eL igin; X (w) deki
(eLw/4d )4d+2 terimi yok olacagindan (4.32)’nin negatif olmayan reel yeni kok

ciftleri en sondaki kokiin ¢ifti sonsuzda olmasi kabulii ile,

W, :{O—AO, 0+4,; 0.6062, 0.8723; 1.4567, 2.01498; 2.14849, oo} (4.85)

biciminde olacaktir. Bu kd&kler iginden W>VA\IpC =1.63502 kosulunu saglayan

frekanslar

W, ={1.4567 < W

ihmal

ocs 2.01498; 2.14849, oo} (4.86)

kiimesini olusturur.

Adim 6: w> W, kosulundan gelen ihmalden dolay1 W, kiimesinde ¢iftligi bozulan

ve diger teki alinmayan tek kalan kok oldugu icin le ve Xzb reel ekseni kesim

noktalar1 (4.49) ve (4.50)’den

X, ={-2.77652; -2.10942, 0} (4.87)
%, ={ 1.88389; 1.88536, 0} (4.88)

bicimine gelir. Yukarida verilenler i¢in reel ekseni kesim yerlerinin (4.43), (4.44) ve
(4.45)’deki gibi diizenlenmesi ve (4.46)’dan kazanclarin bulunmasiyla elde edilen

sonuglar, Tablo 4.4’de verilmistir.
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Tablo 4.4 : Ornek 4.2°de d =2 e Iliskin w > Wipe I¢in Belirsizlik Araliklari.

o chr—l W2cr XO' min XU max K po
0.360164 <K, <o,
1 - 2.01498 | -2.77652 1.88389
—0 < K, <—0.5308
0.474065 <K, <o,
2 | 2.14849 0 -2.10942 | 1.88536
—0 < K, <—0.5304

Tablo 4.4’den bulunan sonuglar kullanilarak (4.47)’den

C, = (-, —0.5308) U (=00, —0.5304) L (0.360164, o) (0.474065, o) (4.89)

Adim 7: W, =1.63502 kritik frekansi i¢in (4.27)’de verilen GA(jW) sisteminin

Nyquist egrisinin reel ekseni kesim yerleri (4.48)’den,

Zpe = (X (W), X, (W) = (=5.8831, 2.03794) (4.90)

bulunur. Bu kesim noktalarina iliskin (4.51)’den

C, = (-, —0.49069) U (0.16998, ) 4.91)
kazanglar1 bulunur.

Adim 8: (4.52)’den belirsizlik kazang araliklari

C,=C,uC,UC, = (-0, —0.49069) U (0.16998, ) (4.92)

olarak bulunur. Burada q=1,2 olmak tizere, (4.70)’den C, =(-o0, —0.49069) ve
C,, =(0.16998, o) olarak bulunur.

Adim 9: Teorem 4.4’de (4.68)’dan G(s) sistemi

Ces =Cp \C, =(-0.49069, 0.16998) (4.93)

kazang araliklari i¢in kesin kararhdir. Cy, araligi, C,=(-0.601687, 0.461254)

olarak Tablo 4.2’den bulunan kazang aralig1 tarafindan sarmalanmaistir.

Adim10: C, NnC, #Y ve C, NC, # ’nin kullamlmasiyla (4.71)’den bulunan

Cps = (=00, —0.49069) L (0.16998, o) (4.94)
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kazang araliklar i¢in, sistemin kapali ¢evrimdeki kararliligi hakkinda kesin bir sey
sOylenemez. Bu son iki kazang araligi, ayn1 zamanda bize ikinci dereceden Padé
yaklagimi kullanildigt zaman bulunan kazan¢ kiimelerindeki hata paylarini verir.
Ikinci mertebeden Padé yaklasimi kullanilarak bulunan é(s) sisteminin Nyquist
egrisi, Sekil 4.9°da verilmistir. Sekil 4.9’da goriilen Nyquist egrisinin reel ekseni
kesim noktalari, Tablo 4.2°de bulunan sonuglari teyit etmektedir. Sekil 4.10°da ise
Sekil 4.9°da verilen Nyquist egrisinin etrafindaki ikinci mertebeden Padé yaklagimi

kullanilmas1 nedeniyle olusan hata bantlar1 goriilmektedir.

Sekil 4.10 : Ornek 4.2°de 2. Mertebeden Padé Yaklasimiyla Olusan Hata Bantlar
(GA( jw) *nin Nyquist egrisi).

Sekil 4.11°de ise, daha anlasilir olmasi agisindan Sekil 4.10°daki hata bantlarinin bir
pargas1 gosterilmistir. Bu parcadaki disk kiimelerinin reel ekseni kesim yerlerine

dikkat edersek, (4.82) ve (4.83)’de verilen kesim noktalarmin bir kismini veren

86



disklere aittir. Aslinda Sekil 4.10 ve Sekil 4.11, Sekil 4.9°da verilene benzer disklerin
olusturdugu ve Nyquist egrisini ¢evreleyen hata bantlar1 kiimesidir. Sekil 4.10 ve

Sekil 4.11, yontemin teyit edilebilmesi ve daha kolay anlasilabilmesi i¢in verilmistir.

Yontemin isleyisi acisindan gerekli degillerdir.

Im

Sekil 4.11 : Sekil 4.10°da Goriilen Hata Bantlarinin Bir Kisma.

d =3. mertebeden Padé yaklagimi kullanilmasiyla bulunan G (S) sistemi

Cp €[Cp s Cp ] = (-0.602464, 0.448061)

(4.95)

kazanglar1 i¢in kapali ¢evrimde kararli yapilabilir. Lemma 4.1’in ilk kosulundan

(4.32)’nin negatif olmayan reel kok ¢iftleri,
W, = {0 —A,, 0+A,; 0.7335, 0.7359; 1.5128, 1.52036}
kiimesini olusturur. (4.31)’den d =3 i¢in kritik frekans,

Wy, =2.45

(4.96)

(4.97)

olarak bulunur. W, kiimesindeki tiim frekanslar, W, den kiigiik oldugu i¢in; hepsi

icin reel ekseni kesim noktalar1 hesaplanabilir. (4.96)’daki frekanslar igin G A(S) ’nin

Nyquist egrisinin reel ekseni kesim noktalari,

X, ={-1-A,, —1+A,; 1.6591, 1.65919; —2.386, —2.371}

>
I

X :{—I—AO, -1+4,; 1.6605, 1.6606; —2.085, —2.072}
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olarak bulunur. Yukarida verilenler i¢in kesim yerlerinin (4.37), (4.38) ve (4.39)’daki
gibi diizenlenmesi ve (4.40)’dan kazanglarin bulunmasiyla elde edilen sonuglar,

Tablo 4.5°de verilmistir.

Tablo 4.5 : Ornek 4.2°de d =3¢ iliskin w< W, Icin Belirsizlik Araliklari.

g WZK—I WZK Xf min Xl max Kp(

11 0-A,| 0+A, -1-A, -1+A4, 1-A, <K, <I+4,

2 | 0.7335 | 0.7359 1.6591 1.6606 -0.60273 < K ot < —-0.60219
3 | 1.5128 | 1.52036 -2.386 -2.072 0.419 < Kp ) <0.482

Tablo 4.5’den bulunan sonuglar kullanilarak (4.41)’den

C,=(1-A,, 1+A,)U(-0.60273, —0.60219)(0.419, 0.482) (4.100)
bulunur.

Lemma 4.1°deki ikinci kosuldan hareketle (4.32)’nin negatif olmayan reel yeni kok

ciftleri iginden w > Wpc = 2.65 kosulunu saglayan frekanslar

W, =12.302 <W,, 3.519; 4.86, oo} (4.101)
ihmal

kiimesini olusturur. Bu kiimeye iliskin reel ekseni kesim noktalar1

X, ={-0.549; —0.595, 0} (4.102)

Xzb :{ 1.08; 0.362, 0} (4.103)

olarak bulunur. Yukarida verilenler i¢in reel ekseni kesim yerlerinin (4.43), (4.44) ve

(4.45)’deki gibi diizenlenmesi ve (4.46)’dan kazanclarin bulunmasiyla (4.47)’den
C, =(—o, —0.925)U (1.678, ) (4.104)

bulunur. Wpc =2.65 kritik frekansi i¢in G L(Jw) sisteminin Nyquist egrisinin reel

ekseni kesim yerleri (4.48)’den,

Zpe = (X (W), X, (Wye)) = (0963, 2.374) (4.105)
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olarak hesaplanir ve boylece (4.51)’den

C, =(—o, —0.421)U(1.038, =) (4.106)
bulunur. (4.52)’den belirsizlik kazang araliklari

C, =(—o, -0421)U(1-4A,, 1+A,)U(0.419, 0.482)U(1.038, ) (4.107)

olarak bulunur. (4.107)’de goriildiigii gibi q=1,2,3,4 olmak iizere, (4.70)’den
Cy, = (o0, —0.421), Cuz =(1-4,, 1+4,), CU3 =(0.419, 0482) ve Cu4 =(1.038, )

olarak bulunur. Ugiincii mertebeden Pade yaklasimiyla bulunan é(s) sistemi,
Cys =C, \C, =(-0.421, 0.419) (4.108)
kazang araliklar1 i¢in kapali ¢evrimde kesin kararliyken

Cps =(-, —0.421)U(0.419, 0.482) (4.109)

kazang araliklari i¢in ise, kesin bir sey sOylenemez. Sekil 4.12°de {i¢iincii mertebeden
Pad¢ yaklasimi kullanilmasi sonucu é(s) sisteminin Nyquist egrisinin etrafinda
olusan hata bandlar1 goriilmektedir. Sekil 4.12, Sekil 4.10 ile karsilagtirilirsa; Padé
yaklasiminin  mertebesi ikiden {ige ¢iktiginda hata paylarinin  kiictldigii
gorlilmektedir. Bu sonug grafiksel gosterime gerek olmaksizin (4.94) ve (4.109)’dan
da goriilmektedir.

Sekil 4.12 : Ornek 4.2°de 3. Mertebeden Padé Yaklasimiyla Olusan Hata Bantlar1.
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d = 4. mertebeden Padé yaklasimi kullanilmasiyla bulunan G (S) sistemi

Cp €[Cp mins Cp mae] = (-0.602474, 0.44734) (4.110)

P min >

kazanclar1 icin kapali ¢evrimde kararli yapilabilir ve bu durumda kritik frekans
W, =3.27 dir. Lemma 4.1°deki ilk kosuldan

C,=(-4A,, 1+A,)U(-0.6024759, —0.6024722) U (0.4465, 0.4482) (4.111)
bulunur. Lemma 4.1°deki ikinci kosuldan ise

C, = (-, —2.823)U (=00, —3.272)U(1.119, ©)U(6.337, ©) 4.112)

kazang araliklar1 bulunur. Wpc =3.27 kritik frekansi i¢in Lemma 4.1°deki tigiincii

kosuldan

C, = (-, —0.868) U (1.505, «) (4.113)
olarak hesaplanir. Bu sonuglardan hareketle belirsizlik kazang araliklar

C, = (0, —0.868) U (-0.6024759, -0.6024722) U (0.4465, 0.4482)U(1.119, o) (4.114)

olarak bulunur. Dordiincii mertebeden Pade yaklasimiyla bulunan é(s) sistemi,
Cys =(-0.6024722, 0.4465) 4.115)

kazang araliklari i¢in kapali cevrimde kesin kararliyken

Cps = (—0.6024759, —0.6024722) U (0.4465, 0.4482) (4.1106)

hata paylan i¢in ise, kesin bir sey sOylenemez ve kararli da olabilir kararsiz da
olabilir. Pad¢ yaklagiminin mertebesi arttirildikga C, hata paylan kii¢iilmektedir.

Sekil 4.13°de dordiincii mertebeden Padé yaklasimi kullanilmasi sonucu é(s)

sisteminin Nyquist egrisinin etrafindaki olusan hata bantlar1 goriilmektedir. Xu ve
dig. (2003) tarafindan Onerilmis yontemde bu sistem icin L €[0,1.8] zaman
gecikmesi araliginda kararli kilan kazang kiimesi S; =(—0.4093, 0.4473) olarak

bulunmustu.
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Sekil 4.13 : Ornek 4.2°de 4. Mertebeden Padé Yaklasimiyla Olusan Hata Bantlar1.

4.2.6.2 Ornek 4.3

Ornek 3.9°da (3.95) ile verilen sistemde L =0.04 sn kadar zaman gecikmesi igin 2.,

3. ve 4. mertebelerden Padé yaklasimlar1 kullanarak bulunan G ,(S) sistemini kesin

kararl1 kilacak kazancglar1 hesaplayalim ve Padé yaklasimlariyla hesaplanan kazang

kiimelerindeki hata paylarini belirleyelim.

2. mertebeden Padé yaklasimiyla bulunan é(s) icin Teorem 3.1’den elde edilen

sonuglar, Tablo 4.6’da gosterilmistir.

Tablo 4.6 : Ornek 4.3°de d =2 I¢in G(s)’i Kararli Kilan Kazanglar.

i W, % fo | U, Cp,

1 | 1.84279 | -0.473501 | -2 4 0<C, <2.11193

2 | 13.4327 |-0.337039 | -2 2 2.11193<C  <2.96702
3 | 25.8202 |-0.188486 | 2 0 2.96702<Cp  <5.30543
4 © 0 1 2 5.30543<CID4 <0

5 | 180.402 |0.0277006 | -2 3 —o0<Cp <-36.1003

6 | 3.18177 | 0.26839 2 1 -36.1003<C,, <-3.7258
7 0 0.75 1 3 —3».7258<CID7 <-1.33
8 © 4 -1.33< CID8 <0

Tablo 4.6’dan C, €[C, ;,, C

P max

1 =(2.96702, 5.30543) kazanclarn icin G(s)

sistemi kapal1 ¢cevrimde kararli yapilabilir.

Teorem 3.1 kullanilarak N (S) ve D(s) i¢in (3.11), (3.12) ve (3.13)’den
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X (W?) = —69.75W° +1844.5w* —10020wW’ + 6912 4.117)

Y(W2)=—5W6 +451.75w* = 5182 w? +12240 (4.118)
Z(w?) = wW* +25wW° +208w* +1600W° + 9216 (4.119)
bulunur. e*** zaman gecikmesi i¢in 2. mertebeden Padé yaklasimiyla bulunan

2
P, (s) = 0.000133332 +0.02s +1 (4.120)
0.0001333s” -0.02s +1

fonksiyonu i¢in (4.36)’dan

P(W)=1.78x10"w*-6.67x10"*w* +1 (4.121)
2 T a2

P, (W) =2.13x107"w’ —0.04 (4.122)

P(w*)=1.78x10"°w* +1.33x107*w* +1 (4.123)

elde edilir. Bunlarin (4.33), (4.34) ve (4.35)’de yazilmasiyla bulunan Z (w), X;(w)

ve X (w) polinomlarindan elde edilen (4.32) nin negatif olmayan reel kok ciftleri,

Wa:{O—AO, 0+A,; 1.8428-A,, 1.8428+A,; 3.1818—-4A,, 3.1818+A;
13.4232, 13.4423; 25.3587, 26.3734} 4.124)
olarak hesaplanir. d =2 igin (4.31)’den kritik frekans,

Wy, =75.5759 (4.125)

olarak bulunur. W, kiimesindeki tim frekanslar, W, den kiigiik oldugu i¢in; hepsi

i¢in reel ekseni kesim noktalar1 hesaplanir ve boylece Lemma 4.1’in ilk kosulundan
%, ={0.75=A,, 0.75+A,; —0.4735—A;, —0.4735+A;

0.2684—-4,, 0.2684+A,; —0.3373, —0.3369; —0.1926, —0.1857} (4.126)
X, ={O.75—A0, 0.75+A,; —0.4735-A,, —0.4735+A,;

0.2684—A,, 0.2684+A,; —0.3372, —0.3368; —0.1908, —0.1838} (4.127)
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olarak bulunur. Yukarida verilenler i¢in kesim yerlerinin (4.37), (4.38) ve (4.39)’daki
gibi diizenlenmesi ve (4.40)’dan kazanglarin bulunmasiyla elde edilen sonuglar,
Tablo 4.7°de verilmistir.

Tablo 4.7 : Ornek 4.3°de d =2 e Iliskin w < W, Igin Belirsizlik Araliklar1.

l WZZ—I W2€ Xf min Xf max K p’

1] 0-4, 0+A, | 075-A, | 0.75+4, | -1.33-A; <K, <-133+4,

2 [1.8428- A, | 1.8428+ Ay |-04735-A¢| 04735+ A, | 2.11-A, <K , <2.11+4A,

3 [3.1818-A | 3.1818+ A, [0.2684— A, | 02684+ A, | -3.7258-A; <K , <-3.7258+ A,

4 | 13.4232 13.4423 -0.3373 —-0.3368 2.96471 < Kpg <2.96935

5 | 25.3587 26.3734 —-0.1926 —-0.1838 5.19178 < Kpf <5.44116

Tablo 4.7’den bulunan sonuglar kullanilarak (4.41)’den

C, =(-133-4,, —1.33+A,)U(2.11-A,, 2.11+A,)U(-3.7258—A,, —3.7258+A,)U

(2.96471, 2.96935)U(5.19178, 5.44116) (4.128)

olarak bulunur. Lemma 4.1°deki ikinci kosuldan hareketle; (4.32)’nin negatif
olmayan reel yeni kok ¢iftleri i¢inden w> W, =75.5759 kosulunu saglayan

W, = {103.806, oo} 4.129)
frekanslari i¢in reel ekseni kesim noktalari

le ={—0.06189, O} (4.130)

%, =10.11208, 0} (4.131)
olarak hesaplanir ve boylece

C, = (—o0, —8.92201)U(16.1575, ) (4.132)

elde edilir. W,, =75.5759 kritik frekansi i¢in GA(jW) sisteminin Nyquist egrisinin

reel ekseni kesim yerleri,

Zpe = (X (W), X, (W,)) = (~0.13037, 0.10557) (4.133)
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olarak bulunur. Bu kesim noktalar1 i¢in Lemma 4.1’in {i¢ilincii kosulundan

C, =(—o, —9.47286) U (7.67051, ) (4.134)

kazang araliklar1 bulunur. Boylece (4.52)’den belirsizlik kazang araliklari

C, = (o, —8.92201)U(=3.7258 = A,, —3.7258+A,)U(~1.33-A,, —1.33+A,)U
(2.11=A,, 2.11+A,)U(2.96471, 2.96935)U(5.19178, 5.44116) U (7.67051, ) (4.135)

olarak bulunur. Teorem 4.4’den d =2 i¢in G A, (S) sistemi,
Cys =(2.96935, 5.19178) (4.136)
kazang araliklari i¢in kapali ¢evrimde kesin kararliyken

C s = (296471, 2.96935)U(5.19178, 5.44116) (4.137)

kazang araliklart i¢in kararlilik hakkinda kesin bir sey sdylenemez. Sekil 4.14’de
ikinci mertebeden Pad¢ yaklasimi kullanilmasi sonucu é(s) sisteminin Nyquist

egrisinin etrafinda olusan hata bandlar1 goriilmektedir.

Im

R

Sekil 4.14 : Ornek 4.3’de 2. Mertebeden Padé Yaklasimiyla Olusan Hata Bantlar1.

Ucgiincii mertebeden Padé yaklasimi kullanilmasiyla bulunan G (S) sistemi,

€[Cpmin> Cp mucl = (2.96732, 5.28998) (4.138)
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kazanglar1 i¢in kapali ¢evrimde kararli yapilabilir ve bu durumda kritik frekans
W, =110.364 diir. Lemma 4.1°deki ilk kosuldan

C, =(-133-4A,, -1.33+A,))U(2.11-A,, 2.11+A,)U(-3.7258-A,, =3.7258+A )
(2.96731, 2.96732) U (5.28912, 5.29085) (4.139)
bulunur. Lemma 4.1°deki ikinci kosuldan ise

C, = (=00, —10.1326) U (-0, —40.9746) U (19.5374, ©)U(25.9838, o)  (4.140)

kazang araliklar1 bulunur. Wpc =110.364 kritik frekansi i¢in Lemma 4.1°deki ti¢lincii

kosuldan

C, = (-, =7.54792) U (21.58, ) (4.141)

olarak hesaplanir. Bu sonuc¢lardan hareketle belirsizlik kazang araliklar

C, = (—o0, —7.54792) U(=3.7258— A, —3.7258+A,)U(-1.33-A,, —1.33+A,)U
(2.11=A,, 2.11+A,)U(2.96731, 2.96732) U (5.28912, 5.29085) U (19.53, ) (4.142)

olarak bulunur. Ugiincii mertebeden Pade yaklasimiyla bulunan G ,(S) sistemi,
Cys =(2.96732, 5.28912) (4.143)
kazang araliklari i¢in kapali ¢evrimde kesin kararliyken

Cps =(2.96731, 2.96732) U (5.28912, 5.29085) (4.144)

kazang araliklar i¢in ise, kesin bir sey sdylenemez.

Dordiincii mertebeden Padé yaklasimi kullanilmasiyla bulunan G (S) sisteminin
Cp =(2.96732, 5.28987) (4.145)

kazanglar1 i¢in kapali ¢evrimde kararli yapilabilir oldugu gosterilebilir.

Lemma 4.1°den belirsizlik kazang araliklar
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C, = (—o0, —13.5356)U(=3.7258— A, —3.7258+A,)U(-1.33—A,, —1.33+A,)U
(13.8858, 0) U (2.11-A,, 2.11+A)) U

(2.96732—A,, 2.96732+A,) U (5.28986, 5.28987) (4.146)

olarak bulunur. Dordiincii mertebeden Pade yaklasimiyla bulunan G A, (S) sisteminin
Cys =(2.96732+A,, 5.28986) (4.147)
kazang araliklar1 i¢in kapali gevrimde kesin kararli oldugu soylenebilirken,

Cps =(2.96732—-4,, 2.96732+A,) U (5.28986, 5.28987) (4.148)
kazang araliklar1 i¢in ise, kesin bir sey sdylenemez

4.2.6.3 Ornek 4.4

Silva ve dig. (2005) tarafindan Ornek 6.1°de verilen

NG _ 1
Go(s)—D(s) — (4.149)

birinci mertebeden zaman gecikmeli sisteminde L=1.8 sn icin 2., 3. ve 4.
mertebeden Pad¢ yaklasimlarinin  kullanilmasiyla kullanarak bulunan éA(S)

sistemini kesin kararli kilacak kazanglari hesaplayalim ve kazang¢ kiimelerindeki

Pad¢ yaklasimindan kaynaklanan hata paylarini belirleyelim.

2. mertebeden Padé yaklagimiyla bulunan é(s) icin Teorem 3.1°den elde edilen

sonuglar, Tablo 4.8’de gosterilmistir.

Tablo 4.8 : Ornek 4.4°de d =2 I¢in é(s) ’1 Kararli Kilan Kazanglar.

i W, R, fy | U, Cp,

1| 1.0576 -0.3006 2 0 0<Cp, <3.3267

2 0 0 1 2 3.3267<Cpz <00
3 | 4.4297 0.07504 -2 3 —o0<Cp <-13.3262
4 0 1 -1 1 —13.3562<CIO4 <-1
5 © - 0 -1< CIOS <0

Tablo 4.8’den C, €[C Cp ma] =(=1, 3.3267) kazanglan igin é(s) sistemi

P min >

kapal1 ¢cevrimde kararli yapilabilir.
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Lemma 4.1’in ilk kosulundan hareketle (4.32)’nin negatif olmayan reel kok ¢iftleri,
W, ={0—-A,, 0+A,; 1.05856, 1.28789} (4.150)
olarak bulunur. d =2 i¢in kritik frekans,

W, =1.63502 (4.151)

olarak hesaplanir. W, kiimesindeki tiim frekanslar, W, den kiigiik oldugu i¢in; hepsi

icin reel ekseni kesim noktalar1 hesaplanir ve boylece

% ={1-A,, 1+A,; —0.3687, —0.3386) (4.152)

%, ={1-4, l+4; -0232, -0.1172} (4.153)

olur. w< Wpc icin belirsizlik kazang araliklarim1 bulmak icin elde edilen sonuglar,

Tablo 4.9’da verilmistir.

Tablo 4.9 : Ornek 4.4’de d =2 e Iliskin w< W, Icin Belirsizlik Araliklari.

l Wzl—l Wzl XZ min Xf max K pl

1| 0-4, 0+A, 1-4, 1+A, —I=Ap <K, <=1+4,

2 | 1.05856 | 128789 | -0.3687 | —0.1172 | 2.712355<K , <8.531598

Tablo 4.9’daki sonuglardan
C =(-1-4,, -1+A,)U(2.712355, 8.531598) (4.154)

olarak bulunur. Lemma 4.1°deki ikinci kosuldan hareketle; (4.32)’nin negatif
olmayan reel yeni kok ¢iftleri iginden w> W, =1.63502 kosulunu saglayan

W, = {2.6947, oo} (4.155)
frekanslari icin reel ekseni kesim noktalari

X, ={-0.1522, 0} (4.156)

%, ={0.2971, 0} (4.157)
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olarak hesaplanir ve boylece

C, = (=00, —3.3661)U (6.5704, ©) (4.158)

elde edilir. Lemma 4.1%in iigiincii kosulundan G L (Jw) sisteminin Nyquist egrisinin

kritik frekansa iligkin reel ekseni kesim yerleri,

Tpe = (xl(wpc), xz(wpc))z (-0.4713, 0.254) (4.159)
olarak bulunur. Bu kesim noktalar1 i¢in

C, =(-o, -3.9365)U(2.122, =) (4.160)
kazang araliklar1 bulunur. Boylece (4.52)’den belirsizlik kazang araliklar

C, =(-o, =3.9365)U(-1-4,, -1+A,)U(2.122, o) (4.161)
olarak bulunur. ikinci mertebeden Padé yaklasimi igin G A, (S) sistemi,

Cys = (=1+4,, 2.122) (4.162)

kazang araliklar1 i¢in kapali ¢evrimde kesin kararliyken

Cps = (-1-4y, —1+A,)U(2.122, 3.3267) (4.163)

kazanglari, ikinci dereceden Padé yaklasimi kullanilmasi sonucu ortaya c¢ikan hata

paylaridir ve bu kazang araliklari igin kararlilik hakkinda kesin bir sey sdylenemez.

Silva ve dig. (2005) tarafindan onerilen ve Hermite-Biehler teoremini kullanan ve
sadece 1. ve 2. dereceden sistemler igin gelistirilmis grafiksel yOntemlerinde,
(4.149)’de verilen L =1.8 zaman gecikmene sahip sistemin kapali ¢evrimde

K. (-1, 3.2887) (4.164)

kazang aralig1 icin kararli olacag belirtilmistir. Bu tezde onerilen yontemle bulunan
ve (4.162)’de verilen C; kazang araligi, (4.164)’de verilen aralidin i¢indedir. Silva

ve dig. (2005) tarafindan zaman gecikmeli bu sistemin ikinci dereceden Padé es

degeri i¢cin Hermite-Biehler teoremi kullanildiginda ise

K. e (-1, 3.3267) (4.165)
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kazang¢ araligi icin kararli olacagi belirtilmistir. Ayn1 sonug, zaman gecikmeli bu
sistemin ikinci dereceden Padé es degeri i¢in Teorem 3.1 ile Tablo 4.8’den de

bulunmustu. Dikkat edilirse bu tezde onerilen yeni yontem i¢in de ikinci dereceden
Padé yaklagimi kullanilmasina ragmen; kesin kararh kilan C, kazang aralig,

(4.165)’de verilen kadar genis degildir.

Zaman gecikmeli bu sistemin ii¢lincli mertebeden Padé yaklagimi kullanilmasiyla
bulunan G(S) es deger sistemi

C, = (-1, 3.28965) (4.166)

kazanglar1 i¢in kapali ¢evrimde kararli yapilabilir. Kritik frekans W, = 2.4525dir.

Lemma 4.1°den belirsizlik kazang araliklar

Cy = (o, —2.6826)U(=1-A,, —1+A,)U(3.2717, 3.308)L(6.8354, )  (4.167)

olarak bulunur. Boylece 3. dereceden Padé yaklasimi igin GA(S) sistemi kapali

¢evrimde,

Cye = (—1+4,, 3.2717) (4.168)

kazan¢ araliklar1 i¢in kesin kararhidir ve {igiincii dereceden Padé yaklasimi

kullanildig1 i¢in olugan hata paylari,

Cps = (~1-4,, ~1+4,)U(3.2717, 3.308) (4.169)

kazan¢ araliklaridir. Dordiincli dereceden Padé yaklasgimiya Lemma 4.1°den
belirsizlik kazang araliklar

Cy = (=00, —4.119)U(=1-A,, —1+A,)U(3.2884, 3.2889)U(4.7728, )  (4.170)

olarak hesaplanir. Bu durumda G +(8) sistemi kapal1 ¢cevrimde
Cys =(-1+4,, 3.2884) 4.171)

kazang araliklar i¢in kesin kararlidir. Boylece dordiincii dereceden Padé yaklagimi
kullanildiginda olusan hata paylari, asagidaki gibi bulunur.

Cps =(-1-4,, —-1+A,)U(3.2884, 3.2889) (4.172)
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4.2.6.4 Ornek 4.5

N(s) s—0.8

G,(s)= =
(5) D(s) S’+s5>+30s—2

(4.173)

yukarda verilen sistemde L =0.5 sn i¢in 2. ve 4. mertebeden Padé yaklagimlari
kullan1lmasiyla olusan G A(S) sistemi kesin kararli kilacak kazanglar1 hesaplayalim

ve Padé yaklagimlar1 kullanilmasindan kaynaklanan kazang¢ kiimelerindeki hata
paylarini belirleyelim.

2. mertebeden Padé¢ yaklasimiyla bulunan é(s) icin Teorem 3.1°den elde edilen

sonuglar, Tablo 4.10°da verilmistir.

Tablo 4.10 : Ornek 4.5°de d =2 Igin é(S) ’1 Kararli Kilan Kazanglar.

i Wpi )A(pi fpi ljpi Cpi
5.04237 | -0.14247 2 1 0<C, <7.019
% 0 1 3 7.019<C, <o
8.01973 | 0.02847 -2 4 —o0<Cp <-35.1247

o 0|~ |W|IN|PFP

1.07598 0.04298 -2 2 —35.1247 < Cp4 <-=23.2653
0 0.4 1 0 -23.2653 < Cp5 <-2.5
0 - 1 -25< Cpé <0

Tablo 4.10’dan é(s) sistemi Cj, €[C Cp ma] =(-23.2653, -2.5) kazanglar

P min >

icin kapali ¢evrimde kararli yapilabilir.

Lemma 4.1’in ilk kosulundan hareketle (4.32)’nin negatif olmayan ve kritik
frekanstan kiigiik olan reel kokleri,

W, :{O—AO, 0+4,; 1.07587, 1.0761; 5.31582, oo} 4.174)
olarak bulunur. d =2 i¢in kritik frekans,

Wy =5.88607 (4.175)

olarak hesaplanir. W, kiimesindeki frekanslar i¢in reel ekseni kesim noktalari

X, {0.4—A0, 0.4+A,; 0.042967, 0.042964; —0.3327, 0} (4.176)

a

X, {0.4—A0, 0.4+A,; 0.043, 0.04299; 0.0385, 0} (4.177)

a
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olarak bulunur. W< W, icin belirsizlik kazang araliklarini bulmak i¢in elde edilen

sonuglar, Tablo 4.11°de verilmistir.

Tablo 4.11 : Ornek 4.5°de d =2 e Iliskin w < W, I¢in Belirsizlik Araliklar:.

0 Wy, Wy, X min Xy max K pe

1] 0-A, | 0+A, | 04-A; |04+A, —2.5-7) <K, <=25+4,

2 |1.07587 | 1.0761 |0.042964 | 0.043 —23.2751< K, <-23.2554
3531582 oo ~0.3327 | 0.0385 | —0 <K, <=25.9715, 3<K , <o

Tablo 4.11°den goriildiigi iizere
C, =(—oo, =25.9715)U(-23.2751, -23.2554)U(-2.5—-A,, —=2.5+A,)U(3, ©) (4.178)

olarak bulunur Lemma 4.1°deki ikinci kosuldan hareketle; (4.32)’nin negatif
olmayan reel kok ciftleri iginden w > W, sartim saglayan frekanslar olmadig1 igin

C,=0 4.179)
olur. Lemma 4.1 in ii¢iincii kosulundan

C, =(—o, —4.11859) U (4.79537, ) (4.180)
kazang araliklar1 bulunur. Boylece (4.52)’den belirsizlik kazang araliklar

C, =(-0, -4.11859)U(-2.5-4,, -2.5+A,)U(3, ©) (4.181)
olarak bulunur. ikinci mertebeden Padé yaklasimu icin G A (8) sistemi,

Cys =(-4.11859, —2.5-A,) (4.182)
kazang araliklari i¢in kapali ¢evrimde kesin kararlidir ve

Cps = (-0, —4.11859)U(-2.5-4,, -2.5+4A,) (4.183)

kazangclari ise, ikinci dereceden Padé yaklasimi kullanilmasi sonucu ortaya ¢ikan hata

paylandir ve bu kazang araliklar1 i¢in kararlilik hakkinda kesin bir sey soylenemez.

4. mertebeden Padé yaklagimiyla bulunan é(s) sistemi i¢in Teorem 3.1’den elde

edilen sonuglar, Tablo 4.12’de verilmistir.
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Tablo 4.12 : Ornek 4.5°de d =4 I¢in é(s) ’1 Kararli Kilan Kazanglar.

i W, %, fy | U Cp,

1 | 4.98532 | -0.13595 2 1 0<Cp <7.3556

2 | 13.3362 | -0.00675 2 3 7.3556 <C, <148.148

3 © 0 1 5 148.148<Cp3 <00

4 | 26.6527 | 0.00147 2 6 —0<Cp <—680.272

5 | 1.07592 | 0.04298 2 4 —680.272<C,, <-23.267
6 | 7.17758 | 0.04418 2 2 —23.6327<C,, <-22.6347
7 0 0.4 1 0 —22.6347 < Cp7 <=-2.5

8 © 1 -2.5< CID8 <0

Tablo 4.12°den C, =(-22.6327, -2.5) kazanglar1 icin, G(S) sistemi kapali

cevrimde kararli yapilabilir.

Lemma 4.1’in ilk kosulundan hareketle W<W, icin elde edilen sonuglar,

Tablo 4.13’de verilmistir.

Tablo 4.13 : Ornek 4.5°de d =4 e iliskin w < Wipe I¢in Belirsizlik Araliklari.

o Wy Wy, Xy min Xy max Ko

1] 0-4, 0+A, 04-A, | 04+4A, —2.5-A, <K, <-25+4,
2 [1076-A, | 1.076+ A, | 0.0429-A, | 0.0429+ A, |—23.26-A, <K , <-23.26+4,
3 | 498506 | 4.9856 | —0.13608 | —0.1358 7.3486 <K , <7.3631

4| 7156 | 7.202 0.0427 0.0455 | —23.3818<K , <-21.9582

Tablo 4.13°den goriildiigii gibi
C, =(-23.3818, —21.9582) U (-23.26-A,, —23.26+A,) U
(=2.5-4,, —2.5+A,)U(7.3486, 7.3631) (4.184)

olarak bulunur. Lemma 4.1°deki ikinci kosuldan hareketle; (4.32)’nin negatif

olmayan reel yeni kok ciftleri iginden w> W, kosulunu saglayan

W, ={15.833, 20.013} (4.185)

frekanslari i¢in reel ekseni kesim noktalari
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X, ={-0.01103, —0.0036} (4.186)

X,, =10.0056, 0.0061} (4.187)

olarak hesaplanir ve boylece

C, =(—, —164.335)U(90.6796, ) (4.188)

elde edilir. Lemma 4.1’in iigiincli kosulundan

C, = (-0, —97.1466) L (40.7566, ) (4.189)

kazang araliklar1 bulunur. Boylece belirsizlik kazang araliklari

C, = (-0, —97.1466) U (-23.3818, —21.9582)U(-23.26-A,, —23.26+A,)
(-2.5-4,, —2.5+A,)(7.3486, 7.3631)U(40.7566, ) (4.190)

olarak bulunur. Boylece 4. dereceden Padé yaklagimi i¢in G A (S) sistemi,

Cys =(-21.9582, —2.5-A,) (4.191)

kazang araliklari i¢in kapali ¢gevrimde kesin kararlidir ve

Cps =(=23.3818, =21.9582) U(-2.5-4A,, =2.5+4A) (4.192)

kazang araliklar icinse, kararlilik hakkinda kesin bir sey sdylenemez.

4.3 Istenen Kazang Pay1 ve Faz Payim Saglayan Kazanc Kiimesinin Bulunmasi

Istenen kazang ve faz paymi bulmak i¢in kazang-faz belirsizligine sahip
Sekil 3.6°daki sisteme e gecikme eleman: ilave edilerek Sekil 4.15°deki geri

beslemeli kontrol sistemi elde edilmistir.

v

v
A
@

st G, (s)

Ke ¢

Sekil 4.15 : Kazang-Faz Belirsizligi Olan Zaman Gecikmeli Sistemin Oransal Kontroli
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4.3.1 Istenen kazan¢ payim saglayan kazanc kiimesinin hesabi

Istenen kazang paymi saglayan biitiin oransal kazanglar1 bulmada Teorem 4.4’de
(4.68)’dan bulunan ve zaman gecikmeli sistemini kapali ¢evrimde kesin kararh

kilacak kazanglar i¢in, Lemma 3.1 asagidaki gibi uyarlanarak kullanilabilir.
4.3.1.1 Lemma 4.2 (Bayhan ve Soylemez)

Verilen zaman gecikmeli bir sistemi kesin kararli yapan kazang araliklari,
Teorem 4.4°deki (4.68)’den i=1,2,...,r igin C é(Cds.mm, Cds_max) seklinde

bulunmus olsun. Istenilen (KP)_. kazang pay1 kisitlamasini kesinlikle saglayan tiim

A

kazanglar C } olmak {izere,

ds,KP; = {CdS,KPl >Cds,KP2 a---aCds,KPr

C + max
a, Cas, min > df' ise
2 (Kp)min
Cds,KPi - (4.193)
Cas, min> Ols‘max , Aksi durumda
(Kp)min

A

ile belirlenir. Burada @, bos kiimeyi gdstermekte olup; Cyq p kiimesinin bos kiime

olmasi, istenilen kazang payini kesin saglayacak oransal kontrolorlerin olmamasi
anlamina gelir. Burada istenen kazan¢ payini saglama olasiligt bulunan kazang
degerleri, (4.71)’deki Cp kazang kiimesi {iizerinde yukarida Cg tizerinde

yapilanlara benzer isler yapilarak belirlenebilir.
4.3.2 [lstenen faz paymm saglayan kazanc kiimesinin hesabi
Istenen faz pay1 0 icin (4.3) ile verilen zaman gecikmeli sistem,

w et — (cosé— Jsin é)N (s)e
D(s) B D(s)

Ger () = (4.194)

biciminde yazilabilir. (4.194)’deki zaman gecikmeli sistemde (4.20)’de verilen Padé

es degerinin yazilmasiyla

A €N(s)

GFP (5)2 _ (cos @ — jsinG)N(s) P

XO) (4.195)

D(s) R (s) D(s)
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bulunur. (4.20)’de s = jw yazip bulunan

NGwW) 5 N(jw)

) = 4.196
D(jw) ()= D(jw) (@150
bagintis1 i¢in (4.195)’den

e N(jw) _ (cosd— jsinG)N(jw)
D(jw) D(jw)

G (jW) 2 = (cos & — jsin §)G(jw) (4.197)

elde edilir. é( jw), (3.9) ve (3.10)’da verilenlere benzer bigimde yazilirsa

Gon- e oL (0808
bagintis1 ve es deger olarak

G(jw) = )Z(((V": )) Jw;?\’,";; (4.199)
esitligi elde edilir. Burada

X(w*) 2 D,N, + D,N w* (4.200)
Y(w*)2 DN, -D,N, (4.201)
Z(w) 2 D? + D2 (4.202)
bi¢cimindedir. (4.197)’de (4.199) bagintis1 yazilip diizenlenirse

GFP (i) = ()2 (W?)cos @ +wY (W?)sin é) v (WYA(Wz)cosAé — X (W?)sin é) (4203)

Z(w?) Z(w?)

bulunur. Burada (3.51) ve (3.52)’de verilen polinomlara benzer olarak asagidaki iki

polinomu tanimlayalim:

X o (W) 2 X (W?)cos @ + WY (W?)sin & (4.204)
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Yoo (W) 2 WY (W?)cos @ — X (W?)sin & (4.205)

(4.204) ve (4.205)’1 (4.203)’de yazarsak

Ao Xow) LYo (w)
G =ZFP Ep 4.206
s T & v (4.206)

bicimine gelir. Teorem 3.2°¢ benzer olarak YAFP(W) 'nin  pozitif reel kokleri

~k Ak

Wep s Wep e, W ;Py olmak tizere; i=1,2,...,y icin reel eksenden ge¢is noktalari,

Xep, = )ZFP(W;Pi)/Z(W;Pi) olarak bulunur. Zaman gecikmeli sistemin Padé es

degeri icin istenen faz payini saglatacak kazanglar1 bulmak amaciyla Teorem 3.2°den

hareketle asagidaki teorem verilebilir.
4.3.2.1 Teorem 4.5 (Bayhan ve Soylemez)

)QFP (w) ve YAFP (W), (4.204) ve (4.205) bagintilarinda tanimlanan polinomlar olmak
lizere i=1,2,..,y+1 igin (RFPi ,W,’;Pi ,- ) ciftleri, yukaridaki gibi tanimlansin. Verilen bir
ép € KFPi 2(-1/ Xep. »—1/%g,) kazanci icin, kapali gevrim sistemin kararsiz

kutuplarinin sayisi

i—1
Fep (4.207)

Up, =0, +
t=1

ile verilir. Burada U,, Gg,(S)’ nin kararsiz kutuplarinin sayisidir. Reel eksenden

gecislerin sayisi,

P
feo, = 2, (4.208)
1

olup; gecis yond,

(1=D) (VO N
&Fpi _ TSgn(Y P (WFPi)), 0<Wpp <oo ise (4.209)
—Sgn(prl), W,’;Pi = ise

ile tanimlidir. Zaman gecikmeli sistemin Padé es degeri é(s) kesin nedensel ise;

gecis yonii hesabinda G( jw) nin Nyquist egrisinin W — oo i¢in orijine gidis agis1
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Oonem kazanir. [3(5) ‘nin derecesi A ve N(S) ‘nin derecesi M olmak iizere; bu ag1
W = (A—m)z/2 bagntistyla hesaplamr. (4.209)’da verilen gecis yonii hesabi icin

sistem kesin nedensel ise ve ¥ =7/2 veya y =37/2 ise; ()?;Pi,W;Pi) ciftlerine,

Wi, =0 ve R, =0’da eklenir. (4209 daki Y (W), Yep(W) nin Wi,

noktasindaki sifir olmayan birinci tiirevini gosterirken; )7FP1 ise YAFP (W) nin bas
katsayisin1 gosterir. Bu teoremden istenen faz pay kisitlamasi i¢in Padé yaklagimiyla

bulunan kazang araliklarinin gergek degerlerden en fazla ne kadar farkl olabilecegini

hesaplanmak amaciyla Lemma 4.1 den hareketle agagidaki lemma verilebilir.
4.3.2.2 Lemma 4.3 (Bayhan ve Soylemez)

Zaman gecikmeli sistemlerde istenen faz payi1 kisitlamasini saglayan kazanglari
bulmak amaciyla Teorem 4.5’in kullanilmasiyla elde edilen sonuglar, sistemin Padé
es degerinin kullanmilmasindan kaynaklanan hatalar igerir. Bu hatalarin etkisi
nedeniyle CASA’FP(jW) nin Nyquist egrilerinin olusturdugu egri ailesinin reel ekseni
kesim yerlerini ve bu kesim yerlerine iliskin kazanglar, Lemma 4.1’in bu duruma
uyarlanmasiyla hesaplanabilir. Bunun i¢in Lemma 4.1’°de verilen {i¢ kosul asagidaki

bigimde doniistiiriiliir.

a.) (4.203)’de verilen hata fonksiyonunu igeren G arp(JW) sisteminin Nyquist egri

ailesinin reel ekseni kesim yerlerine kars1 diisen reel w frekanslari,

(—XE(W)ZZX(W)_Z;(W) XE(W)J ~(RewZ,w-ZiwX,w) X W)=0  (4.210)

biciminde tanimlanmis polinomun Lemma 4.1’deki gibi ciftler halinde sirali reel
kokleri iginden |W| <(4d/eL) kosulu saglanacak sekilde belirlenir. Burada ZX(W),

X R(W) ve X £ (W) polinomlart sirasiyla,

Z (wW)2Zw?) (4.211)
X o (W) 2 X (W?) cos 6 +WY (W)sin & = X ., (W) (4.212)
X (w) 2 4()2 2(w2)+wz\?2(w2)) (eLw/4d)" " — Y2 (w) (4.213)

bigiminde tanimlanmis polinomlardir. X (W?), Y(W?) ve Z(W?), (4.200), (4.201) ve
(4.202)’de verildigi gibidir. )ZFP(W) ve YAFP(W) polinomlar1 sirasiyla (4.204) ve
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(4.205)’deki istenilen faz payi kisitlamasindan gelen polinomlart gdstermektedir.
(4.210)nun giftler halinde siralanmis olan ve (4.31)’de verilen W, kritik

frekansindan mutlak degerce kii¢lik olan her bir kok ¢iftine iliskin reel ekseni kesim
yerleri (4.37) ve (4.38)’e benzer olarak ¢ =1,2,...,k olmak iizere,

%) i = min (X, (W), % (W,,)) (4.214)
)}Zf max é maX(*Z (Wz/f_l )’ )22 (sz)) (4.215)

olarak tanimlanmistir. Nyquist egrisinin reel ekseni kesim yerlerinin olusturdugu
Zert = Ko X ) (4.216)

araliklarina iligskin kazang araliklari

[ A_l A_l ]’ Sgn()’iﬂmin): Sgn()’z/max) |Se
- A Xf min Xf max )
Prps i | (4.217)
L—oo - ]u[ - ooJ, Aksi durumda
X/ max XI/, min
olup bunlarin birlesimi
c 2 U K (4.218)
: lef1.2,..K] Pre.c

bigiminde tanimlidir.

b.) Wpc kritik frekansindan biiyilik olan frekanslar i¢cin Lemma 4.1b’e benzer olarak

X ¢ (W) polinomu,
XE(w)é4(>22(mf)+mﬂ\?2(vxf))—\?§p(mf) (4.219)

bigimine gelir. Z (w) ve X,(w) (4.211) ve (4.212)’de verildigi gibidir. ém(jw)

sisteminin Nyquist egri ailesinin reel ekseni kesim yerlerine karsi diisen reel w

frekanslari, (4.211), (4.212) ve (4.219)’un (4.210)’da yazilmasiyla bulunan
polinomun o =1,2,...,t olmak iizere W <w_, bi¢imindeki reel kok ¢iftleri i¢inden

|W| >(4d /eL) kosulu saglanacak sekilde belirlenir. Wy, kritik frekansindan mutlak

degerce biiyiik olan bu koklere iligkin reel ekseni kesim yerleri, (4.43) ve (4.44)’e
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benzer olarak hesaplanir. éA,FP(jW) Nyquist egrisi ailesinin reel ekseni kesim

yerlerine iligkin KPFP " kazang araliklar1 (4.46)’dakine benzer yolla hesaplanir ve

bulunan bu kazang araliklarinin birlesimi

c,2 U K (4.220)

Pep
oell2,..t] 7

kiimesini olusturur.

c.) W=W,. kritik frekansi i¢in G aep (JW) Nyquist egrisi ailesinin reel ekseni kesim

yerleri,

7o = (RO, £, (W) 4.221)

FP, pc

araligini olusturur. X, ve X,, (4.49) ve (4.50)’ye benzer olarak

w2 —— ( XWX | (4222)

Z,(w)
A A 1 7 7
X, (W) = — ( X (W) ++/ X (W) ) (4.223)

Z, (W)
biciminde tanimlidir. Boylece (4.221)’e iliskin kazang araliklari, (4.51)’e benzer
olarak

. SR, (W,.) = SON(R, () ise
s k](wpc) &(Wpc) b 1\"pc pc
C =Kpp, pe; = (4.224)
—o — _Al Ul = _Al o |, Aksi durumda
X2(Wpc) Xl(Wpc)

biciminde yazilabilir. Bu 1ii¢ kosuldan bulunan kazang¢ araliklarinin birlesimi
yardimiyla istenen faz pay1 kisitlamasi ve Padé yaklagimi kullanilmasi sonucu ortaya

c¢ikan belirsizlik kazang araliklari,

2¢C,uC, UG, (4.225)
bi¢ciminde tanimlidir.
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4.3.2.3 Lemma 4.3’iin ispat1

(4.203)’1 es deger olarak
Grp (W) 2 Re(Gpp (j)) + jIm(Gpp (ju) (4.226)
biciminde yazarsak; reel ve sanal kisimlari sirastyla

(X(WZ)COSé-l-WYA(WZ)Sin 67) )QFP (W)

Re(GFP( jw)): 5 o) =) (4.227)
ve

) Y(W?)cosd — X (W?)sind) vy
Im(GFP(jW)) _ (W (W) cos (w)sin ) Yo (W) @228)

7 (W) CZwW)

olarak yazilir. G a.rp (JW) 'nin Nyquist egrisi, Pad¢ yaklagimiyla yapilan hata da goz

Ontine alindiginda tek bir egriden ziyade bir egri ailesi tanimladigr icin; Sekil 4.8°de
goriilen O merkezli ¢(w) yari ¢apl diske benzer diskler hata banti olusturur. &(w)
yar1 ¢apli bdyle bir disk i¢in X, ve X, Nyquist egrilerinin reel ekseni kesim yerleri

olmak iizere (4.55)’e benzer olarak

%,,(W) =Re(éFp(jw>)¢\/ez (w)~{1m (G ()| (4.229)

biciminde yazilabilir. &(wW) yar1 capi, (4.28)’de tanimlandig1r gibidir. (4.28)’de
goriilen |G0(jw)| teriminin yerini ‘é( jW)‘ genligi alir. Boylece Bdoylece (4.59)’a
benzer olarak é(jW) ‘nin genligi (4.200), (4.201) ve (4.202)’nin kullanilmasiyla

G(jw)| = \/ X (szj(v":))( W) (4.230)

bi¢cimine gelir. w<(4d/eL) igin (4.230)’un (|GO(jW)| teriminin yerine) (4.28)’de

yazilmasiyla (W) i¢in bulunan bagintinin ve ayrica (4.227) ile (4.228)’in (4.230)’da

yazilip diizenlenmesiyle
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%,,(W) =%Wz)({)2(Wz)cos§+WYA(W2)sin6~?}Tr

4d+2
\/4()22(w2) +W2W(W2))(ilt__dwj —(W\f(wz)cosé— X (W?)sin é)z (4.231)

elde edilir. Bu son bagintida (4.204) ve (4.205) yazilirsa es deger olarak

N U R PV RS 2 ew)* 4.232
RaW =5 pr(w)+\/4(>< W) +wY (wz))( 4dJ Yi (W) (4.232)

bulunur. (4.211), (4.212) ve (4.213)’de verilmis olan Z (w), X (W) ve Xg(W)

tanimlarinin (4.232)’de yazilirsa; Nyquist egrilerinin kesim yerleri i¢in (4.62)’e

benzer olarak

&2<w>=2#[>2R(w)¢\/>ZE<w> j (4.233)
’ (W)

X

bagintisi elde edilir. (4.233)’{in W’a gore birinci tlirevi alinip sifira esitlenirse,

o g X N X U
X2(W)=>7— XR(w)+& Zw-Z, (w)(XR(w)JF\/XE(w)) =0 (4.234)
Z, (W) 24 X (W)

olarak bulunur. Son bagint1 diizenlenirse es deger olarak
s s g : XeWZw 5, o
(XR(w)ZX w)-2 (w)xR(w))\/ Xe(w) =+ 22020 woXe (W) (4.235)
bigiminde olur. (4.235)’in her iki tarafinin karesi alinirsa
XL (w7 2 z
w w vl % 7 5 vl % %
{%—Zx <w>><E<w>] ~(RawZ, -2 wX,m) Rew=0  (4.236)

bulunur. Boylece (4.210)’da verilen polinom elde edilmis olur. (4.28)’den
w > (4d /eL) ise; XE(W) ‘nin (4.213)’de verilen ifadesindeki (eLW/4d )4d+2 terimi

yok olur ve bdylece (4.219)’da verilen )ZE(W) icin (4.210) kullanilir ve ispat

tamamlanmis olur. [ |
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Zaman gecikmeli sistemlerde istenen faz payini saglayan kazancglar1 Padé yaklagimi
kullanarak bulmak i¢in yukarida verilen sonuglardan hareketle Teorem 4.4’i

asagidaki bigimde doniistiirebiliriz.
4.3.2.4 Teorem 4.6 (Bayhan ve Soylemez)

Sekil 4.15°de goriilen faz belirsizligine sahip (4.194)’deki G, (S) =e’jéG0(S) e

sistemi i¢in, d. mertebeden Padé yaklagimi kullanilarak bulunan ve (4.195) ile verilen
GFP (s)= e"'HGO(S)Pd (s) sistemini kararli kilan épJ:P kazang araliklari, Teorem 3.5

ile belirlenebilir. G +.rp(S) sistemini kesin kararli yapacak kazang kiimesi

A

Cas.rp =Cprp \Cyrp (4.237)

ile bulunur. (4.225)’de verilen éu’FP kiimesi, q=1,2,..., f olmak iizere

A

Cure = Uéu,qu (4.238)

A

olarak yazilabilir. Burada Cu,,:F,q =[K Kmaxq] olacak bi¢imde tanimlanmis

minq’
kazang araliklarinin bir kiimesidir. Padé yaklasimi kullanilmasi sonucu kazanglarda
ortaya c¢ikan hata paylari,

Coser2 U Cupe, (4.239)

CurpgCp rp#D

ile hesaplanir. éps’FP kazang araliklar1 i¢in, sistemin kapali ¢evrimdeki kararliligi

hakkinda kesin bir sey sdylenemez.

4.3.2.5 Ornek 4.6 (Verilen KP ve FP’mi saglayan kazanclar icin)

L =0.5 sn zaman gecikmesine sahip Ornek 4.5’de (4.173) ile verilen sistemde 5dB
kazang payr ve 0=30" faz pay igin 2. ve 4. mertebeden Padé yaklasimlari
kullanilmastyla kapali ¢evrim sistemi kesin kararli kilacak kazanclar1 hesaplayalim
ve Padé¢ yaklasimilarinin kullanilmasindan kaynaklanan kazang kiimelerindeki hata

paylarini bulalim.

Ikinci dereceden Padé yaklasimi kullanilmasiyla 5dB kazang payi igin zaman
gecikmeli bu sistemi kapali ¢cevrimde kararli kilacak kazanglar1 bulmak amaciyla

Lemma 4.2’den yararlanabiliriz. Bu amagcla (4.193)’den
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KP,, = 50B = 20log(KP),,, = (KP),, =1.7783 (4.240)

min min

olarak bulunur. (4.182)’den ikinci mertebeden Padé yaklasimi i¢in zaman gecikmeli
sistemin kapali ¢evrimde Cy =(—4.11859, —2.5-A;) kazang aralig1 i¢in kesin

kararli oldugu g6z 6niine alinarak; Lemma 4.2’den bulunan

A C max
Cds,KP = {Cds min > ES—} = (—4.1 1859, —0.52095 —AO) (4.241)

(KP)

min

kazang araliklarinda kapali ¢evrim sistem, en az 5dB’lik kazang payi ile birlikte kesin
kararl1 olacaktir. (4.183)’de verilen C kazang araliklar1 yardimiyla Lemma 4.2°den

A

bulunan C ps.KP = (-0, =2.316)U(-2.5-4,, —0.52095+A,) kazang araliklari,

5dB’lik kazang payimi saglama olasiligi olan kazang degerleridir.

ikinci dereceden Padé yaklasimi kullanilmasiyla € =30° faz payr igin zaman
gecikmeli sistemi kapali ¢evrimde kesin kararli kilacak kazanglar1 ve hata paylarini
bulmak amaciyla Lemma 4.3 ve Teorem 4.6’dan yararlanabiliriz. Bu amagcla
oncelikle Teorem 4.5’den zaman gecikmeli sistemin ikinci dereceden Padé es degeri
icin @ =30° faz paym saglatacak (fp,Fp kazanglarin1 bulmak gerekir. Boylece zaman
gecikmeli G(S) sisteminin ikinci dereceden Padé es degeri é(s) icin (4.200),
(4.201) ve (4.202)’den sirastyla

X (W) = 3686.4+95923. 2w —12296W* +314w° —w* (4.242)
Y (W) = 48844.8 — 44870.4W* + 2345 2w —25.8W° (4.243)
Z (W) =9216+2.08X10°W* —92540W* +376W° —11w* +w'"° (4.244)

olarak bulunur. 8 =30° faz pay1 icin (4.204) ve (4.205)’den sirasiyla

X oo (W) =3192.52+ 24422.4W+83071.9W — 2243520 —10648.6W* +

1172.6W° +271.93w° —12.9w —0.87w* (4.245)

Y., (W) =—1843.2+42300.8W—47961.6W" —38858.9W" + 6148w +

2031w’ —157wW° —22.34wW’ +0.5w"* (4.246)
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elde edilir. L=0.5 sn zaman gecikmesine sahip Ornek 4.5’de (4.173) ile verilen
zaman gecikmeli sistemin 2. dereceden Padé es degeri olan é(s) sistemi, kesin

nedensel oldugu ve y =7 oldugundan; W:Pi =oo frekansi i¢in de reel eksenden

gecis yoktur. Yukarida bulunan polinomlarin kullanilmasiyla Teorem 4.5’den

bulunan sonuglar, Tablo 4.14’de verilmistir.

Tablo 4.14 : Ornek 4.6°da d =2 I¢in @ =30° Faz Payim Saglayan Kazanglar.

i WFPi )A(FPi fFPi ljFF’i cA:|O,FPi

1| -53156 | -0.16987 | 1 1 0<C, <5.8869

2 | 46354 | -010243 | 1 2 5.8869<C, <9.7625

3| 49206 | -0.00042 | 1 3 9.7625<C,, <2400.3

4| -97203 | 001538 | -1 a | —65.0235>C, , 24003<C,,
5| -1.7111 | 0.04055 | -1 3 ~65.0235<C,, <—24.6625

6 | 6.8809 | 005363 | -1 2 —24.6625<C, <-18.645

7 | 05756 | 005718 | -1 1 ~18.645<C, <—17.4888

8 | 00461 | 032939 | 1 0 ~17.4888<C, <-3.03593

9 - o - 1 —3.03593<C|O9 <0

Tablo 4.14’den C, ¢ €[C = (—17.4888, —3.03593) kazanglari,

p,FF’8 min® (:p,FP8 max]
30° faz payi igin ikinci dereceden Padé yaklasimiyla bulunan GFP (S) sistemini

kapal1 ¢cevrimde kararl1 yapar.

d =2 igin kritik frekansm W, =5.88607 oldugu (4.175)’de verilmistir. 30" faz pay1
icin Lemma 4.3’tin ilk kosulundan hareketle (4.210)’un mutlak degerce kritik

frekanstan kiiciik olan reel kokleri,

W, = {-5.446; —1.71135, —1.71107; 0.046—A,, 0.046+A,;

a

0.575615, 0.575636; 5.1537} (4.247)

olarak bulunur. W, _, kiimesindeki frekanslar i¢in reel ekseni kesim noktalar1

a,FP

X ={—0.395; 0.0403792, 0.040379; 0.329-A,, 0.329+A;

la,FP

0.0571793, 0.057178, —0.239} (4.248)
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)?Za o 2{0.064; 0.0407159, 0.0407157; 0.329-A,, 0.329+A,;

0.0571808, 0.0571795; 0.006}

(4.249)

olarak bulunur. |W| < W, igin belirsizlik kazang araliklarini bulmak igin elde edilen

sonuglar, Tablo 4.15°de verilmistir.

Tablo 4.15 : Ornek 4.6°da d =2 e Iligkin |W| < W, ve 0 =30° Faz Pay

Kisitlamalari I¢in Belirsizlik Kazang Araliklari.

7 A A .
W, W, XZ min Xf max Pep gy

1 - 5446 —0.395 0.064 —00 < KpFP,a <—15.6904, 2.5257< Kpr’a <00

2|-1.71135 | —1.71107 | 0.040379 |0.0407159 —24.7654 <K, <-24.5604

3]0.046 - Ay | 0.046+ A, | 0.329-A, | 0329+ A, -3.03593 - A < KpFN <-3.03593+ A,

410.575615 | 0.575636 | 0.057178 |0.0571808 —17.4803 <K, <—17.4884

5| 5.1537 - -0.239 0.006 | —©< Kpr,Z <—168.354, 4.17109< KpFM <

Tablo 4.15’den

C, = (—o0, —15.6904) U (-3.03593 - A,, —3.03593+ A,)\U(2.5257, )

(4.250)

olarak bulunur. Lemma 4.3’deki ikinci kosuldan hareketle; (4.210)’nun reel yeni kok

ciftleri icinden |W| > Wpc kosulunu saglayan frekanslar olmadig1 i¢in

Wy pp =D

yazilabilir ve dolayisiyla reel ekseni kesim noktalar1 igin

X =
b,FP

X
2p,FP

yazilabilir ve bdylece

A

¢, =0

elde edilir. Lemma 4.3’{in ii¢lincli kosulundan

C, = (—o0, —3.14679) U (6.2763, )
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kazang araliklar1 bulunur. Béylece 30° faz pay1 i¢in belirsizlik kazang araliklari
CU,FP = (-0, —3.14679) U(-3.03593-A,, —3.03593+A,)U(2.5257, ©)  (4.256)

olarak bulunur. Teorem 4.6’dan 30° faz payi igin 2. mertebeden Padé yaklasimi

kullanilmasiyla kapali ¢evrim sistemi kesin kararl kilacak kazanglar,
édS,FP =(-3.14679, —-3.03593-A,) (4.257)

olarak bulunur. Bu durumda 30° faz payi i¢in 2. mertebeden Padé yaklasimi igin

A

Cps.rp = (0, —3.14679)U(-3.03593 - A,, ~3.03593+A,) (4.258)

kazang araliklarinda kararlilik hakkinda kesin bir sey sdylenemez. Ikinci mertebeden
Padé yaklasimi kullanilmasiyla 30° faz payi i¢in kapali gevrim sistemi kesin kararl
kilacak kazanglar ile 5dB kazang payini birlikte saglayan kazang araligi (4.257)’de
= NCys o = “dir.

30° faz pay1 i¢in olan kazanglardir; yani C

ds,KP+FP ds,KP ds,FP ds,FP

Dordiincii dereceden Padé yaklasimi kullanilmasiyla 5dB kazang pay1 i¢in zaman

gecikmeli bu sistemi kapali ¢evrimde kararli kilacak kazanglari bulmak amaciyla

(4.240ydaki (KP),, =1.7783 ve (4.191)de verilen Cy, =(-21.9582, —2.5-A,)

min

kazanglar1 kullanilir ve boéylece Lemma 4.2°den bulunan
éds’KP =(—21.9592, —0.52095—-A,) (4.259)

kazang araliklarinda kapali ¢evrim sistem, en az 5dB’lik kazang payi ile birlikte kesin
kararli olacaktir. (4.192)’de verilen C kazang araliklar1 yardimiyla Lemma 4.2°den

bulunan épS,KP =(-23.3818, —12.3479)U(-2.5-A,, —0.52095+A,) kazang¢ araliklari,

5dB’lik kazang payini saglama olasiligi olan kazang degerleridir.

Teorem 4.5’den zaman gecikmeli bu sistemin dordiincli dereceden Padé es degeri
GFP (s) igin 30° faz payim saglayan kazanglar

C, rp = (~13.8946, ~3.03593) (4.260)

olarak bulunur. Dérdiincii dereceden Padé yaklasiminin kullanilmasiyla 30° faz pay1
kisitlamast icin Lemma 4.3’lin ilk kosulundan bulunan sonuglar, Tablo 4.16°da

verilmistir.
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Tablo 4.16 : Ornek 4.6°da d =4 e Iliskin |W| < W, ve 0 =30° Faz Pay

Kisitlamalari I¢in Belirsizlik Kazang Araliklari.

l Wap W, X/ min X max Pep, ¢
1| -8.0969 ~7.961 0.0261 0.0307 —38.3093 < KpFP , < 732.5988
2| -5.2636 | -5.2634 | -0.166265 | -0.165778 6.0145 <K, <6.03216

3| -171-A, | -1.71+ A, | 0.0405-A, | 0.0405+A, —24.6629—A0<KpFP,€<—24.6629+A0

410.046-A, | 0.046+A, [0.03294-A, [0.03294+A, | —3.03593-A, <K <-3.03593+A,

Pep, s
510576-Ay | 0576+ A, |0.05718—A, [005718+A, | ~17488-A, <K, - <-17.488+4,
6| 45736 4.5741 ~0.09793 -0.09784 10.2109 < KpFP) , <10.2209
7| 64918 6.5061 0.07103 0.0729 -14.0792 < KpFM <-13.7173

Boylece Tablo 4.16’dan

C, =(-38.3093, —32.5988) U (-24.6629—A,, —24.6629+A,)\U(~17.488—A,, —17.488+A,) U
(~14.0792, —13.7173) U(=3.03593 - A, —3.03593+A,)U

(6.0145, 6.03216)U(10.2109, 10.2209) (4.261)

olarak bulunur. Lemma 4.3’deki ikinci kosuldan
éz = (-0, —215.02) U (-0, —127.96) U ( —0, —96.2438) U

(50.899, o0)U(71.67, x0)U(120.24, ) (4.262)

kazanglar1 bulunur ve es deger olarak

éz =( —o0, —96.2438) U (50.899, ) (4.263)
bicimine gelir. Lemma 4.3’{in {igiincii kosulundan kritik frekans i¢in

63 = (—o0, —108.303) U (36.5583, ) (4.264)
kazang araliklar1 bulunur. Béylece 30° faz payi i¢in belirsizlik kazang araliklari

éu’FP = (-0, —96.2438) U (—38.3093, —32.5988) U (—24.6629-A,, —24.6629+A,) U

(~17.488—A,, —17.488+A,)U(~14.0792, —13.7173)U(-3.03593 - A, —3.03593+A,)U

(6.0145, 6.03216)U(10.2109, 10.2209) U (36.5583, o) (4.265)
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olarak bulunur. Teorem 4.6’dan 30° faz payi igin 4. mertebeden Padé yaklagimi

kullanilmastyla kapali ¢cevrim sistemi kesin kararli kilacak kazanglar,

Cos rp = (-13.7173, =3.03593—-4,) (4.266)

olarak bulunur. Boylece dordiincii dereceden Padé yaklasimi kullanildiginda ortaya

cikan hata paylar

Cps.pp = (-14.0792, ~13.7173)U(-3.03593-4,, ~3.03593+A,) (4.267)

kazang araliklaridir. Zaman gecikmeli bu sistemde 4. dereceden Padé yaklasiminin
kullanilmastyla 5dB kazang payr ve 30° faz paymi birlikte saglayan kazanglar
(4.266)’da verilen kazang kiimesidir.

Zaman gecikmeli sistemlerin kararliligin1 bozmadan kazang pay1 ve faz payinin en
biiyiik alabilecegi degerler olan maksimum kazang payr ve maksimum faz payimnin

hesabu, izleyen iki boliimde verilmistir.

4.4 Maksimum Kazan¢ Pay1 Hesabi

Zaman gecikmeli sistemlerde maksimum kazan¢ payini hesaplamak i¢in
Teorem 4.4’den bulunan ve i=1,2,...,r i¢in kapali ¢gevrim sistemi kesin kararli kilan

A

CdSi :(Cdsimmﬂ Cdsi max) kazang degerlerinin mutlak degerce biiylik olan iist

siirmin alt sinira olan oranindan yararlanilir. Kararli kilan birka¢ kazang araliginin
olmasi1 durumunda, her kazang araliginin ayr1 ayri oranlarinin i¢inde en biiyiik olani,
maksimum kazang payini verir. Bunun i¢in zaman gecikmesiz sistemler i¢in onerilen
Lemma 3.4, zaman gecikmeliler i¢cin Teorem 4.4’iin yardimiyla asagidaki gibi

uyarlanarak kullanilabilir.
4.4.1 Lemma 4.4 (Bayhan ve Soylemez)

Zaman gecikmeli G(S) sistemini kesin kararli kilan C, = (Cds- min> Cs. max)
kazang araliklarinin her biri i¢in kazang paylari
maX( ‘Cdsi min CdSi max )

kP, (4.268)
min( ‘C C )

5

b

dSi min dsi max
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olarak tanimlanirsa; maksimum kazang pay1, asagidaki bagintiyla hesaplanabilir.

max KP o = Max {KAP " } (4.269)

4.5 Maksimum Faz Pay1 Hesabi

(4.3) ile verilen zaman gecikmeli sistemde S = jw yazarsak,

G(jw) =G, (jw) e " (4.270)
sahip oluruz. Burada

e ™ = Cos(Lw) — jSin(Lw) 4.271)

bagintisini ve (3.9)’da verilen G, ( jw) ’yi (4.270)’de yazarsak,

j , N, + jwN
G(jw)= M e M = M (Cos(Lw)— jSin(Lw)) 4.272)
D(jw) (D, + jwD,)
elde edilir. Bu son bagint1 es deger olarak

(N, Cos(Lw)+WwN, Sin(Lw))+ j (WN, Cos(Lw)— N, Sin(Lw))
(D, + jwD,)

G(jw) = 4.273)

biciminde yazilabilir. (4.273)’lin pay ve paydasini, paydanin eslenigiyle ¢arpar ve
diizenlersek,

(D,N, Cos(Lw) +WD,N, Sin(Lw) - WD, N, Sin(Lw) + W’ D,N, Cos(Lw))

Gw = (D2+W2D2)

J’_

_(wD,N,Cos(Lw) - D,N, Sin(Lw) - w’ D, N, Sin(Lw) - wD, N, Cos(Lw))
J
(De2 +w Dj)

(4.274)

bulunur. Bu son bagintiy1 es deger olarak,
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_ (Cos(LW) (D.N, +w’D,N, ) +wsin(Lw) (D,N, ~D,N,) )
G(jw) = (57 + WD) *

(WCOS(LW) (DN, —D,N, )—Sin(Lw) (DeNe+W2DON0) )

J 4.275
. (D7 +w’D;) (4279
biciminde yazabiliriz. (3.11), (3.12) ve (3.13) bagintilar, (4.275)’de yazilirsa,
Cos(Lw) X (w? Sin(Lw) Y (w’
G(jw)=( os(Lw) (W)+\:v in(Lw) Y (w?)) .
Z(w")
Cos(Lw) Y (w*)—Sin(Lw) X (w’
j(w os(Lw) Y (w?) : In(Lw) X(w )) 4.276)
Z(w")
bulunur. Burada G( jw) ’nin reel ve sanal kisimlar1 sirasiyla,
Cos(Lw) X (w? Sin(Lw) Y (w?
GR(jW)éRe{G(jW)}:( os(Lw) X(w )+\:V In(Lw) ¥ (w )) (4.277)
Z(w?)
Cos(Lw) Y (w?)—-Sin(Lw) X (w?
G,(jw)élm{G(jW)}:(W os(Lw) Y(w) - Sin(Lw) X(w )) (4.278)

Z(w?)

biciminde tanmimlanabilir. Zaman gecikmeli sistemlerde maksimum faz payini
hesaplamak i¢in asagidaki teorem Onerilebilir. Bu teorem, zaman gecikmeli

sL

sistemlerde {istel e~ terimini igeren bir quasi-polinom yerine reel katsayili sonlu

sayida reel koke sahip siradan bir polinomun hesabini gerektirdigi i¢in ve tam

¢Oziimii vermesi agisindan oldukca 6nemli ve kullanislidir.
4.5.1 Teorem 4.7 (Bayhan ve Soylemez)

Tam uygun transfer fonksiyonuna sahip zaman gecikmeli (4.3) ile verilen G(S)
sistemini diisiinelim. X(w?) ve Y(W”), (3.11) ve (3.12)’de verilen polinomlardir.

Zaman gecikmeli olan bir G(S) sistemi i¢in

wY (W) AW?) = X (W)B(W?) =0 (4.279)
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bagintisint saglayan ve ayni zamanda Teorem 3.1°de verilen kararli kilan
Ki=(-1/x_,-1/%) kazang araliklarina iligkin kararlilk frekans araliklari

w; = {W* W*} icinde olan reel frekaslarin 6 = ZG,(jw) seklindeki faz paylarinda

i-1° 70

i-1°

yazilmasiyla bulunan en biiyiik faz agis1, maksimum faz payidir. Burada A(W’) ve

B(W*) polinomlari sirastyla,

AW 2 X (WHZ(W)=Z (W)X (WD) + LwY (W) Z(W?) = 0 (4.280)
B(w’) = wY '(WZ)Z(WZ) -wZ '(Wz WW)+YWHZ(W)-LXW)Z(W)=0 (4.281)
bigiminde tanimlanmgtir. Z(W*), (3.13)’de verildigi gibidir. X ,(Wz) , Y ’(WZ) ve

Z (W*) polinomlar1 ise sirasiyla X (W), Y(W’) ve Z(w’) polinomlarinin W’ye

gore birinci tiirevlerini gostermektedir. L, zaman gecikmesidir.

4.5.2 Teorem 4.7’nin ispati

(3.80) ile verilen bagintiy1, zaman gecikmeli bir G(S) sistemi i¢in

o .
Imy G
Im{G(jw)} m{ﬁw (JW)}

Re{G(jw)} B Re{aG(jW)}
ow

(4.282)

bi¢iminde yazabiliriz. Ispata (4.282)'nin sol tarafin1 kullanarak baslayalim.
(4.270)’in W’ye gore birinci tlirevi alinirsa,

0 . —jwL 0 H —jwL H i —jwi
S (Gyiw) e )= (Gy(jw) e M~ j LG, (jw) e (4.283)
bulunur ve G,( jw) ’yi reel ve sanal kisimlarina ayirarak
G, (jw) = Gr(jwW) + G, (jw) (4.284)

biciminde yazabiliriz. (4.271) ve (4.284)’1, (4.283)’de yazarsak,
0 . L 0 , . .
S (Gaiw) €7 ) =— (G (jw) + Gy, (W) (Cos(Lw)— jSin(Lw)) -
jL(GOR (W) +G, ( jW)) (Cos(LW) - jSin(LW)) (4.285)
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bulunur ve (4.285)’1
i(G (jw) e )= Re{i(e (jw) e )} b Im{i(e (jw) e )} (4.286)
ow' ' ow ' ow '

biciminde yazarsak, (4.285)’in reel ve sanal kisimlar1 sirasiyla

Re{%(Go(jW) e " )} £ Cos(Lw) (% Gp (JW) +L G, (jW)J+

Sin(Lw) (%Gm (jw) — LG ( jw)j (4.287)
veE
Im{i(e (jw) ejWL)}éCos(Lw) (i G, (jw)-LG (jw)j—
8W 0 8W 0l OR

Sin(Lw) (%GOR( jw)+ LG, ( jw)j (4.288)

sekline gelir. (4.284) ile (3.10)’u esitlersek G,(jw)’yi

X)) o Y(w)

G, (jw) =G (jW) + JG,, (jw) = Z ) + 7w (4.289)
bi¢iminde yazabiliriz. Bu son bagintinin W’ye gdre birinci tiirevi alinirsa,
3G,(IW) _ X "(W)Z(W)=Z (WX(W)
ow 7> (W)
. Y WHZW)=Z WAY(W) | Y (W)

+ ] {W [ Z2w) +Z(W2) (4.290)
bulunur. (4.290)1
oG, (jw) @ . .0 .
Bl _ L6 () + ] -Gy (w (4.291)
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biciminde yazarsak, (4.290)’nin reel ve sanal kisimlari sirastyla,

o 2 X (WHZW)-Z (W)X (W)

%GOR(J'W) 27w (4.292)
Ve

iGm(jW)éLW [Y (WZ)Z(sz_Z2 (W2)Y(W2)]+Y(Wz)] (4.293)
ow Z (w?) Z(W)

seklinde olur. (4.292) ve (4.293)’1i (4.287)’de yazarsak

Kk RN I x'(mﬂ)Z(w2)—z'(w2)X(w2) Y (W)
Re{aW(GO(jW)e )}_Cos(Lw)( i) +WLZ(WZ) +

) )
SincLw) {W [Y (w)z(w')-2 )Y(W)]+Y<vv2)_L X (W)

z*(w) Z(w) sz)] @299

bagintisini ve bazi diizenlemelerle es deger olarak da

Re{i(eo(jw) e_jWL)}éCOS(LW) [x 'W)Z(W)—2Z '(WZ)X2(w2)+WLY(WZ)Z(Wz)]JF
ow Z3(W)

Sin(Lw) [WY (W*)Z(w*) —wZ (Wz)Yévzvzavj)Y(wz)Z(wz)—LX(WZ)Z(WZ)

J (4.295)

bagmtisim buluruz. Burada (4.280) ve (4.281)’de tamimlanan A(W’) ve B(W*)
polinomlari, (4.295)’de yazilirsa,

Re{%(GO( jw) ejWL)} 1 (Cos(Lw) Aw?)+Sin(Lw)B(W)) ~ (4.296)

S (w)

elde edilir. Benzer sekilde (4.292) ve (4.293)’1i, (4.288)’de yazarsak
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. { 2 (6, e,-wL)}é Cos(Lw [W (Y W)Z) -2 (mf)v(mf)}v(wZ)Lme)}

7> (W) Zw)  Zw)
Sin(Lw) [x (WZ)Z(V‘Q(_WZz) (V"Z)X(Wz)erL\Z(E"V‘g] (4.297)

buluruz. Bu son bagmtida A(W*) ve B(W*) polinomlar1 yazilirsa,

6 - —iwL A 1 2 H 2
Im{%(GO( jw) e} )}:W (Cos(l_w) B(W?)—Sin(Lw) A(w )) (4.298)

elde edilir. (4.277), (4.278), (4.296) ve (4.298)’1 (4.282)’de yazarak bulunan

wCos(Lw)Y (w?)—Sin(Lw) X (w?) _ Cos(Lw) B(w*)— Sin(Lw) A(w*)
Cos(Lw) X (W) +wSin(Lw)Y (W?)  Cos(Lw) A(W) + Sin(Lw) B(w?)

(4.299)

bagintisinda i¢ler diglar ¢arpimi yapilip diizenlenirse,

wY (w*) Aw?)(Cos® (Lw) + Sin’ (Lw) ) = X (w*)B(w’)(Cos’ (Lw) + Sin’ (Lw))  (4.300)

bulunur. Cos®(Lw)+ Sin®(Lw) =1 oldugu gbz 6niine almarak (4.300)’iin, (4.279)’a

esit oldugu goriiliir ve ispat tamamlanmais olur.
4.5.3 Uyar1 4.1

Teorem 4.5°de (4.279) ile verilen polinom, iistel €™ zaman gecikme terimini
icermeyen reel katsayili sonlu sayida reel koke sahip bir polinom oldugundan; zaman
gecikmeli sistemlerde maksimum faz payi hesabi icin Onerilen bu ydntem, tam

¢Ozlim verir. [ |

Zaman gecikmeli sistemlerde maksimum faz pay1 hesab1 i¢in 6zel bir durum olarak
zaman gecikmesinden bagimsiz G (S) sistemi, acik ¢evrim kararli (yani K, — 0

icin kapali ¢evrim kararl) ise hesaba gerek kalmaksizin asagidaki lemma verilebilir.
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4.5.4 Lemma 4.5

Zaman gecikmeli sistemlerde Lemma 3.7’e benzer olarak agik ¢cevrim kararli olan bir
G, (s) sistemi i¢in oransal bir kontrolor kullanilarak elde edilebilecek maksimum faz
pay1 180° “dir.

Acik c¢evrim kararli G, (S) sistemine sahip zaman gecikmeli sistemler i¢in

maksimum faz payini saglayan kritik bir deger olan ve K adin1 verdigimiz en

p180max
biiylik kazancin hesabi 6nemlidir. Bu amacla Lemma 3.8’den hareketle asagidaki

Lemma verilebilir.

4.5.5 Lemma 4.6 (Bayhan ve Soylemez)

Acik ¢evrim kararli G, (S) sistemine sahip zaman gecikmeli sistemler i¢in 180° faz

payini saglayan en biiyiik kazang¢ degeri K

p180max >

~n

K =min——— 4.301
p 180 max i |G(J\NI)| ( )

bagintis1 kullanilarak hesaplanir. Burada W, frekanslari,

X (w?)

é(w)éZ(wZ)(X(wz)Wﬂco(w) OZ(w)

8Yw(w)j_ (x? (W2)+Y£(W))W:° (4.302)

ow

polinomunun negatif olmayan reel kokleridir. Burada Y, (W), (3.122)’de tanimlandig1
gibidir. Ayrica X(w?*), Y(W*) ve ZWw?), (3.11), (3.12) ve (3.13) bagintilarinda
verildigi gibidir.

4.5.6 Lemma 4.6’nin ispati

(4.3) ile verilen zaman gecikmeli G(S) sisteminin zaman gecikmesinden bagimsiz
kistmi G (S), acik g¢evrim kararli ise bu lemmanin ispati, Lemma 3.8’deki gibi

Sekil 3.9’dan yararlanarak yapilabilir. Sekil 3.9’dan Nyquist egrisinin birim ¢embere
teget oldugu yere iliskin kritik W, frekansi

Z o (jw)| -0 (4303)
w
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bagintisinin pozitif reel koklerinden bulunur. (4.289)’un genligi

IG(jW)| = /Gs” (jw) + G, (jw) (4.304)

bicimindedir. (4.277) ve (4.278)’in |G( jw)| ’de yazilmasiyla

\/(COS(LW) X(vv2)+wSin(LW)Y(V\f))2 +(WCos(Lw)Y (W) - Sin(Lw) X(\Af))2

G(iw)| = 4.305
G(jw)| 2o (4.305)
bulunur. (4.305)’in diizenlenmesiyle,

6w \/( X2 +\/\/2Y2)(C032(|_w)+ Sin2(LW)) +2wWX Y (Cos(Lw)Sin(Lw) —Cos(Lw)Sin(Lw)) (4.306)

Z(w’)

elde edilir. Burada kolaylik icin X(W®) ve Y(W?) yerine X ve Y kullanilmustir.
(4.306)’da (Cos(Lw)Sin(Lw)—Cos(Lw)Sin(Lw))=0 ve Cos*(Lw)+ Sin*(Lw)=1

oldugu goriilerek ve (3.70) kullanilarak,

1
Z(w?)

G(jw)| = J XZWH)+Y, (w?) (4.307)

elde edilir. (4.307)’yi (4.303)’de yazarsak

0 \/XZ(W2)+YW2(W2)

0 .
—1G(IW)=— 4.308
8w| (] )| ow Z(w?%) ( )
bagintisini ve es deger olarak

O i~ S(w)
—I|G(Jw)| = 4.309
oy CCW) (4.309)

Z*(w?) \/XZ(W2)+YW2(W2)

esitligini buluruz. Burada é(w), (4.302)’de tanimlandig1 gibidir. Ayni sonug,

Lemma 3.8’de de elde edilmisti. Dikkat edilirse, (4.309) ile (3.74) esit bulunmustur.
Dolayisiyla (4.302) ile (3.69)’da esittir. Bu durumda asagidaki sonug verilebilir.
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4.5.7 Uyar1 4.2

Zaman gecikmeli sistemlerde K zaman gecikmesinden bagimsizdir. Boylece

p180max °
zaman gecikmesiz sistemler i¢in verilen Lemma 3.8, aslinda zaman gecikmeli

sistemler icin de gegerlidir.

4.5.8 Ornek 4.7 (Zaman gecikmeli sistemlerde maxKP ve maxFP icin)

Ornek 4.5’de tanimlanan zaman gecikmeli sistemi ele alalim ve maksimum faz pay1
ve d =4 i¢in maksimum kazang payini hesaplayalim.

Zaman gecikmeli sistemin maksimum kazan¢ payimi hesaplamak i¢in Lemma 4.4’
kullanabiliriz. Ornek 4.5°de d =4 i¢in zaman gecikmeli bu sistemin kapali ¢evrimde
Cys = (Cds min> Cls max): (-21.9582, —2.5-A,) kazan¢ aralif1 i¢in kesin kararh

oldugu bulunmustu. O halde ‘Cds min| > ‘Cds x| Oldugu icin, (4.268)’den maksimum
kazang pay1
A ‘Cds min
max KP ~=———=8.7833 (4.310)
‘Cds max

olarak bulunur.

Maksimum faz pay1 ise Teorem 4.7°den hesaplanabilir. Bu amagla Teorem 3.1
kullanilarak N (s) ve D(s) i¢in (3.11), (3.12) ve (3.13)’den

X (W) =-w*+30.8Ww" +1.6 (4.311)
Y (W?)=—1.8w" +22 (4.312)
Z(W*) =w°’ —59w* + 904w’ + 4 (4.313)

bulunur. L =0.5 sn zaman gecikmesi ile X (W”), Y (w?) ve Z(W’) polinomlari ve

bunlarin tiirevleri, (4.280) ve (4.281)’de yazilarak

A(W?) = -2602.4w+10302W° +354.2w° —59.1w’ +1.1w’ (4.314)

B(W?) = 84.8 —20694.4w* —11605.6W* +1143.6Ww° —39.5W* + 0.5wW" (4.315)

127



polinomlar1 bulunur. X (W?), Y(w*), A(W”) ve B(W?) polinomlarmin (4.279)da
yazilmasiyla elde edilen polinomun reel kokleri hesaplanirsa, w; =0.184921 frekansi

bulunur. Ornek 4.5°de verilen zaman gecikmeli sistemin zaman gecikmesinden

bagimsiz kismi olan ve (4.173)’deki sistemi kapali ¢evrimde kararli kilan kazanglar
Teorem 3.1°den K;e (—17.7778, —2.5) olarak hesaplanir. Bu kazang araligina iliskin

kararlilik frekans araligi W;e {O, 3.49603} “diir. wi =0.184921 frekansi, bu kararlilik

frekans aralig1 i¢indedir. Boylece bu frekans degeri i¢in maksimum faz pay1,

max FP =51.529° (4.316)

olarak hesaplanir. Deneme amacl olarak (4.305)’de bulunan maksimum faz payina
cok yaki olan @ =51.5° i¢in kapali ¢evrimde sistemi kararli yapacak kazang olup
olmadigina bakalim. Bu test i¢in 2. ve 4. dereceden Padé yaklagimlarini kullanalim.
Teorem 4.5’den hareketle zaman gecikmeli bu sistemin 51.5° igin ikinci dereceden

Padé es degeri GFP (s)’1 kapali ¢cevrimde kesin kararli kilan kazanglar

Cp.rp =(-7.45243, —6.93512) (4.317)

olarak bulunur. ikinci dereceden Padé yaklasimiin kullanilmasiyla 51.5° faz payi

kisitlamasi i¢in Lemma 4.3’{in ilk kosulundan
C, = (—o0, —3.62511)\U(2.3883, 0) (4.318)

kazang kiimesi bulunur. Lemma 4.3’deki ikinci kosuldan; (4.210) nun reel yeni kok
ciftleri i¢inden |W| > W, kosulunu saglayan frekanslar olmadigi icin W, =&

olacagindan,

C,=0 (4.319)
elde edilir. Lemma 4.3’{in {i¢lincii kosulundan kritik frekans i¢in

63 = (—o0, —2.75821)U(7.16049, o0) (4.320)

kazang araliklar1 bulunur. Boylece 51.5° faz payi igin belirsizlik kazang araliklari

Corp = (o0, =2.75821)U(2.3883, ) (4.321)
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olarak bulunur. Teorem 4.6’dan 51.5° faz payi igin 2. mertebeden Padé yaklagimi

kullanilmasiyla GA’FP (s) sistemini kapali ¢evrimde kesin kararh kilacak kazanglar

olmadigindan,

Cos pp =2 (4.322)

olur. Boylece ikinci dereceden Padé yaklagimi kullanildiginda 51.5° faz payi i¢in
ortaya c¢ikan hata pay1

A

Cps.pp = (o0, —2.75821) (4.323)

kazan¢ aralifidir. Daha kesin bir inceleme i¢in 4. dereceden Padé yaklasimi

kullanalim.

Teorem 4.5’den zaman gecikmeli bu sistemin 51.5° i¢in dordiincii dereceden Padé

es degeri GFP (s) ’yi kapali ¢gevrimde kesin kararli kilan kazanglar (4.317)’deki gibi

Cprp = (-7.45243, —6.93512) (4.324)

olarak bulunur. Dordiincii dereceden Padé yaklagiminin kullanilmasiyla 51.5° faz

pay1 kisitlamasi i¢in Lemma 4.3’{in ilk kosulundan

C, =(=56.22, —40.22)\U(~=23.7235, —23.7234) U(~10.0569, —9.9098)\ (13.249, 13.255) U

(—7.45243 - A,, —7.45243+A,)U(-6.93512—A,, —6.93512+A,)U(5.75, 5.77) (4.325)
kazang kiimesi bulunur. Lemma 4.3 deki ikinci kosuldan

C, = (-0, —107.912) U (60.1583, ) (4.326)
elde edilir. Lemma 4.3’{in iiglincli kosulundan kritik frekans i¢in

C, = (-, —107.718)U(36.7567, ) (4.327)
kazang araliklar1 bulunur. Boylece 51.5° faz payi igin belirsizlik kazang araliklar

Curp = (5622, —40.22) U (~23.7235, ~23.7234) U(~10.0569, —9.9098) LU
(—7.45243 - A, —7.45243+A,)U(-6.93512-A,, —6.93512+A,)U(5.75, 5.77)U

(13.249, 13.255) U (~o0, —107.718) U (36.7567, o) (4.328)
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olarak bulunur. Teorem 4.6’dan 51.5° faz payi igin 4. mertebeden Padé yaklagimi

A

kullanilmasiyla G, ., (s) sistemini kapali gevrimde kesin kararl kilacak kazanglar,

A

Cao pp = (7452434 A,,~6.93512-A,) (4.329)

olarak hesaplanir. 4. dereceden Padé yaklagimi kullanildiginda 51.5° faz pay1 i¢in
ortaya ¢ikan hata pay1

A

Cps,pp =(=7.45243 - A, —7.45243+A,)U(-6.93512-A, —6.93512+A,) (4.330)

kazang araligidir.

(4.329)’dan goriildiigi tizere maksimum faz payina ¢ok yakin da olsa 51.5° faz pay1

icin G a.rp(S) sistemini kapali gevrimde kesin kararli kilacak kiigtik bir kazang aralig
vardir. Faz pay1 51.529° oldugu anda zaman gecikmeli sistemin ikinci dereceden

veya daha yiiksek derecelerden Padé es degerlerini, kapali ¢evrimde kararli kilan

kazanglarin olmadig1 Teorem 4.5’in kullanilmasiyla goriiliir. Maksimum faz pay1 i¢in

A

Cprr =< olmast nedeniyle Teorem 4.6’'nin kullanilmasinin da bir anlami

A

kalmayacaktir. Ciinkii hem C =(J olacak hem de Cpgp =& olacaktir. Bu

ds,FP

durum 51.529° >un maksimum faz pay1 oldugunu géstermektedir.

4.5.9 Ornek 4.8 (Zaman gecikmeli sistemlerde maxKP ve maxFP icin)

Ornek 4.3’de tanimlanan zaman gecikmeli sistemi ele alalim ve maksimum faz payi

ve d =2 i¢in maksimum kazang payini hesaplayalim.

Zaman gecikmeli sistemin maksimum kazan¢ payini hesaplamak i¢in Lemma 4.4’i
kullanabiliriz. Ornek 4.3°de d =2 i¢in zaman gecikmeli bu sistemin kapal1 ¢evrimde
Cys = (Cds min> Cds max ) =(2.96935, 5.19178) kazan¢ aralif1 igin kesin kararh

oldugu bulunmustu. O halde (4.268) ve (4.269)’den maksimum kazang pay1

max KP,,_ =1.74846 4.331)

olarak bulunur. max KAP’i bulmak i¢in d=3 veya d=4 igin bulunan Cj

kazanclar1 da kullanilabilirdi.

Maksimum faz payii hesaplamak i¢cin Teorem 4.7°den L =0.04 sn ile (4.117),
(4.118) ve (4.119)da verilen X (W*), Y(W?) ve Z(W?) polinomlar: ve bunlarin

tiirevleri, (4.280) ve (4.281)’de yazilirsa
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AW?) =—-2.023x10° W+ 6.1x10" W’ +5.1X10°W’ + 496499w’ —
62374.8W° —7175.13w"" +152.57w" —0.2w" (4.332)

Ve

B(w*) =1.1x10° —1.596X10° W’ +4.79x10°w* +1.378x10°W° +

355795W" +10632.9W'° —1484.28W" + 7.79w"* (4.333)

polinomlar1 bulunur. X (W?*), Y(W?), A(W*) ve B(w”) polinomlarmin (4.279)’de

yazilmasiyla elde edilen polinomun reel kokleri hesaplanirsa, w, =18.604 frekansi

bulunur. Bu frekans degeri, Ornek 3.9°da Tablo 3.11°de goriilen kararlilik frekans

aralig1 i¢indedir. Bu frekans i¢in maksimum faz pay1,

max FP = 4.5131° (4.334)

olarak hesaplanir. Bu frekans i¢in kazang, K, =3.9191 olarak bulunur. Kazancin bu
degeri, Omek 4.3’de hem d =2,3,4 igin (4.136), (4.143) ve (4.147)’de verilen

G A (8) sistemini kapali gevrimde kesin kararli kilan C,, kazang araliklar igindedir.

4.6 Sonuc

Bu boéliimde, zaman gecikmeli sistemlerin Padé esdegeri bulunarak elde edilen yeni
sistemi kapali ¢evrimde kararl kilacak kazang araliklarininin olmasi gereken kazang
araligindan ne kadar farkli oldugunun hesab1 yapilmis ve sistemi kesin kararli yapan

kazanclarin hesabi i¢in yeni bir yontem Onerilmistir.

Hem zaman gecikmesi hem de kazang pay1 ve faz payr kisitlamalar1 altinda kapali
cevrim sistemi kararli yapan kazanglarin hesabi yapilmistir. Zaman gecikmeli
sistemlerde maksimum kazang payr ve maksimum faz paymin hesabi icin
Béliim 3’de verilen sonuglar temel alinarak hesap yollar1 verilmistir. Ozellikle zaman
gecikmeli sistemler i¢cin maksimum faz payr hesabinda iistel bicimde olan zaman
gecikmesi terimini igermeyen tam ¢oziim bulunmustur. Bu ¢dziimiin quasi-polinom
biciminde olmayip reel katsayili polinom bi¢iminde oldugu ve sonlu sayida reel koke
sahip oldugu gosterilmistir. Bu durumun hesabi1 6nemli Olglide kolaylastirdigi
gosterilmigtir. Bu boliimde verilen tim hesap yontemleri, sayisal Orneklerle de

anlatilmistir.
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5. AYRIK ZAMANLI SISTEMLERDE DAYANIKLI P TiPi KONTROL

Verilen ayrik zamanli bir sistemi kararli yapan tek parametreli kontrolorlerin tam bir
parametrizasyonu, bir teorem ile Keel ve Bhattacharyya (2001a) tarafindan
verilmistir. Hermite-Biehler Teoreminin bir genellestirilmesine dayanan bu teorem,
bir polinomun birim daire boyunca Chebyshev dizisi ile elde edilen goriintiisiiniin faz
degisiminden yararlanarak kok dagilimini ve 6zellikle kararsiz kok sayisini bularak
kararliliga iliskin kisitlamalar kiimesini vermesi acisindan uygundur; ancak onemli
bir dezavantaji, kapali ¢gevrimde sistemi kararli yapan kontroloérler kiimesini bulmaya
yarayan bu kisitlamalarin herbirinin sistem derecesine bagli olarak tistel olarak artan
sayida isaret fonksiyonunun analizini gerektirmesidir (Datta ve dig., 2000; Keel ve
Bhattacharyya, 2001b; Keel ve Bhattacharyya, 2002).

Bu boliimde ayrik zamanli kontrol sistemlerini kapali ¢evrimde kararli kilacak
kazanclar1 bulmak i¢in iki yeni yontem, Bayhan ve Soylemez (2006b) tarafindan
onerilmistir. Ilk yontem, ayrik zamanli sistemin birim daire boyunca hesaplanan
karakteristik polinomunun Chebyshev gosterimi kullanilarak siradan reel katsayili bir
polinoma doniistiiriilmesi ve sonra kararli kilan kazang kiimesinin bulunmasi {izerine
kuruludur (Bayhan ve Sdylemez, 2005). Bu kazanclar, kapali c¢evrim sistem
kutuplariin birim daire i¢inde olmasini saglar. Kapali ¢evrim sistemin kararli oldugu
kazang araliklari, agik ¢evrim sistemin Nyquist egrisi incelenerek bulunabilir.
Nyquist kararlilik kriteri geregi, Nyquist egrisinin reel ekseni kestigi yerlerin
hesaplanmasiyla bulunan kazang araliklar1 i¢in kararsiz kutuplarin sayisini
belirlemek miimkiindiir. Buradaki kurgu, kararli kilan kontrolérlerin tam bir
kiimesini lineer esitsizliklerin ¢dziimii arasindan bulmaktir. Ikinci ydntem, ayrik
zamanl bir sistemin bilineer doniisiimii kullanilarak bulunan es deger sistemi kapali
cevrimde kararl yapacak kazancglari hesaplamak icin Teorem 3.1’in kullanilmasina
dayanir (Bayhan ve Sdylemez, 2006b). Ayrik zamanli bir sistemin bilineer
dontistimle bulunan es deger sistemi i¢in Bolim 3’de verilen tiim yontemler
gecerlidir.
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5.1 Chebyshev Polinomlar1 Kullamlarak P Tipi Kontrol

Bu yontemde agik ¢evrim transfer fonksiyonu bilinen ayrik zamanli bir G (z)

sistemini kararli kilan kazanglar1 bulmak i¢in 6nce Chebyshev dizisinin iki tipinden
de yararlanarak siradan bir reel katsayli polinom bi¢imine gelen karakteristik
polinomun Chebyshev gosteriminin bulunmasi gerekir. Kontrol edilmek istenen

ayrik zamanli sistemin transfer fonksiyonu

Gy(2) =% 5.1)

bicimindedir. Burada N(z) ve D(z) reel katsayili polinomlardir. Dogrusal zamanla

degismeyen ayrik zamanli bir kontrol sisteminin karakteristik polinomu,

5(z)=0q,z° +q,,2"" +..+qz+q, (5.2)

biciminde ifade edilebilir. Sistemin kararliligi, 6(z) 'nin biitiin kdklerinin birim daire

icinde olmasi1 kosuluna baghdir. Kararlilik bolgesi olarak birim daireye iliskin
kararlilik analizi i¢in, (5.2) ile verilen &(z) ’nin birim daire goriintiisiinii belirlemek

gerekir.
[6(2): z2e" 0<@<27 ) (5.3)

Reel katsayih §(z)’de z2 e’ yazilarak bulunan §(ei?) polinomunun §(e1%) ile

karmasik eslenik oldugu dikkate alindiginda birim dairenin iist yarisinin goriintiistinii

belirlemek yeterlidir ve boylece
[8(z): z2e¥ 0<0<r | (5.4)

yazilabilir. (5.2) ile verilen 6(z) ’de

2 ‘ o =cosk@ + jsink@ (5.5)

bagintisinin yazilmasiyla

S(e1)=(q,e1" +q, e+ .+ae' +q)) (5.6)

Ve

5(e¥)=[q, cos pd+0,_, cos(p—1)0+...+0 cos+0, ]+ j [0, sin pd+...+;sin 0] (5.7)
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polinomlar1 elde edilir. Burada

R(6) 2 (q, cos pO+4, , cos(p—1)0 +...+0, cos 6+, (5.8)
1(0)2(q, sin pd+q,_ sin(p—1)0+...+ 0 sind) (5.9)
tammlarinin yapilmastyla 5(e'?) polinomu,

NG ELRGENIC) (5.10)

bicimine gelir. coskd ve sinkd/sind sirasityla birinci ve ikinci tip Chebyshev

polinomlarin verir. t=—cosé olarak tanimlanirsa, (5.4)’den @ : 0— 7 igin t’nin

s .

—1 ile +1 aras1 degistigi goriiliir. O halde sin® @+cos®> @ =1"den

sin@ =+/1-cos? @ =+/1-t2 (5.11)

bulunur. Boylece (5.5)’den
z2el =t 4 jy1-t2 (5.12)

yazilir.

5.1.1 Chebyshev dizisi ve temel ozellikleri

Birinci tip Chebyshev polinomlarmin te[-1,+1] i¢in analitik formu, t=—cosé

olmak tlizere

C, (t) = coskd (5.13)
bi¢iminde olup; r =0,1,2,... ve k=1,2,3,... i¢in,

[k/2] N
G =1y, D

2N\1 ¢ k=2r
2 aryt (k—an T (5.14)

olarak yazilabilir (Bayhan ve Tonyali, 2002). Buradaki [k/2] notasyonu, k =1,2,3,...

igin, k/2’ye esit yada daha kii¢iik en biiyiik tam sayiy1 kasteder. Boylece (5.14)’den
birinci tip Chebyshev polinomlarinin ilk alt1 tanesi,
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c,(t)=—t 3\
c,(t)=2t* -1

c,(t) = —4t’ + 3t

c,(t)=8t" -8t +1

c (1) =—16t> + 20t - 5t

C, (1) =32t° —48t* +18t> -1 J

> (5.15)

olarak bulunur. ikinci tip Chebyshev polinomlarinin t e [-1,+1] i¢in analitik formu,

s, (1) = Sinlk cos 1] (5.16)
(1-t%)

bigiminde olup; t=-cos@, #=-cos't ve sin@=+/1-t> bagintilarindan hareketle
(5.16)’y1, r=0,1,2,... ve k=1,2,3,... igin,

sinké

S () = 00 (5.17)
olarak yazabiliriz (Bayhan, 2001). (5.17), es deger olarak

=
(=D :0 (f(k 11 2r)),( D@t (5.18)

biciminde yazilabilir (Fox ve Parker, 1968). Boylece (5.18)’den ikinci tip Chebyshev

polinomlarmin ilk alt1 tanesi,

s, (1) =+1 3
Sz(t) ==
s,(t) =4t -1
> (5.19)

s,(t) = —8t° + 4t
sc(t)y=16t" —12t> +1
s, (t) = -32t> +32t° -6t

olarak bulunur. Birinci ve ikinci tip Chebyshev polinomlari arasinda k =1,2,3,...

i¢cin
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s (t) = Cvkk(t) (5.20)

iligkisi vardir. Ayrica Chebyshev polinomlarinin iki tipi arasinda
G (D =-tc, () -(1-1*)s, (D) (5.21)

biciminde yineli bir bagint1 da vardir. (5.7)’de (5.13) ve (5.17) yazilirsa
5%y = [9,c,®O)+0d, ¢, ,(D)+...+0 )+ ]+ j[q,S,(D)sind+...+q 5 (t)sin O] (5.22)

bulunur. Bu son bagmntida sin @ =+/1-t* yazilip diizenlenirse,
8@ o0 =[0p Co®+0y; O+ 40 ¢ (D) +0p 1+ VI [0, 5,D+0 5, B+ 5] (5-23)

elde edilir. Burada
R(t)2q,c,(t)+ 0piCpy (D +... 40,6, (D) + 7 (5.24)

Tt 2q,s,(t)+0,.,5,,(t)...+q5,(t) (5.25)
tanimlar1 yapilirsa, (5.23) bagintist,

8@, =RO+ NI-T(t) £5,(1) (5.26)

bi¢imine gelir. Burada o,(t), 0(z) nin Chebyshev gosterimidir. R(t) ve T(t) ise esit

bliyiikliikte ve ters isaretli bas katsayilara sahip sirasiyla p ve p-1 dereceden reel
polinomlardir. Ayrica R(t), J,(t) nin birinci tip Chebyshev polinomlarindan olusan

kismiyken; T(t) ise, o, (1) nin ikinci tip Chebyshev polinomlarindan olusan kismidir.

5.1.2 Chebyshev gosterimi kullanilarak oransal kontrolor ile kararh kilma

Bu boliimde, Sekil 5.1°de goriilen ve (5.1)’de verilen ayrik zamanli bir G (z)

sistemininin oransal kontrolorle kararli kilinmasi problemine bir 6nceki boliimde

elde edilen sonuglar uygulanmistir. Sekil 5.1°deki oransal kontrolor
C(2)=K, (5.27)
bi¢imindedir.
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y

G,(2) L

C(2)

Sekil 5.1 : Sabit Kazangli Ayrik Zamanli Kontrol Sistemi.

Bu durumda kapali ¢evrim karakteristik polinomunun
6(z,K,)=D(2)+ K ,N(2) (5.28)

oldugu gortlir. §(z,K,)’yi kararli yapacak tim kazanglari bulmak i¢in N(z) ve
D(z) ’nin onceki bolimde o6(z)’e yapilanlara benzer olarak Chebyshev dizisi

gosterimleri bulunacaktir. Buna gore N(z) ve D(z)’nin (5.26)’a benzer olarak

yazilan Chebyshev gosterimleri sirastyla,

NE)|_ _,=Ry®+ jNI-t2Ty(t) (53:29)
D(e)],__ o =Ro(®)+ JV1-t* Ty (1) (5.30)

bi¢imindedir. Son iki baginti, G,(z) 'nin pay ve payda polinomlarinda yazilirsa

_N® _ RO+ iNI-E Ty (O (5.31)
DM Ry(t)+ jV1-t2 Ty (1)

G, (1)

bulunur. (5.31)’in pay ve paydasi, paydanin kompleks eslenigi ile carpilip

diizenlenirse;

RuORs O+ -y OTo O] . o5 [Ro®Ty O =Ry OTo ] (5,39
Ro(0)+ (- t)Tp (1) Rp’ (1) + (1= t)Tp (1)

Go = [
elde edilir. O halde G, (t) 'nin reel ve sanal kisimlari sirasiyla

Ry (DR, (1) + (1= )Ty (T (1) | (5.33)
Rp’(t)+(1-t*)Tp (1)

Re{G, (1)} = [

_ 7 [Ro®MTy () - Ry ()T (1) ] 5.34
m G} =1 g T+ (0T 539

137



bicimindedir. Nyquist kriterinden yararlanarak, (5.34)’lin sifira esitlenmesiyle

bulunan

Ro Ty (O -Ry (0T (1) =0 (5.35)
ve

1-t2=0 (5.36)

polinomlarinin kokleri arasindan (5.36) i¢in t =+1 kokleri ve (5.35) igin te[-1,+1]
aralig1 i¢inde kalan reel kokler segilir ve bunlar (5.33)’de verilen Re{G,(t)} de

yazilarak Nyquist egrisinin reel ekseni kestigi yerler ve bunlara iligkin kazang
araliklart hesaplanir. Bu kazang araliklari i¢in kararsiz kutup sayilari belirlenir.
Kararsiz kutup sayisimin sifir oldugu kazang araliklari, kararli kilan kazang

degerlerini verir.

5.1.2.1 Ornek 5.1

Verilen ayrik zamanl

G, (2) = N(z) _z+0.5 (5.37)
0 D(z) z*-2z2

sistemini kapali ¢evrimde kararli yapan kazanglari, Chebyshev polinomlarimi

kullanarak hesaplayalim.

D(2), 2. dereceden oldugu i¢in ilk iki tane birinci tip Chebyshev polinomu D(z)’de
yazilarak Ry (t)bulunur; yani z° = 2t*> —1 ve Z =—t polinomlari, D(z)’de yazilirsa

Rp(t)=2t* +2t-1 (5.38)

bulunur. Benzer olarak ilk iki tane ikinci tip Chebyshev polinomu kullanilarak
D(z)’de z* = -2t ve Z=1 yazilirsa

To(t)=-2t-2 (5.39)
bulunur. N(2) i¢in benzer iglemler yapilarak
Ry(®)=-t+0.5 (5.40)

T, (1) =1 (5.41)
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elde edilir. (5.33) ve (5.34)’den sirasiyla

2
tr'-25 (5.42)

Re{Gy()} = 4t_+5

7t
Im {G, (1)} =v1-t YT (5.43)

bulunur. Im{G,(t)} =0°dan t, =—1, t, =0 ve t, =1 olarak hesaplamir. Bu kdklerin

hepsi reeldir ve te [-1,+1] araligindadir. Boylece kararsiz kutup sayisinin sabit

kaldig1 kazang araliklari

Re{G,(-D}=-15 = -I/K;>-15 = K,>0.67 (5.44)
Re{G)(0)}=-05 = -1/K;>-05 = K,>2 (5.45)
Re{G,()}=-0.167 = —1/K; >-0.167 = K <6 (5.46)

dogrusal esitsizliklerini verir. Boylece kapali ¢evrim sistemi, 2<K <6 kazang

araliginda kararlidir.

5.1.2.2 Ornek 5.2

Keel ve Bhattacharyya (2002) tarafindan verilmis ayrik zamanlt

N(z) _ 2*+22°-0.327 -0.152+1.5 (5.47)
D(z) z°+0.4z*-1.892>-0.65122+0.2352-0.606

Gy(2) =

sistemini kapali ¢evrimde kararli yapan kazanglari, Chebyshev polinomlarimi

kullanarak hesaplayalim.

Sistemin kapali ¢evrim karakteristik polinomu,
=2 +(04+K,)Z* +(-1.89+2K,) 2° +(-0.651-0.3K ) 2> +(0.235-0.15K ) 2 +(-0.606+1.5K ) (5.48)

bicimindedir. Bu polinomdan yararlanarak Jury kararlilik kriteri kullanildiginda;
kazang araliklar i¢in asagidaki lineer olmayan esitsizlikler bulunur (Ackermann,
1985).
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—3.75K > +1.674K, +1.110164 > 0
=0.75K > +1.962K ) +0.1554 > 0 |

—4.616K )* +7.663K > —14.655K > +12.906K | —3.086> 0 (5.49)

-9.109K ,* +16.135K ;> —24.877K ,* +20.712K |, -5.029 >0

Kararli kilma problemi, bu dort dogrusal olmayan esitsizlikten K, ’nin uygun

araligimmin bulunmasina bagli oldugu icin, olduk¢a zordur. Bu nedenle Chebyshev

polinomlar1 gésterimi ile ¢oziim yapmak daha kolay ve avantajhidir.

D(z) ve N(z)’de birinci ve ikinci tip Chebyshev polinomlari yazilarak sirasiyla,

Rp(t) =—-16t"+3.2t* +27.56t° —4.502t> —10.905t + 0.445 (5.50)
Tp(t) =16t —3.2t° —19.56t* + 2.902t +3.125 (5.51)
Ry (t) =8t -8t —8.6t7 +6.15t + 2.8 (5.52)
Ty (1) =—8t° + 8t + 4.6t —2.15 (5.53)

bulunur. Bu dort polinomun (5.33) ve (5.34)’de yazilmasiyla sirasiyla,

~0.48t7 +0.481° -23.48t° —1.62t" +46.52t° +3.624t° ~19.66t-5.47 (5 54)

Re{G, (1)} =
{ 0 } 2.27.107%t% +19.39t° —0.12t* - 28.95t° —8.68t> +8.43t +9.96

Im {Go ()} | 0.48t° - 0.48t° —24.28" +8.58¢" + 2687’ ~1.85t-9.71 (555
J-t2 2.27.107°t° +19.39t5 —0.12t* - 28.95t> —8.68t? + 8.43t + 9.96

bulunur. (5.55)’in sifira esitlenmesinden bulunan reel koklerden t €[-1,+1] araliginda
olanlarinin (5.54)’de yazilmasiyla bulunan reel ekseni kesim yerleri ve bunlara

iligkin kararsiz kutup sayisinin sabit kaldigi kazang araliklari

Re{G,(-1)} =—2.679 = K, <0.373334 - 3 kararsizkutup ~ (5.56)
Re{G,(0.986)} =—2.576 = 0.373334 <K <0.388238 -> 2 kararsizkutup (5.57)
Re{G, (1)} =-1.733 = 0.388238 <K, <0.577144 > 0 kararsizkutup ~ (5.58)
Re{G,(0.751)} =-1218 = 0.577144 <K <0.820749 > 1 kararsizkutup  (5.59)

0.820749 <K, - 3 kararsizkutup  (5.60)
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olarak bulunur. Boylece 0.388238 <K <0.577144 kazang aralifinda kapali ¢evrim

sisteminin kararli oldugu bulunmus olunur. Ayni1 sistem i¢in, Keel ve Bhattacharyya
(2002) tarafindan Hermite-Biehler Teoreminin bir genellestirilmesi kullanilarak ayni
sonu¢ bulunmustur. Buradaki yontemin Keel ve Bhattacharyya (2002) tarafindan
Onerilen yonteme gore avantaji, sistemi kararli yapan kazanglar kiimesini bulmaya
yarayan kisitlamalarin herbiri i¢in ayrica isaret fonksiyonu analizi yapmaya gerek

olmamasidir.

5.1.2.3 Ornek 5.3
Xu ve dig. (2001) tarafindan verilmis ayrik zamanli

N(z) _ 1002° +22% +3z+11 (5.61)

G,(2)= =
(?) D(z) 100z° +2z*+52° -41z* +522+70

sistemini kapali ¢evrimde kararli yapan kazanglari, Chebyshev polinomlarimi

kullanarak hesaplayalim.

D(2) ve N(z)’de birinci ve ikinci tip Chebyshev polinomlar1 yazilarak sirasiyla,

Ry (t) = —1600t° +16t* +1980t> —98t> — 537t +113 (5.62)
Ty (t) =1600t* —16t> —1180t* + 90t +147 (5.63)
Ry (t) = —400t° + 4> + 297t +9 (5.64)
T, (t) = 400t> — 4t —97 (5.65)

bulunur. Bu dort polinomun (5.33) ve (5.34)’de yazilmasiyla sirasiyla,

Re{G, (1)} = —8800t” ~1288t* +3522t° ~13620t” ~ 9705t + 6621 (5.66)
0 112000t° —42720t* —154584t> + 47104t% + 47451t —17189

1—t% (4400t* —644t° -1 21792 1
Im (G, (1)} = V1—t2 (4400t* — 644t° —10039t 792t +3071) (5.67)

112000t —42720t* —154584t° + 47104t% + 47451t —17189

olarak hesaplanir. (5.67) nin sifira esitlenmesinden bulunan reel kdklerden t €[-1,+1]
araliginda olan t =-1, t,=-0.861, t,=0.486 ve t,=1 koklerinin (5.66)’da

yazilmasiyla bulunan reel ekseni kesim yerleri ve bunlara iliskin kararsiz kutup

sayisinin sabit kaldig1 kazang araliklari
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Re{G,(-1)} =0.624 = K, <-1.606897 - 2 kararsiz kutup  (5.68)
Re{G,(1)} =0.714 = -1.606897 <K, <-1.4 - 3 kararsiz kutup (5.69)
Re{G,(-0.861)} =2.394 = —14<K <-0.4177598 - 2 kararsiz kutup  (5.70)
Re{G,(0.486)} =7.919 = —0.4177598 <K <-0.12627 - 0 kararsiz kutup (5.71)

—0.12627 <K, - 2 kararsiz kutup (5.72)

olarak bulunur. Bdylece —0.4177598 <K <-0.12627 kazang araliginda kapah
cevrim sistem kararhidir. Bu sonug, Xu ve dig. (2001a) ve Xu ve dig. (2001b)

tarafindan bulunan sonugla aynidir.

5.2 Bilineer Doniisiim Kullanilarak P Tipi Kontrol

Bilineer doniisiim, ayrik zamanli kontrol sistemlerinin kararlilik analizini yapmak
icin kullanilabilir. Bu, z -diizleminden kompleks W -diizlemine olan bir doniigiimdiir.

Cesitli bilineer doniistimler arasinda burada 6nerilen yontem igin

[u—

g2 WA (5.73)
w—1

bicimindeki bilinear doniisiim se¢ilmistir. Bu yolla kararlilik bolgesi, z -diizleminde

birim dairenin i¢inden W -diizleminde sol yar1 diizleme doniistiiriilmiis olur.

Bilineer doniisiim kullanarak bulunan doniismiis sistemler i¢in Teorem 3.1,
kullanilabilir. Sekil 5.1’de goriilen kontrol edilmek istenen ayrik zamanli sistemin

(5.1)’de verilen transfer fonksiyonu, (5.73)’deki bilineer doniisiim uygulaninca

Go(w) 2 = (5.74)

bi¢cimine gelir. Burada

>

W= jw

tanimi yapilarak (5.74)’de yazilirsa ve sonra reel ve sanal kisimlarina ayrilirsa

Goljoy 2 NUD) _ Nw(@)+ iNm(@)
D(Jw) Dre(®)+ ] Dim(®)

(5.75)
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elde edilir. Burada Bre, Bim, N ve Nim icin tek-¢ift ayrigtiritlmasi yapilarak

D =De(-®*)  Din = Do(~0)@ (5.76)

Ne=Ne(-0’)  Nin=No(-a)o (5.77)

yazilabilir. Go(jw)’y1

—_ N ioN . (2 2
Go(jew)= ﬁe + ja)ﬁo _ i(a) )+ .wr(a) ) (5.78)
De+ joDo  Z(@?) Z(w)
biciminde yazmak miimkiindiir. Burada,
/)?(602) 2 Be ﬁe + Bo ﬁoa)2 (5.79)
?(602) = Beﬁo _Boﬁe (5.80)
— 28 A 2 —~2 5
Z((() ): De + Dow (5.81)
olarak tamimlidir. G ( je) nin sanal kismi
- Y(o?
Im{Go( Ja))} - a)ﬂ(“’z) (5.82)
Z(w")
olarak yazilabilir. Burada
V2@ (5.83)

MmE Mk

olarak tanimlayalim. Y (V) ’nin pozitif reel koklerinin v, ,V2,...,\77 oldugu kabul
edilirse; ao(ja)) ‘nin Nyquist egrisi, i =1,2,...,y i¢in ©=0, @=0 ve ®==%,/V; *da
reel eksenden geger. Boylece V,.1 =0 ve V,.» =00 olarak tamimlanirsa; i =12,...,y +2

icin reel eksenden gegis noktalar;, xi :?(\H/:)/ 2(\7?) olarak bulunur. Boylece

Teorem 3.1°den yararlanilarak asagidaki teorem verilebilir.
5.2.1 Teorem 5.1

Uygun rasyonel transfer fonksiyonu (5.74) ile verilen dogrusal zamanla degismeyen
bir sistemi diisinelim. D(w)’nin sanal eksende kdke sahip olmadigini kabul edelim.
X(@%), Y(@*) ve Z(w®) (5.79), (5.80) ve (5.81)’de tamimlanan polinomlar olsun.
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Ayrica i=1,2,.. ,h i¢in (x.,vI i) ciftleri de, yukarida tanimlandig1 gibidir. Y(V) nin
bas katsayisi yl ile gosterilirken; Y(V) nin en son sifir olmayan katsayisi y0 ile

gosterilmistir. Verilen bir keﬂ(i:(—l/Xi—l,—l/Xi) kazanct icin, kapali cevrim

sistemin kararsiz kutuplarinin sayisi
Ui =Uo+zrt (5-84)

ile verilir. Burada Go, Go(jow) nin kararsiz kutuplarmin sayisidir. Reel eksenden

gecislerin sayisi

Pi ~
=>.d (5.85)
i=1
olup, gecis yonii ise
A= (=1))Sgn(¥ " (V1)), 0<vij <o ise
d., =1 san(y,), V=0 ise (5.86)

_Sgn(;/])) Vij = ise

~) ~ ~ A i
ile bulunur. Burada Y (v), Y(V)’nin Vij noktasindaki sifir olmayan birinci

tirevidir. (5.84)’den Ui =0 olan kazang araliklari, kararli kilan kazang kiimelerini

Verir.

5.2.1.1 Ornek 5.4

Ornek 5.3’de (5.61)’de verilmis ayrik zamanl sistemi kapali cevrimde kararli yapan

kazanglari, Bilineer doniigiim kullanarak hesaplayalim.

(5.61)’de verilmis G,(z) sisteminde (5.73)’deki bilineer doniisiim yazilarak bulunan

Go (w) sisteminin pay ve payda polinomlar sirasiyla
N(w)=116W’ +34w* —88W> —300W? +148w+90 (5.87)
D(w) =188W° +46wW* +1880wW> +308W> + 652w +126 (5.88)

olarak bulunur. ﬁ(w) ve B(W) "de W= jo yazilarak ve sonra tek-¢ift ayrigtiriimasi

yapilarak elde edilen polinomlarda v = @” doniisiimii yapilirsa,
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Ne(=V) =34V +3009+90 (5.89)

No(-V) =116V +88v+148 (5.90)
De(—v) = 46V —308V+126 (5.91)
Do(~v) = 1887 — 1880V + 652 (5.92)

elde edilir. (5.79), (5.80) ve (5.81)’de vV £ »* doniisiimii yapilirsa,

X(V)=21808V —199972v —58656v —304840v +106576v+11340 (5.93)
Y (V)= —1056v —24160v +5192329 — 60896V — 40032 (5.94)

7(V)=35344V — 704764V +3751216v —2345064v +347488V+15876  (5.95)

bulunur. D(W)’nin kararsiz kok sayis1 iki oldugundan; Uo =2 *dir. ?(\ﬂ/) ‘nin pozitif
reel kokleri vi =0.3459 ve V> =13.4212dir. Bu koklere Vs =0 ve Vi=o0’da
eklenince, dort tane reel eksenden gecis frekansi olur. Bu gecis frekanslar1 igin

Teorem 5.1°’den bulunan sonuglar, Tablo 5.1°de gosterilmistir.

Tablo 5.1 : Ornek 5.4 I¢in Bilineer Doniisiimle Bulunan Kazanglar.

i vi Xi Fi Ui Ki

1 00 0.61702 1 2 0< Kp<oo, —oo<Kp<—l.6206
2 0 0.71428 -1 3 -1.6206 < Kp <-1.3999

3 | 13.4212 2.39371 -2 2 —-1.3999 < Kp <-0.41776

4 0.3459 7.91936 2 0 -0.41776 < Kp <-0.1263

5 © 2 -0.1263 <K, <0

Tablo 5.1°den goriildiigl iizere bilineer doniisiim kullanilarak kapali gevrim sistem
K, €(-0.41776, —0.1263) kazanglar1 i¢in kararl yapilabilir. Bu sonug, Chebyshev
polinomlar1 kullanilarak bulunan sonuca son derece yakin olup; aradaki fark niimerik
hesaplama hatalarindan kaynaklanmaktadir. Bu béliimde onerilen her iki yontemle
hesaplanan kazang araliklari, Xu ve dig. (2001) tarafindan bulunan kazang araligina
oldukca yakindir.
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5.2.2 Uyan 5.1

Ayrik zamanli sistemlerin bilineer doniisiimle bulunan (5.74)’deki gibi es deger
sistemleri i¢in Boliim 3’de verilen tiim hesap yontemleri kullanilabilir. Ayrik zamanh
sistemlerde verilen kazang ve faz paylar i¢in kararli yapacak tiim kazanglarin hesabz,
maksimum kazang payi, maksimum faz pay1 hesabi ve yapisal olmayan belirsizlik
iceren ayrik zamanli sistemlerin kararli kilinmasi gibi problemleri ¢6zmek igin
Boliim 3°de verilen tiim lemma ve teoremler, bilineer doniisiimle bulunan es deger

sistemlerde kullanilabilir.

5.3 Sonug¢

Bu béliimde, ayrik zamanli sistemleri kapali ¢cevrimde kararli yapacak kazanclarin
hesab1 i¢in iki yontem Onerilmistir. Birinci yontem, ayrik zamanli sistemlerde
Chebyshev polinomlar1 kullanilarak bulunan yeni sistemin Nyquist egrisinin reel
ekseni kestigi yerlerin hesaplanmasi ve bunlara iliskin kazang araliklari i¢in kararsiz
kutuplarin sayisim belirlemesi {izerine kuruludur. Ikinci yontem ise, ayrik zamanl
sistemlerin bilineer doniisiimii kullanilarak bulunan es deger sistemlerinin Nyquist
egrilerinin reel ekseni kestigi yerler ve yonlerinin hesaplanmasi sonucu bulunan
kazang araliklar1 i¢in kararsiz kutuplarin sayisini belirlemek iizerine kuruludur.
Ornek bir ayrik zamanl sistemi kapali ¢evrimde kararli yapacak kazanglar1 bulmak

icin her iki yontem de kullanilmis ve ¢ok yakin sonuglar bulunmustur.
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6. DAYANIKLI PI TiPi KONTROL

Bu boéliimde, oransal-integral (PI) kontrolorler yardimiyla zaman gecikmesiz ve
gecikmeli sistemleri kapali ¢evrimde kararl yapacak bolgeleri hesaplamak parametre
uzayl yaklasimi (Ackermann ve dig., 2002a) kullanilmigtir. Parametre uzayinda
kararsiz kapali ¢evrim kutup sayisinin aymi kaldigi bolgeler bulunarak kararlilik
sinirlart olusturulur. Ozel bir durum olarak birinci mertebeden zaman gecikmeli
sistemler i¢in PI kontrolér parametrelerini ayarlamanin yeni bir yolu onerilmistir
(Bayhan ve dig., 2007). Onerilen yontem, Padé yaklasimi kullanarak birinci
mertebeden zaman gecikmeli sistemler i¢in kutup atamaya dayali bir yontemdir. Bu
yontemin en O6nemli 6zelligi, birim basamak yanitinin genelde asimsiz olmasi ve
oldukca kiiciik bir yerlesme zamanina sahip olmasidir. Yontemi test etmek igin
degisik sistemlerin bilgisayar simiilasyonlar1 yapilmistir. Ayrica yéntem, iTU kontrol
laboratuvarinda yer alan PT326 sicaklik kontrol deney seti lizerinde DAQ karti

kullanilarak da test edilmistir.

Parametre uzay1 yaklasimindan yararlanarak yapisal olmayan belirsizlik igeren
zaman gecikmesiz bir sistemi kapali ¢evrimde dayanmikli kararli kilabilecek tiim PI
kontrolorlerin hesabi i¢in iki yontem onerilmistir. Kontrol edilen sistemin Nyquist
egrisi, yapisal olmayan belirsizlik igerdiginden tek bir egriden ziyade bir egri ailesi
tanimlar ve bu egri ailesi, Boliim 3.6’da ifade edildigi gibi belirsizlik disklerinin

olusturdugu bir bantm iginden gecer. Ik ydéntemde belirsizlik bdlgesini bulabilmek
amactyla G,(jw)’ye iliskin orijini igermeyen belirsizlik disklerinin PI diizlemindeki

iz diigtimleri olan eliptik belirsizlik disklerinin i¢ kisimlari alinirken; G, (jw)’ye

iliskin orijini igeren belirsizlik disklerinin PI diizlemindeki iz diistimlerinin ise dis
kisimlar1 alinir. Bu yolla bulunan belirsizlik bolgesinin disinda kalan ve nominal
sistemi kararli yapan bolge, kararsiz kutup sayisinin sifir oldugu ve sistemi kapali
cevrimde dayanikli kararli yapacak PI kontrolorlerinin bélgesidir. Ilk ydnteme
alternatif olarak belirsizlik bolgesini hizlica bulabilmek ve hesabi kolaylastirmak

amactyla G,(jw)’ye iliskin orijini igermeyen belirsizlik disklerinin PI diizlemindeki

iz diistimleri olan eliptik belirsizlik disklerinin etrafi, disaridan yamuklarla kaplanip
ic kisimlart alinirken; G, (jw)’ye iliskin orijini igeren belirsizlik disklerinin PI

diizlemindeki iz diisiimleri ise igeriden es kenar dortgenlerle ¢evrelenip dis kisimlari
alinir. Bu yontem, hizli ¢6ziim vermesine ragmen; tutucudur. Belirsizlik bolgesini ve

sistemi dayanikli kararli yapacak PI kontrolérler bolgesini bulmak i¢in bu béliimde
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ikinci bir yontem de onerilmistir. Bu yontem, PI kontroldr parametrelerinin kutupsal
koordinatlarda yazilmasiyla olusturulan yeni sistem i¢in Bolim 3.6’da verilen
sonuclarin uyarlanmasima dayanir. Bu yontemin islem yogunlugu fazladir; fakat

tutucu olmayan sonug verir.

6.1 Zaman Gecikmesiz Sistemlerde Parametre Uzay1 Yaklasimi Kullamlarak

PI Tipi Kontrolor I¢cin Kararh Kilan Bolgelerin Belirlenmesi

Sekil 6.1°de PI kontrolor ile kontrol edilen tek girigli-tek ¢ikisli kontrol sistemi

goriilmektedir.

y

F(s) Gy (s) —>

Sekil 6.1 : Zaman Gecikmesiz Bir Sistemin PI Kontrolii.

Sekil 6.1°de goriilen F'(s), zaman gecikmesiz sistemi kontrol etmek i¢in kullanilan

PI kontroloriidiir ve yapist

a Np(s) 1 _ A
F(S)_DF(S) s(KiJerS) KP(H—ST] (6.1)

i

bi¢imindedir. Burada K, ve K, sirasiyla kontroloriin oransal ve integral kazang
parametreleridir. 7, ise integral zaman sabitidir. Sekil 6.1’deki zaman gecikmesiz

G, (s) sistemi,

N(s) a,s"+a, s"" +--+as+a,
D(s) s"+b 8"+ +bs+b,

Gy(s) = 6.2)

bicimindedir. Sekil 6.1 ile verilen sistemin kapali ¢evrim sistem transfer fonksiyonu

G()c (S) — GO (S)F(S) — N(S) (Kl + KPS) (6.3)
1+ Gy ()F(s) sD(s)+N(s)(K,+K,s)

olur ve buradan

Po.(8)=1+G,(s)F(s)=0 (6.4)
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bicimindeki kapali ¢evrim karakteristik polinomu PI kontrolér parametreleri

cinsinden
Do.(8) =sD(s)+ N(s)(K, + K ,s) =0 (6.5)

olarak yazilabilir. Parametre uzayinda kararsiz kapali ¢evrim kutup sayis1 6 'nin ayni
kaldig1 bolgeye, P-bolgesi denilir ve P ile gosterilir. P-bélgelerinin siirlarina,
kararlilik smirlari denilir. Parametre uzayinda kararli kilan bolgeleri bulmak igin

uygun bir yontem, kararlilik sinirlarini bulmaktir. (6.4) ve (6.5)’de verilen
karakteristik polinomunda s = jw yazilmasiyla,

Poc (W) =1+ G,(jw)F(jw) =0 (6.6)
Ve
Poc(Jw) = jwD(jw)+ N(jw) (K, + jwK ) =0 (6.7)

elde edilir. p,.(jw)=0 olmasimm saglayan K, ve K, degerleri, kararhlik sinirmi
olusturur. w degistirilerek K, — K, diizleminde K, — K, egrisi ¢izdirilir ve kararlilik
sinirlart belirlenir ve kararli kilan bolgeler bulunur. N(jw) ile D(jw) polinomlarinin

(3.6)’daki gibi reel ve sanal kisimlarina ayrilmasiyla elde edilen bagintilarinin
(6.7)’de yazilmasiyla bulunan

Po. (W) = jw(D,, + jD,,)+(N,, + jN,, ) (K, + JwK,)=0 (6.8)
polinomu, reel ve sanal kisimlarina ayrilirsa sirasiyla;
Re {p()c (]W)} = _WDim (W) + Nre(w) Ki - W]\]tm (W) Kp = O (6‘9)

Im{pOc (jw)} =wD,,(W)+ N, (WK, +wN, (W)K,=0 (6.10)

elde edilir. Son iki denklem, vektor-matris bigiminde

|:Nre(w) _W]vim(w):| |:K1 :| — |: WDi”l(W) :| (6.11)
Ny wN, ) || K, |7 -wD,m)

olarak yazilabilir. Burada

(6.12)

o 2 {erw) N, (w)}

N, () wN,(w)
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matrisinin ve

Al WD, (w)
h(w) = (6.13)
-wD_(w)
vektoriiniin tanimlanmasi ve (6.11)’de yazilmasiyla,
Ki
Q(w) [ } =h(w) (6.14)
KP
bulunur. K, ve K, i¢in (6.14)’den
Ki
{ X } = Q7' (w) h(w) (6.15)
p

elde edilir. Boylece 0 < w < oo igin, parametre uzayinda K, — K, egrisi ¢izdirilebilir.

Cizdirilen bu egri, parametre uzaymi alt bolgelere boler. Herbir alt bolgede igin
kapali ¢evrim sistemin kararsiz kutup sayist sabittir. (6.9) ve (6.10), parametre

uzayinda dogrular gosterir (Ackermann ve dig., 2002a). (6.15)’de verilen ¢6ziim, bu
dogrularin kesisimidir. w=w, tekil frekansi i¢in bu dogrular birbirine paraleldir ve

bu durumda (w) 'nin determinanti igin,

Q(w,)

=w, (N2(w)+ N3, (w)) =0 (6.16)

yazilabilir. O zaman bir ¢6ziimiin olmasinin gerek ve yeter kosulu, bu dogrularin
birbirine 6zdes olmasi yani tekil frekanslar (w, ) i¢in

~D,,(%) _ N,(w,) _ =N, (w) 617
D,(w) N,(w) N,(w) '

kosulunun saglanmasidir. Dikkat edilirse bu durumda ¢o6ziim, bir noktada olmak

yerine parametre uzaymda bir dogrudur. Bu dogru boyunca reel bir kok, sanal
eksenden geger. (6.15)’de verilen ¢6ziimiin olabilmesi i¢in Q(w)’nin determinanti

|Q(w)| ‘nin sifirdan farkli olmasi gerekir. Diger yandan bu determinantin sifira esit
olmast w=0 veya N_.(w)+N.(w)=0 olmasi ile gergeklesir. Ikinci sartin
saglanabilmesi i¢in N, (w)=0 ve N, (w)=0 olmasi gerekir. Bu sart altinda w=w,
noktasinda (6.9) ve (6.10)’dan bulunan -w.D, (w,)=0 ve w.D_ (w,)=0

N m s re

bagintilarinin saglanmasi i¢in D, (w,)=0 ve D, (w,)=0 olmalidir. Bu durumda

m

sistemde sifir kutup gotiirmesi olacagindan (6.17) ger¢eklenemez. Bu nedenle PI
kontrol kullanildiginda; w=w, tekil frekansi i¢in inceleme yapmaya gerek yoktur.
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w=0 i¢in, (6.10) ile verilen baginti, sifirdir. Bu nedenle kararlilik sinir1, (6.9) ile

tanimlanmis bir dogrudur. Boylece w = 0 i¢in (6.9)’dan
N,0)K, =0 (6.18)

elde edilir. N (0)#0 yani a, # 0 i1se; K, =0 dogrusu bir kararlilik siniridir ve reel

koék sinirt (real root boundary) adini alir.

(6.4)’de (6.1) ve (6.2)’nin yazilmasiyla bulunan

m m—1
P (5) = [IJ{ams +am_ls_ +--t+as +%J ££+Kp j} =0 (6.19)

s"+b "+ +bs+b, s
bagintisindan hareketle w — oo i¢in, G, (s) sistemi tersi de nedensel (m =n) ise
K, =-1/a, (6.20)

dogrusu, bir kararlhilik siniridir ve sonsuz kék siniri (infinite root boundary) adin alir.

0 <w< o i¢in, (6.12) ve (6.13)’1 kullanarak (6.15)’1

K| 1 [wN,(w) wN,(w) | wD,(w) (6.21)
KP _|Q| _Nim(w) Nre(w) _WD"-’(W) .

bi¢iminde yazabiliriz. (6.21)’den K, ve K i¢in sirasiyla

K - wN,,(w)D, (w)—=wN, (w)D, (w)

. 6.22
l ere (W) + Nifn (W) ( )
K - =N, (w)D,, (w)—N_(w)D,,(w) (6.23)
? N2 (w)+ N2, (w) '
yazilabilir. (3.7) ve (3.8)’in (6.22) ve (6.23)’de yazilip diizenlenmesiyle,
K- —w’ (N, (w)D,(w)— N,(w)D, (w)) 6.24)
: N2 (w)+ N2 (w) '
—(N,(w)D *N_(w)D
‘ (N, (w) ;(w)+w2 (WD, (w)) 625
P N._ (w)+N, (w)

bulunur. Burada
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_ o))

w

MW)2(NL+N,,) (6.26)

tanim1 ile bulunan polinomun ve (3.11) ile (3.12)’nin, (6.24) ve (6.25)’de

yazilmasiyla

_ —WZY(WZ) (6 27)
i M(Wz) °
- X (W;) (6.28)
P M(wY)

bulunur. (6.27) ve (6.28)’deki iki denklemle verilen K, — K, uzayindaki parametrik

egriye, kompleks kok simiri (complex root boundary) adi verilir. Dikkat edilecek
olursa kompleks kok smnir;, w=0 i¢in K, =0 olan bir noktadan baslamaktadir ve

parametre uzaymnda K, eksenini ¥ (w*) *nin kokleri olan W, Wy,...,w, frekanslar
i¢in kesmektedir. Ayrica K, ekseni de X(w’) nin koklerinde kesilmektedir. w
arttikca kompleks kok smirinin sol tarafinda kalan bolgelerindeki kararsiz kutup
sayisi, sag tarafindakilere oranla 2 daha fazladir (Saeki, 2007). Bdylece bir alt
bolgedeki kararsiz kutup sayisi belirlendikten sonra diger bolgeler icin bu belirleme

¢ok hizli bir sekilde yapilabilir.
6.1.1 Ornek 6.1

Asagida verilen birinci mertebeden sistemi kapali ¢evrimde kararli yapacak PI
kontrolorler bdlgesini ve K, — K, parametre uzayinda kararsiz kapali ¢evrim kutup

sayisinin ayni kaldig1 P-bolgelerini belirleyelim.

G,(s) = Z 8 - ﬁ (6.29)
Kesin nedensel olan bu sistem i¢in (6.7)’den bulunan
pOC(jw)z—wz+Kl.+jw(1+Kp):O (6.30)
karakteristik polinomunun reel ve sanal kisimlarina ayrilmasiyla sirasiyla

Re{p, (jw)}=—w’+K, =0 (6.31)
Im{pOC(jw)} =w(l+K,)=0 (6.32)

elde edilir. Boylece (6.12), (6.13) ve (6.16)’dan bulunan
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|Q(w)| =w

ifadelerinden yararlanarak (6.15)’den

<

elde edilir. (6.36)’dan 0 < w < oo igin,

(6.33)

(6.34)

(6.35)

(6.36)

(6.37)

(6.38)

bulunur. K =-1 dogrusunun ust kismi, kompleks kok smirini verir. w=0 igin,

(6.31)’den bulunan K, =0 dogrusu reel kok smirint verir. Bu iki sinirm K| — K|

diizleminde olusturdugu ve kararsiz kapali ¢cevrim kutup sayist 0 'nin ayni kaldigi

P-bolgeleri de Sekil 6.2°de gosterilmistir. 6 =0 olan bolge, sistemi kapali cevrimde

kararl1 kilan PI kontrol6rlerinin bolgesidir.

15t

10t

a=2 =0

o=l

g=1

=10 |

L KP

Sekil 6.2 : Ornek 6.1 I¢in K , — K, Diizleminde P-bolgeleri ve Kararsiz Kutup Sayilari
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6.1.2 Ornek 6.2

Tersi de nedensel olan

2s* +65° +14.755* +55.55+ 72

G (s)=
() s*+215° +5852 +104s +96

(6.39)

sistemini kapali ¢evrimde kararli yapacak PI kontrolorler bolgesini ve K —K;

parametre uzayinda kararsiz kapali ¢evrim kutup sayisinin ayni kaldig1 P-bolgelerini

belirleyelim.

Bu sistem i¢in (6.9) ve (6.10)’dan sirasiyla
Re{ py, (jw)} = 21w* —104w” + K, (20" ~14.75w" +72) + K, (6w* =55.5w* ) =0 (6.40)
Im{ p,, (jw)} = w* - 58w’ + 96w+ K, (-6w’ +55.5w)+1<p (2w’ —14.75w" + 72w) =0 (6.41)

elde edilir. Boylece (6.12), (6.13) ve (6.16)’dan bulunan

6w —55.5u° 2wt —14.75w* + 72
Qw=| v (6.42)
2w’ =14.75w" + 72w —6w” +55.5w
21w' +104w*
h(w) = 6.43
h(w) {—w5+58w3—96w} ( )
Q(w)| =—4w" + 23w +160.437w* —956.25w’ — 5184w (6.44)
bagintilarindan yararlanarak 0 < w < o igin,
2w® —4.75w° —670w* +180w* +6912
=— - - - (6.45)
—4w* +23w° +160.437w* —956.25w* — 5184
8 6 4 2
36w® —114.250° — 749w — 2160w (6.46)

P 4wt 23w +160.437w" —956.25w" — 5184

denklemlerinden K, —K; uzaymnda parametrik kompleks kok smirt egrisi bulunur.
w=0 icin (6.40)’dan bulunan K, =0 dogrusu, reel kok smir1 verir. (6.39)’da

verilen G, (s) sistemi, tersi de nedensel oldugu i¢in; (6.20)’den bulunan

K =-05 (6.47)

P
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dogrusu, sonsuz kok smir1 verir. Boylece K, —K; diizleminde olusan ve kararsiz

kapali ¢evrim kutup sayisinin ayni kaldigi P-bolgeleri Sekil 6.3°de gdsterilmistir.
Sekil 6.3’deki golgeli bolge, sistemi kapali cevrimde kararli kilan PI kontrolérlerinin

bolgesidir.

Ep

Sekil 6.3 : Ornek 6.2 igin K , — K, Dizleminde P-bdlgeleri ve Kararsiz Kutup Sayilart

6.2 Zaman Gecikmeli Sistemlerde Parametre Uzay1 Yaklasimi Kullanilarak P1

Tipi Kontrolor i¢in Kararh Kilan Bélgelerin Belirlenmesi

Sekil 4.1°de goriilen zaman gecikmeli G(s) sistemine PI kontroldr ilave edilerek

Sekil 6.4°deki geri beslemeli kontrol sistemi elde edilebilir.

y

A 4

r +
F(s) et G, (s)

Sekil 6.4 : Zaman Gecikmeli Bir Sistemin PI Kontrolii.
Zaman gecikmeli G(s) sistemi, (4.3)’de verildigi gibidir. Sekil 6.4’de goriilen F(s),

(6.1)’de verildigi gibi PI kontroloriidiir. Sekil 6.4 ile verilen sistemin kapal1 ¢evrim

sistem transfer fonksiyonu
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G()F(s)  NE(K +K,s)e™

Ce(s) = 1+G(s)F(s) sD(s)+N(s)(K, +K s)e ™" (6.48)
olur ve buradan kapali ¢evrim karakteristik polinomu,

p.(s)=1+G(s)F(s)=0 (6.49)
biciminde veya PI kontrolor parametreleri cinsinden

p.(s)=sD(s)+ N(s)(K, + Kps)e_SL =0 (6.50)

olarak polinomsu bi¢imindedir. G(s) sisteminin zaman gecikmesinden bagimsiz

kisimi (6.2)’de verildigi gibidir. (6.49) ve (6.50)’de verilen karakteristik polinomunda
s = jw yazilirsa sirasiyla,

(W) =1+ G(W)F(jw) =0 (6.51)
ve
p.jw) = jwD(jw) + N(w) (K, + jwK )e ™™ =0 (6.52)

elde edilir. (4.3)’de (6.51)’den, G(jw)F(jw)=-1 oldugunda kapali ¢evrim sistemin
sanal eksen tlizerinde koki vardir. w’yi negatif olmayan reel sabit w* degerine

sabitleyip (6.51)’de yazip reel ve sanal kisimlarina ayirirsak
Re {G( JWOF( jw*)} =—1 (6.53)
Im{G(jw")F(jw")} =0 (6.54)

buluruz. K, ve K, kontroldr parametrelerine bagh (6.53) ve (6.54) denklemleri
¢oziilerek w" frekansinda kapali gevrim sistemin kutuplarinin olmasini saglayan K »
ve K; degerleri hesaplabilir. K, — K, dizlemindeki kararlilik smirlarini bulmak i¢in

Bolim 6.1°de verilen sonuglardan yararlanilabilir. Buradan hareketle K, - K,

diizleminde olusan P-bdlgelerini belirlemek i¢in asagidaki teorem verilebilir.
6.2.1 Teorem 6.1

Tam uygun transfer fonksiyonu ile tanimlanmus (6.2)’deki G, (s) sistemi verildiginde

ve Sekil 6.4’deki zaman gecikmeli sistem bir PI kontrolor ile kontrol edilmek

istenildiginde; bulunan kararlilik sinirlar1 asagidaki gibi belirlenir:
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a) w=0 i¢in, a, #0 (N(0)#0) ise; K, =0 dogrusu bir kararlilik sinir1 olan reel

kok siniridir.
b.) w— o i¢in, kararlilik sinir1 yoktur.

¢.) 0 < w< o igin, (6.52) nin reel ve sanal kisimlarindan hareketle kararlilik sinirlari

s —~Cos(Lw) X (w*) —wSin(Lw) Y (w?)

K o (6.55)
vE
& WSin(Lw) X (w?) —w’Cos(Lw) Y (w*) (6.56)

l M(w)

denklemlerinden elde edilen K, - K, parametre dizlemindeki K, —K, egrisi ile

bulunur. Bu egri, parametre uzayint P-bolgelerine bolen kompleks kok siniridir.
Herbir P-bdlgesi i¢in p_(s) ’nin kararsiz kok sayis1 o, sabittir. (6.55) ve (6.56)’da

goriillen X(w*) ve Y(w?), (3.11) ve (3.12)’de verilen polinomlardir. M (w*) ise
(6.26)’da tanimlanmis bir polinomdur. N, ve N, , N(s) polinomunun (3.8)’deki

gibi tek-¢ift ayristirmasiyla bulunur.

6.2.2 Teorem 6.1’in ispati

a.) w=0 i¢in (6.52) ile verilen karakteristik polinom

N)K, =0 (6.57)
ifadesine es deger olur. Burada (6.2)’den hareketle w=0 i¢in; (6.57) polinomu,
4K, =0 (6.58)
bi¢imine gelir. Boylece eger a, # 0 ise,

K =0 (6.59)

icin bir kararlilik sinir1 vardir.

b.) w — o i¢in, (6.52)’den

lim p, (jw)# 0 (6.60)
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bulunacagindan; sonsuz kok sinir1 bulunmaz.

¢.) 0 <w< o i¢in, (6.52)’deki gecikme terimi i¢in bulunan
e = cos(Lw) — jsin(Lw) (6.61)

bagintisive N(jw) ile D(jw) polinomlarinin (3.6)’daki gibi reel ve sanal kisimlarina

ayrilmasiyla elde edilen bagintilarin, (6.52)’de yazilmasiyla

(D, )+ D, () + (N, )+ N, () (K, + jwK,)(cos(Lw)~ jsin(Lw)) =0 (6.62)
elde edilir. (6.62) ile verilen polinom diizenlenip; reel ve sanal kisimlart ayr1 ayr

sifira esitlenirse;

m

—wD,, +(N,, cos(Lw)+ N, sin(Lw)) K, =w(N,, cos(Lw) - N, sin(Lw)) K, =0 (6.63)

Ve

wD,, +(N,, cos(Lw)— N, sin(Lw)) K, +w(N,, cos(Lw)+ N, sin(Lw)) K, =0  (6.64)

bulunur. Burada kolaylik olmas: agisindan; N, (w), N, (w), D, (w) ve D, (w)

yerine sirasiyla N,,, N,,, D, ve D, yazilmistir. K, ve K, (6.63) ve (6.64)’den

re?

¢oziilebilir. Bu iki denklem, vektor-matris bigiminde

{Nre cos(Lw) + N, sin(Lw) —w(N,, cos(Lw)-N,, sin(Lw))} {Kl. } ~ { wD

. , = ™ | (6.65)
N, cos(Lw)- N, sin(Lw) w(N,, cos(Lw)+N,, sin(Lw)) || K, | |-wD

olarak yazilabilir. Burada

m

N, cos(Lw)- N, sin(Lw) w(N,, cos(Lw)+ N, sin(Lw))

m

O(w) &

N, cos(Lw)+N,, sin(Lw) —w(N,, cos(Lw)—N,, sin(Lw))} (6.66)

olarak tanimlanan matrisin ve (6.13)’de wverilen A(w) vektoriiniin (6.65)’de

yazilmastyla,

Ki
O(w) [K

P

} =h(w) (6.67)

bulunur. K, ve K, katsayilari vektori i¢in (6.67)’den
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K =0 W) h 6.68
x|z (W) h(w) (6.68)

P

elde edilir. Coziimiin olabilmesi i¢in O(w) 'nin determinanti i¢in,
[OOw)| = w( Ny (w)+ N, (w)) % 0 (6.69)

kosulunun saglanmasi1 gerekir. Bu determinantin sifira esit olabilmesi i¢in w=0
veya N2 (w)+N. (w)=0 olmasi gerekir. w=0 igin teoremin ilk kosulundan reel

kok simri ¢dziimii yapilmustir. N2 (w)+ N2 (w)=0 olmast igin N_(w)=0 ve
N, (w)=0 olmas: gerekir. Bu durumda N(jw)=0 olacagindan; N(s)/D(s) nin
s =jw’da sifirt oldufunu ima eder. Ancak verilen bir w=w, frekansi i¢in
N(jw,,)=0 olursa; (6.63) ve (6.64) denklemleri sirasiyla,

~w,. D, (W) =0 (6.70)

WD, (W) =0 (6.71)

bigimine gelir. Bu durum ancak s= jw, icin N(s)/D(s) nin bir kutubu olmasi

halinde miimkiin olacagindan; bdyle bir durumda bir kararhilik sinirindan soz
edilemez. O halde her zaman |E5(w)| # 0 ifadesi saglanir.

(6.68)’1 daha acik bicimde (6.65) ve (6.69)’dan hareketle

K, 1 w(N,,e cos(Lw)+ N, sin(Lw)) w(N i COSLW) =N | sin(Lw)) wD, (6.72)
K, - |6(w)| —(N m COS(LW) =N sin(Lw)) N, cos(Lw)+ N, sin(Lw) -wD,, )

olarak buluruz. (6.72)’den K, ve K i¢in sirasiyla

w? (N,, cos(Lw)+ N, sin(Lw)) D, —w* (N, cos(Lw)— N, sin(Lw)) D,

e WV

1

< (6.73)

K - —w(N,, cos(Lw)— N, sin(Lw)) D,.,; -~ w(2 N, cos(Lw)+ N, sin(Lw)) D,, (6.74)
W(Nre +N,, )

bulunur. (6.73) ve (6.74), es deger olarak

_ -w?cos(Lw)(D,,N,, - D, N, )+w’sin(Lw)(N, D, +N,,D,,)

o w(N2 N2 M” (679

m
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x _ -weos(Lw)(N,.D,, +N,,D,,)-wsin(Zw)(D,.N,, - D,,N,,)

— re re m m re m m re (6.76)
’ w(NL+NG)

bi¢ciminde yazilabilir. (3.7) ve (3.8)’in (6.75) ve (6.76)’da yazilmasiyla

~w* cos(Lw)(D,N, = D,N, )+ w’ sin(Lw)( N,D, + w*N,D, )
K = (6.77)

W(ere + Njn )

~wcos(Lw)(N,D, +w*N D, )—w’ sin(Lw)(D,N, - D,N,

K = ( ) ( ) (6.78)

’ w(N%+N;,)

bulunur. Burada (6.24)’de verilen polinomunun ve (3.11) ile (3.12)’nin, (6.77) ve
(6.78)’de yazilmasiyla

_ —w* cos(Lw)Y (W) + wsin(Lw) X (w*)

K, 6.79
; M) (6.79)
2 : 2
K - —cos(Lw) X (w”) - v2v51n(Lw)Y(w ) (6.80)
’ M(w?)
bagintilar1 bulunur ve ispat tamamlanmais olur. ]

6.2.3 Uyar 6.1

L =0 icin (6.55) ve (6.56)’da verilen iki denklem, (6.27) ve (6.28)’de verilen iki

denkleme doniistir. [ |

G,(s) tersi de nedensel bir sistem ise, w—>oo i¢gin zaman gecikmeli sistemin

kararliligina iliskin asagidaki Lemma verilebilir.

6.2.4 Lemma 6.1

(4.3)’de goriilen G,(s) sisteminin tersi de nedensel olmas1 durumunda, w — c igin

zaman gecikmeli sistemin kararliligina iliskin gerek kosul

K, e{—% ! } (6.81)

B
a,|” |a,|

ile verilir. Burada a,, (6.2)’de goriilen N(s) nin en yiiksek dereceli teriminin bag

katsayisidir.
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6.2.5 Lemma 6.1’in ispat1

(6.51)’de (4.3)’1lin yazilmasiyla bulunan

F(jw) =-D(jw)e™" | N(jw) (6.82)
bagintisinda (6.1)’in s = jw i¢in yazilip diizenlenmesiyle

x —_DUw K (6.83)
" NGw) Jw

elde edilir. (6.83)’de (6.2)’nin yazilmasiyla olusturulan

K oUW b G e jwbi +hy s K (6.84)
? a (jw)" +a__ (jw)" " +-+ jwa, +a w
m\J m-1\J Jwa, T 4, J

bagintisindan hareketle Re{lim ejWL} e[—l, +1] ifadesi kullanilarak; a,6 >0 ve

W—>0

m =n olmak iizere w — o i¢in,
K,=%l/a, (6.85)

elde edilir. a, <0 olmast durumunda elde edilen K, =+1/a, bagmtisini ve (6.85)’1

birlikte ifade eden (6.81), bulunur ve ispat tamamlanmais olur. ]

6.2.6 Uyar1 6.2

Zaman gecikmeli sistemin Padé es degeri kullanilarak kararlilik sinirlarinin
olusturdugu P-bolgelerinin tespit edilmesinde ve bu bolgelere iliskin kararsiz kutup

sayilarimin hesaplanmasinda, Bolim 6.1°de verilen sonuglar kullanilir. (4.3) ile
verilen zaman gecikmeli G(s) sisteminin zaman gecikmesinden bagimsiz kismi G, (s)

tersi de nedensel ise; G(s) sisteminin Padé es degeri olan é(s) sistemi de tersi de
nedensel olacagindan, Pad¢ yaklagiminin mertebesine gére w — oo i¢in, K, =l/aq,

veya K, =-1/a, dogrularinda sonsuz kok sinir1 vardir.

6.2.7 Ornek 6.3
Ornek 6.1°de verilen sisteme L =1sn kadar zaman gecikmesi ekleyerek bulunan
G(s)=G,(s)e " =e " /(s+]) (6.86)

sistemini kapali ¢evrimde kararli yapacak PI kontrolorler bolgesini ve K —K;

parametre uzayinda kararsiz kapali ¢evrim kutup sayisinin ayni kaldig1 P-bolgelerini
belirleyelim.
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Teorem6.1a’dan w=0 i¢in K, = 0 dogrusunda reel kok sinir1 vardir. Teorem 6.1c’den
0 <w<oo igin (6.55) ve (6.56)’dan K, — K, egrisi ¢izdirilerek kompleks kok sinirt
belirlenir. Béylece w,, =5.2 i¢in, K, —K, parametre uzaymnda kararsiz kapal
cevrim kutup sayisinin ayni kaldigr P-bolgeleri Sekil 6.5’deki gibi olusur.
Sekil 6.5’deki golgeli bolge, zaman gecikmeli bu sistemi kapali ¢cevrimde kararh

kilan PI kontroldrlerinin bolgesidir.

Ep

a=3

Sekil 6.5 : Ornek 6.3°de w__ =5.2 (0<w<5.2) Igin K, - K, Diizleminde
P-bolgeleri ve Kararsiz Kutup Sayilari.

w—>o0’a giderken K, —K; egrisi, orijin etrafinda spiral seklinde donecektir. Bu

duruma oOrnek olmasi agisindan w,, =303 i¢in K, —K, parametre uzayinda

kararsiz kapali c¢evrim kutup sayisiin aymi kaldigi P-bolgeleri, Sekil 6.6’da

gosterilmistir.

Ep

20

Sekil 6.6 : Ornek 6.3°de w,,, =30.3 Igin K, — K, Diizleminde P-bdlgeleri ve

Kararsiz Kutup Sayilari.
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6.2.8 Ornek 6.4

Verilen zaman gecikmeli

1 -0.5s
G(s)= 6.87
() 0.1s+1 ¢ ( )

sistemini kapali ¢evrimde kararli yapacak PI kontrolorler bdlgesini ve parametre

uzayinda P-bolgelerini belirleyelim.
Teorem 6.1’den w=0 i¢in bulunan K, =0 dogrusu ve 0 < w < oo arasinda drnegin
W = 23.2 igin parametre uzayinda ¢izdirilen K , — K; egrisi yardimiyla olusturulan

P-bolgeleri ile bunlar i¢inde kararsiz kutup sayisinin sifir oldugu golgeli bolge de
dahil, Sekil 6.7°de gosterilmistir.

Ki

Ep

Sekil 6.7 : Ornek 6.4’de w

max

=23.2 I¢gin K , — K, Diizleminde P-bélgeleri ve

Kararsiz Kutup Sayilari.
6.2.9 Ornek 6.5

Ornek 6.2°de verilen tersi de nedensel sistemine L = 0.07 sn kadar zaman gecikmesi

ekleyerek bulunan

2s* + 65 +14.755* +55.55+ 72 5007

G(s) =
(s) s*+21s° +58s% +104s + 96

(6.88)

sistemini kapali ¢evrimde kararli yapacak PI kontrolorler bolgesini ve K —K;

parametre uzaymdaki P-bolgelerini belirleyelim.
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w=0 1icin bulunan K, =0 dogrusu ve w__ =100 icin parametre uzayindaki
K, —K, egrisi yardimiyla olusturulan P-bolgeleri ile bunlar iginde kararsiz kutup

l

sayisinin sifir oldugu golgeli bolge de dahil, Sekil 6.8°de verilmisken; w_ =450
icin olani ise Sekil 6.9°da gosterilmistir. Sekil 6.9’dan da goriildiigii gibi frekans
yiikseldikge, egri orijin etrafinda spiraller ¢izer ve bu spirallerin disinda kalan

P-bolgeleri i¢in zaman gecikmesinden dolay1 sonsuz sayida kararsiz kutup vardir.

Ki

=1
T ——e Ep
- : 1 4 2 4
[ o=1
-10
(=3

Sekil 6.8 : Ornek 6.5°de w,, =100 Igin P-bdlgeleri ve Kararsiz Kutup Sayilari.

Ki

Ep

Sekil 6.9 : Ornek 6.5°de w,, =450 Igin P-bdlgeleri ve Kararsiz Kutup Sayilari.
(6.88)’de verilen zaman gecikmeli sistemin Padé esdegerleri bulunursa; w — oo igin

Uyarn 6.2°den hareketle Sekil 6.8 ve Sekil 6.9°da olmayan sonsuz kok sinirlarinin var

oldugu goriiliir. Sistemin 1., 2. ve 3. derecelerden Padé es degerleri i¢in sirasiyla
K,=05, K,=-0.5 ve K, 6 =0.5"de olan sonsuz kok smirlar1 ve P-bolgelerindeki
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kararsiz kutup sayilari, w

m

~ =100 1icin Sekil 6.10, Sekil 6.11 ve Sekil 6.12°de

gosterilmistir.

&=3
o=l ¥p
1 fea z 2 ; q
-z | Aa=4

=3

Sekil 6.10 : Ornek 6.5°de 1. Dereceden Padé Yaklasimiyla Bulunan P-bdlgeleri.

Ki

G=4
0 |
&=5 i
e B
Tt . = . Ep
d=2 | &=1 & &=3 & K : e
-zo | =5
a=4 -a0 |
G=3

Sekil 6.11 : Ornek 6.5°de 2. Dereceden Padé Yaklasimiyla Bulunan P-bolgeleri.

Ki

200

150 ¢

so | O=4
g=6 T 8=5
i G i) —— -
= G=f

-50 |

Sekil 6.12 : Ornek 6.5°de 3. Dereceden Padé Yaklasimiyla Bulunan P-bélgeleri.
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6.3 Padé Yaklasimm Kullanilarak Zaman Gecikmeli Birinci Mertebeden

Sistemler Icin Kutup Atama Tabanh Bir PI Kontrolér Katsay1 Ayarlama

Bu boliimde, Padé yaklagimi kullanarak birinci mertebeden zaman gecikmeli
sistemler i¢in PI kontroldr tasarlamada kutup atamaya dayali bir yontem Onerilmistir
(Bayhan ve dig., 2007). Onerilen ydntemin en &nemli 6zelligi, birim basamak
yanitinin genelde asimsiz olmasidir. Ornek birkag sistem igin simiilasyon sonuglart
verilerek bu bdliimde Onerilen formiillerin basarimi, literatiirde iyi bilinen bazi PI
kontroldr tasarim yontemleri ile karsilastirilmistir. Ayrica yontem, ITU kontrol
laboratuvarinda yer alan PT326 sicaklik kontrol deney seti lizerinde yapilan deneysel
caligmalarla da test edilmis ve elde edilen sonuglar verilmistir. Birinci mertebeden
zaman gecikmeli sistemler i¢in literatiirde yer alan yontemlerin baslicalar1 sunlardir:
Ziegler-Nichols basamak cevabt (ZN) (Ziegler ve Nichols, 1942);
Cohen-Coon (CC) (Cohen ve Coon, 1953); i¢ model kontrol (IMC-PI) (Ho ve dig.,
1995b); referans girisin veya bozucu etkilerin degisimine bagli hatanin mutlak
degerinin integralinin en kii¢iiklenmesine dayali yontemler (IAE-setpoint, IAE-load)
(Smith ve Corripio, 1985; Shinskey, 1985); benzer durum ig¢in hatanin zaman
agirlikli integralinin en kiigiiklenmesine dayali yontemler (ITAE-setpoint, ITAE
load) (Smith ve Corripio, 1985); hatanin karesinin en kiicliklenmesine yonelik
yontemler (ISE-setpoint, ISE-load) (Smith ve Corripio, 1985); ve hatanin karesinin
zaman agirlikli integralinin en kiicliklenmesine dayali yontemler (ITSE-setpoint,
ITSE-load) (Zhuang ve Atherton, 1993). Bu yontemlerin ¢ogu belli bir basarim
oOlgiitlinii goz Oniine alarak sistem i¢in olabilecek en iyi PI katsayilarin1 bulan zaman
tanim bolgesi kriterlerine dayali yontemlerdir. Ziegler-Nichols basamak yaniti PI
kontroldr tasarlamak i¢in ilk bilinen yontemlerden birisi olup; agik ¢evrim sistemin
basamak cevabini kullanir. Cohen-Coon, baskin kutuplara dayali bir tasarim
yontemidir. Bu ayarlama yOnteminin en Onemli Ozelligi, hatanin integralinin
minimize edilmesidir. Boylece bu yontem, iyi bir bozucu reddi verir. IMC-PI ise, PI
kontroldr tarafindan getirilen sifir ile kutup silme fikri iizerine kurulu bir yontem
olmakla birlikte kapali cevrim sistem cevabini ayarlamak i¢in bir 7, serbest
parametresini kullanir. Diger PI kontrolor katsayr ayarlama ydntemlerinin temel
dayanagi, bir integral maliyet fonksiyonunu en kiiclik yapabilecek PI kontrolor

parametrelerini segcmektir. Bu amagla asagidaki maliyet fonksiyonlart kullanilir.

T T

HE= j ()~ (o)t ITAE = jt|r(z) — ()|t (6.89)
0 0
T T

ISE= j IO —yf e, ITSE = j tr -y di (6.90)
0 0
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Burada r(r), referans girigini gosterirken; y(r) sistem c¢ikisii gosterir. Zaman

gecikmeli sistem G(s) sisteminin zaman gecikmesinden bagimsiz kisminin,

N(s) K

Gos) = D(s) s+l

(6.91)

biciminde birinci mertebeden bir sistem oldugunu kabul edelim. Burada K siirekli hal

kazancini gosterirken; 7 ise zaman sabitini gostermektedir. (4.3) ile verilen zaman
gecikmeli sistemin (4.20)’deki Padé es degerindeki P, (s) fonksiyonunu

P(s)= I;‘“V—ESS; (6.92)

olarak yazabiliriz. (6.92)’yi (4.20)’de yazarsak

N(s) Py(s) s N(s)

COEGOBE =50 5 5 B

(6.93)

bulunur. Sekil 6.4 ile verilen sistemin Padé yaklasimiyla bulunan kapali ¢evrim

sistem transfer fonksiyonu

s) = _GEIF(s) (6.94)

‘ 1+ G(s)F(s)
olarak bulunur ve kapali ¢gevrim karakteristik polinomu ise
P.(5)=1+G(s)F(s)=0 (6.95)

biciminde olacaktir. (6.94)’de (6.1) ve (6.93) yazilirsa,

N, (s)N(s)
N,.(s)N(s)+ D, (s) D(s)

G.(s)= (6.96)

elde edilir ve kapali ¢cevrim sistem karakteristik polinomu, (6.95)’e 6zdes olarak
P(8)= N () N(5)+ Dy (5) D(s) =0 (6.97)

bigiminde olur. p_(s) karakteristik polinomu, (6.1) kullanilarak kontrolor

parametreleri cinsinden

P (s)=5D(s)+ K ,sN(s)+ K;N(s) (6.98)
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olarak yazilabilir. Tasarimda ikinci mertebeden Padé yaklasiminin kullanilmasi
yeterli goriilmiistir. D(s) ve N(s) polinomlarmmn ikinci mertebeden Padé

yaklagimlari,
o L I’ ,
D(s)=(0+zs)(I+—=s+—57) (6.99)
2 12
Mo =ka-Ls Loy (6.100)
- 2712 '

bicimindedir. (6.99) ve (6.100)’tiin (6.98)’de yazilmasiyla karakteristik polinomu,

monik polinom bigiminde
P(s)= %[1210{,. +s (12+12KK, —6KK,L)+s* (6L—6KK L +KK,I’ +127)+
s (P +KK,I +6Lt)+s" L' ] (6.101)

olarak diizenleyelim. Dikkat edilirse kapali cevrim karakteristik polinomun mertebesi
dorttiir. (6.101)’de verilen karakteristik polinomun 2 kutubu (6rnegin 4, ve 4, ),

K, ve K; serbest parametreleri kullanilarak her zaman keyfi olarak atanabilir

(Soylemez, 1999). Atanan kutuplara iligkin polinom,
Pﬂu(s):(s—/il)(s—ﬂ,z):s2 +2Ew, 5+ W (6.102)

bicimindedir. Burada ¢ ve w, sirasiyla sonim orant ve dogal frekansi

gostermektedir. Kapali ¢evrim sistemin kalan iki kutubunun atanan iki kutubunun
olduk¢a solunda olmasi kabulii altinda; kapali ¢cevrim sistemin zaman tanim bolgesi
davranis1 (6.102) ile tamimlanan sonim orant ve dogal frekans yardimiyla

belirlenebilir. Pek ¢ok pratik sistemde kiigiik yerlesme zamani arzu edilirken; agim
ise istenmez. BoOylece &=1 olarak segcmek ¢ogu pratik sistem icin anlamli olur.

a, € R" kapali ¢evrim sistemin yerlesme zamani ve hizint ayarlamakta kullanilan bir

parametre olmak iizere
w, =alt (6.103)

olarak ifade edelim. Burada agik ¢evrim sistem dinamiginden ¢ok uzaklagmamak i¢in
a’nmn 0.5 ile 4 arasinda secilebilecegi Ongoriilmiistiir (Bayhan ve dig., 2007).

O halde kapali ¢cevrim karakteristik polinomu
P.(s)=P,(s) P(s) (6.104)
olarak yazilabilir. (6.103)’ii (6.102)’de yazarsak
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2 2 ?
P(s)=5 +—“s+“—2=(s+ﬁj (6.105)
T T T

elde ederiz. P,(s), kapali ¢evrim karakteristik polinomunun kalan kutuplarmin

olusturdugu bir polinom olup rezidii polinomu adin1 alir ve
P(s)=s"+c¢ s+c, (6.106)

bicimindedir. (6.105) ve (6.106)’y1 (6.104)’de yazarsak

2 2 2
Pl(s)Pe(s)=[a fo +s(2ac° 44 ZCIJ+S2 (a—2+co+%j+s3 (2—a+q]+s4} (6.107)
T T T T

T T

buluruz. (6.101) ve (6.107) esitlenirse, 4 tane denklem ve 4 tane bilinmeyen (K,

K., ¢, ve c;) oldugu goriiliir. Bu denklemler ¢oziiliirse, bilinenler cinsinden sirasiyla

_ a*Qa-DHL'+12(a-1)a’tL 124> Qa-1)7*[* —144(a-1)ar’L144 2a - 1)7* (6.108)

K

P KA
K - a’ (a“L4 +12a°c )+ a’ (—12a27(L + T)L2)+ a’ (—144ar3L +1447° (L + r)) (6.109)

KA
12(a*L +12a°7 L’ - 128°T(L+ 7)) +12(~144ar’ L +1447° (L + 7))

c, = (6.110)

0 2

LA
4714 2 3 272 3 4
¢ - —6a’L'—T2(a-N)a'tLl —72(a—4)ar"L" +864ar’ L+ 864t (6.111)
LA

olarak bulunur. Burada

A% (a1 +6ar L+120%) (6.112)

bicimindedir. (6.108) ve (6.109) formiilleri karmasik gériinmesine ragmen; kontrolor
parametrelerinin dogrudan hesabini verir. Dikkat edilirse kararlilik i¢in @ >0 ve
p.(s) ’'nin Hurwitz olmasi gerekir. p,(s) ikinci dereceden polinom oldugu igin;

Hurwitz olmasmin gerek ve yeter kosullar1 katsayilari olan ¢, ve ¢ ’in pozitif

olmasidir. Yukarida verilenler uyarinca baskin kutup atama yaklasimi ic¢in gerek
kosul, p,(s) rezidii polinomunun koklerinin baskin kutuplar olan A,=4, =-a/z
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kutuplarinin solunda olmasidir. Bu amagla asagida verilen polinomun Hurwitz

olmasi gerekir.

P(s _ﬁ) = (s—ﬁ)2 +¢ (S—£)+CO =s5"+(c —2£)s+c0 —-c £+(£)2 (6.113)
T T T T T T

Bu nedenle « 'nin degeri segilirken asagidaki kosullarin saglanmasi gerekir.

¢, >22, e+ >e 2 (6.114)
T T T

Burada ¢, ve ¢, (6.110) ve (6.111)’de tanimlandig1 gibidir. Ayrica PI kontroldriin
s ==K,/ K, de ekledigi sifirin a/7 noktasmin solunda olmasi amactyla

Kisa (6.115)

kosulu saglanmalidir. Karsilastirma amaciyla literatiirde iyi bilinen bazi PI kontrol6r
katsayilarinin dogrudan belirlenmesine yonelik ayarlama yontemleri, Tablo 6.1°de

verilmistir (Ho ve dig., 1995). Yontemin anlasilirligi agisindan ii¢ sayisal 6rnek

iizerinde ¢6zlim yapilacaktir.

Tablo 6.1 : Bazi lyi Bilinen PI Kontrolér Ayarlama Formiilleri.

Formiiller K, T,
Ziegler-Nichols (ZN) 0.97/KL 3L
T L) | 1(333L/7+033(L/7)’
Cohen-Coon (CC) KL [0’9+ l2rj K { 1+22L/7 }
T
IMC-PI (IMC) o) r
-0.959 0.739
ISE-load (ISE) @ (Lj T (Lj
0492 7
0.986 0.707
IAE-load (IAE) 0.984 (Lj L[Ej
K \r 0.608 \ 7
0.758 ( L —-0.861 r
IAE-setpoint (IAESPC) v (rj 102-0323(L/ 1)
—-0.945 —-0.586
ITSE-load (ITSE) 1279 (LJ ‘ (Lj
K \r 0.535\ ¢
—-0.921
: 0.712( L r
ITSE-setpoint (ITSESPC) a (r} 0.968—0247(L/ 7)
-0.977 0.68
ITAE-load (ITAE) 0.859 (Ej T (LJ
K T 0.674\
. 0.586 (L) "¢ r
ITAE-setpoint (ITAESPC) a (;j 1.03-0.165(L/7)
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6.3.1 Simiilasyon sonug¢lar:

Bu bolimde onerilen kutup atamaya dayali ayarlama yontemi (PA) (pole
assignment) ile Tablo 6.1°de goriilen PI kontrolor ayarlama formiilleri, iki 6rnek

tizerinde bilgisayar simiilasyonlariyla karsilastirilmistir.

6.3.1.1 Ornek 6.6

Ormek 6.3’de verilen birinci mertebeden zaman gecikmeli bir sistemi diisiinelim. Bu
boliimde onerilen yontem igin serbest parametre, yapilan deneme yanilmalar sonucu
en uygun olarak a =0.85 se¢ilmistir. Tablo 6.1°’den IMC-PI i¢in optimal sonuglara
yakin olarak 7, =0.06 secelim. Zaman tanim bdlgesinde simiilasyon sonuglari,
Tablo 6.2°de verilmistir. Tablo 6.2°den goriildiigli gibi PA ve ZN hari¢ digerleri i¢in
basamak yanitlarinda bir miktar agim vardir. PA i¢in gecikme ve yiikselme zamanlari
genelde digerlerinden biiyiikkken; yerlesme zamani kiiciiktiir. Tablo 6.1°deki
formiillerden bulunan PI kontroldr katsayilar1 Tablo 6.3°de verilmistir.

Tablo 6.2 : Ornek 6.6 I¢in Zaman Tanim Bélgesi Ozellikleri.

Yerlesme | Gecikme Yiikselme
Asim
Zamani Zamani Zamani
PA 0 6.968 2.44847 3.55304
ZN 0] 14.8902 1.67084 6.09366
CC 0.385003| 10.4116 1.52124 0.86928
IMC 0.488472 1.2919 1.52795 0.85714
ISE 0.188593| 12.3218 1.43686 0.81332
IAE 0.146076| 6.26416 1.55743 1.01991
TIAESPC 0.196914| 7.05629 1.97159 1.16463
ITSE 0.206331| 12.0776 1.44665 0.82287
ITSESPC 0.223533| 7.47669 1.69999 1.18129
ITAE 0.179998| 6.58986 1.61488 1.08624
ITAESPC 0.392946| 11.3851 1.75155 1.16353

Tablo 6.3 : Ornek 6.6 I¢in PI Kontroldr Parametreleri.

K, K,
PA 0.353704| 0.355179
ZN 0.9 0.33333
CC 0.98333| 0.878788
IMC 0.94339 1
ISE 1.305 0.492
IAE 0.984 0.608
IAESPC 0.758 0.697
ITSE 1.279 0.535
ITSESPC 0.712 0.721
ITAE 0.859 0.674
ITAESPC 0.586 0.865
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Verilen sistem i¢in simulink model kullanilarak bulunan kapali ¢evrim basamak

yanitlari, Sekil 6.13’de goriilmektedir.

05

Zaman [s]

Sekil 6.13 : Ornek 6.6 I¢in PI Ayarlama Ydntemlerine Iliskin Birim Basamak

Cevaplart.

(6.108) ve (6.109)’dan gesitli a degerleri i¢in K —K; diizleminde elde edilen egri,
Sekil 6.14’de verilmistir. Bu egri iizerinde, kapali ¢gevrim sistem iki adet cakisik reel

koke sahiptir.

Ki

Ep

I ol G
Sekil 6.14 : Ornek 6.6’da Cesitli @ Degerleri I¢in K, - K, Dizlemindeki Egri.

Sekil 6.5’deki 6 =0 olan kararli kilan PI kontroldrlerin olusturdugu bolge ile

Sekil 6.14’deki egri birlikte Sekil 6.15’de gosterilmistir. Asim yapmayan PI
kontrolérler iginde en uygun olan K, ve K, degerleri, PA ile gosterilen ugtaki

noktadir. Bu nokta, burada onerilen yontemle @’y1 optimum aldigimiz K, ve K,
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degerleridir. Diger noktalar ise, Tablo 6.1°de verilen PI kontrolor katsayilarini

ayarlamaya yonelik olan diger yontemlere iliskindir. Bu noktalarin koordinatlar1 olan
K, ve K, degerleri, Tablo 6.3’de verilen degerlerdir.

Hp
-1 1 z 2

Sekil 6.15 : Ornek 6.6 I¢in Kararli Yapan PI Kontrolérler Bélgesinde &=1"1
Saglayan K, - K, Egrisi.

6.3.1.2 Ornek 6.7

Ornek 6.4’te verilen birinci mertebeden zaman gecikmeli bir sistemi ele alalim.
Sistem hizin1 arttirmak i¢in a =0.3 olarak secilmistir. Simulasyon sonuglari,
Tablo 6.4 ve Tablo 6.5’de verilmistir. Tablo 6.4’e¢ dikkat edilirse; CC, IMC,
IAESPC, ITSE ve ITSESPC
gbozlenmektedir. Basamak cevaplar1 i¢in simulasyon sonuglari, Sekil 6.16’da

ile kapali cevrimde sistem kararsiz oldugu

verilmistir.

Tablo 6.4 : Ornek 6.7 I¢in Zaman Tanim Bélgesi Ozellikleri.

Yerlesme | Gecikme Yiikselme
Asim
Zamani Zamani Zamani
PA 0 2.52977 1.01191 1.26750
ZN 0 4.83355 1.10845 2.41678
CC e 0] o0 o0 0
ISE 0.167544 2.9570, 0.754868 0.510187
IAE 0.463710 5.4673| 0.757844 0.421024
IAESPC 0 © 0 0
ITSE o0 o0 o0 o
ITSESPC o) 0 0 o0
ITAE 0.652645| 9.66782| 0.740829 0.388894
ITAESPC | 0.568035| 7.91538 0.788447 0.417413
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Tablo 6.4’den goriildiigii gibi onerilen yontem (PA), cikista asimsiz basamak yaniti
verir. Asimi, sonsuz olarak veren Tablo 6.4’deki CC, IMC, TAESPC, ITSE ve
ITSESPC yontemleri i¢in basamak yanitlart Sekil 6.16°da gosterilmemistir.

Tablo 6.5 : Ornek 6.7 i¢in PI Kontrolér Parametreleri.

K » K,
PA 0. 136941 0.885016
ZN 0.18| 0.666667
CC 0.263333 4.84444
IMC 0.178571 10
ISE 0.278804 1.4977
IAE 0.201285 1.94864
IAESPC 0.189608 -5.95
ITSE 0.279476 13.7388
ITSESPC 0.161707 -2.67
ITAE 0.178279 2.25611
ITAESPC 0.134166 2.05
18 T T T T T
itae
16} . _
14 -
12 ey —
/;— -—:: -~
1F - ____,:H:—\- = =]
LT o
Yy o8 p3 g -
06+ pa -
—-—zn
04 — —iae 7
— —ise
02f itae |
— - — iteesmpo
] — 1 1 I
o 1 2 3 4 5 6

Zaman [£]

Sekil 6.16 : Ornek 6.7 I¢in PI Ayarlama Metodlarina iliskin Birim Basamak

Cevaplari.

Sekil 6.7°deki 6 =0 olan golgeli bolge i¢inde kalan ve ¢esitli a degerleri igin (6.108)
ve (6.109)’dan bulunan K, - K, egrisi, Sekil 6.17°de gosterilmistir. Asim yapmayan

PI kontrolorler i¢inde en uygun olan K, ve K, degerleri, Sekil 6.17°de PA ile
gosterilen uctaki noktadir. CC, IMC, IAESPC, ITSE ve ITSESPC i¢in kapali

cevrimde sistem kararsiz oldugundan, Tablo 6.1°de verilen yontemler i¢inden bu bes
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yontemin disinda kalan yontemlere iliskin olan noktalarda PA noktasina ilave olarak
Sekil 6.17°de gosterilmistir.

Ep

1.5

-1

Sekil 6.17 : Ornek 6.7 I¢in Kararli Yapan PI Kontrolérler Bélgesinde &=1"1
Saglayan K, - K, Egrisi.

6.3.2 Deney sonuglari

Bu béliimde &nerilen yontem, ITU kontrol laboratuvarinda bulunan PT326 sicaklik
kontrol deney seti ve ITU Rektorliigii Bilimsel Arastirma Projeleri Birimi tarafindan
desteklenen 31685 proje nolu doktora tez projesi kapsaminda alinan DAQ karti
kullanilarak test edilmistir. Bazi testlerden sonra (Bayhan ve dig., 2007) deney

setinin transfer fonksiyonun

0.875¢7%%
Gs)=—oDe 6.116
)= 62511 (6.116)

birinci dereceden zaman gecikmeli sistem oldugu goriilmiistiir. Serbest parametre
olan ¢’nin farkli degerleri i¢in bulunan basamak cevaplari, Tablo 6.6 ve
Sekil 6.18’de verilmisken; PI kontrolér katsayilarini ayarlamaya yonelik verilen

yontemler icin elde edilen basamak yanitlar1 ise Sekil 6.19°da verilmistir. Bu sistem
i¢in en iyi se¢imin a =1.3 oldugu, Tablo 6.6 ve Sekil 6.18’den goriilmektedir.
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Tablo 6.6 : Farkli a Degerleri i¢in Zaman Tanim Bolgesi Ozellikleri.

Yerlesme Gecikme Yiikselme
a Asim
Zamani Zamani Zamani
0.7 0 4.8717 1.39983 2.58484
1 0 3.15309 1.07205 1.6008
1.3 0 2.63601 1.01473 1.3695
1.6 0 3.2768 1.06758 1.61063
1.9 0 5.43093 1.23087 2.65608
2.2 0 11.2958 1.77701 5.90266
2.5 0 62.0064 7.98102 34.2433
4.5 T

Sekil 6.18 : PT326 Deney Setine Iliskin Farkli a Degerleri I¢in Basamak Cevaplari.

Bu sistem i¢in zaman tanim bdlgesi 6zellikleri ve PI kontrolor katsayr parametre

degerleri sirasiyla Tablo 6.7 ve Tablo 6.8’de verilmistir.

Zaman [s]

ise /My
451+ H '»"‘\“\ Limc B
[ RRGN ]
4L ! r-;-‘l _{-‘;‘r '1‘\ M L iy - i renmte S ’ 3
FEP 2720 AR R e sromrt.
ol -‘_,,...'""-?ﬂt::_.....‘.-."";n’-v- e
35 v ot I — E
E itse | - o
i
e | L N iee -
e L e I ise
25 itae -
itse
o xS |- itaespc | |
——— e
.- iaespc | |
’ itsespc
i
19 I I I I ! I ! I I in
0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 4.5 5
Zaman [s]

Sekil 6.19 : PT326 Deney Setinde Farkli PI Katsay1 Ayarlama Ydntemlerine Iligkin

Basamak Cevaplar1 (¢=1.3 ve 7, =0.3).
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Sekil 6.19 ve Tablo 6.7°den bulunan sonuglar karsilagtirilirsa; PA igin basamak
yanitinda hi¢ agim olmadig1 ve yerlesme zamanininda ITAESPC ve IMC’den hemen

sonra oldugu goriliir.

Tablo 6.7 : PT326 Deney Seti I¢in Zaman Tanim Bélgesi Ozellikleri.

Yerlesme | Gecikme Yiikselme
Asim
Zamani Zamani Zamani
PA 0 2.63601| 1.014730 1.369500
ZN 0 8.73308 0.701337 0.586048
CC 0.205814| 4.20087 0.669370 0.420087
IMC 0.123508| 2.52361| 0.791232 0.638538
ISE 0.239953| 7.25167| 0.614278 0.343038
IAE 0.112110] 4.58730 0.670459 0.443612
TIAESPC 0.012682| 3.42157 0.749056 0.624841
ITSE 0.147242| 11.7985] 0.622339 0.375996
ITSESPC 0.007180| 3.39640| 0.760554 0.652436
ITAE 0.088757| 3.06532 0.699875 0.497988
ITAESPC 0.077215| 2.45982 0.809115 0.698166

Tablo 6.8 : PT326 Deney Seti I¢in PI Kontrolr Parametreleri.

K, K,
PA 0.61792 1.00357
/N 1.48306 0.77519
CC 1.57829 1.65796
IMC 0.97065 1.61290
ISE 2.11841 1.03996
IAE 1.61319 1.27020
IAESPC 1.18712 1.28384
ITSE 2.06559 0.69636
ITSESPC 1.13983 1.28499
ITAE 1.40363 1.39424
ITAESPC 0.93640 1.47672

Bu sistemde w=35.3 icin kararsiz kapali ¢evrim kutup sayisinin ayni kaldigi
P-bolgeleri ve bunlarin iginden sistemi kapali c¢evrimde kararli kilan PI

kontroldrlerinin bolgesi olan golgelendirilmis bolge, Sekil 6.20’de gdsterilmistir.
Cesitli a degerleri i¢in (6.108) ve (6.109)’dan bulunan K, -K; egrisi ve bunun

kirllma noktasi olan PA noktasi, Sekil 6.21°de gdosterilmistir. Bu nokta, asim
yapmayan PI kontrolérler i¢inde en uygun olan K, ve K, degerlerine iliskindir.

Diger noktalar ise, Tablo 6.1’de verilen PI kontrolor katsayilarini ayarlamaya yonelik
olan yontemlere iligkindir. Bu noktalarin koordinatlari olan K, ve K, degerleri,

Tablo 6.8’de verilen degerlerdir.
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Ki

Ep

o=1

Sekil 6.20 : PT326 Deney Seti i¢in K , — K, Diizleminde P-bélgeleri (w,,, =5.3).

max

1 KP
-1 1 2 2

Sekil 6.21 : PT326 Deney Seti I¢in Kararli Yapan PI Kontroldrler Bolgesinde &=1"i
Saglayan K, - K, Egrisi.

6.4 Yapisal Olmayan Belirsizlik iceren Zaman Gecikmesiz Sistemlerde

Dayanikh Kararhhg: Saglayan PI Tipi Kontrolor Kiimesinin Bulunmasi

Bu boéliimde, siirekli zamanli dogrusal zamanla degismeyen tek girigli tek ¢ikish
yapisal olmayan belirsizlik iceren Sekil 3.15°deki gibi bir kapali ¢evrim sistem ele
almarak dayanikli kararli kilabilecek tiim PI kontrolorlerin nasil bulunabilecegi

gosterilmis ve bu amagla iki yontem Onerilmistir. Sekil 3.15°de goriilen oransal
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kontrolor yerine (6.1)’de F'(s) olarak verilen PI kontrolér kullanilmistir. Burada
agirlik transfer fonksiyonu, W (s) e RH,, olmak lizere

w,

a. s"+a, s +--+a s+a
w Wi wy wo
W S — m m
(5) s"+b, s +--+b, s+b
Wn- wi Wo

(6.117)

bi¢iminde olsun. Burada w,_<w, olup; W(s) kararhdir. Sekil 3.15°de goriilen

G,(s), (6.5) de verilen sistemi gosterirken; A birden kiigiik /4, normuna sahip tiim

sistemleri gOsteren yapisal olmayan belirsizlikleri iceren blokdur. Kontrol edilen
A A

sistem G(s) 'nin yapisi (3.97)’de verildigi gibidir. G(jw) 'nin Nyquist egrisi, yapisal

olmayan belirsizlik i¢erdiginden tek bir egriden ziyade bir egri ailesi tanimlar ve bu
A
egri ailesi, reel ekseni tek noktalarda degil bolgeler bicimine keser. G(jw) sisteminin

verilen bir w" igin frekans cevabi, O merkezli ve &, (w) = |GO (W)W ( jw)| yar1 ¢apl
Sekil 6.22°deki gibi bir disk tanimlar (Skogestad ve Postlethwaite, 2005). &, (w)
yarigaplt diskin merkezinin orijine olan uzakligi |GO( jw)| genligine esittir.
G,(jw)’ye iliskin O merkezli belirsizlik diskinin PI diizlemine iz disiiriilmesiyle
Sekil 6.22°de gorillen F(jw)’ye iliskin O merkezli eliptik belirsizlik diski elde

edilir.
Im
0.z
0 ke
-0z
-0_2
-0_E
-1 -0.& -0.6 -0.4 -0.z 0 0.z 0.4

Sekil 6.22 : G,(jw) ve F(jw) Etrafindaki Belirsizliklerin Grafik Gosterilimi.

F(jw)ye iliskin O" merkezli eliptik belirsizlik diskinin elde edilmesindeki kurgu,

kapal1 ¢evrim sistem karakteristik denklemi olan
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14+ F(5)G(s) = 0 (6.118)

bagintisindan (3.97) yazilarak elde edilen

1 !
Fls)=—— = 6.119
) S G (1+7(5)A) (@119

sistemi i¢in ters Nyquist egrisinin s6z konusu olmasidir. Sekil 6.22°deki G(jw)’ye

iliskin belirsizlik diskindeki tiim noktalarin F(jw)’ye iliskin eliptik belirsizlik
diskindeki biitiin noktalarla ¢arpimu, (6.118)’i saglar.

Sekil 6.22°den MN arasi mesafe ve y, faz agis1 sirastyla

g(w) £ MN =|G,(jw)| - £,(W) (6.120)
Ve
7, = ZG,(jw)—180° (6.121)

olarak bulunur. Benzer olarak PI kontrolor i¢in genlik ve faz bagintilar1 sirasiyla

NN 1 1 o
|Fo(JW)|—|G0(jW)|—g(w)+2gG(w)+ﬂ(W)—g(w fo(w)=MN'= f,(w) (6.122)
Ve
¥y 2 —LF(jw) = £G,(jw)-180° =y, (6.123)

olarak bulunur. Burada

a1 1
hO =1 Gl 1G G+ 20 () (61249
ve
fi(w) = | ! (6.125)

Gy (W) =6(w)  [Go(jw)
oldugu, Sekil 6.22°den goriilmektedir.

Sekil 6.22°de goriilen G, (jw)’ye iliskin belirsizlik diski, orijini icermedigi siirece bu
diskin iz diislirilmesiyle elde edilen F(jw) ’ye iligkin eliptik diskin i¢i belirsizlik
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bolgesidir. G, (jw) ye iliskin belirsizlik diskinin orijini igermesi durumunda F'(jw)
i¢in elde edilen diskin dis1 belirsizlik bolgesi olur. G, (jw) ’ye iliskin orijini i¢eren iki
ornek belirsizlik diski Sekil 6.23a ve Sekil 6.23c’de verilmistir. Bu iki diskin de iz
diisiimiiyle elde edilen F(jw)’ye iliskin Sekil 6.23b ve Sekil 6.23d’de goriilen iki

diskin dis1, belirsizlik bolgesi olacaktir.

() (b)

Im

B EaE)
. PRREN . Fe

n
—hE 1 o olz -1

Eg (wi+| Gol

(© (d)
Sekil 6.23 : Orijini Igeren G, (jw) ye Iliskin Belirsizlik Disklerinin ve F'(jw) Etrafindaki

Belirsizliklerin Grafik Gosterilimleri (Golgeli Bolgeler, belirsizlik bolgeleridir).

Sekil 6.24a ve Sekil 6.24c¢’deki gibi G, (jw) ’ye iliskin bir belirsizlik diski orijine bir
noktada tegetse; bu disklerin F'(jw) diizlemindeki iz diisiimleri, Sekil 6.24b ve

Sekil 6.24d’deki gibi golgelendirilmis yar1 diizlemlere doniisiir. Bu duruma 6rnek
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olabilecek G, (jw)’ye iliskin iki belirsizlik diski ve bunlarin F(jw) daki iz
diisiimleri, Sekil 6.24’de goriilmektedir.

Im Im

TE; (W]

(a) (b)

Ee

(c) (d)

Sekil 6.24 : Orijine Bir Noktadan Teget Olan G,(jw) ye lliskin Belirsizlik

Disklerinin ve F(jw) Etrafindaki Belirsizliklerin Grafik Gosterilimleri.

Sekil 6.24a’daki G,(jw) ye iliskin bir belirsizlik diski sinirindaki noktalar,
A . .
CG(jw) =|G,(jw)|+|G,(jw)]e” = g, (w)(1+¢”), 0:(0-27) (6.126)

olarak parametrelendirilebilir. F(jw) tizerindeki belirsizligi bulmak i¢in; G,(jw)’ye

iligkin Sekil 6.24a’daki belirsizlik diskindeki noktalarin iz diisiiriilmesiyle
(6.126)’dan yararlanarak
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A 1
CF(jw)=—————— 6.127
£ & (w)(l + ejg) ( )

bigiminde parametrelendirebiliriz. (6.127)’de e’’ = Cos@ + jSiné yazilarak bulunan

A 1
CF(jw)=- 6.128
(/) £o(w)((1+ Cost) + jSind) (6.128)
bagintisinin pay ve paydasini paydanin eslenigi ile carparsak
R e
CF(jw)=— 1 1+ Cos@ — jSind (6.129)
e;(w) 1+2C0S0+(C0s20+Sin2:9)
esitligini buluruz. Bu son bagintida diizenleme yaparak es deger olarak
R .
CP(jw) = | L ;S0 (6.130)
g;(w) 2 2(1 + COSH)

bulunur. (6.130)’un reel kisminin €’dan bagimsiz oldugu goériiliirse, (6.130)’un
0:(0-2x) icin Sekil 6.24b’de goriilen dogruyu verdigi goriiliir. Sekil 6.24a’daki

belirsizlik diskinin @ agis1 kadar dondiiriilmesiyle Sekil 6.24c’de goriilen belirsizlik
diski elde edilir. Bu nedenle Sekil 6.24c’deki gibi G,(jw)’ye iliskin bir belirsizlik

diskinin F'(jw) diizlemine iz diisiiriilmesiyle bulunan Sekil 6.24d’deki yar1 diizlem,

Sekil 6.24b’deki yar1 diizlemin @ agis1 kadar dondiiriilmiis bi¢imidir.

Boliim 6.1°de verilen yontemden yararlanarak 0 < w < oo i¢in, parametre uzayida
K, —K, egrisi ¢izdirilip kararhilik simirlart bulunur. Parametre uzayinda kararsiz

kapali ¢cevrim kutup sayis1 o 'min aym kaldigi P-bolgeleri tespit edilerek; sistemi
kapali c¢evrimde kararli yapan bdlgeler bulunur. Bu amagla (6.118)’de s=jw

yazilarak bulunan polinomda (3.97)’yi de yazarsak
1+ F(jw) (G, (jw) (1+ W (jw)A)) =0 (6.131)
elde edilir. Bu son bagintida (6.1)’in yazilmasiyla elde edilen

Jw+(jwK, +K,)(G,(jw) (1+W(jw)A))=0 (6.132)

polinomundan hareketle Sekil 3.15°deki gibi yapisal olmayan belirsizlik iceren bir

sistemin w =0 i¢in kararlilik sinirinin sistemin orijinde sifirinin olmamasi kosuluyla
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K =0 (6.133)

dogrusu oldugu goriiliir.
(6.119)’da (6.1)’in yazilmasiyla s — oo igin,

1
K =-— 6.134
P G, () (1+ W (0)A) ( )

bulunur. s — o0 icin A, -1 ile +1 arasindaki tiim reel sayilar1 ifade ettiginden dolayi;
son bagint1 K, — K, diizleminde

1
K —— 6.135
" Gy(o)(1-W () ( )

Ve

1
K =_ 6.136
? Go(oo)(l+W(oo)) ( )

arasinda belirsizlik bolgesi olan bir bant tamimlar. G, (s)W (s) tersi de nedensel ise;

(6.135) ve (6.136)’da (6.2) ve (6.117)’nin yazilmasiyla w — oo i¢in belirsizlik banti,

1
K =———— 6.137
’ a,(1-a, ) ( )
ve
1
K oo (6.138)
" oa,(+a, )

arasindadir. (6.2)’deki G, (jw) ’yi reel ve sanal kisimlarina ayirarak
Gy (jw) = Gor (W) + j Gy, (jW) (6.139)

olarak yazabiliriz. Sekil 6.22°den G (jw) ’ye iliskin belirsizlik diskindeki noktalar,

CG(jw) = (Gor W)+ Gy, (W) + &5 (W)e” 6:(0-27) (6.140)

olarak parametrelendirilebilir. (6.140)’da e’? = Cos@ + jSin@ yazilirsa
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Gé(jw) = (GOR (jw)+ gG(w)C0s9)+ j(GOI(jw) + &g (w)Siné’) (6.141)

bi¢ciminde oldugu goriiliir. F(jw) lizerindeki belirsizligi bulmak i¢in; F(jw)’ye iliskin
eliptik belirsizlik diskindeki noktalar, G,(jw)’ye iliskin belirsizlik diskindeki

noktalarin Sekil 6.22°deki gibi iz diisiiriilmesiyle (6.140)’dan yararlanarak

1

Crim== (GOR (w)+JjGy, (]W)) +&; (W)eje

(6.142)

biciminde parametrelendirilebilir. F(jw)’yi reel ve sanal kisimlarina ayirarak bulunan
F(jw)= Fy(jw)+ JE,(w) (6.143)

bagmtisi ile (6.142)’nin eslestirilip 6:(0-27) i¢in taranmasiyla; F(jw)’ye iliskin
eliptik belirsizlik diski elde edilir.

(K,,K,)de ortaya ¢ikan belirsizligi bulmak ig¢in (6.1)’de verilen PI kontroldriin

transfer fonksiyonunda s = jw yazarsak

wK  + K. K. K.

F(ﬁ@:#:](ﬁ._t:](p_j_l (6.144)
Jjw w
bicimine gelir. Bu son baginti ile (6.143)’{in esitlenmesiyle bulunan
. —_ K,

Fo(jwy+ jE,(Gw)y=K, - j ~ (6.145)
bagintisinin reel ve sanal kisimlardan
K, = F,(jw) (6.146)
K, =—wF,(jw) (6.147)

elde edilir. O halde F(jw)’deki belirsizlik diskinden, (K, K, ) dekine gegiste elde
edilen yeni diskin K, -eksenine iz digimii ayni1 kalirken; K, -eksenine iz diigimil

w=—w, frekansi kadar 6lgeklenir.

(6.140)’da ¢:(0-27) arast degerler igin olusturulan belirsizlik disklerinden

0 < w <0 ’a tiim frekanslar i¢in, G, (jw) 'nin Nyquist egrisi etrafina yapisal olmayan

belirsizlik iceren bir bant koyulabilir. Benzer bi¢imde (6.146) ve (6.147)’den
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hareketle 0 <w <o i¢in, K, - K, dizleminde kararlilik simirindaki belirsiz bolge
olusturulabilir. Bu bolgeye ilaveten K, —K, dizleminde P-bolgeleri belirlenirken

(6.133)’den gelen K, =0 dogrusu ile tersi de nedensel sistemler igin (6.135) ve
(6.136)’dan gelen bant da dikkate alinmalidir.

F(jw) tlizerindeki belirsizlik bolgesini hizlica hesaplayabilmek i¢in, (6.6)’da (6.139)
ve (6.143)’1i yazarsak

(Gor W)+ jGo; (W) (Fr(jw)+ jF, (jw)) =1 (6.148)
buluruz. Bu son bagintiy1 diizenlersek, reel ve sanal kisimlarindan sirasiyla
GOR(jW)FI(jW)+ Go](jW)FR(jW) =0 (6149)

Gor U ER (Gw) = Go, GW)E; (jw) = —1 (6.150)

elde ederiz. (6.149) ve (6.150)’yi matrisel bicimde yazarsak,

{GOR(M —G0,<jw>} {FR(J'W)}:[—I} 6.151)
Gy (W) Goew) | LFGw | 0

bulunur. Son bagint1 esdeger olarak

{FR(J'W)}Z 1 |:G0R(jw) Go1(jw)} [_1}:; |:_GOR(jW):| (6.152)
E ] (G Gwl" L=Gutw) Goxp ] L0 ]Gy G| L Cor ()

biciminde yazilabilir. Burada
Gyl = G (Gw)+ Gl () (6.153)

olarak ifade edilmistir. (6.152)’den 0 < w < o0 igin,

Fr(Gw) = _GL(’WZ (6.154)
G, (jw)|

F () =) (6.155)
G,(jw)|

bulunur. K -K, dizlemi igin (6.154) ve (6.155)’de verilen bagmtilar, (6.146) ve
(6.147)’den yararlanarak
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_ —OR_(JWZ) (6.156)
|Go (JW)|

P

K =—w M (6.157)
G, (jw)|

bi¢iminde yazilabilir. 0 <w<oo i¢in (6.146) ve (6.147)’den yararlanarak. K, — K,

diizlemindeki belirsizlik bolgesi olusturulabilir. Bu bélgeyi olusturmaya yonelik ilk

yontem i¢in, asagidaki algoritma verilebilir.

6.4.1 Belirsizlik bolgesinin bulunmasina yonelik algoritma (Yontem 1)

Yukaridaki teorik gelismelerden hareketle belirsizlik bantinin bulunmasi i¢in su

algoritma verilebilir.

6.4.1.1 Algoritma 6.1: (Bayhan ve Soylemez)

Adm 1: O<w<w,  ve 0<0<2z icin G,(jw)’ye iliskin O merkezli
£6(W) =|G, (W)W (jw)

yar1 ¢apl belirsizlik disklerini olustur.
Adim 2: Adim 1’den bulunan G, (jw) ye iliskin belirsizlik disklerini

-1
Go(jw)+gG(w)ej9)

F(jw)= ( (6.158)

bagmtisindan yararlanarak F(jw) diizlemine iz disiirerek; Sekil 6.22°deki gibi O
merkezli eliptik belirsizlik disklerini olustur.

Adim 3: F(jw)’ye iliskin eliptik belirsizlik disklerini, (6.146) ve (6.147)’den
yararlanarak K —K; dizlemine iz disirerek belirsizlik bdlgesini ¢iz. G,(jw)’ye

iligkin orijini i¢ermeyen belirsizlik disklerinin K, — K, diizlemindeki iz distimleri

olan eliptik belirsizlik disklerinin i¢ kisimlar1 ile orijini igeren belirsizlik disklerinin
K,-K, dizlemindeki iz digtimleri olan eliptik belirsizlik disklerinin = dis

kisimlarindan belirsizlik bolgesini olustur.

Adim 4: Adim 3’den bulunan belirsizlik bolgesinin disinda kalan ve kararsiz kutup
sayisinin sifir oldugu K —K; diizlemindeki bolgeyi belirle. Bu bolge, sistemi kapali

cevrimde dayanikl kararli kilacak PI kontrolorler bolgesidir.
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Dayanikl1 kararli kilan tiim PI kontrolorleri bulmak i¢in diger bir yontem, izleyen

boliimde verilmistir.

6.4.2 Birim dairenin taranmasi yontemiyle dayanmikh PI kontrolorlerin

hesaplanmasi (Yontem 2)

Dayanikli kararli kilan tim PI kontrolorleri bulmak i¢in bu bolimde Onerilen
yontem, Teorem 3.1’in kullanilmasina dayanir. Bu yontem, belirsizlik bolgelerinin
belirlenmesinde ve dayanikli kararli kilan PI  kontrolorler bolgesinin
hesaplanmasinda tutucu olmayan bir sonug verir; fakat islem yogunlugu fazla
oldugundan oldukga yavag bir yontemdir. Teorem 3.1°den yararlanabilmek amaciyla

PI kontrolor parametrelerini kutupsal koordinatlarda
K, =K Cos0 (6.159)
K, =K Sin0 (6.160)

biciminde yazabiliriz. (6.159) ve (6.160)’1n (6.1)’de yazilmasiyla bulunan

F(s)= K(Cos9+ Sing j , 0:(0-7) (6.161)
s
bagintisindan
Sin@
F(s)G(s) = K(Cos@ + j G(s)=KG,(s) (6.162)

£Gp(s5)

elde edilir. Burada 6, sabitlenip bulunan G,(s) sistemi igin 6nce Teorem 3.1

kullanilarak kararli kilan kazang¢lar bulunur ve sonra verilen agirlik fonksiyonu igin
Boliim 3.6’daki yontem kullamlarak belirsizlik kazanglari araligi bulunur. 9:(0-r)
arasinda degistirilerek, dayanikli kararli kilan PI kontrolorler bolgesi ve belirsizlik
bolgeleri belirlenir. Bu yontem, kesin sonu¢ vermesine ragmen; Bolim 3.6’da
anlatilan kok hesabini igermesi ve 6 aci araliklarinin sik taranmasi gibi fazla islem

gerektirdiginden hiz agisindan yavagtir.

Boliim 6.4.1°de verilen birinci yonteme alternatif olarak hesabi kolaylagtirmak ve

islem hizin1 arttirmak i¢in geometrik tabanli cebrik bir yontem de, asagida verilmistir.
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6.4.3 Belirsizlik bantinin iistten ¢evrelenmesi (Dortgen yontemi)

Geometrik tabanli bu yontem, G,(jw)’ye iliskin belirsizlik disklerinin orijini igerip

icermemesine gore iki asamadan olusur. Buna gore belirsizlik bolgesini hizlica
olusturabilmek i¢in, G,(jw) ye iliskin belirsizlik diskinin orijini igerip icermemesine

gore ayr1 inceleme yapilir. Dikkat edilecek olursa belirsizlik diskinin orijini igermesi
icin gerek ve yeter kosul, |W( jw)| >1 olmasiyken; orijini igermemesi ig¢in ise

|W( jw)| <1 olmasidir.

[k asama olarak G, (jw)’ye iliskin belirsizlik diskinin orijini igermedigi durumu ele
alalim. Bu durumda F(jw) diizlemindeki belirsizlik bantin1 hizli bir sekilde elde
edebilmenin  yolu, orijjini icermeyen G,(jw)’ye iliskin O merkezli
£5(W) =|G,(jw)W (jw)| yar gapl belirsizlik diskinin Sekil 6.25 deki gibi miimkiin
olan en kiiciik sektor ile cevrelenmesi ve sonra Sekil 6.22°deki gibi (6.6)’dan da
yararlanarak iz distiminiin almmasidir. F(jw) dizleminden K, -K, diizlemine

geemek igin (6.146) ve (6.147)’den yararlamilir. O<w<oo igin K, -K,

diizlemindeki boyle olusturulmus sektorlerden belirsizlik banti olusturulabilir. Bu
cevreleme yonteminin hizli bir ¢6ziim vermesine karsilik bu ¢éziimiin tutucu oldugu

unutulmamalidir.

Im

-0.E25 |

0.5

-1.25 |

Sekil 6.25 : G,(jw)’ye Iliskin Orijini igermeyen Bir Belirsizlik Diskini Igine Alan En
Kiiciik Sektér ve F(jw) Diizlemine Olan Iz Diisiimii.

G,(jw)ye iliskin O merkezli belirsizlik diskini en siki bigimde i¢ine alan bu sektor

s; ve s, noktalarinda bu diske tegettir. G,(jw)’ye iliskin belirsizlik diskinin F(jw)
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diizlemine iz diistirilmesiyle Sekil 6.25°de goriilen eliptik bigimli belirsizlik diski
elde edilir. G,(jw) dizlemindeki s; ve s, noktalarmin F(jw) diizlemine olan iz
diigtimleri, F; ve F; noktalaridir. Benzer olarak G(jw) diizlemindeki 7; ve T,
noktalarnin F(jw) dizlemine iz disirilmesiyle sirasiyla 7, ve Fr, noktalari
bulunur. G,(jw)’ye iliskin belirsizlik diskinin O merkezinin F(jw) diizlemindeki iz
diistimii de eliptik belirsizlik diskinin O merkezini verir. Béylece F(jw) 'ye iliskin
eliptik belirsizlik diskini en siki bicimde igine alan Sekil 6.25°de goriilen sektor, F;
ve F, noktalarinda bu diske tegettir. Bu sektoriin u¢ noktalarmi F(jw)’ye iliskin
belirsizlik diskine FT2 noktasinda teget olacak bigcimde birlestirirsek Iﬁ dogru
parcast elde edilir. ﬁ dogru pargasina paralel olan ﬁFS dogru parcasinin
olusturulmasiyla bu diske Fr, noktasinda teget olunur. Gerekli noktalarin
birlestirilmesiyle bulunan FF,FF, yamugu, F(jw) diizlemindeki sektoriin eliptik
bicimli belirsizlik diskini en siki bigimde igine alacak ve dolayisiyla tutuculugu

azaltacak parcasidir. (6.146) ve (6.147)’den yararlanilarak F(jw) diizlemindeki
FEFF, yamugu, K, —K, dizlemine dontstirtlir. Boylece 0<w<o igin

dontistiirilmiis  yamuklardan yararlamlarak K, — K, diizlemindeki belirsizlik

bolgelerinin etrafina bir bant konulabilir.

Sekil 6.25’den goriildiigii lizere MO arasi uzaklik, ’ye esittir. Mfl dogru

G,(jw)

pargast, (6.120)’de verildigi gibi g(w) ’ye esittir ve

g(w) 2 MT, = MO - £,(w) =|G,(jw)| = &(w) (6.163)
biciminde yazilir. Sekil 6.25’den

,(W) 2 MT, =[G, (jw)|+ &5 (w) (6.164)

olarak bulunur. Birbirine esit olan M 5,0 veya M s O dik iiggenlerinden

_ : e (w)
B, = arcsm(|G0 (jw)J (6.165)
ve
05(w) & Ms; = 04 (w) 2 M, = |G, Gwf —£2(w) (6.166)
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olarak hesaplanir. y, ise, (6.121)’de verildigi gibi ZG,(jw)—180""ye esittir.

Sekil 6.25°den s, ve s, teget noktalari i¢in sirastyla
55(jw) = Ls(w) e/ %70 (6.167)

56 (jw) = L5(w) /18T A) (6.168)

olarak yazilir.

G,(jw) diizlemindeki s, ve s, noktalarinin F(jw) diizlemine iz diisiiriilmesiyle elde

edilen F; ve F, noktalarinin orijine olan uzakliklar: arasinda
[F5(jw)| =|Fo(jw) (6.169)

esitligi vardir. MO’ aras1 mesafe ise,

N
|Fy(jw)| = —|G0 G (6.170)

olarak bulunur. F,MF; tcgenini simetrik iki es dik tg¢gene ayiran MF; dogru

pargasi i¢in

— 1

MF,

T, :m (6.171)

yazilir. F, ve F, noktalarmi eliptik belirsizlik diskinin O  merkezine olan

uzakliklari i¢in

r.(w) = F,0' =F,0' (6.172)

tanimini yapalim. M O'F; veya M O'F, dik iiggenleri i¢in,

o) =\ EGw] B =\|FGw] -|E ] (6.173)
Ve
B, = arctan (|Fr§((—Jsz)|] = arctan (rF (w) |G0 ( jw)| ) (6.174)
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olarak hesaplanir. Sekil 6.25°de MF; F ve MF; F, dik tiggenlerinden,

1 1
2w g(w)+2e,(w)

MF, = ‘FTZ ( jw)‘ - (6.175)

1
g(w)+2¢;(w))Cos B,

MEF, =|F,(jw)| = MF, =|F,(jw)|= ( (6.176)
oldugu goriliir. Benzer olarak (6.171)’den yararlanarak MF; F, ve MF; F, dik

ticgenlerinden,

— — 1

MF, =|F,(jw)|= MF, = |F,(jw)|=———+ 6.177
) =|F,(jw)| = MF; =|F,(jw)| ) (6.177)

olarak bulunur. (6.176) ve (6.177) kullanilarak, Sekil 6.25’deki FF,F,F, yamugunun

kose noktalar icin sirasiyla

R =R 2500 = 2861(W)) g ¢ (6.178)
F(jw) = m ! Y (6.179)
Fa(jw)=m e/ 7 (6.180)
F“(jw):(g(w)+2ecl<w>)crosﬂ1 S (©-18D

yazilabilir. FiF, dogru pargasinin her zaman F(jw)’ye iliskin eliptik belirsizlik

diskinin O merkezinden gectigini, Sekil 6.25°den yararlanarak ispatlayabiliriz. Buna
gére MF; F, dik tiggeninden (6.176) kullanilarak bulunan

FTz(jW)‘ 3 1

o,
os 3, |E;(]W)| |ﬂ(jw)|(g(w)+28G(W))

(6.182)

bagintist ile MS, O dik liggeninden bulunan
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‘Ss (jW)‘

Cos fB, = (6.183)
(8w +e(w)
bagintisinin esitlenmesinden
+
(809)+2,(w) 6189

F,(w)| =
[E,Gw) (g(w)+2e5(w))ss (Gw)|

elde edilir. MF; F, dik tiggeniyle MO'F; dik tiggeninin benzerliginden bulunan

FGw)| R Gw)

. — (6.185)

|F(jw)| MO'

bagintisinda (6.175)’in yazilmasiyla
F(i
| 4({W)| ! (6.186)
IEGW)| MO (g(w)+26,(w))

elde edilir. (6.184)’lin her iki tarafinin |F5 ( jw)| ’e boliinmesiyle bulunan
F,Gw)| _ (g +e5(w) (6.187)
[FGw)| (800 +265(w))

bagintisiyla, (6.186)’nin esitlenmesinden

—_ 1 1

MO’ = (6.188)

T em+a (W M0

elde edilir ve boylece FiF, dogru pargasinin her zaman O  merkezinden gectigi

ispatlanmis olur. u

Sekil 6.25’deki F F,F,F, yamugunun K, -K, dizlemine donistirilmesi igin
(6.146) ve (6.147)’den yararlanilir. Boylece F(jw) noktasi i¢in (6.145)’den bulunan

K.
E(GW) = Ee(w)+ jF, (W =K, —j—= (6.189)

bagintisinin reel ve sanal kisimlarinin esitlenmesinden
K, =Fp(jw (6.190)

K, =-wF,(jw) (6.191)

"
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elde edilir. Diger koseleri i¢in (6.190) ve (6.191)’e benzer olarak

K, =FRr(Gw), K, =-wE, (jw) (6.192)
K, =Fr(jw), K, =-wl (jw) (6.193)
Kp4 = 4R(jw) 5 Kl'4 = _WF:U(JW) (6.194)

yazabiliriz. G,(jw)’ye iliskin belirsizlik diskinin orijini igermedigi yani |W( jw)| <1
oldugu duruma iliskin olan tiim frekanslar icin (Kpl , Kil) ; (sz , Ki2)5 (Kp3 , Kis)
ve (K, .K;,) kose noktalarindan K, —K; diizleminde belirsizlik banti hizl bir

bi¢gimde olusturulabilir.

Bu yontemin ikinci asamasi olarak bazi frekans degerleri i¢in, G,(jw)’ye iliskin

belirsizlik diskinin orijini igerdigi durumu incelemek amaciyla O merkezli ¢, (w)

yar1 ¢capli Sekil 6.26°daki gibi en genel durumdaki bir belirsizlik diskini ele alalim.

Im

S1n

Sekil 6.26 : G,(jw)’ye Iliskin Orijini Igeren Bir Belirsizlik Diski.

Sekil 6.26’dan goriildiigli  iizere s779 uzakligl, 2&.(w)’ye esittir. y ise,
ZG,(jw)’ye ve aym zamanda Zsy(jw)’ye esittir. so(jw) noktasinin simetrigi

s, (jw) ’nin agisinin
Zs,(jw) =y —180° (6.195)

oldugu goriiliir. Sekil 6.26’dan s,(jw) ve sy(jw) 'nin genlikleri
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|5, (Gw)| = &6 (W)= |G, (jw)| (6.196)
|50 (W)| = |G, (iw)] + &4 (W) (6.197)
olarak hesaplanir. Bu durumda s,(jw) ve s,(jw) noktalar1 igin sirastyla

57(jw) =|s; (w)| e/ 157 (6.198)
$o(jw) =|so(jw)| e’ (6.199)

olarak yazilir. Sekil 6.26’da s,(jw) noktasinin sg(jw) noktasma olan uzaklif
L ¢(w) ile gosterilmisken; s¢(jw) noktasiin s,(jw) noktasma olan uzaklig

Lgo(w) ile gosterilmistir. Boylece
L) 2[5y (w) — s, w)| (6.200)
Lgo(W) 2 [so(jw) = s5(jw)| (6.201)

olarak tanimlanir. Sekil 6.26’daki G,(jw)diizlemindeki belirsizlik diskine iliskin
s (jw), ss(Jw), so(jw) ve s,,(jw) noktalarmin F(jw) diizlemine iz diistiriilmesiyle
elde edilen eliptik belirsizlik diskine iliskin £, (jw), Fy(jw), Fo(jw) ve F,(jw)
noktalar;, Sekil 6.27°de gosterilmistir. G,(jw)’ye iliskin belirsizlik diskinin O
merkezinin F(jw) diizlemindeki iz diisiimii olan O', Sekil 6.27°de goriildiigii gibi

diskin disinda olacaktir.

I

Re

Sekil 6.27 : F(jw) ye Iliskin Orijini Igeren Eliptik Bir Belirsizlik Diski.
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FE,(jw), F(jw), Fy(jw) ve F,(jw) noktalarinin birlesiminden Sekil 6.27°deki
F,F FyF, dortgeni elde edilir. Bu dortgen, F(jw)’ye iliskin belirsizlik diskinin i¢ine
tutuculugu en aza indirebilecek ve iglem hizini arttiracak sekilde yerlestirilmelidir.
Bu amagla Sekil 6.26’da goriilen sq(jw) noktasinin yeri dyle seg¢ilmelidir ki bu
noktanin F(jw) diizlemine iz diistimii olan F¢(jw) noktasinin F;(jw) noktasina olan
uzaklig1 feo(w) ile bu F;(jw) noktasimin F,(jw) noktasina olan uzakligi fo¢(w)’in
esit olmasi saglanmalidir. Boylece olusturulan F, FyFyF;, dortgeni, es kenar dortgen

olacaktir. F{,(jw) noktasi, F,(jw) noktasi ile F;(jw) noktasinin orta noktasidir ve

O ekseninin iizerindedir. Buna gore

F,(jw)= G’ F(jw)= )’ Fy(jw) = ") (6.202)
fosW) 2 |F,(w) - Fy(jw)| (6.203)
Fyo(W) 2 |F(Gw) — B, (jw)| (6.204)

olarak yazilir. Diger taraftan ¢ap1 goren ¢ember tizerindeki bir noktanin agisinin 90°
olacagi bilgisinden hareketle, Sekil 6.26’dan

~

878489 = 87 5/1\059 =90° (6.205)

oldugu goriilmektedir. Boylece Sekil 6.26’da goriilen s, 545, dik liggeni i¢in Pisagor

teoreminden,
L2 (W) + Ly, (w) = 46 (w) (6.206)

olarak yazilabilir. (6.203)’de (6.202) ve sonra (6.200) yazilirsa,

| 1 1 | |s8(jw)—s7(jw)| Lg(w)

= - = = 6.207
O TR i R R R S e
bulunur. Benzer olarak fgo(w) icin,

() =|sg(jw)—s8(jw)| B |S9(jW)—Sg(jW)| 3 Lgg(w) (6.208)

| ssUmso ) | [sg G [ss )| [ss G| [so )

elde edilir. fg(w) ile fgo(w) un esitlenmesinde (6.207) ve sonra (6.208)

kullanilarak bulunan
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Lgo(w) (6.209)

bagintisinin (6.206)’da yazilip diizenlenmesiyle

25(w)|s9 (jw)|

Lgo(w) = 2 2 (6.210)
s G +[ss ()

elde edilir. L,¢(w) i¢in benzer olarak,

) .

Log(w)= g(w)2|s7 () 2 (6.211)
Jlss G +[so i)

yazabiliriz. (6.196) ve (6.197)’den bulunan

s, Gw)|” +[so Gw)|” = 2(|G0( )|+ gz(w)) (6.212)

bagintisin1 (6.210) ve (6.211)’de yazarak Lgo(w) ve L,¢(w) hesaplanabilir.
Sekil 6.26’dan,

_ Loc(w) B |S7(jW)|

tan =
Lgy(w) |s9(jw)|

(6.213)

olarak hesaplanir. Hesap kolayligi agisindan $Sekil 6.26’daki  sy(jw), orijine
otelenirse; s,(jw), s;(jw), s,,(jw) ve s,(jw) nin yerine sirastyla s,(jw)—s,(jw),
Ss(Jjw)=Ss,(jw), 8,,(jw)—5,(jw) ve yeni orijin durumunda olan s,(jw)—s,(jw)
noktalar1 gelir. s,(jw) kadar orijine Otelenmeyle Sekil 6.26’daki her nokta i¢in

Otelenme s6z konusu olacagindan; higbir a¢1 veya mesafe degigsmeyecektir.
s¢(jw) ’nin s4(jw) kadar 6telenmesiyle bulunan

5 (jw) =5, (jw) = Lgo(w) e/ 777 (6.214)
bagintisindan yararlanarak s,(jw) 'nin yeni koordinatlar

55 (Jw) = 8, (jw) = Lgg(w) e’ 7 (6.215)
olarak elde edilir. Benzer olarak s,,(jw) 'nin s,(jw) kadar 6telenmesiyle

510 (W) = 5, (jw) = Lgo (w) e’ 47 (6.216)
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olarak bulunur. Boylece bilinmeyen s,(jw) ve s,,(jw) noktalarinin ve dolayisiyla
F,(jw) ve F,(jw) noktalarinin koordinatlar1 hesaplanmis olur. F,(jw) ve F,(jw)
noktalar1 ile bastan bilinen F,(jw) ve F;(jw) noktalarinin birlestirilmesiyle
Sekil 6.27°deki F,FF,F;, es kenar dortgeni olusturulur ve (6.189), (6.190), (6.191),
(6.192), (6.193) ve (6.194)’e benzer olarak F,FFyF, es kenar dortgeni K, —K,
diizlemindeki bagka bir dortgene donistiiriilir. G,(jw) ye iliskin belirsizlik diskinin
orijini igermesini saglayan frekans degerleri i¢in; K, —K, diizlemindeki bu
dortgenlerin disinda kalan bolgeler, belirsizlik bolgeleri olarak ele alinir. Boylece
0 <w <o arasinda hem orijini igermeyen G, (jw)’ye iliskin belirsizlik diskleri i¢in
K, - K, dizleminde bulunan belirsizlik bolgeleri hem de orijini igerenlere iliskin

K, - K, dizleminde bulunan belirsizlik bolgelerinin birlesim bdlgesi bulunarak tiim

belirsizlik bolgesi belirlenmis olur.

Burada onerilen yontemlere iliskin iki sayisal 6rnek asagida verilmistir.

6.4.3.1 Ornek 6.8 (Yontem 1, Yontem 2 ve Dortgen yontemi icin)

Sekil 3.15°deki yapisal olmayan belirsizlik igeren tersi de nedensel G,(s) sistemi,

(6.39) ile verilmis olup agirlik transfer fonksiyonu ise, W(s)= S-il_l
S+

olarak

tanimlanmistir. Bu sistemi dayanikli kararli kilacak PI kontrolorler bolgesi 6nerilen
yontemlerle bulunacaktir.

Ik olarak Boliim 6.4.1°deki birinci yontemi ele alalim. w,, =10 olarak se¢ilmek
lizere &.(w)= |G0 (jw) W(jw)| ‘den &;(w,,)=0.09491 olarak bulunur. w, =10
olmak tizere 6:(0-2x) igin (6.140)’dan G,(jw)’ye iliskin bir belirsizlik diski, Sekil
6.28’de goriilmektedir. Bu diskin merkezinin koordinatlari, G,, =0.45237 ve
G,; =0.83435 olarak bulunur. Sekil 6.28deki bu disk, orijini igermemektedir.

Im[Gg(Jw) ]

0.323

Re[Go (Jw) |

0.425 0.45 0.475 0.5 0.525/0.53

Sekil 6.28 : Ornek 6.8°de w,, =10 Igin G,(jw)’ye Iliskin Bir Belirsizlik Diski.
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F(jw)’ye iliskin eliptik belirsizlik diskindeki noktalar, G,(jw)’ye iliskin belirsizlik
diskindeki noktalarn Sekil 6.22°deki gibi iz distrilmesiyle w, =10 olmak iizere
0:(0—27x) i¢in (6.142)’den olusturulabilir ve grafiksel olarak Sekil 6.29’daki gibi

gosterilebilir.

Tm[F (Ju) ]

/_\ Re [F () |

-0.55-0.5-0.45-20.4

Sekil 6.29 : Ornek 6.8°de w,, =10 Igin F(jw)’ye Iliskin Bir Eliptik Belirsizlik Diski.

wg, =10 i¢in F(jw) diizlemindeki eliptik belirsizlik diskinin (6.146) ve (6.147)’den

yararlanilarak K, —K; dizleminine iz duistiriilmesi sonucu Sekil 6.30°daki gibi

doniistiiriilmiis bir eliptik disk elde edilir. Sekil 6.29°da goriilen F(jw)’ye iliskin
belirsizlik diskinden Sekil 6.30’daki (K, , K, )’e iliskin olanina gegiste; birinci diskin

Re[F(/w)] ekseninden ikinci diskin K, -eksenine iz distimii ayni kalirken; Im[F(jw)]

ekseninden K, -eksenine iz diisiim —w, yani -10 kadar dlgeklenmistir.

N . . . -
[ -0.35 -0.5 -0. -0.4

Sekil 6.30 : Ornek 6.8°de w,, =10 I¢in K, - K, Duzleminde Eliptik Belirsizlik Diski
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Sekil 6.25’deki belirsizlik diskinin elde edilisinden hareketle 0 <w <o ’a ¢esitli

A
frekanslar i¢in olusturulan disk kiimeleri ile G(jw)’nin Nyquist egrisi etrafina

belirsizlik bolgesini iceren bir bant koyulabilir. Secilen algak ve daha yiiksek frekans
A
degerleri icin G(jw)’nin Nyquist egrisi etrafinda olusan belirsizlik bantlari,

Sekil 6.31 ve Sekil 6.32°de gosterilmistir. Dikkat edilirse yiiksek frekans igin

belirsizlik bolgesi artmaktadir.

Im

Sekil 6.31 :

.o . A
Sekil 6.32 : Ornek 6.8’de 0 < w <500 Igin G(jw) nin Nyquist Egrisi.

0<w<oo arast frekanslar igin (6.156) ve (6.157)’den yararlanarak K, -K,

diizleminde kompleks kok smirni ¢evreleyen belirsizlik bant1 bulunabilir.
P-bolgelerini ¢evreleyen bu bant, Sekil 6.33’de gosterilmistir. G,(s)W (s) tersi de

nedensel oldugundan w — o igin sonsuz kok siirindaki belirsizlik bantinin sinirlari

(6.137) ve (6.138)’den,

K =-w (6.217)

pl

K,, =025 (6.218)
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olarak bulunur. Bu sinirlar arasinda olusan belirsiz bolge de, Sekil 6.33’de
gosterilmistir. w=0 i¢in, (6.133)’den bulunan K, =0 dogrusu da reel kok sinir1

verir. K, - K, diizlemindeki Sekil 6.33’de goriilen egri, Sekil 6.3’deki egrinin

etrafinda belirsizlik disklerinden olugsan bant bulunan bi¢imidir ve 0 < w <o igin

yesil renkle gosterilen belirsizlik bolgesi, orijini igermemektedir.

Fi

0=2

0=0

Sekil 6.33 : Ornek 6.8 Igin 1. Yontemle Bulunan X, — K, Diizlemindeki P-bolgeleri
ve Belirsizlik Bantlar1 (Yesil Renkliler, 1. Yontemle Bulunan Belirsizlik Bolgesidir).

Boliim 6.4.3°de verilen dortgen yontemini kullanarak sistemi kapali ¢evrimde kararl

yapacak PI kontrolorler bolgesini bulalim. Bu amagla Sekil 6.28’de verilen
G,(jw)’ye iliskin belirsizlik diskini en siki bi¢imde igine alan bir sektér, w, =10

icin Sekil 6.34’de gosterilmistir. Bu sektoriin belirsizlik diskine teget oldugu s, ve

s, noktalar1 da, Sekil 6.34’de gosterilmistir.

T [ &g (Jw) |

- Re[Eg(Jw
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 [ (Jw) |

Sekil 6.34: w, =10 I¢in Sekil 6.28deki G, (jw)’ye Iliskin Belirsizlik Diskini Igine
Alan Sektor.
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Secilen w,, =10 frekansi i¢in, G(jw,)=0.45237 ve G, (jw,)=0.83435
kullamlarak ‘GO (wp)| = \/ Gor (W) + Gy (jw,,) =0.9491  olarak  hesaplanr.
£6(W,)=0.09491  ve ‘Go(jwﬁx) =0.9491 icin, (6.163) ve (6.164)’den
g(w,)=0.85419 ve g,(w,)=1.044 olarak bulunur. Sekil 6.34 i¢in, (6.166)’dan
=l¢(w;)=0.944337 olarak hesaplanir. Ayrica

s Gw)| = €5 (W) =3, (wp,)
y, = arctan| Gy, (jw,,)/ Gyp (jw,,) | =61.565° oldugu gbrilir.

G,(jw)’ye iliskin belirsizlik diski ile s; ve s, noktalarinin F(jw) diizlemindeki iz
diisiimleri olan Sekil 6.29°daki eliptik bir belirsizlik diski ve buna iliskin F; ve F|

noktalar1 Sekil 6.35’de gosterilmistir. F(jw)’ye iliskin eliptik belirsizlik diski
lizerindeki F, ve F, noktalarn ile orijini birlestiren dogru pargalar1 yardimiyla

Sekil 6.35’deki bu eliptik diski sikica i¢ine alan Sekil 6.25’dekine benzer bir sektorii
elde edebiliriz. Sekil 6.35’de gosterildigi gibi tutuculugu azaltacak ve F(jw)’ye

iliskin eliptik belirsizlik diskini tam olarak sikica ig¢ine alacak bi¢imde birbirine
paralel ﬁ: ve FF, dogru parcalarn c¢izdirilerek F F,F,F, yamugunu olustururuz.

wy, =10 i¢in (6.170)’den ‘FO( JW; )| =1.0536 bulunur. F; ve F; noktalarmin orijine
=15y Gwp)| = |FGwa)| = 1] ()| =1.05894 olarak
hesaplanir. (6.173)’den  r.(w,,) =0.10589 olarak bulunurken; (6.174)’den ise
B, =5.7390" olarak hesaplanir. Bu sonuclardan yararlanarak FF,F,F, yamugunun

kose noktalarinin koordinatlari, (6.178), (6.179), (6.180) ve (6.181) kullanilarak

hesaplanabilir.

olan uzakliklar ‘FS( W)

Im[F (Ju) ]

1.z}

F = [
é ' ;\EFE 1t
- o Fa i

< 0.8}
Fi [
0.6}
0.4f
0.z}

ek Re[F(J) ]
-0.7 -0.6 -0.5 -0.4 -0.2 -0.2 -0.1 |'

Sekil 6.35: w, =10 I¢in Sekil 6.29°daki F(jw)’ye iliskin Eliptik Belirsizlik Diskini

Yamuk ile Cevreleme.
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Sekil 6.35°deki FF,F,F, yamugunun ve F(jw)’ye iliskin eliptik belirsizlik diskinin
K, -K, dizlemine iz digirilmesiyle, Sekil 6.36 elde edilir. Sekil 6.36, gergekte
Sekil 6.30°daki eliptik belirsizlik diskinin yamukla ¢evrelenmis bigimidir. K, - K,
diizlemindeki bu yamugun kose noktalarimin yerlerini belirlemek igin; (6.190),
(6.191), (6.192), (6.193), (6.194) bagintilar1 kullanilir.

Sekil 6.36 : w, =10 I¢in Sekil 6.30°daki Eliptik Belirsizlik Diskinin Yamuk ile

Cevrelenmis Bigimi.

w=w,, i¢in Sekil 6.36’nn elde edilisindeki yontemin, Sekil 6.33°de gorillen tiim
eliptik disklere uygulanmasiyla; K, — K, diizlemindeki P-bdlgelerinin siirlarina,

Sekil 6.37°de goriilen yamuklardan olusan belirsizlik bantini1 koyabiliriz.

%]

0=2
0=0 - éﬁ“ﬁ.
2.
s n Fp
L o
2 Ay
o)
3
0=1 & 0=3
.’4,:'
e o
o

Sekil 6.37 : Ornek 6.8 I¢in Dortgen Yontemi Kullanilarak K , — K, Dizlemindeki
P-bolgelerinin Yamuklarla Cevrelemesiyle Olusan Belirsizlik Banti (Mor Renkli).
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Sekil 6.37’ye dikkat edersek, belirsizlik bantindaki hig¢bir disk, orijini ne igerir ne de
(w—o0 icin olan hari¢) tegettir. Bu nedenle belirsizlik bolgeleri, belirsizlik
disklerini ¢evreleyen yamuklarin i¢lerinden olusan bantin da bulundugu mor renkle
gosterilen yerlerdir. Bu sistemi dayanikli kararli kilan PI kontroldrlerinin bolgesi ise,
Sekil 6.37°de goriilen mor renkli yerlerin disinda kalan ve kararsiz kutup sayisinin

sifir oldugu gri renkli bolgedir.

Belirsizlik bolgesini ve sistemi dayanikli kararli kilan PI kontrolorler bolgesini
bulmanin diger bir yolu da, Bolim 3.6’da verilen sonuglarin ¢:(0-7) arasinda
degismek {lizere (6.162)’de verilen yeni sisteme uyarlanmasini Oneren ikinci
yontemdir. Karsilastirma amaciyla birinci yoOntemle bulunan Sekil 6.33’deki
belirsizlik disklerinin iizerine Boliim 6.4.2°de verilen ikinci yontemle bulunan
belirsizlik bolgesi turuncu renkle taratilarak Sekil 6.38’de gdsterilmistir. Burada
dikkat ¢ekmesi gereken nokta, Pentium 4 CPU, 2.8 GHz islemcili ve 512 MB
RAM’e sahip bir bilgisayarda Mathematica 5 yazilimi kullanilarak yapilan
simiilasyonda birinci yontem yardimiyla bulunan Sekil 6.33°deki belirsizlik
bolgelerinin hesaplanmasinin 60.703 saniye kadar siirdiigli ve buna karsilik ikinci
yontemle bulunan Sekil 6.38°deki belirsizlik bdlgelerinin hesaplanmasinin ise
172.406 saniye siirdiigiidiir. Ayni bilgisayarda Bolim 6.4.3°’de verilen dortgen
yontemi kullanilarak yaklagik hesapla bulunan Sekil 6.37°deki iistten ¢evrelemeyle
yamuklardan olusan ve mor renkle gosterilen belirsizlik bdlgesinin elde edilmesi ise
0.484 saniye siirmiistiir. Bu sistem i¢in dortgen yontemi kullanilarak yapilan yaklasik
hesaplarin sonucunda iglem hizi, birinci yonteme kiyasla 120 kat kadar
arttirtlmisken; ikinci yonteme kiyasla ise 345 kat kadar arttirilmastir.
Ei
10

s [
Sekil 6.38 : Ornek 6.8 igin Boliim 6.4.2°deki 2. Yéntemle Bulunan X, - X,

Diizlemindeki Belirsizlik Bolgesi (Turuncu, 2. Yontemle; Yesil 1. Yontemle bulunandir).
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Belirsizlik disklerinin bir kismimnin orijini igermesi veya bir noktada dokunmasi

durumuna 6rnek olmasi agisindan asagidaki sayisal drnek verilmistir.

6.4.3.2 Ornek 6.9 (Yontem 1, Yontem 2 ve Dortgen yontemi icin)

Kesin nedensel olan

6s° +14.755* +55.55 + 72
s*+21s° +58s% +104s + 96

G,(s) = (6.219)

sistemi ve W (s) = 25 +1
s+100

agirlik transfer fonksiyonunun olusturdugu Sekil 3.15’deki

yapisal olmayan belirsizlik iceren sistemi, dayanikli kararli kilacak PI kontrolorler
bolgesini bulalim.
Bolim 6.1°de verilen yontem yardimiyla belirsizligin olmadigi durumda K, - K,

parametre uzayinda kararsiz kapali ¢evrim kutup sayisinin ayni kaldigr P-bolgeleri,
Sekil 6.39°da gosterilmistir. G, (s) sistemi, kesin nedensel oldugundan; w — o igin

bir kararlilik sinir1 yoktur. w=0 i¢in, K, =0 dogrusu bir kararlilik siniridir. Ayrica

(6.27) ve (6.28)’den olusturulan kararlilik sinir1 vardir. Golgelendirilmis olan bdlge,
G, (s) sistemini kararli kilan PI kontrolorler bélgesidir.

Ki

d=2 a=0

& G S =12 —P

| G=1 i t

Sekil 6.39 : Ornek 6.9°da Belirsizligin Olmadig1 Durum I¢in K , — K, Diizleminde
P-bolgeleri ve Kararsiz Kutup Sayilar: (w=25).

Simdi belirsizlik olan sistem icin birinci yontemi kullanalim. Bu yontemin ilk
asamast igin w, =20 olarak secilmek iizere §:(0-27) arasinda degismek lizere

(6.140)’dan G, (jw) ’ye iliskin bir belirsizlik diski, Sekil 6.40°da goriilmektedir.
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TraGg (Jw)

-0.073

ReGg (Jw)
0.0%5 0.125 0.15 0.175 0.2 0.EE5
-0.22

-0.25

Sekil 6.40 : Ornek 6.9°da Wy, =20 I¢in G,(jw)’ye lliskin Bir Belirsizlik Diski.

w;, =20 i¢in G,(jw)’ye iliskin belirsizlik diski orijini igermemektedir. w, =20
icin  G,(jw)’ye iliskin belirsizlik diskindeki noktalarin F(jw) diizlemine iz
diisiiriilmesiyle bulunan eliptik belirsizlik diski, Sekil 6.41°de gdsterilmistir.

Sekil 6.41 : Ornek 6.9°da Wy, =20 Icin F(jw)’ye Iliskin Bir Eliptik Belirsizlik Diski.

wg =20 igin F(jw) diizlemindeki belirsizlik diskinin K, - K, diizleminine iz

diisiiriilmesi sonucu Sekil 6.42°deki gibi doniistiiriilmiis bir eliptik disk elde edilir.
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Sekil 6.42 : Ornek 6.9°da w,, =20 I¢in K, - K, Diizleminde Eliptik Belirsizlik Diski

Orijini igermeyen G, (jw)’ye iliskin belirsizlik disklerinin K -K, diizlemindeki

dontisiikleri olan eliptik belirsizlik disklerinin olusturdugu yesil renkli belirsizlik
bolgesinin bir kismi, K, =0 dogrusu ve civarindaki P-bolgelerindeki kararsiz kutup

sayisi, K — K, dizlemi i¢in Sekil 6.43°de gosterilmistir.

Ej
y an
2
:
£ 20l
i
a=1 7
zol8=n
e G “"?ﬁ-s;..
= . g
o
-3 -£ o=1 -a -z e

Sekil 6.43 : Ornek 6.9 Igin Orijini igermeyen Belirsizlik Disklerinden Kaynaklanan
ve 1. Yontemle Bulunan K, - K, Diizlemindeki Belirsizlik Banti.

Buraya kadar segilen w, frekansi i¢in belirsizlik diskleri, orijini i¢ermiyordu.
Birinci yontemin ikinci asamasi olarak w, frekansi arttirilirsa; belli bir frekanstan
sonra belirsizlik diskleri, orijini icermeye baslar. Ornek olmas1 acisindan w,, =400

olarak secelim. Bu frekans icin 6:(0-27) arasinda degismek tizere G,(jw)’ye

iliskin belirsizlik diski, Sekil 6.44’de gosterilmistir. Bu disk, orijini ig¢erdiginden
Sekil 6.23c’deki gibi bir yapiya uymaktadir. Bu nedenle bu diskin F(jw)

diizlemindeki iz diistimiinden elde edilen diskin disi, belirsizlik bolgesine dahil

olacaktir.
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ImG.:,

Rezg

0.01 0.0Z

Sekil 6.44 : Ornek 6.9°da W, =400 I¢in G (jw)’ye Iliskin Bir Belirsizlik Diski.

w,, =400 icin F(jw)'ye iligkin eliptik belirsizlik diski ise, G,(jw)’ye iliskin

olanindan yararlanarak Sekil 6.45°deki gibi grafiksel olarak gosterilebilir.

ReF {Juw)

-4 -z0 20 ]
ot

Sekil 6.45 : Ornek 6.9°da w,. =400 Igin F(jw)’ye Iliskin Bir Belirsizlik Diski.

w,, =400 icin F(jw) dizlemindeki belirsizlik diskinin K, —K; diizleminine iz

diistiriilmesi sonucu Sekil 6.46’daki gibi orijini iceren bir eliptik disk elde edilir. Bu
nedenle K, —K; dizlemindeki kararlilik smirlarmin etrafindaki belirsizlik banti

olusturulurken; bu disklerin dis kisimlar1 dikkate alinacaktir.
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Sekil 6.46 : Ornek 6.9°da w, =400 Igin K, - K, Dizlemindeki Eliptik Bir
Belirsizlik Diski.

G,(jw)’ye iliskin belirsizlik disklerinin elde edilisinden hareketle 0 <w <200 arasi

A
icin  G(jw)’nin  Nyquist egrisi etrafinda olusan  belirsizlik  bantlar,

Sekil 6.47°de gosterilmistir.

It

.o . A
Sekil 6.47 : Ornek 6.9’da 0 < w <200 Igin G(jw) nin Nyquist Egrisi.

G, ()W (s) nedensel oldugundan; w — oo i¢in K - K, diizleminde sonsuz kok sinir1

ve bu sinir etrafinda herhangi bir belirsizlik bant1 yoktur. 0 < w < oo arasi frekanslar
igin (6.156) ve (6.157)’den yararlanarak K -K; diizleminde kompleks kok sinirin

cevreleyen belirsizlik banti, Sekil 6.48’deki gibi bulunur. Birinci yontemin
kullanilmastyla bulunan Sekil 6.48’deki yesil renkli bolgenin i¢i, orijini icermeyen

belirsizlik disklerinden olusmusken; kirmizi renkli bolge ise, orijini igeren disklerin
K,-K, dizlemindeki iz disimlerinin dis kisimlarindan olusmustur. Aslinda

Sekil 6.48, orijini icermeyen G,(jw)’ye iliskin belirsizlik disklerinden kaynaklanan

Sekil 6.43’deki yesil renkli belirsizlik bolgesinin {izerine ilave olarak, orijini igeren
belirsizlik disklerinin K - K, diizlemindeki dontsiiklerinin disinda kalan bolgelerden

olusan kirmizi renkli belirsizlik bélgesinin de eklenmis bigimidir. w =0 i¢in, K, =0
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dogrusu, reel kok siniridir. Sekil 6.48°de 6 =0 olan bdlge, verilen agirlik transfer

fonksiyonu i¢in sistemi dayanikli kararli kilan PI kontroldrlerin bolgesidir.

B N B 5 ) ) B 11/ VO O Y A

Sekil 6.48 : Ornek 6.9 i¢cin K , — K, Diizlemindeki P-bolgeleri ve 1. Yontemle

Bulunan Belirsizlik Bolgeleri (Yesil renk, Orijini Igermeyen Disklere Iliskin Olmasina

Karsilik; Kirmizi Renk, Orijini Igeren Belirsizlik Disklerine iliskindir).

Sekil 6.48’in elde edilmesiyle dayanikli kararli yapan PI kontrolérlerin bdlgesinin
bulunmasi, olduk¢a zaman alir ve cebrik olmayan hesabla niimerik olarak
bulunabilir. Bu nedenle Bolim 6.4.3’de verilen dortgen yontemini kullanarak
G, (jw)’ye iligkin orijini igermeyen belirsizlik disklerinin oldugu durum i¢in K - K,
diizleminde olugan belirsizlik bdlgesini iistten ¢evreleyip i¢ kisimlarini almakla ve
G, (jw)’ye iligkin orijini igeren belirsizlik disklerinin oldugu durum i¢in ise K, - K,
diizleminde olusan belirsizlik bolgesinin tutuculugu en aza indirecek bigimde dis

kisimlarini almakla, hizli bir ¢6ziim elde edebiliriz.

Oryjini igermeyen G, (jw)’ye iliskin belirsizlik disklerini iistten siki bir sektor ile

cevrelemeyi amaglayan Boliim 6.4.3’deki yontem, hizli bir sekilde cebirsel islemleri
yapabilmek acisindan dikkate degerdir. Sekil 6.40’da verilen G,(jw)’ye iliskin
belirsizlik diskini en siki bigimde i¢ine alan bir sektdr, w, =20 i¢in Sekil 6.49°da
gosterilmistir. Burada &;(w,,)=0.0861 olarak hesaplanirken; G,(jw,)=0.1513,
G, (jw,)=-0.1596 ve ‘Go(jwﬁx) =0.219 olarak bulunur. g(w,)=0.134 ve

=0.2024

g,(w;,)=0.306 olarak hesaplanir. (6.166)’dan ise ‘ss(jwﬁx) =‘s6(jwﬁx)

olarak bulunur. Ayrica y, =—-46.43" oldugu goriiliir.
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Sekil 6.49 : w, =20 I¢in Sekil 6.40°daki G,(jw)’ye Iliskin Belirsizlik Diskini Igine
Alan Sektor.

wg, =20 icin G, (jw)’ye iliskin belirsizlik diski ile s; ve s, noktalarimin F(jw)

diizlemindeki iz diistimleri, Sekil 6.50’de gosterilmistir. F(jw)’ye iliskin eliptik
=4.5468 ve

belirsizlik diskini sikica icine alan FF,F,F, yamugu i¢in ‘E)( IWs)
‘Fs(jwﬁx) :‘Fﬁ(jw )| =4.9411 olarak hesaplanir. Ayrica 7, (w,)=1.93424 olarak
bulunurken; S, =23.057° olarak hesaplanir. Sekil 6.49’daki O merkezinin F(jw)

diizlemine iz diisiimii, O olarak Sekil 6.50°de gdsterilmistir.

TwF {Jw)
1 1 1 1 1 . . _ ReF{]w)
-7 -& -5 -4 -3 -2 =
Fa -1
>
Fg -
.5""_"""‘\.\\ -
F= .
-3
L . “F
O -4
4F ¢
\_/ -5
-6
-7
@F=

Sekil 6.50 : w, =20 Icin Sekil 6.41°deki F(jw)’ye liskin Eliptik Belirsizlik Diskini

Yamuk ile Cevreleme.
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Sekil 6.50°deki FF,F,F, yamugunun ve F(jw)’ye iliskin eliptik belirsizlik diskinin
K, -K, dizlemine iz diigirilmesiyle, Sekil 6.51 elde edilir.

Ei
140}
1zof
100¢
s0f

60 [

-7 -6 -5 “#_4 -z -1 |

Sekil 6.51 : w, =20 Icin Sekil 6.42°deki Eliptik Belirsizlik Diskinin Yamuk ile

Cevrelenmis Bigimi.

Bolim 6.4.3°deki yaklagik yontemin ikinci asamasi olarak w, frekansi arttirilip
secilen w, =400 i¢in bulunan Sekil 6.44’deki G, (jw)’ye iligkin orijini igeren

belirsizlik diskinin i¢ine Sekil 6.52’de goriilen ss¢5,5,, dortgenini yerlestirelim.

Imizg

REGD

Ea

Sekil 6.52 : Ornek 6.9°da w,, =400 I¢in, Sekil 6.44 ile Verilen G,(jw)’ye Iliskin

Orijini Igeren Belirsizlik Diski ve s,5¢505;, Dortgeni.
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Sekil 6.52’ye iliskin olarak w, =400 i¢in, &;(w,)=0.0292 olarak hesaplanirken;
Gor(Jwy) =—0.01504, G, (jw,,)=0.01415 ve ‘Go(jwﬁx) =0.0007 olarak bulunur.
s;(jw) ve sy(jw) nin genlikleri, (6.196) ve (6.197)’den ‘s7 (Jw,.)
=0.0443 olarak bulunur. (6.211)’den L ,g(w, ) =0.0556 olarak hesaplanir.

=0.0141 ve

‘S9(jWﬁx)

Ayrica (6.213)’den yaralanarak « =17.74° oldugu goriiliir. Sekil 6.52°den hareketle
(6.215) ve (6.216)dan w, =400 igin, s,(jw,) ve s,(jw,) noktalarmin

koordinatlar1 elde edilir. Bu iki noktanin F(jw) diizlemine iz diisiimiiyle elde edilen
F,(jw, ) ve F,(jw, ) noktalari, ayn1 eksen lizerinde olacaktir.

Sekil 6.52°de goriilen G,(jw)diizlemindeki belirsizlik diskine iliskin s, (jw),
ss(Jjw), So(jw) ve s,,(jw) noktalarinin F(jw) diizlemine iz diisiiriilmesiyle elde
edilen ve $ekil 6.45°deki eliptik belirsizlik diski tizerinde yer alan F,(jw), F;(jw),
Fy(jw) ve F,(jw) noktalariin olusturdugu F,FFF,, es kenar dortgeni,

Sekil 6.53’de verilmistir.

TwF (Jw)
Fg

Fa

ReF (qw)

N4

Fiof

Sekil 6.53 : Ornek 6.9°da Sekil 6.48 ile verilen F(jw)’ye Iliskin Eliptik Belirsizlik
Diski ve F,F FyF,, Dortgeni.

Boylece orijini igeren ve igermeyen G, (jw)’ye iliskin belirsizlik disklerinin icerden

ve disaridan ¢evrelenmesine dayanan Bolim 6.4.3’deki yaklasik yontemin
kullamlmasiyla K, -K, dizleminde olusan belirsizlik bolgesi, Sekil 6.54°de

gosterilmistir. Bolim 6.4.3°deki yaklasik yontemle bulunan Sekil 6.54’deki mor

renkli bolgenin i¢i, orijini icermeyen belirsizlik disklerinden olugsmusken; mavi
renkli bolge ise, orijini igeren disklerin K - K, diizlemindeki iz distimlerinin dis
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kisimlarindan olugmustur. 6 =0 olan bolge, bu yontemle bulunan ve kapali
cevrimde sistemi dayanikli kararli yapacak PI kontroldrlerin bolgesidir. Bu bolgenin
Sekil 6.48’deki kapali ¢gevrim kutup sayisinin sifir oldugu gergek bolgeye gore daha
kiigiik olmasi, Boliim 6.4.3’deki yaklasik yontemin tutucu sonu¢ verdiginin bir
gostergesidir.

i.ilm.d“lﬁI'|||||||'|“ | -

e I - -
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Sekil 6.54 : Ornek 6.9 I¢in K, - K, Diizleminde Belirsizlik Disklerinin Iceriden ve

Disaridan Cevrelenmesine Dayali Dayanikli Karali Kilan PI Kontrolorler Bolgesi.

Sekil 6.48°deki belirsizlik bolgelerinin Sekil 6.54°deki belirsizlik bolgeleri tarafindan
kaplanmasiyla, Sekil 6.55 elde edilir.
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Sekil 6.55 : Ornek 6.9 Icin Sekil 6.48 ile Sekil 6.54’{in Karsilastirilmas1 (Maviler
Orijini Igeren; Morlar Orijini Igermeyen Disklere iliskin Dortgen Yéntemiyle Bulunan
Yaklagik Belirsizlik Bélgeleridir. Diger Taraftan Kirnizilar ise Orijini Igeren; Yesiller

Orijini Icermeyen Disklere iliskin 1. Yontemle Bulunan Gergek Belirsizlik Bolgeleridir).
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Sekil 6.55%¢ dikkat edersek orijini igermeyen belirsizlik disklerinin K - K,

diizlemindeki iz diistimlerinin i¢ kisimlarindan olusan yesil renkli gercek bolgenin
tutucu sonug veren Boliim 6.4.3’deki dortgen yontemiyle bulunan orijini igermeyen
belirsizlik disklerinin K, -K, diizlemindeki iz distimlerinin i¢ kisimlarindan olusan

mor renkli bolge tarafindan kaplanmis oldugunu ve ayrica orijini igeren belirsizlik
disklerinin K -K, diizlemindeki iz diigimlerinin dis kisimlarindan olusan kirmizi

renkli gercek bolgenin tutucu sonug veren dortgen yontemiyle bulunan orijini igeren
belirsizlik disklerinin K- K, diizlemindeki iz diigimlerinin dis kisimlarindan olusan

mavi renkli bolge tarafindan kaplanmis oldugunu goriiriiz.

Bu sistemi dayanikli kararli kilan PI kontroldrler bolgesini belirlemek icin ikinci
yontem olarak Bolim 6.4.2°de Onerilen yontemle bulunan belirsizlik bolgesi,
gri renkle taratilarak Sekil 6.48’deki belirsizlik bolgesiyle birlikte Sekil 6.56’da
gosterilmistir. Gri renkli belirsizlik bolgesinin birinci yontemle bulunan yesil-kirmizi
renkli belirsizlik bolgesiyle ayni olan gergek bolge oldugu, Sekil 6.56’dan

goriilmektedir.
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Sekil 6.56 : Ornek 6.9 i¢in 1. ve 2. Yontemle Bulunan X, - K, Diizlemindeki

Belirsizlik Bolgelerinin Karsilastirilmasi (Kirmizilar Orijini Igeren; Yesiller Orijini
Icermeyen Disklere Iliskin 1. Yéntemle Bulunan Belirsizlik Bolgeleridir. Gri Renkli Bolge

ise 2. Yontemle Bulunan Belirsizlik Bolgesini Gosterir).

Pentium 4 CPU, 2.8 GHz islemcili ve 512 MB RAM’e sahip bir bilgisayarda
Mathematica 5 yazilimi kullanilarak yapilan simiilasyonda birinci yontem yardimiyla
bulunan Sekil 6.48’deki belirsizlik bolgelerinin hesaplanmasi 78.812 saniye kadar
stirerken; ikinci yontemle bulunan Sekil 6.56’daki belirsizlik bdlgesinin

215



hesaplanmast ise 62.735 saniye silirmiistiir. Ayrica Boliim 6.4.3°de verilen dortgen
yontemi kullanilarak yaklagik hesapla bulunan Sekil 6.54’deki belirsizlik
bolgelerinin elde edilmesi, 0.385 saniye silirmiistiir. Dortgen yontemi kullanilarak
yapilan yaklasik hesaplarin sonucunda islem hizinin birinci ve ikinci yonteme kiyasla
oldukea cok arttirilmis oldugu goriiliir.

6.5 Sonucg

Bu boliimde, parametre uzay1 yaklasimi kullanilarak zaman gecikmesiz ve gecikmeli
sistemleri kapali ¢evrimde kararli yapacak PI kontroldrler hesaplanmustir. Ozel bir
durum olarak birinci mertebeden zaman gecikmeli sistemler i¢in PI kontrolorler
tasarlamak amaciyla kutup atama iizerine kurulu ve genelde asimsiz birim basamak
yanit1 veren yeni bir yontem de tanitilmistir. Bu yontemle elde edilen sonuclar, PI
kontrolor katsayilar1 ayarlama {izerine literatiirde 1iyi bilinen yontemlerle
karsilastirilmis ve gesitli sayisal drneklerle birlikte gergek bir sistem {izerinde de test
edilmistir. Ayrica yapisal olmayan belirsizlik iceren zaman gecikmesiz sistemleri
kapali cevrimde dayanikli kararli kilabilecek tiim PI kontroldrler bdlgesini
hesaplamak i¢in yeni yOntemler Onerilmistir. Birinci yOntem, orijini igeren ve
icermeyen G,(jw)’ye iliskin belirsizlik disklerinin sirastyla dis ve i¢ kisimlarmin
alinip PI diizlemine iz diisiiriilmesiyle belirsizlik bolgesinin bulunmasina dayanan bir
yontemdir. Bu yolla bulunan belirsizlik bolgesinin disinda kalan ve kararsiz kutup
sayisinin sifir oldugu bolge dayanikli kararli yapacak PI kontrolorlerinin bolgesidir.
[k yontemdeki hesap yogunlugunu azaltip belirsizlik bélgesini hizlica bulabilmek
icin G,(jw)’ye iliskin orijini igermeyen belirsizlik disklerinin PI diizlemindeki iz
diistimleri olan eliptik belirsizlik disklerinin etrafi disaridan yamuklarla kaplanip i¢
kisimlar1 alinmigken; orijini icerenlerinkinin ise igeriden es kenar dortgenlerle
cevrelenip dis kisimlart alinmistir. Dortgen yontemi adi verilen bu yontemle bulunan
dayanikli kararli kilan PI kontrolorleri bdlgesi, yaklasik bdolgedir. Belirsizlik
bolgesini ve sistemi dayanikli kararli yapacak PI kontrolorler bolgesini bulmak igin
ikinci bir ¢oziim olarak da PI kontroldér parametrelerinin kutupsal koordinatlarda
yazilmasina ve elde edilen yeni sisteme Bolim 3.6’da verilen sonuglarin
uyarlanmasina dayanan bir yontem Onerilmistir. Birinci ve ikinci yontemin dayanikl
kararli yapacak PI kontroldrler bdlgesinin tam bir kiimesini veren yavas bir yontem
oldugu; fakat buna karsilik dortgen yontemin tutucu sonug¢ veren hizli bir yontem

oldugu, iki sayisal 6rnek kullanilarak da gosterilmistir.
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7. SONUCLAR VE TARTISMA

Bu tezde ilk olarak dayanikliligin bir 6l¢iitii olan kazang¢ ve faz paylarinin verilen
degerleri icin zaman gecikmesiz sistemleri kapali ¢cevrimde kararli yapan oransal
kontrolorlerin tam bir kiimesini hizlica hesaplamak amaciyla Nyquist teoreminin bir
genellestirilmesine dayanan ve Munro ve dig. (1999) ve Soylemez ve dig. (2003)
tarafindan dnerilmis olan ydnteme ilave kosullar konulmustur. Istenen kazang payi
ve faz pay1 kriterlerini ayn1 anda saglayan oransal kontroldrleri bulmak icin her iki
kriteri ayr1 ayr1 saglayan oransal kontroldrlerin ortak kiimesinin alinmasi yeterlidir.
Bu ortak kiime her durumda olmayabileceginden veya kazang ve faz payi
kisitlamalarinin  istenen her degeri icin sistem kapali ¢evrimde kararh
yapilamiyacagindan bunlarin smirlarimt bulmak amaciyla erisilebilir maksimum
kazan¢ paymmi1 ve maksimum faz paymi hesaplayabilen yontemler gelistirilmistir.
Ozellikle erisilebilir maksimum faz paymin hesabinda agik gevrim sistemin kararlilik
durumuna gore g tiir sisteme iliskin olarak yontem gelistirilmis ve sayisal 6rneklerle

de incelenmistir.

Zaman gecikmeli sistemlerin kararlilik incelemesi polinomsu bi¢imindeki
karakteristik denklemlerinin sonsuz sayida koke sahip olmasindan dolay1r zaman
gecikmesiz sistemlerinkinden daha zordur. Padé yaklasiminin kullanilmasiyla zaman
gecikmesi terimi, rasyonel bir fonksiyon bi¢gimine getirilmis ve bdylece elde edilmis
yeni es deger sistem i¢in Nyquist teoreminin bir genellestirilmesine dayanan yontem
kullanilarak kararlilik analizi yapilmistir. Ancak bu yolla elde edilen kazang
araliklari, Padé yaklasimimnin kullanilmasindan kaynaklanan ve yaklasimin
mertebesine bagh olarak degisen hatalar igerir. Bu amacla kararliligin belirsiz oldugu
bu hata paylarin1 da bularak, sistemi kapali ¢cevrimde kesin kararli yapan kazang
araliklarin1 cebrik olarak hesaplayan yeni bir yontem Onerilmistir. Pade es degerini
kapali ¢cevrimde kararli yapan kazanclar ile 6nerilen bu yontemle hesaplanan hata
paylan arasindaki kiimesel fark, kapali ¢evrim sistemi kesin kararli kilan kazang
araliklarim1 verir. Ayrica hem zaman gecikmesi hem de kazang pay1 ve faz payi
kisitlamalar1 altinda kapali ¢evrim sistemi kararli yapan kazancglarin hesab1 yapilarak
da bu yonteme ilave kosullar getirilmistir. Zaman gecikmesiz sistemlerde hesap
yontemleri verildigi gibi zaman gecikmeli sistemler i¢in de maksimum kazang¢ pay1
ve maksimum faz payinin hesap yontemi elde edilmistir. Zaman gecikmeli sistemler

icin maksimum kazang pay1 bulunurken; yukarida anlatilan ve hata paylariyla birlikte
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sistemi kesin kararli yapan kazang araliklarinin mutlak degerce en biiyiik ve en
kiiciik degerinin oramindan yaralanilmistir. Onemli bir sonug olarak, zaman
gecikmeli sistemler icin maksimum faz payr hesabinda iistel bigcimde olan zaman
gecikmesi terimini igermeyen tam ¢Oziim bulunmustur. Bu ¢6ziim, polinomsu
biciminde olmayan reel katsayili bir polinomun sonlu sayida reel kokiiniin
bulunmasini gerektirdiginden; hesab1 6nemli 6l¢iide kolaylagtirir. Zaman gecikmeli
sistemlere iligkin elde edilen tiim hesap yontemleri, sayisal orneklerle de

anlatilmistir.

Yapisal olmayan belirsizlikler sistemlerde kararsizliga neden olabildikleri igin,
bunlara kars1 sistemleri dayanikli kararli kilacak P ve PI kontrolorlerin tasarlanmasi
onem kazanmaktadir; c¢iinkii kontrolér tasariminda dayaniklilik, sistemlerin
belirsizliklere karsi gosterdigi toleransin da bir Slgiitiidiir. Bu amagla verilen bir
agirlik transfer fonksiyonu icin yapisal olmayan belirsizlik iceren zaman gecikmesiz
sistem yapisini kapali ¢evrimde dayanikli kararli yapacak tiim kazanglarin hesabi i¢in
yeni bir yontem Onerilmistir. Bu amagla Nyquist teoreminin bir genellestirilmesi
kullanilmistir. Yapisal olmayan belirsizlik iceren bir sistemin Nyquist egrisi, bir egri
ailesi biciminde oldugundan reel ekseni bdlgeler bigiminde keser ve boylece nominal
sistemin Nyquist egrisininde oldugu egri ailesi, belirsizlik disklerinden olusan bir
belirsizlik bantinin i¢inden geger. Belirsizlik bantinin reel ekseni kesim yerlerinden
bulunan kazang¢ kiimeleri, sistemin kararlilig1 hakkinda kesin bir sey sdylenemeyen
belirsizlik kazang araliklarini verir. Nominal sistemi kararli yapan kazang kiimeleri
ile belirsizlik kazan¢ kiimelerinden yararlanarak yapisal olmayan belirsizlik i¢eren
bir sistemi dayanikli kararli kilan kazang¢ kiimelerinin hesabinin hizlica yapilabildigi,

sayisal ornekler tizerinde de teyit edilmistir.

Zaman gecikmesiz ve gecikmeli sistemleri kapali ¢evrimde kararli yapacak PI
kontrolorler kiimesini hesaplamak i¢in parametre uzayr yaklasimi (Ackermann ve
dig. 2002a) kullanilmistir. Parametre uzay1 yaklasimi, kararsiz kapali ¢evrim kutup
sayisinin aynt kaldigi PI diizlemindeki boélgelerin bulunmasi ve frekans tanim
bolgesinde reel kok siniri, sonsuz kok sinirt ve kompleks kok sinirlarindan olusan
kararlilik smirlarinin belirlenmesi {izerine kuruludur. Yapisal olmayan belirsizlik
iceren zaman gecikmesiz sistemleri kapali ¢evrimde dayanikli kararli kilabilecek tiim
PI kontroldrler bdlgesini hesaplamak icin parametre uzayi1 yaklasimi tabanli yeni
yontemler Onerilmistir. Birinci yontem, agirlik transfer fonksiyonunun mutlak
degerinin birden kiigiik ve biiyiik olmasina gore orijini igmeyen ve igeren G,(jw)’ye
iliskin belirsizlik disklerinin sirasiyla i¢ ve dis kisimlarinin alinip PI diizlemine iz
diistiriilmesiyle belirsizlik bolgesinin bulunmasina dayanan hizli olmayan bir

yontemdir. Belirsizlik bolgesinin digsinda kalan ve kararsiz kutup sayisinin sifir
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oldugu bolge, dayanikli kararli yapan PI kontrolorlerinin yaklasik olmayan gercek
bolgesidir. Bu yonteme alternatif olan dortgen yontemi G, (jw)’ye iliskin orijini
icermeyen belirsizlik disklerinin PI diizlemindeki iz diisiimleri olan eliptik belirsizlik
disklerinin etrafi disaridan yamuklarla kaplanip i¢ kisimlar1 alinmasina ve ayrica
orijini igerenlerinkinin ise igeriden es kenar dortgenlerle ¢evrelenip dis kisimlarinin
alinmasina dayanan hizli bir yontemdir. Bu yontemle bulunan dayanikli kararli kilan
PI kontrolorleri bolgesi, yaklasik bolgedir. Belirsizlik bolgesini ve sistemi dayanikli
kararl1 yapacak PI kontrolorlerin bolgesinin tutucu olmayan tam bir kiimesini bulmak
icin ikinci bir ¢O6ziim yolu olarak PI kontrolor parametrelerinin kutupsal
koordinatlarda yazilmasina ve elde edilen yeni sistem i¢in birim dairenin taranmasina
dayanan bir yontem Onerilmistir. Birinci ve ikinci yontemin dayanikli kararli yapacak
PI kontrolorler bolgesinin tam bir kiimesini veren yavas yontemler oldugu; fakat
buna karsilik dortgen yontemin tutucu sonu¢ veren hizli bir yontem oldugu, iki
sayisal 6rnek kullanilarak da gosterilmistir. Onerilen yontemlere iliskin islem hizi,
iki sayisal 6rnek icin Pentium 4 CPU, 2.8 GHz islemcili ve 512 MB RAM’e sahip bir
bilgisayarda Mathematica 5 yazilim versiyonu kullanilarak yapilan simiilasyonlarla

saptanip karsilagtirilmigtir.

Ozel bir durum olarak zaman gecikmeli birinci mertebeden sistemler igin kutup
atama tabanli ve genelde asgimsiz birim basamak yanit1 veren yeni bir PI kontrolor
ayarlama yontemi gelistirilmistir. Bu yontemle elde edilen sonuglar, PI kontrolor
katsayilar1 ayarlama {izerine literatlirde iyi bilinen yoOntemlerle karsilastirilmis ve
cesitli sayisal Orneklerle birlikte gercek bir sistem {izerinde deneysel sonuglar

kullanilarak da test edilmistir.

Ayrik zamanli sistemleri kapali ¢gevrimde kararli yapacak kazanglarin hesabi igin iki
yontem Onerilmistir. Birinci yontem, ayrik zamanli sistemlerde Chebyshev
polinomlar1 kullanilarak bulunan yeni sistemin Nyquist egrisinin reel ekseni kestigi
yerlerin hesaplanmasi ve bunlara iliskin kazang araliklari i¢in kararsiz kutuplarin
sayisin1 belirlemesi {izerine kuruludur. Ikinci yéntem ise, Nyquist teoreminin Munro
ve dig. (1999) tarafindan verilmis bir genellestirilmesinin ayrik zamanli sistemlerin
bilineer donilistimleri olan sistemlere uyarlanmasi tzerine kuruludur. Zaman
gecikmesiz sistemlere iliskin verilen tiim sonuglar, ayrik zamanl sistemlerin bilineer
doniisiimleri olan es deger sistemleri icin de gecerlidir. Ornek bir ayrik zamanlh
sistem lizerinde iki yontem de kullanilmis ve birbirine ¢ok yakin sonuglar

bulunmustur.

Yapilan tiim tasarimlar lizerinde gelecekte yapilabilecek bazi ¢aligmalar su sekilde

siralanabilir;
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1) Zaman gecikmeli ve zaman gecikmesiz sistemler icin istenen kazang payi ile faz
payint saglayan kazanglarin hesaplanmasinda kullanilan yontemler, basta PI ve PID
kontrolorler olmak iizere daha karmasik yapili kontrolorlere uyarlanabilir. Benzer
yaklagimla zaman gecikmeli ve gecikmesiz sistemlere iliskin erisilebilir maksimum
kazang pay1 ve maksimum faz paymin hesaplanmasi amaciyla onerilmis yontemler

de daha karmasik yapili kontroldrlerin bulundugu sistemler i¢in gelistirilebilir.

2) Yapisal olamayan belirsizlik igeren sistemleri kapali ¢evrimde dayanikli kararl
yapacak P ve PI kontrolorler i¢in Onerilmis yOntemlerden yararlanarak &zellikle
dayanikli kararli kilan PID kontrolorlerin ve daha karmasik kontroldrlerin hesabi

yapilabilir.

3) Ayrik zamanli sistemlerin oransal kontrolorlerle kapali g¢evrimde kararli
yapilmasina iligskin besinci boliimde verilen yontemler, PI ve PID kontrolorler gibi

iki ve {li¢ parametreli kontroldrler i¢in de avantaj saglayacag diistiniilmektedir.

4) Dayanikli kararlilik disinda ilave pek cok performans oSlgiitleri i¢in de P, PI ve
PID kontrolorler kiimelerinin hesabi yapilabilir.
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EKLER

Sekil 3.21 ve Sekil 3.22’ye liskin Matlab Simiilasyonu:

B=ultidyn("B",[1 1], Type", "GainBounded®, "Bound~,1);
B.SampleStateDim = 2;

numSamples=50;
tmax=8;
r=siggen("1",[0:.02:tmax]);

barr=usample(B,numSamples);

Gs = nd2sys([5 14.75 49.5 72],[1 -11 48 -104 96]);
Ws = nd2sys([1-2 2 1],[1 40 100D);

K = nd2sys([5-1.[1]);

figure;

for i=1l:numSamples
Bex=barr(1,1,1);
[A,B,C,D]=ssdata(Bex);
BB=pck(A,B,C,D);
systemnames="Gs Ws BB";
inputvar = "[u]”;
outputvar = "[Gs]";
input_to BB ="[Ws]";
input_to Ws ="[u]";
input_to Gs ="[u+BB]";
sysoutname="GG" ;
cleanupsysic="yes";
GG=sysic;
w=logspace(-1,4,150);
frGG=Frsp(GG,w);
vplot("nyq”,frGG);
hold on;

end

figure;

for i=1:numSamples
Bex=barr(1,1,1);
[A,B,C,D]=ssdata(Bex);
BB=pck(A,B,C,D);
systemnames="Gs Ws BB K-";
inputvar = “[r]";
outputvar = "[Gs]";
input_to BB ="[Ws]";
input_to Ws ="[K]";
input_to_Gs ="[K+BB]";
input_to K ="[r-Gs]";
sysoutname="T";
cleanupsysic="yes";
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T=sysic;

[A,B,C,D]=unpck(T);

eig(A)

w=logspace(-1,4,150);
y=trsp(sel(T,1,1),r,tmax,1le-3);
vplot(r, g",y, r");

hold on;

end
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