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KABARCIKLI SIVILARDA KAV ITASYONLU DA IM i LULE AKISLARININ
KARARLILI GIVE SOLITON OLUSUMU

OZET

Bu tezde, kabarcikli sivilarda kavitasyonlu daimi liile akis1 ¢oziimlerinin kararlilig:
ve soliton olugumu problemleri ele alinmigtir.  Birinci problemin amaci,
yakinsak-iraksak bir liillede sanki-bir-boyutlu kavitasyonlu daimi kabarcikh akig
¢Oztimlerinin, kabarcik/kabarcik etkilegmeleri de gozoniinde bulundurularak
zamana goére kararliligini incelemektir. Bunun igin homojen kabarcikh
sivi akigi modeli kullanilarak, sanki-bir-boyutlu daimi olmayan kavitasyonlu
lile akis denklemleri kabarcik dinamigi yasasiyla birlegtirilerek (iyilestirilmis
Rayleigh-Plesset denklemi) model denklemler insa edilmigtir. Cekirdeklegme,
kabarcik boéliinmesi ve kabarcik birlesmeleri ihmal edilmigtir. Tiim soniim
mekanizmalari, viskoz yutulma bi¢iminde tek bir soniim katsayisi olarak ele
alinmig, kabarciklarin biiyiime ve biiziilmelerinde kabarcik ic¢indeki gaz igin
politropik yasa kullamilmigtir.  Baglangic dagilimlari, giris kogullar1 ve liile
geometrisi, liilede kavitasyon olusacak gekilde alinmigtir. Bu varsayimlar altinda,
model denklem sistemi, akig hiz1 ve kabarcik yarigapi i¢in iki evrim denklemine
indirgenmigtir. Evrim denklemleri, daimi olmayan akig baz alinarak pertiirbe
edildiginde, kabarcik yaricapi ve akig hiz1 pertiirbasyonlari i¢in kuple lineer kismi
diferensiyel denklem sistemi elde edilmistir. Bu kuple lineer denklem sistemi
genellestirilmis 6zdeger problemine doniistiiriilmiis ve liilenin belli bolgeleri i¢in
ozdegerler hesaplanmugtir.  Ozdeger problemindeki denklem sisteminin tiim
katsayilarinin hemen hemen sabit oldugu liile girig bolgesinde, normal mod analizi
yontemiyle 6zdeger problemi kesin olarak ¢oziilmiis ve cesitli akig parametrelerinin
(kavitasyon sayisi, liile girigindeki hacimsel kabarcik orani, vs.) k dalga sayisiyla
degisimi ic¢in kararlilik diyagramlar1 elde edilmigtir. FElde edilen sonuclar,
kavitasyonlu daimi liile akigi ¢oziimlerinin sadece ¢ok kiigiik dalga sayilar icin
zamana gore kararli oldugunu gostermistir. Liile giris bolgesi i¢in kararlilik
diyagramlarindaki kararli bolgelerin, tiirbiilansh cidar kayma gerilmesi etkisi
gbzoniinde bulunduruldugunda genigledigi goriilmiistiir.

Tezin sonraki kisminda, kabarcikli sivilarda soliton olugsumu incelenmistir.
Bu problemde, kiiresel kabarcik dinamigi (Rayleigh-Plesset tipi denklemler)
kullanilarak seyreltik olmayan kabarcikl sivilarda soliton olugumu ve yayilmasinin
ana Ozellikleri aragtirilmigtir. Bunun i¢in, kabarcikli sivi igeren uzun bir tiipte
baglangicta iiggen profiline sahip bir-boyutlu basing dalgasinin yayilmasi goz
ontine alinmigtir. Seyreltik olmayan durumda kabarcik /kabarcik etkilegsmelerini
g6z oniinde bulunduran iyilestirilmis Rayleigh-Plesset kabarcik dinamigi yasasiyla
kabarcikli sivilar igin hareket denklemleri kullanilmigtir. Bu varsayimlar altinda,
model denklemlerde kabarciktaki gaz basinci pertiirbe edilerek Boussinesq
denklemleri elde edilmistir. Bu denklemlerde dispersiyon, nonlineerlik ve
viskoz yutulmanin zayif oldugu varsayilarak, Korteweg-de Vries-Burgers denklemi
gikarilmig, daha sonra da yutulma terimi ihmal edilerek standart Korteweg-de
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Vries (KdV) denklemi elde edilmigtir. Sonugcta, etkilesen soliton dalga
¢oziimleri bulunmugtur. Burada etkilegen soliton sayisi, ters sacilma yontemiyle
belirlenmigtir. Elde edilen sonuglar, etkilegen soliton sayisinin kabarcik /kabarcik
etkilesmesiyle azaldigim1 gostermektedir.
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STABILITY OF STEADY-STATE CAVITATING NOZZLE FLOWS AND
FORMATION OF SOLITONS IN BUBBLY LIQUIDS

SUMMARY

In this thesis, the stability of steady-state bubbly cavitating nozzle flows and
the formation of solitons in bubbly liquids are considered. The aim of the first
problem is to explore the temporal stability of steady-state quasi-one-dimensional
bubbly cavitating flows in converging-diverging nozzles with the inclusion of
bubble/bubble interactions. For this reason, quasi-one-dimensional unsteady
bubbly cavitating nozzle flows are considered by employing a homogeneous bubbly
liquid flow model together with the nonlinear dynamics of cavitating bubbles,
described by a modified Rayleigh-Plesset equation. Nucleation, coagulation of
bubbles and bubble fission are neglected. The various damping mechanisms are
lumped together by a single damping coefficient in the form of viscous dissipation.
A polytropic law for the expansion and compression of the gas inside the bubble
is assumed. The initial distributions, inlet conditions and nozzle geometry are
chosen such that cavitation can occur in the nozzle. Under these assumptions, the
complete system of equations are reduced to two evolution equations, one for the
flow speed and the other for the bubble radius. The evolution equations are then
perturbed with respect to flow unsteadiness resulting in a coupled system of linear
partial differential equations for the bubble radius and flow speed perturbations.
This system of coupled linear PDE’s is then cast into an eigenvalue problem.
The eigenvalues for the resulting system are found by normal mode analysis in
the inlet region of the nozzle where the coefficients of the system of the PDE’s
are almost constant. Stability diagrams are obtained by varying the various flow
parameters (cavitation number, inlet void fraction, etc.) against the perturbation
wave number k. Results found show that the steady-state bubbly cavitating
nozzle flow solutions are temporally stable only for perturbations with very small
wave numbers. The stable regions of the stability diagram for the inlet region of
the nozzle are seen to be broadened by the effect of turbulent wall shear stress.

In the second part of the thesis, the formation of solitons in bubbly liquids
is investigated. In this part, we show the main features of soliton formation
and propagation in bubbly liquids in the non-dilute limit, based on spherical
bubble dynamics using a modified Rayleigh-Plesset equation. We consider the
one-dimensional propagation of pressure waves with an initial triangular profile
in a bubbly liquid contained in a long tube. We use the equations of motion for
bubbly liquids where we describe bubble dynamics by a modified Rayleigh-Plesset
equation, taking into account bubble/bubble interactions in the non-dilute limit.
Under these assumptions, the model equations are perturbed for the gas pressure
to arrive at the Boussinesq equations. By order of magnitude arguments and
by assuming weak dispersion and weak non-linearity, we derive the KdV-Burgers
equation, which is then cast into the standart form of the KdV equation by
neglecting dissipation. Using a triangular profile for the initial pressure profile,
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a wavetrain of interacting solitons is found, where the number of interacting
solitons is obtained by the inverse scattering method. Our results show that
bubble/bubble interactions result in the reduction of the number of interacting
solitons.
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1. GIRIS

Kavitasyon, yani baglangigta homojen olan bir sivida buhar bogluklarinin
goriilmesi olay1, degisik durumlarda olusabilir.  Kavitasyon oldukca diigiik
basinglar altinda sivi ortamin faz gegisi yoluyla iki-fazli sivi-kabarcik karigimina
doniigiimii olarak tanimlanabilir. Bu faz gegisi, sivinin durgun ya da akis
halinde oldugu durumlarda meydana gelebilir. Sivinin durgun oldugu hallerde,
bir hazne ic¢indeki sivinin serbest yiizeyine salinim yapan bir basing alam
uygulandiginda, salinim genligi yeteri derecede biiyiik ise, faz gecisi sonucu sivinin
icinde kavitasyon kabarciklar1 olugabilir. Bu tiir kavitasyon akustik kavitasyon
adini alir. Akis halindeki sivida kavitasyon olusumuna ise hidrodinamik kavitasyon
ad1 verilir. Her iki durumda da faz gecisi igin s1ivi basincinin kavitasyon olusacak
bolgede sivinin doymug buhar basiemnm (p{) altina diigmesi gerekir. Kavitasyon
olayma, genellikle, s1iv1 basincini yaklasik olarak sabit bir sicaklikta sivinin doyma
basincinin altina diigiirmekle erisilir. Kavitasyon aslinda kaynamaya benzer bir
mekanizma sonucu olusur. Ancak aradaki fark, kaynama durumunun aksine,
olusum mekanizmasini tetikleyen sicaklik farki yerine basing degisimidir. Sekil
1.17de saf bir maddenin sicaklik(T)-basing(p) faz diyagraminda her iki olay
(kavitasyon ve kaynama) gosterilmektedir.

Akig halindeki bir sivida, oOzellikle, sivinin kii¢lik kesitlerden biiyiik hizla
akigl, kavitasyon olaymi dogurmaktadir.  Bir su tiirbini, gemi pervanesi,
su pompasi, vb. kavitasyona elverigli kosullar altindadir.  Kavitasyonlu
akiglarda sivi icindeki kabarciklar yeterli derecede diisiik bir basing bolgesine
tagindiginda, adeta patlarcasina biiyiiyerek makro boyutlara erigir ve yeniden
yiiksek basing bolgesine tagindiklarinda siddetli bir sekilde biiziiliirler. Kavitasyon
buhar bosluklarinin sivida dogup kaybolmalar:1 son derece yiiksek frekanslarla
tekrarlanir ve buhar bogluklarinin yok olmasi sirasinda, ¢evredeki sivinin hiicumu
sonucu sok dalgalar1 olugsur ve bu dalgalar boru cidari, makina pervanesi
gibi kat1 cisim {izerinde darbe etkisi yaratir.  Sonucunda bu elemanlarin

darbelere maruz kaldigi bolgeler asinir.  Kavitasyon konusundaki literatiir
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Sekil 1.1 Saf bir maddenin sicakl(R)-basingp) diyagraminda kaynama ve
kavitasyonu betimleyen faz gegisleri (K.N. : Kritik Nokta, U.K.N. : Ucli
Kritik Nokta, F: Saf Sivi Hali).

¢ok zengin olmasina kargin, verilen bir akis hali i¢in kavitasyonun fiziksel
mekanizmasi tam olarak anlagilmig degildir. Konunun belli bagh kitaplar
arasinda Hammitt! (1980), Young (1989), Brennenl (1995) ile Franc ve Michel
(2004) sayilabilir. Ayrica, baz1 ayrintilar i¢in van Wijngaarden (1968, 1972)
ile Plesset ve Prosperetti (1977)'nin derleme makalelerine de bagvurulabilir.
Kavitasyon i¢in oldukc¢a 6nemli sayilan kabarcik dinamigi iizerindeki ¢alismalarin
¢okluguna ragmen, kabarcik dinamiginin hidrodinamik alanla etkilesmesini
inceleyen c¢alismalar oldukca sinirhidir. Bunun asil nedeni, kabarcik dinamigi
denklemiyle (6rnegin tek kabarcik dinamigi igin Rayleigh-Plesset denklemi)
Euler ya da Navier-Stokes akis denklemlerinin olugturdugu sistemin, baglangig
/ sinir deger probleminin ¢oziimii i¢in doyurucu analitik ve sayisal bir ¢6ziim
teknigi olmamasidir. Bundan dolayi, gercek kavitasyonlu akiglar i¢in cogu
kez deneye bagvurulur. Ozellikle hidrodinamik kavitasyon, kuramsal olarak
modellenmesi zor bir olaydir. Daimi olmayan kavitasyonlu akiglarin sayisal
simiilasyonu i¢in, genellikle homojen iki-fazli akis modelleri kullanilir. Bu
modellerde, iki-fazli karigim mezoskopik Olgekte homojen varsayilir. Bu akislar
icin, geometrik agidan en basit konfigiirasyonu kavitasyonlu yakinsak-iraksak

lile akiglari olugturur.  Yakinsak-iraksak bir liilleden gecen kabarcikli sivi



akig modeli ilk kez Tangren ve dig. (1949) tarafindan barotropik bir baginti
kullamilarak incelenmigtir. Problem, daimi olmayan etkiler gézoniine alinarak
Ishii ve dig. (1993) tarafindan yeniden ele alinmig, fakat kabarcik dinamigi
ihmal edilmistir. Kavitasyonlu akislar i¢in kabarcik dinamigi yasasi ile liile akis
denklemlerini birlikte diigiinmek zorunludur. Klasik Rayleigh-Plesset denklemi
ile tanimlanan kiiresel kabarcik dinamigi yasasini akis denklemlerine baglayan
stirekli bir kabarcikhi karigim akig modeli van Wijngaarden| (1968)) tarafindan
onerilmigtir. Bu model kullanilarak sanki-bir-boyutlu yakinsak-iraksak liilelerdeki
kabarcikli kavitasyonlu daimi akiglarin ¢oziimleri Wang ve Brennen| (1998) ile
Delale ve dig. (2001) tarafindan verilmigtir. Daimi akig ¢oziimleri yanisira
patlayan ¢oziimler bulunmugtur. Bu modelin daimi olmayan akig hallerinde
incelenmesi, o6zellikle deneylerde gozlenen bazi kavitasyonlu akig rejimlerinin
(6rnegin salinim yapan kavitasyon akiglari, kavitasyonlu akiglarda sok dalgalar:
olugsumu) yorumlanmasima yol agmistir (Preston ve dig., 2002).

Bu tez calismasinin amaci, yakinsak-iraksak bir liillede sanki-bir-boyutlu
kavitasyonlu daimi kabarcikli akis ¢oziimlerinin zamana gore kararhlhigini ve
kabarcikli sivilarda soliton olugsumunu incelemektir.  Bunun ig¢in homojen
kabarcikli sivi akigi modelinde sanki-bir-boyutlu daimi olmayan kavitasyonlu
lile akig denklemleri kabarcik dinamigi yasasiyla birlestirilerek (iyilestirilmis
Rayleigh-Plesset denklemi) gozoniinde bulundurulmustur. Cekirdeklesme,
kabarcik boéliinmesi ve kabarcik birlesmeleri ihmal edilmistir. Tiim soniim
mekanizmalari, viskoz yutulma bigiminde tek bir soniim katsayisi olarak ele
alinmig, kabarciklarin biiyiime ve biiziilmelerinde politropik yasa kullanilmigtir.
Baslangi¢ dagilimlari, giris kosullar: ve liile geometrisi, liilede kavitasyon olusacak
sekilde alinmigtir. Bu varsayimlar altinda, onerilen model denklem sistemi
akis hiz1 ve kabarcik yaricapi icin iki evrim denklemine indirgenmigtir. Daha
sonra evrim denklemleri daimi olmayan akiga gore pertiirbe edilerek, kabarcik
yaricapi ve akis hiz1 pertiirbasyonlar: i¢in kuple lineer kismi diferensiyel denklem
sistemi elde edilmigtir. ~ Bu kuple lineer denklem sistemi genellestirilmis
0zdeger problemine doniigtiiriilmiis ve 6zdeger problemi, denklem sisteminin tiim
katsayilarinin hemen hemen sabit oldugu liile girig bélgesinde normal mod analizi

yontemiyle kesin olarak ¢oziilmistiir. Cesitli akig parametrelerinin (kavitasyon



sayisi, hacimsel kabarcik orani, vs.) k dalga sayisiyla degigimi igin kararlilik
diyagramlari elde edilmistir (Delale ve dig., 2007; Pasinlioglu ve dig., 2009). Elde
edilen sonuglar, kavitasyonlu daimi liile akig1 ¢oziimlerinin sadece ¢ok kiigiik dalga
sayilar1 i¢in zamana gore kararli oldugunu gostermistir. Liile giris bolgesi igin
kararlilik diyagramlarindaki kararli bolgelerin, tiirbiilansh cidar kayma gerilmesi
etkisi gézoniinde bulunduruldugunda genisledigi goriilmiistiir (Pasinlioglu ve dig.,
2009). Tezin sonraki kisminda ise kabarcikli sivilarda soliton olugumu
incelenmigtir. Bu ¢aligmada, kiiresel kabarcik dinamiginin (Rayleigh-Plesset
tipi denklemler) klasik teorisine dayali seyreltik olmayan durumda kabarcikl
sivilarda soliton olugumu ve yayilmasinin ana o6zellikleri aragtirilmigtir. Bunun
icin, kabarcikli siv1 igeren uzun bir tiipte, baglangicta licgen profiline sahip
bir basing dalgasinin yayilmasi géz Oniine alinmigtir.  Seyreltik olmayan
durumda kabarcik/kabarcik etkilegmelerini géz 6niinde bulunduran iyilegtirilmis
Rayleigh-Plesset kabarcik dinamigi yasasiyla, kabarcikli sivi karigimi icin
hareket denklemleri kullanilmigtir. Bu varsayimlar altinda, model denklemlerde
kabarciktaki gaz basincina pertiirbasyon uygulanarak Boussinesq denklemleri elde
edilmigtir. Bu denklemlerde dispersiyon, nonlineerlik ve viskoz yutulmanin zayif
oldugu varsayilarak, Korteweg-de Vries-Burgers denklemi ¢ikarilmig, daha sonra
da viskoz yutulma terimi ihmal edilerek standart Korteweg-de Vries denklemi elde
edilmigtir. Burada, etkilegen soliton sayisi ters sacilma kuramiyla belirlenmigtir.
Elde edilen sonuglar etkilegen soliton sayisinin kabarcik/kabarcik etkilesmesiyle

azaldigim gostermistir (Pasinlioglu ve Delale, 2008)).



2. KAVITASYONLU KABARCIKLI SIVI AKISLARI  ICIN MODEL
DENKLEMLER

2.1 Iki-Fazlh Akislar igin Homojen Karisim Modeli

Iki veya cok fazl akiglarin analizi icin en basit model homojen akis modelidir
(Wallis, 1969; Brennen, 2005). Bu modelde ortalama o6zellikler belirlenir ve
gok-fazli karigim tek bir akiskan gibi ele alimir. Bu durumda akigkanlar
mekaniginin tek fazlh akiglardaki tiim yontemleri uygulanabilir. Burada gerekli
olan ortalama ozellikler, akig hizi, termodinamik ozellikler (sicaklk, basing ve
yogunluk) ve transport ozellikleri (viskozite, 1s1l iletkenlik, diftizyon katsayisi, vs.)
olarak siniflandirilabilir. Bu 6zellikler agirlikh ortalamalarla elde edilir ve karigimi
olusturan fazlarim ozellikleriyle ayni olmak zorunda degildir. Iki-fazli karisimin
ortalama oOzelliklerinin belirlenmesinde, genellikle, daha karmagik denklemlerle
baglayan ve tek-fazl akis denklemlerine indirgenene dek sadelestirmeler yapilan
bir yontem kullanilir (Biesheuvel ve van Wijngaarden, 1984; [Caflisch ve dig.|
1985; Zhang ve Prosperetti, 1994alb). Fazlar arasi akig hizlari, sicaklik ve
kimyasal potansiyel farklari, ara yilizeylerdeki momentum, 1s1 ve kiitle gecisi
yasalariyla belirlenir. Bu durumda hiz, sicaklik ve kimyasal potansiyelin ortalama
degerleri her bilegen i¢in aynidir. Bazi durumlarda homojen modelin kullanilmasi
uygun degildir. Ornegin, cift yonlii ya da capraz akislar halinde ortalama hiz
tanimlanamaz. Dolayisiyla, burada homojen model uygulanamaz. Bu durumda

iki-fazh iki akigkan modeli kullanilir.

2.2 Kavitasyonlu Kabarcikli Sivi Akislari igin Model Denklemler

Kavitasyonlu kabarcikli siv1 akiglari i¢in model denklemler, genellikle iki-fazh
homojen karigim i¢in Euler ya da Navier-Stokes denklemlerinin Rayleigh-Plesset
tipi kiiresel kabarcik dinamigi denklemleriyle birlestirilmesiyle elde edilir.
Genelllikle ¢ekirdeklesme, kabarcik birlesmesi ve boliinmesi gézoniine alinmaz.

Bu durumda, birim sivi hacmindeki kabarcik sayisi sabit kalir. Bugiin i¢in, gegitli



geometrilerde model denklemlerin iki veya daha fazla boyutta baglangig/simir
deger problemlerinin ¢oziimii olasi goziikmemektedir. Dolayisiyla bu tezde,

sanki-bir-boyutlu liile akiglar1 ele alinacaktir.

2.2.1 Sanki-bir-boyutlu kavitasyonlu daimi olmayan lule akislari

Bu béliimde, sanki-bir-boyutlu yakinsak-iraksak bir lillede kavitasyonlu daimi
olmayan akiglar i¢cin model denklemler g6z oniinde bulundurulacak, baslangic ve
sinir kogullari ile liile geometrisi, liilede kavitasyon olusacak tarzda ele alinacaktir.
Kavitasyonlu akigi modellemek igin Kogarko (1961) ve van Wijngaarden (1968,
1972) tarafindan onerilen, Wang ve Brennen (1998)), Delale ve dig.| (2001) ile
Preston ve dig. (2002) tarafindan geligtirilen, sanki-bir-boyutlu daimi olmayan
lile akig denklemleri ile kiiresel kabarcik dinamigini birbirine baglayan model
denklemler kullanilacaktir. Burada kabarcikli karisim i¢in homojen iki-fazli akis
modeli kullanilarak kabarciklar ile sivinin aym hizla hareket ettigi varsayilmistir
(lile akiglarinda kabarciklar ve sivinin arasimndaki hiz fark: etkisi Wang ve Chen,

2002 tarafindan incelenmigtir). Bu durumda karigim yogunlugu

p'=p(1—B)+pgB (2.9

biciminde yazilabilir. Burada p’ karisim yogunlugunu, 8 karisimdaki hacimsel
kabarcik oranini, p sikigtirilamaz varsayilan sivinin sabit yogunlugunu ve pé gaz
yogunlugunu gostermektedir (seyreltik kabarcikli sivilarda ve gaz yogunlugunun
sivinin yogunluguna oraninin ¢ok kii¢iik oldugu hallerde, genellikle, péB terimi
ihmal edilebilir). Kabarcikl karigimin sanki-bir-boyutlu liile akisi i¢in stireklilik

ve momentum denklemleri

/0[)/ J YA
AWJFW(puA)_o 2.2

di  ap &
BTy @3

bigiminde yazilabilir. Yukaridaki (2.2) ve (2.3) denklemlerinde U akig hizini, p’
karigim basincimi ve Ty, cidar kayma gerilmesini gostermektedir. Bu denklemlerde
A liile kesit alanmi, 22’ 1slak kesit ¢evresini , X' liile ekseni koordinatini (orijin

bogaz kesitinde olacak sekilde) ve t' gergek zamam gostermektedir. Ayrica,



(2.3) momentum denkleminde viskoz ve yercekimi terimleri ihmal edilmis olup
d/dt’ = 9/0t' + Ud/dX maddesel veya toplam tiirevi gostermektedir. Eger
kabarciklarin olugumu (gekirdeklesme ve kabarcik béliinmesi Brennen, 2002}
Delale ve Tung, 2004; Delale ve dig.) 2005b) ve birlesmesi ihmal edilirse,
karisimin birim hacmindeki kabarcik sayisi yogunlugu n’ hacimsel kabarcik oram
B cinsinden

n =ny(1-B) (2.4)

olarak ifade edilebilir. Burada nj sivinin birim hacmindeki kabarcik yogunlugu
sayisidir ve akis boyunca sabittir. Ayrica, yaricapt R kiiresel kabarciklardan

olusan karigimda, B hacimsel kabarcik oran

3
B _ g nR’sn’ _ (4/3) nR r;O / (25)
1+ (4/3) TRy
olarak tanimhdir. (2.4) ve (2.5) denklemlerinden
R3(1-p) 3 .
B = g sabit (2.9

bagintist elde edilir. (2.1)-(2.3) denklem sistemi ile (2.6) denklemi, kiiresel
kabarcik dinamigi i¢in model bir denklem ile tamamlanir. Viskoz yutulma,
sivi sikigtirilabilirligi ve gaz/buhar kabarcigr ile sivi arasindaki isi iletiminden
olugan cesitli sontim mekanizmalar1 kabarcik dinamigini etkiler (Nigmatulin
ve dig., 1981; Prosperetti ve Lezzi, 1986; Prosperetti ve dig., [1988; Prosperetti,
1991; Delale, 2002). Bu ¢alismada, tiim soéniim mekanizmalar1 viskoz yutulma
seklinde ele alinmig olup tek bir soniim katsayisiyla betimlenmistir. Burada

kiiresel kabarcik dinamigi i¢in kabarciklarin birbirleriyle etkilegsimini gézoniinde

bulunduran
p,— P [1+(2/3)my(3A2-1)R® _ d?R
o [1-+ (4/3) R dt’?
+§H+BBMmMW@—DR3+ﬂ@mn%ﬁA4ﬁwggf
2 [1+ (4/3) mnR3)2 dt/

(2.7

L 28 AHeridR /.(ﬂ)?"‘
R TR dav  PilR
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iyilestirilmis Rayleigh-Plesset denklemi kullanilacaktir (Delale ve dig., 2001). Bu
denklemde S yiizey gerilim katsayisini, p{, kabarcigim kismi buhar basincini, péi
kabarcigin liile girigindeki kismi gaz basmcini, K politropik iissii (sabit sicaklikta
hal degisimi i¢in k= 1, izentropik hal degisimi i¢in y adyabatik iis olmak tizere,
k= yolur), 4 viskoz yutulma seklinde tiim séniim mekanizmalarini betimleyen
karisimin efektif viskozitesini, Ar’ kabarciklar arasi etkilesme erimi olmak iizere

(Kubota ve dig., 1992; Delale ve dig., 2001)

B Ar’

N
R

(2.9

ile tamimlanan A ise kabarcik/kabarcik etkilesim parametresini gostermektedir
(A = 1icin klasik Rayleigh-Plesset denklemi elde edilir). Once karisim yogunlugu,

akig hizi, karigim basinc1 ve kabarcik i¢indeki gaz ve buharin kismi basinglar

o' u
p:—zl—B,U:—,
Pl VP /P
2.9
I A -
p p|/ » Pv pl/ ) pg pll ’

seklinde boyutsuzlastirihir. Burada pf liile giris basmcim ve /p{/p; karakteristik
hiz1 gostermektedir. Ayrica X' eksen koordinaty, H/ (lile giris yiiksekligi olarak
secilebilir) karakteristik bir makrodlgek uzunlugu ile, A" kesit alani A{ liilenin giris

. . H/ . .
alani ile, t’ zaman koordinat1 @ = ——— karakteristik akis zamani ile, R kabarcik
VP 3

yarigapl R karakteristik mikrodlgek uzunlugu (liile girisindeki kabarcik yarigapr)

ile
N v R R
X:i,,A:—/,t:—:Lﬂ’R:— (21@
AR e RoR

bigiminde boyutsuzlagtiriir (Delale ve dig., 2006). (2.2)-(2.7) denklemleri bu

boyutsuzlastirmalarla

p = 1-p (2.1)
ap 0 B
A+ &<puA>_O (2.12
du _0_p_ 5
Pai = " ax Cwopu (2.13



w(ﬂ) _ 1B _ s (2.14

n—p |- DRKYZ R

L2 - [1+(R/Ki)3] dt2
3 |1+2(A2 - D(R/K)>+ A2R/K)°|  gRy 2
t 3 2 (E)
[1+(R/Ki)3]
S 4 dR  pyi
T R ZReRdt [2ReK 249

normalize seklini alir. Burada u, p, p, B ve R sirasiyla, boyutsuz akis hizini,
karigim basincini, karigim yogunlugunu, hacimsel kabarcik oranini ve kabarcik
yarigapimi gostermektedir. Ayrica, (2.11)-(2.15) denklem sisteminde L mikro ile

makro boyutlar arasindaki oran
R

I
Cw cidar kayma gerilmesi katsayisi

Ty
(1/2)p'u?’
¢ 1slanan ¢evrenin kesit alanina oranimi betimleyen boyutsuz katsayi
Hi/ 9/

2A

Cw = (2.17)

¢ =

(2.189

Ki hacimsel kabarcik oranini1 betimleyen bir parametre

1-6
3 i
K®=——, 2.1
| Bi ( 9
S boyutsuz yiizey gerilim katsayist
28
SO=—5, (2.20
PR
Y, stvinin viskozitesi olmak iizere Rg tipik Reynolds sayisi
P H /PPy
Re = (A u/ I/ {4 (22])
l

ve MHise/H; sonim katsayisi olmak tizere Re soniim mekanizmalarim viskoz

yutulma seklinde varsayan Reynolds sayisi

Re= (Re)(Hy/Hetf) (2.22
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olarak tamimhdir. (2.18) denklemindeki ¢, sanki-bir-boyutlu daimi akiglar igin
¢ = 1/A degerini alir. (2.13) ve (2.15) denklemlerindeki d/dt operatorii ise,
hareketi izleyerek tiirev operatoriidiir. Yukaridaki (2.11)-(2.15) denklemleri,
boyutsuz lille kesit alam1 A = A(X) seklinde verildiginde, p, p, B, u, ve R
degiskenleri igin daimi olmayan kavitasyonlu liile akisi model denklemlerini

olugtururlar.

2.2.2 Akis hizi ve kabarcik yaricapl icin evrim denklemleri

(2.11), (2.12) ve (2.14) denklemleri arasinda hacimsel kabarcik orami f ile
karigim yogunlugu p yok edilirse,
dR R

d8 dR R 4
dt 38(1—pB)dt dt

denklemi elde edilir. Ayrica (2.15) iyilegtirilmis Rayleigh-Plesset denklemi X’e
e : 3 /dR\ . 9 (d°R . :
gore tiretilip, (2.23)) denkleminden de dx( art ) ve dx( Jt2 ) kismi tiirevleri elde
edildiginde, (2.13) momentum denklemi ile aralarinda p basinci yok edilebilir.
Daha sonra birtakim karmagik hesaplamalar sonucu kabarcik yaricapr R(x,t) ve

akig hiz1 u(x,t) icin

R IR 1 3\ [(1dAy  du
5= g T3 e (R o) v o) (224
ve
Jdu
ot =a(x,t) (2.29

evrim denklemleri elde edilir. Burada daimi olmayan akig i¢in a(X,t) yerel ani

1vmesi

d%a OR \ da R R du d%u d%u
W‘FQ(R,W,X)E(‘f’h(R,W,X)a—S<R,U,&,&,W,W,X) (22@

lineer kismi diferensiyel denklemini saglar. Yukaridaki g, h ve s fonksiyonlar:

sirasiyla

R
g(Rvaﬂ()

F(R IR 1dA

R(R) ax ' Adx’ (2.21
Fi(R) /1dA\ dR F(R) d [1dA
AR (M?)& &R d—x(zd—x) (29
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ve
dR du d%u d3u
S R? 9 9 b
ax’ ax’ ox? o"x3
ou_
oX

{Fl(R) OR | Fy(R)

d3u

Yo
F4(R) 1dA\ Fs(R)] d%u
"RR (Adx>+Fz<R>]W

R(R) " ox " F2(R) ox

HONE R

)

F(R) d /(1dA\ F(R) [1dA\? Fs(R) /1dA\ F(R) | du
T | RR dx (Z\d_x> *%“(Rd_x) "RER) (A dx) *%“] ox

Fs(R) , /1dA\? _F(R) 1dA\ | R(R) 1dA
" |RR" (7\&) S RER RFz (Kd_>+Fz R) (A dx)
Fi(R] R F(R) o (1dA 1dA) | 2 d®> /1dA
T BR ] x BR <A dx) A dx) a2 (A dx)
Fs(R) d [/1dA\ dpy/dx+kiCul?/(RE+k3)
T BR dx (7\ d_x> " AR (229
biciminde tanmmhdir.  (2.27)-(2.29) denklemlerindeki Fj(R);j = 1,2,...,10

fonksiyonlar1 Ek.A’da tamimlanmigtir. (2.24)-(2.26) denklemleri, verilen bir liile
geometrisi i¢in, baglangicta belirlenen kabarcik yarigap: ve akig hizi dagilimlariyla
lile giris ve c¢ikis smir kogullari ile birlikte c¢oziiliir. Bu durumda diger

hidrodinamik degiskenler bu ¢éziimle iligkilendirilerek elde edilir. Ozellikle, basing

alani
2,6 d dul?
p=op — 58’;{4 [(6/\2 )(R/Ki)6+(6/\2—2)(R/Ki)3—1} K%d—ﬁ)w a_ﬂ
L2k3 2 s1[da [1dA
- & [2+(3/\ 1)(R/Ki) } {&Jr (K&)a
0°u  (1dA\ du d /1dA
i Yoxz Jr(A dx) 6x+u2dx (A dx)]
S . Py 43 _ 1dA du
R IROR [1+ (R/Ki)°] KK&) u+&] (2.30
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olarak verilir. (2.30) denklemi basing alaninin, kabarcik yaricapr R'ye, akig
sikigtirilabilirligi % + (% %‘) U terimine ve onun uzaysal tiirevine, yerel ani ivime
a ve X'e gore tirevi ay’e baghhigmi agik bir sekilde gostermektedir. Nihayet

hacimsel kabarcik orani ve p karigim yogunlugu

R3
le_p:—R3+Ki3 (2.3)

bagintilariyla hesaplanir.

2.2.3 Sanki-bir-boyutlu kavitasyonlu daimi lile akiglar

(2.1)-(2.7) denklemleriyle modellenen sanki-bir-boyutlu kavitasyonlu daimi
olmayan liile akig denklemleri, daimi akig halinde (9 /dt’ = 0) asagidaki denklem

sistemine indirgenir:

p= p(1-P), (2.32
P UA = sabit, (2.33
dir dp &'
PTG = g T (2.34
— 4 4 nRBny,
B = R =S — (2.39
3 1+ 37R3n

ve

o [1+§nn6(3/\2—1)ﬁ3] PR di dg}
ol (14 §rmRe| dx

[1+ Srmy(2A? — 1)R® + 1—96712n62/\2F?6} _, /dR
u

3
T2 1+ 4o

28 AleridR /(Wi)m" (2.36

p,fR’jL PR dX "I\R
Bu denklemlerde U, p,p,R ve E, sirasiyla, karisim hizi, karsim basinei,
karisim yogunlugu, kabarcik yarigapi ve hacimsel kabarcik oraninin daimi akigtaki

degerleridir. Ayrica p; stvinin yogunlugunu, R liile girigindeki kabarcik yaricapin,

12



2" lillenin 1slak kesit cevresini, Ty, cidar kayma gerilmesinin mutlak degerini
ve N kangimin birim hacimdeki kabarcik sayisi yogunlugunu gostermektedir.
Swvinin birim hacmindeki kabarcik yogunlugu sayisi ng ise (2.4) denklemi ile
tammhidir.  (2.32)-(2.36) denklemleri, (2.9) ve (2.10) denklemlerine benzer

sekilde boyutsuzlagtirildiginda,

F— 1-B (2.37
PUA = A=(1-B)G (2.39
iy = P g (2:39

R - « (%)1/3 (2.40

ve

n—p |1 -DR/K)Y/2] 2RSR grt R

= R e
, a[rreen @] (9RY?
2 1+ (R/K)?] o

LS 4 UdR py (2.49)

L12R ' L2(ReRdx L2RS

seklinde sanki-bir-boyutlu daimi kavitasyonlu liille akiglarimin  boyutsuz
denklemleri elde edilir. Bu denklemler, Delale ve dig. (2001)’deki gibi boyutsuz
hiz alani i¢in dinamik denklem sistemine indirgenerek, baslangi¢c deger problemi

kesin olarak ¢oziiliir.
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3. KAVITASYONLU DA iM i LULE AKISLARININ KARARLILI Gl

3.1 Sanki-Bir-Boyutlu Kavitasyonlu Daimi Lile Akiglarinin Kararhli g1

Kabarcikl akiglarin sabit kesitli bir kanaldaki akig kararliligi |d’Agostino ve dig.
(1997) tarafindan incelenmigtir. Bu boliimde, (2.24) ve (2.25) evrim denklemleri
kullanilarak, sanki-bir-boyutlu kavitasyonlu daimi liille akiglar1i i¢in model
denklemlerin ¢oziimlerinin zamana bagli kararliligi incelenecektir. Wang ve
Brennen/ (1998) ile Delale ve dig.| (2001)), lile geometrisi ve diger parametreler
sabit alinip sadece bir parametrenin belirli bir aralikta degistirilmesi durumunda,
sanki-bir-boyutlu liilelerde daimi akis ¢oziimlerinin var oldugunu gostermislerdir.

Bu parametre, genellikle, giris baglangi¢c hacimsel kabarcik oram1 3 veya

_ k- 1-p
(1/2pu?  (1/2)f

(3.0

ile tamimlanan kavitasyon sayisi olarak secilir. Yukaridaki (3.1) denkleminde Uf ve
Uj, sirasiyla, boyutlu ve boyutsuz liile girigindeki akig hizlaridir. Parametrelerden
herhangi birinin belirli bir kritik degerinin altinda ya da tizerinde degistirilmesi
durumunda daimi akig c¢oziimlerinde kararsizliklar goriiliir. Bu nedenle,
daimi akis ¢oOziimlerinin varoldugu durumda, bu ¢oziimlerin zamana bagh
karararliliginin incelenmesinde yarar vardir.

Sanki-bir-boyutlu kavitasyonlu daimi liile akiglarinin zamana bagh kararhihigini
incelemek i¢in, dénce daimi olmayan liile akigi i¢in elde edilen (2.24) ve (2.25)

evrim denklemlerine daimi akig halindeki u(x) akig hiz1 ve R(X) kabarcik yarigap:

alanlar1 baz alimarak (6rnegin Delale ve dig., 2001)),

u(x,t) = u(x)[1+ ew(x,t)] (3.2

R(x,t) = R(X)[1+ £@(x,1)] (3.3
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seklinde zamanla degisen W ve @ (her ikisi de O(1) mertebesinde) yerel
pertiirbasyonlar1 uygulanir. Yukaridaki (3.2) ve (3.3) denklemlerinde € > 0
parametresi o(1) mertebesindedir. Daimi liile akiglar1 i¢in (2.38) kiitle korunumu

denklemi ile (2.37) esitligi (2.40) denkleminde kullamlirsa,

B 1/3
R= K <lj\—lA— 1) (3.9

denklemi elde edilir.  Yukaridaki (3.2) ve (3.3) pertiirbasyon denklemleri,
(2.24)) denklemine uygulanip (3.4) denkleminden de yararlanilarak O(1) ve O(€)

mertebesindeki terimler diizenlendiginde,

O(1) i¢in

dR R+«3 [di 1 dA
Uax ~ 3R [der(K&)@_o (3.9

ve O(€) i¢in
_ . (00 _d<p WwAow | [du [1dA B
[UA— Aj] (ﬁ—i— &) —?dx—i—)u {&—f— (Z\&)lﬂ =0 (3.6

denklemleri elde edilir.  Ayrica (3.2) ve (3.3) pertiirbasyon denklemleri,
(2.27)-(2.29) denklemlerindeki Fj(R) fonksiyonlarina uygulanarak

Fi(R) =Fj(R —£0fj(R); j =1,2,...,10 (3.7
elde edilir.  Yukaridaki (3.7) denkleminde Fj(R) ve fj(R); j = 1,2,...,10
fonksiyonlarinda, (3.4)) esitligi kullanihirsa bu fonksiyonlar Ek.B’de gosterildigi
gibi U cinsinden ifade edilebilir. Nihayet (3.2)) ve (3.3) pertiirbasyon denklemleri,

(2.26)) denklemine uygulandiginda ve (2.24)) ile (3.6) denklemleri kullanildiginda,

varilan denklemdeki O(1) ve O(&) mertebeli terimler i¢in, sirasiyla,

_d30 _dR da 1 dA d’a
FzU— + {Flud—+F4 [dX+ (K&)lﬂ +F5}W

dR 1 dA din\ 1dA\ _ 3FRsFs) dRdO
* {Fed +F4<Adx)}(&> +{5(zd—x)“—T}&d—x

d /1dA\ _ 1dA 1dA _| du
+ {FSd—x<Adx)“+F9<A&> FS(Ad )*Fsu}d—x
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1dA\? ., 3FFs /1dA d /1dA\ dR
+ {FG(Z\E(> u —T(Ad )U+F1$((Z\_X)U +F10 E(

2
|:9<ld_A)i<ld_A)u_2+|:2d <1d_A)u_2+ﬁ¢CWu_2

A dx/ dx \ A dx dx2 \ A dx
d /1dA\ - Jdpv
ve
3w 3w 02w 02w op
A e gag A g A +A5 +A6_ AT g RS+ Aop =0

(3.9

denklemleri bulunur.  Yukaridaki (3.8) denklemindeki Fj( R;j=12.,10
fonksiyonlar1 Ek.B’de gosterildigi iizere Unun fonksiyonlar1 olup (3.9)
denklemindeki Aj; j = 1,2,...,9 katsayilan ise Ek.C’de tanmimlanmigtir. Ayrica
(3.5) ve (3.8) denklemlerinin, Delale ve dig. (2001) tarafindan verilen daimi
lile akigi denklemlerine esdeger oldugu gosterilebilir. Diger taraftan A7 # 0
oldugundan, (3.9) denkleminden g—f terimi ¢ekilerek (3.6)) denkleminde yerine

yazilirsa,
3w 3w %w %w ow 0p
S T 2aea T e T ot +CSa_+C6_+C7W+CS¢_ o~ °

(3.10

denklemi elde edilir. Buradaki Cj; j =1,2,...,8 katsayilar1, Aj = (1— Bi)uj ve
(UA— Aj) # 0 olmak tizere

Ci=U-—, GCy=0-2, GCg=0->, Cs=0-—

1= UA7 2 UA77 3 UA7, 4 UA7,

o PA Ce=U0-2, Cr=0-2 (3.1
A, 3(GA-A) A A '

Co— JAQ Ai dLT+ 1dA 5
87 "A; (GA—X) |dx ' \Adx
olarak tanimlanmigtir. (3.9) ve (3.10) denklemlerindeki Aj; j=1,..,9veCj; j=
1,..,8 katsayilar1, Ek.C’de gosterildigi izere, daimi akiglardaki u(x) akig hiz1 (veya
R(x) kabarcik yaricapi), A(X) liile kesit alani ve tiirevlerinin fonksiyonlar cinsinden

ifade edilebilir.
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3.1.1 Kararhhk icin 6zdeger problemi

Sanki-bir-boyutlu kavitasyonlu daimi liile akigi denklem sisteminin ¢éziimlerinin

kararliligimi incelemek igin, 6nce (3.9) ve (3.10) denklem sistemine

w(x,t) = W(x)e™ (3.12

P(x.t) = p(x)e (313
doniigiimleri uygulanarak sistem
L =sloy (3.19

bi¢ciminde genellegtirilmis 6zdeger problemine doniigtiiriiliir. Burada ¢ vektorel

fonksiyonu ile L1 ve Ly operatorleri

Y= ) (3.15

3 2
Al% +A3% —I—Asg—x + Ag A7%( + Ag

L1= (3.19
3 2
G125 +Cs2z+Csx+Cr Ca

ve

2
Al —AZ—As O

L= (3.17
2
~Cojz—Cag—Co 1

olarak tanmimlanir. Bu durumda daimi akig ¢ozlimlerinin zamana bagh olarak
kararh olabilmesi i¢in, (3.14) genellestirilmis 6zdeger probleminin ¢oziimii ile
elde edilecek olan s 6zdegerlerinin Sy reel kisimlarimin, her X igin, negatif (sg <

0) olmasi gerekir (Lin, 1966; Tooss ve Joseph, 1980; Drazin ve Reid, 1981;
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Drazin, 2002). Genellesgtirilmis 6zdeger probleminin ¢6ziimii i¢in, kavitasyonlu
akig parametrelerinden birinin degigsmesi halinde, sisteme 'merkezi sonlu farklar’
yontemi uygulanarak liile ekseni boyunca cesitli bolgelerde s 6zdegerlerinin nasil
degistigi incelenmistir. Ancak, parametre degisimiyle elde edilen S 6zdegerlerinin
reel kisimlari pozitif ve negatif degerler etrafinda salinim yaptiklarindan, bu
degerlerden hangilerinin fiziksel, hangilerinin fiziksel olmadigini1 belirlemek olas
olmamigtir (Delale ve Pasinlioglu, 2005). Dolayisiyla, (3.14)-(3.17) o6zdeger
problemi Aj; j=1,2,...,9ve Cj; ] = 1,2,...,8 katsayilarinin sabit oldugu liile giris
bolgesinde, normal mod analiziyle kesin olarak ¢oziilebilmigtir (Pasinlioglu ve

Delale, 2006} Delale ve dig., 2007; Pasinlioglu ve dig., 2009).

3.1.2 Lile girig bolgesi icin normal mod analizi

Liilelerde en kritik bolgeler giris ve bogaz bolgeleridir. Eger verilen bir akis,
liilenin giris bolgesinde kararh degilse, liilenin tamaminda da kararli olmayacaktir.
Bu ytizden kararlilik problemi icin 6nce liilenin girig bolgesini incelemek gereklidir.
(3.9)-(3.10) denklem sistemindeki Aj; j =1,..,9 ve Cj; j = 1,..,8 katsayilarinin,
lilenin girig bolgesinde hemen hemen sabit oldugu gosterilebilir (Bkz. Sekil
E.1-Sekil E.17).  Dolayisiyla, zamana bagl kararlilik problemini liile girig
bolgesinde normal mod analizi yontemiyle kesin olarak ¢ozmek olasidir. Bu
durumda, k pertiirbasyon dalga sayisi, w dalganin acisal frekansi, W ve (2),

sirasiyla, akig hiz1 genligi ve kabarcik yarigap: genligi olmak tizere, (3.9) ve (3.10)

denklemlerine
w(x,t) = we () (3.18
o(x,t) = pe o) (3.19
doniisiimii uygulanirsa,
Lw? +Mw+N =0 (3.20

dispersiyon bagintisi elde edilir. Yukaridaki (3.20) bagntisimda L, M ve N

katsayilar1 pertiirbasyon dalga sayisi K'min karmagik degerlikli fonksiyonlar: olup
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L = Lr+il; = (Ag— Ack®) +iAgk, (3.2

M = Mr+iM,
= [(A4Cs— As — AgCs — ArCo)K+ (A + A7C2)K’
+ i[(Ag — AsCg + AgCs) + (A2Cs — Ag — A7C4 — AgC)K], (3.22

ve

N = Nr+IN
= [(AgCs—AgC7) + (A7Cs + AgCs — AgCg)k? — A7C1K’]
+ i[(AsCg— A7C7 — AgCs)K+ (A7C3+ AgCy — A1C)K’] (3.23

olarak tanimlanir. Burada, R ve | indisleri, sirasiyla, reel ve sanal kisimlari
gostermektedir. Zamana baglh kararlilik i¢in k dalga sayisi reel, w agisal frekans:
kompleks, uzaysal kararlilikta ise K kompleks, @ reel alimmalidir (Drazin|, 2002).
Burada zamana bagh kararhlik incelendiginden K reel, w = wr+1iw agisal frekansi
da karmagik bir say1 alinmigtir. Sistemin zamana bagh kararliligl icin ¢y sanal
kismi negatif olmahdir. (3.20) dispersiyon bagintisinda L, M ve N katsayilari
ile W= wr+ 1w yerine yazilir ve elde edilen denklemin sanal ve reel kisimlari

arasinda reel agisal frekans wr yok edilirse, ) i¢in
€209 + £30° + £200F + €100 + 8 =0 (3.29

cebrik denklemi elde edilir. Buradaki & , j =0,1,...,4 katsayilar1 K'ya bagh
olup Ek.D’de tamimlanmigtir. Ayrica, & ; j =0,..,4 katsayilarmm K'nin gift
fonksiyonlar1 oldugu ispatlanabilir. Bundan dolay1, (3.24) denklemi ile verilen
o 'nin igaretini incelemek i¢in yalnizca K > 0 durumunu incelemek yeterli
olacaktir. Verilen bir K i¢in (3.24) denkleminin ya iki veya dort reel kokii vardir,
ya da hi¢ reel kokii yoktur. Sistemin kararliligi i¢in @ reel alindigindan, bu
son durum gézoniinde bulundurulmayacaktir. Eger (3.24) denkleminin verilen
bir k degeri icin iki reel @ kokii varsa, bunlar kath veya farkli kokler olabilir.
Eger kokler kath ise, yani ()1 = w2 = @y durumunda, sistem bu K degeri icin
ya kararhdir (e < 0 igin), ya da kararsizdir (e > O i¢in). Eger kokler farkli
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yani @)1 # w2 ise, bu durumda bu koklerden hangisinin fiziksel oldugu belirli bir
kritere gore saptanir. (3.24) denkleminin verilen bir k degeri i¢in dort reel kokii
olmasi durumunda da benzer yontem kullanilir.

(3.24)) denklemindeki €, j =0,1,...,4 katsayilar1 k'nin fonksiyonlar: oldugundan,
@ nin igaretinin verilen K degerlerine bagh olarak incelenmesi gerekir. (3.24)
denklemindeki & katsayisini sifir yapan Kj noktalarinda w = 0'dir. & katsayis,
k?’ye gére 5. dereceden bir polinom oldugundan, en az bir reel pozitif kike
sahiptir. Sistemin kararliliginin incelenmesi i¢in 6nce, & polinomunun pozitif
reel Kj (j=1veya j=1,2,3 veya j=1,...,5) kokleri bulunur. Eger & tek bir
ki > O degerinde sifirlaniyorsa, bu durumda ¢ bu k; degerinin komsgulugunda ya
isaret degistirir, ya da isareti aymi kalir (bu son durumda boélgenin kararhlig:
@ = 0'dan etkilenmez). @ ’nin isaretini incelemek igin, K; degerinin saginda
ve solunda yakin degerler alinarak, yani 0 > O istenildigi kadar kiigiik olmak
tizere ki = 0 degerlerinde €j, j =0,1,...,4"ler hesaplanarak (3.24) denkleminin
@ kokleri bulunur (& > 0 sayist Knin (k; — 8,k; + &) araliginda w sadece ki
degerinde sifirlanacak tarzda segilir). (3.24) denkleminin koklerinin igareti,
@ ’lar hesaplanmadan, &, j = 0,1,...,4 katsayilarmin isaretleri yardimiyla da
bulunabilir. 4. dereceden (3.24) polinomunun koklerinin ¢arpimi

&
W1.002.003.04 = T (3.29

bicimindedir. Eger herhangi bir Kj > 0 degeri i¢in & = 0 ve &1 # 0 ise,
W (€20 + €307 + €20 +€1) =0

oldugundan, koklerden biri 6rnegin w4 = 0 olur. Bu durumda geriye kalan 3.

dereceden polinom denklemin koklerinin garpimi

&
cql.cuz.m:a:—g—:#o (3.26

bicimindedir. Eger, 0 > 0 istenildigi kadar kiiciik olmak iizere, k= Kj £ d’da

& . . ) &,. . -
-2 500 ise, 4’lnisareti — “Loiin isareti ile aymdir;
&y &q
(3.27
& . . . & ,. . oo
_8_0 < 0 ise y4'ln isareti 8_1 in isareti ile aynidir.
4 4
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Boylece @ ’larin igsaretinden, sanki bir boyutlu kavitasyonlu daimi liile akiglarinin
kararli oldugu bolgeler belirlenmis olur. Bu durumda ) ’nin negatif oldugu
bélgede sistem kararli, @ 'nin pozitif oldugu bolgede sistem kararsizdir. Eger
& birden fazla (3 veya 5) reel Kj kokiine sahipse, her Kj (j = 1,2,3 veya
j=1,...,5) kokii i¢in yine benzer hesaplamalar yapilarak ) ’larin isareti incelenir.
Verilen bir polinomun pozitif veya negatif reel koklerinin sayisi, Descartes Isaret
Kurali yardimiyla bulunabilir. Bu yéntemde polinomun pozitif koklerinin sayis,
en digiik dereceli terimin katsayisindan baglanarak, katsayilarin kag kez isaret
degistirdigine bakilarak saptanir. Negatif koklerin sayisin1 bulmak igin ise, 6nce
polinomda X degiskeni yerine —X yazilir, daha sonra yine en kii¢iik dereceli terimin
katsayisindan baslanarak, katsayilarin kag kez isaret degistirdigine bakilir. &1
sifir yapan birden fazla Kj olmasi durumunda, k> 0 (0, ) arahiginda degistiginde
(3.24) denkleminin ) koklerinde dallanmalar meydana gelebilir. Bu durumda
fiziksel kokler igin, bolgeler arasinda isaret uyumunun saglanmasi gerekir.
Fiziksel koklerin belirlenebilmesi igin pf¢¢/py/ soniim katsayisiin degisiminden
yararlanilabilir. Eger verilen bir kok (e = 0) igin sontim katsayisi arttirildiginda
kararli bolge genisliyorsa, bu kok fizikseldir. Aksi durumda, bulunan kok fiziksel
degildir.

3.1.3 Kararhlik diyagramlari

Sayisal sonuglar i¢in su/su-buhari-hava iki-fazli sivi/kabarcik karigimi ele
alinmigtir. Kabarciklarin i¢indeki su-buhari-hava gaz karigiminin izotermal olarak
biiytidiigii ve biiziildiigli varsayilarak suyun sicakligi 20°C’de sabit tutulmustur.
Bu durumda, kabarcik igindeki kismi buhar basiner p{, = 0.0234bar, yiizey gerilim
katsayist S = 7.1 x 1072N/m ve suyun viskozitesi yy; = 10~3kg/m—s olur. Liile
girig basmer pf = 1.013 bar degerinde varsayilmigtir. Geometrik 6zellikleri Sekil

3.1 ve Sekil 3.2/de gosterilen ve kesit alani

2
A(X) = 1—0.25exp[— <%) ] (3.29

olan yakinsak-iraksak bir lile kullanilmigtir (Preston ve dig., 2002). Cidar kayma
gerilmesi katsayisi Cy, tiirbtilansh akig durumunda (Ward-Smith| 1980)
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1 1/2
I 1.7649n [(Ref) c ] —0.94 (329

kullanilarak hesaplanmigtir (ideal akig halinde Cy = 0’dir). Yukaridaki ifadedeki
Rer Reynolds sayisi, (2.22)) denkleminde tanimlanan Re Reynolds sayisiyla

/

Rer = 2UARe - eft (3.30

Hy

bagintisiyla iligkilendirilebilir.  Liile girig kabarcik yarigapr R = 40um ve
mikro ve makro Ol¢ekler orami L = 8 x 10 % olarak alinmistir. Liile girisinde
kabarcik /kabarcik etkilegmesi ihmal edilebildiginden, kabarcik /kabarcik etkilegme
parametresi A = 1 varsayilmigtir. Hem ideal akig, hem de tiirbiilansh akis
durumunda liile giris hacimsel kabarcik oram B = 1072 ve 0 kavitasyon sayis
0.7 ile 1.0 degerleri arasinda degistirilmistir.  Bir onceki bdéliimde verilen
sanki-bir-boyutlu daimi liile akiglari i¢in model denklemlerin ¢6ziimiiniin ancak oj
kavitasyon sayisiin Ojc kritik degeri iizerinde (ya da B liile girigindeki hacimsel
kabarcik oranmin fic kritik degerinin altinda) var oldugu Wang ve Brennen
(1998) ile Delale ve dig. (2001)’in sonuglarindan bilinmektedir. Yukarida belirtilen
kogullar altindaki daimi liile akis1 ¢6ziimlerinden, ideal akig durumunda pi ¢ ¢/ 1) =
1 iken Oic = 0.78, ug¢¢/H; = 30iken Oic = 0.72; tiirbiilansh cidar kayma gerilmesi
gozoniine almdiginda p¢¢/H; = 1 iken Oic = 0.78, pi¢¢/H; = 30 iken Oic = 0.76
oldugu sonucu bulunur. Daimi akislardaki () akis huz1, R(X) kabarcik yaricap:
ve Cp(X) basing katsayisinin kavitasyonsuz (0; > —(Cp)min) ve kavitasyonlu (o <
—(Cp)min) kabarcikl akiglardaki degigimi, sirasiyla, Sekil 3.1/ ve Sekil 3.2 "de
goriilmektedir. Buradaki (Cp)min, minimum basing katsayisini gostermektedir
(bu durumda tiirbiilansh cidar kayma gerilmesinin etkisi ihmal edilmistir). Bu
calismada, £ (Kj) = 0 denklemi i¢in ii¢ adet Kj degeri bulunmus ve bukj, j=1,2,3
degerlerinin ayirdig1 bolgelerde, Boliim 3.1.2 de belirtilen yontemler kullanilarak
@ 'nn isareti incelenmistir. Ancak bulunan bu Kj, ] = 1,2,3 degerleri i¢in
bolgeler arasinda @) ’'min isareti uyumlu olmamigtir. Yani (3.24) denkleminin
koklerinde dallanmalar meydana gelmistir. Bulunan bu kj , j = 1,2,3 kéklerinin
fiziksel olanlarmin belirlenmesi igin, lile akig denklemlerindeki pl;¢/ff sonim

katsayis1 arttirilarak kararli bdélgelerin genisleyip genislemedigi incelenmistir.
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Sekil 3.1 Hava kabarciklari iceren suyun daimi akisinda kavitasyonsuz kabarcik
yaricapi ve akis hizinin (st sekil) ve basing katsayisinin (alt seXiBg)(
denklemiyle kesit alani verilen lulenin (orta sekil) eksen koordinati boyunca
degisimleri. Burada sénim katsayist,;¢/H; = 1.0, kabarcik/kabarcik
etkilesim parametregi = 1.0, giris kabarcik yaricag® = 40um, mikrodan
makroya olcek oranL = 8 x 1074 |, giris basincip; = 1.013 bar, giris
hacimsel kabarcik orar = 103 ve kavitasyon sayiss; = 0.85 olarak
alinmigtir.
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Sekil 3.2 Hava-su buhari kabarciklari iceren suyun kavitasyonlu daimi akisinda
kabarcik yaricapl ve akis hizinin (Ust sekil) ve basin¢ katsayisinin (alt
sekil), (3.28 denklemiyle kesit alani verilen Itlenin (orta sekil) eksen
koordinati boyunca dgsimleri. Burada sénim katsayigf;/u, = 1.0,
kabarcik/kabarcik etkilesim parametrési= 1.0, giris kabarcik yaricapi
R = 40um, mikrodan makroya 6lgek orar = 8 x 10~4 , giris basinci
pi = 1.013bar, giris hacimsel kabarcik orafii= 102 ve kavitasyon sayisi
o, = 0.79olarak alinmistir.
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Sonug olarak bu kritere gore ky < 1 ve k3 > 1 koklerinin bu modelde fiziksel
oldugu bulunmugtur (Pasinlioglu ve Delale, 2006} Delale ve dig., 2007; Pasinlioglu
ve dig., 2009). Yapilan bu hesaplamalar sonucu elde edilen kararlilik bolgeleri,

agsagidaki sekillerde gosterilmistir.  Sekil 3.3 yukaridaki kosullar altinda oj

0;
1 , .
- H eff / u[
N 1.0
n — — — 30.0
09
- Kararl Kararsiz Kararh
- Bélge Bolge Bolge
B (Stirekli ortam
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- I |
C | |
07k - .
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L 1 1 1 ! 1
10" 10° 10° 10° 10 10"
k

Sekil 3.3 Karigimin ideal akis durumunda sénim katsayisitpg;/u;) farkl
degerleri icin (1.0 ve 30.0) lule girisindeki kavitasyon sayisinic)
perturbasyon dalga sayisiyle) degisimi ve kararlilik bolgeleri.

kavitasyon sayisiin ideal akig durumunda pl;e/p soniim katsayisimn farkh

degerleri i¢in (1.0, 30.0) pertiirbasyon dalga sayisi K ile degigimini gostermektedir.

Bu sekilden de acikga goriildiigii iizere, burada kritik kavitasyon sayisinin

(Mgs¢/M = 1.0 icin gic = 0.78 ve pi¢¢/H = 30.0 i¢in Oic = 0.72) altinda daimi

akig ¢ozlimlerinin olmadigr goriilmektedir. Kritik kavitasyon sayisinin iizerinde

elde edilen daimi akis ¢oziimleri ise, pertiirbasyonun ya ¢ok kii¢iik dalga sayilar
ya da ¢ok biiyiik dalga sayilar icin kararhdir. Ancak c¢ok biiyiik dalga sayilar
i¢in siirekli ortam hipotezi gegerli olmadigindan, bu bélgenin kararlhihigi da safdist
birakilmigtir. Soniim katsayisi i/, arttirldiginda, kararliik diyagramimdaki
kararli bolgelerde onemli bir degisim goriilmemektedir, ancak kritik kavitasyon
sayisinin degerinde degisme olmaktadir. Sekil 3.4, aym kosullar altinda ideal
durumda soniim katsayisinin farkl degerleri icin (Ug¢¢/My=1.0 ve Hgs¢/H;=30.0),
Bi hacimsel kabarcik oranimin k dalga sayisiyla degisimini gostermektedir. Girig

bolgesinde kabarcik biiyiime oranmi oldukca kii¢liik oldugundan, Sekil 3.4’den
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goriilecegi gibi soniim katsayisi Hg¢¢/H; arttirnldiginda, kararhihk diyagramindaki

kararl bolgelerde 6nemli bir degigim goriillmemektedir.

0.0025
i Daimi Akis C6ziimU Yok
0.002 |-
| Kararli Kararsiz Kararh
0.0015 - Bolge Bolge Bolge
- (Stirekli ortam
- hipotezi
- gecerli degil)
0.001 -
i W 1,
0.0005 - 10
- — — — 300 }
L I I I I I
%ow 10°® 10° 10° 10’ 10"
k

Sekil 3.4 Karigimin ideal akis durumunda sonim katsayisitpg;/u,) farkl
degerleri icin (1.0 ve 30.0) lule girisindeki hacimsel kabarcik oran(in
pertirbasyon dalga sayisiyle) degisimi ve kararlilik bolgeleri.

C)-i
1~ > ;
B K e / My
L —_— 1.0
B — — — 30.0
09+
- Kararl Kararsiz Kararh
- Bolge Bélge Bdlge
B (Sdirekli ortam
L hipotezi
osb gecerli degil)
B | |
- Daimi Akis Cézimi Yok
0.7F
B | | | |
10" 10°® 10° 10° 10’ 10"
k

Sekil 3.5 Karisimin tirbulansli cidar kayma gerilmesinin gézéniine ayndurumda
sonim katsayisinin(ug¢¢/Hy) farkh degerleri (1.0 ve 30.0) icin lile
girisindeki kavitasyon sayisiniig;) pertirbasyon dalga sayisiyl)
degisimi ve kararlilik bolgeleri.
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Sekil 3.5 ve Sekil 3.6/ tiirbiilanshi cidar kayma gerilmesi gozoniine alindiginda
Miee/H; soniim  katsayisimn farkh degerleri igin, o kavitasyon sayisi ve
Bi hacimsel kabarcik oramimin K pertiirbasyon dalga sayisiyla degisimini
gostermektedir. Bu durumda da soniim katsayisinin kararlilik bolgesine onemli
bir etkisi goriilmemektedir. Ancak yine kritik kavitasyon sayisinin degeri

degismektedir. Bununla beraber tiirbiilanshi cidar kayma gerilmesinin etkisi

0.0025 —
i Daimi Akis C6zimi Yok
0.002 -
L Kararh Kararsiz Kararh
00015~  Bélge Bélge Bdlge
L (Stirekli ortam
L hipotezi
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0.001
i H eff / H L
0.0005 - 1.0
- — — — 30.0 J
i \
| | | |
%o 10° 107 10° 10’ 10"
k

Sekil 3.6 Karisimin tirbulansli cidar kayma gerilmesinin gézéniine ajindurumda
sonim katsayisinir(ug¢¢/ ;) farkh dejerleri (1.0 ve 30.0) icin lile
girisindeki hacimsel kabarcik oraninify;) pertiirbasyon dalga sayisiylk)
degisimi ve kararlilik bolgeleri.

gbzoniine alindiginda, Sekil 3.7’ de goriildiigii gibi kararlilik bolgesi ideal akigtakine
gore geniglemektedir.  Burada tiirbiilansin etkisi yalnizca daimi akig icin
tiirbiilanshi cidar kayma gerilmesi olarak gdzoniine alinmig ve tiirbiilansh akig
calkantilarinin kararliliga etkisi gozoniinde bulundurulmamistir. Fiziksel olarak,
kararli daimi akig ¢oziimleri ¢ok kiiciik dalga sayilari i¢in gozlenmigtir. Burada
kararli bolge, tiirbiilansh cidar kayma gerilmesiyle geniglemektedir. Sekil 3.8
diger parametreler ve liille geometrisi sabit tutulup kavitasyon katsayisi (g; = 0.79)
degerinde, i hacimsel kabarcik oraninin K pertiirbasyon dalga sayisiyla degisimini
gostermektedir. Bu durumda, liile girisindeki hacimsel kabarcik oranimin kritik

degerin (Bic = 2 x 1073) tizerinde daimi akis ¢oziimii yoktur ve kararh daimi akig
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Sekil 3.7 Karisimin ideal akis ve turbulansh cidar kayma gerilmesinin gézénine
alindgi hallerde lule girisindeki kavitasyon sayisinfg;) pertirbasyon
dalga sayisiyldk) degisimi ve kararlilik bolgeleri.

¢oziimleri yine ¢ok kiigiik dalga sayilari i¢in gozlenmistir. Burada kararlilik bolgesi

de, tiirbiilansh cidar kayma gerilmesiyle geniglemigtir.
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Sekil 3.8 Karisimin ideal akis ve turbulansli cidar kayma gerilmesinin gdzoniine
alindgr hallerde lule girisindeki hacimsel kabarcik oranin(f;)
perturbasyon dalga sayisiylk) degisimi ve kararlilik bolgeleri.
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4. KABARCIKLI SIVILARDA SOL ITON OLUSUMU

Akigkan yiizeyinde bi¢imini degistirmeden sabit hizla yayilan yiikselim dalgasina
soliter (yalniz) dalgadenir. Bu dalganin genligi ne kadar biiyiikse yayilma
hiz1 o kadar fazladir. Soliter dalga, ilk olarak 1834 yilinda Edingburg’da bir
kanal iizerinde Iskogyali mithendis John Scott Russel tarafindan deneysel olarak
gozlemlenmigtir. Carpisan iki soliter dalga, ¢arpigma sonucu 6nceki hiz ve seklini
koruyorsa bu tiir dalgalara soliton denir. Soliton, matematiksel olarak nonlineer
bir denklemin veya denklem sisteminin ii¢ 6zellige sahip olan bir ¢oziimiidiir. Bu
ozelliklerden birincisi, soliton diizgiin bir yapiya sahiptir. Yani 6zel bir yapiya ve
sabit bir hiza sahiptir. Ikincisi; soliton, yiiksekligi ayni kalan veya sabit bir degerle
azalan dalga olarak betimlenir. Uciinciisii ise cok 6nemli ve sasirticidir. Bir
soliton, diger bir solitonla etkilestiginde yapisini degistirmez. Solitonlar, nonlineer
kismi diferansiyel denklemlerle ilgili en ilging olaylardan biridir. Solitonlar,
nonlineer dalgalar i¢in en biiyiik model denklem olan Korteweg-de Vries (KdV)
denkleminin c¢oziimleridir. Bu denklemler, 19. yiizyiin sonunda Korteweg
ve de Vries tarafindan bir su dalgasi denklemi olarak calisilmig, daha sonra
soliton olaymin en temel denkleminden biri olarak literatiire ge¢migtir. KdV
denkleminin sayisal ¢oztimii ilk olarak Fermi ve dig. (1965) tarafindan elde
edilmigtir. Soliton terimi ise ilk olarak, Zabusky ve Kruskal (1965) tarafindan,
KdV denkleminin soliter dalga ¢oziimii i¢in kullanilmigtir. Zabusky ve Kruskal,
KdV denkleminin sayisal ¢oziimlerinde solitonlar1 kegfetmiglerdir. Daha sonra
Gardner ve dig. (1967) tarafindan KdV denklemi i¢in baglangig deger probleminin
kesin ¢Oziimiinii veren Ters Sacilma Yontemi Onerilmigtir. KdV denkleminin
yanisira nonlineer Schrodinger denklemi, Sine-Gordon denklemi giiniimiizde
bilinen soliton denklemlerinden bazilaridir. Diizgiin dalga ¢oziimlerine sahip olan
KdV denkleminde nonlineerlik ve dispersiyon bir arada bulunur. Bu yilizden KdV
denklemi yalnizca matematiksel degil, pratikte de bir 6neme sahiptir. Konunun
belli bagh kitaplar1 arasinda Drazin (1983), Novikov ve dig. (1984), Drazin
ve Johnson' (1989), Infeld ve Rowlands (1990), Ablowitz ve Clarksonl (1992),
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Crighton/ (1995) sayilabilir.

Bu boliimde, iyilestirilmis Rayleigh-Plesset kabarcik dinamigi yasasini akisg
denklemlerine baglayan iki-fazli homojen karigim modeli kullanilarak kabarcikh
sivilarin soliton ¢oziimleri incelenmistir. Kabarcikl sivilarda soliton ¢oziimleri,
Kuznetsov ve dig.| (1978) ve van Wijngaarden (1995) tarafindan bulunmugtur.
Bu galismada, kabarcikli sivilarda soliton ¢oziimlere kabarcik /kabarcik etkilegim
parametresinin ve gaz parametresinin etkisi aragtirilmis ve elde edilen sonuglar

van Wijngaarden| (1995)’in yaptigi deney sonuglariyla kargilagtirilmigtir.

4.1 Model Denklemler

Bu boliimde, homojen iki-bilegenli (sivi ve gaz kabarcigl) karigim modeli
kullanilmig ve bilegenler arasindaki hareketin etkisi ihmal edilmigtir. Bu durumda
karisimin yogunlugu

p' = p;(1-B)+pyB (4.0

olarak yazilabilir. Burada p; siv1 yogunlugunu, pé gaz kabarcigl yogunlugunu,
B hacimsel kabarcik orammi gostermektedir.  Kiiresel kabarcik yaricapr R

alindiginda, B hacimsel kabarcik orani

3
B _ ﬂﬂRlsn/: %’nn{)Rg R®

4.2
3 1+ 4R (RE—a) 4.2

olarak tammhdir. (4.2) denkleminde nj sivimn birim hacmindeki kabarcik
yogunlugu sayisidir ve akig boyunca sabittir. Burada, R baglangictaki kabarcik
yarigapt olup, R= R/Ry ve essicaklik durum degigimi igin Ty gaz sicakhgi Tg
sivi sicakligina egit oldugundan, kabarcik gazinin ideal gaz yasasimi sagladigi

varsayilirsa
/ /
q—Po_ _Po
ol P

4.3

olarak tanmmlanabilir.  Yukaridaki (4.3) denkleminde péo ve p’go7 sirasiyla,
kabarcik icindeki yogunluk ve basmcin baslangictaki degerlerini, [0 ise gaz
sabitini gostermektedir. Karigimin birim hacmindeki kabarcik sayisi yogunlugu

n’, hacimsel kabarcik oram1 8 cinsinden

N [1_(1_@3] (4.9



olarak ifade edilebilir. Kabarcik dinamigi yasasi, kabarcik /kabarcik etkilegmeleri
igin iyilestirilmis Rayleigh-Plesset denklemiyle karakterize edilirse, akis

denklemleri agagidaki hali alir:

ap' 9 (N
WJFw(pu)_o 4.5

ou ., ou _ ap

/ _——
P W +pu ax . ax (4.6)

pyR® = sabit= pRy” (4.7)

Bu durumda ortalama yaricap igin iyilestirilmis Rayleigh-Plesset denklemi

pg] - [1—|— %T[I’l6(3/\2 — l) Rs — %T[n()RBBCI} d?rR

o, [1+§nng RS ‘g‘m{)R’OSG} dt?
2
3 (1 4meRea) (1 grmiRs ) gmyan® - 1R+ AR (3R’
3 5 Fm
2 1+ §myge — 4mial )
4vj, dR 28
R av TR “9

bicimindedir. (4.5)-(4.8) denklemlerindeki U, p’, p’ ve py sirasiyla akig hizini,
karigim yogunlugunu, karigim basincini ve gaz basincini gostermektedir. Ayrica
Vp viskoz yutulma bi¢imindeki sontim katsayisii, S yiizey gerilim katsayisii ve

A ise (2.8) ile tanimh kabarcik/kabarcik etkilesim parametresini gostermektedir.

4.2 Kabarcikh Sivilar icin Boussinesq Denklemleri

(4.5)-(4.8) akis denklemlerine 6ncelikle

p’ P R
p = —, Pp=—F, R:_,
o] Pgo Ro
(4.9
X t'c,
X = =7



normalizasyonu uygulanir. Bu boyutsuzlagtirmalarda, p; sivinm yogunlugu, pjg
baslangi¢ gaz basmci, R kabarciklarin baglangig yaricapi, X' tiipiin ekseninin
koordinati, t’ zaman koordinati, ¢ etkilesen basing¢ dalgalarinin karakteristik
uzunlugudur. Ayrica kabarcikl sivilarda sesin yayilma hizi ¢ ve Minnaert frekansi
W i¢in

/ /
/2 pgo 12 3p90

T B TR

(4.10

tanmimlar1 kullanilarak, akig denklemlerine, € < 1 porzitif bir say1 olmak iizere,

p’g 1
P =1 4.1])
p/go R3 & (

pertiirbasyonu uygulandiginda, karisimdaki boyutsuz akis hizi

u
W =
£BoCy

(4.12

olarak tanimlanabilir. (4.11) pertiirbasyonu (4.5)-(4.8) denklemler sistemine,
(4.1)-(4.3) bagmtilar1 kullamlarak uygulandiginda, & ve w pertiirbasyonlari i¢in

agsagidaki denklem sistemi bulunur:

d& 0& ow
¢+ EBowo [1+(2—Bo)55}520 (4.13
ow ow & oy 0% avhey 0%

E+eﬁow5 + Xl{(l—Boff)&ﬂLngater%ZRBZKIaxat

} —0. (4.14

Elde edilen bu denklemler, sonlu derinlikli yercekimine maruz su dalgalarin
betimleyen Boussinesq denklemleriyle aym formdadir. (4.14) denkleminin sol
tarafindaki son iki terim, sirasiyla, kabarcikli sividaki dispersiyon etkisini ve

viskoz etkiyi gostermektedir. Buradaki g; ve X1 parametreleri

2
o = ;‘?g/z [1+g(/\2—1)[50}
(4.19
N £
[1—(1—01)[30]



olarak tammmhdir. Yukaridaki (4.14)) denkleminde dispersiyon ve viskoz yutulma
terimlerinin € mertebesinde oldugu varsayilmigtir (kiigiik dispersiyon ve kiigiik
viskoz yutulma). Ayrica yukaridaki hesaplarda, (4.8) denklemindeki yiizey
gerilim katsayis1 S = 0 olarak almmigtir. (4.13) ve (4.14) denklemlerinde
kabarcik /kabarcik etkilesmeleri ihmal edilirse, yani A =1 ve o = 0 almirsa,
kabarcikli sivilar i¢in van Wijngaarden (1972)’nin elde ettigi denklemlerle aym

tipte denklemler elde edilir.

4.3 Kabarcikli Sivilarda KdV-Burgers ve KdV Denklemleri

KdV denklemi, diizgiin dalga c¢oziimlerine sahiptir. Bunlar cnoidal dalgalar
ve soliter dalgalar olarak bilinirler. Bu tipteki dalgalar, kabarcikh akiglarda
olugabilir. (4.13)-(4.14) Boussinesq denklemlerine 8 ve T, O(1) mertebesinde

olmak tlizere

T = ¢t (4.19

bi¢iminde bir 6l¢ekleme uygulanir ve yliksek mertebeli tiirevlerde wa & varsayimi

kullanilirsa

O(g?,e0,0?) (4.17

0¢ <X1—1+£E>0€ 093 0%¢

Ear T2 90 690 Voor

denklemi elde edilir. Burada

3621 i) |11 3N~ Do)

— — 4.1

T 1-(1-a)fo] 1
2V C.

_wé%%gg,Xl (4.19

bi¢iminde tanimhdir. Burada A arttik¢a ve o azaldikca O parametresinin arttig

goriilmektedir. (4.17) denkleminde tekrar X, t koordinatlarina gegilirse,

0¢& 0E 00%¢ d%& B 5 5
ﬁ+<X2+85)5+6W_VW_O(E ,EO,07) (4.20
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denklemi elde edilir. Burada x=0(1),t = O(%) mertebesinde olup

i+l 1-(1-a/2)B
X T T I A a)B,

4.2)
olarak tammlanmigtir. (4.20) denkleminde X = X— xot ve T =t koordinatlarina

gecilir ve O(£2) terimleri ihmal edilirse

9f  _0E 00d% 9%
A% eae Vo

0 (4.22
KdV-Burgers denklemi elde edilir. Bu denklemin sol tarafindaki son {i¢ terim
sirasiyla nonlineerlik, dispersiyon ve viskoz yutulma terimlerini betimler ve
kabarcikli sivilarda gok dalgalarinin yapisini belirler (van Wijngaarden, 1968,
1972; Delale ve dig. 2005a; Delale ve Tryggvason, 2008). Sayet KdV-Burgers

denklemlerinde viskoz yutulma terimi ihmal edilirse (v — 0),

¢
ot

0§ 0%

—{-Sfﬁ—Fgﬁ—o (4.23

KdV denklemi bulunur. Son olarak boyutsuz X*, t* ve u biiytikliikleri

x:(é)l/sx*, i~ U E:—(?)“u (4.24

olarak segilirse, (4.23)) denklemi

du Uﬂ—i— Bu
ot* ox  Ixx3

0 (4.29

standart formda Korteweg-de Vries denklemi geklinde yazilabilir. Béylece (4.13)
ve (4.14) denklemlerinde viskoz yutulma ihmal edildiginde, biiyiik zamanlarda

(t > 1) asimptotik olarak soliton ¢oziimlerinin varhg: kanitlanmig olur.
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4.4 Soliton Olusumu ve Etkilesen Soliton Sayisi

Bu béliimde, (4.25) denkleminin soliton ¢oziimlerini bulmak i¢in Ters Sagilma
Yontemi kullanilmigtir.  Birgok fiziksel problem, nonlineer kismi diferansiyel
denklemler ile modellenir. Coziilebilen nonlineer kismi diferansiyel denklemler
smifi igin genel bir ¢dziim yontemi yoktur. Bu yiizden Gardner ve dig. (1967)
tarafindan Onerilen ve KdV denklemi i¢in baglangi¢ deger probleminin kesin
¢oziimiini veren Ters Sagilma Yontemi, matematiksel soliton teorisinin zirvesi
olarak goriilebilir. Bu yontem, integre edilebilir bir sistemin tiim ¢éziimlerini bir
araya toplayan sistematik bir yontem olup lineer bir denklem i¢in Fourier moduna
benzer. Bu yontemin amaci, (X*,t*), x* € R, t* > 0 i¢in u(x*,0) baglangi¢ kosulu
ile KAV denklemini ¢ozmektir. Temel fikir, KdV denklemini zamandan bagimsiz
Schrodinger denklemiyle iligkilendirmektir (Ablowitz ve Clarkson, [1992). Bunun
i¢in ilk olarak ¢ (x*) dalga fonksiyonu igin
d?¢

W‘i‘{A _U(X*,t*)}(p =0 (4.29

Schrodinger denklemi gézoniine almsin. Sayet u(x*,t*), (4.25) KdV denkleminin
soliton ¢6ztimii ise, bu durumda (4.26) denkleminin A, 6zdegerleri zamandan
bagimsizdir. Tiim 6zdegerler negatif ve sonlu (N) olup Ay = —kn?, kg > ko> ... >
kny > O bigiminde siralidir (Whitham|, 1974). A = Ap; n=1,2,...,N 6zdegerleri
zamandan bagimsiz oldugundan (4.26) denklemi agagidaki Sturm-Liouville
denklemine dontigiir

d?¢

Burada, asimptotik olarak her A 6zdegeri, bir solitona karsi gelir. Bu yiizden
soliton sayisin1 bulmak i¢in 6zdegerlerin sayisini bulmak yeterli olacaktir.

Tiip i¢indeki kabarcikli sivi baglangi¢ basing profili
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/A R
€& = Py /pgo _ Pe P /ngé’ 0<x </
ng ng £

(4.28
= 0, X<0 ve X>/

seklinde secilmis olsun. Yani, baglangicta dengede olan bir ortama tiggensel bir

sinyal gonderilsin. (4.24) doniigtimleri (4.28))’de kullanilirsa,

L Pg—Ppx . (6e\1/3
U(X ,O) = —Wg, 0< X < <F>
(4.29
1/3
= 0, X'<0 ve x*2(§>/
o

elde edilir. Sturm Birinci Kargilagtirma Teoreminden (Ince, 1956), en biiyiik kg
ozdegerine karsilik gelen ¢q 6z fonksiyonunun bir adet sifir1, ko 6zdegerine karsilik
gelen @2 6z fonksiyonunun iki adet sifinn ve ky 6zdegerine karsihik gelen ¢y 6z
fonksiyonunun N adet sifir1 olacaktir. Dolayisiyla, (4.27) denkleminin A = 0 i¢in
¢oziimiine karsilik gelen ¢ fonksiyonunun, A = —k,%, sifira yakin en biiyiik 6zdeger
oldugundan, N adet sifir1 olacaktir (Hammack ve Segur, 1974). Bu amagcla Xx*

koordinatina

6p§o 13
._ /3
X'=(— gy (4.30
(pg+ - %o)

Olceklemesi uygulanirsa,

u(y,0)

_(pg - p’go>2/3 y

P — Pgo 111/3
, O<y<Q=(——F=
6p’gO £2/3 y<Q ( )

p/go o
(4.3)
= 0, y<0 ve y>Q

seklini alir. Bu 6lgekleme kullanildiginda A = 0 igin (4.27) denklemi 0 <y < Q

araliginda

d?¢
W—H@ =0 (4.32

Airy denklemini, y <0 ve y > Q igin

d2¢
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denklemini verir. Bu durumda baglangi¢ kosulu

d
$O =1 ve G lyo=0 (4.3

seklini alir. (4.32)-(4.34) sisteminin ¢oziimi

¢oy) = 1, y<O0 (4.39
#(y) = 1.408Ai(—y)+0.813Bi(-y), 0<y<Q (4.3
ve
o9 = () y-Q+s@.  y=Q 437
dy/y=Q ’ - '

seklini alir. Burada Ai ve Bi Airy fonksiyonlaridir. Ozdegerlere karsi gelen
¢Oziimiin koklerinin sayisi soliton sayisini verdiginden, ¢oziimiin koklerinin sayisini
incelemek gerekmektedir. 0 <y < Q arahginda (4.36) ¢oziimii Sekil 4.17de

gosterilmigtir.  Bu durumda ¢oziimiin koklerinin sayisini Q belirlemektedir. Q

Sekil 4.1 (4.2) Airy denkleminin @.34) denklemiyle verilen baslangic¢ kosullari icin
0 <y < 10aralgindaki ¢cozimi

biiyiidiikge koklerin sayisi, dolayisiyla soliton sayist artar. Q, 0 parametresine

baglh oldugundan o azaldikca yani A azaldikca ve a arttik¢a soliton sayisi artar.
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y <0 igin ¢(y) = L’in kékii olmadigindan soliton yoktur.

y > Q igin ise

{%/(ﬁ} Q > 0 = soliton sayis1 ayni, (4.39
y:

{% /¢}y—Q < 0 = soliton sayisi 1 fazladir. (4.39

Yapilan bu galismadaki amag, A kabarcik/kabarcik etkilesmesi parametresi ve
a gaz-sivl yogunluklar: oraninin soliton ¢oziimlerine etkisini incelemektir. Bu
etki incelenirken van Wijngaarden (1995) tarafindan yapilan deneyler gozoniine
alinmig ve elde edilen soliton sayilar1 deneylerle kargilagtirilmigtir (Pasinlioglu ve
Delale, 2008). Cizelge [4.17de goriildiigii gibi A =1 (kabarcik /kabarcik etkilegmesi
yok) ve o = 0 (gazin yogunlugunun sivi yogunluguna orammnin ihmal edilmesi)

durumunda elde edilen soliton sayilari, deney sonuclariyla uyumludur. A arttikga

Cizelge 4.1 Soliton sayisining = 0 i¢in kabarcik/kabarcik etkilesme parametresiyle
(A\) degisimi (Ng : Deneysel olarak gozlenen soliton sawan
Wijngaarden1995).

DENEY | Ng \ A

o gk wN e

N R W N W D=
R RN RN NN
R RN R R N w
N S S e TS
e
R R R R PR o

soliton sayisinin azaldigi goriilmektedir. Van Wijngaarden (1995)’in deneyleri igin
elde edilen sonuglar, bu durumda kabarcik /kabarcik etkilegmesinin pek de énemli

olmadigini gostermektedir.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tez caligmasinda, sanki-bir-boyutlu kavitasyonlu liile akislar1 i¢in model
denklemlerin daimi akig ¢Oziimlerinin zamana gore kararlihgi ve kabarcikh
sivilarda soliton olugsumu incelenmigtir. Model denklemler, homojen iki-fazh
akig modelindeki kabarcikli sivi karigimi igin Euler/Navier-Stokes denklemlerine
nonlineer kiiresel kabarcik dinamigi yasasi eklenerek elde edilmistir. Ozellikle,
kabarcik dinamigi yasasi i¢in ortalama alan teorisinde kabarcik/kabarcik
etkilesimlerini gozoniinde bulunduran iyilestirilmis Rayleigh-Plesset denklemi
kullanilmig, tiim séniim mekanizmalar1 viskoz yutulma bi¢iminde tek bir soniim
katsayisiyla betimlenmis, kabarciklarin igindeki gazin biiyiime ve biiziilmesi
halinde politropik yasa kullamilmigtir. Tiim denklem sistemi, akig hizi ve
kabarcik yaricapi igin iki evrim denklemine indirgenmistir. Liile giris kogullar:
ve liile geometrisi daimi akis ¢ozlimleri varolacak sekilde secilmigtir. Bu kosullar
altinda, zamana baglh kararlilik igin evrim denklemlerine, daimi akiglardaki
akis hiz1 ve kabarcik yarigapi alanlar1 baz alinarak pertiirbasyon uygulanmigtir.
Sonugta, daimi akig ¢Ozlimlerinin zamana bagli kararliligi i¢in kuple lineer
kismi diferensiyel denklem sistemi elde edilmistir. Bu denklem sistemi once
genellestirilmis 6zdeger problemine dontigtiiriilerek belli bolgeler i¢in 6zdegerler
hesaplanmigtir. Fakat o6zdegerlerin sik isaret degistirmesinden dolay1 fiziksel
olanlarini belirlemek olasi olmamigtir. Bundan dolayi, denklem sistemi tiim
katsayilarinin hemen hemen sabit oldugu liile giris bolgesinde normal mod
analizi kullanilarak kesin olarak c¢oziilmiigtiir. Liile geometrisi ve diger tiim
parametreler sabit tutularak akig parametrelerinden biri (kavitasyon sayisi ya
da liile girigindeki hacimsel kabarcik orani) degistirilmis ve bu parametrenin
Kk pertirbasyon dalga sayisiyla degisimini gosteren kararhilk diyagramlar:
¢gikarilmigtir. Bu diyagramlarda, kavitasyon sayisinin kritik bir degerin altinda
(ya da liile girigindeki hacimsel kabarcik oramimin kritik bir degerin {istiinde)
oldugu durumlarda, daimi akig ¢Oziimlerinin mevcut olmadigi goriilmiistiir.

Daimi akis ¢ozlimlerinin mevcut oldugu hallerde, bu ¢oziimlerin sadece ¢ok
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kiigiik dalga sayilarn i¢in kararh oldugu gozlemlenmistir (ashinda ¢ok biiyiik
dalga sayilar1 igin de kararli bdlgeler bulunmustur, ancak bu bolgelerde
stireklilik hipotezi gegerliligini yitirmektedir). Liile girig bolgesi igin kararlihk
diyagramlarindaki kararli bolgelerin, tiirbiilansh cidar kayma gerilmesi etkisiyle
genigledigi goOriilmiistiir.  Sonu¢ olarak sanki-bir-boyutlu daimi liile akiglar
i¢in inga edilen model denklemlerin ¢oziimleri, sadece ¢ok kiigiik dalga sayilar
i¢cin zamana gore kararhdir (Pasinlioglu ve Delale, 2006; Delale ve dig., 2007;
Pasinlioglu ve dig., 2009). Reel kavitasyonlu akiglar ¢ok-boyutludur. Bundan
dolay1, model denklemlerin iki ya da {i¢ boyutta diisliniilmesi gerekir. Ayrica
gercek kavitasyonlu liile akiglar: i¢in model denklemlerde, 6zellikle kabarciklarin
biiziildiikleri bolgelerde, politropik yasa yerine her faz igin enerji denklemi
gozoniinde bulundurularak gercekci bir 1s1] soniim mekanizmasi eklenmelidir.

Bu tezin ikinci kisminda kabarcikli sivilarda soliton olugsumu aragtirilmigtir.
Burada, kabarciklarin birbirleriyle etkilesimleri gozoniinde bulundurularak,
kabarcik /kabarcik  etkilesim  parametresinin  soliton  ¢oziimlerine etkisi
incelenmigtir. Yine homojen iki-fazli kabarcikli karigim modeli kullanilmigtir.
Kabarciklar, gaz kabarciklari olarak ele alinmig olup, bliylime ve biiziilmelerinde
izotermal hal degigimi varsayilmigtir. Kullanilan model denklemlerde, 6nce gaz
basincina pertiirbasyon uygulanarak Boussinesq denklemleri elde edilmistir.
Daha sonra bu denklemler kiiciik nonlineerlik ve kiic¢iik dispersiyon varsayilarak,
standart Korteweg-de Vries-Burgers denklemine ve viskoz yutulma ihmal
edilerek Korteweg-de Vries (KdV) denklemine doéntstiiriilmiigtiir. Korteweg-de
Vries denkleminin soliton ¢ozlimlerinin sayisini bulmak i¢in Ters Sacilma
Yonteminden yararlanmilmistir.  Asimptotik olarak her 6zdeger bir solitona
karg1 geldiginden problem, o6zdeger sayisini bulma problemine doniigmiigtiir.
Ozdegerlerin sayisini bulmak icin ise, Hammack ve Segur’un kullandig yéntemden
yararlanilmigtir. Elde edilen sonuglar gostermigtir ki kabarcik /kabarcik etkilegim
parametresi arttirildiginda soliton sayis1 azalmakta, gazin siviya yogunlugu orani

arttirldiginda ise soliton sayisi artmaktadir (Pasinlioglu ve Delale, 2008).
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EKLER

EKA: (2.27)-(2.29) Denklemlerindeki Fj(R) ; j =1,2,...,10 Katsayilar

EK B: (2.27)-(2.29) Denklemlerindeki Fj(u) ve fj(u); j = 1,2,...,10
Katsayilari

EK C: (3.9) Denklemindeki Aj; j =1,2,...,9 Katsayilar
EK D: (3.24) Denklemindeki €j; j =0,1,...,4 Katsayilar

EK E: (3.9)-(3.10) Denklemlerindeki Aj; j =1,..,9 ve Cj; j =1,..,8
Katsayilarinin Liile Girig Bolgesindeki Degisimleri
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EK A: (12.27)-(2.29 Denklemlerindeki Fj(R) ; j =1,2,...,10 Katsayilari

F(R) = Lo
M 3R? [1+(R/Ki>3]
X [(3/\2_1)(R/Ki)6+(3/\2—2)(R/Ki>3_ } (A1)
AR = —"éf {2+(3/\2—1)(R/Ki>3} (A.2)
1
RR) = (A.3)
{l-}— (R/Ki>3}
FiR) = —% [(21/\2—5)(R/Ki)6+(12/\2+2)(R/Ki)3—2] (A.4)
R = —3(;’;:3 {1+ (R/Ki>3} (A.5)
_ L2 kP
- 18F5 [1+(R/Ki>3]
(A.6)
X {(12/\2—2)(R/Ki>9+6/\2<R/Ki>6—6(/\2—l)(R/Ki>3+4}
_ L2 kP 2 | 9 2 | 6
F(R) 9R5{1+<R/Ki>3] [(21/\ 5)(R/K) + (157 6)(R/K)
+ (—6A%+3) <R/Ki>3+4} (A7)
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—% {(39/\2— 11)<R/Ki>6—|- (12/\2+l4)<R/Ki>3— ]

—omt [(6/\2 ~1) (R/Ki>6 +(6A2—2) (R/Ki> - }

S 3kpy

- ROREL
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EK B: (2.27)-(2.29 Denklemlerindeki Fj(u) ve fj(u) ; j =1,2,..., 10 Katsayilari

Fy(u)

f1(u)

fo(u)

fa(u)

Fa(u)

fa(u)

e {(3/\2 - 1)(

_A) N2 - 1)}

(B.1)

(B.2)

(B.3)

(B.4)

(B.5)

(B.6)

(B.7)

;_ >2+ (—48A2 1+ 9) (i—A) + 27/\2} (B.9)



fs(U) = —

Fs(U)

fe(U)

fz(U)

fg(U) =

_1>5/3{<

18<U—A— 1) i

{(39/\2 11)(

Ai

UA\ 2
Ai

21/\2—5)(}\—A>2 4 30/\2+12)<
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—)2+(—15/\2+3)(

—)2 (- 48/\2+9)(

)2 (- 84/\2+15)<

Ai

uA
Ai

Ai

(B.9)

(B.10)
)+ 9/\2} (B.11)

(B.12)

A) + 27/\2] (B.13

A)+9(/\2 3)] (B.14)

Ai

) (- 66/\2-1—36)( /\A> 27N - 1)] (B.15

A) +45/\2} (B.16)



0A
|_2K_2<“_> _
A UAY _gn2 B.1
Fo(l) = —W{@AZ—D(T) 6/\] (B.17)
9</\—i—1
L%y UAY 2 2 uA 2} B.18
(% 1)
=0 3Kpy (B.19
Fiol) = —=—37 » @y UA NG/
(x‘l) ke K ()Ti_l>
f10(0) % 3k(?ik+1)pf3‘k 75 (B.20)
10 = uA 2/3 5 (3k+1) u_A_ +
(5 -1 K (5
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EK C: (3.9 DenklemindekiAj ; j =1,2,...,9 Katsayilari

Al = B2
2,272 1/
_ W {(3/\2—1)(‘;—'?)—3(/\2—1)} (C.2)
A = Ru B B
_ _J_‘:A {(3/\2—1)(3—'?)—3(/\2—1)] (C.2)

_du _dR du  /1dA _
Az = 3qu&+lF1U—+F4[ +(——>tﬂ+ﬁs}u

d dx A dx
B L?k20
N UA 4/3
18<)\—|—1>
2 UA 2 2 UA 2 o] du
x{[(54/\ 16)()\') + (—90A? + 48) )\>+36(/\ 1)} =

+ [(27/\2—7)(%>2+(—36A2+12)(%> +9(/\2—1)} (%ﬂ—i) 0
24(5)

T L2(Re k2 ( A 1) 1/3} (C.3)

dR 1dA _
Ay = 2k — +{Fldx+|:2(ﬂ$<>1u

_|_2 K2
18(3—?\— 1) e

)2 e 24/\2+12)(;/f)+9(/\ 1)} (%3—{:) J} (C.4)

x{{(24/\2—8)<;—?> (42/\2+24)(;A>+18(/\ 1)]3—‘){

=E

+ [(15/\2 - 5)(
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_d20 du
[3F2+F4] dx 2+2F4 <d):>

+|(Forr)a iR\ 2r, (om)wrm] 25

dx Ad dx
1dA\ - 3RK] dR_
+[r (35) 5 255 P

_d /1dA 1 dA\? _ 1 dA ) _
s (390) o5 () wem () v}

54(5,(21) /3{ [(144/\2 42)(3\'?‘) (_396/\2+186)<§_'?>2
Ai
+(360A? — 252 (%) — 108(A%— 1)] Jgi)g
[(186/\2 46) (l;f) + (—438\?+126) <§_'IA‘> + (30602 — 126) (%A)

54N 1) (?;D

{[(354/\2 86)(3A) + (- 84cy\2+246)(L/‘\A) + (59472 — 252)(‘?)

~108(A2 - 1)| (1 dA) 0+ 72(%) (U_—A—l)l/3<2”A 3)}“'_“_

A dx L2 (Re) kZ \ Aj A dx

uA

+{[(117/\2 33)()\) (- 315\2+141)<uA

) 7N - 189)<UA)

Ai

w7 a2 () o (9] (R51)

54 uA 7/3 >
@ (Y }

UAY _
T (@ gy (1) u—} c9
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A7

u

dex2+[

"t

1dA
A dx

[l (Y oo 12 () o] (32
e nalE) PG

e

36
L2k?

9%

L2k3

1/\2_5)<

Ao

(-1)+

(%—’i)]—
o P (aa) )

}>2 oo () rone]{

d
d

ok

Ad

1dA
A dx

?)2 (- 48/\2+9)(;A>+27/\2] (1 dA>u

uA 1) 1/3

L227kfirk)?rlz ( A 1>§—k}
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(@_1>1/3 du 36<)\| 1dA :
dx |_2(Re) A dx

)]

(C.7)



_F5d2u_ l3F3F5 dR (1 dA)} da

dx@ R dx °\Adx/] dx

3RFK /1dA\ dR d /1dA dR apy
*{ R (z\d—x)d—x—%d—xﬁ&)] *( 2F1°d—x—zax>

4(JA_iA> GA N d20 1 /da\? [(UA 1 dA\ do
aA ) {(A_i_l>ﬁ_a_(&) +(3 79 (Ad—x)d—x

S(Re (UA \2/3 3k pgi(RE) di  /1dA\_]1
(/\_i _1> * 2<uA 1)le-3k [& * (A dx) ﬂ u
A '

F|(Boq) 8 (LAY _(1da i
Aj dx \ A dx A dx

dR da 1 dA d2a
ﬁJr{(Fl_fl) dx 1:4[dx+ (K dx)lﬁ —f5} d>2
dR 1 dA dan ?
+ {(FG_ fo) gx — ™ (Z\ dx)} (dx)

t[E ) (o) @ 2Rt Rt e

G (LAY G (LOAV G (1dAy  cldd
8dx \ A dx 9\ A dx 5\ Adx 3% dx
1dA\? ., d /1dA) L,

L3
R

1 dA dR
[F3f5+ Fsf3) ( ) U+ (Fro— flo)} ax

_  3(Re ,UuA 20p,
o— 2= <)\—|—1> ax} (C.9)

A dx

d? /1dA) 1dA\ d /1dA -
e <zd—x)“ o (zd—x>d—x(A dx>u ~ TapGul

¢ d /1dA n
Sdx \ A dx
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+{[(81/\2—21)(%)S+(—243/\2+57)(;’f) + (24302 - 36)(‘;\|A)

_ ) o
o] [+ (350) - i (-2 58
oo () comten () o ()] 1)

+{ [(117/\2—27)<)\—A>3+(—306/\2—1—66)( AA) (270N — 63)<;—A)

| I
108( lj\,A>

o] (39 caa(e -0 H (&)

{[(135/\2 39(“A) 4 (- 405/\2+93)<le)

+(405\2 — 54) (EA) - 135/\2} %( <% %}) 0

T)34r (—225’\2+48)<§—A>2
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{[(27/\2 9)(?) (81/\2+18)(‘;‘—A>2

5 UA 2| d* (1dA
o) 2] G (55

UA\ 3
Ai

dA\ d /1d
_54/\2} (/i dﬁ) dx (% §)
{(12/\2 2)(%*) (_21’\2+3)(;:\> (N2 - 1)(‘1’*)} (i‘;ﬁ) }u_z

v /3d (1d

{29 G%)

— 2
romme (D) GR) e

_ — 81k? pg.(UA> d
Ao E D) ()

L2k (/\—i—1>

— 10/3
L8 (ﬂ*— 1) QN} €9

[(54/\2 12)( ) (162/\2+39)<
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EK D: (13.249 Denklemindeki ¢ ; j =0,1,...,4 Katsayilar

&

&

&2

&3

&4

LZLN? — 2LRL2NRN; + L3N2 + LrLi MZNg — LrL MrM| N;

+L2M23N; — L2MgM; Ng (D.1)
ALZLM;NR — 4LRL2MRNR — 4LEMRN; + 4LRLEM|N| + L2ZMgM?
—LrLiM3M, 4 L2M3 — LrL M3 (D.2)

8LRLZMRM, — 5LAL M2 + 4L3L NR+ ALNy — LEMZ — LAL, M3

+4LRLENR 4 4LALN, — 5L3M3 (D.3)
8Li (LR + L) [LiMr— LrM|] (D.4)
—4L (L3 +12)? (D.5)
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EK E: (3.9-(3.10 Denklemlerindeki Aj; j=1,..,9veCj; | =1,..,8 Katsayilarinin
Lule Giris Bolgesindeki Degisimleri

Al
-5.270E-04 —
3 ideal Akis
N — Tarb. Cidar Kayma Gerilmesi
-5.275E-04 |~
-5.280E-04 |~
sogsE0al L1
0.01 X 0.02 0.03

Sekil E.1 Kavitasyon katsayisig; = 0.79 ve Sekil 3.2deki kosullar altinda
(3.9-(3.10 denklem sistemindekh; katsayisinin lile giris bolgesindeki

degisimi.
Az
-3.351E-04 :
r Ideal Akis
A Tirb. Cidar Kayma Gerilmesi
-3.354E-04 |-
-3.357E-04 |-
-3.360E-04 L ! ! ! ! 1 ! ! ! ! 1 ! ! ! ! 1
0.01 X 0.02 0.03

Sekil E.2 Kavitasyon Kkatsayisig; = 0.79 ve Sekil 3.2deki kosullar altinda
(3.9-(3.10 denklem sistemindek®, katsayisinin lile giris bolgesindeki

degisimi.
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A3
0.0045 -
| Ideal Akis
[ | s Tirb. Cidar Kayma Gerilmesi
0.0042 -
0.0039 |-
0.0036 — —L— —
0 0.01 0.02 0.03

Sekil E.3 Kavitasyon katsayisig; = 0.79 ve Sekil 3.Z2deki kosullar altinda
(3.9-(3.10 denklem sistemindekfs katsayisinin lule giris bolgesindeki

degisimi.
A,
6E-05 -
= Ideal Akis
R — Turb. Cidar Kayma Gerilmesi
3E-05F
of
-3E-05 F
—6E-05 5 I L L L L I L L L L I
0 0.01 X 0.02 0.03

Sekil E.4 Kavitasyon katsayisig; = 0.79 ve Sekil 3.Zdeki kosullar altinda
(3.9-(3.10 denklem sistemindekd\s; katsayisinin lile giris bdlgesindeki

degisimi.
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A5

28 -
Ideal Akis
--------------------- Tirb. Cidar Kayma Gerilmesi

26
241
2.2 | 1 | | 1 | ! |

0 0.01 X 0.02 0.03

Sekil E.5 Kavitasyon katsayisig; = 0.79 ve Sekil 3.2deki kosullar altinda
(3.9-(3.10 denklem sistemindekhs katsayisinin lile giris bolgesindeki

degisimi.

AG

1.5717 _
= Ideal Akis
R [ — Turb. Cidar Kayma Gerilmesi

15714

15711 F

15708 F

1.5705 L L L L L 1 L L L L 1 L L L L |
0 0.01 « 0.02 0.03

Sekil E.6. Kavitasyon Kkatsayisig; = 0.79 ve Sekil 3.2deki kosullar altinda
(3.9-(3.10 denklem sistemindekd\s katsayisinin lile giris bdlgesindeki

degisimi.
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A7
Or :
| Ideal Akis
[ | s Tirb. Cidar Kayma Gerilmesi
-3k
i e
-6
-9 ! 1 ! ! 1 ! ! |
0 0.01 0.02 0.03

Sekil E.7: Kavitasyon katsayisig; = 0.79 ve Sekil 3.2deki kosullar altinda
(3.9-(3.10 denklem sistemindekf\; katsayisinin lule giris bolgesindeki

degisimi.

As

2r -
- Ideal Akis
S [— Tirb. Cidar Kayma Gerilmesi

l -

0

1

_2 [ L L L L I L L L L I L L L L I
0 0.01 X 0.02 0.03

Sekil E.8 Kavitasyon katsayisig; = 0.79 ve Sekil 3.Zdeki kosullar altinda
(3.9-(3.10 denklem sistemindekd\g katsayisinin lile giris bdlgesindeki

degisimi.
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A,
3 B .
- Ideal Akis
S P —— Turb. Cidar Kayma Gerilmesi
15F
0
15
-3 i ! 1 ! ! 1 ! ! |
0 0.01 X 0.02 0.03

Sekil E.9 Kavitasyon Kkatsayisig; = 0.79 ve Sekil 3.2deki kosullar altinda
(3.9-(3.10 denklem sistemindekhg katsayisinin lile giris bolgesindeki

degisimi.

C1

4.0E-04 .
Ideal Akis
--------------------- Turb. Cidar Kayma Gerilmesi

3.0E-04 |-
2 OE-04 Fruasstrianoiisstonnoiastrinnr iisntsien e sasess s eesast s eeasseSSE e
1.0E-04 |-
0.0E+00 . . . . 1 . . . . 1 . . . . |

0 0.01 X 0.02 0.03

Sekil E.1Q Kavitasyon katsayisig; = 0.79 ve Sekil 3.2deki kosullar altinda
(3.9-(3.10 denklem sistemindekt; katsayisinin lile giris bolgesindeki

degisimi.
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C2
3.0E-04 - -
| Ideal Akis
[ | s Tirb. Cidar Kayma Gerilmesi
2.0E-04 |-
i e
1.0E-04 |-
0.0E+00 — —L— —
0 0.01 0.02 0.03

Sekil E.11 Kavitasyon katsayisig; = 0.79 ve Sekil 3.2deki kogsullar altinda
(3.9-(3.10 denklem sistemindekT; katsayisinin lile giris bélgesindeki

degisimi.
C3
0.0E+00 - -
| Ideal Akis
R —— Tarb. Cidar Kayma Gerilmesi
-1.0E-03 |-
T —T———————————r o,
-2.0E-03 |-
-3,0E'03 L L L L I L L L L I L L L L I
0 0.01 X 0.02 0.03

Sekil E.12 Kavitasyon katsayisig; = 0.79 ve Sekil 3.2deki kosullar altinda
(3.9-(3.10 denklem sistemindekTs katsayisinin lule giris bélgesindeki

degisimi.
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C4
4.0E-05 :
- Ideal Akis
R Tirb. Cidar Kayma Gerilmesi
2.0E-05 |
0.0E+00 F
-2.0E-05 |
-4.0E-05 [ ! 1 ! ! 1 ! ! |
0 0.01 X 0.02 0.03

Sekil E.13 Kavitasyon katsayisig; = 0.79 ve Sekil 3.2deki kosullar altinda
(3.9-(3.10 denklem sistemindekT, katsayisinin lile giris bélgesindeki

degisimi.
Cs
526 -
i Ideal Akis
..................... Tarb. Cidar Kayma Gerilmesi
524
522
520 i L L L L I L L L L I L L L L I
0 0.01 X 0.02 0.03

Sekil E.14 Kavitasyon katsayisig; = 0.79 ve Sekil 3.2deki kosullar altinda
(3.9-(3.10 denklem sistemindekls katsayisinin lile giris bolgesindeki

degisimi.
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CG
Or -
i Ideal Akis
[ | s Tirb. Cidar Kayma Gerilmesi
-05F
s —
1
‘15 — 1 —L— —
0 0.01 0.02 0.03

Sekil E.15 Kavitasyon katsayisig; = 0.79 ve Sekil 3.2deki kogsullar altinda
(3.9-(3.10 denklem sistemindelTs katsayisinin lile giris bélgesindeki

degisimi.
C7
0.6 -
- Ideal Akis
S [ — Tarb. Cidar Kayma Gerilmesi
0.3F
0 .....
-03F
_0-6 [ L L L L I L L L L I L L L L I
0 0.01 X 0.02 0.03

Sekil E.16 Kavitasyon katsayisig; = 0.79 ve Sekil 3.2deki kosullar altinda
(3.9-(3.10 denklem sistemindekT; katsayisinin lule giris bélgesindeki

degisimi.
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Ce
2r :
Ideal Akis
S T —— Tarb. Cidar Kayma Gerilmesi
1 -
0 ......
1
2 I | 1 | | 1 | | |
0 0.01 X 0.02 0.03

Sekil E.17: Kavitasyon Kkatsayisig; = 0.79 ve Sekil 3.2deki kosullar altinda
(3.9-(3.10 denklem sistemindel®g katsayisinin lile giris bolgesindeki

degisimi.
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