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SEMI-SIMETRIK METRIK KONNEKSIYONLU
GENELLESTIRILMIS 3-REKURAN RIEMANN UZAYLARI

OZET

Literatiirde, semi-simetrik metrik konneksiyonlu Riemann uzaylar1 bir ¢ok yazar
tarafindan caligilmigtar.

Bu c¢alhigmada, semi-simetrik metrik konneksiyonlu Riemann uzaylar
incelenmigtir. Bu uzayda, lineer konneksiyon tanimi verilip, uzayin egrilik tensorii
elde edilmigtir. Semi-simetrik metrik konneksiyonlu Riemann uzayinin hangi
kogullar altinda 6zel uzaylara doniigecegi teoremlerle ifade ve ispat edilmistir.

Caligmanin birinci boliimiinde, Riemann uzayimna ait temel kavramlar ele
alinmigtir.

M™, n boyutlu diferansiyellenebilen g Riemann metrigine sahip bir manifold olsun
ve V Riemann konneksiyonu V* da herhangi bir lineer konneksiyonu gostersin.
M™ iizerinde herhangi bir m; vektor bilegeni i¢in V* konneksiyonunun burulma
tensori

T;k = 77195; — 7% (1)
seklinde tanimlanirsa, bu konneksiyona semi-simetrik konneksiyon denir. Eger
V* konneksiyonu icin
kogulu saglaniyorsa, V* konneksiyonuna metrik konneksiyon denir. {Z}, \Y

Riemann konneksiyonunun katsayilari ve F;Li 'ler de V* afin konneksiyonunun
katsayilari olsun. Eger V* konneksiyonuna ait katsayilar

thi= {3+ v ®)

Ji
seklinde ele alimirsa, V* konneksiyonunun burulma tensori
T4 = Uy — Uy, (4)

olarak elde edilir.
V* metrik konneksiyon oldugundan ;, 1-form olmak iizere, (1) ile tanimh

burulma tensériine sahip V* konneksiyonuna semi-simetrik metrik konneksiyon
denir.

vil



Bu konneksiyonun katsayilari,

h
F;LZ = {jl} + (thﬂ'z — gjﬂl'h (5)

seklindedir.

Bu ¢aligmanin ikinci boliimiinde, (5) numarali bagint1 yardimiyla, semi-simetrik
metrik konneksiyonlu Riemann uzayinin egrilik tensorii,

R = Rijn — ajrga + g — qagie + Qjigix (6)

seklinde elde edilmistir. Burada, Rp;ji, Levi-Civita konneksiyonuna gore bu
uzayin egrilik tensoriinii gostermektedir.

Uciincii béliimde, ilk olarak rekiiran burulma tensoriine sahip semi-simetrik
metrik konneksiyonlu Riemann uzayinin hangi kogul altinda konsorkilir vektor
alanina sahip olacagi aragtirilmigtir. Daha sonra, fiziksel uygulamalarda oldukga
onemli yer tutan semi-simetrik metrik konneksiyonlu Einstein uzayimnin, aymi
zamanda Levi-Civita konneksiyonuna gore de Einstein uzayr olmasi kogullari
aragtirilmigtir.

Qalgmanin  son  bdliimiinde ise, semi-simetrik metrik konneksiyonlu
genellegtirilmis 3-rekiiran Riemann uzaylar ile ilgili teoremler ifade ve ispat
edilmigtir.

Problemin dogas1 geregi yerel koordinatlar kullanilmigtir.

Boyutu iicten biiyiik, semi-simetrik metrik konneksiyonlu bir Riemann uzayinin
egrilik tensorii Levi-Civita konneksiyonuna gore genellegtirilmig 3-rekiiran ise
bu taktirde bu uzayin konformal egrilik tensorii de ayni konneksiyona gore
genellestirilmis konformal 3-rekiirandir.

Boyutu iicten biiyiik semi-simetrik metrik konneksiyonlu Riemann uzayinin

egrilik tensorii genellegtirilmiy 3-rekiiran ise, bu taktirde ya B, tensorii n ve h
indislerine gore simetriktir ya da bu uzayin R* skaler egriligi sifirdir.

viil



GENERALIZED 3-RECURRENT RIEMANNIAN SPACES WITH
SEMI-SYMMETRIC METRIC CONNECTION

SUMMARY

In literature, spaces with semi-symmetric metric connection have been studied
by many authors.

In this study, Riemannian spaces with the semi-symmetric metric connection
is examined. The definition of the linear connection is given and then the
curvature tensor of the space is found. It is proved that Riemannian spaces with
semi-symmetric metric connection become special spaces under some conditions.

In the first section, basic concepts of the Riemannian spaces are given.

Supposing that M™ is an n-dimensional differentiable manifold having the
Riemannian metric g, V is the Riemannian connection and V* is any linear
connection with components F;-‘i, the torsion tensor of the connection V* for any
arbitrary components of vector m; on M" is defined as follows

T;k = 7Tk5;- — 7@5,’; (1)
Now, this connection is called a semi-symmetric metric connection.
If V* satisfies
then V* is called a metric connection. Let {Z} be the coefficients of V

Riemannian connection and F?Z- be of V* affine connection.

If the coefficients of V* are in the form of
h
ho h
i = {ﬂ} +Uji (3)
where {Z} is the coefficients of V Riemannian connection then the torsion tensor
Tj}; of the connection V* is given by

Tk = Uk — Ut (4)

1
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The metric connection V* having the torsion tensor defined as in (1) where 7;
is a 1-form is called a semi-symmetric metric connection. The coefficients of this
connection are in the form

h
F?z = {jz} + (5;17'('1 - gjnrh (5)

In the second section of this study, using the equation (5), the curvature tensor
of the Riemannian space with a semi-symmetric metric connection is obtained as
follows

Rij = Rijin — ajrga + qirgii — Qagie + Qgin (6)

Rpiji is the curvature tensor of the space for the Levi-Civita connection here.

In the third section, it is firstly studied that Riemannian space with the
semi-symmetric metric connection that has the recurrent torsion tensor has a
concircular vector field under some conditions. It is examined that under which
conditions the Einstein spaces with semi-symmetric metric connection which is
very important in physical applications is transformed into Einstein space with
Riemannian connection.

In the last part of the study, some theorems about generalized 3-recurrent
Riemannian spaces with semi-symmetric metric connection are proved.

With the nature of the problem, local coordinates are taken.

If the curvature tensor of a Riemannian space with semi-symmetric metric
connection, whose dimension is greater than three, is 3-recurrent with respect
to Levi-Civita connection, then the conformal curvature tensor of this space is
also generalized conformal 3-recurrent with respect to the same connection.

If the curvature tensor of Riemannian space with semi-symmetric metric
connection is generalized 3-recurrent, then either B,,, tensor is symmetric with
respect to n and h indices or the scalar curvature R* of this space is zero.



1. GIRIS

1.1. Tanimlar

1854 yihinda Riemann, herhangi bir koordinat sistemindeki, koordinatlar z°
ve z' + dz' olan birbirine ¢ok yakin iki nokta arasindaki sonsuz kiiciik ds
mesafesini, g;; katsayilar 2! koordinatlarinin fonksiyonlar1 olmak iizere asagidaki

sekilde tanimlamigtir,
ds® = gijdz'dr?, (i,j=1,2,--+,n). (1.1.1)

Burada g;; katsayilar1 Riemann metrigi olarak adlandirilir. Boyle bir metrik ile
karakterize edilen uzaya Riemann uzayi ve (V,¢g) Riemann metrikli geometriye
de Riemann geometrisi denir [1,2]. Bu uzay V Levi-Civita konneksiyonu ve g;;

metrigi ile karakterize edilir.

Tanim 1.1.1. g;; metrik tensorii ile verilmig bir M" Riemann uzayinda bu
metrik tensorle uyumlu, F;k ve FIJB 'lar, sirasiyla, = ve 2’ koordinatlarmin
fonksiyonlar1 olmak iizere,

*x ; 019 OxF ., Ox'

ox'*0x'8 + Ik gpre 9pB T B P

denklemini saglayan bir ve yalniz bir konneksiyon vardir. Burada adi gecen I

(1.1.2)

fonksiyonlarina konneksiyon katsayilari denir [2].

Ozel olarak, {,’} konneksiyonu Riemann (Levi-Civita) konneksiyonu ise bu

durumda
ih i i L=y
o _ g oo 1 0gin | Ogin Ogjk
dir.



Burada [jk, h| ifadesine 1.Cins, {jik} ifadesine ise 2.Cins Christoffel sembolii denir.
Goriildiigii gibi Christoffel sembolleri alt iki indise gdre simetriktir. Bir Riemann

uzayinda g;; metrik tensorii ile uyumlu bir ve yalniz bir V Riemann konneksiyonu

vardir [2].

Tanim 1.1.2 : M bir Hausdorff uzay1 olsun. M nin her p komgulugunun uygun
bir U civarini, R™ in acik bir V' alt climlesine tasvir eden bir (o homeomorfizmasi
varsa, M"™ 'ye n-boyutlu topolojik manifold ve (U, ¢) ¢iftine de p nin bir koordinat

komgulugu denir.

M™, bir topolojik manifold olsun. A indis climlesi, U, da A yardimiyla belirlenmis
acik climleler ailesi olmak tizere, M {izerinde bir S = (U,, ¥a)aca kolleksiyonu
agagidaki kogullar1 saghyorsa, bu kolleksiyona M {izerinde n-boyutlu

diferansiyellenebilir bir yap1 olugturur denir.

(i) {Uataer € M i¢in |J,Us =M

(i) Herhangi «, § degerleri icin U, NUz # 0 ve ¢, : Uy — 9a(Us) C R?
homeomorfizmasi i¢in ¢, (U, NUp) ile pg(U, NUp) kiimeleri R™ de agik olmak
lizere, goagogl t03(Ua NUg) — pa(Uy NUp) diferansiyellenebilir bir tasvirdir.

{(Uas ¥a) taer (i) ve (ii) kogullarina gére maksimaldir.

C*°-manifold her mertebeden tiirevlenebilir manifolddur [3].

M"™, C* smifindan bir manifold olsun. M™" iizerinde V ile gosterilen bir
konneksiyon veya kovaryant tiirev, her C'*° smfindan XY vektor ciftini C*

sinifindan olan VxY vektor alanina tagiyan bir operatordiir :

V:TM xTM — TM
(X,Y) — VyY

Vi, g€ C*(M,R) ve X,Y,Z € TM i¢in V operatorii,

) Vx(Y+2)=VxY +VxZ
11) VxivyZ =VxZ +VyZ
111) Vg)(Z = gVXZ

(
(
(
(iv) Vx(92) = (X9)Z + gV xZ



sartlarin1 sagliyorsa, V konneksiyonuna afin konneksiyon denir [4]. VxY, X
izerinde C'*°-lineer ve Y iizerinde R-lineerdir.
M, C*°-manifoldu iizerinde, Vp € M noktasindaki teget uzay 7,,M ile gosterilirse,
XY, Z € T,M icin,
<, >»>T,MxT,M — R
(X)Y) - <X, Y >=¢g(X,Y)

seklinde C'*°-sinifindan bilineer, simetrik, pozitif taniml bir fonksiyon mevcut ise,
<, > fonksiyonuna Riemann metrigi; M manifolduna Riemann manifoldu denir
ve (M, g) ile gosterilir [5]. <, > i¢ ¢arpimi ayni zamanda,

(V) X <Y, Z>=<VxY,Z>4+ <Y, VxZ >

(vi) VxY = Vy X = [X|Y]

sartlarini da sagliyorsa, V operatoriine Riemann konneksiyonu denir [4].

T, r. mertebeden bir tensér ve X, X; € TM olsun. T' tensoriiniin kovaryant

tiirevi VI' (r+1). mertebeden bir tensordiir ve

(V) (X1, Xo, ., X0 X) = (VT)(Xy,..., X,)

T

= Vx(T(Xy,.., X)) = Y T(X1, ... Vx Xi, ..., X;)
i=1
seklinde tanimlidir.
g Riemann metrigine sahip diferansiyellenebilir M manifoldunda, V afin
konneksiyonu ve X vektorii igin
(Vxg)(Y, 2) =0 (1.1.4)
oluyorsa, V konneksiyonuna metrik konneksiyon denir.
M manifoldunda X, Y vektor alani icin
T(X,)Y)=VxY - VyX — [X,Y] (1.1.5)
ifadesine, V afin konneksiyonunun burulma tensorii denir.

Lokal koordinatlarda bu denklem
h _ h h
;=15 - Ty (1.1.6)

seklindedir.



V afin konneksiyonunun burulma tensorii
h
Tz‘j =0

denklemini sagliyorsa, V konneksiyonuna burulmasiz bir konneksiyon denir. Levi-
Civita konneksiyonu olarak bilinen Riemann konneksiyonu burulmasiz bir
konneksiyondur.

\; kovaryant vektorii, ' kontravaryant yani karsit vektorii ve Tj; de bir tensor
alaninin bilegenleri olmak {izere, bu biiyiikliiklerin V konneksiyonuna gore

kovaryant tiirevleri sirasiyla |3,6],

» O\ )
Vid = o5 {jh}ghﬁ\h (1.1.7)
O\ h
vj)\i - @l’j - {jl}ghj)\k (1.1.8)
h aj}}; h ra a h a mh
vaji - Ok + FkaTji - ijTm' - FkiTja (1.1.9)

seklindedir.
Dolayisiyla  (1.1.4) ve (1.1.8) den g;; metrik tensoriiniin Levi-Civita

konneksiyonuna gore kovaryant tiirevi

h h
Vigij = Okgij — {ki}ghj - {kj}ghz’ =0 (1.1.10)

olarak elde edilir.

1.2. Riemann Egrilik Tensorii

V' Riemann konneksiyonu olmak iizere

R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ = Vixy|Z (1.2.1)

ifadesine uzayn egrilik tensorii denir.

Bu durumda egrilik tensorii agsagidaki ozellikleri saglar [6]:

(i) Ry = — R}y

(i) Rijin = —Rjkin = —Rijni = Rinkj
(iii) Rkin = Rijnn = 0

(iv) Rji = R,

(

V) Rji = gbaijia = gbaijai



Boylece (v)’den Ricei tensoriiniin simetrik oldugu goriiliir.  Ricci tensorii
yardimiyla Riemann uzayimm skaler egriligi R = ¢’* R;; olarak tanmimlanir. Ayrica,
(vi) Riji = gthZhjk

(vii) Rl + Rl + R, =0 (L Bianchi Ozdegligi)

Ayrica, egrilik tensoriiniin Levi-Civita konneksiyonuna gore kovaryant tiirevi goz

oniine ahmrsa ViR, + ViR j; + VR, = 0 1L Bianchi Ozdesligi saglanir.

gi; metrik tensorii ile verilen bir Riemann uzayinin Riemann egrilik tensorii

h h a h a h
h_ o a9 B
k= aﬁ{jk} af{z‘k} ' {yk}{m} {zk}{ya} 22
seklindedir.

Eger ozel olarak R;ji; = 0 ise, uzay diiz uzay adim alr.

Tanim 1.2.1 : n boyutlu bir M" Riemann manifoldunun, bir p € M™ noktas1 ve
a, [ vektorlerince belirlenmis, 7 kesitindeki kesitsel egriligi, lokal koordinatlarda
Rz‘jklaiﬁjakﬁl
(9ikgn — gugjr ) Blar B!

K(r) = K,(r) = — (1.2.3)

seklindedir [1].
K,, her p € M" noktasinda ayniysa Riemann manifolduna sabit egrilikli manifold

denir. Bu durumda, (1.2.3) denklemi agagidaki sekle doniigiir

Rijui = —Ko(gixgjt — gudjr) (1.2.4)
Ricci egriligi ve skaler egrilik lokal koordinatlarda, sirasiyla

R;; = K(”‘U!]z’j
R = Kn(n—-1) (1.2.5)

olarak bulunur.

Tamim 1.2.2 : n boyutlu, ¢g;; Riemann metrigiyle belirlenmis bir C**° sinifindan
M™ manifoldunun Ricci tensorii igin

Rij = )\g’LJ (1.2.6)

denklemini saglayan bir A fonksiyonu varsa, M" Einstein manifoldu adin1 alir.



Buradan

denklemleri bulunur [1].

1.3. Konformal Egrilik Tensorii

M™ (n > 3) manifoldunun Weyl konformal egrilik tensorii

1
CI}chi = RZ]Z - m(é,};Rﬂ 5th‘z + ng]z R;Lgkz)

R h h

seklinde tanimlanmigtir [5,7]. Konformal egrilik tensorii

“R.. Ry
N — 71 i
i 2 T 3= )(n=2)

esitligi ile
Cik = RiJi + 00N — 00 N + Megie — Mg

v

Cijit = Rijia + Njga — Nikgjt + Gjei — Gi\ji

sekline doniigiir. Burada, Aj;g" = X dur.

Ayrica, konformal egrilik tensoriiniin 6zellikleri agagidaki sekildedir:

1) Ck]zl = _Cjkil = Cilkj = _ijli
11) Ck:jzl + Cjzkl + Czk]l =0

iv) C jlh

h
V) k]z - _Cjkl

(
(
(iii) Ckﬂlg = Crnprg™ =0
(
(

(1.2.7)

(1.3.1)

(1.3.2)

(1.3.3)

Her 3 boyutlu Riemann uzaynin konformal egrilik tensorii sifira esittir [8].



1.4. Projektif ve Konsorkilir Egrilik Tensorleri

M™ bir Riemann manifoldu olsun. Bu manifold {izerinde projektif egrilik tensorii,
1

Pijiy = Riju — m(Rjkgil — Rirgji) (1.4.1)
seklinde tanimlanir [6].
Konsorkilir egrilik tensori
Ty = Ry — R ( R ) (142)
ijkl = Llijkl n(n— 1) 9ikgit — Gik9ji 4.

denklemiyle tanimlanmigtir |9].

1.5. Genellegtirilmis n-Rekiiran Uzaylar

Tanim 1.5.1 : Ry egrilik tensori i¢in
Ve Vo Vi Rijit = Qnimg.om Rijik
F g Vs Rkt + Qg ms Vo Vi Rijir + ..
+20. Vo, 1V, Riji
(1.5.1)
esitligi saglaniyorsa, bu tiir uzaylara genellegtirilmig n-rekiiran uzay denir [10].
Burada, Q2,,m,..m. # 0 uzaymn rekiiran vektoriidiir.

Ozel olarak, Vi Rij = 0 ise uzaya, paralel egrilik tensoriine sahiptir denir.

Tanim 1.5.2 : M", diiz olmayan Riemann uzayimn egrilik tensorii f2;;
ViR = MRy, (1.5.2)
ifadesini saglarsa uzaya rekiiran uzay denir [11|. Burada A\, # 0 uzayin rekiiran
kovaryant vektoriidiir.
Eger egrilik tensorti,
Vi ViR = Bum Ry (1.5.3)

denklemini saglarsa M"™ uzayna 2-rekiiran uzay denir. Burada, By, (# 0) uzayn

rekiiran tensorii olmaktadir.



Genellegtirilmis n-rekiiran uzayla ilgili (1.5.1) denkleminde s = 2 olmasi

durumunda

Vi ViRijki = BamRijir + Am Vi Rijr (1.5.4)
saglanirsa, uzay genellegtirilmig 2-rekiiran uzay adini ahr [12,13].
Bu bagintida, By, ve A\, (# 0), sirasiyla, rekiiran tensorii ve uzayin kovaryant

vektorudir.

Eger egrilik tensorii R;jx
Vi ViV Rijii = M ViV Rijr + Brnm Riji (1.5.5)

denklemini saglarsa, M"™ uzayma genellestirilmis 3-rekiiran uzay adi verilir.
Burada, B,n, # 0 ve A\, # 0, swrasiyla, uzayin rekiiran tensorii ve rekiiran

vektoriidiir. Bu uzay ayni zamanda G(*K,,) ile gosterilir [14].

Burada 6nemli bir fark olarak genellegtirilmis n-rekiiran uzayla ilgili (1.5.1)

ifadesinde s = 3 olmas1 halinde

vmgvmzvrru Rijk:l = Qm1m2m3Rijk:l + ngmgvml Rijkl + ngv’n’Lval Rijkl

olmaktadir. Bu durum (1.5.5) ifadesinden farkli olarak ayrica incelenebilir.
Eger
Vi ViV R = A\ ViV R + Bupm R (1.5.6)

denklemi saglaniyorsa, bu uzaya genellegtirilmig Ricci 3-rekiiran Riemann uzay1

denir ve G(*R,,) ile gosterilir. (1.5.6) denkleminde \,, = 0 alinirsa
VthVnRjk = Bnhij (1.5.7)

elde edilir. Bu durumda uzay Ricci 3-rekiiran uzay adini alir ve (*R,,) ile gosterilir.



2. SEMI-SIMETRIK METRIK KONNEKSIYONLU RIEMANN
UZAYLARI

2.1. Semi-Simetrik Metrik Konneksiyonlu Riemann Uzay1

Tanim 2.1.1 : M", n boyutlu diferansiyellenebilen g Riemann metrigine sahip
bir manifold olsun. V, M" iizerinde Levi-Civita konneksiyonunu, V* da herhangi
bir lineer konneksiyonu gostersin. M™ iizerinde herhangi bir m; vektor bileseni

icin V* konneksiyonunun burulma tensorii
Ty; = 0mi — Oy (2.1.1)

seklinde tamimlanirsa bu konneksiyona semi-simetrik konneksiyon denir [15].

Tamim 2.1.2 : M" Riemann manifoldu fizerinde, katsayilari I'; olan V*

semi-simetrik metrik konneksiyonu gz oniine alinsin. Eger V* konneksiyonu
Vig=0 (2.1.2)

kogulunu sagliyorsa V* konneksiyonuna metrik konneksiyon denir [15,16].

{j"k}, Levi-Civita konneksiyonunun katsayilari, F;k 'ler de semi-simetrik metrik

konneksiyonun katsayilari olsun. T, katsayilarmm simetrik kismn A%, ve

antisimetrik kismi da €} ile ifade edilirse, bu durumda :

Al =Tl = 5 (00 + T}) (2.1.3)

N = N~

Q;k — fjk} = (F§k — F}'gj) (2.1.4)
dir. Daha sonra (2.1.3) ve (2.1.4) denklemlerinden,
I, = A, —Q, (2.1.5)

yazilabilir.



V* konneksiyonuna ait katsayilar en genel haliyle
Il = {h} +U}; (2.1.6)
L]
seklinde gz oniine alinsin.
Urigns + Upigni = 0 (2.1.7)
bagmtis: elde edilir. U} tensorii igin, (2.1.4) ve (2.1.6) denklemlerinden

h h
h h — 90k _ h h _ ph

seklindeki TZ’; burulma tensoriiniin ifadesi elde edilmis olur.
Boylece (2.1.8) denklemi kullanilirsa

U[,nghj + Ufkghi + T,fighj + T]?jghi =0 (2.1.9)
dir. Bu durumda (2.1.7) ile (2.1.8) denklemlerinden

(U + Uit )gns + (Ugs = U ) g + (Usty = Uji ) gns = 0 (2.1.10)

bulunur. (2.1.10) denkleminden U}} ve T}* tensorleri arasinda,
Ul + Uy = U + T + Ul = 22U} + T} (2.1.11)

bagintisi elde edilir.
Dolayisiyla (2.1.10) ve (2.1.11) denklemlerinden

2USgns + Tiigng + Tiignk + Tiygn: = 0 (2.1.12)
bulunur. Daha sonra (2.1.12) bagmtis1 g%’ ile ¢arpilirsa

UL + Tl + Tlgnng™ + Tl grig” = 0 (2.1.13)
ifadesi elde edilir.

Béylece (2.1.6) ve (2.1.13) denklemlerinden I'}; konneksiyon katsayilar:

o1 | |
Ll = {m} = 5 (T + Tizong” + Tiom9") (2.1.14)

seklinde bulunur.
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Burada U}, = 6,m; — grm’ dir. Son olarak (2.1.14) denkleminde (2.1.1) yerine
yazilirsa
! l ! !
Ui = i + 0T — T Gk (2.1.15)

bulunur [6].

2.2. Semi-Simetrik Metrik Konneksiyonlu Uzayin Egrilik Tensorii

Semi-simetrik metrik konneksiyona sahip bir M"™ Riemann uzayinin bu

konneksiyona gore egrilik tensorii Rfjkh ve Levi-Civita konneksiyonuna gore egrilik

tensorii Rz-j}z ile gosterilsin. Bu uzayin egrilik tensori

Ryt = 9l — 0,05 + Tl — TRLY, (2.2.1)

seklindedir [6]. (2.2.1) ifadesindeki I'; konneksiyon katsayilar1 yerine (2.1.15)

bagintis1 kullanilirsa

wi = oot et il

+Vi77k5? — Vi gix — Vmol — V7" gin

(i (2

—7 7" (GikGaj — GjkYai) (2.2.2)

+7Tk(7Ti5§L - Wjézh) + 7Th(gikﬁj - gjkﬁi)

seklinde bulunur. Burada, V,m; = 0;(m;) — {Z}Wh dir. (0,2) tipinde bir tensor

olmak iizere, (2.2.2) ifadesinde ay; yerine

1 1
o = VT — T + §gki7rt7rt = V,m — §gki7Tt7Tt (2.2.3)

olarak alinirsa, semi-simetrik metrik konneksiyonlu uzayin egrilik tensorii
R = R-;}C — 0oy + (5;-10% — ang™ gk + ag" gir (2.2.4)

ijk )

seklinde bulunur.
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Boylece (2.2.4) denkleminden agagidaki bagint1 elde edilir [15]

Tien = Rijkn — Qrgin + Qirgin — Qingjk + Qngin (2.2.5)

Daha sonra (2.2.5) denkleminde A ile ¢ indisleri iizerinde daraltma yapilirsa,
semi-simetrik metrik konneksiyonlu bir Riemann uzayimin Ricci tensorii
e = Rje — nagry + o — Oé]}:gjk + aji, = Ry, — (n — 2)ay, — gjro (2.2.6)

olarak bulunur. R}, tensorii j ve k indislerine gore simetrik degildir. Dolayisiyla,

simetrik ve antisimetrik kisimlar1 yardimiyla

seklinde bulunur. Burada
R+ R, R — R,
* Ty J * o~ J?
R = - ¥ Ry = 9

dir. (2.2.6) denkleminden uzaym skaler egriligi
R*=R-2(n—1)a (2.2.8)

olarak bulunur.

Tanim 2.2.1 : M", n boyutlu semi-simetrik metrik konneksiyonlu bir Riemann

uzay1 olsun. Bu uzayin Ricci tensoriiniin simetrik kismi

denklemini saglarsa, M" uzayma g metrikli semi-simetrik metrik konneksiyonlu

Einstein uzay1 denir.

Birinci boliimde tanimlandigr gibi, semi-simetrik metrik konneksiyonlu Riemann

uzaylar: icin de anoloji kurularak manifoldun kesitsel egriligi tanimlanabilir.

Semi-simetrik metrik konneksiyonlu Riemann uzayinin kovaryant egrilik tensorii
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agagidaki ozellikleri saglar:

(1) Riju = Razkl Jilk
(i) R* = Ry;g"
(i) Rypp = Rijpp = 0
(iv) R Z]k = —Rﬂk
(v) z]kl = R\ gn
(vi) R h]k = R,

ik = Ry olmast igin

gerek ve yeter kosul 7, 1-formunun gradyent yani o;

tensoriiniin simetrik olmasidir [16].

Ozel olarak, egrilik tensérii R = 0 ise, semi-simetrik metrik knneksiyonlu uzaya

diiz uzay denir.

I. Bianchi OZde§ligi, semi-simetrik metrik konneksiyona sahip bir Riemann uzay1

ile Levi-Civita konneksiyonuna sahip bir Riemann uzay1 ic¢in kullanmildiginda,

(2.2.3), (2.2.5) ifadelerinden

Rien + Rian + R

bulunur.

Rijkn — qrgin + Qingjn — qingjx + Qngik

+Rjin — Qrigin + Qjigrn — Qjngri + Qrngji

+Riijn — QijGrn + QjGin — QknGij + Qingr;j

(Vi — V) gin + (Vime — Vi) gin + (Vim — Vim;) gen
29inV k1) + 2951 Vi, + 29x0 Vi) (2.2.10)

13



14



3. SEMI-SIMETRIK METRIK KONNEKSIYONLU
GENELLESTIRILMIS 3-REKURAN RIEMANN UZAYLARI

3.1. Semi-Simetrik Metrik Konneksiyonlu Riemann Uzaylari

Uciincii boliimde ifade edilecek olan teoremlerde 7 kovaryant vektdrlerinin

boyunun sifir olmadigr kabul edilecektir.

Teorem 3.1.1 : Rekiiran burulma tensoriine sahip, semi-simetrik metrik
konneksiyonlu bir Riemann uzaymmin 7 kovaryant vektorii gradyent ise, uzay

has konsorkilir vektor alanina sahiptir.

ispat : Semi-simetrik metrik konneksiyonlu Riemann uzayinin rekiiran burulma

tensori

VTl = N T, (3.1.1)
kogulunu saglar. (2.1.1) bagmtisinda h ve ¢ indisleri iizerine daraltma yapilirsa
T = (n—1)m, (3.1.2)

elde edilir. Daha sonra (3.1.1) ile (3.1.2) denklemlerinden
Vi T = AT (3.1.3)

bulunur. Ayrica (2.2.3) ve (3.1.3) denklemleri yardimiyla
AT — N =0 (3.1.4)

dir. Bu durumda (3.1.4) denkleminden A\, ve 7, nin kolineer oldugu anlagilir.

Bununla birlikte (3.1.4) denkleminden, a # 0 bir skaler olmak {izere
A = AT, (3.1.5)

dir.
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(3.1.5) denklemi (3.1.3) denkleminde yerine yazilirsa
Vi T = ampm, (3.1.6)
bulunur. (2.2.3) denklemi agagidaki sekilde yeniden diizenlenirse
Vi = VT — T + T G (3.1.7)
dir. (3.1.6) ve (3.1.7) bagintilar yardimiyla
1

AT Tl = Ot + éﬂtwtgmk (3.1.8)

bulunur. Eger (3.1.8) denklemi ¢g™* ile carpilirsa,
a= (a - g)ﬂ'mﬂ'm (3.1.9)

elde edilir. Son iki denklem yardimiyla,

AGmk

Qe = QT T — , 2a#n (3.1.10)
2a —n

bulunur. (3.1.6) ve (3.1.7) denklemlerinden

VouTk = Tnmk(a + 1) — 7w g, (3.1.11)
elde edilir.

2
Bm = (a+ D7y, ¢ = O; ,n # 2a olarak almirsa (3.1.11) denklemi

n—2a

VT = BTk + OGmik (3.1.12)

sekline doniigiir.
Bu durumda, m; kovaryant vektorii konsorkilir vektor alamdir.  mw, # 0

oldugundan « # 0 dir. Bu nedenle, 7 konsorkilir vektor alani hasdir.

Teorem 1 : Simetrik Ricci tensorlii, semi-simetrik metrik konneksiyonlu
Riemann uzay1 rekiiran burulma tensoriine sahipse bu uzay, tors olugturan bir

vektor alan1 kabul etmektedir [16].

Eger rekiiran burulma tensorlii semi-simetrik metrik konneksiyonlu Riemann
uzaymnin 7 kovaryant vektorii gradyent ise Ricci tensoOriiniin simetrik oldugu

aciktir [16].
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Teorem 2 : Bir Riemann uzayinin konsorkilir bir vektor alanina sahip olmasi
icin gerek ve yeter kosul
a,B,7=2,3,.n, ghs = gap(x?) ve q= q(z') # sabit
olmak iizere, birinci esas formun
ds® = (dz')? + g yda”da’

seklinde yazilmasidir [17].

Teorem 3.1.2 : Rekiiran burulma tensoriine sahip semi-simetrik metrik
konneksiyonlu Riemann uzayinin 7 kovaryant vektorii gradyent ise, bu takdirde,

bu uzayin birinci esas formu

avﬁ77 = 2737 =T g;ﬁ = !]Zg(lﬁ) ve g = Q(.Tl) # sabit
olmak tizere
ds® = (dz')* + g} ydada”

seklindedir.
ispat : Teorem 3.1.1 ve Teorem 2’den ispat aciktir.

Teorem 3 : Bir Riemann uzay1 egrilik tensorii sifir olan semi-simetrik metrik

bir konneksiyona sahip ise bu uzay konformal olarak diizdiir [15].

Teorem 4 : Konformal olarak diiz bir Riemann uzay1 has konsorkilir vektor

alanina sahipse, bu takdirde bu uzay Kagan anlaminda alt projektif uzaydir [18].

Teorem 3.1.3 : Semi-simetrik metrik konneksiyona gore egrilik tensorii sifir olan
Riemann uzayinin burulma tensorii rekiiran ise, bu uzay has konsorkilir vektor
alanina sahip olup, birinci esas formu ds® = (dz')? + cquﬂdxadxﬁ yapisinda

olan Kagan anlaminda alt projektif uzaydir, (n > 3).

. -2
Ispat : (2.2.6) denkleminden R[;, = (n2 )(Vkﬂj — V,m) bulunur. Bu

uzayin semi-simetrik metrik konneksiyona gore egrilik tensoriiniin sifir oldugu

hatirlanirsa 7 kovaryant vektoriiniin gradyent oldugu goriiliir.
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Ayni1 zamanda s6z konusu uzayin egrilik tensorii sifir oldugundan Teorem 3’den,
bu uzayin konformal olarak diiz oldugu aciktir. Teorem 3.1.1, Teorem 3.1.2 ve
Teorem 4’den bu uzaymn Kagan anlaminda alt projektif uzay oldugu ve birinci

esas formunun
ds® = (dz')* + *gl. 5dada’”
yapisinda oldugu goriiliir. Boylece ispat tamamlanmig olur.

Konformal olarak diiz bir Riemann manifoldunda agagidaki baginti mevcuttur
[13]

Rij ok — Rig,j = (R, kGij — R,jgik) (3.1.13)

2(n—1)

Teorem 5 : Eger konformal olarak diiz bir uzay, konsorkilir vektor alanina

sahipse, bu uzay I x e?M* ¢arpim uzayidir (warped product). Oyle ki, I, R nin

bir agik araligini, (M*, ¢*) ise (n — 1) boyutlu Riemann uzaymi gosterir.

Gebarowski (1992) tarafindan, I x e?M* ¢arpim uzaymnin (3.1.13) denklemini
saglamasi icin gerek ve yeter kosulun M™* uzayimmin Einstein uzayr olmasindan

ibaret oldugu gosterilmigtir [18].

Teorem 3.1.4 : Semi-simetrik metrik konneksiyona gore egrilik tensorii sifir olan
Riemann uzayinin burulma tensorii rekiiran ise bu uzay, M* Einstein uzay1 olmak

tizere I x e?M* ¢arpim uzayidir, (n > 3).

ispat : Teorem 3.1.3 ve Teorem 5’den ispat acgiktir.

Simdi de semi-simetrik metrik konneksiyonlu Riemann uzayinin burulma

tensorinin ol
Vijk =0 (3.1.14)

kogulunu sagladigr kabul edilsin. (2.1.1) ve (3.1.2) denklemleri yardimiyla
ViTlh =0,  Vime =0 (3.1.15)
bulunur. (2.2.3) ve (3.1.15) bagintilar: kullanilirsa
—1

Qi = 77Tt7l'tgpk (3.1.16)
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bulunur. Boylece (3.1.16) denklemi gP* ile carpilirsa

o= %"mt (3.1.17)

dir. (3.1.16) ve (3.1.17) denklemlerinden

«
Qpk = —Gpk (3.1.18)
n
elde edilir. (2.2.6) ve (3.1.16) dan,
n—1
= Ry — 2( )ag,-k (3.1.19)

oldugu goriiliir.

Teorem 3.1.5 : Semi-simetrik metrik konneksiyona gore egrilik tensorii sifir
olan ve burulma tensorii (3.1.14) kosulunu saglayan Riemann uzayi, Levi-Civita

konneksiyonuna gore Einstein uzayidir.

Ispat : Bu uzayin semi-simetrik metrik konneksiyona gore egrilik tensoriiniin
sifir oldugu hatirlanir ve (2.2.5) ve (3.1.16) denklemleri kullanilirsa
Rijih = T (Gikgnj —gjkg,-h) bulunur. Bu son denklem gih ile carpilirsa, uzayin

Levi-Civita konneksiyonuna gore Einstein uzay1 oldugu goriiliir.

Teorem 3.1.6 : Burulma tensorii (3.1.14) kogulunu saglayan, boyutu ii¢ten
biiyiik, semi-simetrik metrik konneksiyonlu bir Riemann uzay1 géz 6niine alinsin.
Bu uzayda semi-simetrik metrik konneksiyona gore I. Bianchi Ozdesligi saglanir

ve bu uzayin egrilik tensorii blok simetri 6zellgine sahiptir.

Ispat : (2.2.6) ve (2.2.8) denklemlerinden,
(R - R)

(TL — 2)Oéij = Rij — R;k] — 2(n—_1>gw (3.1.20)
bulunur.
Son denklemde (1.3.2) denklemi kullanihirsa
R R*g;;
i = —Aij — —2 - 3.1.21
i i L CO | ( )
dir. (3.1.16) ve (3.1.21) denklemlerinden
=0 (3.1.22)
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bulunur.  (2.2.3) ve (3.1.15) denklemlerinden m; kovaryant vektoriiniin
gradyent oldugu goriiliir. Boylece, burulma tensorii (3.1.14) kogulunu saglayan,
semi-simetrik metrik konneksiyonlu uzaym, (2.2.10) denklemi yardimiyla
I.Bianchi Ozdegligini sagladigi ve bu uzaym egrilik tensoriiniin de blok simetri

ozelligine sahip oldugu agiktir. Sonug olarak ispat tamamlanmig olur.

Teorem 3.1.7 : Burulma tensorii (3.1.14) kosulunu saglayan, boyutu iigten
biiyiik, semi-simetrik metrik konneksiyonlu bir Riemann uzay1 goz 6niine alinsin.
Bu uzayin semi-simetrik metrik konneksiyona gore Einstein uzayi olmasi icin

gerek ve yeter kogul Levi-Civita konneksiyonuna gore Einstein uzay1 olmasidir.

ispat : (2.2.5) ve (3.1.18) denklemlerinden
. 2a
Rij = Rijw — W(ijgil — GikGjt) (3.1.23)
ifadesi bulunur. Boylece (2.2.8) ve (3.1.23) bagmtilar yardimiyla

R* R
o — —————— (i — GirGi) = Riixg — ————— (0191 — GirGi 3.1.24
ikl n(n—1) (9jxgi — 9irgjt) ki n(n— 1) (9jkga — girgjt)  ( )

denklemi elde edilir. (3.1.24) denklemi g% ile garpilirsa

., I R
Rjk — ngk = R]‘ — Eg]k (3.1.25)
bulunur.
Teorem 3.1.6’dan m;, kovaryant vektdriiniin gradyent oldugu ve R’Ejk] =0

*

oldugu agiktir. Dolayisiyla R, = R[jk] olur.
Burulma tensorii (3.1.14) kosulunu saglayan uzaym semi-simetrik metrik

konneksiyona gore Einstein uzayi oldugu kabul edilsin. (3.1.25) denkleminden

R
Ryt = g (3.1.26)

bulunur. Boylece, bu uzay Levi-Civita konneksiyonuna gore de Einstein uzayidir.

Tersine olarak, burulma tensorii (3.1.14) kosulunu saglayan semi-simetrik
metrik konneksiyonlu uzay Levi-Civita konneksiyonuna gore Einstein uzay olsun.
(3.1.25) ve (3.1.26) bagmtilarindan bu uzaym aymi zamanda semi-simetrik

metrik konneksiyona goére Einstein uzayr oldugu aciktir. Béylece ispat
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tamamlanmig olur.

Teorem 3.1.8 : Burulma tensorii (3.1.14) kogulunu saglayan uzay, semi-simetrik
metrik konneksiyona gore Einstein uzayi ise, bu uzayin konformal, konsorkilir ve

projektif egrilik tensorleri birbirine esittir.

Ispat : Burulma tensorii (3.1.14) kosulunu saglayan uzayin semi-simetrik metrik
konneksiyona gore Einstein uzay1 oldugu kabul edilsin. (3.1.21) bagntisi (2.2.5)

denkleminde yerine yazilirsa

*

k= Rk + Njkga — Aikgin + Magix — Ajigik
2R girga 2R gicgn

nn—2) n(n—2)

R*gikgjl _ R*gilgjk
+(n— HNn—2) (n—-1)(n—-2) (3.1.27)

bulunur. (1.3.3) ve (3.1.27) denklemleri yardimiyla

ijkt = Cight + m(gjkgu — GikGit) (3.1.28)

1
elde edilir.

Burada (3.1.24) ve (3.1.28) denklemleri kullanilirsa
R
Ciint = Rijtt — ————(gingit — Gind; 3.1.29
jkl jkl n(n—1) (9691 — Girgs) ( )
bulunur.

Teorem 3.1.7, (1.4.1), (1.4.2) ve (3.1.29) bagintilarindan ispat agiktar.

Teorem 3.1.9 : Boyutu iicten biiyiik, semi-simetrik metrik konneksiyonlu
bir Riemann wuzaymin egrilik tensorii Levi-Civita konneksiyonuna gore
genellegtirilmig 3-rekiiran ise, bu takdirde bu uzayin konformal egrilik tensorii

de ayni konneksiyona gore genellestirilmig konformal 3-rekiirandir.

ispat : Boyutu ii¢ten biiyiik, semi-simetrik metrik konneksiyonlu uzayin egrilik

tensorii genellegtirilmig 3-rekiiran olsun. Bu durumda
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VaViVaRiw = AnVaVaRiy + Bum Rl (3.1.30)
bagintist meveuttur. R, icin (2.2.5) denkleminden
Vi ViV Ry = Vi ViaVaRiu — 9aVi Vi Voo, + g5V Vi Vi
=9k VmVeVnti + Gk Vi Vi Voo (3.1.31)
ifadesi gerceklenir. Boylece (3.1.30) ve (3.1.31) ifadelerinden
Vi ViV Ry = A(VaVaRiu — 9aVaVaaje + g VaViai
=9V Vai + gix Vi Vi) (3.1.32)
+ B (Rijii — Qjega + Qingji — Qagik + igir)

elde edilir.
Eger konformal egrilik tensoriiniin Levi-Civita konneksiyonuna gore ii¢ kez

kovaryant tiirevi alinirsa

ViuViViCijre = Vi ViVaRiu + gaVi  VaVadix — giVi VeV Aix
+gjkaVhVn)\u — gikaVhVn)\ﬂ (3.1.33)

bulunur.

Ayrica, (3.1.30) denkleminden
Vi ViVa Ry = A ViRV Ry + B ), (3.1.34)
Vi ViV R = A VRV, R* + By R (3.1.35)
dir. (3.1.31) denklemi g% ile carpilirsa, (2.2.6) ve (3.1.34) denklemlerinden

VthVnR;"k = VthVnR]k — (n — Z)VthVnozjk — gjkaVhVna

= A (VaVa Rk = (0 = 2)VaVaas - g VaVaa)
(3.1.36)

bulunur.
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(3.1.36) denklemi yeniden diizenlenirse

(n—2)[Vi, Vi Voo — A Vi Voo — Bopmajk]

= Vi ViV Rt — A Vi Vo Rik — Borm Rik — 4k [V Vi Viaa — A Vi, Via — Bopm o
(3.1.37)

denklemi elde edilir. Bu durumda (2.2.8) ve (3.1.35) denklemlerinden

Vi ViV, R = V,V,)V,R—-2(n—-1)V,,V,V,«
= M|V ViR —2(n — 1)V, Vo] + B[R — 2(n — 1)

(3.1.38)

bulunur. Daha sonra (3.1.37) ve (3.1.38) bagmntilar1 yardimiyla

Vi ViV R = AV Vo R — By R = 2(n — 1)[V,, Vi, Voo — A, Vi Vo — Byl
(3.1.39)
elde edilir. Boylece (3.1.37) ve (3.1.39) denklemlerinden

(n = 2)[Vi Vi Vaoy — A Vi Viaoyi — Bupmai] =

gk

vmvhvnRjk_)\mvhvnRjk_Bnhmfij _m

Vo Vi Vu R—=An V1, V,, R— By B]
(3.1.40)

dir. (1.3.2) denkleminin Levi-Civita konneksiyonuna gore ii¢ kez tiirevinin

alinmasiyla

—1 9ik
m n)\ = S Vm ndlj J m n L.
VnVi¥uds = g Va ViVl + 50— 5 VaWiVaR - (3.1.41)

elde edilir.

Daha sonra (3.1.40) ve (3.1.41) denklemlerinden

v’rnvhvnozjk - )\mvhvnajk - Bnhmajk = _vmvhvn/\jk + /\mvhvn)\jk + Bnhm)\jk

(3.1.42)
ifadesi bulunur. Ayrica, (3.1.42) denklemi (3.1.30) denkleminde yerine yazilirsa
Vi ViVa Rij+9aV m VeV it =i Vi ViV ikt 9kt Vin ViV Xii— g Vin Vi Vi Ay =

A VeV o Rk + VeV aAik — 01V Vadic + 95V Vo di — 9 ViV A ji]
+Bohm [ Rijkt + NjkGit — Nikgji + GixNit — GiwAjl]
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elde edilir. Burada son olarak (3.1.33) denklemi kullanilirsa
Vi ViV Cijk = M Vi VaCijki + B Cijr (3.1.43)

bulunur ki, boylece konformal egrilik tensoriiniin genellestirilmis 3-rekiiran oldugu

goriiliir. Boylece ispat tamamlanmig olur.

Teorem 3.1.10 : Eger boyutu iicten biiyiik, semi-simetrik metrik konneksiyonlu
bir Riemann uzaymin egrilik tensorii 3-rekiiran ise, bu taktirde, bu uzayin

konformal egrilik tensori de 3-rekiirandir.

Ispat : Eger (3.1.30) denkleminde 6zel olarak, A, = 0 ise, semi-simetrik
metrik konneksiyonlu uzayin egrilik tensorii Levi-Civita konneksiyonuna gore

3-rekiirandir. Buradan da M™ konformal 3-rekiiran olur, yani
vahvnR:jkl = Bnpm ijl
Vthanijkl = Bnhmcijkl
dir.
Teorem 3.1.11 : Boyutu ii¢cten biiyiik, semi-simetrik metrik konneksiyonlu
Riemann uzaymin egrilik tensorii genellegtirilmig 3-rekiiran ise, bu taktirde ya

Bphm tensorii n ve h indislerine gore simetriktir ya da bu uzayin R* skaler egriligi

sifirdir.

Ispat : Semi-simetrik metrik konneksiyonlu uzayin egrilik tensorii genellegtirilmig

3-rekiiran olsun. (3.1.30) denkleminden
Vi ViV R = A\, Vi,V R* + Bopp R (3.1.44)
dir. Bu durumda (3.1.44) denkleminde (2.2.8) ifadesi yerine yazilirsa

Vi ViVa(R = 2(n — 1)a) = A ViV (R — 2(n — 1)) + Bupm(R — 2(n — 1))
(3.1.45)
bulunur. (3.1.45) denkleminde n ile h indislerinin yerleri degistirilip bu iki

denklem birbirinden ¢ikartihirsa ve (2.2.8) denkleminden faydalanilirsa
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R*(Bnhm — Bhum) =0 (3.1.46)
elde edilir. Boylece (3.1.46) denkleminden R* = 0 veya Bnpm — Brnm = 0
oldugu goriiliir.
Eger, R* # 0 ise, B, tensoriiniin n ve h indisine gore simetrik oldugu agiktar.
Uyar: 1 : Yukanidaki son iki teoremde genellegtirilmig 3-rekiiran semi-simetrik
metrik konneksiyonlu uzay almak yerine genellegtirilmis 2-rekiiran semi-simetrik

metrik konneksiyonlu uzay goz Oniine alnirsa, elde edilen sonuglar [19] nolu

referansta verilmigtir.

Teorem 3.1.12 : Semi-simetrik metrik konneksiyonlu, bir Riemann uzayinin
egrilik tensorii genellegtirilmis 3-rekiiran olsun ve burulma tensorii (3.1.14)
kogulunu saglasin. Eger bu uzayin Levi-Civita konneksiyonuna gore skaler egriligi
sifir ise, bu taktirde uzayin Levi-Civita konneksiyonuna gore egrilik tensorii de

genellegtirilmig 3-rekiirandir.

Ispat : Semi-simetrik metrik konneksiyonlu bir Riemann uzayinin egrilik tensorii

genellegtirilmig 3-rekiiran olsun. (2.2.5) ve (3.1.18) denklemleri yardimiyla

vahvnR;kjkl - AthVnR;Zm - BnhmR:jkl =0

= VmvhvnRijkl - )\mvhvnRijkl - BnhmRijkl
2

—E(ijgu — 9ik9i1) (Vi ViVpao — X\, Vi Vo — Bopma)  (3.1.47)
bulunur. (3.1.39) denklemi ile

VthVnoz — )\mvhvna - Bnhmoz =0 (3.1.48)
elde edilir. Bundan dolayi, (3.1.47) denkleminden ispat agiktir.
Teorem 3.1.12’den agsagidaki Uyar1 2 elde edilir:

Uyar: 2 : Semi-simetrik metrik konneksiyonlu, bir Riemann uzaymmin egrilik
tensorii genellegtirilmig 2-rekiiran olsun ve burulma tensorii (3.1.14) kogulunu

saglasin. Eger bu uzayin Levi-Civita konneksiyonuna gore skaler egriligi sifir
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ise, bu taktirde uzaymn Levi-Civita konneksiyonuna gore egrilik tensorii de

genellegtirilmig 2-rekiirandir.

Teorem 3.1.13 : Burulma tensorii (3.1.14) kosulunu saglayan, semi-simetrik
metrik  konneksiyonlu  Einstein  uzayr  Levi-Civita  konneksiyonuna
gore genellegtirilmig 3-rekiiran (veya 2-rekiiran) ise, bu uzay ayni zamanda
genellegtirilmig projektif 3-rekiiran (veya 2-rekiiran) ve genellegtirilmis konsorkilir

3-rekiiran (veya 2-rekiiran) uzaydir.
Ispat : Teorem 3.1.8 ve Teorem 3.1.10’dan ispat aciktir.

Uyar: 3 : Semi-simetrik metrik konneksiyonlu uzayin K* kesitsel egriligi secilen
oryantasyondan bagimsiz olmamalhdir. Aksi takdirde, konformal egrilik tensorii

sifir olmaktadir [15].
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4. SONUCLAR VE ONERILER

Bu ¢aligmada, semi-simetrik metrik konneksiyonlu Riemann uzayi goz oOniine
alinmig olup, bu uzaymn temel tanim ve 6zelliklerine yer verilmistir. Ilk olarak bu
uzayin burulma tensoriiniin rekiiran olmasi durumunda, 7 gradyent vektoriiniin
konsorkilir vektor alanindan ibaret oldugu gosterilmigtir. Buradan hareketle
bu uzaylarin birinci esas formlarinin ifadesi belirlenebilmistir. Ayrica boyle bir
uzayin hem 0&zel bir ¢arpim uzayr olacagi, hem de alt projektif uzay olacagi

ispatlanmigtar.

Diger taraftan semi-simetrik metrik konneksiyonlu Einstein uzayinin burulma
tensoriiniin  0zel bir kogulu saglamasi durumunda, bu uzayin Levi-Civita
konneksiyonuna gore de Einstein uzay1 olacagi ve bu teoremin tersinin de dogru

olacag gosterilmistir.

Son olarak semi-simetrik metrik konneksiyona sahip genellegtirilmig 3-rekiiran

uzaylarla ilgili bir aragtirma yapilmis ve ¢aligma sonlandirilmigtar.

Bundan sonra hangi kogullar altinda semi-simetrik metrik konneksiyonlu
Riemann uzaymin kesitsel egriliginin secilen oryantasyondan bagimsiz olacagi

incelenebilir ve bu tiir uzaylara ait metrik érnegi arastirilabilir.
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