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SEM�-S�METR�K METR�K KONNEKS�YONLU
GENELLE�T�R�LM�� 3-REKÜRAN R�EMANN UZAYLARI

ÖZET

Literatürde, semi-simetrik metrik konneksiyonlu Riemann uzaylar� bir çok yazar
taraf�ndan çal�³�lm�³t�r.

Bu çal�³mada, semi-simetrik metrik konneksiyonlu Riemann uzaylar�
incelenmi³tir. Bu uzayda, lineer konneksiyon tan�m� verilip, uzay�n e§rilik tensörü
elde edilmi³tir. Semi-simetrik metrik konneksiyonlu Riemann uzay�n�n hangi
ko³ullar alt�nda özel uzaylara dönü³ece§i teoremlerle ifade ve ispat edilmi³tir.

Çal�³man�n birinci bölümünde, Riemann uzay�na ait temel kavramlar ele
al�nm�³t�r.

Mn, n boyutlu diferansiyellenebilen g Riemann metri§ine sahip bir manifold olsun
ve ∇ Riemann konneksiyonu ∇∗ da herhangi bir lineer konneksiyonu göstersin.
Mn üzerinde herhangi bir πj vektör bile³eni için ∇∗ konneksiyonunun burulma
tensörü

T i
jk = πkδ

i
j − πjδ

i
k (1)

³eklinde tan�mlan�rsa, bu konneksiyona semi-simetrik konneksiyon denir. E§er
∇∗ konneksiyonu için

∇∗gij = 0 (2)
ko³ulu sa§lan�yorsa, ∇∗ konneksiyonuna metrik konneksiyon denir.

{
h
ij

}
, ∇

Riemann konneksiyonunun katsay�lar� ve Γh
ji 'ler de ∇∗ a�n konneksiyonunun

katsay�lar� olsun. E§er ∇∗ konneksiyonuna ait katsay�lar

Γh
ji =

{
h

ji

}
+ Uh

ji (3)

³eklinde ele al�n�rsa, ∇∗ konneksiyonunun burulma tensörü
T h

ki = Uh
ki − Uh

ik (4)
olarak elde edilir.

∇∗ metrik konneksiyon oldu§undan πi, 1-form olmak üzere, (1) ile tan�ml�
burulma tensörüne sahip ∇∗ konneksiyonuna semi-simetrik metrik konneksiyon
denir.
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Bu konneksiyonun katsay�lar�,

Γh
ji =

{
h

ji

}
+ δh

j πi − gjiπ
h (5)

³eklindedir.

Bu çal�³man�n ikinci bölümünde, (5) numaral� ba§�nt� yard�m�yla, semi-simetrik
metrik konneksiyonlu Riemann uzay�n�n e§rilik tensörü,

R∗
ijkl = Rijkl − αjkgil + αikgjl − αilgjk + αjlgik (6)

³eklinde elde edilmi³tir. Burada, Rhijk, Levi-Civita konneksiyonuna göre bu
uzay�n e§rilik tensörünü göstermektedir.

Üçüncü bölümde, ilk olarak reküran burulma tensörüne sahip semi-simetrik
metrik konneksiyonlu Riemann uzay�n�n hangi ko³ul alt�nda konsörk�l�r vektör
alan�na sahip olaca§� ara³t�r�lm�³t�r. Daha sonra, �ziksel uygulamalarda oldukça
önemli yer tutan semi-simetrik metrik konneksiyonlu Einstein uzay�n�n, ayn�
zamanda Levi-Civita konneksiyonuna göre de Einstein uzay� olmas� ko³ullar�
ara³t�r�lm�³t�r.

Çal�³man�n son bölümünde ise, semi-simetrik metrik konneksiyonlu
genelle³tirilmi³ 3-reküran Riemann uzaylar� ile ilgili teoremler ifade ve ispat
edilmi³tir.

Problemin do§as� gere§i yerel koordinatlar kullan�lm�³t�r.

Boyutu üçten büyük, semi-simetrik metrik konneksiyonlu bir Riemann uzay�n�n
e§rilik tensörü Levi-Civita konneksiyonuna göre genelle³tirilmi³ 3-reküran ise
bu taktirde bu uzay�n konformal e§rilik tensörü de ayn� konneksiyona göre
genelle³tirilmi³ konformal 3-rekürand�r.

Boyutu üçten büyük semi-simetrik metrik konneksiyonlu Riemann uzay�n�n
e§rilik tensörü genelle³tirilmi³ 3-reküran ise, bu taktirde ya Bnhm tensörü n ve h
indislerine göre simetriktir ya da bu uzay�n R∗ skaler e§rili§i s�f�rd�r.
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GENERALIZED 3-RECURRENT RIEMANNIAN SPACES WITH
SEMI-SYMMETRIC METRIC CONNECTION

SUMMARY

In literature, spaces with semi-symmetric metric connection have been studied
by many authors.

In this study, Riemannian spaces with the semi-symmetric metric connection
is examined. The de�nition of the linear connection is given and then the
curvature tensor of the space is found. It is proved that Riemannian spaces with
semi-symmetric metric connection become special spaces under some conditions.

In the �rst section, basic concepts of the Riemannian spaces are given.

Supposing that Mn is an n-dimensional di�erentiable manifold having the
Riemannian metric g, ∇ is the Riemannian connection and ∇∗ is any linear
connection with components Γh

ji, the torsion tensor of the connection ∇∗ for any
arbitrary components of vector πj on Mn is de�ned as follows

T i
jk = πkδ

i
j − πjδ

i
k (1)

Now, this connection is called a semi-symmetric metric connection.
If ∇∗ satis�es

∇∗gij = 0 (2)
then ∇∗ is called a metric connection. Let

{
h
ij

}
be the coe�cients of ∇

Riemannian connection and Γh
ji be of ∇∗ a�ne connection.

If the coe�cients of ∇∗ are in the form of

Γh
ji =

{
h

ji

}
+ Uh

ji (3)

where
{

h
ij

}
is the coe�cients of ∇ Riemannian connection then the torsion tensor

T h
ji of the connection ∇∗ is given by

T h
ki = Uh

ki − Uh
ik (4)
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The metric connection ∇∗ having the torsion tensor de�ned as in (1) where πj

is a 1-form is called a semi-symmetric metric connection. The coe�cients of this
connection are in the form

Γh
ji =

{
h

ji

}
+ δh

j πi − gjiπ
h (5)

In the second section of this study, using the equation (5), the curvature tensor
of the Riemannian space with a semi-symmetric metric connection is obtained as
follows

R∗
ijkl = Rijkl − αjkgil + αikgjl − αilgjk + αjlgik (6)

Rhijk is the curvature tensor of the space for the Levi-Civita connection here.

In the third section, it is �rstly studied that Riemannian space with the
semi-symmetric metric connection that has the recurrent torsion tensor has a
concircular vector �eld under some conditions. It is examined that under which
conditions the Einstein spaces with semi-symmetric metric connection which is
very important in physical applications is transformed into Einstein space with
Riemannian connection.

In the last part of the study, some theorems about generalized 3-recurrent
Riemannian spaces with semi-symmetric metric connection are proved.

With the nature of the problem, local coordinates are taken.

If the curvature tensor of a Riemannian space with semi-symmetric metric
connection, whose dimension is greater than three, is 3-recurrent with respect
to Levi-Civita connection, then the conformal curvature tensor of this space is
also generalized conformal 3-recurrent with respect to the same connection.

If the curvature tensor of Riemannian space with semi-symmetric metric
connection is generalized 3-recurrent, then either Bnhm tensor is symmetric with
respect to n and h indices or the scalar curvature R∗ of this space is zero.
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1. G�R��

1.1. Tan�mlar

1854 y�l�nda Riemann, herhangi bir koordinat sistemindeki, koordinatlar� xi

ve xi + dxi olan birbirine çok yak�n iki nokta aras�ndaki sonsuz küçük ds

mesafesini, gij katsay�lar� xi koordinatlar�n�n fonksiyonlar� olmak üzere a³a§�daki
³ekilde tan�mlam�³t�r,

ds2 = gij dxidxj, (i, j = 1, 2, · · · , n). (1.1.1)

Burada gij katsay�lar� Riemann metri§i olarak adland�r�l�r. Böyle bir metrik ile
karakterize edilen uzaya Riemann uzay� ve (∇, g) Riemann metrikli geometriye
de Riemann geometrisi denir [1,2]. Bu uzay ∇ Levi-Civita konneksiyonu ve gij

metri§i ile karakterize edilir.

Tan�m 1.1.1. gij metrik tensörü ile verilmi³ bir Mn Riemann uzay�nda bu
metrik tensörle uyumlu, Γi

jk ve Γ
′γ
αβ 'lar, s�ras�yla, x ve x′ koordinatlar�n�n

fonksiyonlar� olmak üzere,
∂2xi

∂x′α∂x′β
+ Γi

jk

∂xj

∂x′α
∂xk

∂x′β
= Γ

′γ
αβ

∂xi

∂x′γ
(1.1.2)

denklemini sa§layan bir ve yaln�z bir konneksiyon vard�r. Burada ad� geçen Γ

fonksiyonlar�na konneksiyon katsay�lar� denir [2].
Özel olarak,

{
i

hk

}
konneksiyonu Riemann (Levi-Civita) konneksiyonu ise bu

durumda

gihgjh = δi
j, δi

j =

{
1, i = j
0, i 6= j

{
i

jk

}
= gih[jk, h], [jk, h] =

1

2
(
∂gjh

∂xk
+

∂gkh

∂xj
− ∂gjk

∂xh
) (1.1.3)

dir.
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Burada [jk, h] ifadesine 1.Cins,
{

i
jk

}
ifadesine ise 2.Cins Christo�el sembolü denir.

Görüldü§ü gibi Christo�el sembolleri alt iki indise göre simetriktir. Bir Riemann
uzay�nda gij metrik tensörü ile uyumlu bir ve yaln�z bir ∇ Riemann konneksiyonu
vard�r [2].

Tan�m 1.1.2 : M bir Hausdor� uzay� olsun. M nin her p kom³ulu§unun uygun
bir U civar�n�, Rn in aç�k bir V alt cümlesine tasvir eden bir ϕ homeomor�zmas�
varsa, Mn 'ye n-boyutlu topolojik manifold ve (U,ϕ) çiftine de p nin bir koordinat
kom³ulu§u denir.

Mn, bir topolojik manifold olsun. A indis cümlesi, Uα da A yard�m�yla belirlenmi³
aç�k cümleler ailesi olmak üzere, M üzerinde bir S = (Uα, ϕα)α∈A kolleksiyonu
a³a§�daki ko³ullar� sa§l�yorsa, bu kolleksiyona M üzerinde n-boyutlu
diferansiyellenebilir bir yap� olu³turur denir.

(i) {Uα}α∈I ⊂ M için
⋃

α Uα = M

(ii) Herhangi α, β de§erleri için Uα ∩ Uβ 6= ∅ ve ϕα : Uα → ϕα(Uα) ⊂ Rn

homeomor�zmas� için ϕα(Uα∩Uβ) ile ϕβ(Uα∩Uβ) kümeleri Rn de aç�k olmak
üzere, ϕαϕ−1

β : ϕβ(Uα ∩ Uβ) → ϕα(Uα ∩ Uβ) diferansiyellenebilir bir tasvirdir.

{(Uα, ϕα)}α∈I (i) ve (ii) ko³ullar�na göre maksimaldir.
C∞-manifold her mertebeden türevlenebilir manifolddur [3].

Mn, C∞ s�n�f�ndan bir manifold olsun. Mn üzerinde ∇ ile gösterilen bir
konneksiyon veya kovaryant türev, her C∞ s�n�f�ndan X,Y vektör çiftini C∞

s�n�f�ndan olan ∇XY vektör alan�na ta³�yan bir operatördür :

∇ : TM × TM → TM

(X,Y ) → ∇XY

∀f, g ∈ C∞(M,R) ve X,Y, Z ∈ TM için ∇ operatörü,

(i) ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ

(ii) ∇X+Y Z = ∇XZ +∇Y Z

(iii) ∇gXZ = g∇XZ

(iv) ∇X(gZ) = (Xg)Z + g∇XZ

2



³artlar�n� sa§l�yorsa, ∇ konneksiyonuna a�n konneksiyon denir [4]. ∇XY , X

üzerinde C∞-lineer ve Y üzerinde R-lineerdir.
M , C∞-manifoldu üzerinde, ∀p ∈ M noktas�ndaki te§et uzay TpM ile gösterilirse,
X,Y, Z ∈ TpM için,

< , >: TpM × TpM → R

(X, Y ) → < X, Y >= g(X,Y )

³eklinde C∞-s�n�f�ndan bilineer, simetrik, pozitif tan�ml� bir fonksiyon mevcut ise,
< , > fonksiyonuna Riemann metri§i; M manifolduna Riemann manifoldu denir
ve (M, g) ile gösterilir [5]. < , > iç çarp�m� ayn� zamanda,

(v) X < Y, Z >=< ∇XY, Z > + < Y,∇XZ >

(vi) ∇XY −∇Y X = [X, Y ]

³artlar�n� da sa§l�yorsa, ∇ operatörüne Riemann konneksiyonu denir [4].

T , r. mertebeden bir tensör ve X, Xi ∈ TM olsun. T tensörünün kovaryant
türevi ∇T (r+1). mertebeden bir tensördür ve

(∇T )(X1, X2, ..., Xr; X) = (∇T )(X1, ..., Xr)

= ∇X(T (X1, ..., Xr))−
r∑

i=1

T (X1, ...,∇XXi, ..., Xr)

³eklinde tan�ml�d�r.

g Riemann metri§ine sahip diferansiyellenebilir M manifoldunda, ∇ a�n
konneksiyonu ve X vektörü için

(∇Xg)(Y, Z) = 0 (1.1.4)

oluyorsa, ∇ konneksiyonuna metrik konneksiyon denir.
M manifoldunda X, Y vektör alan� için

T (X, Y ) = ∇XY −∇Y X − [X,Y ] (1.1.5)

ifadesine, ∇ a�n konneksiyonunun burulma tensörü denir.
Lokal koordinatlarda bu denklem

T h
ij = Γh

ij − Γh
ji (1.1.6)

³eklindedir.
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∇ a�n konneksiyonunun burulma tensörü

T h
ij = 0

denklemini sa§l�yorsa, ∇ konneksiyonuna burulmas�z bir konneksiyon denir. Levi-
Civita konneksiyonu olarak bilinen Riemann konneksiyonu burulmas�z bir
konneksiyondur.
λi kovaryant vektörü, λi kontravaryant yani kar³�t vektörü ve T h

ij de bir tensör
alan�n�n bile³enleri olmak üzere, bu büyüklüklerin ∇ konneksiyonuna göre
kovaryant türevleri s�ras�yla [3,6],

∇jλ
i =

∂λi

∂xj
+

{
i

jh

}
ghjλ

h (1.1.7)

∇jλi =
∂λi

∂xj
−

{
h

ji

}
ghjλk (1.1.8)

∇kT
h
ji =

∂T h
ji

∂xk
+ Γh

kaT
a
ji − Γa

kjT
h
ai − Γa

kiT
h
ja (1.1.9)

³eklindedir.
Dolay�s�yla (1.1.4) ve (1.1.8) den gij metrik tensörünün Levi-Civita
konneksiyonuna göre kovaryant türevi

∇kgij = ∂kgij −
{

h

ki

}
ghj −

{
h

kj

}
ghi = 0 (1.1.10)

olarak elde edilir.

1.2. Riemann E§rilik Tensörü

∇ Riemann konneksiyonu olmak üzere
R(X,Y )Z = ∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z (1.2.1)

ifadesine uzay�n e§rilik tensörü denir.
Bu durumda e§rilik tensörü a³a§�daki özellikleri sa§lar [6]:

(i) Rh
kji = −Rh

jki

(ii) Rkjih = −Rjkih = −Rkjhi = Rihkj

(iii) Rkkih = Rkjhh = 0

(iv) Rji = R a
aji

(v) Rji = gbaRbjia = gbaRjbai

4



Böylece (v)'den Ricci tensörünün simetrik oldu§u görülür. Ricci tensörü
yard�m�yla Riemann uzay�n�n skaler e§rili§i R = gjiRji olarak tan�mlan�r. Ayr�ca,

(vi) Rijkl = ghlR
h
ijk

(vii) Rh
ijk + Rh

jki + Rh
kji = 0 (I. Bianchi Özde³li§i)

Ayr�ca, e§rilik tensörünün Levi-Civita konneksiyonuna göre kovaryant türevi göz
önüne al�n�rsa ∇lR

h
kji +∇kR

h
jli +∇jR

h
lki = 0 II. Bianchi Özde³li§i sa§lan�r.

gij metrik tensörü ile verilen bir Riemann uzay�n�n Riemann e§rilik tensörü

R h
ijk = ∂i

{
h

jk

}
− ∂j

{
h

ik

}
+

{
a

jk

}{
h

ia

}
−

{
a

ik

}{
h

ja

}
(1.2.2)

³eklindedir.
E§er özel olarak Rijkl = 0 ise, uzay düz uzay ad�n� al�r.

Tan�m 1.2.1 : n boyutlu bir Mn Riemann manifoldunun, bir p ∈ Mn noktas� ve
α, β vektörlerince belirlenmi³, π kesitindeki kesitsel e§rili§i, lokal koordinatlarda

K(π) = Kp(π) = − Rijklα
iβjαkβl

(gikgjl − gilgjk)αiβjαkβl
(1.2.3)

³eklindedir [1].
Kp, her p ∈ Mn noktas�nda ayn�ysa Riemann manifolduna sabit e§rilikli manifold
denir. Bu durumda, (1.2.3) denklemi a³a§�daki ³ekle dönü³ür

Rijkl = −K0(gikgjl − gilgjk) (1.2.4)

Ricci e§rili§i ve skaler e§rilik lokal koordinatlarda, s�ras�yla

Rij = K(n− 1)gij

R = Kn(n− 1) (1.2.5)

olarak bulunur.

Tan�m 1.2.2 : n boyutlu, gij Riemann metri§iyle belirlenmi³ bir C∞ s�n�f�ndan
Mn manifoldunun Ricci tensörü için

Rij = λgij (1.2.6)

denklemini sa§layan bir λ fonksiyonu varsa, Mn Einstein manifoldu ad�n� al�r.

5



Buradan
R = gijRij = nλ

Rij =
1

n
Rgij (1.2.7)

denklemleri bulunur [1].

1.3. Konformal E§rilik Tensörü

Mn (n > 3) manifoldunun Weyl konformal e§rilik tensörü

Ch
kji = Rh

kji −
1

n− 2

(
δh
kRji − δh

j Rki + Rh
kgji −Rh

j gki)

+
R

(n− 1)(n− 2)

(
δh
kgji − δh

j gki) (1.3.1)

³eklinde tan�mlanm�³t�r [5,7]. Konformal e§rilik tensörü

λji =
−Rji

n− 2
+

Rgji

2(n− 1)(n− 2)
(1.3.2)

e³itli§i ile

C h
ijk = R h

ijk + δh
i λjk − δh

j λik + λh
i gjk − λh

j gik

Cijkl = Rijkl + λjkgil − λikgjl + gjkλil − gikλjl (1.3.3)

³ekline dönü³ür. Burada, λjig
ih = λh

j d�r.

Ayr�ca, konformal e§rilik tensörünün özellikleri a³a§�daki ³ekildedir:

(i) Ckjil = −Cjkil = Cilkj = −Ckjli

(ii) Ckjil + Cjikl + Cikjl = 0

(iii) Ckjilg
kl = Cmnprg

mp = 0

(iv) Ch
jlh = 0

(v) Ch
kji = −Ch

jki

Her 3 boyutlu Riemann uzay�n�n konformal e§rilik tensörü s�f�ra e³ittir [8].
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1.4. Projektif ve Konsörk�l�r E§rilik Tensörleri

Mn bir Riemann manifoldu olsun. Bu manifold üzerinde projektif e§rilik tensörü,

Pijkl = Rijkl − 1

n− 1
(Rjkgil −Rikgjl) (1.4.1)

³eklinde tan�mlan�r [6].

Konsörk�l�r e§rilik tensörü

Zijkl = Rijkl − R

n(n− 1)
(gjkgil − gikgjl) (1.4.2)

denklemiyle tan�mlanm�³t�r [9].

1.5. Genelle³tirilmi³ n-Reküran Uzaylar

Tan�m 1.5.1 : Rijkl e§rilik tensörü için

∇ms ...∇m2∇m1Rijkl = Ωm1m2...msRijkl

+Ωm2...ms∇m1Rijkl + Ωm3...ms∇m2∇m1Rijkl + ...

+Ωms∇ms−1 ...∇m1Rijkl

(1.5.1)

e³itli§i sa§lan�yorsa, bu tür uzaylara genelle³tirilmi³ n-reküran uzay denir [10].
Burada, Ωm1m2...ms 6= 0 uzay�n reküran vektörüdür.

Özel olarak, ∇hRijkl = 0 ise uzaya, paralel e§rilik tensörüne sahiptir denir.

Tan�m 1.5.2 : Mn, düz olmayan Riemann uzay�n�n e§rilik tensörü Rijkl

∇hR
i

jkl = λhR
i

jkl (1.5.2)

ifadesini sa§larsa uzaya reküran uzay denir [11]. Burada λh 6= 0 uzay�n reküran
kovaryant vektörüdür.

E§er e§rilik tensörü,

∇m∇hR
i

jkl = BhmR i
jkl (1.5.3)

denklemini sa§larsa Mn uzay�na 2-reküran uzay denir. Burada, Bhm(6= 0) uzay�n
reküran tensörü olmaktad�r.
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Genelle³tirilmi³ n-reküran uzayla ilgili (1.5.1) denkleminde s = 2 olmas�
durumunda

∇m∇hRijkl = BhmRijkl + λm∇hRijkl (1.5.4)

sa§lan�rsa, uzay genelle³tirilmi³ 2-reküran uzay ad�n� al�r [12,13].
Bu ba§�nt�da, Bhm ve λm(6= 0), s�ras�yla, reküran tensörü ve uzay�n kovaryant
vektörüdür.
E§er e§rilik tensörü Rijkl

∇m∇h∇nRijkl = λm∇h∇nRijkl + BnhmRijkl (1.5.5)

denklemini sa§larsa, Mn uzay�na genelle³tirilmi³ 3-reküran uzay ad� verilir.
Burada, Bnhm 6= 0 ve λm 6= 0, s�ras�yla, uzay�n reküran tensörü ve reküran
vektörüdür. Bu uzay ayn� zamanda G(3Kn) ile gösterilir [14].

Burada önemli bir fark olarak genelle³tirilmi³ n-reküran uzayla ilgili (1.5.1)
ifadesinde s = 3 olmas� halinde

∇m3∇m2∇m1Rijkl = Ωm1m2m3Rijkl + Ωm2m3∇m1Rijkl + Ωm3∇m2∇m1Rijkl

olmaktad�r. Bu durum (1.5.5) ifadesinden farkl� olarak ayr�ca incelenebilir.
E§er

∇m∇h∇nRjk = λm∇h∇nRjk + BnhmRjk (1.5.6)

denklemi sa§lan�yorsa, bu uzaya genelle³tirilmi³ Ricci 3-reküran Riemann uzay�
denir ve G(3Rn) ile gösterilir. (1.5.6) denkleminde λm = 0 al�n�rsa

∇m∇h∇nRjk = BnhmRjk (1.5.7)

elde edilir. Bu durumda uzay Ricci 3-reküran uzay ad�n� al�r ve (3Rn) ile gösterilir.
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2. SEM�-S�METR�K METR�K KONNEKS�YONLU R�EMANN
UZAYLARI

2.1. Semi-Simetrik Metrik Konneksiyonlu Riemann Uzay�

Tan�m 2.1.1 : Mn, n boyutlu diferansiyellenebilen g Riemann metri§ine sahip
bir manifold olsun. ∇ , Mn üzerinde Levi-Civita konneksiyonunu,∇∗ da herhangi
bir lineer konneksiyonu göstersin. Mn üzerinde herhangi bir πj vektör bile³eni
için ∇∗ konneksiyonunun burulma tensörü

T l
ki = δl

kπi − δl
iπk (2.1.1)

³eklinde tan�mlan�rsa bu konneksiyona semi-simetrik konneksiyon denir [15].

Tan�m 2.1.2 : Mn Riemann manifoldu üzerinde, katsay�lar� Γi
jk olan ∇∗

semi-simetrik metrik konneksiyonu göz önüne al�ns�n. E§er ∇∗ konneksiyonu

∇∗g = 0 (2.1.2)

ko³ulunu sa§l�yorsa ∇∗ konneksiyonuna metrik konneksiyon denir [15,16].
{

i
jk

}
, Levi-Civita konneksiyonunun katsay�lar�, Γi

jk 'ler de semi-simetrik metrik
konneksiyonun katsay�lar� olsun. Γi

jk katsay�lar�n�n simetrik k�sm� Λi
jk ve

antisimetrik k�sm� da Ωi
jk ile ifade edilirse, bu durumda :

Λi
jk = Γi

(jk) =
1

2

(
Γi

jk + Γi
kj) (2.1.3)

Ωi
jk = Γi

[jk] =
1

2

(
Γi

jk − Γi
kj) (2.1.4)

dir. Daha sonra (2.1.3) ve (2.1.4) denklemlerinden,

Γi
jk = Λi

jk + Ωi
jk

Γi
kj = Λi

jk − Ωi
jk (2.1.5)

yaz�labilir.
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∇∗ konneksiyonuna ait katsay�lar en genel haliyle

Γh
ij =

{
h

ij

}
+ Uh

ij (2.1.6)

³eklinde göz önüne al�ns�n.

Uh
kighj + Uh

kjghi = 0 (2.1.7)

ba§�nt�s� elde edilir. Uh
ij tensörü için, (2.1.4) ve (2.1.6) denklemlerinden

Uh
ij − Uh

ji = 2Ωh
ij −

{
h

ij

}
+

{
h

ji

}
= Γh

ij − Γh
ji = T h

ij (2.1.8)

³eklindeki T h
ij burulma tensörünün ifadesi elde edilmi³ olur.

Böylece (2.1.8) denklemi kullan�l�rsa

Uh
ikghj + Uh

jkghi + T h
kighj + T h

kjghi = 0 (2.1.9)

dir. Bu durumda (2.1.7) ile (2.1.8) denklemlerinden

(Uh
ki + Uh

ik)ghj + (Uh
ij − Uh

ji)ghk + (Uh
kj − Uh

jk)ghi = 0 (2.1.10)

bulunur. (2.1.10) denkleminden Uh
ij ve T h

ij tensörleri aras�nda,

Uh
ki + Uh

ik = Uh
ik + T h

ki + Uh
ik = 2Uh

ik + T h
ki (2.1.11)

ba§�nt�s� elde edilir.

Dolay�s�yla (2.1.10) ve (2.1.11) denklemlerinden

2Uh
ikghj + T h

kighj + T h
ijghk + T h

kjghi = 0 (2.1.12)

bulunur. Daha sonra (2.1.12) ba§�nt�s� gjl ile çarp�l�rsa

2U l
ik + T l

ki + T h
ijghkg

jl + T h
kjghig

jl = 0 (2.1.13)

ifadesi elde edilir.

Böylece (2.1.6) ve (2.1.13) denklemlerinden Γl
ki konneksiyon katsay�lar�

Γl
ki =

{
l

ki

}
− 1

2

(
T l

ik + T h
kjghig

jl + T h
ijghkg

jl) (2.1.14)

³eklinde bulunur.
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Burada U l
ki = δl

kπi − gkiπ
l dir. Son olarak (2.1.14) denkleminde (2.1.1) yerine

yaz�l�rsa

Γl
ki =

{
l

ki

}
+ δl

kπi − πlgki (2.1.15)

bulunur [6].

2.2. Semi-Simetrik Metrik Konneksiyonlu Uzay�n E§rilik Tensörü

Semi-simetrik metrik konneksiyona sahip bir Mn Riemann uzay�n�n bu
konneksiyona göre e§rilik tensörü R∗ h

ijk ve Levi-Civita konneksiyonuna göre e§rilik
tensörü R h

ijk ile gösterilsin. Bu uzay�n e§rilik tensörü

R∗ h
ijk = ∂iΓ

h
jk − ∂jΓ

h
ik + Γa

jkΓ
h
ia − Γa

ikΓ
h
ja (2.2.1)

³eklindedir [6]. (2.2.1) ifadesindeki Γh
jk konneksiyon katsay�lar� yerine (2.1.15)

ba§�nt�s� kullan�l�rsa

R∗ h
ijk = ∂i

{
h

jk

}
− ∂j

{
h

ik

}
+

{
a

jk

}{
h

ai

}
−

{
a

ik

}{
h

aj

}

+∇iπkδ
h
j −∇iπ

hgjk −∇jπkδ
h
i −∇jπ

hgik

−πh
({

a

jk

}
gai −

{
a

ik

}
gaj

)

−πaπh(gikgaj − gjkgai) (2.2.2)

+πk(πiδ
h
j − πjδ

h
i ) + πh(gikπj − gjkπi)

³eklinde bulunur. Burada, ∇jπi = ∂j(πi) −
{

h
ji

}
πh dir. (0, 2) tipinde bir tensör

olmak üzere, (2.2.2) ifadesinde αki yerine

αki = ∇kπi − πiπk +
1

2
gkiπtπ

t = ∇∗
kπi − 1

2
gkiπtπ

t (2.2.3)

olarak al�n�rsa, semi-simetrik metrik konneksiyonlu uzay�n e§rilik tensörü

R∗ h
ijk = R h

ijk − δh
i αjk + δh

j αik − αilg
lhgjk + αjlg

lhgik (2.2.4)

³eklinde bulunur.
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Böylece (2.2.4) denkleminden a³a§�daki ba§�nt� elde edilir [15]

R∗
ijkh = Rijkh − αjkgih + αikgjh − αihgjk + αjhgik (2.2.5)

Daha sonra (2.2.5) denkleminde h ile i indisleri üzerinde daraltma yap�l�rsa,
semi-simetrik metrik konneksiyonlu bir Riemann uzay�n�n Ricci tensörü

R∗
jk = Rjk − nαjk + αjk − αh

hgjk + αjk = Rjk − (n− 2)αjk − gjkα (2.2.6)

olarak bulunur. R∗
jk tensörü j ve k indislerine göre simetrik de§ildir. Dolay�s�yla,

simetrik ve antisimetrik k�s�mlar� yard�m�yla

R∗
ij = R∗

(ij) + R∗
[ij] (2.2.7)

³eklinde bulunur. Burada

R∗
(ij) =

R∗
ij + R∗

ji

2
ve R∗

[ij] =
R∗

ij −R∗
ji

2

dir. (2.2.6) denkleminden uzay�n skaler e§rili§i

R∗ = R− 2(n− 1)α (2.2.8)

olarak bulunur.

Tan�m 2.2.1 : Mn, n boyutlu semi-simetrik metrik konneksiyonlu bir Riemann
uzay� olsun. Bu uzay�n Ricci tensörünün simetrik k�sm�

R∗
(ij) = λgij (2.2.9)

denklemini sa§larsa, Mn uzay�na g metrikli semi-simetrik metrik konneksiyonlu
Einstein uzay� denir.

Birinci bölümde tan�mland�§� gibi, semi-simetrik metrik konneksiyonlu Riemann
uzaylar� için de anoloji kurularak manifoldun kesitsel e§rili§i tan�mlanabilir.

Semi-simetrik metrik konneksiyonlu Riemann uzay�n�n kovaryant e§rilik tensörü
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a³a§�daki özellikleri sa§lar:

(i) R∗
ijkl = −R∗

jikl = R∗
jilk

(ii) R∗ = R∗
ijg

ij

(iii) R∗
hhlm = R∗

ijkk = 0

(iv) R∗ h
ijk = −R∗ h

jik

(v) R∗
ijkl = R∗ h

ijk ghl

(vi) R∗ h
hjk = R∗

jk

R∗
ijkl = R∗

klij olmas� için gerek ve yeter ko³ul π, 1-formunun gradyent yani αij

tensörünün simetrik olmas�d�r [16].
Özel olarak, e§rilik tensörü R∗

ijkl = 0 ise, semi-simetrik metrik knneksiyonlu uzaya
düz uzay denir.

I. Bianchi Özde³li§i, semi-simetrik metrik konneksiyona sahip bir Riemann uzay�
ile Levi-Civita konneksiyonuna sahip bir Riemann uzay� için kullan�ld�§�nda,
(2.2.3), (2.2.5) ifadelerinden

R∗
ijkh + R∗

jkih + R∗
kijh = Rijkh − αjkgih + αikgjh − αihgjk + αjhgik

+Rjkih − αkigjh + αjigkh − αjhgki + αkhgji

+Rkijh − αijgkh + αkjgih − αkhgij + αihgkj

= (∇kπj −∇jπk)gih + (∇iπk −∇kπi)gjh + (∇jπi −∇iπj)gkh

= 2gih∇[kΠj ] + 2gjk∇[iΠk] + 2gkh∇[jΠi] (2.2.10)

bulunur.
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3. SEM�-S�METR�K METR�K KONNEKS�YONLU
GENELLE�T�R�LM�� 3-REKÜRAN R�EMANN UZAYLARI

3.1. Semi-Simetrik Metrik Konneksiyonlu Riemann Uzaylar�

Üçüncü bölümde ifade edilecek olan teoremlerde πk kovaryant vektörlerinin
boyunun s�f�r olmad�§� kabul edilecektir.

Teorem 3.1.1 : Reküran burulma tensörüne sahip, semi-simetrik metrik
konneksiyonlu bir Riemann uzay�n�n πk kovaryant vektörü gradyent ise, uzay
has konsörk�l�r vektör alan�na sahiptir.

�spat : Semi-simetrik metrik konneksiyonlu Riemann uzay�n�n reküran burulma
tensörü

∇∗
kT

h
ij = λkT

h
ij (3.1.1)

ko³ulunu sa§lar. (2.1.1) ba§�nt�s�nda h ve i indisleri üzerine daraltma yap�l�rsa

T h
hk = (n− 1)πk (3.1.2)

elde edilir. Daha sonra (3.1.1) ile (3.1.2) denklemlerinden

∇∗
mπk = λmπk (3.1.3)

bulunur. Ayr�ca (2.2.3) ve (3.1.3) denklemleri yard�m�yla

λmπl − λlπm = 0 (3.1.4)

dir. Bu durumda (3.1.4) denkleminden λm ve πm nin kolineer oldu§u anla³�l�r.
Bununla birlikte (3.1.4) denkleminden, a 6= 0 bir skaler olmak üzere

λm = aπm (3.1.5)

dir.
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(3.1.5) denklemi (3.1.3) denkleminde yerine yaz�l�rsa

∇∗
mπk = aπkπm (3.1.6)

bulunur. (2.2.3) denklemi a³a§�daki ³ekilde yeniden düzenlenirse

∇∗
mπk = ∇mπk − πmπk + πtπ

tgmk (3.1.7)

dir. (3.1.6) ve (3.1.7) ba§�nt�lar� yard�m�yla

aπmπk = αmk +
1

2
πtπ

tgmk (3.1.8)

bulunur. E§er (3.1.8) denklemi gmk ile çarp�l�rsa,

α =
(
a− n

2

)
πmπm (3.1.9)

elde edilir. Son iki denklem yard�m�yla,

αmk = aπmπk − αgmk

2a− n
, 2a 6= n (3.1.10)

bulunur. (3.1.6) ve (3.1.7) denklemlerinden

∇mπk = πmπk(a + 1)− πtπ
tgmk (3.1.11)

elde edilir.
βm = (a + 1)πm , φ =

2α

n− 2a
, n 6= 2a olarak al�n�rsa (3.1.11) denklemi

∇mπk = βmπk + φgmk (3.1.12)

³ekline dönü³ür.
Bu durumda, πk kovaryant vektörü konsörk�l�r vektör alan�d�r. πk 6= 0

oldu§undan α 6= 0 d�r. Bu nedenle, πk konsörk�l�r vektör alan� hasd�r.

Teorem 1 : Simetrik Ricci tensörlü, semi-simetrik metrik konneksiyonlu
Riemann uzay� reküran burulma tensörüne sahipse bu uzay, tors olu³turan bir
vektör alan� kabul etmektedir [16].

E§er reküran burulma tensörlü semi-simetrik metrik konneksiyonlu Riemann
uzay�n�n πk kovaryant vektörü gradyent ise Ricci tensörünün simetrik oldu§u
aç�kt�r [16].

16



Teorem 2 : Bir Riemann uzay�n�n konsörk�l�r bir vektör alan�na sahip olmas�
için gerek ve yeter ko³ul

α, β, γ = 2, 3, ...n , g∗αβ = g∗αβ(xγ) ve q = q(x1) 6= sabit

olmak üzere, birinci esas formun

ds2 = (dx1)2 + cqg∗αβdxαdxβ

³eklinde yaz�lmas�d�r [17].

Teorem 3.1.2 : Reküran burulma tensörüne sahip semi-simetrik metrik
konneksiyonlu Riemann uzay�n�n πk kovaryant vektörü gradyent ise, bu takdirde,
bu uzay�n birinci esas formu

α, β, γ = 2, 3, ...n , g∗αβ = g∗αβ(xγ) ve q = q(x1) 6= sabit

olmak üzere
ds2 = (dx1)2 + cqg∗αβdxαdxβ

³eklindedir.

�spat : Teorem 3.1.1 ve Teorem 2'den ispat aç�kt�r.

Teorem 3 : Bir Riemann uzay� e§rilik tensörü s�f�r olan semi-simetrik metrik
bir konneksiyona sahip ise bu uzay konformal olarak düzdür [15].

Teorem 4 : Konformal olarak düz bir Riemann uzay� has konsörk�l�r vektör
alan�na sahipse, bu takdirde bu uzay Kagan anlam�nda alt projektif uzayd�r [18].

Teorem 3.1.3 : Semi-simetrik metrik konneksiyona göre e§rilik tensörü s�f�r olan
Riemann uzay�n�n burulma tensörü reküran ise, bu uzay has konsörk�l�r vektör
alan�na sahip olup, birinci esas formu ds2 = (dx1)2 + cqg∗αβdxαdxβ yap�s�nda
olan Kagan anlam�nda alt projektif uzayd�r, (n > 3).

�spat : (2.2.6) denkleminden R∗
[jk] =

(n− 2)

2
(∇kπj − ∇jπk) bulunur. Bu

uzay�n semi-simetrik metrik konneksiyona göre e§rilik tensörünün s�f�r oldu§u
hat�rlan�rsa πk kovaryant vektörünün gradyent oldu§u görülür.
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Ayn� zamanda söz konusu uzay�n e§rilik tensörü s�f�r oldu§undan Teorem 3'den,
bu uzay�n konformal olarak düz oldu§u aç�kt�r. Teorem 3.1.1, Teorem 3.1.2 ve
Teorem 4'den bu uzay�n Kagan anlam�nda alt projektif uzay oldu§u ve birinci
esas formunun

ds2 = (dx1)2 + cqg∗αβdxαdxβ

yap�s�nda oldu§u görülür. Böylece ispat tamamlanm�³ olur.

Konformal olarak düz bir Riemann manifoldunda a³a§�daki ba§�nt� mevcuttur
[13]

Rij, k −Rik, j =
1

2(n− 1)
(R, kgij −R, jgik) (3.1.13)

Teorem 5 : E§er konformal olarak düz bir uzay, konsörk�l�r vektör alan�na
sahipse, bu uzay I × eqM∗ çarp�m uzay�d�r (warped product). Öyle ki, I, R nin
bir aç�k aral�§�n�, (M∗, g∗) ise (n− 1) boyutlu Riemann uzay�n� gösterir.

Gebarowski (1992) taraf�ndan, I × eqM∗ çarp�m uzay�n�n (3.1.13) denklemini
sa§lamas� için gerek ve yeter ko³ulun M∗ uzay�n�n Einstein uzay� olmas�ndan
ibaret oldu§u gösterilmi³tir [18].

Teorem 3.1.4 : Semi-simetrik metrik konneksiyona göre e§rilik tensörü s�f�r olan
Riemann uzay�n�n burulma tensörü reküran ise bu uzay, M∗ Einstein uzay� olmak
üzere I × eqM∗ çarp�m uzay�d�r, (n > 3).

�spat : Teorem 3.1.3 ve Teorem 5'den ispat aç�kt�r.

�imdi de semi-simetrik metrik konneksiyonlu Riemann uzay�n�n burulma
tensörünün

∇∗
pT

l
jk = 0 (3.1.14)

ko³ulunu sa§lad�§� kabul edilsin. (2.1.1) ve (3.1.2) denklemleri yard�m�yla

∇∗
pT

h
hk = 0 , ∇∗

pπk = 0 (3.1.15)

bulunur. (2.2.3) ve (3.1.15) ba§�nt�lar� kullan�l�rsa

αpk =
−1

2
πtπ

tgpk (3.1.16)
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bulunur. Böylece (3.1.16) denklemi gpk ile çarp�l�rsa

α =
−n

2
πtπ

t (3.1.17)

dir. (3.1.16) ve (3.1.17) denklemlerinden

αpk =
α

n
gpk (3.1.18)

elde edilir. (2.2.6) ve (3.1.16) dan,

R∗
ik = Rik − 2

(n− 1

n

)
αgik (3.1.19)

oldu§u görülür.

Teorem 3.1.5 : Semi-simetrik metrik konneksiyona göre e§rilik tensörü s�f�r
olan ve burulma tensörü (3.1.14) ko³ulunu sa§layan Riemann uzay�, Levi-Civita
konneksiyonuna göre Einstein uzay�d�r.

�spat : Bu uzay�n semi-simetrik metrik konneksiyona göre e§rilik tensörünün
s�f�r oldu§u hat�rlan�r ve (2.2.5) ve (3.1.16) denklemleri kullan�l�rsa
Rijkh = πmπm(gikghj−gjkgih) bulunur. Bu son denklem gih ile çarp�l�rsa, uzay�n
Levi-Civita konneksiyonuna göre Einstein uzay� oldu§u görülür.

Teorem 3.1.6 : Burulma tensörü (3.1.14) ko³ulunu sa§layan, boyutu üçten
büyük, semi-simetrik metrik konneksiyonlu bir Riemann uzay� göz önüne al�ns�n.
Bu uzayda semi-simetrik metrik konneksiyona göre I. Bianchi Özde³li§i sa§lan�r
ve bu uzay�n e§rilik tensörü blok simetri özell§ine sahiptir.

�spat : (2.2.6) ve (2.2.8) denklemlerinden,

(n− 2)αij = Rij −R∗
ij −

(R−R∗)
2(n− 1)

gij (3.1.20)

bulunur.
Son denklemde (1.3.2) denklemi kullan�l�rsa

αij = −λij −
R∗

ij

n− 2
+

R∗gij

2(n− 1)(n− 2)
(3.1.21)

dir. (3.1.16) ve (3.1.21) denklemlerinden

R∗
[ij] = 0 (3.1.22)
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bulunur. (2.2.3) ve (3.1.15) denklemlerinden πk kovaryant vektörünün
gradyent oldu§u görülür. Böylece, burulma tensörü (3.1.14) ko³ulunu sa§layan,
semi-simetrik metrik konneksiyonlu uzay�n, (2.2.10) denklemi yard�m�yla
I.Bianchi Özde³li§ini sa§lad�§� ve bu uzay�n e§rilik tensörünün de blok simetri
özelli§ine sahip oldu§u aç�kt�r. Sonuç olarak ispat tamamlanm�³ olur.

Teorem 3.1.7 : Burulma tensörü (3.1.14) ko³ulunu sa§layan, boyutu üçten
büyük, semi-simetrik metrik konneksiyonlu bir Riemann uzay� göz önüne al�ns�n.
Bu uzay�n semi-simetrik metrik konneksiyona göre Einstein uzay� olmas� için
gerek ve yeter ko³ul Levi-Civita konneksiyonuna göre Einstein uzay� olmas�d�r.

�spat : (2.2.5) ve (3.1.18) denklemlerinden

R∗
ijkl = Rijkl − 2α

n
(gjkgil − gikgjl) (3.1.23)

ifadesi bulunur. Böylece (2.2.8) ve (3.1.23) ba§�nt�lar� yard�m�yla

R∗
ijkl −

R∗

n(n− 1)
(gjkgil − gikgjl) = Rijkl − R

n(n− 1)
(gjkgil − gikgjl) (3.1.24)

denklemi elde edilir. (3.1.24) denklemi gil ile çarp�l�rsa

R∗
jk −

R∗

n
gjk = Rjk − R

n
gjk (3.1.25)

bulunur.
Teorem 3.1.6'dan πk kovaryant vektörünün gradyent oldu§u ve R∗

[jk] = 0

oldu§u aç�kt�r. Dolay�s�yla R∗
jk = R∗

[jk] olur.
Burulma tensörü (3.1.14) ko³ulunu sa§layan uzay�n semi-simetrik metrik
konneksiyona göre Einstein uzay� oldu§u kabul edilsin. (3.1.25) denkleminden

Rjk =
R

n
gjk (3.1.26)

bulunur. Böylece, bu uzay Levi-Civita konneksiyonuna göre de Einstein uzay�d�r.

Tersine olarak, burulma tensörü (3.1.14) ko³ulunu sa§layan semi-simetrik
metrik konneksiyonlu uzay Levi-Civita konneksiyonuna göre Einstein uzay� olsun.
(3.1.25) ve (3.1.26) ba§�nt�lar�ndan bu uzay�n ayn� zamanda semi-simetrik
metrik konneksiyona göre Einstein uzay� oldu§u aç�kt�r. Böylece ispat
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tamamlanm�³ olur.

Teorem 3.1.8 : Burulma tensörü (3.1.14) ko³ulunu sa§layan uzay, semi-simetrik
metrik konneksiyona göre Einstein uzay� ise, bu uzay�n konformal, konsörk�l�r ve
projektif e§rilik tensörleri birbirine e³ittir.

�spat : Burulma tensörü (3.1.14) ko³ulunu sa§layan uzay�n semi-simetrik metrik
konneksiyona göre Einstein uzay� oldu§u kabul edilsin. (3.1.21) ba§�nt�s� (2.2.5)
denkleminde yerine yaz�l�rsa

R∗
ijkl = Rijkl + λjkgil − λikgjl + λilgjk − λjlgik

+
2R∗gjkgil

n(n− 2)
− 2R∗gikgjl

n(n− 2)

+
R∗gikgjl

(n− 1)(n− 2)
− R∗gilgjk

(n− 1)(n− 2)
(3.1.27)

bulunur. (1.3.3) ve (3.1.27) denklemleri yard�m�yla

R∗
ijkl = Cijkl +

R∗

n(n− 1)
(gjkgil − gikgjl) (3.1.28)

elde edilir.
Burada (3.1.24) ve (3.1.28) denklemleri kullan�l�rsa

Cijkl = Rijkl − R

n(n− 1)
(gjkgil − gikgjl) (3.1.29)

bulunur.

Teorem 3.1.7, (1.4.1), (1.4.2) ve (3.1.29) ba§�nt�lar�ndan ispat aç�kt�r.

Teorem 3.1.9 : Boyutu üçten büyük, semi-simetrik metrik konneksiyonlu
bir Riemann uzay�n�n e§rilik tensörü Levi-Civita konneksiyonuna göre
genelle³tirilmi³ 3-reküran ise, bu takdirde bu uzay�n konformal e§rilik tensörü
de ayn� konneksiyona göre genelle³tirilmi³ konformal 3-rekürand�r.

�spat : Boyutu üçten büyük, semi-simetrik metrik konneksiyonlu uzay�n e§rilik
tensörü genelle³tirilmi³ 3-reküran olsun. Bu durumda
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∇m∇h∇nR∗
ijkl = λm∇h∇nR∗

ijkl + BnhmR∗
ijkl (3.1.30)

ba§�nt�s� mevcuttur. R∗
ijkl, için (2.2.5) denkleminden

∇m∇h∇nR
∗
ijkl = ∇m∇h∇nRijkl − gil∇m∇h∇nαjk + gjl∇m∇h∇nαik

−gjk∇m∇h∇nαil + gik∇m∇h∇nαjl (3.1.31)

ifadesi gerçeklenir. Böylece (3.1.30) ve (3.1.31) ifadelerinden

∇m∇h∇nR∗
ijkl = λm(∇h∇nRijkl − gil∇h∇nαjk + gjl∇h∇nαik

−gjk∇h∇nαil + gik∇h∇nαjl) (3.1.32)

+Bnhm(Rijkl − αjkgil + αikgjl − αilgjk + αjlgik)

elde edilir.
E§er konformal e§rilik tensörünün Levi-Civita konneksiyonuna göre üç kez
kovaryant türevi al�n�rsa

∇m∇h∇nCijkl = ∇m∇h∇nRijkl + gil∇m∇h∇nλjk − gjl∇m∇h∇nλik

+gjk∇m∇h∇nλil − gik∇m∇h∇nλjl (3.1.33)

bulunur.
Ayr�ca, (3.1.30) denkleminden

∇m∇h∇nR
∗
jk = λm∇h∇nR∗

jk + BnhmR∗
jk (3.1.34)

∇m∇h∇nR∗ = λm∇h∇nR∗ + BnhmR∗ (3.1.35)

dir. (3.1.31) denklemi gil ile çarp�l�rsa, (2.2.6) ve (3.1.34) denklemlerinden

∇m∇h∇nR
∗
jk = ∇m∇h∇nRjk − (n− 2)∇m∇h∇nαjk − gjk∇m∇h∇nα

= λm

(
∇h∇nRjk − (n− 2)∇h∇nαjk − gjk∇h∇nα

)

+Bnhm(Rjk − αjk(n− 2)− αgjk)

(3.1.36)

bulunur.
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(3.1.36) denklemi yeniden düzenlenirse

(n− 2)[∇m∇h∇nαjk − λm∇h∇nαjk −Bnhmαjk]

= ∇m∇h∇nRjk−λm∇h∇nRjk−BnhmRjk−gjk[∇m∇h∇nα−λm∇h∇nα−Bnhmα]

(3.1.37)

denklemi elde edilir. Bu durumda (2.2.8) ve (3.1.35) denklemlerinden

∇m∇h∇nR
∗ = ∇m∇h∇nR− 2(n− 1)∇m∇h∇nα

= λm[∇m∇hR− 2(n− 1)∇h∇nα] + Bnhm[R− 2(n− 1)α]

(3.1.38)

bulunur. Daha sonra (3.1.37) ve (3.1.38) ba§�nt�lar� yard�m�yla

∇m∇h∇nR− λm∇h∇nR−BnhmR = 2(n− 1)[∇m∇h∇nα− λm∇h∇nα−Bnhmα]

(3.1.39)
elde edilir. Böylece (3.1.37) ve (3.1.39) denklemlerinden

(n− 2)[∇m∇h∇nαjk − λm∇h∇nαjk −Bnhmαjk] =

∇m∇h∇nRjk−λm∇h∇nRjk−BnhmRjk− gjk

2(n− 1)
[∇m∇h∇nR−λm∇h∇nR−BnhmR]

(3.1.40)

dir. (1.3.2) denkleminin Levi-Civita konneksiyonuna göre üç kez türevinin
al�nmas�yla

∇m∇h∇nλjk =
−1

n− 2
∇m∇h∇nRjk +

gjk

2(n− 1)(n− 2)
∇m∇h∇nR (3.1.41)

elde edilir.

Daha sonra (3.1.40) ve (3.1.41) denklemlerinden

∇m∇h∇nαjk − λm∇h∇nαjk −Bnhmαjk = −∇m∇h∇nλjk + λm∇h∇nλjk + Bnhmλjk

(3.1.42)

ifadesi bulunur. Ayr�ca, (3.1.42) denklemi (3.1.30) denkleminde yerine yaz�l�rsa

∇m∇h∇nRijkl+gil∇m∇h∇nλjk−gjl∇m∇h∇nλik+gjk∇m∇h∇nλil−gik∇m∇h∇nλjl =

λm[∇h∇nRijkl + gil∇h∇nλjk − gjl∇h∇nλik + gjk∇h∇nλil − gik∇h∇nλjl]

+Bnhm[Rijkl + λjkgil − λikgjl + gjkλil − gikλjl]
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elde edilir. Burada son olarak (3.1.33) denklemi kullan�l�rsa

∇m∇h∇nCijkl = λm∇h∇nCijkl + BnhmCijkl (3.1.43)

bulunur ki, böylece konformal e§rilik tensörünün genelle³tirilmi³ 3-reküran oldu§u
görülür. Böylece ispat tamamlanm�³ olur.

Teorem 3.1.10 : E§er boyutu üçten büyük, semi-simetrik metrik konneksiyonlu
bir Riemann uzay�n�n e§rilik tensörü 3-reküran ise, bu taktirde, bu uzay�n
konformal e§rilik tensörü de 3-rekürand�r.

�spat : E§er (3.1.30) denkleminde özel olarak, λm = 0 ise, semi-simetrik
metrik konneksiyonlu uzay�n e§rilik tensörü Levi-Civita konneksiyonuna göre
3-rekürand�r. Buradan da Mn konformal 3-reküran olur, yani

∇m∇h∇nR
∗
ijkl = BnhmR∗

ijkl

∇m∇h∇nCijkl = BnhmCijkl

dir.
Teorem 3.1.11 : Boyutu üçten büyük, semi-simetrik metrik konneksiyonlu
Riemann uzay�n�n e§rilik tensörü genelle³tirilmi³ 3-reküran ise, bu taktirde ya
Bnhm tensörü n ve h indislerine göre simetriktir ya da bu uzay�n R∗ skaler e§rili§i
s�f�rd�r.

�spat : Semi-simetrik metrik konneksiyonlu uzay�n e§rilik tensörü genelle³tirilmi³
3-reküran olsun. (3.1.30) denkleminden

∇m∇h∇nR
∗ = λm∇h∇nR∗ + BnhmR∗ (3.1.44)

dir. Bu durumda (3.1.44) denkleminde (2.2.8) ifadesi yerine yaz�l�rsa

∇m∇h∇n(R− 2(n− 1)α) = λm∇h∇n(R− 2(n− 1)α) + Bnhm(R− 2(n− 1)α)

(3.1.45)
bulunur. (3.1.45) denkleminde n ile h indislerinin yerleri de§i³tirilip bu iki
denklem birbirinden ç�kart�l�rsa ve (2.2.8) denkleminden faydalan�l�rsa
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R∗(Bnhm −Bhnm) = 0 (3.1.46)

elde edilir. Böylece (3.1.46) denkleminden R∗ = 0 veya Bnhm − Bhnm = 0

oldu§u görülür.

E§er, R∗ 6= 0 ise, Bnhm tensörünün n ve h indisine göre simetrik oldu§u aç�kt�r.

Uyar� 1 : Yukar�daki son iki teoremde genelle³tirilmi³ 3-reküran semi-simetrik
metrik konneksiyonlu uzay almak yerine genelle³tirilmi³ 2-reküran semi-simetrik
metrik konneksiyonlu uzay göz önüne al�n�rsa, elde edilen sonuçlar [19] nolu
referansta verilmi³tir.

Teorem 3.1.12 : Semi-simetrik metrik konneksiyonlu, bir Riemann uzay�n�n
e§rilik tensörü genelle³tirilmi³ 3-reküran olsun ve burulma tensörü (3.1.14)
ko³ulunu sa§las�n. E§er bu uzay�n Levi-Civita konneksiyonuna göre skaler e§rili§i
s�f�r ise, bu taktirde uzay�n Levi-Civita konneksiyonuna göre e§rilik tensörü de
genelle³tirilmi³ 3-rekürand�r.

�spat : Semi-simetrik metrik konneksiyonlu bir Riemann uzay�n�n e§rilik tensörü
genelle³tirilmi³ 3-reküran olsun. (2.2.5) ve (3.1.18) denklemleri yard�m�yla

∇m∇h∇nR∗
ijkl − λm∇h∇nR

∗
ijkl −BnhmR∗

ijkl = 0

= ∇m∇h∇nRijkl − λm∇h∇nRijkl −BnhmRijkl

− 2

n
(gjkgil − gikgjl)(∇m∇h∇nα− λm∇h∇nα−Bnhmα) (3.1.47)

bulunur. (3.1.39) denklemi ile

∇m∇h∇nα− λm∇h∇nα−Bnhmα = 0 (3.1.48)

elde edilir. Bundan dolay�, (3.1.47) denkleminden ispat aç�kt�r.

Teorem 3.1.12'den a³a§�daki Uyar� 2 elde edilir:

Uyar� 2 : Semi-simetrik metrik konneksiyonlu, bir Riemann uzay�n�n e§rilik
tensörü genelle³tirilmi³ 2-reküran olsun ve burulma tensörü (3.1.14) ko³ulunu
sa§las�n. E§er bu uzay�n Levi-Civita konneksiyonuna göre skaler e§rili§i s�f�r
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ise, bu taktirde uzay�n Levi-Civita konneksiyonuna göre e§rilik tensörü de
genelle³tirilmi³ 2-rekürand�r.

Teorem 3.1.13 : Burulma tensörü (3.1.14) ko³ulunu sa§layan, semi-simetrik
metrik konneksiyonlu Einstein uzay� Levi-Civita konneksiyonuna
göre genelle³tirilmi³ 3-reküran (veya 2-reküran) ise, bu uzay ayn� zamanda
genelle³tirilmi³ projektif 3-reküran (veya 2-reküran) ve genelle³tirilmi³ konsörk�l�r
3-reküran (veya 2-reküran) uzayd�r.

�spat : Teorem 3.1.8 ve Teorem 3.1.10'dan ispat aç�kt�r.

Uyar� 3 : Semi-simetrik metrik konneksiyonlu uzay�n K∗ kesitsel e§rili§i seçilen
oryantasyondan ba§�ms�z olmamal�d�r. Aksi takdirde, konformal e§rilik tensörü
s�f�r olmaktad�r [15].
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4. SONUÇLAR VE ÖNER�LER

Bu çal�³mada, semi-simetrik metrik konneksiyonlu Riemann uzay� göz önüne
al�nm�³ olup, bu uzay�n temel tan�m ve özelliklerine yer verilmi³tir. �lk olarak bu
uzay�n burulma tensörünün reküran olmas� durumunda, πk gradyent vektörünün
konsörk�l�r vektör alan�ndan ibaret oldu§u gösterilmi³tir. Buradan hareketle
bu uzaylar�n birinci esas formlar�n�n ifadesi belirlenebilmi³tir. Ayr�ca böyle bir
uzay�n hem özel bir çarp�m uzay� olaca§�, hem de alt projektif uzay olaca§�
ispatlanm�³t�r.

Di§er taraftan semi-simetrik metrik konneksiyonlu Einstein uzay�n�n burulma
tensörünün özel bir ko³ulu sa§lamas� durumunda, bu uzay�n Levi-Civita
konneksiyonuna göre de Einstein uzay� olaca§� ve bu teoremin tersinin de do§ru
olaca§� gösterilmi³tir.

Son olarak semi-simetrik metrik konneksiyona sahip genelle³tirilmi³ 3-reküran
uzaylarla ilgili bir ara³t�rma yap�lm�³ ve çal�³ma sonland�r�lm�³t�r.

Bundan sonra hangi ko³ullar alt�nda semi-simetrik metrik konneksiyonlu
Riemann uzay�n�n kesitsel e§rili§inin seçilen oryantasyondan ba§�ms�z olaca§�
incelenebilir ve bu tür uzaylara ait metrik örne§i ara³t�r�labilir.
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