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BAZI OZEL RIEMANN UZAYLARINDA SONSUZ KUCUK DONUSUMLER

OZET

Bu caligma, pseudo Ricci simetrik, pseudo projektif Ricci simetrik, pseudo
simetrik ve pseudo projektif simetrik Riemann uzaylarina ait sonsuz kiiciik
konformal ve sonsuz kiiciik pseudo homotetik doniisiimler ve bu doniigiimleri
olusturan 6zel vektor alanlan ile ilgilidir. Ilk olarak, pseudo Ricci simetrik
Riemann uzaylar1 ve pseudo simetrik Riemann uzaylarinin temel o6zellikleri
hatirlatilmig ve sonsuz kiiciik pseudo homotetik doniisiimii iireten baz1 6zel vektor
alanlar1 incelenmigtir. Daha sonra, pseudo projektif Ricci simetrik Riemann
uzaylarinin ve pseudo projektif simetrik Riemann uzaylarinin temel &zellikleri
incelenmigtir.

Birinci boliimde, bahsedilen Riemann uzaylarini karakterize eden denklemlere ve
bu uzaylar ile ilgili daha 6nceden yapilan ¢aligmalara yer verilmigtir.

Ikinci boliimde, oncelikle, yukarida bahsedilen Riemann uzaylarmim temel
ozellikleri hatirlatilmigtir. Daha sonra, bazi sonsuz kii¢iik doniigtimlerle iligkili
temel tanim ve teoeremler hatirlatildiktan sonra, sonsuz kiiciik pseudo homotetik
doniisiimiin ve bazi1 6zel vektor alanlarinin tanimlarina da ayni boliim icerisinde
yer verilmigtir.

Uciincii béliimde, ilk olarak, boyutu ikiden biiyiik olan pseudo Ricci simetrik
Riemann uzaylarinin skaler egriliginin sabit olmasi durumunda, bu uzayin skaler
egriliginin sifir olmak zorunda oldugu vurgulanmigtir. Daha sonra, sonsuz kiiciik
konformal doniigiimii ve sonsuz kiiciik pseudo homotetik doniigiimii {ireten v
vektor alani ile bu uzaym A; es kovaryant vektorii arasindaki iligki incelenmistir.
Bu aragtirmada, vektor alanlar1 ve Lie tiirevlerinden faydalanilmigtir.

Dérdiincii boliimde, konkiiran vektor alani, rekiiran vektor alani ve tors olusturan
vektor alanlarn tarafindan iiretilen sonsuz kiiciik konformal doniigiim ve sonsuz
kiiciik pseudo homotetik doniigiim incelenmigtir.

Beginci béliimde, ilk olarak, iki boyutlu pseudo simetrik Riemann uzayi
iizerinde, sonsuz kiiciik pseudo homotetik doniigiimiin 6zellikleri incelenmistir.
Daha sonra, iki boyutlu pseudo simetrik Riemann uzaylarinda elde edilen
sonuclarin boyutu ikiden biiyiik pseudo simetrik Riemann uzaylarinda gecerli olup
olmadigr aragtirilmigtir. Son olarak, konformal diiz pseudo simetrik Riemann
uzay1 iizerinde sonsuz kiiciik pseudo homotetik doniigiim tanmimlanamayacagi
gosterilmigtir.

Altinc1 boliimde, ilk olarak, pseudo projektif Ricci simetrik Riemann uzayina
ait temel tanimlar hatirlatilmig; ve n =2 i¢in Fj; tensorii sifir oldugundan, bu
boliimde, boyutu ii¢ ve iicten biiyiik pseudo projektif Ricci simetrik Riemann
uzaylan iizerinde caligilmigtir. Daha sonra, bazi 6zel sonsuz kiiciik doniigiimleri
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olugturan bazi 6zel vektor alanlarinin mevcut oldugu bu tiir uzaylar iizerinde
caligilmigtir.

Son boéliimde ise, iki boyutu bir Riemann uzaymmin projektif egrilik tensoriiniin
sifir olmasindan dolayi, boyutu ikiden biiyiik olan pseudo projektif simetrik
Riemann uzaylarina ait 6zel vektor alanlari ile iiretilen sonsuz kiiciik doniigiimlerle
ilgili sonuclar elde edilmistir.



INFINITESIMAL TRANSFORMATIONS ON SOME SPECIAL
RIEMANNIAN SPACES

SUMMARY

This research is on infinitesimal conformal and infinitesimal pseudo homothetic
transformations and some special vector fields generating these transformations
on pseudo Ricci symmetric, pseudo projective Ricci symmetric, pseudo symmetric
and pseudo projective symmetric Riemannian spaces.  Firstly, the main
characteristics of pseudo Ricci symmetric Riemannian spaces and pseudo
symmetric Riemannian spaces are reviewed and some special vector fields
generating the infinitesimal pseudo homothetic transformation are examined.
Secondly, the main properties of pseudo projective Ricci symmetric Riemannian
spaces and pseudo projective symmetric Riemannian spaces are analyzed.

In the first chapter, equations characterizing the Riemannian spaces mentioned
above and the work previously done concerning such spaces are given.

In the second chapter, firstly, the main properties of Riemannian spaces
mentioned above are reviewed. Secondly, the basic definitions and theorems
related to some infinitesimal transformations, the definitions of some special
vector fields and the infinitesimal pseudo homothetic transformations are given.

In the third chapter, firstly, it is emphasized that if the scalar curvature of the
pseudo Ricci symmetric Riemannian spaces whose dimensions are greater than
two is constant, then it must be zero. Secondly, examination of the relation
between the vector field generating infinitesimal conformal transformations and
infinitesimal pseudo homothetic transformations and the associate covariant
vector field A; are investigated. In this investigation, vector fields and Lie
derivatives are used.

In the fourth chapter, infinitesimal conformal transformation and infinitesimal
pseudo homothetic transformation generated by concurrent vector fields,
recurrent vector fields and torse-forming vector fields are examined.

In the fifth chapter, firstly, the characteristics of infinitesimal pseudo homothetic
transformations in two-dimensional pseudo symmetric Riemannian spaces are
analyzed. Secondly, there is an investigation to whether the results obtained
in two-dimensional pseudo symmetric Riemannian space are valid in higher
dimensional pseudo symmetric Riemannian spaces. Finally, it is shown that an
infinitesimal pseudo homothetic transformation doesn’t exist on conformally flat
pseudo symmetric Riemannian space.

In the sixth chapter, firstly, the basic definitions of the pseudo projective Ricci
symmetric Riemannian spaces are reviewed; since the tensor of F;; is zero for n=2,
then the pseudo projective Ricci symmetric Riemannian spaces with dimension
three or above are studied in this chapter. Secondly, on such spaces, some special
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vector fields generating some special infinitesimal transformations are defined and
studied.

In the last chapter, since the projective curvature tensor of the two dimensional
Riemannian is zero, the results related to infinitesimal transformations generated
by some special vector field on the pseudo projective symmetric Riemannian space
of dimension greater than two are obtained.
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1. GIRIS

n-boyutlu Riemann uzay1 V, olmak iizere Rf.'jk ve A # 0 sirasiyla, Riemann egrilik
tensorii ve kovaryant vektor alani olsun. VmR?jk = ?Lme.‘jk kosulu saglanirsa, V,
uzayl rekiiran uzay olarak adlandirihr, [1]. A. G. Walker, rekiiran Riemann
uzaylarini inceleyerek bu uzaylara ait ornek vermistir, [1]. Burada, V,, F;.k
simetrik konneksiyona gore kovaryant tiirevi gostermektedir. a;, b;, c¢;, dj,

e; kovaryant vektorlerinin hepsi birden sifir olmamak iizere, diiz olmayan bir

Riemann uzayinin kovaryant egrilik tensoriiniin kovaryant tiirevi
ViRpijik = aiRpijk + bpRjjic + ¢iRpy jk + djRpitk + eiRpiji (L.1)

kogulunu sagliyorsa, bu uzay Tamassy ve Binh tarafindan zayif simetrik uzay
olarak adlandirilmigtir, [2]. n-boyutlu zayif simetrik uzaylar, kisaca (WS), ile
gosterilmigtir. U. C. De ve S. P. Bandyopadhyay tarafindan [3] nolu makalede, d;
ve e; kovaryant vektor alanlariin sirasiyla, b; ve ¢; kovaryant vektorler alanlarina
0zdeg olarak esit oldugu ispat edilmigtir. Buradan hareketle zayif simetrik uzayi

karakterize eden denklemler asagidaki sekle doniigmiigtiir
ViRpijk = aiRpiji + bpRyiji + biRpy jic + d jRpiik + diRp 1 - (1.2)

Ayni zamanda [3] no’lu referanstaki yazarlar tarafindan zayif simetrik uzaya 6rnek
verilmistir. A; sifirdan farkli kovaryant vektor alami olmak iizere, diiz olmayan
bir Riemann uzayimnin kovaryant egrilik tensoriiniin metrik konneksiyonuna gore

kovaryant tiirevi
ViRpijk = 2R jk + AnRyjji + AiRpg jic + A jRpitk + MRpiji (1.3)

bagintisin1 gercekliyorsa, bu uzay, M. C. Chaki tarafindan pseudo-simetrik
Riemann uzayr olarak adlandirlmigtir, [4]. Bu uzaylar, kisaca, (PS), ile
gosterilmektedir. Eger (1.3) denkleminde A;’ler sifir olarak segilirse, bu uzay

Cartan anlaminda simetrik uzaya doniigiir. Konformal olarak diiz olmayan



boyutu iigden biiyiik Riemann uzayinin konformal egrilik tensorii

1
Cijkn = Rijin— ——=(&inRjk — & jnRik + g jkRin — &ikR jn)

n—>2
R
+ m(é’jk&h — g jn8ik)- (1.4)

denklemi ile tamimlanmaktadir, [5].

Tamassy ve Binh tarafindan tanimlanmig olan zayif simetriklik kavrami ile
benzerlik kurularak, zayif Ricci simetrik uzaylar tammlanmigtir, [2]. a;, b; ve
d; sifirdan farkh kovaryant vektor alanlarimin bilesenlerini ve R;; de sifirdan farklh

Ricci tensoriiniin bilegenlerini temsil etmek iizere, eger
ViRij = aiR;ij + biRy; +d R (1.5)

kosulu saglanirsa, uzay zayif Ricci simetrik uzay ve boyutu ikiden biiyiik, Ricci

olarak diiz olmayan n-boyutlu bir Riemann uzay1
ViRij = 2a)R;j + biRy; +d R (1.6)

kogulunu saghyorsa, bdyle bir uzay M. C. Chaki ve S. Koley tarafindan
genellegtirilmis pseudo Ricci simetrik uzay olarak adlandirilmigtir, [6]. M. C.

Chaki diiz olmayan bir Riemann uzayinin Ricci tensoriiniin bilegenlerinin
ViRij = Z;LIR,']' + 7L,'Rkj + ljRik (1.7)

bagintisini saglamasi halinde, boyle bir uzayr pseudo Ricci simetrik uzay olarak

tanimlamigtir, [7].

|5] no’nu referansta, boyutu ikiden biiyiik bir Riemann uzayinin projektif egrilik
tensoriiniin ifadesi, egrilik tensorii ve Ricci egrilik tensorii cinsinden, agagidaki

sekilde verilmektedir

1
n—1

Pi/;'k = Rz}'ljk — (Rjkéih —Rik(sj/'l) ,Pijkh = ghmPirjr'lk (18)

n R hk
Pij= 7 Rij— - —8ij» Pij =8 Finkj - (1.9)

Bu c¢aligmanin ikinci boliimiinde, ilk olarak, Riemann egrilik ve Ricci egrilik

tensoriiniin 6zellikleri hatirlatilmig ve bu c¢aligma boyunca kullanilacak olan
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sonsuz kii¢iik doniigiim ve Lie tiirevi ile ilgili temel tanmim ve teoremlere yer
verilmigtir. Sonsuz kiiciik afin doniiglim ile ilgili olarak, n-boyutlu bir Riemann
uzayina ait her hareketin ayni zamanda bir sonsuz kii¢iik afin doniigiim oldugu

ifade edilmistir.

[8] no’lu referansta K. Yano, n-boyutlu Riemann uzayma ait sonsuz kiiciik
doniigiimiin, sonsuz kii¢iik konformal doniigiimden ibaret olmasi durumunda, ¢

skaler bir fonksiyon olmak {izere

L8ij = 20gi; (1.10)

kogulunu sagladigini gostermistir. Diiz olmayan bir Riemann uzayinda, uzayin
egrilik tensorii, sonsuz kiiciik konformal doniigiim altinda Lie invaryant kaliyorsa,
bu gekildeki sonsuz kiiciik doniigiim, T. Sumitomo tarafindan pseudo homotetik

do6niigiim olarak adlandirilmigtir, [9].

Eger (1.10) denkleminde ¢ skaler fonksiyonu sifirdan farkli bir sabitten ibaretse,
sonsuz kiiciik doniigiim, sonsuz kiiciik has homotetik doniigiim olarak ve eger
¢ = 0 ise, sonsuz kii¢iik doniigiim, sadece hareket olarak adlandirilir. Burada,
gij, n-boyutlu Riemann uzaymin metrik tensoriinii, .£,g;; ise, v vektdr alanina
gore metrik tensoriiniin Lie tiirevini gostermektedir. Ayrica, uzaym ikinci cins
Christoffel sembollerinin, kovaryant egrilik tensoriiniin, Ricci egrilik tensoriiniin

ve R skaler egriligin v vektor alanina gore Lie tiirevleri ifadeleri verilmistir , [8].

Bu boliimiin sonunda ise, caligsma boyunca kullanilmak {izere 6zel vektor alanlar:

tanimlanmigtir. n-boyutlu bir Riemann uzayinda, tors olugturan vektor alani
Vil = gp/ 4+ p S}t (1.11)

seklinde tammlanmigtir, [10]. [11] no’lu referansta tors olugturan vektor
alanin1 kabul eden Riemann uzayalri iizerinde bir ¢aligma yapilmigtir. (1.11)
denkleminde, p skaler fonksiyonu, ¢; kovaryant vektér alaninin bilegenlerini ve
v ise tors olugturan v vektor alaninin kontravaryant bilesenlerini gostermektedir.

Eger (1.11) denkleminde, p = 0 olarak alinirsa

Vol = gp” (1.12)



tors olugturan vektor alani, rekiiran vektor alanindan ibaret olur, [12|. Ayrica, p

sifirdan farkl bir sabit olmak iizere, konkiiran vektor alan
Vol = psh (1.13)

denklemi ile karakterize edilmigtir, [10]. Eger, (1.11) denkleminde ¢;’ler gradyent
vektor alaninin bilegenlerinden ibaret ise, tors olugturan vektor alani konsorkilir

vektor alan1 olarak adlandirilmigtir, [13].

Bir Riemann uzaymda T ve v vektor alanlar

TathBvﬁ =0 (1.14)

(04

kogulunu saghyorsa, T ve v vektor alanlarina yari egleniktir denir, [14]. Eger (1.14)
denkleminde, v vektor alanmin kontravaryant bilesenleri kendisi ile yar eslenik

ise, bu vektor alani yar1 tors olugturan vektor alani olarak adlandirilmigtir, [14].

Bu ¢aligmanin {icilincii boliimiinde, pseudo Ricci simetrik Riemann uzayina ait
ait Ozellikler aragtirlmigtir. M. C. Chaki tarafindan, pseudo Ricci simetrik
Riemann uzayinin skaler egriliginin sabit olmas1 halinde ancak bu sabitin sifir
olmasi gerektigi teorem yardimiyla verilmigtir, [7]. Dolayisiyla, ¢ # sbt. ve @ #0
olmak iizere, sonsuz kiiciik pseudo homotetik doniigiimiin tanimh oldugu, boyutu
ii¢ ve iicten biiyiik Ricci-diiz olmayan bir pseudo Ricci simetrik Riemann uzay1
gbz oniine alinmigtir. Bu uzaya ait sonsuz kii¢iik pseudo homotetik doniigiim ile
bu uzaymn skaler egriligi ve A; kovektor alam arasindaki iliskiler incelenerek elde

edilen sonuclar teoremler yardimiyla ifade edilmigtir.

Bu ¢alismanin dérdiincii boliimiinde, boyutu ii¢ ve iicten biiyiik olan ve Ricci-diiz
olmayan bir pseudo Ricci simetrik Riemann uzayina ait 6zel vektor alanlar ile
iiretilen sonsuz kiiciik konformal doniigiim ve sonsuz kiiciik pseudo homotetik
doniigiim ile ilgili aragtirmalar yapilmigtir. Bu dogrultuda, bir Riemann uzayinda
v gradyent vektor alani ile iiretilen sonsuz kii¢iik has homotetik déniisiim mevcut
ise, bu takdirde v vektor alaninin konkiiran vektor alanindan ibaret oldugu ve
boyutu ii¢ ve iigten biiyiik olan pseudo Ricci simetrik Riemann uzayinda uzunlugu
sabit olmayan konkiiran vektor alani ile tiretilen sonsuz kii¢iik bir doniigiim
sozkonusu ise, bu uzaym A; kovektor alani ile v;’nin birbirine dik olmadig

gosterilmigtir. Boyutu ikiden biiyiik, pseudo Ricci simetrik Riemann uzayinda
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uzunlugu sabit olmayan konkiiran vektor alani bir sonsuz kiigiik doniigiim
iiretiyorsa, bu uzaym A; kovektor alaninin Lie invaryant oldugu ispat edilmistir.
A; kovektor alanina sahip bir pseudo Ricci simetrik Riemann uzayimnda, uzunlugu
sabit olmayan konkiiran vektor alani sonsuz kiiciik doniisiim olusturuyorsa, bu

uzaym A; kovektor alaninin uzunlugunun Lie invaryant olamadig gosterilmistir.

Bir Riemann uzayinda, uzunlugu sabit olmayan v rekiiran vektor alani ile
iiretilen sonsuz kii¢iik konformal doniisiim goz Oniine alindiginda, bu uzaya ait
v; ve @; vektorlerinin birbirine dik oldugu gosterilmigtir. Ayrica, boyutu ii¢ ve
icden biiyiik olan pseudo Ricci simetrik Riemann uzay1 lizerinde, uzunlugu sabit
olmayan v rekiiran vektor alan1 gézoniine alindiginda, bu uzaym v; vektorii ile A;

kovektoriiniin birbirine dik oldugu ispatlanmigtir.

Bir Riemann uzaymnda, tors olugturan v; vektor alanmm ¢; (¢ # 0) ve p; ile
kolineer olmasi halinde, bu vektor alaninin bir konsorkilir vektor alanindan ibaret
oldugu gosterilmigtir. Daha sonra, bir Riemann uzayinda, konsorkilir vektor alani
ile {iretilen sonsuz kii¢iik konformal doniigiim g6z Oniine alinmig ve bu durumda

¢ # p oldugu gosterilmigtir.

Boyutu ii¢ ve {i¢ten biiyiik olan bir pseudo Ricci simetrik Riemann uzayinda p # 0
olmak iizere, v; yar tors olusturan vektor alani ile uzayin A; kovektor alaninin

birbirine dik olmadig1 bir bagka teorem yardimiyla ispatlanmigtir.

Bu galigmanin beginci béliimiinde ise, pseudo simetrik Riemann uzay1 géz 6niine
alinmigtir. M. C. Chaki tarafindan, pseudo simetrik Riemann uzaymm A;
kovektor alaninin kapali oldugu ve Ricci tensorii Codazzi tensorii olan bir pseudo
simetrik Riemann uzaymmin konformal olarak diiz bir Riemann uzay1 oldugu
teoremler yardimiyla gosterilmistir, [4]. M. C. Chaki ve U. C. De tarafindan,
pseudo simetrik Riemann uzayinin, uzunlugu sabit olmayan v; konkiiran vektor
alanina sahip olmas1 durumunda, v; vektor alani ile uzaym A; kovektor alaninin
birbirine dik olmadig: gosterilmigtir. Diger taraftan, T. Sumitomo, egrilik tensorii
sonsuz kii¢iik doniigiim altinda Lie invaryant olan, iki boyutlu Riemann uzayina
ait her sonsuz kii¢iik doniigiimiin, bu uzaymn skaler egriliginin sifirdan farkh
oldugu noktada, sonsuz kiigiik pseudo homotetik doniigiimden ibaret oldugunu

gostermigtir, [9].



Bir Riemann uzaymin egrilik tensoriiniin kalitimsal 6zellige sahip olmasi, o skaler

bir fonksiyon olmak iizere

LR}y = 20R}, (1.15)

bagmntisi ile karakterize edilir, [15]. Bahsedilen incelemeler gz 6niine alimarak

pseudo simetrik Riemann uzayimda agagidaki sonuclar elde edilmigtir:

Skaler egriligi sabitten ve sifirdan farkli, iki boyutlu bir pseudo simetrik Riemann
uzaymin aym A; kovektorii ile tanimli bir rekiiran uzay oldugu gosterilmistir. Iki
boyutlu bir Riemann uzayinda alinan sonsuz kiigiik doniigiimiin sonsuz kiiciik
konformal déniigiimden ibaret olmasi icin yeter kosul, uzayin egrilik tensoriiniin
(Ricci egrilik tensoriiniin) kahitimsal 6zellige sahip olmasidir. Ayrica, iki boyutlu
bir Riemann uzaymin Ricci egrilik tensoriiniin kalitimsal 6zellige sahip olmasi
veya Lie invaryant olmasi halinde, egrilik tensoriiniin de aym ozelliklere sahip

oldugu gosterilmistir.

Boyutu ikiden biiyiik bir pseudo simetrik Riemann uzayina ait sonsuz kiiciik
pseudo homotetik déniisiim goz oniine alinmis ve bu uzayin A; kovektoriiniin,

sonsuz kii¢iik konformal doniigiim altinda Lie invaryant olmadigi bulunmusgtur.

Konformal diiz bir pseudo simetrik Riemann uzayinda, sonsuz kiiciik pseudo

homotetik doniigiimiin tanimlanamayacag1 gosterilmigtir.

Bu calismanin altinci boliimiinde, boyutu ii¢ ve iicten biiyiik pseudo projektif
Ricci simetrik Riemann uzay1 ve bu uzaya ait 0zel vektor alanlar ile iiretilen
sonsuz kiiciik doniigiim g6z Oniine alinarak elde edilen sonucglar teoremler
yardimiyla ifade edilmigtir. M.C. Chaki tarafindan, boyutu ikiden biiyiik olan bir
pseudo projektif Ricci simetrik Riemann uzayinin skaler egriliginin sabit oldugu
gosterilmigtir, [16]. Bahsedilen incelemeler dogrultusunda, boyutu ikiden biiyiik
pseudo projektif Ricci simetrik Riemann uzayi iizerinde, sonsuz kiiciik pseudo
homotetik doniigiim g6z oniine alindiginda, uzayin skaler egriliginin sifir oldugu ve
bu durumda, uzayin bir pseudo Ricci simetrik Riemann uzayindan ibaret oldugu

gosterilmigtir.

Bu calismanin son boéliimiinde ise, boyutu ikiden biiyiik bir pseudo projektif
simetrik Riemann uzayinin skaler egriliginin sabit oldugu ispat edilmigtir. Pseudo

projektif simetrik Riemann uzayinda sonsuz kii¢lik pseudo homotetik doniigiim
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gbz Oniine alindiginda, bu uzayin skaler egriliginin sifir oldugu gosterilmistir.
Boyutu ikiden biiyiik, Ricci-diiz ve Einstein uzay1 olmayan bir pseudo projektif
simetrik Riemann uzayinda, sonsuz kiiciik pseudo homotetik doniigiim goz oniine
alinirsa uzaymn A; kovektoriiniin Lie invaryant olmadigi ve bu uzaym A; vektorii

ile @;’nin birbirine dik oldugu gdosterilmigtir.

Boyutu ikiden biiyiik ve Einstein uzayr olmayan bir pseudo projektif simetrik
Riemann uzayinda konkiiran vektor alani ile iiretilen sonsuz kii¢iik doniisiim goz
oniine alindiginda, bu uzayin skaler egriliginin sifir oldugu ve ayrica, boyle bir
uzayda, uzunlugu sabit olmayan rekiiran bir vektor alam varsa, bu uzaymn A;

vektor alani ile v; vektor alaninin birbirine dik oldugu ispat edilmigtir.






2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

2.1 Riemann Uzayi ve Riemann Metrigi

Simetrik ve determinanti sifirdan farkl, pozitif tanimh g;; metrik tensoriine sahip

n-boyutlu V,, uzayina Riemann uzay1 denir.

2.1.1 Christoffel sembolleri

n-boyutlu bir Riemann uzayimin birinci cins Christoffel sembollerinin ifadesi
asagidaki gekildedir:

1(3gla dgkj 381']')
2 dx/  oxt Oxk

Ayrica, (2.1) denklemi goz 6niine alinarak, ikinci cins Christoffel sembolleri

[k, ij] =

2.1)

Iy, =g "[h,ijl (2.2)

seklinde tanimlanir, [5].

2.1.2 Kovaryant tiirev

n-boyutlu V,, uzayma ait bir kovaryant v; vektor alaninin kovaryant tiirevi

av;

h
Vjv,- = a ; —th (23)
ve bir kontravaryant u’ vektoér alanmin kovaryant tiirevi
. (9 ‘

seklindedir.

2.1.3 Egrilik tensorii, Ricci tensorii ve skaler egrilik

Bir V,, Riemann uzayinda, v vektor alaninin kovaryant bilegenleri v; ile gosterilsin.

Bu durumda, (2.3) kullanilarak
Vv

ViVivi = =% —T3Vvp =L Vivi
82v~ ava 0 b )
- 8xj8;ck B r‘?’a_xk Oy =705 —TaVive — L% Vi (2.5)



bulunur. Daha sonra, (2.5) denkleminde j ve k indislerinin yerleri degigtirilerek

92v; av d
@ VoLl — Vi, = Th Vv (2.6)

J— l_ .
ViVii = ga0 ~ Wi g ~Vag,

elde edilir. Elde edilen (2.5) ve (2.6) denklemleri yardimiyla, ViV ;v; —V;V;

ifadesi

I

d 0
Vijv,- — Vijv,- = Va[ ji

3 ki~ LT 9, — T (2.7)

seklinde bulunur. Yukaridaki son denklemdeki

0 )
ki = Ik i o Zi'i'FZbFlj)'i _F?brii (2.8)

tensorii, V,, Riemann uzayinin egrilik tensorii adini alir.

Vu uzayinda, (2.7) ve (2.8) ifadeleri yardimuyla,
ViV v =V jVivy = =R jvi (2.9)
ve
ViVt = ViV =R (2.10)

bagmtilar: bulunur ki, bu ifadeler Ricci Ozdeslikleri olarak adlandirilmaktadir, [5].

Bu uzayda, (2.8) bagintisi yardimiyla, thjk egrilik tensorii i¢in

h h
Rl + Ry + R =0 (2.12)

bagintilar1 mevcuttur. Yukaridaki son denklemdeki 6zdeglik 1. Bianchi 6zdegligi
adini alir.

Bu durumda, (2.8) ifadesinden R;jx; kovaryant egrilik tensorii
Rijkn = Ry x8mn (2.13)

seklindedir, [5].

Burada, R;ji, kovaryant egrilik tensorii
Rijkh = —Rjikn = —Rjjnk = Rinij (2.14)
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bagmtilarini saglamaktadir. Ayrica,
Rij = RZij = gmhRmijh = gmhRimhj (2.15)

denklemleri ile tanunli R;; tensoriine, Ricci tensorii denir, [5]. Bu tensor

yardimiyla, Riemann uzayinin skaler egriligi
R=g"R;; (2.16)

olarak tanimlanmaktadir.
Ayrica, (2.12) denklemindeki I. Bianchi 6zdegligi (2.13) denklemi yardumiyla

agagidaki sekle doniigiir:
R;jtm + R jkim + Riijm = 0. (2.17)

Egrilik tensoriiniin Riemann konneksiyonuna gore kovaryant tiirevlerini iceren,

IT. Bianchi 6zdesgliginin ifadesi agagidaki sekildedir:
ViR + ViRl + VRl = 0. (2.18)

Metrik tensoriiniin kovaryant tiirevinin sifir oldugu g6z oniine alinirsa, I1. Bianchi

ozdegligi
ViR;jin + ViR jin +V jRijgn, = 0 (2.19)

dir.
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2.2 Ozel Riemann Uzaylan

2.2.1 Rekiiran ve Ricci-rekiiran Riemann uzaylari

Bir V, Riemann uzaymmn, kovaryant egrilik tensorii, A; sifirdan farkli bir

kovaryant vektor alani olmak {izere,

ViR = MR, (2.20)

kogulunu saghyorsa, bu uzay rekiiran Riemann uzay1 olarak adlandirilmigtir.
Burada A; rekiiran vektor alam olarak adlandirilir. Diger taraftan, A; sifirdan
farklh bir kovaryant vektor alani olmak iizere, V,, Riemann uzayinin Ricci egrilik

tensori
ViRp = LRy (2.21)

kogulunu sagliyorsa, bu uzay Ricci-rekiiran Riemann uzay: olarak adlandirilir,
[17].  Ayrica, (2.15) ve (2.20) denklemleri yardimiyla her rekiiran Riemann
uzayinin ayni zamanda Ricci rekiiran oldugu, fakat tersinin her zaman dogru
olmadigr agiktir.

Yardimci Teorem 2.1: Bir V,, Riemann uzayinda,

ViR
ViR = é (2.22)
bagintis1 mevcuttur, [18]. 0
2.2.2 Diiz uzay, Ricci ve konform diiz uzay
Vu, Riemann uzayinin egrilik tensorii
Ryijk =0 (2.23)

kosulunu saghyorsa, bu uzay diiz uzay olarak adlandirilir. Bu uzayin Ricci egrilik

tensorii 6zdeg olarak sifir ise, yani

Rij=0 (2.24)
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kogulu saglaniyorsa, boyle bir uzaya Ricci-diiz uzay denir. Benzer sekilde,

n-boyutlu V,; Riemann uzaymin C;j, konform egrilik tensorii

1
Cijin - = Rijkn = ~— (ginRjk — 8 jnRik + & jkRin — &ikR jn)
R
(n—1)(n—2) \o/ksih =5 jhsi 2.25
Ly (8jx8in — & jn8ik) (2.25)

seklinde tamimlanir, [5]. Eger, V,, Riemann uzaymmn Cjj, konform egrilik tensori,

0zdeg olarak sifir ise, boyle bir uzay konform diiz uzay olarak adlandirilir.

2.2.3 Einstein uzayl

V, Riemann uzayinin Ricci tensorii, uzayin metrik tensoriiniin bir kati ise, boyle

bir uzaya Einstein uzay1 denir. O halde, bir Einstein uzay1
R,‘j = kg,'j (2.26)

bagintisi ile karakterize edilmektedir. Yukaridaki (2.26) denklemi g" ile carpilir

ve i ve j iizerinden toplam alinirsa

R
k=

— (2.27)
n

bulunur. (2.16) ve (2.22) bagmtilar: kullanilarak
1 hj
SViR = Vi(g"Rij)
o1
= gVgij=ViR
n
1
n
1
~ -ViR
n
veya

n—2
2n

(

elde edilir. O halde, n > 3 igin, Einstein uzayimnin skaler egriligi sabittir.

ViR =0

2.2.4 Pseudo simetrik Riemann uzayi

A; sifirdan farkli bir kovaryant vektor alami olmak iizere, n-boyutlu bir V,

Riemann uzayinin kovaryant egrilik tensorii
ViRijin = 2MRijin + AiRijin + AjRikn + McRijin + AR jki (2.28)
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kogulunu sagliyorsa, bu uzaya pseudo simetrik Riemann uzayr denir. Burada,
A} kovaryant vektor alani da, uzaym sifirdan farkh eg vektor alam adim ahr [4].

n-boyutlu pseudo simetrik Riemann uzay1 kisaca, (PS), ile gosterilir, [4].

2.2.5 Pseudo Ricci simetrik Riemann uzayi

A; sifirdan farkli bir kovaryant vektor alami icin, Ricci-diiz olmayan bir V,

Riemann uzayimnin Ricci egrilik tensorii
ViR;j = 27LkRij + AfiRjk + A,iji (2.29)

kogulunu saghyorsa, bu uzay M. C. Chaki tarafindan pseudo Ricci simetrik
Riemann uzay1 olarak adlandirmigtir, |[7]. Burada A; kovaryant vektor alani,
bu uzaymn es vektor alani adini alir. (2.29) denklemi n =2 i¢in zdes olarak
saglandigindan, ¢aligma boyunca n-boyutlu pseudo Ricci simetrik Riemann uzayi,

n >3 i¢in gbz 6niine alinmigtir. Bu uzay kisaca, (PRS), ile gosterilmektedir.
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2.3 Sonsuz Kiic¢iik Doniisiim

V,,, C* smifindan ve koordinatlari x' olan, n-boyutlu bir Riemann uzay: olsun. V,

uzayinin metrigi
ds* = gij(x)dxidxj, i,j=1,...n (2.30)
ile verilsin. Ayrica,
T:%=f(x), det(d;f)#0 (2.31)

bagntilari, V, uzayina ait R ve R bélgeleri arasinda bire-bir bir nokta doniisiimiinii
tammlasin. Bu nokta doniigiimii R deki x’ noktasin1 R deki ¥ noktasma, R deki
x' +dx' noktasin1 R deki ¥ +d¥ noktasina doniistiiriir. Bununla birlikte, ¥ ile

¥ 4 dx' noktalar1 arasindaki uzakhigim karesi
ds* = g;;(x)dx'dx’ (2.32)
dir. Ayrica g;;(x) ile g;j(x) arasmda
gij(x) = (9if) (9 )8 () (2.33)

bagintisi vardir, [8].

Tanimm 2.1: x' ve x4+ dx’ noktalar1 arasindaki uzaklik, ¥ ve ¥ +d¥ noktalari
arasmdaki uzakhga egit ise, (2.31) ile tamimlanan nokta doniigiimiine, V,, Riemann
uzaymda bir hareket veya izometri denir. v kontravaryant bir vektor alan olmak

tizere, (2.31) ile verilen nokta doéniigiimii
¥ =x' +Vidrt (2.34)
seklinde bir sonsuz kii¢iik doniigiim olsun. Bu durumda,
oif! = 8/ + apdr (2.35)
bagintist meveuttur. Boylece, (2.35) denklemi, (2.33) denkleminde yerine yazilirsa
gij = (8 + ophdr) (8] + dp'dt)gu (x' +V'dt) (2.36)

denklemi elde edilir. Daha sonra, (2.36)'deki gy (x' +Vvidt) ifadesi icin, dx' =

vidt olmak {izere, Taylor acilum kullanilirsa ve birinci dereceden sonsuz kiiciik
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doniigiim gdz oniine alinirsa

gu(X' +Vidt) = g+ 9digudx'

dx'
= gu+ 9igklzdf

= gy +diguv'dt (2.37)

bagmtis: elde edilir. Bdylece, elde edilen bu bagint1 (2.36) denkleminde yerine

yazilirsa
g = (8] + op'dr) (8] + 9! dr) (g + V" Omgudt) (2.38)
bulunur. Buradan da,
8ij = 8ij+ (V" Omgij + gi; 0" + gudp')dt (2.39)

oldugu goriiliir.
Teorem 2.1: Bir Riemann uzayinda, ¥ = x' +vidt sonsuz kiiciik doniisiimiiniin

bir hareket olmasi icin gerek ve yeter kosul,
V" Ongi + g0 +gudpy' =0 (2.40)

bagmtisinin mevcut olmasidir, [8]. O

Tanim 2.2: g;; —gij farkina, g;;’nin v vektor alania gore Lie diferansiyeli denir
ve Z,gijdt ile gosterilir. Z,g;;’ve ise, g;j’nin v vektor alanma gore Lie tiirevi

denir. Bu durumda, (2.39) bagintisindan
Zgijdt =8 — gij = (V" Ongul + 81,0 + gudjv')dt (2.41)

bulunur. Diger taraftan, (2.4) ve (2.41) denklemleri yardimyla g;; metrik

tensoriiniin Lie tiirevi
gvgij = V,-vj + Vjv,- (2.42)

seklindedir, [8]. Bu tanimdan yararlanarak, Teorem 2.1 su sekilde de ifade
edilebilir:

Teorem 2.2: n-boyutlu bir V, Riemann uzayinda, ¥ = x’ 4+ vidt sonsuz kiiciik
doniigiimiiniin bir hareket olmasi icin gerek ve yeter kosul,

ﬁ,gij =0 (2.43)
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bagintisimin mevcut olmasidir, [8]. Ayrica, (2.43) bagintist yardimiyla,

gvr{?j =0 (2.44)
ve

LR =0 (2.45)
bagintilar1 da mevcuttur, |8]. O

Onerme 2.1: n-boyutlu bir V, Riemann uzaymda, gz 6niine aliman sonsuz kiiciik

doniisiim, sadece bir hareketten ibaret ise,

Z,g7 =0, (2.46)
LRijin =0 (2.47)
ve
LRij =0 (2.48)
dir.

ispat: g™gm i= 5} olup, Kroneker deltanin Lie tiirevi sifir oldugundan, asagidaki

denklem elde edilir:
gmj-Zg" + 8" Lygmj = 0. (2.49)
Bu ifadede, (2.43) denklemi kullanihirsa
gmjZvg™ =0 (2.50)

denklemi elde edilir. Ayrica, (2.50) denklemi g/l ile carpilirsa ve j ve [ iizerinden

toplam alinirsa
8! L™ =0 (2.51)

ifadesi elde edilir. Boylece, (2.46) bagmntisi, g6z Oniine alinan sonsuz kiiciik

doniigiimiin sadece bir hareket olmasi halinde gecerlidir. Ayrica,

LRijin = Ly (R} j8nm) (2.52)
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olmak iizere, (2.52) denkleminde, (2.43) ve (2.45) denklemleri kullanilarak (2.47)

bagintisina ulasilir. Ayrica,
ZyRin = Z,(" Rijin) (2.53)

denkleminde, (2.46), (2.47) ve (2.53) denklemleri kullanilarak (2.48) denklemi
elde edilir.

2.3.1 Burulmasiz lineer konneksiyonlu uzaylarda sonsuz kiiciik doniisiimler

V,, koordinatlari x' olan, burulmasiz lineer bir F;k konneksiyonuna sahip,
n-boyutlu bir Riemann uzayr olsun. Bu uzaya ait bir v vektor alaninin
kontravaryant bilesenleri v/ ve x' koordinatlarma karg1 gelen konneksiyon katsayisi

=i ..
L', olmak tizere,

X = i) =x'+Vdt (2.54)
sonsuz kii¢iik doniigiimii altinda l_";k ile F;k arasinda
(0f )T (%) = () (Ouf ") ps (x) + 901 f' (2.55)

bagmtis1 vardir, [8].
Tanim 2.3: V, Riemann uzayina ait konneksiyon katsayilari Fj.k’nln v vektor

alanina gore Lie diferansiyeli
ZTiydt =Ty — T, (2.56)

ile gosterilir. Burada, Zvl“;k ifadesine ise, F;k’nln v vektor alanina gore Lie
tiirevi denir. Ayrica, V, uzaymin egrilik tensorii R; ik olmak iizere, F;.k Riemann

konneksiyonunun v vektor alanina gore Lie tiirevi
LT =V Vi + R (2.57)
seklinde tanimlanir, [5]. V,,’de
LI =0 (2.58)

bagintist mevcut ise, X' = x' +v'dt sonsuz kii¢iik doniisiimiine, sonsuz kiiciik afin

doniigiim denir. O
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2.3.2 Lie tiirevinin ozellikleri

V,,, lineer, burulmasiz bir V konneksiyonuna sahip bir Riemann uzayi ve u’,
V, ve ait kontravaryant bir vektor alani olsun. V,’de, ¥ = x' +vidt sonsuz kiiciik

dontistimii
Ly =10 (x) — ' (x) = V"Vt ="V ' (2.59)

seklinde tanimlanir, [8]. Zu’ye , u' kontravaryant vektor alanmmm v vektor
alanina gore Lie tiirevi denir.

Benzer gekilde, w; kovaryant vektor alaninin v vektor alanina gore Lie Thirevi
Low; =V"Vwi +w,, V™" (2.60)
ve P}/ tensériiniin v vektdr alanina gore Lie tiirevi
LB = VAV P — PRIV PR T POV (2.61)

seklinde tanimlanmaktadir, [8], burada V, l";k konneksiyonuna gore kovaryant

tiirevi gostermektedir. Egrilik tensoriiniin Lie tiirevi,
LR = Vil =V 4T, (2.62)
seklindedir. Ayrica, skaler p fonksiyonun v vektor alanina gore Lie tiirevi

ZLp =VEop (2.63)

olarak tanimlanmaktadar.

A ve B ayni cinsten tensorler olmak iizere, Lie tiirevi asagidaki ozellikleri saglar:

Z(A+B)= %A+ .%,B (2.64)

Z,(AB) =BZLA+AZL,B . (2.65)
V,'de F?k konneksiyonu igin

LV il =V Lol = (LT uk (2.66)

LN Wi — Vi Lowi = —(LTE Yy (2.67)
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bagintilar gecerlidir. Bu bagintilar Pl tensériine uygulanirsa,
LVB] VLB = (LB + (AP~ (LT,)E T 268)

elde edilir. Ozel olarak, V, bir Riemann uzay1 oldugunda, asagidaki teorem
gecerlidir:
Teorem 2.3: V,, n-boyutlu bir Riemann uzay1 olsun. V,,” deki her hareket bir

sonsuz kiigiik afin doniigiimdiir, [8]. O

2.3.3 Sonsuz kiiciik konformal doniisiim

Teorem 2.4: V,, Riemann uzayma ait ¥ = x’ +v'dt sonsuz kiiciik doniigiimiiniin
konformal doniigimden ibaret olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, g;;’nin Lie
tlirevinin g;;'nin bir kat1 olmasidir. Yani, sonsuz kii¢iik konformal déniigiim ¢

skaler fonksiyon olmak iizere, agagidaki kogullarla karakterize edilir, [8]:

£,8ij = 20gij. (2.69)

Eger, ¢ skaler fonksiyonu sifirdan farkl ise, sonsuz kii¢iik has konformal doniigiim
adimi alir. Burada, ¢ skaler fonksiyonu bir sabitten ibaret ise, sonsuz kiiciik
konformal déniigiime, sonsuz kiiciik homotetik doniigiim denir. Eger, ¢ = 0 ise,
sonsuz kii¢iik konformal doniigiim, sadece hareket adini alir, [8].

Yardimci Teorem 2.2: Bir V,, Riemann uzayinda, sonsuz kiiciik konformal
doniigiim altinda, uzayn g;; metrik tensoriiniin karsit tensorii ¢'/’nin, konneksiyon
katsayisinin, egrilik tensoriiniin, Ricci egrilik tensoriiniin ve skaler egriliginin Lie
tiirevleri, @; = V;0, " = @;g" olmak iizere, asagidaki bagmtilarla verilmektedir,

[19]:

4,87 = 208", (2.70)

(L) = 8lo;+ 67 o — g9, (2.71)

vaZﬁ = 5;1Vk 0 — &'V + gV, 9" — g;iVig", (2.72)
LiRjx = (2=n)V 0 — gk V9", (2.73)
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ZLR=—-20R+2(1—n)V;p" . (2.74)

O
Yardimci Teorem 2.3: Bir V, Riemann uzayinda, sonsuz kiiciik konformal
doniisiim igin

208ij=Vivj+V,v; (2.75)

bagintisi gegerlidir, [8]. O
Uyar1 2.1: Her sonsuz kii¢iik homotetik doniisiim ayni zamanda sonsuz kiiciik
afin doniisiimdiir. O

Uyar1 2.2: Eger, her sonsuz kiigiik konformal doniigiim ayni zamanda sonsuz
kii¢iik afin doniisiim ise, bu sonsuz kiiciik doniisiim, sonsuz kiiciik homotetik

doniistimdiir. O

Tanim 2.4: Bir Riemann uzayinda, uzayin egrilik tensorii, sonsuz kiiciik

konformal doniigiim altinda invaryant kaliyorsa, yani
£,8ij =208, LRl =0 (2.76)

kogulu saglaniyorsa, @ # 0 olmak iizere, boyle bir sonsuz kiiciik doniigiim, sonsuz

kii¢iik pseudo homotetik doniigiim olarak adlandirilir, [9]. O
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2.4 Riemann Uzayinda Ozel Vektor Alanlari

2.4.1 Tors olusturan vektor alanlari

Bir V, Riemann uzayinda, x'(s) egrisi géz oniine almsm. Ayrica, v(s), x/(s)
egrisi boyunca, egrinin her noktasinda tammli bir vektor alani olsun. xi(s)
egrisi bir M(s) noktasinda teget uzay iizerine acilsm. Boylece, elde edilen vi(s)
vektdr alaninin dogrultular egrinin tegetlerinden ibaret olursa, yani, M(s) + av'e;
noktasinin geometrik degisimi egri boyunca vi(s) vektor alan1 dogrultusunda ise,

béyle bir vektor alanina tors olugturan vektor alam denir ve
d(M+av'e;) = Bv'e;, dM =dx'e;, de; =T};dx'e, (2.77)

dir. Burada, o ve B, s'nin bir fonksiyonu ve e;’ler teget uzaym baz vektor

alanlaridir. Yukaridaki denklem yardimiyla

d . .
a(M—I— ov'e;) = Pr'e (2.78)
bulunur ve dolayisiyla
dxt S ,
I ( ’r ) = BV (2.79)

elde edilir. Bu denklemde, a = 0 alinirsa, v' vektor alani egrinin teget vektor

alanindan ibaret olur. a # 0 alinirsa,

Svi dxt . 1 1 do
- 4 i —(——). g= —(B - == 2.80
7 p-tav, p ( a), q a( ds) (2.80)
dir ve dolayisiyla,
dx! dx"
VT = T h 2.81
v P +qv (2.81)

ifadesi elde edilir. Boylece, bir V,, Riemann uzayinda, v tors olugturan vektor

alani
Vil = g+ p St (2.82)

ile tanimlanmaktadir, [10]. Burada, p skaler bir fonksiyonu, ¢; kovaryant vektor

h

alanin1 ve v" ise, v tors olugturan vektor alaninin kontravaryant bilegsenlerini

gostermektedir.
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2.4.2 Rekiiran vektor alam

Bir V, Riemann uzayinda, (2.82) bagmtisinda p skaler fonksiyonu sifir olarak

alimirsa, bu bagint1 agsagidaki sekle doniigiir
Vol = gp". (2.83)

Boylece, (2.83) bagmtisini saglayan v vektor alanina, rekiiran vektor alani adi

verilir, [12].

2.4.3 Konkiiran vektor alam

Bir V,, Riemann uzayinda, x'(s) egrisi géz 6niine alinsin. Ayrica, v(s), x/(s) egrisi
boyunca, egrinin her noktasinda tamimli bir vektor alani olsun. x/(s) egrisi bir
M(s) noktasinda teget uzay: iizerine acilsmn. Boylece, elde edilen vi(s) vektor
alam dogrultulari, sabit M(s) + ovie; noktasmdan geciyorsa, yani, M(s) + av'e;
noktasinin geometrik degisimi egri boyunca sifir ise, boyle bir v¥(s) vektér alanina
konkiiran vektor alani denir. Burada ¢, s’nin bir fonksiyonu ve e;’ler teget uzayin

baz vektor alanlaridir ve
d(M+av'e;) =0, dM = dx'e;, de; =T;dx'ey, (2.84)

dir. Bu durumda, (2.84) denklemi yardimiyla, bir v konkiiran vektor alani, p

sifirdan farkh bir sabit olmak iizere,
Vil = pst (2.85)

denklemi ile karakterize edilmektedir, [10].

2.4.4 Konsorkilir vektor alani

V, Riemann uzaynin, V,, Riemann uzay iizerine bir konform déniisiim 7 olsun.

Bu takdirde, V, ve V,, uzaylarinm karsi gelen noktalarinda
2, =P’gij (2.86)

dir. Burada, p, V, Riemann uzay1 iizerinde tamimh diizgiin, pozitif bir
fonksiyondur. V,, Riemann uzayina ait bir C egrisinin herhangi bir p noktasinin

koordinatlar1 x ve C egrisinin yay uzunlugu s olsun. p noktasmin 7 altindaki
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goriintiisii p, C egrisinin goriintiisii ise C olsun. C ile C'nin yay uzunluklar

arasida
s=ps (2.87)

bagmtist vardir.  V,’nin konneksiyon katsayilari I'*., V, Riemann uzaymn

ij’
konneksiyon katsayilar1 da f‘fj ile gosterildigine gore, bunlar arasinda

ffj = Ff'{j +8pj+ 5,'~‘Pi —&"8iiPa (2.88)

bagintis1 vardir. Burada,

dlnp
oI 2.89
P 5 (2.89)
dir. C egrisinin p noktasindaki birim teget vektorii ‘%, C’'nin p noktasindaki
birim teget vektori % dir. Boylece, (2.87) denklemine gore
dxt 1 dxk
@ _ 24 (2.90)
ds pds
. e e .. dik
dir. Dolayisiyla, (2.87) denklemi goz 6niine alinarak, (2.90) denkleminin -
dogrultusunda kovaryant tiirevi alinirsa
§(d i gk
(d_s) = d—{Vi(di_)
05 ds ds
ldxi=  1dxr
- Sy d
pds "pds
ldx' 9 1dxk —1dx/
- S ey ST 291
pa’s(ax’(p ds)+p ds i 291

elde edilir. Benzer gekilde, (2.87), (2.88) ve (2.89) denklemleri gz éniine alimarak

(2.91) denkleminin %* dogrultusunda kovaryant tiirevi alinirsa

Sy dig e d
52 ds T ds " ds
1 dx/_ dxl_ dx* dx! dx/ dx*
= —(—V;(—V;(— Vipj————
p3(ds j(ds l(ds))+ Pas ds ds
dx’ dx’ dxk
+ gakvjpag +Pkpja—gaﬁpapﬂg
dxk dx’ dxt

bulunur. Burada, p/ = g/”p,, dir. Benzer sekilde, (2.86), (2.90) ve (2.91)
bagintilarindan elde edilen denklemde, (2.92) denklemi kullanildiginda ortaya
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ctkan V;p; — pip; + %g’"”pmpngi ; ifadesi, p;; olarak gosterilirse
1
pij =V Pi—PiPj+ 8" PmPn8ij (2.93)

ve p;-‘ = g""p, j olarak yazihirsa, V,, Riemann uzaymin ¢emberlerinin, T dontigiimii

altinda, V,, Riemann uzayinin cemberlerine doniismesi icin gerek ve yeter kosul,

Pmn = O&mn (2.94)

esitliginin saglanmasidir. Boylece, (2.93) ve (2.94) yardimiyla

1
Vipi =pipj+vgij, v=0— Egm”pmpn (2.95)

bagintisina ulagilir.  Dolayiisiyla, (2.95) bagintisim saglayan vektor alani,
konsorkilir vektor alani olarak adlandirilir, [13]. 1951 yilinda, T. Adati, [20],
(2.82) denklemi ile verilen ve tors olugturan vektér alanmmin konsorkilir vektor
alanindan ibaret olmasi icin gerek ve yeter kogulun, (2.82) denklemindeki ¢;'nin,

gradyent vektor alanindan ibaret oldugunu ispatlamigtir.

2.4.5 Yan tors olusturan vektor alani

Bir Riemann uzayinda, T ve v vektor alanlari

o

TORN jﬁvﬁ -0 (2.96)

bagintisini saglarsa, T ve v vektor alanlarina yar eglenik vektor alani denir, [14].
Bu durumda, (2.82) bagmtisi ile verilen, v tors olugturan vektor alani kendisi ile

yarieglenik ise, (2.96) bagmtis1 yardimiyla

R! jﬁvavﬁ -0 (2.97)

o

ifadesi gercgeklenir ve boyle bir vektor alani, yari tors olugturan vektor alani olarak

adlandirilir, [14].
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3. PSEUDOQ RICCI SIMETRIK RIEMANN UZAYLARINDA SONSUZ
KUCUK DONUSUMLER

3.1 Pseudo Ricci Simetrik Riemann Uzaylarinda Sonsuz Kiiciik Pseudo

Homotetik Doniisiim

1968 yilinda, Yamaguchi ve Matsumoto, [21], Ricci Rekiiran Riemann uzaylar
izerinde, sonsuz kiiciik projektif, sonsuz kiiciik konformal ve sonsuz kiiciik
pseudo homotetik doniigiimleri incelenmislerdir. Ayrica, boyutu ii¢ ve {icten
biiyiik olan Ricci-rekiiran Riemann uzaylar: eger, sonsuz kiiciik pseudo homotetik
doniisiim kabul ediyorsa, bu sonsuz kii¢iik doniisiimiin, sonsuz kiiciik homotetik
doniigiimden ibaret olmasi gerektigini ispat etmislerdir. Ayni zamanda, bdoyle
bir uzayda akig cizgileri geodezikler olan sonsuz kiiciik has homotetik doniigiim
tanimlanamayacagini gostermiglerdir. 1988 yilinda Chaki tarafindan yapilan
diger bir caligmada, [7], pseudo Ricci simetrik Riemann uzaylarinin yapisi
incelenmis ve bu uzaylarin skaler egriliginin sabit olmasi halinde, bu sabitin sifir

olmasi gerektigi ispatlamistir.

Bu boliimde, yukarida bahsedilen ¢aligmalar géz 6niinde bulundurularak, pseudo
Ricci simetrik Riemann uzaylarina ait sonsuz kiiciik konformal doniisiim ve sonsuz
kiiciik pseudo homotetik doniigiim incelenerek, bu sonsuz kii¢iik doniisiimler
altinda pseudo Ricci simetrik Riemann uzaymim A; kovektor alaninin ve skaler

egriliginin ozellikleri aragtirilmigtir.
Oncelikle, daha sonra kullanilmak iizere asagidaki teorem verilmis olsun:
Teorem 3.1: T;;’ler simetrik bir tensoriin bilegenleri olmak iizere,

elij+eiTj+ejT; =0

kogulu saglaniyorsa, bu takdirde, ya her e; ya da her T;; sifirdir, [22]. a

Uyar1 3.1: Bu béliimde verilecek olan tiim teoremlerde, Ricci olarak diiz olmayan
ve boyutu ikiden biiyiik n-boyutlu bir pseudo Ricci simetrik Riemann uzay1 goz

oniine alinacaktir. Bu uzay, kisaca (PRS), ile gosterilecektir. O
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Uyar1 3.2: Bu bdliimde ele alinacak tiim teoremlerde, ¢ # sabit kogulunu

saglayan sonsuz kiiciik pseudo homotetik doniisiim goz oniine alinacaktir. O

Onerme 3.1: Skaler egriligi sabit ve sifirdan farkli (PRS), uzaymm A; kovektor
alani bir gradyenttir.
ispat: Ik olarak, (2.29) ile verilen denklemde, i, j, k indisleri devirsel olarak

degistirilirse
ViR i = 2AR jx + AjRyi + AR (3.1)
ve
VRi = 2A;Rii + MRij + LiR i (32)
bagintilar elde edilir. Boylece, (2.29) ve son iki denklem toplanirsa,
ViRij+ ViR jx +V iRy = 4AR;j + 4AR j + 44 Ry (3.3)

bulunur. Daha sonra, (3.3) bagntis1 g ile carpilirsa ve i ve j indislerine gore

toplam alinirsa
&7 (ViRij+ViRjx +VR) = g7(4MRij+ 4R i +4A;Ry;) (34

denklemi elde edilir.  Diger taraftan, (3.4) denklemi, (2.15) kullamlarak

diizenlenirse
ViR+2ViR, = 4M4R+8A/Rj (3.5)
bulunur. Bu durumda, (3.5) denkleminde Yardimci Teorem 2.1 kullanilirsa
ViR = 24R+4A'Rj (3.6)

ifadesi elde edilir. Ayrica, (2.29) bagintisinda j ile k indislerinin yeri degigtirilerek

denklem tekrar goz oniine alinirsa
ViR = 2AjRix + AiRyj + AR ji (3.7)
bulunur. Bu takdirde, (2.29) ve (3.7) denklemleri taraf tarafa ¢ikartilirsa

VkRij — VjRik = (QAkRij + ;L,'Rjk + ;Liji) — (27LjR,-k + l,'Rkj + AfkRji)

= lkRij — ljRik (3~8)
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elde edilir. Daha sonra, (3.8) denklemi g%/ ile carpilirsa ve i ve j indislerine gore

toplam alinirsa
§ViRij— 'V Ry = gYNRij—g"ARi (3.9)
dir. Eger, (3.9) denklemi, (2.15) kullamlarak gerekli diizenlemeler yapilirsa
ViR—VR, = MR—AR] (3.10)

seklinde elde edilir. Diger taraftan, (3.10) denkleminde Yardimci Teorem 2.1

kullanilirsa
ViR = 2R —2AR] (3.11)
oldugu goriiliir. Boylece, (3.6) ve (3.11) bagintilar yardimiyla
ARl =0 (3.12)
bulunur. Daha sonra, (3.12) bagintis1 (3.6) denkleminde kullanilirsa
ViR = 20,R (3.13)
bagintist elde edilir. R # 0 iken, (3.13) denkleminden

A = (InR?) (3.14)

9
oxk

FNg-

ifadesi mevcut olur. Bu da A;'nin bir gradyent oldugunu gosterir. O

Uyar: 3.3: Bir (PRS), uzaymin skaler egriligi sabitse, bu uzayin skaler egriligi

sifir olmak zorundadir. O
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Onerme 3.2: Bir V, Riemann uzayinda sonsuz kii¢iik pseudo homotetik doniigiim

altinda agagidaki bagintilar mevcuttur, [21]:

LoRijim = 2QR;jim, LyRij =0 ve LR = —-20R (3.15)

ii.
V. p"=0, Vig;=0 (n>2). (3.16)
O

Onerme 3.3: Bir (PRS), uzayinda, sonsuz kiiciik pseudo homotetik doniisiim

gbz Oniine alinsin. Bu durumda

L =d (3.17)
olmak iizere

dy = —q (3.18)

bagintis1 mevcuttur.

Ispat: ilk olarak, (2.68) ifadesi Ricci egrilik tensoriine uygulamrsa
gvVlRij — Vlcvaij = —(XvFﬁ)ij — (XVF;';)R,‘," (319)

dir.  Ayrica, (3.19) denklemi (3.15); bagntisi yardimiyla agagidaki forma

indirgenir
LYViRij = — (LR — (L1 Rim - (3.20)
Daha sonra, (3.20) denkleminde (2.71) bagintisinin kullanilmasi sonucunda

LViRij = (5" Q1+ 6" i — 9" gii)Rimj— (87" 01+ 6" 0j — 9" g1)Rim

= —2QRij — QiRji — QjR;i + ©"g1iRpj + ©" &1 jRim (3.21)
bulunur. Bundan bagka, (3.21) denkleminde (2.29) kullanilirsa
Ly(2QMR;j+ AR + AjRy;) = —2@iRij — QiR ji — QiR + 9" g1iRmj + " g1 jRim(3.22)
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denklemi elde edilir. Son denklemde, Lie tiirevinin 6zellikleri kullanildigi takdirde

2M LR 2R LN A AL LR+ R LA + A LR + R LA

= —2@/Rij — QiR ji — QjR;i + Q" &1iRpj + @™ &1 jRim (3.23)
bulunur. Bdylece, (3.15), bagmtis1 yardimiyla, (3.23) denklemi

2Rij LM+ Ry L+ R LA = —2@Rij — QiR ji — QiRii + 9" g1iRmj + 9" 81 Rim

(3.24)
halini alir ve (3.24) denkleminde (3.17) bagmtisi kullanilirsa,
2diR;j +diRji +djR) = —2@R;; — Q;Rji — QiR + 0" g1iRpmj + ¢ g1iRimy  (3.25)

esitligi elde edilir. Bu son denklemde [, i ve j indisleri devirsel olarak degistirildigi

takdirde, elde edilen denklemler

2diRj; +d;Rii+diRij = —2Q;Rj; — QjRi;i — QR;; + @™ gi iR + @™ gt R jm, (3.26)

2d;R;j+diR;j+diRj; = —2Q;R;i — QR;j — ;R ji + ©" g iR i + ©"'g iRy (3.27)

dir. Bu durumda, (3.25), (3.26) ve (3.27) bagmntilar1 taraf tarafa toplanirsa ve

gerekli diizenlemeler yapilirsa

2(di+ @)Rij+2(di + @i)Rjy +2(d;j + @j)R;i = 0" g1iRpj + 0" g1 jRim + "' gijRim

(3.28)
sonucu bulunur. Diger taraftan, (3.12) esitliginin Lie tiirevi
0 = L((ARy)
= RyLA +A LRy, A =5 (3.29)

olarak elde edilir. Boylece, (3.29) denklemi Lie tiirevinin 6zellikleri yardimiyla

tekrar gz Oniine alinirsa

0 = RyL/(e" M)+ A LR,
= Rj(An 208"+ 8" Lydm) + A LR (3.30)
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olarak elde edilir. Bu denklem, (2.70) yardimiyla

0 = Rjy(An(—208")+ ¢ Lidm) + 1/ LRy

= —20A'Rj+g"Rj LA+ A LR ), (3.31)
halini alir. Ayrica, (3.31) denkleminde, (3.12) bagintist kullanilirsa
¢ Ry Lhm+ A LRy =0 (3.32)

bulunur. Daha sonra, (3.32) denklemi, (3.15), bagmntisi goz Oniinde

bulundurularak
§"Rj1 L P = 0, g7y = (3.33)
sekline doniigiir. Bundan bagka, (3.33) denkleminde (3.17) kullanilirsa
d'Rj;=0 (3.34)

bulunur. Diger taraftan, (3.28) denklemi g ile carpilir ve i ve j iizerinden toplam

alinirsa
28" (dy + @u)Rij + 28" (di+ @i)R 1 + 287 (dj + ¢)Rii =
87 Q" g 1Ry + gij(l’mgljRim +879"giiRim, @' =g"¢; (3.35)
dir. Bu durumda, (3.35) denklemi yeniden diizenlenerek
2d+@)R+4Hd + @Ry = @"Ryi+ "Ry +n@ Ry (3.36)
elde edilir. Boylece, (3.36) denkleminde (3.34) bagintisi kullanilirsa
2(d;+ @)R+4¢9'Rj; = (n+2)9" Ry (3.37)
bulunur. Bu son denklem gerekli diizenlemeler yapildigi takdirde
2(d;+ Q)R = (n—=2)@" Ry (3.38)

sekline gelir. Diger taraftan, (3.25) denklemi g ile carpilirsa ve i ve j iizerinden

toplam alinirsa
g (2diRij +diRji +djRi) = —28" QiRij— 8" QiR — 8" 9;Ry;
+ 870" giiRmj+ 8" 0" g1 Rim (3.39)
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dir. Bu durumda, (3.39) denklemi diizenlemeler yapildiginda

2diR+d’Rj+d'R; = —2QR—@'Rjj— @'Ryi+ 8/ 9" Ryj+ 8¢ Rim
= —20R—@'Rj— @'Rii+ "Ry + 9" Ry
— _ogR (3.40)

olarak elde edilir. Daha sonra, (3.40) bagntisi, (3.34) kullanilarak
(di + )R =0 (3.41)

sekline gelir. Boylece, ya d;+ ¢; =0 veya R =0 dir.
Simdi, d; + ¢; = 0 kogulunun R = 0 olmasi1 durumunda da saglandig1 gosterilsin.
Bu uzaym boyutunun ikiden biiyiik oldugu g6z 6niinde bulundurularak, (3.38)

denklemi yardimiyla,
O" Ry = 0 (3.42)
sonucu elde edilir. Daha sonra, (3.42) bagntisi (3.28) denkleminde kullanilarak
(di+@)Rij+ (di+@)Rj; + (dj+ @;)R;; =0 (3.43)

seklinde elde edilir. Son olarak, (3.43) denkleminde, Teorem 3.1 kullanilirsa ve

uzayin Ricci-diiz uzay olmadigi géz oniine alinirsa, d; = — @ esitligi bulunur. O

Teorem 3.2: Bir (PRS), uzayinda, V;¢’ = 0 kosulunu saglayan, sonsuz kiiciik
has konformal doniigiim gz Oniine alinsin. Bu takdirde, ya uzayin skaler egriligi
sifirdir, ya da A; ile v; birbirine dik degildir.

Ispat: Ilk olarak, (2.74) denkleminde V;¢’ =0 kosulu kullamlirsa

Z,R=—2¢R (3.44)

dir. Bununla birlikte, (2.63) denkleminden, (PRS), uzayimn skaler egriligi igin
asagidaki bagint1 elde edilir

LR =V"V,R. (3.45)
Bu denklem, (3.44) yardimiyla
VWWR = —2¢R (3.46)
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halini alir. Bundan bagka, (3.46) denkleminde (3.13) denklemi kullanilirsa
VMR = —o¢R (3.47)
dir ve (3.47) denkleminden
(VA% +@)R=0 (3.48)

elde edilir. Boylece, (3.48) denkleminden, V, pseudo Ricci simetrik Riemann
uzayimnin skaler egriliginin sifir veya sonsuz kiiciik has konformal doniigiimden

dolay1, v; ve A; vektorlerinin dik olmadigr goriiliir. O

Bir (PRS), uzay1 iizerinde sonsuz kii¢iik pseudo homotetik doniigiim alinarak,
yukarida yapilan incelemeler dogrultusunda asagidaki teoremler elde edilmigtir:

Teorem 3.3: Uzerinde sonsuz kiiciik pseudo homotetik doniisiimiin tanimh
oldugu n-boyutlu (PRS), uzay1 goz oniine almsin. Bu takdirde, bu uzaym A;
kovektor alani Lie invaryant degildir.

Ispat: Bir (PRS), uzayma ait, sonsuz kiiciik pseudo homotetik déniigiim goz
oniinde bulundurularak, (3.18) bagintis1 yardimiyla d; # 0 elde edilir. Boylece,
(3.17) bagmtist yardimiyla, bu uzayin A; kovektor alami Lie invaryant degildir.
O

Teorem 3.4: Uzerinde sonsuz kiiciik pseudo homotetik doniisiimiin tanimh
oldugu n-boyutlu (PRS), uzaymda, @; ile bu uzayin A; kovektorii birbirine diktir.

Ispat: Oncelikle, (2.29) denkleminin Lie tiirevi almirsa
LYVIRij = LQ2MRij+ ARj+ AjR);)
= 2R LM F2MLRj+ R+ A LR+ R LA+ A LRy
bulunur. Daha sonra, yukaridaki denklemde, (3.15), kullanilirsa
LVIRij = 2Rij Lody + Ry Ldi+ Rl (3.49)
elde edilir. Bundan bagka, (3.49) denklemi, (3.17) yardimiyla
LV R =2diRi; +diR; +dR; (3.50)
halini alir. Béylece, (3.50) bagmtisinim xF'ya gore kovaryant tiirevi alinirsa
ViZoViRij = Vi(2dRij+dR;+d;Ry)
= 2R;jVid; +2d)ViRij + R Vid;
+di ViR + RiiVid; +dViRy; (3.51)

34



elde edilir. Bu ifadede, Onerme 3.3’iin sonucu olarak elde edilen (3.18) bagmtisi

kullanilirsa

ngvVlRij = —2R,~ij<p1 — 2(p1Vle'j — RﬂVk(pi

— @i ViR — R;iVi@j — Qi ViRy; (3.52)
bulunur. Dolayisiyla, (3.52) denklemi, (3.16), yardimiyla
VioViRij = —=2@,ViR;j — @;ViR ;i — @;ViRy; (3.53)

seklinde elde edilir. Diger taraftan, (3.20) bagmtisinin xF'ya gore kovaryant tiirevi

alinirsa
VioVIR;; = —(L17) ViR — Ry Vi(L17)
— (fvl"?})VkRim — Rika(XvF}’}) (3.54)

bulunur. Ayrica, (2.71) denkleminin kovaryant tiirevi alinirsa

Vi(4I7) = V(& o+ 8" 0i — 0" i)
= 8"V +0"Vi9i — g1 V9" (3.55)

dir ve bu denklemde, (3.16); bagintist kullanmlirsa
Vi(LT;) =0 (3.56)
ifadesi elde edilir. Bu takdirde, (3.54) denklemi, (3.56) yardimiyla
Vi(LViRij) = — (AT ViRmj — (L) ViRim (3.57)
sekline doniigiir. Boylece, (3.53) ve (3.57) denklemleri taraf tarafa egitlenirse
—2@,ViRij — Q;ViR;j — @;ViRy = — (LX) ViRnj — (gvr?;)kaim (3.58)
ve daha sonra bu denklemde, (2.71) kullanilirsa
—2Q;ViR;j — ViR — @iViRy = —(8"0i+ 6" 0 —¢"gi1)ViRnj
— (6" @i+ 60— ¢"g1j)ViRim (3.59)
bulunur. Bu durumda, (3.59) denklemi
=20, ViRij — @iViR; — @;ViRii = — 6" @iV Ryj — 6" @V iR
+ 0" gitViRmj — 8" @iV iRim — 6" @1V Rim + 0" 81;ViRim (3.60)
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sekline gelir. Bu takdirde, (3.60) denklemi gerekli diizenlemeler yapilirsa

=20, ViRij — Q;ViR;j — Q;ViRy = —@Q;ViR;j — O VR;;

+0" g ViRnj — @;jViRi — @;ViRij + 0" 81;ViRim (3.61)
ve dolayisiyla,
0" g ViRmj+ 0" g1 ViRim =0 (3.62)

olarak elde edilir. Ayrica, (3.16); bagintis1 yardimiyla, ¢; i¢in Ricci 6zdesligi

kullanihirsa ve n > 2 oldugu hatirlanirsa, asagidaki bagintilar elde edilir, [21],
QuRS = 0, QRS = 0. (3.63)
Diger taraftan, (3.62) denkleminde, (2.29) kullanilirsa
0 = "8y 2MRm;+ AR jt+ AiRim) + O/ (2M4Rim + ARt + ARii X3.64)
dir ve daha sonra, (3.64) denkleminde, (3.63), kullanilirsa
0= g @" AR jik + 81jAm @™ Rii (3.65)

bulunur. Ayrica, (3.65) denklemi, g” ile carpilirsa ve i ve [ iizerinden toplam

alinirsa

0 = g"(gu@" AR + 81 Am®" Ru;)
= nq)mﬂ,ijk—l-5;7Lm(mek,

= (n+1)@" AR (3.66)
denklemi elde edilir. Son olarak, (3.66) denklemi yardimiyla
" Ay =0 (3.67)

oldugu goriiliir. O
Uyar:1 3.4: Bir (PRS), (n > 3) Einstein uzay1 mevcut olamaz. Ciinkii n > 3
olmak iizere, Einstein uzaymin skaler egriligi sabittir. (PRS), uzaymnm skaler
egriligi sabit olursa, Uyar1 3.3’den dolayi, bu uzayin skaler egriligi sifir olur.
Skaler egriligi sifir olan bir pseudo Ricci simetrik Einstein uzayr Ricci-diiz

uzaydir. O
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Teorem 3.5: Uzerinde sonsuz kiiciik pseudo homotetik déniisiimiin taniml
oldugu (PRS), uzaymin A; kovektor alaninin uzunlugu, sonsuz kiigiik pseudo
homotetik doéniigiim bir hareketten ibaret olmadikc¢a Lie invaryant olamaz.

ispat: A; kovektor alaninin uzunlugu, 0 skaler bir fonksiyon olmak iizere,
MAE =62 0+£0 (3.68)

seklinde goz oniine alinsin. d' = g"d,, olmak fizere, (3.68) denkleminin Lie tiirevi

alimirsa

£,0* = Z(nAh
= ML+ LM A =", (3.69)

dir ve (3.69) denkleminde, tekrar Lie tiirevinin Ozellikleri goz Oniinde

bulundurulursa

£,0° = A LN+ 020" )
= ML+ M L™ + Mg LD (3.70)

elde edilir. Bu durumda, (3.70) denklemi, (2.70) yardimyla

£,0% = ML+ NAn(—208") + Mig" Lo
= AMLN—2020+ A" LD, & Ay = A (3.71)

haline gelir. Daha sonra, (3.71) denklemi (3.17) yardimiyla
2,07 =2(Ad, — 6%¢) (3.72)
bulunur. Bundan bagka, (3.72) denkleminde (3.18) kullanilirsa
2,07 =2A g +6%p) (3.73)
denklemi elde edilir. Bu durumda, (3.73) denklemi Teorem 3.4 yardimiyla
4,07 =206 (3.74)

sekline doniigiir.
A; vektor alaninin uzunlugunun Lie invaryant oldugu kabul edilsin. Bu takdirde,

(3.74) bagmtis1 yardimiyla
06> =0 (3.75)
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bulunur. 6’nin sifirdan farkli oldugu goz oniine alinirsa, ¢ = 0 bulunur. Bu
durum, (PRS), uzayma ait, sonsuz kiigiik pseudo homotetik doniigiim igin
miimkiin degildir. Sonug olarak, (PRS), uzaymmin A; kovektor alam Lie invaryant

olamaz. O

Teorem 3.6: Bir (PRS), uzayinda, sonsuz kiigiik pseudo homotetik doniigiim goz
ontine alimsin. Bu takdirde, ya bu uzaym skaler egriligi sifirdir, ya da o =Vv"A,,
olmak iizere, ¢ = —o dir.

Ispat: ilk olarak, (2.63) ve (3.15)3 denklemleri kullanilarak
—20R = V"V, R (3.76)

bagintist elde edilir. Daha sonra, (3.76) denklemi, (3.13) yardimiyla

—2QR = 21,V*R (3.77)
sekline doniigecektir. Boylece, o = A" oldugu dikkate alnirsa, ispat
tamamlanmig olur. O
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4. PSEUDO RICCI SIMETRIK BiR RIEMANN UZAYINDA OZEL VEKTOR
ALANLARI

4.1 Pseudo Ricci Simetrik Bir Riemann Uzaymnda Ozel Vektor Alanlariyla
Uretilen Sonsuz Kiiciik Konformal ve Sonsuz Kiiciik Pseudo Homotetik

Doniisiimler

1944 yihinda, K. Yano, [10], tors olugturan bir vektoér alaninmi ve konkiiran bir
vektor alanim tanimlayarak, s6z konusu vektor alanlarimin bazi o6zelliklerini
incelemigtir. 1951 yilinda, T. Adati, [20]|, tors olugturan bir vektér alaninin
ozel bir kogsul altinda konsorkilir vektor alanina doniisecegini ispatlamigtir. 1956
yilinda, T. Sumitomo, [9], bir Riemann uzaymna ait bir vektor alaninin konkiiran
vektor alani olmasi icin gerek ve yeter kosulun, bu vektér alaninin sonsuz
kii¢iik pseudo homotetik doniigiim iiretmesi ve onun yoriingesinin geodezikler
olmasindan ibaret oldugunu ispat etmistir. Ayrica, 1968 yilinda, Yamaguchi
ve Matsumoto, [21]|, Ricci rekiiran Riemann uzaylar iizerinde, tors olugturan
vektor alanlarini incelemigler ve boyutu ii¢ ve iigten daha biiyiik olan Ricci
rekiiran Riemann uzayina ait tors olugturan bir vektor alaninin bir rekiiran vektor
alanindan veya bir konsorkilir vektor alanindan ibaret olacagini ve bdyle bir uzay
iizerinde has tors olusturan vektor alaninin tanimlanamayacagini géstermislerdir.
Ayrica, yine ayni makalede, Ricci rekiiran Riemann uzaylarina ait akig cizgileri
geodezikler olan bir sonsuz kiiciik has homotetik déniigiim tanimlanamayacagini

ispatlamiglardir.

Bu bdéliimde, yukarida bahsedilen makalelerde elde edilmis sonuclar gz oniinde
bulundurularak, pseudo Ricci simetrik bir Riemann uzaymna ait 6zel vektor
alanlar ile tiretilen sonsuz kiiciik konformal doniigiim ve sonsuz kiiciik pseudo

homotetik doniigiim ile ilgili sonuclar elde edilmigtir.

Oncelikle, daha sonra kullanilmak iizere, agagidaki tanim ve teorem goz Oniine

alinsin:
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Uyar:1 4.1: Bu bdliimde ele alinacak tiim teoremlerde, Ricci-diiz olmayan,
n-boyutlu ve boyutu ikiden biiyiik pseudo Ricci simetrik Riemann uzayi (PRS),

ile gosterilecektir. O

Uyar1 4.2: Bu bdliimde ele alinacak tiim teoremlerde, ¢ # sabit kogulunu

saglayan sonsuz kiiciik pseudo homotetik déniisiim g6z oniine alinacaktir. a

Uyar1 4.3: Bu boliimde ele alinacak tiim teoremlerde, ¢ # sabit skaler kogulunu

saglayan sonsuz kiiciik konformal doniigiim ile ilgili aragtirmalar yapilacaktir. O

Tanim 4.1 : Bir V, Riemann uzaymda, v(x) vektor alam dogrultusundaki akig

cizgileri
; dx’
"(x) = — 4.1
v =< @)
diferansiyel denklemi ile tanimli egrilerdir. O

Teorem 4.1 : Bir V,, Riemann uzayimin akig cizgileri geodezikler olan bir sonsuz
kiiciik has homotetik doniigtim kabul etmesi icin gerek ve yeter kogsul, bu Riemann

uzaywnm konkiiran vektor alanma sahip olmasidir, [8]. O

Yardimci Teorem 4.1: Bir V,, Riemann uzayina ait v konkiiran vektor alaninin
olugturdugu sonsuz kiiciik doniigiim, sonsuz kii¢iik has homotetik doniigiimdiir.

Ispat: Oncelikle, (2.85) denklemi yardimiyla
Vivi+Vvi=2pgij, (p =sbt. #0) (4.2)

bagmtisi elde edilir. Daha sonra, (2.42) denkleminde (4.2) denklemi g6z oniine

alinirsa
L8ij = 2pgij (4.3)

bulunur. Boylece, (4.3) yardimiyla, bu vektér alammnin bir sonsuz kiigiik has

homotetik doniigiim tirettigi aciktir. O
Uyar1 4.4: v konkiiran vektor alaninin uzunlugu sabit olamaz. O

Teorem 4.2: Bir V, Riemann uzaymnda, v gradyent vektor alam ile iiretilen
sonsuz kiiciik has homotetik doniigiim gbz Oniine alinsin. Bu takdirde, v vektor

alan1 konkiiran vektor alanindan ibarettir.
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Ispat: Sonsuz kiiciik has homotetik doniigiim iireten v vektor alani gradyent

vektor alani olarak secilirse, (2.75) denklemi yardimiyla
Vvi+Viyi = 2¢gij, ¢ =sbt. #0
2Vivi = 20g;;
Vivi = 0gij 4.4)
bulunur. Ayrica, (2.85) ve (4.4) denklemleri karsilagtirildiginda, p = ¢ = sbt. #

0 olmak iizere, sonsuz kiiciik has homotetik doniigiimii iireten gradyent vektor

alaninin, bir konkiiran vektér alanindan ibaret oldugu goriiliir. a

Sonug 4.1: Bir V,, Riemann uzayinda, v vektor alani ile iiretilen sonsuz kiiciik has
homotetik déniigiim g6z Oniine alinsin. Bu doniigiimiin, akis cizgileri geodezikler
olan sonsuz kii¢iik has homotetik doniigsiimden ibaret olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul, v vektor alaninin gradyent olmasidir. O

Yardimci Teorem 4.2: Bir V,, Riemann uzayinda, v konkiiran vektor alani ile

iiretilen sonsuz kiiciik doniigiim g6z oniine alinsin. Bu takdirde,

VR yijm = 0, (4.5)

V'Ram =0 (4.6)

bagintilart mevcuttur.

ispat: Oncelikle, (2.85) ve (2.42) bagntilar1 yardimiyla
£8ij =2pgij, p=sbt. #0 (4.7)

elde edilir. Diger taraftan, (4.7) denklemi yardimiyla, v vektor alanimin bir sonsuz

kii¢iik has homotetik doniisiim tirettigi agiktir. Dolayisiyla,
p =@ =sbht. (4.8)

olacaktir. Daha sonra, (2.57) denklemi, (2.71) denklemi yardimiyla, agagidaki
sekilde elde edilir

(879i+8/'p; — 9"8ij) = ViV jy" + V' Ry (4.9)
Bu denklemde (4.8) kullanilirsa
0=V,V"+v'Rl; (4.10)
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bulunur. Elde edilen (4.10) denklemi g, ile carpilirsa ve h ve m iizerinden toplam

alinirsa

h
aij

0 = gmViVy"+gm'R

= ViV v+ Raijm: Vi = 8" (4.11)
bagmntisi elde edilir. Bundan bagka, (4.11) denkleminde (2.85) kullanilirsa

0 = Vi(pgjm)—f—vaRaijm
= g]mV,p —+ VaRaijm 4.12)
dir. Boylece, (4.12) denkleminde (4.8) kullanilarak, (4.5) bagmtisi elde edilir.

Ayrica, (4.5) denklemi, g%/ ile carpilirsa ve i ve j iizerinden toplam alinirsa, (4.6)

bagintisi elde edilir. O
Agagida g6z Oniine alinacak teoremlerde, (PRS), uzaymin skaler egriliginin sabit
olmadigr kabul edilecektir.
Teorem 4.3: Bir (PRS), uzayma ait, v konkiiran vektor alani ile {iretilen sonsuz
kii¢iik doniisiim goz oniine alinsin. Bu takdirde, v; ile A; birbirine dik degildir.
Ispat: Oncelikle, (4.6) denkleminin kovaryant tiirevi aliirsa

0 = Vi(vV'Rum)

= Ramvkva+v“VkRam, (4.13)
ve daha sonra, (4.13) denkleminde (2.29) kullanilirsa

0 = Rakav“ + Va (ZQLkRam + laRmk + ;LmRka)

= RunViv" + 24V Rum + V' AR i + AV Ry (4.14)
ifadesi elde edilir. Ayrica, (4.14) denkleminde (2.85) kullanilirsa

0 = Ram(p8?)+ 200 Ram -V ARyt + A Ric

= PR+ 2AVRum + V¢ AuR i + AV R 4.15)

dir ve (4.15) denkleminde (4.6) kullanilirsa

(p+Vv'2)Ryux =0 (4.16)
elde edilir. Yukaridaki son denklemden, v*A, = —p bulunur. Béylece, A; ve v;'nin
birbirine dik olmadig1 aciktir. O
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Teorem 4.1 ve Teorem 4.3 yardimiyla, asagidaki sonug elde edilir:

Sonug 4.2: Bir (PRS), uzayinda, akig ¢izgileri geodezikler olan sonsuz kiigiik
has homotetik doniisiim goz oniine alinsin. Bu takdirde, v; ile A; birbirine dik
degildir. O
Teorem 4.4: Bir (PRS), uzayinda, v konkiiran vektor alani ile iiretilen sonsuz

kiiciik doniigiim g6z oniine alinsin. Bu takdirde, bu uzayin

i. A; kovektor alam Lie invaryanttir ve

ii. A; kovektor alaninin uzunlugu Lie invaryant olamaz.
ispat:

i. Konkiiran vektor alani ile iiretilen sonsuz kii¢iik doniistimiin bir sonsuz kii¢iik
has homotetik doniigiimden ibaret oldugu Yardimeci Teorem 4.1’den agiktir.
Boylece, sonsuz kii¢iik has homotetik doniigiim altinda, bir Riemann uzayinin
konneksiyon katsayisi, egrilik tensorii, Ricci egrilik tensorii ve skaler egriliginin

Lie tiirevleri, sirasiyla, (2.71)-(2.74) ve (4.8) denklemleri yardimiyla
LT =0, LRl =0, LRij=0ve £R=—2¢R (4.17)

seklinde bulunur. Dolayisiyla, (2.68) denklemi, (PRS), uzayinn Ricci egrilik

tensorii i¢in kullamlirsa ve bu denklemde, 6ncelikle, (4.17); kullanihirsa
LVR— VLR =0 (4.18)
bulunur. Daha sonra, (4.18) denkleminde (4.17)3 kullanilirsa
ZLVIRj=0 (4.19)
denklemi elde edilir. Ayrica, (4.19) denkleminde (2.29) kullanilirsa
Ly2MRij+ ARy + ARy =0 (4.20)

oldugu goriiliir. Daha sonra, (4.20) denklemi ve (2.64) ve (2.65) ile verilen Lie

tiirevinin 6zellikleri kullanilarak, agsagidaki gekilde diizenlenir
2R;j LM+ 20 LR+ Rjy LA + L LR ji + R LA+ Aj LR = 0. (4.21)
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ii.

Bundan bagka, (4.21) ve (4.17)3 denklemleri yardimiyla
2R LM+ Ry LA+ Rii LA =0 (4.22)

elde edilir. Diger taraftan, (PRS), uzaymin A; kovektor alaminim, sonsuz kiigiik

has homotetik doniigiim altinda Lie tiirevi
LA =d; (4.23)

olarak goz Oniine almsin.  Boylece, (4.23) bagmtist (4.22) denkleminde

kullanilarak
2diR;j+diRj +d;jR;; =0 (4.24)

denklemine ulagilir. Boylece, (4.24) denkleminde I, i ve j indisleri devirsel

olarak degistirilirse

2diR;;+d;R;i+diR;; =0 (4.25)
ve

2djR);+diR;j+diRj; =0 (4.26)
denklemleri elde edilir. Yukaridaki son ii¢ denklem taraf tarafa toplanirsa

diR;j+diRj;+djR;; =0 (4.27)

sonucu elde edilir. Daha sonra, (4.27) denkleminde, Teorem 3.1 kullanilirsa ve

bu uzayin Ricci olarak diiz uzay olmadigi g6z 6niinde bulundurulursa,
d =0 (4.28)

dir. Boylece, (4.23) ve (4.28) yardimiyla, bir (PRS), uzaymm A; kovektor

alaninin Lie invaryant oldugu goriiliir.

v konkiiran vektor alam ile {iretilen sonsuz kiiciik doniigiimiin bir sonsuz
kiiciik has homotetik doniigiimden ibaret oldugu Yardimci Teorem 4.1 de
ispat edilmigtir. Bu takdirde, (3.74) denkleminden yararlanarak, A; kovektor

alaninin uzunlugunun Lie invaryant olamayacag1 goriiliir.
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Uyari 4.5: Bir V,, Riemann uzayina ait, v rekiiran vektor alaninin uzunlugu sabit
degildir. O
Yardimci Teorem 4.3: Bir V,, Riemann uzayina ait, v rekiiran vektor alani goz

Oniine alinsin. Bu takdirde,

VR jiam =0 (4.29)

ve
vRiy =0 (4.30)
bagintilart mevcuttur, [23]. O

Teorem 4.5: Bir (PRS), uzayina ait, bir v rekiiran vektor alanm g6z 6niine alinsin.
Bu takdirde, v; ile A; birbirine diktir.
Ispat: Bir (PRS), uzayma ait, bir v rekiiran vektor alam goz oniine alnsmn.

Oncelikle, (4.30) denkleminin x*’ ya gore kovaryant tiirevi alinirsa,

0 = Vi(v"Ram)

— RV V9V, Rum (4.31)
bulunur. Yukaridaki son denklemde (2.29) kullanihirsa
0 = RunViv* +2V"ARum +V* AuR i + V' ARy (4.32)
elde edilir. Daha sonra, (2.83) denklemi yardimiyla, (4.32) denklemi
RamV* O + 2" A Ram 4+ V AaRonie + VAR = O (4.33)
seklinde bulunur. Ayrica, (4.33) denkleminde (4.30) kullanilirsa
Vi AR =0 (4.34)

bagintisi elde edilir. Bu uzayin Ricci olarak diiz uzay olmadigr hatirlanirsa, v; ile

Ai’nin birbirine dik oldugu ortaya cikar. O

45



Teorem 4.6: Bir V, Riemann uzayina ait, tors olugturan v vektor alani ile
iiretilen sonsuz kiiciik konformal doniigiim g6z oniine alinsin. Bu takdirde, v;
ve ¢;'nin dik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, ¢ = p olmasidir.

Ispat: Oncelikle, (2.75) denklemi, (2.82) yardimyla
(Pgij+ ¢ivj) + (Pgji+ ¢jvi) = 203 (4.35)

seklinde bulunur. Daha sonra, bu denklem g'/ ile carpilirsa ve i ve j iizerinden

toplam alinirsa

28 pgij+g'oi+gl oy = ¢7(208:)
2np + o' + 9/ = 2ng (4.36)

haline gelir ve bu denklem diizenlenirse
n(¢ —p) = ¢’ (4.37)

denklemi elde edilir. Boylece, v; ile ¢;'nin dik olmas: i¢in gerek ve yeter kosul,

¢ = p olmasidir. O

Teorem 4.7 : Bir V,, Riemann uzayinda, v tors olusturan vektor alanmi olmak

iizere,

VRS = 0" + (P — p9;)8!' + (pdi — pi)8} (4.38)

V" Rim = §jiv’ + (1 —n) (pi — p i) (4.39)

bagmtilar: mevcuttur, [21]. Burada, ¢;; =V ;¢; — V;9; ve pj = d;p dir ve p skaler
bir fonksiyon, ¢; kovaryant vektordiir. O
Teorem 4.8: Bir V,, Riemann uzayina ait, v tors olugturan vektor alani géz 6niine
alinsin. v; kovaryant vektorii, @; ve p; ile kolineer ise, bu durumda, v vektor alani
konsorkilir vektor alanidir.

ispat: Oncelikle, (4.38) denklemi gy, ile carpilirsa ve h ve m iizerinden toplam

alinirsa

gm(V'Rii) = gum(9;v" + (0 — p9;) 8/ + (p i — pi)S])

ViRjiam = Sam®iiv" + im(0; — PO + gm0 O — pi)S}  (4.40)
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dir. Baoylece, (4.40) denklemi diizenlenirse

VaRjiam = (qu)i - Vi(])j)vm ‘I’gim(pj - p(])]) +gjm(p¢i - pi)a Vm = ghmvh (4.41)

elde edilir. Daha sonra, (4.41) denklemi v" ile ¢arpilirsa

0 = V'u(Vj0i—Vid;) +V"gim(pj — pO;) +V"gim(P i — Pi)
= V(Y0 = Vi) +vilp; — p¢;) +vi(pdi — pi)
= V'V = Vig;) + (pjvi—piv;) +p(9ivj— §jvi) (4.42)

bulunur. Ayrica, v; kovaryant vektoriiniin ¢; ve p; ile kolineer oldugu kabul

edilsin. Bu takdirde, (4.42) denklemi yardumiyla
vmvm(qu)i - V,‘(Pj) =0 (4.43)

bulunur. Béylece, (4.43) denklemi yardimiyla, ¢, 'nin gradyent oldugu ve v; tors
olugturan vektor alaninin aymi zamanda konsorkilir vektor alani oldugu agiktir.

O

Teorem 4.9: Bir V,, Riemann uzayina ait, v konsorkilir vektér alani géz 6niine
alimsmm. p; ve v;/’nin birbiriyle kolineer olmas: i¢in gerek ve yeter kosul, ¢; ve
v;'nin birbiriyle kolineer olmasidir, (p # 0).

Ispat: Konsorkilr vektor alan icin, (4.38) ifadesi agagidaki denkleme déniisiir

VR0 = (pj—P9))8! + (pi — i)} (“.44)

Boylece, (4.44) denklemi, gy, ile ¢arpilirsa ve h ve m lizerinden toplam alinirsa

ve daha sonra (2.13) denklemi kullanilirsa

V' Rjian = &im(Pj—PP;)+8jm(PPi— pi) (4.45)
bulunur. Elde edilen bu denklem v" ile carpilirsa,
0 = vi(pj—p®;)+vi(Pdi—pi), gimV" = vi
= (Pv;—pvi) +P(@jvi—0v;), gmV" = vi (4.46)

denklemine indirgenir. Buradan da, p; ve v;’nin birbiriyle kolineer olmasi i¢in
gerek ve yeter kosul, ¢; ve v;'nin birbiriyle kolineer olmasidir. Bdylece, ispat

tamamlanmig olur. a
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Teorem 4.10: Bir V,, Riemann uzayina ait, v konsorkilir vektor alani ile sonsuz
kii¢iik konformal doniigiim tiretilsin. Bu takdirde, p # ¢, (¢; # 0) dir.

ispat: Bir V,, Riemann uzayina ait, v konsorkilir vektor alanina gore sonsuz kiiciik
konformal doniigiim g6z oniine alinsin. p = @ oldugu kabul edilsin. Béylece, p = ¢

kogulu (4.37) denkleminde kullanilirsa
V' =0 (4.47)
bulunur. Diger taraftan, (2.82) denklemi agagidaki gibi géz 6niine alindiginda
Vivh = 08+ 9jvh Vi = ginV' (4.48)
dir. Bu durumda, (4.48) denkleminin x”’ye gore kovaryant tiirevi alinirsa,

V,Vjvh = gthl-(erVi((pjvh)
= gnViQ+v,Vig;+o;Vivy,

= @igint+viVi¢j+o;Vivy, Vio = ¢ (4.49)
elde edilir. Daha sonra, (4.49) denkleminde (4.48) bagintis: kullanilirsa,
ViVivi, = @igjn+vipVidj + 09gin+ @jdivy, (4.50)
oldugu goriiliir. Ayrica, (4.50) bagintisinda, i ve j indislerinin yeri degistirilirse
ViVivh = @;gin +VviVj0i + 0;0g jn + ¢:iPjvy, (4.51)

denklemi elde edilir. Daha sonra, (4.50) ve (4.51) denklemleri taraf tarafa

cikarilirsa,
ViViv =ViVivh = @igjn+viVi®j+ @P;gin+ 9jPivy
— (@jgin+viVdi+ @igin + ¢idjvi)
= Qigjn+ PPigin — Pjgin — PPigjn (4.52)
ifadesi elde edilir. Ayrica, (4.52) denkleminde Ricci 6zdesligi kullanilirsa,
—VrRijn = Qigjn+ ©Pjgin — Pigin — PPigjn (4.53)
bagintist bulunur. Boylece, (4.53) denklemi gerekli diizenlemeler yapilarak
V'Rijir = —@igjh — P9;gin+ @j8in + P9ig jn (4.54)
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seklinde bulunur. Diger taraftan, (4.50) denklemi, gh" ile carpilirsa ve h ve a

iizerinden toplam alinirsa,

UV = &eigin+viVidi+ 0digin+ ¢j0vn)

= (@87 +VVig;+ 09,57 + 000", gy =V (4.55)

bagintist elde edilir. Ayrica, (2.57) denkleminde, 6ncelikle, (2.71) g6z Oniine

alinirsa
87 0i+ 60— ¢8i; = ViV +V"RL;; (4.56)
dir ve daha sonra, (4.56) denkleminde (4.55) kullanilirsa
070+ 00— ¢gij = (9:i0F +v'Vid; + 09; 5 + ¢;00") +V"Ry;;  (4.57)

bagintisi elde edilir. Ayrica, bu ifade g, ile carpilirsa ve a ve h iizerinden toplam

alimirsa
8an(07 Qi+ 0/ 0; —0%gij)) = gan((9i0] +V'Vid;+ @9; 5 + ¢;9v") +v" Ry, )
= (@igjn+viViQ;j+ 0;gin+ ¢jdivi) +V"Ryijn(4.58)

denklemi elde edilir, burada v, = gev* dir. Diger taraftan, V"R, = V"'Rpjim

olmak iizere, (4.54) yardimiyla

V' Roijn = —Qngji — Oj08ni + ©j8ni + Or Qg i (4.59)

bagintis1 goz Oniine almsin. Boylece, (4.59) bagntisi (4.58)’de kullanilarak

Oigin+ Qigin—ngij = (Qigjn+viVid;+ Qdigin+ ¢;divp)

—Ongji — P PLni + Pi&hi + PnPLjis Pn = 8an®“(4.60)

denklemi bulunur. Bu takdirde, (4.60) diizenlenirse

—0n9gij = va(Vig; + ¢;¢:) (4.61)

bulunur. Ayrica, (4.61) denklemi g' ile carpilir ve i ve j iizerinden toplam almirsa,
1 (—onogi;) = gvi(Vig;+¢;0)

= w(Vio' +0'¢i), 876, =¢' (4.62)
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bulunur. Diger taraftan, (4.62) denklemi v" ile carpilirsa
—" ¢ = V', (Vid' + 0'9;) (4.63)
dir ve elde edilen (4.63) denkleminde (4.47) bagmntis: kullanilirsa
0=2"v,(Vig'+0'¢;) (4.64)
denklemi bulunur. Béylece, (4.64) denkleminden
(Vi +¢';) = 0 (4.65)
elde edilir. Son olarak, bu ifade (4.62) denkleminde kullanilirsa
o0 =0 (4.66)

dir. Teoremin hipotezinden dolayi, ¢ = 0 bulunur. Ancak, sonsuz kiiciik
konformal doniigiim goz 6niine alindigindan, ¢ # 0 olmak zorundadir. Dolayisiyla,

@ # p olmahdir. O

Teorem 4.11: Bir V, Riemann uzayina ait, v yar1 tors olusturan vektor alani
goz oniine alinsin. p; ile v;'nin birbirine dik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul ¢; ve
v;’nin birbirine dik olmasidir.

ispat: Oncelikle, (2.97) denklemi agagidaki sekilde tekrar goz oniine alinsin
R,-jkmvivk =0. (467)

Daha sonra, (4.67) bagintis1 g/ ile carpilirsa ve j ve m iizerinden toplam alinirsa

agagidaki baginti elde edilir
VVERy = 0. (4.68)
Boylece, (4.39) bagmtisi (4.68) denkleminde kullanilarak

0 = V(1 Ry)

= ¢V + (1—n)(pi— poi)' (4.69)
bulunur. Sonug olarak, v'v/¢;; = 0 oldugu hatirlanirsa, (4.69) denklemi
Vipi— pvids =0 (4.70)
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sekline indirgenir. Bu durumda, p; ile v;'nin birbirine dik olmas: i¢in gerek ve

yeter kosul ¢; ve v;'nin birbirine dik olmasidir.

|

Teorem 4.12: Bir (PRS), uzayma ait, v yar tors olugturan vektor alani goz

oniine alinsin. Bu takdirde, A; ve v; birbirine dik degildir, (p # 0).

Ispat: Oncelikle, (4.68) denkleminin kovaryant tiirevi almirsa
0 = VR Vv +VIRx VvF +viVEV Ry,
dir ve (4.71) denkleminde (2.29) kullanilhirsa

0 = VkRikVIVi + ViR,'levk + vivk(ZAlei + AiRj + lkRil)

= ka,-levi + ViRilevk + 27L;vikaik + )Livikalk + lkvkviRﬂ
elde edilir. Daha sonra, (4.72) denkleminde (2.82) kullanilirsa

0 = VRy(p8 + ') +v Ry (pSF + o)

+2A Vikaik + /'L,-vikalk + )LkaViR,'[
seklinde bulunur. Bu durumda, (4.73) denklemi diizenlenirse

0 = (pvV' Ry +¢v'VRy) + (pv' Ry + opv'viRy)

+2llvikaik + livinle + }LkkaiRﬂ
dir. Ayrica, (4.74) denkleminde (4.68) kullanilirsa
(p + livi)kalk =0

elde edilir. Sonug olarak, (4.75) denkleminden iki durum sézkonusudur:

I. Durum

p+viﬂ,i:0

II. Durum

VkRkl =0

4.71)

(4.72)

(4.73)

(4.74)

4.75)

(4.76)

4.77)

Ilk olarak, (4.77) kosulunun saglandigi kabul edilsin, bu takdirde, (4.77)

denkleminin kovaryant tiirevi alinirsa
0 =Ry V. +V V,,Ry
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dir. Daha sonra, (4.78) denkleminde (2.29) kullanilirsa
0= RigViuV* + 20,V Ry + V ARy + AV Ry (4.79)
bulunur. Ayrica, (4.79) denkleminde (2.82) kullanihirsa

0 = Ru(pSk—+ @) 4+ 24 Ry +V MRy + AV Ry

= PRy + OV Riy 4 2V Rig + VF ARy + AV Ry (4.80)
elde edilir. Boylece, (4.80) ve (4.77) denklemleri yardimuiyla
0= (p+V )R (4.81)
oldugu goriiliir. Dolayisiyla, (4.81) denkleminde, Ry, # 0 oldugu hatirlanirsa,
p=—VA (4.82)

elde edilir. Buradan, (4.76) ve (4.82) denklemlerinin ayni oldugu goriiliir.
Dolayisiyla, her iki durumda da, p = —v'A; elde edilir. O

Uyar1 4.6: Teorem 4.6 ve Teorem 4.10’de bahsedilen 06zel vektoér alanlari
ile iiretilen sonsuz kiiciik konformal doniisiim yerine, bu vektor alanlar ile
iiretilen sonsuz kiigiik pseudo homotetik doniigiim g6z 6niine alindiginda, yukarida

verilmis olan teoremlerin aym sekilde gecerli olacag agiktir.
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5. PSEUDO SIMETRIK BiR RIEMANN UZAYINDA SONSUZ KUCUK
DONUSUM

5.1 Iki Boyutlu Pseudo Simetrik Bir Riemann Uzayinda Sonsuz Kiiciik Doniisiim

1987 yilinda, M. C. Chaki, [4], pseudo simetrik Riemann uzaylarini tanimlamig ve
bu tiir uzaylarm 6zelliklerini incelemigtir. 1989’da, M. C. Chaki ve U. C. De, [23],
pseudo simetrik bir Riemann uzayma ait 6zel vektor alanlarimi ve bu vektor
alanlarinin uzayn A; kovektor alan ile iligkilerini belirlemislerdir. 1992 yilinda,
K. L. Duggal, [15], bir Riemann uzayinda, sonsuz kiigiik doniigiim altinda, uzaymn
egrilik ve Ricci egrilik tensorlerinin kalitimsal olma kogullarini aragtirmiglardir.
Daha sonra, 1995 yihinda, M. Tarafdar, [24|, konformal diiz pseudo simetrik
Riemann uzayimni bir denklemle karakterize etmis ve bu denklemin v; eg vektor
alaninin, bir tors olugturan vektdr alani oldugunu gostermigtir. Ayrica, 2000
yilinda, U. C. De ve S. K. Ghosh, [25], konformal diiz, pseudo simetrik bir
Riemann uzayim karakterize eden denklemde, goz oniine alinan v; es vektoriiniin
gradyent olmasi durumunda, bu vektor alaninin bir konsorkilir vektoér alaninindan

ibaret olacagini gostermislerdir.

Bahsedilen caligmalar gz oniinde bulunduruldugunda, ilk olarak, Ricci-diiz
olmayan ve skaler egriligi sabit ve sifir olmayan, iki boyutlu pseudo simetrik
Riemann uzayinda, sonsuz kiiciik doniigiim incelenmig, daha sonra, boyutu ikiden
biiyiik, pseudo simetrik bir Riemann uzayina ait, sonsuz kii¢iik doniigiim ve
bu uzaymn 0zel vektor alanlar: ile {iretilen sonsuz kii¢iik doniigiim ile iligkileri
aragtirilmigtir. Son olarak, konformal diiz pseudo simetrik bir Riemann uzayinda,

sonsuz kiiciik pseudo homotetik doniigsiimiin tanimlanamayacag gosterilmistir.

Iki boyutlu bir Riemann uzaymin kesitsel egriligi, egrilik tensorii, Ricci egrilik
tensorii ve skaler egriligi, sirasiyla,

ko R 5.1)

8%2 - 811822,
Ry =K(8'gjx— 8] 8x), (5.2)

1
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Rij=78ij (5-3)
ve
R=2K (5.4)

bagintilar ile verilmektedir.
Uyar1 5.1: Agagidaki teoremlerde, iki boyutlu ve skaler egriligi sabit

olmayan pseudo simetrik Riemann uzay1 (PS), ile gosterilecektir. O

Uyar1 5.2: Bu bdliimde ele alinacak tiim teoremlerde, ¢ # sabit kogulunu

saglayan sonsuz kiiciik pseudo homotetik déniisiim g6z oniine alinacaktir. a

Teorem 5.1:  Skaler egriligi sabit ve sifir olmayan bir (PS); uzayi, aym A,
kovektor alani ile taniml bir rekiiran uzaydair.
Ispat: Oncelikle, (2.28) denklemi g” ile carpilirsa ve i ve h iizerinden toplam

alinirsa
ViR = 2R i+ A" Ry jun + AjR + MR j1 + A" Rujua, &7 = A" (5.5)

formuna indirgenir. Daha sonra, (5.5) denklemi g/ ile carpilirsa ve j ve k

iizerinden toplam alinirsa
VIR = 2R+ 41 "Ry (5.6)
bagmtist bulunur. Bundan bagka, (5.6) denkleminde (5.3) denklemi kullanilirsa
VR =4MR, gyl =X (5.7)
oldugu goriiliir. Ayrica, (5.2) denkleminin bir bagka formu
Ryiji = K(grngij — 8kig jn) (5.8)
seklindedir. Bu son denklemin x’ ye gore kovaryant tiirevini alinirsa
ViRpijx = (ViK)(8kngij — 8ki&jh) (5.9)

dir ve (5.9) denkleminde (5.4) kullanihirsa

1
ViRpiji = EVIR (8kn&ij — 8kigjn) (5.10)
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bulunur. Dolayisiyla, (5.10) denkleminde (5.7) kullanilirsa

ViRpiji = 2MR(gkngij — &kigjn) (5.11)

bagintisi elde edilir. Daha sonra, (5.11) denklemi, (5.4) yardimiyla
ViRpijk = 40K (gkngij — &rigjn) (5.12)
seklinde bulunur. Boylece, (5.12) denklemi ve (5.8) bagintisi kullamilarak
ViRpnijx = 4MRhpijk (5.13)

dir. Bu ifadeden, (PS); uzaymin bir rekiiran uzay oldugu goriiliir. a
Teorem 5.2: (PS); uzaymn A; kovektor alan1 gradyent vektor alamdir, [4]. O

Uyar: 5.3: Bu boliimde ele alinacak tiim teoremlerde (PS), uzaymin skaler
egriliginin sifirdan ve sabitten farkli oldugu kabul edilecektir. Aksi takdirde,

uzay diiz uzay olacaktir. O

Tanim 5.1: V,, bir Riemann uzay1 olsun. V, uzay: iizerinde, x¢ = x +v*dt sonsuz

kiigiik doniigiim altinda, o skaler bir fonksiyon olmak iizere, a = ot(x%)
LRy =20R, (5.14)

bagintisi gegerli ise, boyle bir uzaya egrilik tensorii kalitimsal 6zellige (curvature
inheritence) sahip bir uzay denir, [15]. Egrilik tensoriiniin kalitimsal 6zelligi,
kisaca, CI ile gosterilir.

ZVR?J-k = 0 kosulunu saglayan v vektor alani ile tanimh simetri 6zelligi, egrilik
collineation olarak Katzin tarafindan tamimlanmgtir, [26]. Bu tiir uzaylar kisaca,
CC ile gosterilir.

(5.14) bagmtisinda, & = 0 olarak almirsa, CI, CC’ye doniisiir. a
Sonucg 5.1: Bir V,, Riemann uzayinin egrilik tensorii kalitimsal 6zellige sahip ise,
Ricci egrilik tensorii de kalitimsal 6zellige sahiptir, [26]. O
Teorem 5.3: Skaler egriligi sabit olmayan, iki boyutlu bir Riemann uzayina ait
her doniigiimiin bir sonsuz kii¢iik konformal doniigiimden ibaret olmasi i¢in yeter
kogul, uzayin kovaryant egrilik (veya Ricci egrilik) tensoriiniin kalitimsal 6zellige

sahip olmasidir.
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Ispat: iki boyutlu bir Riemann uzay1 V> olsun. Bu uzayin kovaryant egrilik
tensoriiniin kalitimsal 6zellige sahip oldugu kabul edilsin. Sonug 5.1’den dolay1,

bu uzayin Ricci egrilik tensoriiniin de kalitimsal 6zellige sahip olacagi agiktir, yani
g‘,R,'j = ZOCR,']' (515)
dir. Oncelikle, (5.15) denkleminde (5.3) kullanihrsa

R
Z,(Egij) :ZOCR,‘]' (516)

bulunur. Daha sonra, (5.16) denklemi (2.65) bagmntis1 kullanilarak

1 R
E.,%(R)gij + E-fv(gij) =20R;; (5.17)

sekline doniigiir. Ayrica, (5.17) denklemi (5.3) yardimiyla
20Rgij = Z,(R)gij + RZL,(gij) (5.18)

olarak elde edilir. Yukaridaki son denklem, asagidaki gibi diizenlensin

Z(R)

2(gij) = 2o — )gij, R#0. (5.19)

Son olarak, (5.19) denklemi yardimiyla, iki boyutlu V, Riemann uzaymda

Z(R)

2,(8ij) = 20gi;, 20 =2a— R

), R#0 (5.20)

oldugundan, her sonsuz kii¢iik doniigiimiin bir sonsuz kiiciik konformal

doniigiimden ibaret oldugu goriiliir. O

Teorem 5.3'de, eger, o = 0 olarak alinirsa, asagidaki sonug elde edilir:

Sonucg 5.2: Skaler egriligi sabit olmayan, iki boyutlu bir Riemann uzayma ait
her sonsuz kiigiik doniigiimiin, sonsuz kii¢iik konformal déniigiimden ibaret olmasi
icin yeter kosul, uzaym kovaryant (veya Ricci egrilik) tensoriiniin Lie invaryant
olmasidir. O
Teorem 5.4: Iki boyutlu bir Riemann uzaymin Ricci egrilik tensorii kalitimsal
ozellige sahip ise, egrilik tensorii de kalitimsal 6zellige sahiptir. Ayrica, uzayn
Ricci egrilik tensorii sonsuz kii¢lik doniisiim altinda Lie invaryant ise, egrilik

tensorii de Lie invaryanttir.
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Ispat: Iki boyutlu bir Riemann uzayinin Ricci egrilik tensorii sonsuz kiigiik
dontigiim altinda kalitimsal 6zellige sahip olsun. Bu takdirde, (5.2) denklemi,

(2.65) denklemi kullanilarak

LRy = L(K(6"gjk— 07"8ki)
= §" L (Kgj) — 6;" L (Kgki)
= §"gu LK+ 8"KLgjk— 6'¢ki-LHK — 8K Logri - (5.21)
seklinde bulunur. Daha sonra, (5.21) denkleminde (5.4) kullanilirsa
LR = §; gjkfv(z) +6;"K 2,8 jk — 6} gki%(i) —8/'KLvgki, R#0 (5.22)
ve (5.22) denkleminde, Teorem 5.3 yardimiyla bulunan (5.20); ifadesi kullanihirsa
LRy = 07" ju2y(5) + 6K (208 ) — 6}'8-20(5) — 67K (28k:) R # 0 (5.23)
elde edilir. Ayrica, (5.23) denkleminde (5.20), kullanilirsa
1 1
LRy = 3 (200 —20)R5"g jx + 2K 95" g j — 5 (200 —29)R6" g1 — 2K 93} gl 5.24)
dir. Daha sonra, (5.24) denklemi, (5.4) yardimiyla
"%’R?}k =Q2a— 2(p)K5imgjk + 2K(p5l~mgjk —(2a— 2(P)K5ngki — 2K(p5]’-"gk,- (5.25)
olarak bulunur. Boylece, (5.25) denklemi, gerekli diizenlemeler yapilarak
LRy = 20K (5" g jx — 6] 81i) (5.26)
seklinde elde edilir ki, buradan (5.2) yardimiyla

sonucu ortaya ¢ikar. Bdylece, Vo Riemann uzayinin Ricci egrilik tensorii sonsuz
kiiciik doniigiim altinda kalitimsal 6zellige sahip ise, egrilik tensoriiniin de sonsuz
kiiciik doniigiim altinda kalitimsal 6zellige sahip oldugu ispatlanmig olur.

V> Riemann uzayinin Ricci egrilik tensorii, sonsuz kiigiik doniigiim altinda Lie
invaryant olsun. Bu takdirde, £,R;; = 0 kogulu saglanir. Oncelikle, (5.4) denklemi
(5.3)’de kullanilarak

Rij ZKgij (528)
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elde edilir. Daha sonra, -Z,R;; = 0 denkleminde (5.28) ifadesi kullanihrsa
Z,(Kgij) =0 (5.29)
bulunur. Bundan bagka, (5.29) denklemi Lie tiirevinin 6zellikleri yardimiyla
gijLK+KZ,gij=0 (5.30)
seklinde elde edilir. Boylece, (5.30) denklemi diizenlenirse
8ij LK = —K.Z,gi; (5.31)
dir. Diger taraftan, (5.2) denkleminin Lie tiirevi

%R?jk = Z4(K (5ihg jk— 5jhgki))
= (8'gjx—8]gx) LK +KZ,(8]'gjx — 8 gui)

= (8'gj—8!gk) LK + 8K Log i — 87K L g (5.32)
dir. Daha sonra, (5.32) denkleminde (5.31) kullanilirsa
LR}y =0 (5.33)

bulunur ki, buradan, V> Riemann uzaymin egrilik tensoriiniin sonsuz kiiciik

doniigiim altinda Lie invaryant oldugu goriiliir. O

Teorem 5.3" den dolayi, agagidaki sonug elde edilir:
Sonug 5.3: Kovaryant egrilik (veya Ricci egrilik) tensorii kahitimsal ozellige
sahip V, Riemann uzayinin skaler egriliginin, sonsuz kii¢iik doniigiim altinda Lie

invaryant olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, @ = @ olmasidir. O

Onerme 5.1: Skaler egriligi sabit olmayan (PS), uzaymm egrilik tensérii (veya

Ricci egrilik tensorii) kalitimsal 6zellige sahip olsun. Bu takdirde,

o =2"L,+ 0 (5.34)
ve

V0" = —aR (5.35)

bagintilart mevcuttur.
Ispat: Oncelikle, (2.63) denklemi, (PS), uzaymmn skaler egriligi i¢in kullanilirsa,
agagidaki denklem elde edilir

ZR=VVR, R#0. (5.36)
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Daha sonra, (5.36) denkleminde (5.7) kullanilirsa
LR =4"1R, R#0 (5.37)

bagintisi elde edilir. Teorem 5.3’den dolayi, géz Oniine alinan sonsuz kiiciik
doniisiim, bir sonsuz kiiciik konformal doniigiimden ibaret olacagindan, V;

Riemann uzayinda (2.74) bagmtis1 gegerlidir ve
ZR=—20R—2V;¢', R+0. (5.38)
dir. Dolayisiyla, (5.37) ve (5.38) denklemlerinin esitliginden
4" AR = —2QR —2V;¢' (5.39)
elde edilir. Boylece, (5.39) denklemi diizenlenirse
Vno" = —(@+2v"A,)R (5.40)
bulunur. Diger taraftan, (5.37) denklemi, (5.20), denkleminde kullanilirsa
20 = (20— 4" A,,) (5.41)
dir ve (5.41) denklemi, yeniden diizenlenirse
o =20"A,+ ¢ (5.42)
seklinde elde edilir. Ayrica, (5.40) denkleminde, (5.34) goz 6niine alinirsa
V@™ = —aR (5.43)

bulunur. d

Oncelikle, daha sonra kullanilmak {izere agagidaki teorem gz oniine almsin:

Teorem 5.5 : Kovaryant egrilik tensorii Lie invaryant olan, iki boyutlu bir
Riemann uzayina ait her sonsuz kii¢iik doniigiim, bu uzayin R skaler egriliginin
sifirdan farkh oldugu noktada, sonsuz kiigiik pseudo homotetik doniigtimden
ibarettir, [9)]. O
Teorem 5.6: (PS); uzayinin Ricci egrilik tensorii, sonsuz kiigiik doniigiim altinda
Lie invaryant ise, bu takdirde, bu uzaym A; ile v; kovaryant vektor alanlar:

birbirine dik olamaz.
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Ispat: Teorem 5.4'den dolay1, skaler egriligi sabit olmayan bir V, Riemann
uzayimnin egrilik tensorii de sonsuz kiigiik doniigiim altinda Lie invaryanttir.
Boylece, Teorem 5.5’den dolayi, bu uzayda ele alinan sonsuz kiiciik doniisiim,
sonsuz kiigiik pseudo homotetik doniigiimden ibaret olur. Dolaysiyla, (3.15)3

bagintisi (5.37) denkleminde kullanilarak
—20R = 4" AR (5.44)

ifadesi elde edilir. Uzayin skaler egriliginin sabitten ve sifirdan farkh oldugu goz

oniinde bulundurulursa
o =-2"4, (5.45)

denklemi bulunur. Béoylece, (5.45) denkleminden, A; ile v;'nin birbirine dik

olmadig goriiliir. O

Teorem 5.7: Egrilik (veya Ricci egrilik) tensorii sonsuz kiiciik doniigiim altinda
Lie invaryant olan bir (PS); uzay1 géz oniine almsin. Bu takdirde, bu uzayn 4,
kovektor alani Lie invaryant degildir.

Ispat: Bir V, Riemann uzaymmn egrilik tensorii (veya Ricci egrilik tensérii) sonsuz
kiiciik doniigiim altinda Lie invaryant ise, Teorem 5.5’den dolayi, bu sonsuz kiiciik
doniigiim, sonsuz kiiciik pseudo homotetik doniigiimden ibaret olur. Bdylece,

(2.68) denklemi ve -Z,R;; = 0 bagntisi kullanilarak
Zy(ViRij) = —Ruj L] — Rin LT (5.46)
ifadesi elde edilir. Ayrica, (5.46) denkleminde (2.71) denklemi kullanilirsa
L(ViRij) = —Ruj (8" @1+ 6" ¢ — 81:9™) — Rim (87" @1 + 6" @; — g1;0™)  (5.47)
bagintisi elde edilir. Dolayisiyla, elde edilen bu denklem diizenlenirse
L, (ViRij) = =2@iR;j — @Ry — Q;R;j + 0" giyRpj + ¢ g1 Rim (5.48)

ifadesine ulagilir. Boylece, (5.48) denkleminde (5.3) bagintisi kullanilirsa

R R R R R R
gv(vl(zgij)) = —2<Pl§gij ~9i58i— Pzt ¢mgli§gmj + ‘ngzjzgim
R R R R R .
= —2(Pl§gij —Qi5 8~ Pi5 81 +g1i§(Pj "’gle(Pia gmjP" = Qj

(5.49)
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olmak iizere, (5.49) denklemi diizenlenirse

Z(8ijVIR) = —2¢18iR (5.50)
dir. Ayrica, (5.50) denkleminde (5.7) kullanilirsa

22,(MigijR) = — ¢8R (5.51)

elde edilir. Daha sonra, (5.51) denklemi, (5.3) denklemi yardimiyla, tekrar goz

oniine alinirsa
22,(MRij) = —QiR;; (5.52)
seklindedir. Bundan bagka, (5.52) ve (2.64)’den
2(Rij LM+ M ZLoRij) = — QiR (5.53)

bulunur. Bu son denklemde, sonsuz kii¢iik pseudo homotetik doniigiimden dolay1

gegerli olan (3.15); denklemi kullamlirsa
2R,’j%ll = —QDIR,'J' (5.54)

ifadesi bulunur. Ayrica, (PS); uzaymin A; kovektor alanimin sonsuz kiigiik pseudo

homotetik doniisiim altinda Lie tiirevi
LM =d, (5.55)
olmak iizere, (5.54) denkleminde (5.55) kullanilirsa
(2d;+ @)Rij =0, R;j #0 (5.56)
elde edilir. Sonug olarak,
¢y = —2d (5.57)

dir. Dolaysiyla, (5.57) yardimiyla, bir (PS); uzaymin A; kovektor alanmin Lie

invaryant olmadigr goriiliir. O
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5.2 Pseudo simetrik Bir Riemann Uzayinda Sonsuz Kiiciik Pseudo Homotetik

Doniisiim(n > 2)

Bu béliimde, boyutu ikiden biiyiik, Ricci-diiz olmayan pseudo simetrik bir
Riemann uzayina ait sonsuz kii¢ciik pseudo homotetik doniigiim gz Oniine
alimarak, bu uzaym A; kovektor alami ile alinan bu sonsuz kii¢iik doniisiim
arasindaki iligkiler incelenmisgtir.

Uyar1 5.4: Bu bdliimde, ele alinacak teoremlerde, boyutu ikiden biiyiik,

n-boyutlu pseudo simetrik Riemann uzay1 (PS), ile gosterilecektir. O

Uyar1 5.5: Bu boliimde ele alinacak teoremlerde, ¢ # sabit kosulunu saglayan

sonsuz kiigiik pseudo homotetik doniigiim g6z 6niine alinacaktir. O

Onerme 5.2: Boyutu ikiden biiyiik ve Ricci-diiz olmayan bir (PS), uzayina ait,
sonsuz kiiciik pseudo homotetik doniigiim goz oniine alinsin. Bu takdirde, bu

uzayda

Lh =d (5.58)
olmak iizere

dy = —q (5.59)

bagintist mevcuttur.
Ispat: Oncelikle, (2.28) denklemi g ile carpilirsa ve h ve i iizerinden toplam

alinir ve (2.15) denklemi kullanilirsa
VIR = 2R i+ A"Ryjun + A iR + AR j1 + A" Ry jua (5.60)
dir. Diger taraftan, (2.68), (2.71) ve (3.15), denklemleri yardimiyla
Ly(VIRjk) = —2@R jx — @Ry — QR j + 9™ 81 iRk + 9" kiR jm (5.61)

bagintist mevcuttur.  Dolayisiyla, diger taraftan, (5.61) bagmtisinda (5.60)

kullanilirsa

Lo(2MR i+ ARy jin + AjRi + MR j1 + A" Ryjug) =

—2QR i — QiR — QR j+ 9™ 81 iRk + @™ 8k1R jm (5.62)
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elde edilir. Ayrica, (5.62) bagmntisi, (2.65) ve (2.66) yardimiyla

2R LM+ 20 LR i+ Ly (A" Ryjig) + Ry dj + A LRy + R 1. L A

+ LR j1 + LA Rjia) = —2@R jt — @Ry — QkR1j + 0" g1 iRy + 0" 1R jm

(5.63)
halini alir. Diger taraftan, Lie tiirevi yardimiyla
Zo(A"Ry i) = Rijgn LA + A" LRy (5.64)
veya
Lo(A"Rijin) = RijinLo (8" Aw) + A" LRy jgy, A" = 8" Ao (5.65)
dir. Ayrica, (5.65) denklemi, Lie tiirevinin 6zellikleri yardimiyla
Zo(A"Rijn) = Rijpn A Log™ + 8™ Ly 2ow) + A" LRy jr (5.66)

seklinde yazilabilir. Boylece, (5.66) denkleminde, (2.70) bagimntis1 kullanilirsa
Lo "Rijun) = Rijin(Aon (=2908™") + 8" Lodon) + A" LRy (5.67)
bulunur. Boylece, (5.58) bagntist, (5.67) denkleminde kullanilirsa

LA Rj) = Rijpn(—20A" + " dy) + A" LRy jn

= Riju(—20A"+d") + A" LR jun, & A = A", g"d = d"

(5.68)
elde edilir. Son olarak, (5.68) denkleminde (3.15); kullanilirsa
Ly(A"Rijin) = Rijrn(—20A" +d") + A" (2R, jun) (5.69)
veya
Ly(A"Ryjn) = d" Ry (5.70)

bagintisi elde edilir.  Dolayisiyla, (5.63) denkleminde, oncelikle, (3.15)

kullanilirsa

2R3 LM+ LA Ryjun) + R ZLodj + R j Loda + Lo(A Rijur) =
—2@Rjx — QiR — QkR;j + 0" g1 iRk + @™ gkiR jm
(5.71)
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dir. Bu durumda, (5.71) denkleminde (5.58) kullamlirsa

2diRjix + Lo(A"Rijun) +djRix +diR ;i + Lo(A Ry jua)) =
—2QR jx — QiR — QR + 0" 81 iRk + 0" 1R jm
(5.72)

bulunur. Son olarak, (5.72) denkleminde (5.70) kullanilirsa
2diR i +d"Ryju, +d Ry + dyRyj + d" Ry jry =
—2QRji — QR — QxR+ 0" g1 iRk + 0" g1 R jm, §"dy=d" (5.73)
denklemi bulunur.  Ayrica, (5.73) denkleminde, j, k ve [ devirsel olarak
degistirilirse
2d Ry +d"R jun + diRyj + diR jy+ d" Ry =
—2QRi — QkR;j — QIR jic + @™ & jk Ry + 0" g1 jRim (5.74)
ve
2diRyj+d"Rygjn+ diRyj+ d iRy +d"Ryy jr =
—2@kR;j — QiR jk — QR + @™ giuRmj+ @™ g jiRim (5.75)
denklemleri elde edilir. Boylece, (5.73)-(5.75) denklemleri taraf tarafa toplanirsa
2lejk + Zdekl + 2dlej = _2(P1Rjk — 2(Pijl — 2(Plej
+ ©"g1iRuk + 0" guRjm + Q" g iR  (5.76)

elde edilir. Daha sonra, (5.76) denklemi g/* ile carpilirsa ve j ve k iizerinden

toplam alinirsa

(2d1R + 2dlek + Zdejl) = (—2(le — 2(Plek — 2(Plej

Q" S Ry + 0" 8/ Rjm + 19" Ryy)  (5.77)
bulunur. Boylece, (5.77) denklemi agagidaki gibi diizenlenebilir
(2diR+4d"Ry) = —2@R—49"Ry+ @Ryt + @™ Ripy +n@"Ryy.  (5.78)
Bu durumda, (5.78) denklemi gerekli iglemler yapilirsa
2(di+ @) R+4d* Ry = (n —2) "Ry (5.79)
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seklinde bulunur. Diger taraftan, (5.73) denklemi, g/* ile carpilirsa ve j ve k

iizerinden toplam alinirsa
(2diR+d"Ryp + d*Ryg +d’Rj; + d"Ryy) =
(—20iR — @Ry — @'Rj1+ " Rt + @™ Ry (5.80)
elde edilir, (5.80) denklemi yeniden diizenlendigi takdirde
d;R+2d"Ry = — @R (5.81)

bagintis1 ortaya ¢ikar. Boylece, (5.81) denklemi, (5.79) denkleminde kullanilirsa

ve uzayin boyutunun ikiden biiyiik oldugu g6z 6niinde bulundurulursa
¢" Ry =0 (5.82)

ifadesi elde edilir. Bu durumda, (5.82) bagmtisi, (5.76) denkleminde kullanildig:
takdirde

(di+@)Ryj+ (dj+ @j)Ris + (di + @ )R;; = 0 (5.83)

bulunur. Sonug olarak, (5.83) denkleminde, Teorem 3.1 kullamlirsa ve uzaymn

Ricci-diiz uzay olmadigi goz oniine alinirsa, d; = —¢; bagintisi elde edilir. O

Teorem 5.8: Sonsuz kiigiik pseudo homotetik doniisiim kabul eden bir (PS),
uzayinda, @; ile A; birbirine dikfir.

ispat: Genel olarak, bir V,, Riemann uzayinda, sonsuz kii¢iik pseudo homotetik
dontigiim goz Oniine alimirsa, (3.16); bagintismin gegerli oldugu daha once
gosterilmigtir.  Dolaysiyla, (3.16); denkleminde, Ricci 6zdegligi kullanilarak,

asagidaki bagintilarin mevcut oldugu bilinmektedir
h _ h _
¢"Rijkn =0, "Ry =0 . (5.84)
Oncelikle, (5.84); bagintisinin x’ ya gore kovaryant tiirevi alinirsa

0 = Vi(¢"Rijw)

= (V; q)h)Rijkh + (PthRijkh (5.85)
bulunur. Daha sonra, (5.85) denkleminde (3.16), kullanilirsa
¢"ViRijin =0 (5.86)
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bagmtisi elde edilir. Bundan bagka, (5.86) denkleminde, (2.28) kullanihrsa
= 20" AR, jin + O" AiRijin + " AjRin + 0" MRiju + 0" AnR; ja (5.87)
dir ve ayrica, (5.87) denkleminde, (5.84); bagintis1 kullanihirsa
0" =0 (5.88)

oldugu goriiliir. Boylece, ispat tamamlanmis olur.
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5.3 Pseudo Simetrik Riemann Uzayinda Ozel Vektor Alanlar

Bu béliimde, Ricci-diiz olmayan ve boyutu ikiden biiyiik bir (PS), uzayma ait,
ozel vektor alanlar1 ve bu 6zel vektor alanlar ile iiretilen sonsuz kii¢iik doniigiim
incelenerek, bu uzaym A; kovektor alami ile bu vektor alanlarinin, bu uzaya ait
baz1 sonsuz kiigiik doniigiimlerle iligkileri incelenmigtir.

Oncelikle, daha sonra kullanilmak iizere, asagidaki teorem goz 6niine alinsin:
Teorem 5.9: Bir (PS), uzayinda, konkiiran vektor alam goz oniine alinsin. Bu

takdirde, bu uzaym A; kovaryant vektorii ile v; birbirine dik degildir, [23]. O

Teorem 4.1 ve Teorem 5.10 yardimiyla, agagidaki sonug elde edilir:
Sonug 5.4: Bir (PS), uzayma ait, akig cizgileri geodezikler olan, sonsuz kiigiik
has homotetik doniisiim goz oniine alinsin. Bu takdirde, bu uzayin A; kovaryant

vektor alani ile v; birbirine dik degildir. O

Agagidaki teoremlerde, uzunlugu sabitten farkli, konkiiran vektor alani géz 6niine
alinmigtir.

Teorem 5.10: Bir (PS), uzayma ait, konkiiran vektor alani ile iiretilen sonsuz
kiiciik doniigiim goz Oniine alinsin. Bu takdirde, A; kovektor alaninin uzunlugu
Lie invaryant degildir.

Ispat: Ilk olarak, LA = 62 esitliginin her iki tarafinin Lie tiirevi alinirsa ve bazi

diizenlemeler yapilirsa
Z,(0%) = —2¢06° (5.89)

elde edilir. v vektor alaninin bir sonsuz kii¢iik has homotetik doniigiim iirettigi
goz oniinde bulundurularak, (5.89) denklemi yardimiyla, A; kovektor alanimm

uzunlugunun Lie invaryant olmadigr goriiliir. a
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5.4 Konformal Diiz Pseudo Simetrik Bir Riemann Uzayinda Sonsuz Kiiciik

Pseudo Homotetik Doniisiim

Bir V,, Riemann uzayimin konformal egrilik tensorii C;jx, = 0 ise, bu uzay konformal
diiz uzay olarak adlandirihr. Bu takdirde, (2.25) denklemi agagidaki gekle
doniigiir:

1
Rijin = P (ginRjx — & jnRik + & jiRin — &ikR jn)
R

————— (g ix&in — & in&ik)- 5.90
(l’l— 1)(1’1—2) (g]kglh gjhglk) ( )
Teorem 5.11 : Konformal diiz pseudo simetrik V, bir Riemann uzay1
R—1 nt—R
Ry=——giu+——MA; 5.91
Jjk —lgjk—i_(n—l)lil’ k/Nj ( )
veya
Rji = ogji+ By, (5.92)

denklemleri ile karakterize edilmektedir, |24],

a:f ﬁ—m_f, v,:\/%. (5.93)
Burada 1,
ARy = thy (5.94)
bagintisin saglayan skaler bir fonksiyondur, [4]. O
Onerme 5.3: Konformal diiz bir (PS), uzaymda
Vot = 4tA,, (5.95)

bagintis1 mevcuttur.

Ispat: Oncelikle, (5.90) denklemi A/A” ile carpilirsa

i 1 . 1 ; 1
h h
ljl Rijkh - mlil]Rjk - EA’]’A’JRH( + mlkl Rih
R
(n—1)(n—2)
denklemi elde edilir. Daha sonra, (5.96) denklemi, (5.91) yardimiyla
1 nt—R
AIAMR, ——)J,R ——A?L
M — giklhlh)

(5.97)

1 .
—mgikluh&'h - (Mdi — gaA"An), g =X (5.96)

i Aidy)
L(
(n—1)(n—2)

1 .
) ARy — ——gu A AR
Ty MA R = 8k jh—
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halini alir. Bundan bagka, (5.97) denkleminde, (5.94) kullamlarak

R—1 ; ; nt —R
J _ L N PO R W .
A /1 Rz]kh l‘)L Ak — (n—2)(n— I)AJJL 8ik /FL]A (I’L— 1)(11—2)/1,"7“”&1](
1 R :
- I vy Wy ey W iy
—I— tl Ak — ll A 8ik — ( — 1)(11—2) ()Lllk gikh lj) (5.98)

bulunur. Elde edilen (5.98) denklemi gerekli iglemler yapilarak diizenlendigi
takdirde

R— nt—R

; — 1)t
AR =g, £nz><n)— TR @ —2)( >’L M =)
(5.99)
seklinde bulunur. Daha sonra, (5.99) denklemi yeniden diizenlenirse
AR By A S ey
(5.100)
elde edilir. Ayn1 zamanda, (5.100) denklemi baz: islemlerden sonra
AIAPR o = 7L ik — g,kl A (5.101)
formuna indirgenir. Diger taraftan, (5.60) bagmtisi, A/ ile carpihirsa
AIVIR = 209 MR ji + LI AR jy + LI ARy + A" AR (5.102)
elde edilir. Boylece, (5.102)’de oncelikle, (5.94) denklemi kullanihirsa
AIVIR i = 3t My + A ARy + A"AI Ry juy (5.103)
ve daha sonra (5.103) denkleminde (5.101) gz oniine alinirsa
AIVIR i = 3t My + A ARy + (—QLZ?Lk — glkﬂt A7) (5.104)
elde edilir. Bu durumda, (5.104) denklemi diizenlendiginde
AIVIR ;= AIA;Ry + (3”1“—)1,1,( - Lg,k/lfx (5.105)

dir. Diger taraftan, (5.94) denkleminin x"’ye gére kovaryant tiirevi alinirsa

Vm(lthk) = Vm(l‘lk)
Ry V" + A"V Ry = MVt + 1tV (5.106)
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bulunur. Ayrica, (5.106) denkleminde gerekli iglemler yapilirsa
AV Rk = 2Vt + 1V A — R Vi A (5.107)

denklemi elde edilir. Bu takdirde, (5.107) esitliginin sol tarafinda, (5.105)
denklemi kullanilirsa

(3n 2) t

lhlthm AmAk — —gkml Ay =MVt +tV A — thVmﬂ’ (5.108)

dir. Boylece, (5.108) denkleminde, (5.91) denklemi kullamldig: takdirde

n R—1 nt — (3n 2) ot n
—t nt —
= MVt + 1V A — Vi A ( 1gkh+( 0, MML,() (5.109)

oldugu goriiliir. Dolayisiyla, (5.109) denklemi yeniden diizenlenirse,

R ih R aa O, - L,

1
—/’LVH—IV?L—R— V?Lh m—llV/l (5.110)

ifadesi elde edilir. Ayrica, (5.110) bagmtisi, A* ile carpihirsa

ey %M@M—#M&mm
_ Rtk h nt — k h
= Ak lkat+tk A\ I’l—l)L ginVimA" — (n—l)?L 7 A AUV A (5.111)
bulunur ve (5.111) denklemi diizenlenirse
R- ‘2 A Ay 4 k?Lk/l Mlklkl ——7L AT A,
n—1 n—
R nt

= Ak/lkvmtm Vo — —lz,,vm/lh S )thmﬂl (5.112)
n — —

ifadesi elde edilir. Boylece, (5.112) denklemi, baz1 iglemlerden sonra

(R—t)+ (nt—R)+ (B3n—2)t —t
n—1
+t(n—1)—(R—t)—(nt—R

n—1

A A Ny = AR Qi V ot

PR (5.113)
olarak bulunur. Bu durumda, (5.113) denklemi yardimuyla
A A A" Ay = ANVt (5.114)

dir. Sonug olarak, A; kovektor alaninin uzunlugu sifir olamayacagindan, son

denklemden, (5.95) denklemi elde edilir. O
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Teorem 5.12: Konformal diiz bir (PS), uzay: iizerinde, sonsuz kiigiik pseudo
homotetik doniigiim tanimlanamaz.

Ispat: Konformal diiz, A; kovektor alammna sahip bir (PS), uzayl ve bu uzay
iizerinde, sonsuz kiiciik pseudo homotetik doniisiim gz 6niine alinsin. Oncelikle,

(5.90)’den egrilik tensoriiniin kontravaryant bilegeni

1
Zl'k - n—2 (5z'ijk - 5}”Rik +8 ijlm — g,-kR’}’)
R
m(&mgm — 8/"gir) (5.115)

dir. Bu durumda, (5.115) denkleminin x™’ye gore kovaryant tiirevi alinirsa

1
ViR = P (6;"ViuR ji — 6]"ViuRix + gk ViR — ik VinR’}')
VR
- m&mg ik —97"gix)
1
= 3 (ViRjx — V iR+ 8k VmRi" — g VmR7')
1
T - Dn—2) (gjx ViR — gV R) (5.116)
bagintisi elde edilir. Bundan bagka, (5.116) denkleminde, Yardimci Teorem 2.1
kullanilirsa
N | 1 1
ViR = P— (ViRjx — V Ry + EgjkViR — EgiijR)
1
- m(gjkViR—giijR) (5117)

denklemi elde edilir. Ayrica, (2.18) denkleminde, A ve [ iizerine daraltma

yapildiginda, [5],
ViR = ViR —V Ry (5.118)

ifadesi bulunur. (PS), uzaymin boyutunun ikiden biiyiik oldugu goz Oniinde
bulunduruldugunda, (5.117) ve (5.118) denklemlerinin esitliginden

1

ViRjk - VjRik — m

(gjkViR—gikVR) (5.119)

bagintisi elde edilir. Dolayisiyla, (5.60) ile verilen denklem g/* ile carpilirsa ve j

ve k iizerinden toplam almirsa ve ¢ikan ifadede (2.15) kullanilirsa
VIR = 28" MR+ g A"Ryjun + 8™ A iRy + 8™ MR j1 + 87 A" Ry
= 24R+4L"Ry, g A = A (5.120)
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elde edilir. Ayrica, (5.60) bagntisi kullanilarak
ViRjk — VjR,'k = 2)4Rjk + )uhR,'jkh + ﬂ‘jRik + QLkRji + A‘thjki
— (2ARi+ A"Rjien + AiRj + MR ji + A" Ry )
= AiRjk— AR+ A"Rijpn + A" Ry jri — AR i — A" R
(5.121)

denklemi bulunur. Daha sonra, (5.121) denkleminde (2.14) kullanihrsa

ViRjx —V Ry = XiRjx— AR +2A" R+ A "Ry jri — A" Ry

= MRj— AR+ 21" Rijin — (A"Ryijn + A"R i) (5.122)
dir. Bundan bagka, (5.122) denkleminde (2.19) bagntis1 kullanilirsa
ViRjx—ViRyx = AiRji— AR+ 22" "R+ A Ry jun
= AiRjx— AjRi+ 31" Riju, (5.123)
bagmtisi bulunur. Béylece, (5.123) denklemi, (5.119) denkleminde kullanihirsa

AiR ji — ARy + gV ;R —gxViR) +3A"R; 1 = 0 (5.124)

—
2(n—1)
ifadesi elde edilir. Sabitten ve sifirdan farkli ¢ skaler fonksiyonu igin, (5.124)

bagntisi, @' ile carpilirsa

0AR 5 — 'Ry + (9igiV R — @ig i ViR) + 39/ A R, =0 (5.125)

2(n—1)
ve daha sonra, (5.125) denkleminde (5.84) kullanilirsa

, 1 . .
@' AR ji + m(‘PijR —8jk@'ViR) =0, gin®" = ¢ (5.126)

bulunur. Bundan bagka, (5.126) denkleminde, 6ncelikle, (5.120) kullanilirsa

O' AR i+ (ViR — g @' QAR +4A1"Ry)) =0 (5.127)

1
2(n—1)
elde edilir. Diger taraftan, (5.127) denkleminde, (5.84), kullanilirsa

O' AR i+ ViR —2gx9'LiR) =0 (5.128)

1
2(n—1)
dir. Son olarak, (5.128) denkleminde, Teorem 5.10 kullanihirsa
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bulunur. @ # sbt. kabulii altinda, (5.129) denkleminden

V,R=0

(5.130)

sonucuna ulagihr. Boylece, (5.130) ifadesi, (5.120) denkleminde kullanilirsa

h
27LJ'R—|—4A th =0
denklemi elde edilir. Bu denklemde, (5.94) kullanildigy takdirde,
ZQLJ'R —+ 4l‘lj =0
bulunur. Bdylece, (5.132) bagintisindan
R
= —E, lj ?é O
elde edilir. Ayrica, (5.133) denkleminin kovaryant tiirevi alinirsa
1
ve (5.134) denkleminde (5.130) kullanihrsa

Vit =0

(5.131)

(5.132)

(5.133)

(5.134)

(5.135)

bagintisi elde edilir. Bu durumda, (5.95) denkleminde (5.135) kullanilarak, ¢ =
0 ve dolaysiyla, (5.133) denkleminden R =0 elde edilir. Buradan, (5.93) ve

dolayisiyla, (5.92) yardimiyla, R;; = 0 oldugu aciktir. Bu sonug, konformal diiz

pseudo simetrik bir Riemann uzay: tanimina aykiridir. Dolayisiyla, konformal

diiz pseudo simetrik bir Riemann uzay: iizerinde, ¢ # sabit kogulunu saglayan

sonsuz kiiciik pseudo homotetik doniisiim tanimlanamaz.
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6. PSEUDO PROJEKTIF RICCI SIMETRIK RIEMANN UZAYINDA
SONSUZ KUCUK DONUSUM VE OZEL VEKTOR ALANLARI

6.1 Pseudo Projektif Ricci Simetrik Riemann Uzayinda Sonsuz Kii¢iik Doniisiim

Ve Ozel Vektor Alanlari

1994 yilinda, M. C. Chaki and S. K. Saha tarafindan yapilan bir ¢alismada,
boyutu ikiden biiyiik, pseudo projektif Ricci simetrik Riemann uzaylarinin skaler
egriliginin sabit oldugu gosterilmigtir. S0z konusu uzaylarin bu ozelligi goz
oniinde bulundurularak, Ricci olarak diiz olmayan ve boyutu ikiden biiyiik olan
bir Pseudo projektif Ricci simetrik Riemann uzayina ait, sonsuz kii¢iik pseudo
homotetik doniisiim ve konkiiran, rekiiran, tors ve yari tors olusturan vektor

alanlar ile iiretilen 6zel doniigiimlerin 6zellikleri incelenmigtir.

Bir Riemann uzayma ait projektif egrilik tensorii, bu uzayin egrilik tensorii ve

Ricci egrilik tensorii cinsinden ifadesi

h o oh
Pk = Rij —

1

— (Rj8!" — RiS7) (6.1)

seklindedir, [5]. Diger taraftan, n-boyutlu bir Riemann uzayinim projektif egrilik

tensoriiniin daraltilmas: ile elde edilen F;; tensoriiniin, Ricci egrilik tensorii ve

skaler egrilik cinsinden ifadesi

n R hk
bij=——7Rij— =8> Bij=8 Fin;j (6.2)

ile verilmigtir. Eger, P;; tensorii asagidaki kosulu saglyorsa, bu uzay pseudo
projektif Ricci simetrik uzay olarak tanimlanmigtir

VilPij = 2MFij+ AP+ APy . (6.3)

Uyar1 6.1: n =2 olmas: halinde, P;; = 0 dir. |

Uyar1 6.2: Bu boliimde verilecek olan tiim teoremlerde, boyutu ikiden biiyiik
n-boyutlu bir pseudo projektif Ricci simetrik Riemann uzay kisaca, (PPRS), ile

gosterilecektir. a
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Uyar1 6.3: Bu boéliimde boyutu ikiden biiyiik (PPRS), uzayma ait, ¢ #
sabit kosulunu saglayan sonsuz kiiciik pseudo homotetik doniigiim goz Oniine
aliacaktar. O
Oncelikle, calisma boyunca kullanilacak olan, asagidaki teorem verilsin:
Teorem 6.1 : Bir (PPRS), uzaymin skaler egriligi sabittir, [16]. O
Uyar: 6.4 : Bir V, n-boyutlu Riemann uzaynin bir Einstein uzay:1 olmasi i¢in
gerek yeter kogul P;; = 0 olmasidur. O
Asagidaki teoremlerde, Einstein uzayi olmayan bir (PPRS), uzayr gbz Oniine
alinacaktur.

Sonug 6.1: Bir (PPRS), uzayinin skaler egriligi sifirsa, uzay pseudo Ricci simetrik
bir Riemann uzayidir. O
Sonug 6.2: Bir (PPRS), uzayma ait, sonsuz kii¢iik pseudo homotetik doniigiim
g6z oniine alinsin. Bu takdirde, R =0 dur.

Ispat: Teorem 6.1 den, bu uzayin skaler egriliginin sabit oldugu hatirlanirsa,

(3.15)3 yardimiyla
“2pR=0 (6.4)
bulunur. Boéylece (6.4)’den, pseudo projektif Ricci simetrik Riemann uzayinin

sonsuz kii¢iik pseudo homotetik doniigiim altinda skaler egriligi sifirdar. O

Teorem 6.1, Uyar1 6.3 ve (3.15)3 denkleminden, agagidaki sonug agiktir:

Sonug 6.3: Skaler egriligi sifirdan farkli bir (PPRS), uzayinda, sonsuz kiigiik
pseudo homotetik doniisiim tanimlanamaz. O
Teorem 6.2: Bir (PPRS), uzay1 iizerinde, sonsuz kii¢iik pseudo homotetik

doniigiim goz oniine alinsin. Bu takdirde,
i. bu uzaym A; kovektor alani Lie invaryant degildir ve
ii. A; kovaryant vektorii ile @; birbirine diktir.

Ispat: i. Oncelikle, Sonu¢ 6.2'den, uzaymn skaler egriliginin sifir ve Sonug
6.1’den, uzaym boyutu ikiden biiyiik bir (PRS), uzayindan ibaret oldugu goriiliir.
Boylece, Teorem 3.3 yardimiyla, uzaym A kovektor alaminin Lie invaryant

olmadig goriiliir.
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ii. 11k olarak, Sonuc 6.1’den dolay1, boyutu ikiden biiyiik bir (PPRS), uzaymin

skaler egriliginin sifir ve Sonug 6.2 yardimiyla, bu uzayn (PRS), uzaymdan ibaret

oldugu agiktir. Dolayisiyla, Teorem 3.4 yardimiyla, A; ile @; birbirine diktir. O

Teorem 6.3: Skaler egriligi sifirdan farkh bir (PPRS), uzayinda bir hareket goz

oniine alinsin. Bu takdirde, A; kovektor alani Lie invaryanttir.

Ispat: Ilk olarak, (2.68) denklemi kullanildiginda
Ly(Vilbj) = Vi(LPj) = —Punj il — Pl
dir. Daha sonra, (2.44) denklemi, (6.5) denkleminde kullanilirsa
Zy(ViBij) = Vi(ZBj) = 0.

bulunur. Diger taraftan, (6.2) denkleminin Lie tiirevi

n R
Rij_n—l
n

1
= DR~ (8 LR+ RZgi)

Lhj = A(— 8ij)
seklindedir. Bu ifadede, (2.43) kullanilirsa
n 1
gvPij = H%sz - mgijng

dir. Boylece, (2.48) denklemi, (6.8) denkleminde kullamlarak

1
LB = —m(gij-va)

(6.5)

(6.6)

6.7)

(6.8)

(6.9)

elde edilir. Ayrica, Teorem 6.1’den, (PPRS), uzaymin skaler egriliginin sabit

oldugu goz éniinde bulundurulursa, (6.9) denklemi agagidaki forma indirgenir

2P =0.
Boylece, (6.6) denklemi, (6.10) yardimiyla
Z(ViPij) =0
seklinde elde edilir. Bu denklemde (6.3) kullanilirsa
L 2MP;j 4 AP+ AjPy) =0

dir ve boylece, (6.12) denklemi, (2.64) ve (2.65) yardimiyla

2P LN A 20N LV + Prj L Ai + MLy P+ P LA+ AL Py = 0

7

(6.10)

6.11)

(6.12)

(6.13)



haline gelir. Ayrica, uzayin A; kovektor alaninin hareket altinda Lie tiirevi
LA = d; (6.14)
olarak alimirsa, (6.13) denklemi, (6.14) yardimiyla
2P jdy +-2M L Py + Py jdi + A L Py j + Pyd j+ A L Py = 0 (6.15)
bulunur. Daha sonra, (6.15) denkleminde, (6.10) denklemi kullanilirsa
2diPij+diPjx +djP; =0 (6.16)
sonucu elde edilir. Boylece, (6.16) denkleminde, k, i ve j indisleri devirsel olarak
degistirilirse
2d;Pjx +djP+diPij =0 (6.17)
ve
2d Py + diPij +diPj = 0 (6.18)

denklemleri elde edilir. Bu durumda, (6.16), (6.17) ve (6.18) denklemleri taraf

tarafa toplanirsa
diPij+diPj+diP; =0 (6.19)
dir. Bundan bagka, (6.19) denkleminde, Teorem 3.1 kullanilirsa
di =0 (6.20)

bulunur ki, buradan, (6.20) denklemi yardimiyla, uzayin A; kovektor alaninin Lie
invaryant oldugu goriiliir. O
Asagidaki teoremlerde, uzunlugu sabit olmayan konkiiran vektoér alan1 géz 6niine
alinacaktur.

Teorem 6.4: Bir (PPRS), uzayinda, konkiiran vektor alam ile {iretilen sonsuz
kii¢lik doniigiim goz Oniine alinsin. Bu takdirde, uzayin skaler egriligi sifirdir.
Ispat: Yardinci Teorem 4.1 yardimiyla, v konkiiran vektor alani ile iiretilen
sonsuz kiiciik doniigiimiin bir sonsuz kiiciik has homotetik doniigiimden ibaret
oldugu agiktir. Diger taraftan, (2.75) ve (2.85) denklemleri yardimiyla, p = ¢ =
sbt. # 0 oldugu gosterilmigtir. O halde, (2.74) denkleminden

ZR=—2¢R (6.21)
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bulunur. Ayni zamanda, Teorem 6.1’den, bu uzayin skaler egriliginin sabit oldugu

kullanilirsa, (6.21) denklemi

0=-2¢R. (6.22)
formuna indirgenir. Buradan da, bu uzayin skaler egriliginin sifir oldugu agiktir.
O

Teorem 4.3 ve Teorem 6.4 den asagidaki sonug elde edilir:

Sonug 6.4: Bir (PPRS), uzaymda, v konkiiran vektor alam ile iiretilen sonsuz
kiiciikk doniigiim g6z Oniine alinsin. Bu taktirde, (PPRS), uzayi bir (PRS),
uzaymdan ibaret olup, bu uzaym A; kovaryant vektorii ile v; birbirine dik degildir.

O

Teorem 6.5: Skaler egriligi sifirdan farkli bir (PPRS), uzay1 iizerinde, v yari
tors olusturan bir vektor alani géz oniine alinsin. Bu takdirde, A; ile v; birbirine
diktir.

Ispat: Oncelikle, (2.97) denkleminde agagidaki denklem elde edilir

VVERy =0 . (6.23)
Yukaridaki son denklemin kovaryant tiirevi alinirsa
0 = V,(0WVRy)
= VRV + VRV + vV YRy (6.24)

dir ve daha sonra, (6.24) denkleminde, (2.82) kullanilirsa ve gerekli diizenlemeler

yapilirsa
0 = VRi(p8),+ o) +VRi(PE) + 0mV") + vV ViR
= pkamk + ¢mvika,-k + pviRim + ¢mvkviRik + vikamRik
= 20V Ry + 20,V Ry +VIVEV Rk (6.25)
bulunur. Bu denklemde, (6.23) kullanilirsa
2PV R +VIVEV Ry = 0 (6.26)

elde edilir. Diger taraftan, (6.2) denkleminin kovaryant tiirevi alinirsa ve elde
edilen denklemde, Teorem 6.1 kullanilirsa

n
ViPim = —
n

ViR (6.27)
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bagmtisi elde edilir. Béylece, (6.27) denklemi, sirasiyla, v/ ve v ile carpilirsa

VY Py = V"V R (6.28)

dir. Daha sonra, (6.26) denklemi, "5 ile carpilirsa

2n 4 n
pv Ry +
n—1 n—

VR =0 (6.29)
ve (6.29) denkleminde, (6.28) ifadesi goz 6niinde bulundurulursa

, _”1 PV Ry + VAV Py = 0 (6.30)

elde edilir. Bundan bagka, (6.30) denkleminde, (6.3) denklemi kullanilirsa

2n
n—1

PV R + VIV (24P + AiPouic + Ak Pim) = 0 (6.31)

dir. Ayrica, (6.31) denkleminde, (6.2) denklemi kullanilirsa

2n R

; n

= 1PVkka + 2V’VkM(nT1Rik — o 8ik)

VA Rt — i) A A R — — i) (6.32)
“n—1" n—1°" n—1" n—-1°" ’
bulunur. Béylece, (6.32) denklemi diizenlenirse
2 , R .
0 = " PV R + Zlev’kaik —2— AV gy
n—1 n—1 n—1

n . R . n ) R .
+— AV R — —kiv’vkgmk + —— VKR — —).kv’vkg,-m
n—1 n—1 n—1 n—1

(6.33)

ifadesi elde edilir. Bu durumda, (6.33) denklemi yeniden diizenlenirse

) . R .
0 = ! PV R + ZL)mVleRik —2——AnV'V;
n—1 n—1 n—1

n : R : n : R
AV V Ryt — —— A" v+ —— A"V Rig — —— Avm*, gimV* = vi
n—1 n—1 n—1 n—1

(6.34)

sonucu bulunur. Bu takdirde, (6.34) denklemi

2 . R . 2 : 2R
= " PV R + Zlev’kaik —2—— A+ —n/l,-vlkamk — = v
n—1 n—1 n—1 n—1 n—1

(6.35)
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formuna indirgenir. Ayrica, (6.35) denkleminde, (6.23) gbz Oniinde

bulundurulursa

2n
n—1

R . : R .
PV R — 2 AV vi 42— AV Ry — 22— A =0 (6.36)
n—1 n—1 n—1
elde edilir. Boylece, (6.36) denklemi diizenlenirse
npkakm — AV ViR + nAV'V R — Av'v R =0 (6.37)
ifadesi bulunur. Daha sonra, (6.37), v ile ¢arpilirsa

0 = v’"(npkakm — AV ViR + nAVVE R — l,-viva)

= npVV" Rign — V" AV'ViR + nAv' VY R — Aiv'v, v R (6.38)
dir. Bu takdirde, (6.38) denklemi, (6.23) yardimiyla

0 = —V"LV'viR—AV'v,V"'R

= —2V"A,V'ViR (6.39)

olarak bulunur. Buradan, uzaym skaler egriliginin sifirdan farkli oldugu goz

onilinde bulundurularak
AV =0 (6.40)

elde edilir. Dolayisiyla, (6.40) denkleminden, A, kovaryant vektorii ile vy,

vektoriiniin birbirine dik oldugu goriiliir. Boylece, ispat tamamlanmig olur. O
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7. PSEUDO PROJEKTIF SIMETRIK RIEMANN UZAYINDA SONSUZ
KUCUK PSEUDO HOMOTETIK DONUSUM

7.1 Pseudo Projektif Simetrik Riemann Uzayinda Sonsuz Kiiciikk Pseudo

Homotetik Doniisiim

Vp, n-boyutlu bir Riemann uzayi olmak {izere, bu uzaya ait projektif egrilik
tensoriiniin, egrilik tensorii ve Ricci egrilik tensorii cinsinden ifadesi agagidaki

bagint1 ile verilmektedir, [5]

1
Pl =Rl — — (Rjx8]' = Rid}), Pijin = &Pl (7.1)

1

n R hk
i~ 8 Fii =8 Finkj- (7.2)

B =
Ayrica, (5.2), (5.3) ve (5.4) denklemlerinden, iki boyutlu Riemann uzayinin

projektif egrilik tensoriiniin 6zdeg olarak sifir oldugu goriiliir. Yani,
Pl =0 (7.3)

dir. Dolayisiyla, calisma boyunca, boyutu ikiden biiyiik olan bir pseudo projektif
simetrik Riemann uzay1 géz oniine alinacaktir.

n-boyutlu bir Riemann uzayinin projektif egrilik tensori
ViPjkn = 2N P, ji + AiPyjkn & A jPakn + AacPijin + AP jra (7.4)

kogulunu sagliyorsa, bu uzay, pseudo projektif simetrik Riemann uzayi olarak
adlandirihr, [16]. Bu béliinde, boyutu ikiden biiyiik, pseudo projektif simetrik
Riemann uzayina ait, sonsuz kii¢iik pseudo homotetik doéniigiim ve bu doniigiimii
olugturan 6zel vektor alanlart ile ilgili aragtirmalar yapilmig ve elde edilen sonuclar
teoremlerle ifade edilmistir.

Uyar1 7.1: Bu calismada goz 6niine alinacak olan n-boyutlu bir pseudo projektif

simetrik uzay1 (PPS), ile gosterilecektir. O

Uyar1 7.2: Bu boliimde ele ahnacak tiim teoremlerde, (PPS), Riemann uzayinin
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boyutunun ikiden biiyiik oldugu kabul edilecektir. O
Uyar1 7.3: Bu bodliimde ele alinacak teoremlerde, Einstein uzayr olmayan ve
Ricci-diiz olmayan (PPS), uzay1 goz oniine alimacaktir. O
Uyar:1 7.4: Bu boéliimde ele alinacak teoremlerde, @ # sabit kogulunu saglayan
sonsuz kii¢iik pseudo homotetik doniigiim gbz 6niine alinacaktir. O
Teorem 7.1: Bir (PPS), uzayimn skaler egriligi sabittir.

Ispat: Oncelikle, (7.4) denklemi g/* ile carpilirsa ve j ve k indisleri iizerinden

toplam alimirsa ve (7.2), bagimtisi kullanilirsa
" ViPin = 28" NP+ ™ NP + 87 AP + 87 AP jun + 87 AP
ViPy = 2MPu+ APy + A Py + AP+ APy, g% A = A (7.5)

seklinde bulunur. Daha sonra, (7.1)-(7.2) denklemleri, (7.5) denkleminde

kullanilirsa

n 1 n R n R
ViR — ——gnViR = 22 Rin— —gin) + ARy — —
ViR 8V 1O Rin = —8in) + Al — Rin = —— &)

+A5(

" Ry— )+ AR L R+ ——Rugn)
n—1 il n_lgll ilkh n—1 1k&ih n—1 ik81h

1 1
+ AR (Rigan — ——Rugin + ——Rigun) (7.6)
n—1 n—1

ifadesi bulunur. Ayrica, (7.6) denklemi g ile carpilirsa, & ve i indisleri iizerinden
toplam alinirsa

n n R

. 1 .
ih ih
ViR — ——ginViR) = 25", Rip— ——gi
8 (l’l—l 124873 n_lgzh l ) 8 l(l’l—l ih n_lglh)
8 A Rin = —8m) + 8" A — R = — 8il)
) 1 1
+&" X (Rijky, — ——Ru&in + ——Rix&in)
n—1 n—1
ihq k 1 1
+8"" A" (Rijun — ——Rik&in + ——Ri1&kn) (7.7)
n—1 n—1

dir ve (7.7) denkleminde (2.16) denklemi kullamlirsa

0 = /lh(ni TR~ nR%]glh) +li(ni TR — Ij [ 8il)
+ ARy - i TR+ n%lRik@i)
bRy~ Ry Ry), g = A (7.8)
bulunur. Egeri (7.8) denklemi diizenlenirse
Ozlh(nﬁ1th—nflglh)Jr?Li(ni1Ri1—nf18i1) (7.9)
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bulunur.Béylece, (7.9) denkleminden, asagidaki denklem elde edilir

gm) =0. (7.10)

AR . Ry —
n— n—

1 1

Dolayisiyla, (7.10) asagidaki denkleme egittir
nA Ry = MR, g =2 . (7.11)

Diger taraftan, (7.6) denklemi, g ile carpilirsa ve i ve [ indisleri iizerinden toplam

alinirsa
g, n 1 i n R
ViRi — ——guViR) = 282, Rip— ——g;
8 (I’l—l JRANY/] n_lglh l ) g l(n_l ih n_lglh)
ity R ity (N R
Ai(——Ry, — —— A Ry ———g;
+8 (n—l Ih n_lglh)+g h(n_l il n—lgll)
il k 1 1
+8" A% (Ritkn — ——Rix&in + ——Rix&n)
n—1 n—1
. 1 1
+8"A*(Ritan, — ——Ru&in + ——Rirgin) (7.12)
n—1 n—1

bulunur. Ayrica, (7.12) denkleminde (2.15) denklemi kullanilirsa

n

(n—l
+2.4

1 N R
VR, — ——8!V,R) = 21! Ry, — ;
S ) (n—l h n—lgh)
n R n nR
Ry, — A R—
R —8m) + A )

n—1 n—1
1 1 :
+)Lk(—an,k6,§ + - Ri5})
1

1 , .
+AM (R, — nTlle@l, + n_—lekh)a g =2 (7.13)

bagintisi elde edilir. Boylece, (7.13) denklemi, bazi ara iglemlerden sonra,
asagidaki sekle doniisiir

n 1 R n R

VIRl — — V,R) = 2(—2— ARy — ——2 ARy, — — ),
(n—l P 1 nR) (n—l 1 h)+(n—1 1 )
1 1
+ (—A*Ry — ml"RhH leh) . (7.14)
Ayrica, (7.14) denkleminde, Yardimcr Teorem 2.1 kullanilirsa
n 1 noo. R
—V,R——V,R) =3 ARy ———A4
(2(n—1) WR = ViR) = 3C 3 AR = = )
n 1
—— I)Lthk+ —n_ lth (7.15)
bulunur. Daha sonra, (7.15) denkleminde, (7.11) kullanilirsa
n—2
2((71 — 1)) V,R=0 (7.16)
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ifadesi elde edilir. (PPS), uzaymin boyutunun ikiden biiyiik oldugu goz oniinde

bulunduruldugunda, (7.16) denkleminden

V,R=0 (7.17)
dir. Boylece, (7.17) denkleminden

R = sbt. (7.18)

oldugu goriiliir. O
Teorem 7.2: Bir (PPS), uzayina ait, sonsuz kii¢iikk pseudo homotetik doniigiim

g6z Oniine alinsin. Bu takdirde, bu uzayin skaler egriligi sifirdir.

Ispat: Oncelikle, (2.63) ve (3.15)3 denklemleri kullamhrsa
V'V R = —2¢R (7.19)

dir.  Daha sonra, Teorem 7.1'in sonucu olarak elde edilen (7.17), (7.19)

bagintisinda kullanildig: takdirde
—2¢pR=0, ¢ #0 (7.20)

bulunur. Béylece, (7.20) denkleminden, boyutu ikiden biiyiik bir (PPS),, sonsuz
kii¢iik pseudo homotetik doniigiim goz 6niine alindiginda, uzayin skaler egriliginin

sifir oldugu goriiliir. O

Sonug 7.1: Skaler egriligi sifirdan farkh bir (PPS), uzayinda, sonsuz kiigiik

pseudo homotetik déniigiim tanimlanamaz. a

Teorem 7.3: (PPS), uzayma ait bir hareket géz 6niine alinsin. Bu takdirde, bu
uzaymn A; kovektor alani Lie invaryantir.

Ispat: Einstein uzay1 icin P;; =0 dir. Hipotez olarak P;; # 0 oldugundan, bu
uzay Einstein uzay1 olamaz. Oncelikle, (2.68) denkleminden agagidaki baginti

elde edilir:
Ly(ViPy) = Vi(LPj) = =Py LT — Pp T (7.21)
Daha sonra, (2.44) denklemi, (7.21) denkleminde kullamlirsa

Ly (ViPj) = Vi(ZLPRj) = 0 (7.22)
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bulunur. Diger taraftan, (7.2) denkleminin Lie tiirevi almirsa, (2.43) ve (2.48)
denklemleri kullanilirsa ve Teorem 7.1’den uzayin skaler egriligin sabit oldugu goz

ontinde bulundurulursa
ZLPj=0 (7.23)

elde edilir. Diger taraftan, (7.1) denklemi g, ile ¢arpilirsa ve h ve m iizerinden

toplam alinirsa
Sl = (Rl — (Rl ~ Ry8])
Pijim = Rijkm_ﬁaejkgmi_Rikgmj) (7.24)
bagintis1 mevcut olur. Daha sonra, Lie tiirevinin 6zellikleri yardimiyla,
Lo(A'Puj) = Pu LA+ A LR

= Py (8" M) + A LBy & A = 2!

= Puj(AnZog™ + " Ldw) + A Lo P (7.25)
denklemi gz 6niine alimirsa ve bu denklemde (7.24) kullanihirsa

1
LA Pyj) = Eklj(lmﬁgmhrgmlgvlrn)+7Ll-$v(Riklj—nTl(szgji—Rﬂgkj))

(7.26)

bulunur. Bundan bagka, (7.26) denklemi, Lie tiirevinin 6zellikleri yardimiyla

agsagidaki gekildedir

LA Puj) = Puj(AnLig™ + 8™ L Am)
AN (LR — ni—liﬁv(szg ji — Ritgk;j))
= Pu;j(An 28" +&" Ly Am)
+A (LR — % (Ru-20gji + 8ji-LvRi — R Ly8kj — 8k j-LvRir)) -

(7.27)

Ayrica, (7.27) denkleminde, sirasiyla, (2.43), (2.46), (2.47) ve (2.48) bagmtilar:

kullanilirsa

LA P ) = P jg™ Ly om (7.28)
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ifadesine ulagilir. Diger taraftan, hareket altinda, boyutu ikiden biiyiik bir (PPS),

uzaymim A; kovektor alaninin Lie tiirevi, agsagidaki sekilde gosterilsin
LA =d . (7.29)
Boylece, (7.28) denkleminde, (7.29) esitligi kullanilirsa
(M Pyj) = d'Pygj, d' = g"dy (7.30)
bulunur. Daha 6nce elde edilen (7.22) denkleminde, (7.23) denklemi kullanilirsa
L,(ViPj) =0 (7.31)
sonucu bulunur. Boylece, (7.31) ve (7.5) denklemlerinden
ZLo(2MP;j+ AiPij+ A Pagj+ A Paj+ AjPa) = 0 (7.32)
dir. Ayrica, (7.32) denkleminde, Lie tiirevi ézellikleri kullanildiginda

0 = Zﬂ«kgvPij + Zﬂjjvlk + )L,‘gkaj +ijgvli
+ L(A'Puj) + LA Pug) + A LPi+ P A (7.33)

bulunur. Yukaridaki son denklem ve (7.23) denklemi yardimiyla
2P LM+ P Lohi+ Lo(A Py j) + Ly (A Pyyj) + Pl = 0 (7.34)
elde edilir. Daha sonra, (7.34) denkleminde, (7.29) esitligi kullanilirsa
2Pjdi+ Pejdi + Z,(A P ) + Lo(A Paj) + Piedj = 0 (7.35)
bulunur. Eger, (7.35) denkleminde (7.30) kullanilirsa
2diPj + diPej+d' Py j +d' Pyj+djPy = 0 (7.36)

elde edilir.

(PPS), uzayinn skaler egriliginin sifir ve sifirdan farkli olmasi durumu goz 6niine
almsin:

I. Durum: Sifirdan farkli bir (PPS), uzay1 goz oniine alinsin.

(7.36) denkleminde, (7.1)-(7.2) denklemleri kullanilirsa agagidaki denklem elde
edilir:

n R n R n R
Rii— ) di( Ry — Vrdi(— Ry — g
—y R s G R L 8) + G Rie— i)

1 1
+d' (R — m(Rklgij —Rugy;)) +d (R — m(legij —Ryg1;)) =0

2~

(7.37)
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Bu denklem bazi ara iglemlerden sonra asagidaki sekle doniigiir:

n
n—1

R
(2dkR;j +d;iRyj+dRix) — 1 (2dxgij +digrj+d;jgik)

I

d
+d' (Rigj + Rine) + m(Rilgkj —Rygij+Rixgij —Riegij) =0 . (7.38)

Baylece, (7.38) denkleminin k, i ve j indisleri devirsel olarak degigtirilirse

n R
—— QiR+ djRig + diRji) — -— (2dig ji + djgix + dig ji)
I

d
+d' (Rjik + R juix) + nTl(legik —Rygjk+Rjigik —Riigjx) =0 (7.39)

ve

n

R
P (2deki +diR i —|-d,‘Rkj) — H(Zdjgki +digji —i—d,'gkj)
[

d
+d' (Ryjii + Ruji) + pa— (Ruigji — Rjigki+ Rijgii— Rijgri) =0  (7.40)

denklemleri elde edilir. (7.38)-(7.40) denklemleri taraf tarafa toplanirsa

4n
n—1
[

d
+m(—szgij + Rixg1j + Rjigik — Riig jk + Rijgii — Rijgri) =0 (7.41)

R
(drgij+digkj+d;gix)

(diRij + diRyj +djRi) = ——

oldugu goriiliir. Diger taraftan, (7.11) denkleminin Lie tiirevi alinirsa

RZ,( M)+ M ZL(R) = n(lefvllﬁ—}Ll%le)
= n(RpZ(g" ) + A ZR), A = g™ A

= Ry (An L8 + 8" L) + A LRy (1.42)
bagintis1 mevcuttur. Yukaridaki, son (2.46) ve (2.48) bagntilar: kullanilarak
RZ,(M) + XL (R) = nRyg" L, 2o (7.43)
ifadesine ulagilir. Ayrica, (7.43) denkleminde, Teorem 7.1 kullamilirsa
RZL,(A) = nRig"™ L, A (7.44)
bagintisi bulunur. Boylece, (7.44) denkleminde, (7.29) kullanilarak

1
d'Ry = —diR, ¢"d,, = d' (7.45)
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bulunur. Bu takdirde, (7.45) denklemi, (7.41) denkleminde kullanihrsa

0 = 4n(dyR;j+diRyj + djRix) — 4R(drgij +digrj +d;gik)

1 1 1
+(— iRgij+djRi+ diRji = diRg jic+ diRyj — ;degki) (7.46)
elde edilir. Ayrica, (7.46) diizenlenirse

0= 4n(dkRij -I-diRkj +deik) —4R(dkgij -I-digkj +djgik)

R
(drgij+digjk +djgui) + (djRix + diR i + diRy ) (7.47)

n

dir ve (7.47) denklemi, baz1 iglemlerden sonra agagidaki ifadeye doniigiir

4dn+1
0 = (4n+1)(d;Rix +dkRji +diRy;) — ( >R(dkgij +digji+djgri) -
(7.48)
Sonug olarak, (7.48) denklemi diizenlendiginde
R
0 = (djRix+dkRji+ diRkj) - (drgij+ digjk + d;gri) (7.49)
bulunur. Diger taraftan, (7.49) denklemi, agsagidaki gibi de yazilabilir
R R R
dj(Rix — ;gki) +di(Ryj — ;gkj) +dy(Rij — ;&’j) =0. (7.50)

Boylece, (7.50) denkleminde, Teorem 3.1 kullamlirsa ve (PPS), uzaymin bir

Einstein uzay1 olmadig goz oniinde bulundurulursa
dr =0 (7.51)

elde edilir. Dolayisiyla, (7.51) denklemi yardimiyla, istenen sonug elde edilmis
olur.

II. Durum: Skaler egriligi sifir olan bir (PPS), uzay1 gz 6niine alinsin.

Bu takdirde, (7.49) denkleminde, (PPS), uzaymin skaler egriliginin sifir oldugu

g6z oniinde bulundurulursa
djRjx +diRji+diRi; =0 (7.52)

elde edilir. Boylece, son denklemde, Teorem 3.1 kullanihirsa, bu uzaymn A;

kovektor alaninin hareket altinda Lie invaryant oldugu goriiliir. O
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Teorem 7.4: (PPS), uzaymnda sonsuz kii¢iikk pseudo homotetik doniigiim goz
oniine alinsin. Bu takdirde, A; kovektor alani Lie invaryant olamaz.
Ispat: Hipotezden dolay1 P;j # 0 oldugundan, (PPS), uzayr Einstein uzay1

olamaz. Oncelikle, (7.2) denkleminin Lie tiirevi alirsa

n 1 R
LPj = m%sz - mgij%R - ﬁ%gij (7.53)

denklemi elde edilir. Daha sonra, (7.53) denkleminde (3.15), denklemi ve Teorem

7.2 nin sonucu olarak elde edilen R = 0 kullanilirsa
ZyFij=0 (7.54)
sonucu bulunur. Bundan bagka, (2.68) denklemi ve (7.54) yardimiyla
Ly(ViBij) = —& QiPnj— 8" QcPinj+ Q" 8kiPrnj — O @jPim — 6] QcPim + 0" 8k jPim
= —QiPj— QP;j+ 9" 8kiPnj — ©iPik — QcPij + 0™ 8k jPim
= —20P;j — QiPrj — QP+ Q" gkiPmj + 0" gk jPim (7.55)
bulunur. Ayrica, (7.55) denkleminde (7.5) kullanilirsa
LyMPij+ AiPrj+ A Py + A Py + APy =
—20kP;j — QiPij — QP+ 0" gkiPnj+ 9" 8k jPim (7.56)

elde edilir.  Diger taraftan, (7.56) denkleminde, Lie tiirevinin ozellikleri

kullanilirsa

204 LPij+ 2P L dg + MiLu P+ P Lodi + LM P i) + L0(A Pu)

+Aj LoPi+ Py Lydj = =20cF;j — QiPj — QP+ 9" gkiFmj + @™ 8k jPim

(7.57)
denklemine ulagilir. Ayrica, (7.57) denkleminde (7.54) kullanmilirsa
2P, LM+ P Lydi+ LM P ) + L (A Pugj) + P Lo =
—2QkP;j — QiPij — QP+ 0" g1iPnj + ©™ gk jPim (7.58)

ifadesi elde edilir. Ayrica, Ricci diiz olmayan, Einstein uzay: olmayan ve boyutu
ikiden biiyiik bir (PPS), uzaymim A; kovektor alanimin sonsuz kiigiik pseudo

homotetik doniigiim altinda Lie tiirevi,
LA =d, (7.59)
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oldugundan, (7.58) denklemi, agagidaki sekilde de yazilabilir
2diPij +diPyj+ Ly (A Pagj) + Lo(A Pyj) +d Py =
—2QP;j — QiPcj — QP + 0" gkiPnj+ 0" gk jPim - (7.60)
Diger taraftan,

LA Pyj) = Pui LA + A LPy;
PutjLo(8" Am) + A LoPrajy & A = !

= PujAnZog™ + " Ldm) + A LoPi (7.61)
dir. Elde edilen bu son denklemde, (7.1) denklemi kullanilirsa

1
LM Py;) = Piklj(lmﬁ/gml+gml$zlm)+)~l$z(Riklj_nTl(Rklgji_Rﬂgkj))

(7.62)
bulunur. Bundan bagka, (7.62) ve (2.65) denklemlerinden

LMPyu)) = Puj(an g™ + g™ Lym)
1
+A (LR — —1 (Ru-2,8ji + 8ji-LvRi — R L, 8kj — 8k j-LVRir))

(7.63)
dir. Boylece, (7.63) denkleminde (2.76); kullanilirsa
LM Pw;) = Puij(AnZg™ + 8" LyAm)

1
A (LR — —1 (R (29gi) + 8ji-lvRi — Ri(208k ;) — 8kj-ZvRir))

(7.64)
denklemi elde edilir. Daha sonra, (7.64) denkleminde (2.70) kullanilirsa

LMPuy) = Puj(—208™ A+ g™ Ly 2un)
1
+A (LR j — 1 (208;iRu + 8i-LoRia — 298kjRi — 8kjLRi))

(7.65)
bulunur. Bundan bagka, (7.65) denkleminde (3.15), kullanilirsa

LMPwy) = Puj(—208" A+ 8" L)

1
A (LiRij — — (208iRu —208Ra))  (7.66)
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bagintisi bulunur. Ayrica, (7.66) ifadesinde (3.15); kullanilirsa
LMPuy) = Puj(—208" A+ g™ L)
1
+A! 2R — 1 (208iRu —298k;Ri)) (7.67)
dir. Son olarak, (7.67) denkleminde (7.59) kullanilirsa

LoA'Puj) = Pugj(—208" Aon+ 8" dpn)

1
+Al(2(PRiklj - m(szgjiRkl —2¢giiRir)) (7.68)
denklemine ulagilir. Béylece, (7.68) denklemi diizenlenerek

1
LA Pyj) = Piklj(—2<P7Ll+dl)+2<P11(Rik1j—m(Rklgji)—Rﬂgkj)
= Puj(—20A" +d") +20A Pyj, A1 =g"" A, "' d = d’
Py, (7.69)

seklinde bulunur. Dolayisiyla, elde edilen (7.69) denklemi yardimiyla, (7.60)

denklemi

2dPij+diPyj+diPy+d Pygj+d' Py = —2uPij— @iPxj — 9jPy
+ q)mgkipmj + (pmgijim (7.70)

olarak elde edilir. Daha sonra, (7.70) denkleminde, (7.1)-(7.2) denklemleri
kullanmilirsa
n R n R n R

R — N+ ds Ri:— N+d: R —
—y R s TG R = e T G R

2dk(l’l gik)

1 1 1 1
+d' (Rigj — —Rusijt - —Rugkj) + d' (Rij — ——Rusij+ - — Rigi))

n R n R n

Rii— ) — O ——Ry i — ——0,) — ©: R —
— i n_lgl]) (Pl(n—l kj n_lgk]) (p](l’l—l ik n_1
n R n R

— Rmj — p— 1gmj) + (ngkj(mRim - mgim) (7.71)

= —2§Dk(n gik)

+0" gri(
n

elde edilir. Bu ifadede, Teorem 7.2’ nin sonucu olarak elde edilen, R =0

kullanmildiginda
n n n
den — 1Rij —i—d,‘—n — 1Rkj +dj—n_ lRik
1 1 1
I I
+d (Riwj = Riagij+ - — Rugkj) +d' (Rinj — - — Rugij + - — Rixsi;)
n n n m N " n

= —2(Pkaij - (PimRkj - (ijRik +¢ gkimij +¢ gkijim

(7.72)
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bulunur. Yukaridaki denklem, asagidaki gekilde diizenlensin

n n n
2(dyc+ @) Rij + (di + i) — Ryj + (dj + @) — R

+d' (Riaj — anl (Rugij — Rugx;)) +d' (Rij — n%l (Rixgij — Rikgij))
= 0" 9B+ 0" g1 Rim (1.73)
Diger taraftan, (7.11) denklemi ve Teorem 7.2’den
ARy, =0 (7.74)

oldugu goriiliir. Bu bagmtimin Lie tiirevi alinir ve (2.65) denklemi kullanilirsa

0 = Z(A'Ry)
= R LA+ A LRy,
= RuZo(8"" Am) + A LRy,

= Run(AnZog" + 8" L,0m) + A LR (175)
bulunur. Eger, (7.75) denkleminde (2.70) denklemi kullanilirsa

0 = Ru(An(—208")+ " L 2m) + A LRy,

= Ri(=20AF + g L) + A LRy, & Ay = AT (7.76)
sonucuna ulagilir. Ayrica, (7.76) denkleminde (3.15), kullanilirsa
0 = R (—20AF + g™ Z,0,) (7.77)
dir ve (7.77) denkleminde (7.59) kullanilirsa

0 = Ru(—20A%+g"d,,)

= —20A Ry, +d* Ry, §"d,, = d* (7.78)
bagintisi elde edilir. Son olarak, (7.78) denkleminde (7.74) kullanilirsa
d*Ryy, =0 (7.79)

ifadesi bulunur. Ayrica, (7.73) denklemi g/* ile carpilirsa ve j ve k iizerinden
toplam alinirsa, agagidaki denklem elde edilir

n

287 (d + (Pk)mRij +&™(di+ ¢1) 1Rkj +¢/(dj+ ¢;)) —Ru

n— n—1

. 1 . . . 1 . .
+dl(ngRiklj - —(g]kRklgij — g]kRilgkj)) +d' (ngRilkj - (nglegij - ngRikglj)))

n—1
n .
= (——8"¢" 2R +

n—1
n

—— " 0" gk jRim)
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Eger, elde edilen bu denklem diizenlenirse

2(d + ¢i)

n k k n
[Rij+ (di+ @) ——R+(d" +¢") —— Rit

n—

1 1
+d'(—Ry — —— (R —nRir)) +dl(—m(Ru —Ryp))

19" Rin), e =d’, gFop =9’ (7.81)

n m
= (——@"R,,;
(n—l(p ml+n—

bulunur. Diger taraftan, (7.81) denklemi, (7.79) bagintisi yardimiyla, agsagidaki

gibi diizenlensin

n n (n+1)n
lR'j—I-(di-i-(Pi)n_lR: — 0" Ry . (7.82)

3(d’ + /)

n —
Boylece, (7.82) denkleminde, Teorem 7.2 den elde edilen R = 0 sonucu kullanilirsa

; on n+1)n
3(d/+ ') —Rij = (n_l) @ Rini (7.83)

dir. Ayrica, (7.83) denkleminde (7.79) kullanilirsa
3¢/R;j = (n+1)9"Rim (7.84)
bulunur. Elde edilen bu denklem diizenlenirse agagidaki bagint1 bulunur
(n—2)¢'R;j = 0. (7.85)

Bu bagintida, (PPS), uzaymin boyutunun ikiden biiyiik oldugu goz Oniinde

bulundurulursa
¢"Ryi =0 (7.86)
elde edilir. Ayrica, (7.86) bagimntisi, (7.73) denkleminde kullanilirsa

n n n

1 1
+d' (Rt — nTl(Rklgij —Rugy;)) +d (R — nTl(RZkgij —Rig1)) =0

(7.87)

sonucuna ulagilir. Bu denklemde, k, i ve j indislerinin devirsel permutasyonundan

n
2(d; + Qi) ——Ryj+ (dj + @;) ——Rix + (di + @)

n
n—1 n—1
1
(Rugjx — Rjigi)) +d' (Rjuix — — (Rugjx — Rjign)) = 0

n—1
(7.88)

n

n—lei

1
& (R — ——
+d (Rjie = —
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ve

n n n
2(dj + @j) R+ (di+ Q) ——Rji + (di + ¢1) —

+d' (Rejii —

Ry

1
(Rjigki — Rugji)) +d' (Rusji — m(legki —Ryjgii)) =0

(7.89)

1
n—1

denklemleri elde edilir. Boylece, (7.87)-(7.89) denklemleri taraf tarafa toplanirsa

4n
n—1
1

d
+m(—Rk1gi/‘ +Rixg1j + Rjigi — Riig jx + Rijgii — Rijgri) =0 (7.90)

((dx + @r)Rij + (di + @i)Rij + (dj + @) Rix)

bulunur. Dolayisiyla, (7.79) denklemi, (7.90) denkleminde kullanilirsa

An((di+ @u)Rij + (di+ @)Ri; + (d; + @;)Rix) + (djRix + diRji + diRy ;) = 0, gpd' = di
(7.91)

olmak tiizere, bu denklem diizenlenirse
((4n+ Dy + 4n@O)Ri; + (4n+ 1)d; +4n@))Ry; + ((4n+ 1)d; + 4n@;) Ry = 0(7.92)
oldugu goriiliir. Boylece, (7.92) denkleminde, Teorem 3.1 kullanilirsa
((4n + 1)d +4n@y) =0 (7.93)

bulunur. Sonug olarak, (7.93) denkleminden yararlanarak

4n
dn+1

dk = ()3 (794)

elde edilir. Bu son denklemden, A; kovektor alaninin Lie invaryant olmadig
goriiliir. a
Teorem 7.5: (PPS), uzayinda sonsuz kiigiik pseudo homotetik doniigiim goz

oniine almsin. Bu takdirde, A; ve @; birbirine diktir.

Ispat: Oncelikle, (7.86) denkleminin kovaryant tiirevi alinirsa
@O'VuRij+ R V@' =0 (7.95)
bulunur. Bu denklemde (3.16), denklemi kullanilirsa

@/'VuRij =0 (7.96)
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dir. Diger taraftan, (7.6) denklemi @" ile carpilirsa

1 R
(—<P ViRin — P " VIR) = 211(—<P th— ¢ )

R n R
+MT<P th—Tfp "gn) + X" (R —— 1851)
1 1
+ A% (" Rip, — —Rzk<P glh+ Riy9"gin)
1 1
+AX (0" Ry — —le<P gzh+ Ri¢"gw), gn9"?¢: (7.97)

bulunur. Yukaridaki son denklem diizenlenirse

no 1 no o, R
% o"V,R. — VR — o ,
(1 @"ViRin = = @iVIR) = 24— ¢"Rip — —— i)

n R n R
+7Li(T<Pthh -+ 7Lh¢h(n — R ——8u)
1 1
+ A5 (" Ry, — —le(Pl m‘Pz)
1 1
+ A5 (" Rigan — —le(Pz zl(Pk) gn¢" = o (7.98)

elde edilir. Ayrica, (7.98) denkleminde 6ncelikle, Teorem 7.2'nin sonucu olarak

R = 0 kullanilirsa

2n n n
ih = A——0"Ripy + Ai—— "Ry + 4, 0" —— Ry,
n—1 n—1 n—1

1 1 1 1
+AM(@"Rien — —— R @i + ——Rix @) + A* (9" Rijap — —— Ry + ——Riy @)
n—1 n—1 n—1 n—1

(7.99)
dir. Diger taraftan, (3.16); ve Ricci 6zdesligi yardimiyla
@ Riykn =0 (7.100)
oldugu agiktir. Boylece, (7.99) denkleminde (7.86) ve (7.100) kullanilirsa
——@"ViRy = MW@' ——Ry+A"(———Ru@i+ ——Ru@r)
n—1 n—1 n—1 n—1
1 1
A (———Ru@+ ——Rux) (7.101)
n—1 n—1
bulunur. Ayrica, (7.101) denkleminde (7.74) kullanihrsa
n n 1
——¢"ViRy, = lh(Ph R + A Ry
n—1 —1 n—1
1
— Z+ A, 0" Ry (7.102)
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dir. Boylece, (7.102) denkleminde (7.96) kullamlirsa
RiuAyo" =0 (7.103)
bulunur. Béylece, (7.103) denkleminden
20" =0 (7.104)

elde edilir. Boylece teoerem ispat edilmis olur. O

Asgagidaki teoremlerde, uzunlugu sabit olmayan bir konkiiran vektér alani goz
oniine alimmigtir.

Teorem 7.6: Bir (PPS), uzayinda, konkiiran vektor alani ile iiretilen sonsuz
kii¢iik doniigiim goz oniine alinsin. Bu takdirde, bu uzayin skaler egriligi sifirdir.
ispat: Yardimci Teorem 4.1’den dolayi, konkiiran vektér alaninin bir sonsuz
kii¢iik has homotetik doniigiim tirettigi aciktir. Dolayisiyla, (2.74) ve Teorem 7.1

gbz Oniine alinarak
—2¢pR=0 (7.105)

bulunur. Buradan, uzayin skaler egriliginin sifir olmasi gerektigi goriiliir. O

Teorem 7.7: Skaler egriligi sifirdan farkli bir (PPS), uzayinda, uzunlugu sabit
olmayan bir rekiiran vektor alam ele alinsin. Bu takdirde, A; ile v; birbirine dik
olur.

ispat: Bir Riemann uzayina ait rekiiran vektor alami icin Yardimci Teorem

4.3’den
v“Rﬁam = 0, vaRia =0 (7.106)
bagintilart mevcuttur. Dolayisiyla, (7.106), bagimtisinin kovaryant tiirevi alinirsa

0 = V,("Ran)

= RV +V'ViRyn (7.107)
dir. Daha sonra, (7.107) denkleminde (2.83) kullanihrsa

0 = Ram((])lva)—i—v“VlRam

= OV'Rum+V'ViRum (7.108)
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ve (7.108) denkleminde (7.106), kullanilirsa
V'V Rym =0 (7.109)

bulunur. Diger taraftan, Teorem 7.1 ve (7.2) denklemi yardimiyla

n

ViPan = —ViRan (7.110)

dir. Boylece, (7.110) denklemi, v* ile ¢arpilirsa

VIV Py = VIV IR m (7.111)

n
n—1
bulunur. Son iki denklemden
VOV Py = 0 (7.112)
ifadesi elde edilir. Ayrica, (7.112) denkleminde (7.4) kullanihrsa
V(224 Pam + AaPims + AnPay + A Patgon + A Paggn) = 0 (7.113)

elde edilir. Boylece, (7.113) denkleminde, (7.1)-(7.2) denklemleri kullanilirsa

n R n R
ZAl(n — IVaRam - mvagam) + ;Lava(n — 1le - mglm)
n 1
1
A+ (V Rakim — 1 Rav"gam =V Raigim)) = 0 (7.114)

bulunur ve elde edilen (7.114) denkleminde, (7.106) ile verilen bagmtilar
kullamlarak, gerekli diizenlemeler yapilirsa, yukaridaki son denklem, asagidaki

sekle doniigiir

R n R
lvm +A«ava(n _ lle - nTlglm)
1

R 1
v — A ——Ryvm — A ——Rigvm =0, gamv® = vy . (7.115)
n—1 n—1 n—1

—24

n

A

Dolayisiyla, (7.115) denklemi, agagidaki denkleme denktir
—2AVmR + g ARy — vaA®gmiR — viAmR — 2viAXRiy = 0 . (7.116)
dir. Eger, (7.116) denklemi g" ile carpilirsa ve m ve [ iizerinden toplam alinirsa,
3A"VuR + 2Ry AS =0 (7.117)
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bulunur. Bu denklemde, (7.106) denklemi tekrar kullanilirsa
AR =0 (7.118)

sonucuna ulagilir. Eger, (7.118) denkleminde, boyutu ikiden biiyiikk (PPS),

uzayinin skaler egriliginin sifirdan farklh oldugu goz 6niinde bulundurulursa
AV =0 (7.119)

bulunur. Béylece, 4; ile v;’nin birbirine dik oldugu gosterilmis olur. a
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8. SONUCLAR VE ONERILER

Bu caligmanin {iciincii boliimiinde, boyutu ikiden biiyiik olan ve Ricci diiz
olmayan bir pseudo Ricci simetrik Riemann uzay1 iizerinde, sonsuz kiiciik pseudo
homotetik hareket tanimlanmig ve bu sonsuz kii¢iik hareket altinda, bu uzayin
A; kovektor alaninin ve bu vektor alanimin uzunlugunun Lie invaryant olmadig:
ispatlanmistir. Ayni zamanda, sonsuz kiiciik pseudo homotetik hareket kabul
eden bir pseudo Ricci simetrik Riemann uzayinda, v; ile @; vektorlerinin birbirine
dik oldugu teorem yardimiyla ifade edilmigtir. Skaler egriligi sabit ve sifir
olmayan, pseudo Ricci simetrik Riemann uzay: iizerinde tanimlanmig olan sonsuz
kiiciik pseudo homotetik hareket altinda uzaymm A; kovektdr alam ile hareketi
ireten v vektor alanimin birbirine dik olmadig1 gosterilmigtir.

Bu ¢alisgmanin doérdiincii boéliimiinde, n-boyutlu Riemann uzayi iizerinde tanimli,
sonsuz kiiciik has homotetik hareket iireten gradyent vektor alaninin konkiiran
olacagi ifade edilmigtir. Ayrica, uzunlugu sabit olmayan v konkiiran vektor
alam1 kabul eden ve boyutu ikiden biiyiik bir pseudo Ricci simetrik Riemann
uzaymin A; kovektor alanimin Lie invaryant oldugu ve uzaym A; kovektor alan
ile bu uzaya ait v; konkiiran vektor alaninin birbirine dik olmadig gosterilmigtir.
Diger taraftan, A; kovektor alanina sahip ve boyutu ikiden biiyiik pseudo Ricci
simetrik Riemann uzayina ait, uzunlugu sabit olmayan konkiiran vektor alani
mevcut ise, bu takdirde A; kovektor alaninin uzunlugunun Lie invaryant olmadig:
ispatlanmigtir. Ayrica, bir Riemann uzayina ait ve uzunlugu sabit olmayan v
rekiiran vektor alaninin iirettigi sonsuz kiiciik konformal hareket mevcut ise,
bu takdirde, v; ile ¢; vektorlerinin birbirine dik olmadigr gosterilmistir. Daha
sonra, bir Riemann uzayinda, tors olusturan vektor alan1 gbz ¢niine alinmig ve v;
kovaryant vektoriiniin hem @; ve hem p; ile kolieneer olmasi halinde, bu vektor
alanmin bir konsorkilir vektoér alanindan ibaret oldugu ifade edilmigtir. Ilave
olarak, boyutu ikiden biiyiik bir pseudo Ricci simetrik Riemann uzayinda, p # 0

olmak iizere, yar tors olugturan v; vektor alan1 goz oniine alindiginda, uzayn A;



kovektor alani ile v; vektor alaninin birbirine dik olmadigi gosterilmigtir.

Bu c¢alismanin beginci boliimiinde ise, boyutu iki olan ve skaler egriligi sabit ve
sifir olmayan pseudo simetrik Riemann uzayi ile ilgili agagidaki sonuglar elde
edilmigtir:

Pseudo simetrik Riemann uzaymm A; kovektér alanmin gradyent oldugu,
ayrica bu uzaym aymi A; kovektor alani ile tanmimli bir rekiiran uzay oldugu
ispatlanmigtir. Ayrica, bir pseudo simetrik Riemann uzayina ait her sonsuz kiiciik
hareketin bir sonsuz kii¢iik konformal hareketten ibaret olmasi icin gerek ve yeter
kogul, bu uzaymn kovaryant (veya Ricci) egrilik tensoriiniin kalitimsal 6zellige
sahip olmasidir. Daha sonra, pseudo simetrik Riemann uzayinin Ricci egrilik
tensoriiniin kalitimsal 6zellige sahip olmasi veya Lie invaryant olmasi halinde, ayni
ozelliklerin uzayin kovaryant egrilik tensorii icin de gecerli oldugu ispatlanmigtir.
Buna ilaveten, egrilik veya Ricci egrilik tensorii, sonsuz kiiciik hareket altinda
Lie invaryant olan ve skaler egriligi sabit ve sifir olmayan bir pseudo simetrik
Riemann uzaymin A; kovektor alaninin Lie invaryant olmadig: ifade edilmistir.
Boyutu ikiden biiyiik bir pseudo simetrik Riemann uzay:i iizerinde tanimlanan
sonsuz kii¢iik pseudo homotetik hareket altinda, A; kovektor alanmin Lie
invaryant olmadigi ve bu uzayda sonsuz kii¢iik hareketi iireten ¢; vektorii
ile uzaym A; kovektor alanimin birbirine dik oldugu ispat edilmistir. Ayrica,
uzunlugu sabit olmayan konkiiran vektor alani ile iiretilen sonsuz kiiciik hareket
goz Oniine alinmig ve bu uzaym A; kovektoér alaninin uzunlugunun Lie invaryant
olmadigr gosterilmigtir. Diger taraftan, konformal olarak diiz bir pseudo simetrik
Riemann uzayinda, sonsuz kii¢iik pseudo homotetik hareketin tanimlanamayacagi
ispat edilmigtir.

Caligmanin altinct boliimiinde ise, boyutu ikiden biiyiik bir pseudo projektif
Ricci simetrik Riemann uzay: iizerinde, sonsuz kiiclik pseudo homotetik hareket
tanimlanmig ve asagidaki sonuclar elde edilmigtir:

Pseudo projektif Ricci simetrik Riemann uzay: iizerinde, sonsuz kiiciik pseudo
homotetik hareket tanimlanmasi halinde, bu uzayin skaler egriliginin sifir oldugu
ve pseudo projektif Ricci simetrik Riemann uzayinin bir pseudo Ricci simetrik
Riemann uzayindan ibaret oldugu ispatlanmigtir. Ayrica, pseudo projektif Ricci

simetrik Riemann uzayinda, sonsuz kii¢iik pseudo homotetik hareket géz oniine
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alinarak, ya bu uzaym A; kovektor alaninin Lie invaryant olmadifi ya da A;
kovektorii ile @;'nin birbirine dik olacag gosterilmigtir. Daha sonra, skaler egriligi
sifirdan farkli bir pseudo projektif Ricci simetrik Riemann uzayinda sadece bir
hareket goz oniine alinarak, bu uzaymn A; kovektor alaninin Lie invaryant oldugu
gosterilmigtir. Bundan bagka, pseudo projektif Ricci simetrik Riemann uzayinda,
konkiiran vektor alani ile {iretilen sonsuz kiigiik hareket géz oniine alinarak, bu
uzayin pseudo Ricci simetrik Riemann uzayina doniigtiigii gosterilmigtir.
(aligmanin son béliimiinde, bir pseudo projektif simetrik Riemann uzayinin skaler
egriliginin sabit oldugu ispatlanmigtir. Diger taraftan, eger, bu uzaya ait sonsuz
kiiciik pseudo homotetik hareket mevcut ise, bu uzayin skaler egriliginin sifir
olmak zorunda oldugu ispat edilmigtir. Ayrica, Ricci olarak diiz olmayan ve
Einstein uzay1 olmayan bir pseudo projektif simetrik Riemann uzayinda, sadece
hareket goz oniine alindiginda, bu uzaym A; kovektoér alaninin Lie invaryant ve
ayni uzayda, sonsuz kiiciik pseudo homotetik hareket géz oOniine alindiginda,
A; kovektor alanimin Lie invaryant olmadigi ve bu uzaym A; kovektorii ile
¢@; vektoriintin birbirine dik oldugu ispatlanmigtir. Bundan bagka, pseudo
projektif simetrik Riemann uzayimnda, konkiiran vektor alanmi ile iiretilen sonsuz
kiiciik hareket goz oOniine alindiginda, bu uzaymn skaler egriliginin sifir oldugu
ispatlanmustir. flave olarak, skaler egriligi sifirdan farkli ve Ricci diiz olmayan ve
Einstein uzay1 olmayan bir pseudo projektif simetrik Riemann uzayinda, rekiiran
vektor alam goz Oniine alindiginda, bu uzayin A; kovektorii ile v; vektoriiniin
birbirine dik oldugu gosterilmigtir.

Elde edilen bagintilar ve teoremler yardimiyla, bundan sonraki caligmalarda,
pseudo Ricci simetrik Riemann uzayinda tanimli, sonsuz kiigiik pseudo homotetik
hareket goz Oniine alinarak elde edilmis olan sonuglarin, genellegtirilmis pseudo
Ricci simetrik ve zayif Ricci simetrik Riemann uzaylarinda da gecerli olup
olmayacagr aragtirilabilir.  Ayni1 sekilde, pseudo simetrik Riemann uzayinda
tanimli, sonsuz kiiciik pseudo homotetik hareket icin verilmis sonuclarin, zayif
simetrik ve zayif pseudo projektif simetrik Riemann uzaylarinda gecerli olup
olmayacagr aragtirilabilir. Genellegtirilmis pseudo Ricci simetrik, zayif Ricci

simetrik, zayif simetrik ve zayif pseudo projektif simetrik Riemann uzaylar
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iizerindeki sonsuz kii¢iik pseudo homotetik hareketi iiretecek 6zel vektor alanlar:

ile bu uzaylarin kovektor alanlar1 arasindaki iligkiler incelenebilir.
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