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BAZI ÖZEL RİEMANN UZAYLARINDA SONSUZ KÜÇÜK DÖNÜŞÜMLER

ÖZET

Bu çal�³ma, pseudo Ricci simetrik, pseudo projektif Ricci simetrik, pseudo
simetrik ve pseudo projektif simetrik Riemann uzaylar�na ait sonsuz küçük
konformal ve sonsuz küçük pseudo homotetik dönü³ümler ve bu dönü³ümleri
olu³turan özel vektör alanlar� ile ilgilidir. �lk olarak, pseudo Ricci simetrik
Riemann uzaylar� ve pseudo simetrik Riemann uzaylar�n�n temel özellikleri
hat�rlat�lm�³ ve sonsuz küçük pseudo homotetik dönü³ümü üreten baz� özel vektör
alanlar� incelenmi³tir. Daha sonra, pseudo projektif Ricci simetrik Riemann
uzaylar�n�n ve pseudo projektif simetrik Riemann uzaylar�n�n temel özellikleri
incelenmi³tir.
Birinci bölümde, bahsedilen Riemann uzaylar�n� karakterize eden denklemlere ve
bu uzaylar ile ilgili daha önceden yap�lan çal�³malara yer verilmi³tir.
�kinci bölümde, öncelikle, yukar�da bahsedilen Riemann uzaylar�n�n temel
özellikleri hat�rlat�lm�³t�r. Daha sonra, baz� sonsuz küçük dönü³ümlerle ili³kili
temel tan�m ve teoeremler hat�rlat�ld�ktan sonra, sonsuz küçük pseudo homotetik
dönü³ümün ve baz� özel vektör alanlar�n�n tan�mlar�na da ayn� bölüm içerisinde
yer verilmi³tir.
Üçüncü bölümde, ilk olarak, boyutu ikiden büyük olan pseudo Ricci simetrik
Riemann uzaylar�n�n skaler e§rili§inin sabit olmas� durumunda, bu uzay�n skaler
e§rili§inin s�f�r olmak zorunda oldu§u vurgulanm�³t�r. Daha sonra, sonsuz küçük
konformal dönü³ümü ve sonsuz küçük pseudo homotetik dönü³ümü üreten vvv
vektör alan� ile bu uzay�n λλλ lll e³ kovaryant vektörü aras�ndaki ili³ki incelenmi³tir.
Bu ara³t�rmada, vektör alanlar� ve Lie türevlerinden faydalan�lm�³t�r.
Dördüncü bölümde, konküran vektör alan�, reküran vektör alan� ve tors olu³turan
vektör alanlar� taraf�ndan üretilen sonsuz küçük konformal dönü³üm ve sonsuz
küçük pseudo homotetik dönü³üm incelenmi³tir.
Be³inci bölümde, ilk olarak, iki boyutlu pseudo simetrik Riemann uzay�
üzerinde, sonsuz küçük pseudo homotetik dönü³ümün özellikleri incelenmi³tir.
Daha sonra, iki boyutlu pseudo simetrik Riemann uzaylar�nda elde edilen
sonuçlar�n boyutu ikiden büyük pseudo simetrik Riemann uzaylar�nda geçerli olup
olmad�§� ara³t�r�lm�³t�r. Son olarak, konformal düz pseudo simetrik Riemann
uzay� üzerinde sonsuz küçük pseudo homotetik dönü³üm tan�mlanamayaca§�
gösterilmi³tir.
Alt�nc� bölümde, ilk olarak, pseudo projektif Ricci simetrik Riemann uzay�na
ait temel tan�mlar hat�rlat�lm�³; ve n = 2 için Pi j tensörü s�f�r oldu§undan, bu
bölümde, boyutu üç ve üçten büyük pseudo projektif Ricci simetrik Riemann
uzaylar� üzerinde çal�³�lm�³t�r. Daha sonra, baz� özel sonsuz küçük dönü³ümleri
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olu³turan baz� özel vektör alanlar�n�n mevcut oldu§u bu tür uzaylar üzerinde
çal�³�lm�³t�r.
Son bölümde ise, iki boyutu bir Riemann uzay�n�n projektif e§rilik tensörünün
s�f�r olmas�ndan dolay�, boyutu ikiden büyük olan pseudo projektif simetrik
Riemann uzaylar�na ait özel vektör alanlar� ile üretilen sonsuz küçük dönü³ümlerle
ilgili sonuçlar elde edilmi³tir.



INFINITESIMAL TRANSFORMATIONS ON SOME SPECIAL
RIEMANNIAN SPACES

SUMMARY

This research is on in�nitesimal conformal and in�nitesimal pseudo homothetic
transformations and some special vector �elds generating these transformations
on pseudo Ricci symmetric, pseudo projective Ricci symmetric, pseudo symmetric
and pseudo projective symmetric Riemannian spaces. Firstly, the main
characteristics of pseudo Ricci symmetric Riemannian spaces and pseudo
symmetric Riemannian spaces are reviewed and some special vector �elds
generating the in�nitesimal pseudo homothetic transformation are examined.
Secondly, the main properties of pseudo projective Ricci symmetric Riemannian
spaces and pseudo projective symmetric Riemannian spaces are analyzed.
In the �rst chapter, equations characterizing the Riemannian spaces mentioned
above and the work previously done concerning such spaces are given.
In the second chapter, �rstly, the main properties of Riemannian spaces
mentioned above are reviewed. Secondly, the basic de�nitions and theorems
related to some in�nitesimal transformations, the de�nitions of some special
vector �elds and the in�nitesimal pseudo homothetic transformations are given.
In the third chapter, �rstly, it is emphasized that if the scalar curvature of the
pseudo Ricci symmetric Riemannian spaces whose dimensions are greater than
two is constant, then it must be zero. Secondly, examination of the relation
between the vector �eld generating in�nitesimal conformal transformations and
in�nitesimal pseudo homothetic transformations and the associate covariant
vector �eld λλλ lll are investigated. In this investigation, vector �elds and Lie
derivatives are used.
In the fourth chapter, in�nitesimal conformal transformation and in�nitesimal
pseudo homothetic transformation generated by concurrent vector �elds,
recurrent vector �elds and torse-forming vector �elds are examined.
In the �fth chapter, �rstly, the characteristics of in�nitesimal pseudo homothetic
transformations in two-dimensional pseudo symmetric Riemannian spaces are
analyzed. Secondly, there is an investigation to whether the results obtained
in two-dimensional pseudo symmetric Riemannian space are valid in higher
dimensional pseudo symmetric Riemannian spaces. Finally, it is shown that an
in�nitesimal pseudo homothetic transformation doesn't exist on conformally �at
pseudo symmetric Riemannian space.
In the sixth chapter, �rstly, the basic de�nitions of the pseudo projective Ricci
symmetric Riemannian spaces are reviewed; since the tensor of Pi j is zero for n=2,
then the pseudo projective Ricci symmetric Riemannian spaces with dimension
three or above are studied in this chapter. Secondly, on such spaces, some special
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vector �elds generating some special in�nitesimal transformations are de�ned and
studied.
In the last chapter, since the projective curvature tensor of the two dimensional
Riemannian is zero, the results related to in�nitesimal transformations generated
by some special vector �eld on the pseudo projective symmetric Riemannian space
of dimension greater than two are obtained.
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1. GİRİŞ

n-boyutlu Riemann uzay� Vn olmak üzere Rh
i jk ve λλλ mmm 6= 0 s�ras�yla, Riemann e§rilik

tensörü ve kovaryant vektör alan� olsun. ∇mRh
i jk = λmRh

i jk ko³ulu sa§lan�rsa, Vn

uzay� reküran uzay olarak adland�r�l�r, [1]. A. G. Walker, reküran Riemann
uzaylar�n� inceleyerek bu uzaylara ait örnek vermi³tir, [1]. Burada, ∇m, Γi

jk

simetrik konneksiyona göre kovaryant türevi göstermektedir. aaaiii, bbbiii, ccciii, dddiii,
eeeiii kovaryant vektörlerinin hepsi birden s�f�r olmamak üzere, düz olmayan bir
Riemann uzay�n�n kovaryant e§rilik tensörünün kovaryant türevi

∇lRhi jk = alRhi jk +bhRli jk + ciRhl jk +d jRhilk + ekRhi jl (1.1)

ko³ulunu sa§l�yorsa, bu uzay Tamassy ve Binh taraf�ndan zay�f simetrik uzay
olarak adland�r�lm�³t�r, [2]. n-boyutlu zay�f simetrik uzaylar, k�saca (WS)n ile
gösterilmi³tir. U. C. De ve S. P. Bandyopadhyay taraf�ndan [3] nolu makalede, dddiii

ve eeeiii kovaryant vektör alanlar�n�n s�ras�yla, bbbiii ve ccciii kovaryant vektörler alanlar�na
özde³ olarak e³it oldu§u ispat edilmi³tir. Buradan hareketle zay�f simetrik uzay�
karakterize eden denklemler a³a§�daki ³ekle dönü³mü³tür

∇lRhi jk = alRhi jk +bhRli jk +biRhl jk +d jRhilk +dkRhi jl. (1.2)

Ayn� zamanda [3] no'lu referanstaki yazarlar taraf�ndan zay�f simetrik uzaya örnek
verilmi³tir. λλλ lll s�f�rdan farkl� kovaryant vektör alan� olmak üzere, düz olmayan
bir Riemann uzay�n�n kovaryant e§rilik tensörünün metrik konneksiyonuna göre
kovaryant türevi

∇lRhi jk = 2λlRhi jk +λhRli jk +λiRhl jk +λ jRhilk +λkRhi jl (1.3)

ba§�nt�s�n� gerçekliyorsa, bu uzay, M. C. Chaki taraf�ndan pseudo-simetrik
Riemann uzay� olarak adland�r�lm�³t�r, [4]. Bu uzaylar, k�saca, (PS)n ile
gösterilmektedir. E§er (1.3) denkleminde λλλ lll'ler s�f�r olarak seçilirse, bu uzay
Cartan anlam�nda simetrik uzaya dönü³ür. Konformal olarak düz olmayan
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boyutu üçden büyük Riemann uzay�n�n konformal e§rilik tensörü

Ci jkh = Ri jkh− 1
n−2

(gihR jk−g jhRik +g jkRih−gikR jh)

+
R

(n−1)(n−2)
(g jkgih−g jhgik). (1.4)

denklemi ile tan�mlanmaktad�r, [5].

Tamassy ve Binh taraf�ndan tan�mlanm�³ olan zay�f simetriklik kavram� ile
benzerlik kurularak, zay�f Ricci simetrik uzaylar tan�mlanm�³t�r, [2]. aaaiii, bbbiii ve
dddiii s�f�rdan farkl� kovaryant vektör alanlar�n�n bile³enlerini ve Ri j de s�f�rdan farkl�
Ricci tensörünün bile³enlerini temsil etmek üzere, e§er

∇kRi j = akRi j +biRk j +d jRik (1.5)

ko³ulu sa§lan�rsa, uzay zay�f Ricci simetrik uzay ve boyutu ikiden büyük, Ricci
olarak düz olmayan n-boyutlu bir Riemann uzay�

∇kRi j = 2akRi j +biRk j +d jRik (1.6)

ko³ulunu sa§l�yorsa, böyle bir uzay M. C. Chaki ve S. Koley taraf�ndan
genelle³tirilmi³ pseudo Ricci simetrik uzay olarak adland�r�lm�³t�r, [6]. M. C.
Chaki düz olmayan bir Riemann uzay�n�n Ricci tensörünün bile³enlerinin

∇kRi j = 2λlRi j +λiRk j +λ jRik (1.7)

ba§�nt�s�n� sa§lamas� halinde, böyle bir uzay� pseudo Ricci simetrik uzay olarak
tan�mlam�³t�r, [7].

[5] no'nu referansta, boyutu ikiden büyük bir Riemann uzay�n�n projektif e§rilik
tensörünün ifadesi, e§rilik tensörü ve Ricci e§rilik tensörü cinsinden, a³a§�daki
³ekilde verilmektedir

Ph
i jk = Rh

i jk−
1

n−1
(R jkδ h

i −Rikδ h
j ) ,Pi jkh = ghmPm

i jk (1.8)

Pi j =
n

n−1
Ri j− R

n−1
gi j, Pi j = ghkPihk j . (1.9)

Bu çal�³man�n ikinci bölümünde, ilk olarak, Riemann e§rilik ve Ricci e§rilik
tensörünün özellikleri hat�rlat�lm�³ ve bu çal�³ma boyunca kullan�lacak olan
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sonsuz küçük dönü³üm ve Lie türevi ile ilgili temel tan�m ve teoremlere yer
verilmi³tir. Sonsuz küçük a�n dönü³üm ile ilgili olarak, n-boyutlu bir Riemann
uzay�na ait her hareketin ayn� zamanda bir sonsuz küçük a�n dönü³üm oldu§u
ifade edilmi³tir.

[8] no'lu referansta K. Yano, n-boyutlu Riemann uzay�na ait sonsuz küçük
dönü³ümün, sonsuz küçük konformal dönü³ümden ibaret olmas� durumunda, ϕ

skaler bir fonksiyon olmak üzere

Lvgi j = 2ϕgi j (1.10)

ko³ulunu sa§lad�§�n� göstermi³tir. Düz olmayan bir Riemann uzay�nda, uzay�n
e§rilik tensörü, sonsuz küçük konformal dönü³üm alt�nda Lie invaryant kal�yorsa,
bu ³ekildeki sonsuz küçük dönü³üm, T. Sumitomo taraf�ndan pseudo homotetik
dönü³üm olarak adland�r�lm�³t�r, [9].

E§er (1.10) denkleminde ϕ skaler fonksiyonu s�f�rdan farkl� bir sabitten ibaretse,
sonsuz küçük dönü³üm, sonsuz küçük has homotetik dönü³üm olarak ve e§er
ϕ = 0 ise, sonsuz küçük dönü³üm, sadece hareket olarak adland�r�l�r. Burada,
gi j, n-boyutlu Riemann uzay�n�n metrik tensörünü, Lvgi j ise, vvv vektör alan�na
göre metrik tensörünün Lie türevini göstermektedir. Ayr�ca, uzay�n ikinci cins
Christo�el sembollerinin, kovaryant e§rilik tensörünün, Ricci e§rilik tensörünün
ve R skaler e§rili§in vvv vektör alan�na göre Lie türevleri ifadeleri verilmi³tir , [8].

Bu bölümün sonunda ise, çal�³ma boyunca kullan�lmak üzere özel vektör alanlar�
tan�mlanm�³t�r. n-boyutlu bir Riemann uzay�nda, tors olu³turan vektör alan�

∇ivh = φivh +ρδ h
i (1.11)

³eklinde tan�mlanm�³t�r, [10]. [11] no'lu referansta tors olu³turan vektör
alan�n� kabul eden Riemann uzayalr� üzerinde bir çal�³ma yap�lm�³t�r. (1.11)
denkleminde, ρ skaler fonksiyonu, φi kovaryant vektör alan�n�n bile³enlerini ve
vh ise tors olu³turan vvv vektör alan�n�n kontravaryant bile³enlerini göstermektedir.
E§er (1.11) denkleminde, ρ = 0 olarak al�n�rsa

∇ivh = φivh (1.12)
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tors olu³turan vektör alan�, reküran vektör alan�ndan ibaret olur, [12]. Ayr�ca, ρ

s�f�rdan farkl� bir sabit olmak üzere, konküran vektör alan�

∇ivh = ρδ h
i (1.13)

denklemi ile karakterize edilmi³tir, [10]. E§er, (1.11) denkleminde φi'ler gradyent
vektör alan�n�n bile³enlerinden ibaret ise, tors olu³turan vektör alan� konsörk�l�r
vektör alan� olarak adland�r�lm�³t�r, [13].

Bir Riemann uzay�nda TTT ve vvv vektör alanlar�

T αRh
α jβ vβ = 0 (1.14)

ko³ulunu sa§l�yorsa, TTT ve vvv vektör alanlar�na yar� e³leniktir denir, [14]. E§er (1.14)
denkleminde, vh vektör alan�n�n kontravaryant bile³enleri kendisi ile yar� e³lenik
ise, bu vektör alan� yar� tors olu³turan vektör alan� olarak adland�r�lm�³t�r, [14].

Bu çal�³man�n üçüncü bölümünde, pseudo Ricci simetrik Riemann uzay�na ait
ait özellikler ara³t�r�lm�³t�r. M. C. Chaki taraf�ndan, pseudo Ricci simetrik
Riemann uzay�n�n skaler e§rili§inin sabit olmas� halinde ancak bu sabitin s�f�r
olmas� gerekti§i teorem yard�m�yla verilmi³tir, [7]. Dolay�s�yla, ϕ 6= sbt. ve ϕ 6= 0

olmak üzere, sonsuz küçük pseudo homotetik dönü³ümün tan�ml� oldu§u, boyutu
üç ve üçten büyük Ricci-düz olmayan bir pseudo Ricci simetrik Riemann uzay�
göz önüne al�nm�³t�r. Bu uzaya ait sonsuz küçük pseudo homotetik dönü³üm ile
bu uzay�n skaler e§rili§i ve λλλ lll kovektör alan� aras�ndaki ili³kiler incelenerek elde
edilen sonuçlar teoremler yard�m�yla ifade edilmi³tir.

Bu çal�³man�n dördüncü bölümünde, boyutu üç ve üçten büyük olan ve Ricci-düz
olmayan bir pseudo Ricci simetrik Riemann uzay�na ait özel vektör alanlar� ile
üretilen sonsuz küçük konformal dönü³üm ve sonsuz küçük pseudo homotetik
dönü³üm ile ilgili ara³t�rmalar yap�lm�³t�r. Bu do§rultuda, bir Riemann uzay�nda
vvv gradyent vektör alan� ile üretilen sonsuz küçük has homotetik dönü³üm mevcut
ise, bu takdirde vvv vektör alan�n�n konküran vektör alan�ndan ibaret oldu§u ve
boyutu üç ve üçten büyük olan pseudo Ricci simetrik Riemann uzay�nda uzunlu§u
sabit olmayan konküran vektör alan� ile üretilen sonsuz küçük bir dönü³üm
sözkonusu ise, bu uzay�n λλλ lll kovektör alan� ile vvviii'nin birbirine dik olmad�§�
gösterilmi³tir. Boyutu ikiden büyük, pseudo Ricci simetrik Riemann uzay�nda
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uzunlu§u sabit olmayan konküran vektör alan� bir sonsuz küçük dönü³üm
üretiyorsa, bu uzay�n λλλ lll kovektör alan�n�n Lie invaryant oldu§u ispat edilmi³tir.
λλλ lll kovektör alan�na sahip bir pseudo Ricci simetrik Riemann uzay�nda, uzunlu§u
sabit olmayan konküran vektör alan� sonsuz küçük dönü³üm olu³turuyorsa, bu
uzay�n λλλ lll kovektör alan�n�n uzunlu§unun Lie invaryant olamad�§� gösterilmi³tir.

Bir Riemann uzay�nda, uzunlu§u sabit olmayan vvv reküran vektör alan� ile
üretilen sonsuz küçük konformal dönü³üm göz önüne al�nd�§�nda, bu uzaya ait
vvviii ve φφφ iii vektörlerinin birbirine dik oldu§u gösterilmi³tir. Ayr�ca, boyutu üç ve
üçden büyük olan pseudo Ricci simetrik Riemann uzay� üzerinde, uzunlu§u sabit
olmayan vvv reküran vektör alan� gözönüne al�nd�§�nda, bu uzay�n vvviii vektörü ile λλλ iii

kovektörünün birbirine dik oldu§u ispatlanm�³t�r.

Bir Riemann uzay�nda, tors olu³turan vvviii vektör alan�n�n φφφ iii (φ 6= 0) ve ρρρ iii ile
kolineer olmas� halinde, bu vektör alan�n�n bir konsörk�l�r vektör alan�ndan ibaret
oldu§u gösterilmi³tir. Daha sonra, bir Riemann uzay�nda, konsörk�l�r vektör alan�
ile üretilen sonsuz küçük konformal dönü³üm göz önüne al�nm�³ ve bu durumda
ϕ 6= ρ oldu§u gösterilmi³tir.

Boyutu üç ve üçten büyük olan bir pseudo Ricci simetrik Riemann uzay�nda ρ 6= 0

olmak üzere, vvvlll yar� tors olu³turan vektör alan� ile uzay�n λλλ lll kovektör alan�n�n
birbirine dik olmad�§� bir ba³ka teorem yard�m�yla ispatlanm�³t�r.

Bu çal�³man�n be³inci bölümünde ise, pseudo simetrik Riemann uzay� göz önüne
al�nm�³t�r. M. C. Chaki taraf�ndan, pseudo simetrik Riemann uzay�n�n λλλ lll

kovektör alan�n�n kapal� oldu§u ve Ricci tensörü Codazzi tensörü olan bir pseudo
simetrik Riemann uzay�n�n konformal olarak düz bir Riemann uzay� oldu§u
teoremler yard�m�yla gösterilmi³tir, [4]. M. C. Chaki ve U. C. De taraf�ndan,
pseudo simetrik Riemann uzay�n�n, uzunlu§u sabit olmayan vvvlll konküran vektör
alan�na sahip olmas� durumunda, vvvlll vektör alan� ile uzay�n λλλ lll kovektör alan�n�n
birbirine dik olmad�§� gösterilmi³tir. Di§er taraftan, T. Sumitomo, e§rilik tensörü
sonsuz küçük dönü³üm alt�nda Lie invaryant olan, iki boyutlu Riemann uzay�na
ait her sonsuz küçük dönü³ümün, bu uzay�n skaler e§rili§inin s�f�rdan farkl�
oldu§u noktada, sonsuz küçük pseudo homotetik dönü³ümden ibaret oldu§unu
göstermi³tir, [9].
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Bir Riemann uzay�n�n e§rilik tensörünün kal�t�msal özelli§e sahip olmas�, α skaler
bir fonksiyon olmak üzere

LvRh
i jk = 2αRh

i jk (1.15)

ba§�nt�s� ile karakterize edilir, [15]. Bahsedilen incelemeler göz önüne al�narak
pseudo simetrik Riemann uzay�nda a³a§�daki sonuçlar elde edilmi³tir:

Skaler e§rili§i sabitten ve s�f�rdan farkl�, iki boyutlu bir pseudo simetrik Riemann
uzay�n�n ayn� λλλ lll kovektörü ile tan�ml� bir reküran uzay oldu§u gösterilmi³tir. �ki
boyutlu bir Riemann uzay�nda al�nan sonsuz küçük dönü³ümün sonsuz küçük
konformal dönü³ümden ibaret olmas� için yeter ko³ul, uzay�n e§rilik tensörünün
(Ricci e§rilik tensörünün) kal�t�msal özelli§e sahip olmas�d�r. Ayr�ca, iki boyutlu
bir Riemann uzay�n�n Ricci e§rilik tensörünün kal�t�msal özelli§e sahip olmas�
veya Lie invaryant olmas� halinde, e§rilik tensörünün de ayn� özelliklere sahip
oldu§u gösterilmi³tir.

Boyutu ikiden büyük bir pseudo simetrik Riemann uzay�na ait sonsuz küçük
pseudo homotetik dönü³üm göz önüne al�nm�³ ve bu uzay�n λλλ lll kovektörünün,
sonsuz küçük konformal dönü³üm alt�nda Lie invaryant olmad�§� bulunmu³tur.

Konformal düz bir pseudo simetrik Riemann uzay�nda, sonsuz küçük pseudo
homotetik dönü³ümün tan�mlanamayaca§� gösterilmi³tir.

Bu çal�³man�n alt�nc� bölümünde, boyutu üç ve üçten büyük pseudo projektif
Ricci simetrik Riemann uzay� ve bu uzaya ait özel vektör alanlar� ile üretilen
sonsuz küçük dönü³üm göz önüne al�narak elde edilen sonuçlar teoremler
yard�m�yla ifade edilmi³tir. M.C. Chaki taraf�ndan, boyutu ikiden büyük olan bir
pseudo projektif Ricci simetrik Riemann uzay�n�n skaler e§rili§inin sabit oldu§u
gösterilmi³tir, [16]. Bahsedilen incelemeler do§rultusunda, boyutu ikiden büyük
pseudo projektif Ricci simetrik Riemann uzay� üzerinde, sonsuz küçük pseudo
homotetik dönü³üm göz önüne al�nd�§�nda, uzay�n skaler e§rili§inin s�f�r oldu§u ve
bu durumda, uzay�n bir pseudo Ricci simetrik Riemann uzay�ndan ibaret oldu§u
gösterilmi³tir.

Bu çal�³man�n son bölümünde ise, boyutu ikiden büyük bir pseudo projektif
simetrik Riemann uzay�n�n skaler e§rili§inin sabit oldu§u ispat edilmi³tir. Pseudo
projektif simetrik Riemann uzay�nda sonsuz küçük pseudo homotetik dönü³üm
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göz önüne al�nd�§�nda, bu uzay�n skaler e§rili§inin s�f�r oldu§u gösterilmi³tir.
Boyutu ikiden büyük, Ricci-düz ve Einstein uzay� olmayan bir pseudo projektif
simetrik Riemann uzay�nda, sonsuz küçük pseudo homotetik dönü³üm göz önüne
al�n�rsa uzay�n λλλ lll kovektörünün Lie invaryant olmad�§� ve bu uzay�n λλλ iii vektörü
ile ϕi'nin birbirine dik oldu§u gösterilmi³tir.

Boyutu ikiden büyük ve Einstein uzay� olmayan bir pseudo projektif simetrik
Riemann uzay�nda konküran vektör alan� ile üretilen sonsuz küçük dönü³üm göz
önüne al�nd�§�nda, bu uzay�n skaler e§rili§inin s�f�r oldu§u ve ayr�ca, böyle bir
uzayda, uzunlu§u sabit olmayan reküran bir vektör alan� varsa, bu uzay�n λλλ iii

vektör alan� ile vvviii vektör alan�n�n birbirine dik oldu§u ispat edilmi³tir.
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2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

2.1 Riemann Uzayı ve Riemann Metriği

Simetrik ve determinant� s�f�rdan farkl�, pozitif tan�ml� gi j metrik tensörüne sahip
n-boyutlu Vn uzay�na Riemann uzay� denir.

2.1.1 Christoffel sembolleri

n-boyutlu bir Riemann uzay�n�n birinci cins Christo�el sembollerinin ifadesi
a³a§�daki ³ekildedir:

[k, i j] =
1
2
(
∂gki

∂x j +
∂gk j

∂xi −
∂gi j

∂xk ) . (2.1)

Ayr�ca, (2.1) denklemi göz önüne al�narak, ikinci cins Christo�el sembolleri

Γk
i j = gkh[h, i j] (2.2)

³eklinde tan�mlan�r, [5].

2.1.2 Kovaryant türev

n-boyutlu Vn uzay�na ait bir kovaryant vvviii vektör alan�n�n kovaryant türevi

∇ jvi =
∂vi

∂x j − vhΓh
ji (2.3)

ve bir kontravaryant uuuiii vektör alan�n�n kovaryant türevi

∇kui =
∂ui

∂xk +uhΓi
kh (2.4)

³eklindedir.

2.1.3 Eğrilik tensörü, Ricci tensörü ve skaler eğrilik

Bir Vn Riemann uzay�nda, vvv vektör alan�n�n kovaryant bile³enleri vvviii ile gösterilsin.
Bu durumda, (2.3) kullan�larak

∇k∇ jvi =
∇ jvi

∂xk −Γb
ki∇ jvb−Γb

k j∇bvi

=
∂ 2vi

∂x j∂xk −Γa
ji

∂va

∂xk − va
∂

∂xk Γa
ji−Γb

ki∇ jvb−Γb
k j∇bvi (2.5)
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bulunur. Daha sonra, (2.5) denkleminde j ve k indislerinin yerleri de§i³tirilerek

∇ j∇kvi =
∂ 2vi

∂xk∂x j −Γa
ki

∂va

∂x j − va
∂

∂x j Γa
ki−Γb

ji∇kvb−Γb
jk∇bvi (2.6)

elde edilir. Elde edilen (2.5) ve (2.6) denklemleri yard�m�yla, ∇k∇ jvi−∇ j∇kvi

ifadesi

∇k∇ jvi−∇ j∇kvi = va[
∂

∂x j Γa
ki−

∂
∂xk Γa

ji +Γa
jbΓb

ki−Γa
kbΓb

ji] (2.7)

³eklinde bulunur. Yukar�daki son denklemdeki

Ra
k ji =

∂
∂xk Γa

ji−
∂

∂x j Γa
ki +Γa

kbΓb
ji−Γa

jbΓb
ki (2.8)

tensörü, Vn Riemann uzay�n�n e§rilik tensörü ad�n� al�r.

Vn uzay�nda, (2.7) ve (2.8) ifadeleri yard�m�yla,

∇k∇ jvh−∇ j∇kvh =−Ri
k jhvi (2.9)

ve

∇k∇ jvh−∇ j∇kvh = Rh
k jiv

i (2.10)

ba§�nt�lar� bulunur ki, bu ifadeler Ricci Özde³likleri olarak adland�r�lmaktad�r, [5].
Bu uzayda, (2.8) ba§�nt�s� yard�m�yla, Rh

i jk e§rilik tensörü için

Rh
i jk =−Rh

jik (2.11)

Rh
i jk +Rh

jki +Rh
ki j = 0 (2.12)

ba§�nt�lar� mevcuttur. Yukar�daki son denklemdeki özde³lik I. Bianchi özde³li§i
ad�n� al�r.
Bu durumda, (2.8) ifadesinden Ri jkh kovaryant e§rilik tensörü

Ri jkh = Rm
i jkgmh (2.13)

³eklindedir, [5].
Burada, Ri jkh kovaryant e§rilik tensörü

Ri jkh =−R jikh =−Ri jhk = Rkhi j (2.14)
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ba§�nt�lar�n� sa§lamaktad�r. Ayr�ca,

Ri j = Rh
hi j = gmhRmi jh = gmhRimh j (2.15)

denklemleri ile tan�ml� Ri j tensörüne, Ricci tensörü denir, [5]. Bu tensör
yard�m�yla, Riemann uzay�n�n skaler e§rili§i

R = gi jRi j (2.16)

olarak tan�mlanmaktad�r.
Ayr�ca, (2.12) denklemindeki I. Bianchi özde³li§i (2.13) denklemi yard�m�yla
a³a§�daki ³ekle dönü³ür:

Ri jkm +R jkim +Rki jm = 0. (2.17)

E§rilik tensörünün Riemann konneksiyonuna göre kovaryant türevlerini içeren,
II. Bianchi özde³li§inin ifadesi a³a§�daki ³ekildedir:

∇lRh
i jk +∇iRh

jlk +∇ jRh
lik = 0. (2.18)

Metrik tensörünün kovaryant türevinin s�f�r oldu§u göz önüne al�n�rsa, II. Bianchi
özde³li§i

∇lRi jkh +∇iR jlkh +∇ jRlikh = 0 (2.19)

dir.
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2.2 Özel Riemann Uzayları

2.2.1 Reküran ve Ricci-reküran Riemann uzayları

Bir Vn Riemann uzay�n�n, kovaryant e§rilik tensörü, λλλ lll s�f�rdan farkl� bir
kovaryant vektör alan� olmak üzere,

∇lRh
i jk = λlRh

i jk (2.20)

ko³ulunu sa§l�yorsa, bu uzay reküran Riemann uzay� olarak adland�r�lm�³t�r.
Burada λλλ lll reküran vektör alan� olarak adland�r�l�r. Di§er taraftan, λλλ lll s�f�rdan
farkl� bir kovaryant vektör alan� olmak üzere, Vn Riemann uzay�n�n Ricci e§rilik
tensörü

∇lRhi = λlRhi (2.21)

ko³ulunu sa§l�yorsa, bu uzay Ricci-reküran Riemann uzay� olarak adland�r�l�r,
[17]. Ayr�ca, (2.15) ve (2.20) denklemleri yard�m�yla her reküran Riemann
uzay�n�n ayn� zamanda Ricci reküran oldu§u, fakat tersinin her zaman do§ru
olmad�§� aç�kt�r.
Yard�mc� Teorem 2.1: Bir Vn Riemann uzay�nda,

∇hRh
i =

∇iR
2

(2.22)

ba§�nt�s� mevcuttur, [18]. 2

2.2.2 Düz uzay, Ricci ve konform düz uzay

Vn, Riemann uzay�n�n e§rilik tensörü

Rhi jk = 0 (2.23)

ko³ulunu sa§l�yorsa, bu uzay düz uzay olarak adland�r�l�r. Bu uzay�n Ricci e§rilik
tensörü özde³ olarak s�f�r ise, yani

Ri j = 0 (2.24)
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ko³ulu sa§lan�yorsa, böyle bir uzaya Ricci-düz uzay denir. Benzer ³ekilde,
n-boyutlu Vn Riemann uzay�n�n Ci jkh konform e§rilik tensörü

Ci jkh = Ri jkh− 1
n−2

(gihR jk−g jhRik +g jkRih−gikR jh)

+
R

(n−1)(n−2)
(g jkgih−g jhgik) (2.25)

³eklinde tan�mlan�r, [5]. E§er, Vn Riemann uzay�n�n Ci jkh konform e§rilik tensörü,
özde³ olarak s�f�r ise, böyle bir uzay konform düz uzay olarak adland�r�l�r.

2.2.3 Einstein uzayı

Vn Riemann uzay�n�n Ricci tensörü, uzay�n metrik tensörünün bir kat� ise, böyle
bir uzaya Einstein uzay� denir. O halde, bir Einstein uzay�

Ri j = kgi j (2.26)

ba§�nt�s� ile karakterize edilmektedir. Yukar�daki (2.26) denklemi gi j ile çarp�l�r
ve i ve j üzerinden toplam al�n�rsa

k =
R
n

(2.27)

bulunur. (2.16) ve (2.22) ba§�nt�lar� kullan�larak

1
2

∇iR = ∇h(gh jRi j)

= gh jgi j
1
n

∇hR

= δ h
i

1
n

∇hR

=
1
n

∇iR

veya
(
n−2

2n
)∇iR = 0

elde edilir. O halde, n≥ 3 için, Einstein uzay�n�n skaler e§rili§i sabittir.

2.2.4 Pseudo simetrik Riemann uzayı

λλλ lll s�f�rdan farkl� bir kovaryant vektör alan� olmak üzere, n-boyutlu bir Vn

Riemann uzay�n�n kovaryant e§rilik tensörü

∇lRi jkh = 2λlRi jkh +λiRl jkh +λ jRilkh +λkRi jlh +λhRi jkl (2.28)
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ko³ulunu sa§l�yorsa, bu uzaya pseudo simetrik Riemann uzay� denir. Burada,
λλλ lll kovaryant vektör alan� da, uzay�n s�f�rdan farkl� e³ vektör alan� ad�n� al�r [4].
n-boyutlu pseudo simetrik Riemann uzay� k�saca, (PS)n ile gösterilir, [4].

2.2.5 Pseudo Ricci simetrik Riemann uzayı

λλλ lll s�f�rdan farkl� bir kovaryant vektör alan� için, Ricci-düz olmayan bir Vn

Riemann uzay�n�n Ricci e§rilik tensörü

∇kRi j = 2λkRi j +λiR jk +λ jRki (2.29)

ko³ulunu sa§l�yorsa, bu uzay M. C. Chaki taraf�ndan pseudo Ricci simetrik
Riemann uzay� olarak adland�rm�³t�r, [7]. Burada λλλ lll kovaryant vektör alan�,
bu uzay�n e³ vektör alan� ad�n� al�r. (2.29) denklemi n = 2 için özde³ olarak
sa§land�§�ndan, çal�³ma boyunca n-boyutlu pseudo Ricci simetrik Riemann uzay�,
n≥ 3 için göz önüne al�nm�³t�r. Bu uzay k�saca, (PRS)n ile gösterilmektedir.
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2.3 Sonsuz Küçük Dönüşüm

Vn, C∞ s�n�f�ndan ve koordinatlar� xi olan, n-boyutlu bir Riemann uzay� olsun. Vn

uzay�n�n metri§i

ds2 = gi j(x)dxidx j, i, j = 1, ...,n (2.30)

ile verilsin. Ayr�ca,

T : xi = f i(x j), det(∂ j f i)6= 0 (2.31)

ba§�nt�lar�, Vn uzay�na ait R ve R bölgeleri aras�nda bire-bir bir nokta dönü³ümünü
tan�mlas�n. Bu nokta dönü³ümü R deki xi noktas�n� R deki xi noktas�na, R deki
xi + dxi noktas�n� R deki xi + dxi noktas�na dönü³türür. Bununla birlikte, xi ile
xi +dxi noktalar� aras�ndaki uzakl�§�n karesi

ds2 = gi j(x)dxidx j (2.32)

dir. Ayr�ca gi j(x) ile gi j(x) aras�nda

gi j(x) = (∂i f k)(∂ j f l)gkl(x) (2.33)

ba§�nt�s� vard�r, [8].
Tan�m 2.1: xi ve xi + dxi noktalar� aras�ndaki uzakl�k, xi ve xi + dxi noktalar�
aras�ndaki uzakl�§a e³it ise, (2.31) ile tan�mlanan nokta dönü³ümüne, Vn Riemann
uzay�nda bir hareket veya izometri denir. vi kontravaryant bir vektör alan� olmak
üzere, (2.31) ile verilen nokta dönü³ümü

xi = xi + vidt (2.34)

³eklinde bir sonsuz küçük dönü³üm olsun. Bu durumda,

∂i f j = δ j
i +∂iv jdt (2.35)

ba§�nt�s� mevcuttur. Böylece, (2.35) denklemi, (2.33) denkleminde yerine yaz�l�rsa

gi j = (δ k
i +∂ivkdt)(δ l

j +∂ jvldt)gkl(xi + vidt) (2.36)

denklemi elde edilir. Daha sonra, (2.36)'deki gkl(xi + vidt) ifadesi için, dxi =

vidt olmak üzere, Taylor aç�l�m� kullan�l�rsa ve birinci dereceden sonsuz küçük
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dönü³üm göz önüne al�n�rsa

gkl(xi + vidt) = gkl +∂igkldxi

= gkl +∂igkl
dxi

dt
dt

= gkl +∂igklvidt (2.37)

ba§�nt�s� elde edilir. Böylece, elde edilen bu ba§�nt� (2.36) denkleminde yerine
yaz�l�rsa

gi j = (δ k
i +∂ivkdt)(δ l

j +∂ jvldt)(gkl + vm∂mgkldt) (2.38)

bulunur. Buradan da,

gi j = gi j +(vm∂mgi j +gk j∂ivk +gil∂ jvl)dt (2.39)

oldu§u görülür.
Teorem 2.1: Bir Riemann uzay�nda, xi = xi + vidt sonsuz küçük dönü³ümünün
bir hareket olmas� için gerek ve yeter ko³ul,

vm∂mgi j +gk j∂ivk +gil∂ jvl = 0 (2.40)

ba§�nt�s�n�n mevcut olmas�d�r, [8]. 2

Tan�m 2.2: gi j−gi j fark�na, gi j'nin vvv vektör alan�na göre Lie diferansiyeli denir
ve Lvgi jdt ile gösterilir. Lvgi j'ye ise, gi j'nin vvv vektör alan�na göre Lie türevi
denir. Bu durumda, (2.39) ba§�nt�s�ndan

Lvgi jdt = gi j−gi j = (vm∂mgkl +gl j∂ivl +gil∂ jvl)dt (2.41)

bulunur. Di§er taraftan, (2.4) ve (2.41) denklemleri yard�m�yla gi j metrik
tensörünün Lie türevi

Lvgi j = ∇iv j +∇ jvi (2.42)

³eklindedir, [8]. Bu tan�mdan yararlanarak, Teorem 2.1 ³u ³ekilde de ifade
edilebilir:
Teorem 2.2: n-boyutlu bir Vn Riemann uzay�nda, xi = xi + vidt sonsuz küçük
dönü³ümünün bir hareket olmas� için gerek ve yeter ko³ul,

Lvgi j = 0 (2.43)
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ba§�nt�s�n�n mevcut olmas�d�r, [8]. Ayr�ca, (2.43) ba§�nt�s� yard�m�yla,

LvΓh
i j = 0 (2.44)

ve

LvRh
i jk = 0 (2.45)

ba§�nt�lar� da mevcuttur, [8]. 2

Önerme 2.1: n-boyutlu birVn Riemann uzay�nda, göz önüne al�nan sonsuz küçük
dönü³üm, sadece bir hareketten ibaret ise,

Lvgi j = 0, (2.46)

LvRi jkh = 0 (2.47)

ve

LvRi j = 0 (2.48)

d�r.
�spat: gimgm j = δ i

j olup, Kroneker deltan�n Lie türevi s�f�r oldu§undan, a³a§�daki
denklem elde edilir:

gm jLvgim +gimLvgm j = 0. (2.49)

Bu ifadede, (2.43) denklemi kullan�l�rsa

gm jLvgim = 0 (2.50)

denklemi elde edilir. Ayr�ca, (2.50) denklemi g jl ile çarp�l�rsa ve j ve l üzerinden
toplam al�n�rsa

δ l
mLvgim = 0 (2.51)

ifadesi elde edilir. Böylece, (2.46) ba§�nt�s�, göz önüne al�nan sonsuz küçük
dönü³ümün sadece bir hareket olmas� halinde geçerlidir. Ayr�ca,

LvRi jkh = Lv(Rm
i jkghm) (2.52)
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olmak üzere, (2.52) denkleminde, (2.43) ve (2.45) denklemleri kullan�larak (2.47)
ba§�nt�s�na ula³�l�r. Ayr�ca,

LvRih = Lv(g jkRi jkh) (2.53)

denkleminde, (2.46), (2.47) ve (2.53) denklemleri kullan�larak (2.48) denklemi
elde edilir.

2.3.1 Burulmasız lineer konneksiyonlu uzaylarda sonsuz küçük dönüşümler

Vn, koordinatlar� xi olan, burulmas�z lineer bir Γi
jk konneksiyonuna sahip,

n-boyutlu bir Riemann uzay� olsun. Bu uzaya ait bir vvv vektör alan�n�n
kontravaryant bile³enleri vvviii ve xi koordinatlar�na kar³� gelen konneksiyon katsay�s�
Γi

jk olmak üzere,

xi = f i(x j) = xi + vidt (2.54)

sonsuz küçük dönü³ümü alt�nda Γi
jk ile Γi

jk aras�nda

(∂i f l)Γi
jk(x) = (∂ j f p)(∂k f s)Γl

ps(x)+∂ j∂k f l (2.55)

ba§�nt�s� vard�r, [8].
Tan�m 2.3: Vn Riemann uzay�na ait konneksiyon katsay�lar� Γi

jk'n�n vvv vektör
alan�na göre Lie diferansiyeli

LvΓi
jkdt = Γi

jk−Γi
jk (2.56)

ile gösterilir. Burada, LvΓi
jk ifadesine ise, Γi

jk'n�n v vektör alan�na göre Lie
türevi denir. Ayr�ca, Vn uzay�n�n e§rilik tensörü Ri

l jk olmak üzere, Γi
jk Riemann

konneksiyonunun vvv vektör alan�na göre Lie türevi

LvΓi
jk = ∇ j∇kvi +Ri

l jkvl (2.57)

³eklinde tan�mlan�r, [5]. Vn'de

LvΓi
jk = 0 (2.58)

ba§�nt�s� mevcut ise, xi = xi + vidt sonsuz küçük dönü³ümüne, sonsuz küçük a�n
dönü³üm denir. 2

18



2.3.2 Lie türevinin özellikleri

Vn, lineer, burulmas�z bir ∇ konneksiyonuna sahip bir Riemann uzay� ve uuuiii,
Vn'ye ait kontravaryant bir vektör alan� olsun. Vn'de, xi = xi + vidt sonsuz küçük
dönü³ümü

Lvui = ui(x)−ui(x) = vm∇mui−um∇mvi (2.59)

³eklinde tan�mlan�r, [8]. Lvui'ye , uuuiii kontravaryant vektör alan�n�n vvv vektör
alan�na göre Lie türevi denir.
Benzer ³ekilde, wwwiii kovaryant vektör alan�n�n vvv vektör alan�na göre Lie Türevi

Lvwi = vm∇mwi +wm∇ivm (2.60)

ve Pi j
m tensörünün vvv vektör alan�na göre Lie türevi

LvPi j
m = vk∇kPi j

m −Pk j
m ∇kvi−Pik

m ∇kv j +Pi j
k ∇mvk (2.61)

³eklinde tan�mlanmaktad�r, [8], burada ∇, Γi
jk konneksiyonuna göre kovaryant

türevi göstermektedir. E§rilik tensörünün Lie türevi,

LvRh
k ji = ∇kLvΓh

ji−∇ jLvΓh
ki (2.62)

³eklindedir. Ayr�ca, skaler p fonksiyonun vvv vektör alan�na göre Lie türevi

Lv p = vk∂k p (2.63)

olarak tan�mlanmaktad�r.
A ve B ayn� cinsten tensörler olmak üzere, Lie türevi a³a§�daki özellikleri sa§lar:

Lv(A+B) = LvA+LvB (2.64)

Lv(AB) = BLvA+ALvB . (2.65)

Vn'de Γh
jk konneksiyonu için

Lv∇mui−∇mLvui = (LvΓi
mk)u

k (2.66)

Lv∇mwi−∇mLvwi =−(LvΓk
mi)wk (2.67)
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ba§�nt�lar� geçerlidir. Bu ba§�nt�lar Pi j
m tensörüne uygulan�rsa,

Lv∇kPi j
m −∇kLvPi j

m = (LvΓi
kl)P

l j
m +(LvΓ j

kl)P
il
m− (LvΓl

km)Pi j
l (2.68)

elde edilir. Özel olarak, Vn bir Riemann uzay� oldu§unda, a³a§�daki teorem
geçerlidir:
Teorem 2.3: Vn, n-boyutlu bir Riemann uzay� olsun. Vn' deki her hareket bir
sonsuz küçük a�n dönü³ümdür, [8]. 2

2.3.3 Sonsuz küçük konformal dönüşüm

Teorem 2.4: Vn, Riemann uzay�na ait xi = xi + vidt sonsuz küçük dönü³ümünün
konformal dönü³ümden ibaret olmas� için gerek ve yeter ko³ul, gi j'nin Lie
türevinin gi j'nin bir kat� olmas�d�r. Yani, sonsuz küçük konformal dönü³üm ϕ

skaler fonksiyon olmak üzere, a³a§�daki ko³ullarla karakterize edilir, [8]:

Lvgi j = 2ϕgi j. (2.69)

E§er, ϕ skaler fonksiyonu s�f�rdan farkl� ise, sonsuz küçük has konformal dönü³üm
ad�n� al�r. Burada, ϕ skaler fonksiyonu bir sabitten ibaret ise, sonsuz küçük
konformal dönü³üme, sonsuz küçük homotetik dönü³üm denir. E§er, ϕ = 0 ise,
sonsuz küçük konformal dönü³üm, sadece hareket ad�n� al�r, [8].
Yard�mc� Teorem 2.2: Bir Vn Riemann uzay�nda, sonsuz küçük konformal
dönü³üm alt�nda, uzay�n gi j metrik tensörünün kar³�t tensörü gi j'nin, konneksiyon
katsay�s�n�n, e§rilik tensörünün, Ricci e§rilik tensörünün ve skaler e§rili§inin Lie
türevleri, ϕi = ∇iϕ , ϕh = ϕigih olmak üzere, a³a§�daki ba§�nt�larla verilmektedir,
[19]:

Lvgi j =−2ϕgi j, (2.70)

(LvΓh
jk) = δ h

k ϕ j +δ h
j ϕk−g jkϕh, (2.71)

LvRh
k ji = δ h

j ∇kϕi−δ h
k ∇ jϕi +gki∇ jϕh−g ji∇kϕh, (2.72)

LvR jk = (2−n)∇ jϕk−g jk∇hϕh, (2.73)
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LvR =−2ϕR+2(1−n)∇iϕ i . (2.74)

2

Yard�mc� Teorem 2.3: Bir Vn Riemann uzay�nda, sonsuz küçük konformal
dönü³üm için

2ϕgi j = ∇iv j +∇ jvi (2.75)

ba§�nt�s� geçerlidir, [8]. 2

Uyar� 2.1: Her sonsuz küçük homotetik dönü³üm ayn� zamanda sonsuz küçük
a�n dönü³ümdür. 2

Uyar� 2.2: E§er, her sonsuz küçük konformal dönü³üm ayn� zamanda sonsuz
küçük a�n dönü³üm ise, bu sonsuz küçük dönü³üm, sonsuz küçük homotetik
dönü³ümdür. 2

Tan�m 2.4: Bir Riemann uzay�nda, uzay�n e§rilik tensörü, sonsuz küçük
konformal dönü³üm alt�nda invaryant kal�yorsa, yani

Lvgi j = 2ϕgi j, LvRh
i jk = 0 (2.76)

ko³ulu sa§lan�yorsa, ϕ 6= 0 olmak üzere, böyle bir sonsuz küçük dönü³üm, sonsuz
küçük pseudo homotetik dönü³üm olarak adland�r�l�r, [9]. 2
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2.4 Riemann Uzayında Özel Vektör Alanları

2.4.1 Tors oluşturan vektör alanları

Bir Vn Riemann uzay�nda, xi(s) e§risi göz önüne al�ns�n. Ayr�ca, vvviii(((sss))), xi(s)

e§risi boyunca, e§rinin her noktas�nda tan�ml� bir vektör alan� olsun. xi(s)

e§risi bir M(s) noktas�nda te§et uzay� üzerine aç�ls�n. Böylece, elde edilen vvviii(((sss)))

vektör alan�n�n do§rultular� e§rinin te§etlerinden ibaret olursa, yani, M(s)+αviei

noktas�n�n geometrik de§i³imi e§ri boyunca vvviii(((sss))) vektör alan� do§rultusunda ise,
böyle bir vektör alan�na tors olu³turan vektör alan� denir ve

d(M +αviei) = βviei, dM = dxiei, dei = Γh
i jdx jeh (2.77)

dir. Burada, α ve β , s'nin bir fonksiyonu ve ei'ler te§et uzay�n baz vektör
alanlar�d�r. Yukar�daki denklem yard�m�yla

d
ds

(M +αviei) = βviei (2.78)

bulunur ve dolay�s�yla

dxi

ds
+

δ (αvi)
ds

= βvi (2.79)

elde edilir. Bu denklemde, α = 0 al�n�rsa, vvviii vektör alan� e§rinin te§et vektör
alan�ndan ibaret olur. α 6= 0 al�n�rsa,

δvi

ds
= p

dxi

ds
+qvi, p = (− 1

α
), q =

1
α

(β − dα
ds

) (2.80)

dir ve dolay�s�yla,

∇ivh dxi

ds
= p

dxh

ds
+qvh (2.81)

ifadesi elde edilir. Böylece, bir Vn Riemann uzay�nda, vvv tors olu³turan vektör
alan�

∇ivh = φivh +ρδ h
i (2.82)

ile tan�mlanmaktad�r, [10]. Burada, ρ skaler bir fonksiyonu, φi kovaryant vektör
alan�n� ve vvvhhh ise, vvv tors olu³turan vektör alan�n�n kontravaryant bile³enlerini
göstermektedir.
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2.4.2 Reküran vektör alanı

Bir Vn Riemann uzay�nda, (2.82) ba§�nt�s�nda ρ skaler fonksiyonu s�f�r olarak
al�n�rsa, bu ba§�nt� a³a§�daki ³ekle dönü³ür

∇ivh = φivh. (2.83)

Böylece, (2.83) ba§�nt�s�n� sa§layan vvv vektör alan�na, reküran vektör alan� ad�
verilir, [12].

2.4.3 Konküran vektör alanı

Bir Vn Riemann uzay�nda, xi(s) e§risi göz önüne al�ns�n. Ayr�ca, vvviii(((sss))), xi(s) e§risi
boyunca, e§rinin her noktas�nda tan�ml� bir vektör alan� olsun. xi(s) e§risi bir
M(s) noktas�nda te§et uzay� üzerine aç�ls�n. Böylece, elde edilen vvviii(((sss))) vektör
alan� do§rultular�, sabit M(s) + αviei noktas�ndan geçiyorsa, yani, M(s) + αviei

noktas�n�n geometrik de§i³imi e§ri boyunca s�f�r ise, böyle bir vvviii(((sss))) vektör alan�na
konküran vektör alan� denir. Burada α , s'nin bir fonksiyonu ve ei'ler te§et uzay�n
baz vektör alanlar�d�r ve

d(M +αviei) = 0, dM = dxiei, dei = Γh
i jdx jeh (2.84)

dir. Bu durumda, (2.84) denklemi yard�m�yla, bir vvv konküran vektör alan�, ρ

s�f�rdan farkl� bir sabit olmak üzere,

∇ivh = ρδ h
i (2.85)

denklemi ile karakterize edilmektedir, [10].

2.4.4 Konsörkılır vektör alanı

Vn Riemann uzay�n�n, V n Riemann uzay� üzerine bir konform dönü³üm τ olsun.
Bu takdirde, Vn ve V n uzaylar�n�n kar³� gelen noktalar�nda

gi j = ρ2gi j (2.86)

dir. Burada, ρ , Vn Riemann uzay� üzerinde tan�ml� düzgün, pozitif bir
fonksiyondur. Vn Riemann uzay�na ait bir C e§risinin herhangi bir p noktas�n�n
koordinatlar� xi ve C e§risinin yay uzunlu§u sss olsun. p noktas�n�n τ alt�ndaki
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görüntüsü p, C e§risinin görüntüsü ise C olsun. C ile C'nin yay uzunluklar�
aras�nda

s = ρs (2.87)

ba§�nt�s� vard�r. Vn'nin konneksiyon katsay�lar� Γk
i j, V n Riemann uzay�n�n

konneksiyon katsay�lar� da Γk
i j ile gösterildi§ine göre, bunlar aras�nda

Γk
i j = Γk

i j +δ k
i ρ j +δ k

j ρi−gkagi jρa (2.88)

ba§�nt�s� vard�r. Burada,

ρi =
∂ lnρ
∂xi (2.89)

dir. C e§risinin p noktas�ndaki birim te§et vektörü dxk

ds , C'nin p noktas�ndaki
birim te§et vektörü dxk

ds dir. Böylece, (2.87) denklemine göre

dxk

ds
=

1
ρ

dxk

ds
(2.90)

dir. Dolay�s�yla, (2.87) denklemi göz önüne al�narak, (2.90) denkleminin dxk

ds

do§rultusunda kovaryant türevi al�n�rsa

δ (dxk

ds )
δ s

=
dxi

ds
∇i(

dxk

ds
)

=
1
ρ

dxi

ds
∇i(

1
ρ

dxk

ds
)

=
1
ρ

dxi

ds
(

∂
∂xi (

1
ρ

dxk

ds
)+

1
ρ

dx j

ds
Γk

ji) (2.91)

elde edilir. Benzer ³ekilde, (2.87), (2.88) ve (2.89) denklemleri göz önüne al�narak
(2.91) denkleminin dx

ds do§rultusunda kovaryant türevi al�n�rsa

δ 2(dxk

ds )

δ s2 =
dx j

ds
∇ j(

dxi

ds
∇i(

dxk

ds
))

=
1

ρ3 (
dx j

ds
∇ j(

dxi

ds
∇i(

dxk

ds
))+∇ jρi

dxi

ds
dx j

ds
dxk

ds

+ gαk∇ jρα
dx j

ds
+ρkρ j

dx j

ds
−gαβ ραρβ

dxk

ds

+ 2ρi
dxk

ds
dx j

ds
∇ j(

dxi

ds
)) (2.92)

bulunur. Burada, ρ j = g jmρm dir. Benzer ³ekilde, (2.86), (2.90) ve (2.91)
ba§�nt�lar�ndan elde edilen denklemde, (2.92) denklemi kullan�ld�§�nda ortaya
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ç�kan ∇ jρi−ρiρ j + 1
2gmnρmρngi j ifadesi, ρi j olarak gösterilirse

ρi j = ∇ jρi−ρiρ j +
1
2

gmnρmρngi j (2.93)

ve ρk
j = gkhρh j olarak yaz�l�rsa, Vn Riemann uzay�n�n çemberlerinin, τ dönü³ümü

alt�nda, V n Riemann uzay�n�n çemberlerine dönü³mesi için gerek ve yeter ko³ul,

ρmn = φgmn (2.94)

e³itli§inin sa§lanmas�d�r. Böylece, (2.93) ve (2.94) yard�m�yla

∇iρ j = ρiρ j +ψgi j, ψ = φ − 1
2

gmnρmρn (2.95)

ba§�nt�s�na ula³�l�r. Dolay�s�yla, (2.95) ba§�nt�s�n� sa§layan vektör alan�,
konsörk�l�r vektör alan� olarak adland�r�l�r, [13]. 1951 y�l�nda, T. Adati, [20],
(2.82) denklemi ile verilen ve tors olu³turan vektör alan�n�n konsörk�l�r vektör
alan�ndan ibaret olmas� için gerek ve yeter ko³ulun, (2.82) denklemindeki φi'nin,
gradyent vektör alan�ndan ibaret oldu§unu ispatlam�³t�r.

2.4.5 Yarı tors oluşturan vektör alanı

Bir Riemann uzay�nda, TTT ve vvv vektör alanlar�

T αRh
α jβ vβ = 0 (2.96)

ba§�nt�s�n� sa§larsa, TTT ve vvv vektör alanlar�na yar� e³lenik vektör alan� denir, [14].
Bu durumda, (2.82) ba§�nt�s� ile verilen, vvv tors olu³turan vektör alan� kendisi ile
yar�e³lenik ise, (2.96) ba§�nt�s� yard�m�yla

Rh
α jβ vαvβ = 0 (2.97)

ifadesi gerçeklenir ve böyle bir vektör alan�, yar� tors olu³turan vektör alan� olarak
adland�r�l�r, [14].

25





3. PSEUDO RICCI SİMETRİK RIEMANN UZAYLARINDA SONSUZ
KÜÇÜK DÖNÜŞÜMLER

3.1 Pseudo Ricci Simetrik Riemann Uzaylarında Sonsuz Küçük Pseudo

Homotetik Dönüşüm

1968 y�l�nda, Yamaguchi ve Matsumoto, [21], Ricci Reküran Riemann uzaylar�
üzerinde, sonsuz küçük projektif, sonsuz küçük konformal ve sonsuz küçük
pseudo homotetik dönü³ümleri incelenmi³lerdir. Ayr�ca, boyutu üç ve üçten
büyük olan Ricci-reküran Riemann uzaylar� e§er, sonsuz küçük pseudo homotetik
dönü³üm kabul ediyorsa, bu sonsuz küçük dönü³ümün, sonsuz küçük homotetik
dönü³ümden ibaret olmas� gerekti§ini ispat etmi³lerdir. Ayn� zamanda, böyle
bir uzayda ak�³ çizgileri geodezikler olan sonsuz küçük has homotetik dönü³üm
tan�mlanamayaca§�n� göstermi³lerdir. 1988 y�l�nda Chaki taraf�ndan yap�lan
di§er bir çal�³mada, [7], pseudo Ricci simetrik Riemann uzaylar�n�n yap�s�
incelenmi³ ve bu uzaylar�n skaler e§rili§inin sabit olmas� halinde, bu sabitin s�f�r
olmas� gerekti§i ispatlam�³t�r.

Bu bölümde, yukar�da bahsedilen çal�³malar göz önünde bulundurularak, pseudo
Ricci simetrik Riemann uzaylar�na ait sonsuz küçük konformal dönü³üm ve sonsuz
küçük pseudo homotetik dönü³üm incelenerek, bu sonsuz küçük dönü³ümler
alt�nda pseudo Ricci simetrik Riemann uzay�n�n λλλ lll kovektör alan�n�n ve skaler
e§rili§inin özellikleri ara³t�r�lm�³t�r.

Öncelikle, daha sonra kullan�lmak üzere a³a§�daki teorem verilmi³ olsun:
Teorem 3.1: Ti j'ler simetrik bir tensörün bile³enleri olmak üzere,

elTi j + eiTjl + e jTli = 0

ko³ulu sa§lan�yorsa, bu takdirde, ya her e j ya da her Ti j s�f�rd�r, [22]. 2

Uyar� 3.1: Bu bölümde verilecek olan tüm teoremlerde, Ricci olarak düz olmayan
ve boyutu ikiden büyük n-boyutlu bir pseudo Ricci simetrik Riemann uzay� göz
önüne al�nacakt�r. Bu uzay, k�saca (PRS)n ile gösterilecektir. 2
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Uyar� 3.2: Bu bölümde ele al�nacak tüm teoremlerde, ϕ 6= sabit ko³ulunu
sa§layan sonsuz küçük pseudo homotetik dönü³üm göz önüne al�nacakt�r. 2

Önerme 3.1: Skaler e§rili§i sabit ve s�f�rdan farkl� (PRS)n uzay�n�n λλλ lll kovektör
alan� bir gradyenttir.
�spat: �lk olarak, (2.29) ile verilen denklemde, i, j, k indisleri devirsel olarak
de§i³tirilirse

∇iR jk = 2λiR jk +λ jRki +λkRi j (3.1)

ve

∇ jRki = 2λ jRki +λkRi j +λiR jk (3.2)

ba§�nt�lar� elde edilir. Böylece, (2.29) ve son iki denklem toplan�rsa,

∇kRi j +∇iR jk +∇ jRki = 4λkRi j +4λiR jk +4λ jRki (3.3)

bulunur. Daha sonra, (3.3) ba§�nt�s� gi j ile çarp�l�rsa ve i ve j indislerine göre
toplam al�n�rsa

gi j(∇kRi j +∇iR jk +∇ jRki) = gi j(4λkRi j +4λiR jk +4λ jRki) (3.4)

denklemi elde edilir. Di§er taraftan, (3.4) denklemi, (2.15) kullan�larak
düzenlenirse

∇kR+2∇iRi
k = 4λkR+8λ jR jk (3.5)

bulunur. Bu durumda, (3.5) denkleminde Yard�mc� Teorem 2.1 kullan�l�rsa

∇kR = 2λkR+4λ jR jk (3.6)

ifadesi elde edilir. Ayr�ca, (2.29) ba§�nt�s�nda j ile k indislerinin yeri de§i³tirilerek
denklem tekrar göz önüne al�n�rsa

∇ jRik = 2λ jRik +λiRk j +λkR ji (3.7)

bulunur. Bu takdirde, (2.29) ve (3.7) denklemleri taraf tarafa ç�kart�l�rsa

∇kRi j−∇ jRik = (2λkRi j +λiR jk +λ jRki)− (2λ jRik +λiRk j +λkR ji)

= λkRi j−λ jRik (3.8)
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elde edilir. Daha sonra, (3.8) denklemi gi j ile çarp�l�rsa ve i ve j indislerine göre
toplam al�n�rsa

gi j∇kRi j−gi j∇ jRik = gi jλkRi j−gi jλ jRik (3.9)

dir. E§er, (3.9) denklemi, (2.15) kullan�larak gerekli düzenlemeler yap�l�rsa

∇kR−∇ jR
j
k = λkR−λ jR

j
k (3.10)

³eklinde elde edilir. Di§er taraftan, (3.10) denkleminde Yard�mc� Teorem 2.1
kullan�l�rsa

∇kR = 2λkR−2λ jR
j
k (3.11)

oldu§u görülür. Böylece, (3.6) ve (3.11) ba§�nt�lar� yard�m�yla

λ jR
j
k = 0 (3.12)

bulunur. Daha sonra, (3.12) ba§�nt�s� (3.6) denkleminde kullan�l�rsa

∇kR = 2λkR (3.13)

ba§�nt�s� elde edilir. R 6= 0 iken, (3.13) denkleminden

λk =
1
4

∂
∂xk (lnR2) (3.14)

ifadesi mevcut olur. Bu da λk'n�n bir gradyent oldu§unu gösterir. 2

Uyar� 3.3: Bir (PRS)n uzay�n�n skaler e§rili§i sabitse, bu uzay�n skaler e§rili§i
s�f�r olmak zorundad�r. 2
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Önerme 3.2: BirVn Riemann uzay�nda sonsuz küçük pseudo homotetik dönü³üm
alt�nda a³a§�daki ba§�nt�lar mevcuttur, [21]:

i.

LvRi jkm = 2ϕRi jkm, LvRi j = 0 ve LvR =−2ϕR (3.15)

ii.

∇rϕr = 0, ∇ jϕi = 0 (n > 2). (3.16)

2

Önerme 3.3: Bir (PRS)n uzay�nda, sonsuz küçük pseudo homotetik dönü³üm
göz önüne al�ns�n. Bu durumda

Lvλl = dl (3.17)

olmak üzere

dl =−ϕl (3.18)

ba§�nt�s� mevcuttur.
�spat: �lk olarak, (2.68) ifadesi Ricci e§rilik tensörüne uygulan�rsa

Lv∇lRi j−∇lLvRi j =−(LvΓm
li )Rm j− (LvΓm

l j)Rim (3.19)

dir. Ayr�ca, (3.19) denklemi (3.15)2 ba§�nt�s� yard�m�yla a³a§�daki forma
indirgenir

Lv∇lRi j =−(LvΓm
li )Rm j− (LvΓm

l j)Rim . (3.20)

Daha sonra, (3.20) denkleminde (2.71) ba§�nt�s�n�n kullan�lmas� sonucunda

Lv∇lRi j = −(δ m
i ϕl +δ m

l ϕi−ϕmgli)Rm j− (δ m
j ϕl +δ m

l ϕ j−ϕmgl j)Rim

= −2ϕlRi j−ϕiR jl−ϕ jRli +ϕmgliRm j +ϕmgl jRim (3.21)

bulunur. Bundan ba³ka, (3.21) denkleminde (2.29) kullan�l�rsa

Lv(2λlRi j +λiR jl +λ jRli) =−2ϕlRi j−ϕiR jl−ϕ jRli +ϕmgliRm j +ϕmgl jRim(3.22)
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denklemi elde edilir. Son denklemde, Lie türevinin özellikleri kullan�ld�§� takdirde

2λlLvRi j +2Ri jLvλl +λiLvR jl +R jlLvλi +λ jLvRli +RliLvλ j

=−2ϕlRi j−ϕiR jl−ϕ jRli +ϕmgliRm j +ϕmgl jRim (3.23)

bulunur. Böylece, (3.15)2 ba§�nt�s� yard�m�yla, (3.23) denklemi

2Ri jLvλl +R jlLvλi +RliLvλ j =−2ϕlRi j−ϕiR jl−ϕ jRli +ϕmgliRm j +ϕmgl jRim

(3.24)

halini al�r ve (3.24) denkleminde (3.17) ba§�nt�s� kullan�l�rsa,

2dlRi j +diR jl +d jRli =−2ϕlRi j−ϕiR jl−ϕ jRli +ϕmgliRm j +ϕmgl jRim (3.25)

e³itli§i elde edilir. Bu son denklemde l, i ve j indisleri devirsel olarak de§i³tirildi§i
takdirde, elde edilen denklemler

2diR jl +d jRli +dlRi j =−2ϕiR jl−ϕ jRli−ϕlRi j +ϕmgi jRml +ϕmgilR jm, (3.26)

2d jRli +dlRi j +diR jl =−2ϕ jRli−ϕlRi j−ϕiR jl +ϕmg jlRmi +ϕmg jiRlm (3.27)

dir. Bu durumda, (3.25), (3.26) ve (3.27) ba§�nt�lar� taraf tarafa toplan�rsa ve
gerekli düzenlemeler yap�l�rsa

2(dl +ϕl)Ri j +2(di +ϕi)R jl +2(d j +ϕ j)Rli = ϕmgliRm j +ϕmgl jRim +ϕmgi jRlm

(3.28)

sonucu bulunur. Di§er taraftan, (3.12) e³itli§inin Lie türevi

0 = Lv(λ jR jl)

= R jlLvλ j +λ jLvR jl, λ j = gi jλi (3.29)

olarak elde edilir. Böylece, (3.29) denklemi Lie türevinin özellikleri yard�m�yla
tekrar göz önüne al�n�rsa

0 = R jlLv(g jmλm)+λ jLvR jl

= R jl(λmLvg jm +g jmLvλm)+λ jLvR jl (3.30)
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olarak elde edilir. Bu denklem, (2.70) yard�m�yla

0 = R jl(λm(−2ϕg jm)+g jmLvλm)+λ jLvR jl

= −2ϕλ jR jl +g jmR jlLvλm +λ jLvR jl (3.31)

halini al�r. Ayr�ca, (3.31) denkleminde, (3.12) ba§�nt�s� kullan�l�rsa

g jmR jlLvλm +λ jLvR jl = 0 (3.32)

bulunur. Daha sonra, (3.32) denklemi, (3.15)2 ba§�nt�s� göz önünde
bulundurularak

g jmR jlLvλm = 0, g jmdm = d j (3.33)

³ekline dönü³ür. Bundan ba³ka, (3.33) denkleminde (3.17) kullan�l�rsa

d jR jl = 0 (3.34)

bulunur. Di§er taraftan, (3.28) denklemi gi j ile çarp�l�r ve i ve j üzerinden toplam
al�n�rsa

2gi j(dl +ϕl)Ri j +2gi j(di +ϕi)R jl +2gi j(d j +ϕ j)Rli =

gi jϕmgliRm j +gi jϕmgl jRim +gi jϕmgi jRlm, ϕ j = gi jϕi (3.35)

dir. Bu durumda, (3.35) denklemi yeniden düzenlenerek

2(dl +ϕl)R+4(d j +ϕ j)R jl = ϕmRml +ϕmRlm +nϕmRlm (3.36)

elde edilir. Böylece, (3.36) denkleminde (3.34) ba§�nt�s� kullan�l�rsa

2(dl +ϕl)R+4ϕ jR jl = (n+2)ϕmRlm (3.37)

bulunur. Bu son denklem gerekli düzenlemeler yap�ld�§� takdirde

2(dl +ϕl)R = (n−2)ϕmRml (3.38)

³ekline gelir. Di§er taraftan, (3.25) denklemi gi j ile çarp�l�rsa ve i ve j üzerinden
toplam al�n�rsa

gi j(2dlRi j +diR jl +d jRli) = −2gi jϕlRi j−gi jϕiR jl−gi jϕ jRli

+ gi jϕmgliRm j +gi jϕmgl jRim (3.39)
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dir. Bu durumda, (3.39) denklemi düzenlemeler yap�ld�§�nda

2dlR+d jR jl +diRli = −2ϕlR−ϕ jR jl−ϕ iRli +δ j
l ϕmRm j +δ i

l ϕmRim

= −2ϕlR−ϕ jR jl−ϕ iRli +ϕmRml +ϕmRlm

= −2ϕlR (3.40)

olarak elde edilir. Daha sonra, (3.40) ba§�nt�s�, (3.34) kullan�larak

(dl +ϕl)R = 0 (3.41)

³ekline gelir. Böylece, ya dl +ϕl = 0 veya R = 0 d�r.
�imdi, dl + ϕl = 0 ko³ulunun R = 0 olmas� durumunda da sa§land�§� gösterilsin.
Bu uzay�n boyutunun ikiden büyük oldu§u göz önünde bulundurularak, (3.38)
denklemi yard�m�yla,

ϕmRlm = 0 (3.42)

sonucu elde edilir. Daha sonra, (3.42) ba§�nt�s� (3.28) denkleminde kullan�larak

(dl +ϕl)Ri j +(di +ϕi)R jl +(d j +ϕ j)Rli = 0 (3.43)

³eklinde elde edilir. Son olarak, (3.43) denkleminde, Teorem 3.1 kullan�l�rsa ve
uzay�n Ricci-düz uzay olmad�§� göz önüne al�n�rsa, dl =−ϕl e³itli§i bulunur. 2

Teorem 3.2: Bir (PRS)n uzay�nda, ∇iϕ i = 0 ko³ulunu sa§layan, sonsuz küçük
has konformal dönü³üm göz önüne al�ns�n. Bu takdirde, ya uzay�n skaler e§rili§i
s�f�rd�r, ya da λλλ iii ile vvviii birbirine dik de§ildir.
�spat: �lk olarak, (2.74) denkleminde ∇iϕ i = 0 ko³ulu kullan�l�rsa

LvR =−2ϕR (3.44)

dir. Bununla birlikte, (2.63) denkleminden, (PRS)n uzay�n�n skaler e§rili§i için
a³a§�daki ba§�nt� elde edilir

LvR = vk∇kR. (3.45)

Bu denklem, (3.44) yard�m�yla

vk∇kR = −2ϕR (3.46)
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halini al�r. Bundan ba³ka, (3.46) denkleminde (3.13) denklemi kullan�l�rsa

vkλkR = −ϕR (3.47)

dir ve (3.47) denkleminden

(vkλk +ϕ)R = 0 (3.48)

elde edilir. Böylece, (3.48) denkleminden, Vn pseudo Ricci simetrik Riemann
uzay�n�n skaler e§rili§inin s�f�r veya sonsuz küçük has konformal dönü³ümden
dolay�, vvviii ve λλλ iii vektörlerinin dik olmad�§� görülür. 2

Bir (PRS)n uzay� üzerinde sonsuz küçük pseudo homotetik dönü³üm al�narak,
yukar�da yap�lan incelemeler do§rultusunda a³a§�daki teoremler elde edilmi³tir:
Teorem 3.3: Üzerinde sonsuz küçük pseudo homotetik dönü³ümün tan�ml�
oldu§u n-boyutlu (PRS)n uzay� göz önüne al�ns�n. Bu takdirde, bu uzay�n λλλ lll

kovektör alan� Lie invaryant de§ildir.
�spat: Bir (PRS)n uzay�na ait, sonsuz küçük pseudo homotetik dönü³üm göz
önünde bulundurularak, (3.18) ba§�nt�s� yard�m�yla dl 6= 0 elde edilir. Böylece,
(3.17) ba§�nt�s� yard�m�yla, bu uzay�n λλλ lll kovektör alan� Lie invaryant de§ildir.
2

Teorem 3.4: Üzerinde sonsuz küçük pseudo homotetik dönü³ümün tan�ml�
oldu§u n-boyutlu (PRS)n uzay�nda, ϕϕϕ i ile bu uzay�n λλλ i kovektörü birbirine diktir.
�spat: Öncelikle, (2.29) denkleminin Lie türevi al�n�rsa

Lv∇lRi j = Lv(2λlRi j +λiR jl +λ jRli)

= 2Ri jLvλl +2λlLvRi j +R jlLvλi +λiLvR jl +RliLvλ j +λ jLvRli

bulunur. Daha sonra, yukar�daki denklemde, (3.15)2 kullan�l�rsa

Lv∇lRi j = 2Ri jLvλl +R jlLvλi +RliLvλ j (3.49)

elde edilir. Bundan ba³ka, (3.49) denklemi, (3.17) yard�m�yla

Lv∇lRi j = 2dlRi j +diR jl +d jRli (3.50)

halini al�r. Böylece, (3.50) ba§�nt�s�n�n xk'ya göre kovaryant türevi al�n�rsa

∇kLv∇lRi j = ∇k(2dlRi j +diR jl +d jRli)

= 2Ri j∇kdl +2dl∇kRi j +R jl∇kdi

+di∇kR jl +Rli∇kd j +d j∇kRli (3.51)
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elde edilir. Bu ifadede, Önerme 3.3'ün sonucu olarak elde edilen (3.18) ba§�nt�s�
kullan�l�rsa

∇kLv∇lRi j = −2Ri j∇kϕl−2ϕl∇kRi j−R jl∇kϕi

−ϕi∇kR jl−Rli∇kϕ j−ϕ j∇kRli (3.52)

bulunur. Dolay�s�yla, (3.52) denklemi, (3.16)2 yard�m�yla

∇kLv∇lRi j =−2ϕl∇kRi j−ϕi∇kR jl−ϕ j∇kRli (3.53)

³eklinde elde edilir. Di§er taraftan, (3.20) ba§�nt�s�n�n xk'ya göre kovaryant türevi
al�n�rsa

∇kLv∇lRi j = −(LvΓm
li )∇kRm j−Rm j∇k(LvΓm

li )

−(LvΓm
l j)∇kRim−Rim∇k(LvΓm

l j) (3.54)

bulunur. Ayr�ca, (2.71) denkleminin kovaryant türevi al�n�rsa

∇k(LvΓm
li ) = ∇k(δ m

i ϕl +δ m
l ϕi−ϕmgli)

= δ m
i ∇kϕl +δ m

l ∇kϕi−gli∇kϕm (3.55)

dir ve bu denklemde, (3.16)2 ba§�nt�s� kullan�l�rsa

∇k(LvΓm
li ) = 0 (3.56)

ifadesi elde edilir. Bu takdirde, (3.54) denklemi, (3.56) yard�m�yla

∇k(Lv∇lRi j) =−(LvΓm
li )∇kRm j− (LvΓm

l j)∇kRim (3.57)

³ekline dönü³ür. Böylece, (3.53) ve (3.57) denklemleri taraf tarafa e³itlenirse

−2ϕl∇kRi j−ϕi∇kRl j−ϕ j∇kRil =−(LvΓm
li )∇kRm j− (LvΓm

l j)∇kRim (3.58)

ve daha sonra bu denklemde, (2.71) kullan�l�rsa

−2ϕl∇kRi j−ϕi∇kRl j−ϕ j∇kRil = −(δ m
l ϕi +δ m

i ϕl−ϕmgil)∇kRm j

−(δ m
l ϕ j +δ m

j ϕl−ϕmgl j)∇kRim (3.59)

bulunur. Bu durumda, (3.59) denklemi

−2ϕl∇kRi j−ϕi∇kRl j−ϕ j∇kRil =−δ m
l ϕi∇kRm j−δ m

i ϕl∇kRm j

+ϕmgil∇kRm j−δ m
l ϕ j∇kRim−δ m

j ϕl∇kRim +ϕmgl j∇kRim (3.60)
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³ekline gelir. Bu takdirde, (3.60) denklemi gerekli düzenlemeler yap�l�rsa

−2ϕl∇kRi j−ϕi∇kRl j−ϕ j∇kRil =−ϕi∇kRl j−ϕl∇kRi j

+ϕmgil∇kRm j−ϕ j∇kRil−ϕl∇kRi j +ϕmgl j∇kRim (3.61)

ve dolay�s�yla,

ϕmgil∇kRm j +ϕmgl j∇kRim = 0 (3.62)

olarak elde edilir. Ayr�ca, (3.16)2 ba§�nt�s� yard�m�yla, ϕi için Ricci özde³li§i
kullan�l�rsa ve n > 2 oldu§u hat�rlan�rsa, a³a§�daki ba§�nt�lar elde edilir, [21],

ϕaRa
i jk = 0, ϕaRa

i = 0. (3.63)

Di§er taraftan, (3.62) denkleminde, (2.29) kullan�l�rsa

0 = ϕmgil(2λkRm j +λmR jk +λ jRkm)+ϕmgl j(2λkRim +λiRmk +λmRki)(3.64)

dir ve daha sonra, (3.64) denkleminde, (3.63)2 kullan�l�rsa

0 = gilϕmλmR jk +gl jλmϕmRki (3.65)

bulunur. Ayr�ca, (3.65) denklemi, gil ile çarp�l�rsa ve i ve l üzerinden toplam
al�n�rsa

0 = gil(gilϕmλmR jk +gl jλmϕmRki)

= nϕmλmR jk +δ i
jλmϕmRki

= (n+1)ϕmλmR jk (3.66)

denklemi elde edilir. Son olarak, (3.66) denklemi yard�m�yla

ϕmλm = 0 (3.67)

oldu§u görülür. 2

Uyar� 3.4: Bir (PRS)n (n ≥ 3) Einstein uzay� mevcut olamaz. Çünkü n ≥ 3

olmak üzere, Einstein uzay�n�n skaler e§rili§i sabittir. (PRS)n uzay�n�n skaler
e§rili§i sabit olursa, Uyar� 3.3'den dolay�, bu uzay�n skaler e§rili§i s�f�r olur.
Skaler e§rili§i s�f�r olan bir pseudo Ricci simetrik Einstein uzay� Ricci-düz
uzayd�r. 2
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Teorem 3.5: Üzerinde sonsuz küçük pseudo homotetik dönü³ümün tan�ml�
oldu§u (PRS)n uzay�n�n λλλ lll kovektör alan�n�n uzunlu§u, sonsuz küçük pseudo
homotetik dönü³üm bir hareketten ibaret olmad�kça Lie invaryant olamaz.
�spat: λλλ lll kovektör alan�n�n uzunlu§u, θ skaler bir fonksiyon olmak üzere,

λlλ l = θ 2, θ 6= 0 (3.68)

³eklinde göz önüne al�ns�n. dl = glmdm olmak üzere, (3.68) denkleminin Lie türevi
al�n�rsa

Lvθ 2 = Lv(λlλ l)

= λ lLvλl +λlLvλ l, λ l = glmλm (3.69)

dir ve (3.69) denkleminde, tekrar Lie türevinin özellikleri göz önünde
bulundurulursa

Lvθ 2 = λ lLvλl +λlLv(glmλm)

= λ lLvλl +λlλmLvglm +λlglmLvλm (3.70)

elde edilir. Bu durumda, (3.70) denklemi, (2.70) yard�m�yla

Lvθ 2 = λ lLvλl +λlλm(−2ϕglm)+λlglmLvλm

= λ lLvλl−2θ 2ϕ +λ mLvλm, glmλm = λ l (3.71)

haline gelir. Daha sonra, (3.71) denklemi (3.17) yard�m�yla

Lvθ 2 = 2(λ ldl−θ 2ϕ) (3.72)

bulunur. Bundan ba³ka, (3.72) denkleminde (3.18) kullan�l�rsa

Lvθ 2 =−2(λ lϕl +θ 2ϕ) (3.73)

denklemi elde edilir. Bu durumda, (3.73) denklemi Teorem 3.4 yard�m�yla

Lvθ 2 =−2ϕθ 2 (3.74)

³ekline dönü³ür.
λλλ lll vektör alan�n�n uzunlu§unun Lie invaryant oldu§u kabul edilsin. Bu takdirde,
(3.74) ba§�nt�s� yard�m�yla

ϕθ 2 = 0 (3.75)
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bulunur. θ 'n�n s�f�rdan farkl� oldu§u göz önüne al�n�rsa, ϕ = 0 bulunur. Bu
durum, (PRS)n uzay�na ait, sonsuz küçük pseudo homotetik dönü³üm için
mümkün de§ildir. Sonuç olarak, (PRS)n uzay�n�n λλλ lll kovektör alan� Lie invaryant
olamaz. 2

Teorem 3.6: Bir (PRS)n uzay�nda, sonsuz küçük pseudo homotetik dönü³üm göz
önüne al�ns�n. Bu takdirde, ya bu uzay�n skaler e§rili§i s�f�rd�r, ya da α = vmλm

olmak üzere, ϕ =−α d�r.
�spat: �lk olarak, (2.63) ve (3.15)3 denklemleri kullan�larak

−2ϕR = vk∇kR (3.76)

ba§�nt�s� elde edilir. Daha sonra, (3.76) denklemi, (3.13) yard�m�yla

−2ϕR = 2λkvkR (3.77)

³ekline dönü³ecektir. Böylece, α = λhvh oldu§u dikkate aln�rsa, ispat
tamamlanm�³ olur. 2
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4. PSEUDO RICCI SİMETRİK BİR RIEMANN UZAYINDA ÖZEL VEKTÖR
ALANLARI

4.1 Pseudo Ricci Simetrik Bir Riemann Uzayında Özel Vektör Alanlarıyla

Üretilen Sonsuz Küçük Konformal ve Sonsuz Küçük Pseudo Homotetik

Dönüşümler

1944 y�l�nda, K. Yano, [10], tors olu³turan bir vektör alan�n� ve konküran bir
vektör alan�n� tan�mlayarak, söz konusu vektör alanlar�n�n baz� özelliklerini
incelemi³tir. 1951 y�l�nda, T. Adati, [20], tors olu³turan bir vektör alan�n�n
özel bir ko³ul alt�nda konsörk�l�r vektör alan�na dönü³ece§ini ispatlam�³t�r. 1956
y�l�nda, T. Sumitomo, [9], bir Riemann uzay�na ait bir vektör alan�n�n konküran
vektör alan� olmas� için gerek ve yeter ko³ulun, bu vektör alan�n�n sonsuz
küçük pseudo homotetik dönü³üm üretmesi ve onun yörüngesinin geodezikler
olmas�ndan ibaret oldu§unu ispat etmi³tir. Ayr�ca, 1968 y�l�nda, Yamaguchi
ve Matsumoto, [21], Ricci reküran Riemann uzaylar� üzerinde, tors olu³turan
vektör alanlar�n� incelemi³ler ve boyutu üç ve üçten daha büyük olan Ricci
reküran Riemann uzay�na ait tors olu³turan bir vektör alan�n�n bir reküran vektör
alan�ndan veya bir konsörk�l�r vektör alan�ndan ibaret olaca§�n� ve böyle bir uzay
üzerinde has tors olu³turan vektör alan�n�n tan�mlanamayaca§�n� göstermi³lerdir.
Ayr�ca, yine ayn� makalede, Ricci reküran Riemann uzaylar�na ait ak�³ çizgileri
geodezikler olan bir sonsuz küçük has homotetik dönü³üm tan�mlanamayaca§�n�
ispatlam�³lard�r.

Bu bölümde, yukar�da bahsedilen makalelerde elde edilmi³ sonuçlar göz önünde
bulundurularak, pseudo Ricci simetrik bir Riemann uzay�na ait özel vektör
alanlar� ile üretilen sonsuz küçük konformal dönü³üm ve sonsuz küçük pseudo
homotetik dönü³üm ile ilgili sonuçlar elde edilmi³tir.

Öncelikle, daha sonra kullan�lmak üzere, a³a§�daki tan�m ve teorem göz önüne
al�ns�n:
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Uyar� 4.1: Bu bölümde ele al�nacak tüm teoremlerde, Ricci-düz olmayan,
n-boyutlu ve boyutu ikiden büyük pseudo Ricci simetrik Riemann uzay� (PRS)n

ile gösterilecektir. 2

Uyar� 4.2: Bu bölümde ele al�nacak tüm teoremlerde, ϕ 6= sabit ko³ulunu
sa§layan sonsuz küçük pseudo homotetik dönü³üm göz önüne al�nacakt�r. 2

Uyar� 4.3: Bu bölümde ele al�nacak tüm teoremlerde, ϕ 6= sabit skaler ko³ulunu
sa§layan sonsuz küçük konformal dönü³üm ile ilgili ara³t�rmalar yap�lacakt�r. 2

Tan�m 4.1 : Bir Vn Riemann uzay�nda, vvv(x) vektör alan� do§rultusundaki ak�³
çizgileri

vi(x) =
dxi

dt
(4.1)

diferansiyel denklemi ile tan�ml� e§rilerdir. 2

Teorem 4.1 : Bir Vn Riemann uzay�n�n ak�³ çizgileri geodezikler olan bir sonsuz
küçük has homotetik dönü³üm kabul etmesi için gerek ve yeter ko³ul, bu Riemann
uzay�n�n konküran vektör alan�na sahip olmas�d�r, [8]. 2

Yard�mc� Teorem 4.1: Bir Vn Riemann uzay�na ait vvv konküran vektör alan�n�n
olu³turdu§u sonsuz küçük dönü³üm, sonsuz küçük has homotetik dönü³ümdür.
�spat: Öncelikle, (2.85) denklemi yard�m�yla

∇iv j +∇ jvi = 2ρgi j, (ρ ≡ sbt. 6= 0) (4.2)

ba§�nt�s� elde edilir. Daha sonra, (2.42) denkleminde (4.2) denklemi göz önüne
al�n�rsa

Lvgi j = 2ρgi j (4.3)

bulunur. Böylece, (4.3) yard�m�yla, bu vektör alan�n�n bir sonsuz küçük has
homotetik dönü³üm üretti§i aç�kt�r. 2

Uyar� 4.4: vvv konküran vektör alan�n�n uzunlu§u sabit olamaz. 2

Teorem 4.2: Bir Vn Riemann uzay�nda, vvv gradyent vektör alan� ile üretilen
sonsuz küçük has homotetik dönü³üm göz önüne al�ns�n. Bu takdirde, vvv vektör
alan� konküran vektör alan�ndan ibarettir.
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�spat: Sonsuz küçük has homotetik dönü³üm üreten vvv vektör alan� gradyent
vektör alan� olarak seçilirse, (2.75) denklemi yard�m�yla

∇iv j +∇ jvi = 2ϕgi j, ϕ ≡ sbt. 6= 0

2∇iv j = 2ϕgi j

∇iv j = ϕgi j (4.4)

bulunur. Ayr�ca, (2.85) ve (4.4) denklemleri kar³�la³t�r�ld�§�nda, ρ = ϕ = sbt. 6=
0 olmak üzere, sonsuz küçük has homotetik dönü³ümü üreten gradyent vektör
alan�n�n, bir konküran vektör alan�ndan ibaret oldu§u görülür. 2

Sonuç 4.1: Bir Vn Riemann uzay�nda, vvv vektör alan� ile üretilen sonsuz küçük has
homotetik dönü³üm göz önüne al�ns�n. Bu dönü³ümün, ak�³ çizgileri geodezikler
olan sonsuz küçük has homotetik dönü³ümden ibaret olmas� için gerek ve yeter
ko³ul, vvv vektör alan�n�n gradyent olmas�d�r. 2

Yard�mc� Teorem 4.2: Bir Vn Riemann uzay�nda, vvv konküran vektör alan� ile
üretilen sonsuz küçük dönü³üm göz önüne al�ns�n. Bu takdirde,

vaRai jm = 0, (4.5)

vaRam = 0 (4.6)

ba§�nt�lar� mevcuttur.
�spat: Öncelikle, (2.85) ve (2.42) ba§�nt�lar� yard�m�yla

Lvgi j = 2ρgi j, ρ ≡ sbt. 6= 0 (4.7)

elde edilir. Di§er taraftan, (4.7) denklemi yard�m�yla, vvv vektör alan�n�n bir sonsuz
küçük has homotetik dönü³üm üretti§i aç�kt�r. Dolay�s�yla,

ρ = ϕ ≡ sbt. (4.8)

olacakt�r. Daha sonra, (2.57) denklemi, (2.71) denklemi yard�m�yla, a³a§�daki
³ekilde elde edilir

(δ h
j ϕi +δ h

i ϕ j−ϕhgi j) = ∇i∇ jvh + vaRh
ai j. (4.9)

Bu denklemde (4.8) kullan�l�rsa

0 = ∇i∇ jvh + vaRh
ai j (4.10)
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bulunur. Elde edilen (4.10) denklemi ghm ile çarp�l�rsa ve h ve m üzerinden toplam
al�n�rsa

0 = ghm∇i∇ jvh +ghmvaRh
ai j

= ∇i∇ jvm + vaRai jm, vm = ghmvh (4.11)

ba§�nt�s� elde edilir. Bundan ba³ka, (4.11) denkleminde (2.85) kullan�l�rsa

0 = ∇i(ρg jm)+ vaRai jm

= g jm∇iρ + vaRai jm (4.12)

dir. Böylece, (4.12) denkleminde (4.8) kullan�larak, (4.5) ba§�nt�s� elde edilir.
Ayr�ca, (4.5) denklemi, gi j ile çarp�l�rsa ve i ve j üzerinden toplam al�n�rsa, (4.6)
ba§�nt�s� elde edilir. 2

A³a§�da göz önüne al�nacak teoremlerde, (PRS)n uzay�n�n skaler e§rili§inin sabit
olmad�§� kabul edilecektir.
Teorem 4.3: Bir (PRS)n uzay�na ait, vvv konküran vektör alan� ile üretilen sonsuz
küçük dönü³üm göz önüne al�ns�n. Bu takdirde, vvviii ile λλλ iii birbirine dik de§ildir.
�spat: Öncelikle, (4.6) denkleminin kovaryant türevi al�n�rsa

0 = ∇k(vaRam)

= Ram∇kva + va∇kRam, (4.13)

ve daha sonra, (4.13) denkleminde (2.29) kullan�l�rsa

0 = Ram∇kva + va(2λkRam +λaRmk +λmRka)

= Ram∇kva +2λkvaRam + vaλaRmk +λmvaRka (4.14)

ifadesi elde edilir. Ayr�ca, (4.14) denkleminde (2.85) kullan�l�rsa

0 = Ram(ρδ a
k )+2λkvaRam + vaλaRmk +λmvaRka

= ρRkm +2λkvaRam + vaλaRmk +λmvaRka (4.15)

dir ve (4.15) denkleminde (4.6) kullan�l�rsa

(ρ + vaλa)Rmk = 0 (4.16)

elde edilir. Yukar�daki son denklemden, vaλa =−ρ bulunur. Böylece, λλλ iii ve vvviii'nin
birbirine dik olmad�§� aç�kt�r. 2
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Teorem 4.1 ve Teorem 4.3 yard�m�yla, a³a§�daki sonuç elde edilir:
Sonuç 4.2: Bir (PRS)n uzay�nda, ak�³ çizgileri geodezikler olan sonsuz küçük
has homotetik dönü³üm göz önüne al�ns�n. Bu takdirde, vvviii ile λλλ iii birbirine dik
de§ildir. 2

Teorem 4.4: Bir (PRS)n uzay�nda, vvv konküran vektör alan� ile üretilen sonsuz
küçük dönü³üm göz önüne al�ns�n. Bu takdirde, bu uzay�n

i. λλλ lll kovektör alan� Lie invaryantt�r ve

ii. λλλ lll kovektör alan�n�n uzunlu§u Lie invaryant olamaz.

�spat:

i. Konküran vektör alan� ile üretilen sonsuz küçük dönü³ümün bir sonsuz küçük
has homotetik dönü³ümden ibaret oldu§u Yard�mc� Teorem 4.1'den aç�kt�r.
Böylece, sonsuz küçük has homotetik dönü³üm alt�nda, bir Riemann uzay�n�n
konneksiyon katsay�s�, e§rilik tensörü, Ricci e§rilik tensörü ve skaler e§rili§inin
Lie türevleri, s�ras�yla, (2.71)-(2.74) ve (4.8) denklemleri yard�m�yla

LvΓh
i j = 0, LvRh

i jk = 0, LvRi j = 0 ve LvR =−2ϕR (4.17)

³eklinde bulunur. Dolay�s�yla, (2.68) denklemi, (PRS)n uzay�n�n Ricci e§rilik
tensörü için kullan�l�rsa ve bu denklemde, öncelikle, (4.17)1 kullan�l�rsa

Lv∇lRi j−∇lLvRi j = 0 (4.18)

bulunur. Daha sonra, (4.18) denkleminde (4.17)3 kullan�l�rsa

Lv∇lRi j = 0 (4.19)

denklemi elde edilir. Ayr�ca, (4.19) denkleminde (2.29) kullan�l�rsa

Lv(2λlRi j +λiR jl +λ jRli) = 0 (4.20)

oldu§u görülür. Daha sonra, (4.20) denklemi ve (2.64) ve (2.65) ile verilen Lie
türevinin özellikleri kullan�larak, a³a§�daki ³ekilde düzenlenir

2Ri jLvλl +2λlLvRi j +R jlLvλi +λiLvR jl +RliLvλ j +λ jLvRli = 0. (4.21)
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Bundan ba³ka, (4.21) ve (4.17)3 denklemleri yard�m�yla

2Ri jLvλl +R jlLvλi +RliLvλ j = 0 (4.22)

elde edilir. Di§er taraftan, (PRS)n uzay�n�n λλλ lll kovektör alan�n�n, sonsuz küçük
has homotetik dönü³üm alt�nda Lie türevi

Lvλl = dl (4.23)

olarak göz önüne al�ns�n. Böylece, (4.23) ba§�nt�s� (4.22) denkleminde
kullan�larak

2dlRi j +diR jl +d jRli = 0 (4.24)

denklemine ula³�l�r. Böylece, (4.24) denkleminde l, i ve j indisleri devirsel
olarak de§i³tirilirse

2diR jl +d jRli +dlRi j = 0 (4.25)

ve

2d jRli +dlRi j +diR jl = 0 (4.26)

denklemleri elde edilir. Yukar�daki son üç denklem taraf tarafa toplan�rsa

dlRi j +diR jl +d jRli = 0 (4.27)

sonucu elde edilir. Daha sonra, (4.27) denkleminde, Teorem 3.1 kullan�l�rsa ve
bu uzay�n Ricci olarak düz uzay olmad�§� göz önünde bulundurulursa,

dl = 0 (4.28)

d�r. Böylece, (4.23) ve (4.28) yard�m�yla, bir (PRS)n uzay�n�n λλλ lll kovektör
alan�n�n Lie invaryant oldu§u görülür.

ii. vvv konküran vektör alan� ile üretilen sonsuz küçük dönü³ümün bir sonsuz
küçük has homotetik dönü³ümden ibaret oldu§u Yard�mc� Teorem 4.1 de
ispat edilmi³tir. Bu takdirde, (3.74) denkleminden yararlanarak, λλλ lll kovektör
alan�n�n uzunlu§unun Lie invaryant olamayaca§� görülür.
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Uyar� 4.5: Bir Vn Riemann uzay�na ait, vvv reküran vektör alan�n�n uzunlu§u sabit
de§ildir. 2

Yard�mc� Teorem 4.3: Bir Vn Riemann uzay�na ait, vvv reküran vektör alan� göz
önüne al�ns�n. Bu takdirde,

vaR jiam = 0 (4.29)

ve

vaRia = 0 (4.30)

ba§�nt�lar� mevcuttur, [23]. 2

Teorem 4.5: Bir (PRS)n uzay�na ait, bir vvv reküran vektör alan� göz önüne al�ns�n.
Bu takdirde, vvviii ile λλλ iii birbirine diktir.
�spat: Bir (PRS)n uzay�na ait, bir vvv reküran vektör alan� göz önüne al�ns�n.
Öncelikle, (4.30) denkleminin xk' ya göre kovaryant türevi al�n�rsa,

0 = ∇k(vaRam)

= Ram∇kva + va∇kRam (4.31)

bulunur. Yukar�daki son denklemde (2.29) kullan�l�rsa

0 = Ram∇kva +2vaλkRam + vaλaRmk + vaλmRka (4.32)

elde edilir. Daha sonra, (2.83) denklemi yard�m�yla, (4.32) denklemi

Ramvaφk +2vaλkRam + vaλaRmk + vaλmRka = 0 (4.33)

³eklinde bulunur. Ayr�ca, (4.33) denkleminde (4.30) kullan�l�rsa

vaλaRmk = 0 (4.34)

ba§�nt�s� elde edilir. Bu uzay�n Ricci olarak düz uzay olmad�§� hat�rlan�rsa, vvviii ile
λλλ iii'nin birbirine dik oldu§u ortaya ç�kar. 2
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Teorem 4.6: Bir Vn Riemann uzay�na ait, tors olu³turan vvv vektör alan� ile
üretilen sonsuz küçük konformal dönü³üm göz önüne al�ns�n. Bu takdirde, vvviii

ve φ iii'nin dik olmas� için gerek ve yeter ko³ul, ϕ = ρ olmas�d�r.
�spat: Öncelikle, (2.75) denklemi, (2.82) yard�m�yla

(ρgi j +φiv j)+(ρg ji +φ jvi) = 2ϕgi j (4.35)

³eklinde bulunur. Daha sonra, bu denklem gi j ile çarp�l�rsa ve i ve j üzerinden
toplam al�n�rsa

2gi jρgi j +gi jφiv j +gi jφ jvi = gi j(2ϕgi j)

2nρ +φivi +φ jv j = 2nϕ (4.36)

haline gelir ve bu denklem düzenlenirse

n(ϕ−ρ) = φivi (4.37)

denklemi elde edilir. Böylece, vvviii ile φ iii'nin dik olmas� için gerek ve yeter ko³ul,
ϕ = ρ olmas�d�r. 2

Teorem 4.7 : Bir Vn Riemann uzay�nda, vvv tors olu³turan vektör alan� olmak
üzere,

vaRh
jia = φ jivh +(ρ j−ρφ j)δ h

i +(ρφi−ρi)δ h
j (4.38)

vmRim = φ jiv j +(1−n)(ρi−ρφi) (4.39)

ba§�nt�lar� mevcuttur, [21]. Burada, φ ji = ∇ jφi−∇iφ j ve ρ j = ∂ jρ d�r ve ρ skaler
bir fonksiyon, φi kovaryant vektördür. 2

Teorem 4.8: Bir Vn Riemann uzay�na ait, vvv tors olu³turan vektör alan� göz önüne
al�ns�n. vvviii kovaryant vektörü, φφφ iii ve ρρρ iii ile kolineer ise, bu durumda, vvv vektör alan�
konsörk�l�r vektör alan�d�r.
�spat: Öncelikle, (4.38) denklemi ghm ile çarp�l�rsa ve h ve m üzerinden toplam
al�n�rsa

ghm(vaRh
jia) = ghm(φ jivh +(ρ j−ρφ j)δ h

i +(ρφi−ρi)δ h
j )

vaR jiam = ghmφ jivh +ghm(ρ j−ρφ j)δ h
i +ghm(ρφi−ρi)δ h

j (4.40)
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dir. Böylece, (4.40) denklemi düzenlenirse

vaR jiam = (∇ jφi−∇iφ j)vm +gim(ρ j−ρφ j)+g jm(ρφi−ρi), vm = ghmvh (4.41)

elde edilir. Daha sonra, (4.41) denklemi vm ile çarp�l�rsa

0 = vmvm(∇ jφi−∇iφ j)+ vmgim(ρ j−ρφ j)+ vmg jm(ρφi−ρi)

= vmvm(∇ jφi−∇iφ j)+ vi(ρ j−ρφ j)+ v j(ρφi−ρi)

= vmvm(∇ jφi−∇iφ j)+(ρ jvi−ρiv j)+ρ(φiv j−φ jvi) (4.42)

bulunur. Ayr�ca, vvviii kovaryant vektörünün φφφ iii ve ρρρ iii ile kolineer oldu§u kabul
edilsin. Bu takdirde, (4.42) denklemi yard�m�yla

vmvm(∇ jφi−∇iφ j) = 0 (4.43)

bulunur. Böylece, (4.43) denklemi yard�m�yla, φφφ iii'nin gradyent oldu§u ve vvviii tors
olu³turan vektör alan�n�n ayn� zamanda konsörk�l�r vektör alan� oldu§u aç�kt�r.
2

Teorem 4.9: Bir Vn Riemann uzay�na ait, vvv konsörk�l�r vektör alan� göz önüne
al�ns�n. ρ iii ve vvviii'nin birbiriyle kolineer olmas� için gerek ve yeter ko³ul, φ iii ve
vvviii'nin birbiriyle kolineer olmas�d�r, (ρ 6= 0).
�spat: Konsörk�l�r vektör alan� için, (4.38) ifadesi a³a§�daki denkleme dönü³ür

vaRh
jia = (ρ j−ρφ j)δ h

i +(ρφi−ρi)δ h
j . (4.44)

Böylece, (4.44) denklemi, ghm ile çarp�l�rsa ve h ve m üzerinden toplam al�n�rsa
ve daha sonra (2.13) denklemi kullan�l�rsa

vaR jiam = gim(ρ j−ρφ j)+g jm(ρφi−ρi) (4.45)

bulunur. Elde edilen bu denklem vm ile çarp�l�rsa,

0 = vi(ρ j−ρφ j)+ v j(ρφi−ρi), gimvm = vi

= (ρiv j−ρ jvi)+ρ(φ jvi−φiv j), gimvm = vi (4.46)

denklemine indirgenir. Buradan da, ρ iii ve vvviii'nin birbiriyle kolineer olmas� için
gerek ve yeter ko³ul, φ iii ve vvviii'nin birbiriyle kolineer olmas�d�r. Böylece, ispat
tamamlanm�³ olur. 2
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Teorem 4.10: Bir Vn Riemann uzay�na ait, vvv konsörk�l�r vektör alan� ile sonsuz
küçük konformal dönü³üm üretilsin. Bu takdirde, ρ 6= ϕ , (φφφ iii 6= 0) dir.
�spat: BirVn Riemann uzay�na ait, vvv konsörk�l�r vektör alan�na göre sonsuz küçük
konformal dönü³üm göz önüne al�ns�n. ρ = ϕ oldu§u kabul edilsin. Böylece, ρ = ϕ

ko³ulu (4.37) denkleminde kullan�l�rsa

φivi = 0 (4.47)

bulunur. Di§er taraftan, (2.82) denklemi a³a§�daki gibi göz önüne al�nd�§�nda

∇ jvh = ϕg jh +φ jvh, vh = gihvi (4.48)

dir. Bu durumda, (4.48) denkleminin xi'ye göre kovaryant türevi al�n�rsa,

∇i∇ jvh = g jh∇iϕ +∇i(φ jvh)

= g jh∇iϕ + vh∇iφ j +φ j∇ivh

= ϕig jh + vh∇iφ j +φ j∇ivh, ∇iϕ = ϕi (4.49)

elde edilir. Daha sonra, (4.49) denkleminde (4.48) ba§�nt�s� kullan�l�rsa,

∇i∇ jvh = ϕig jh + vh∇iφ j +ϕφ jgih +φ jφivh (4.50)

oldu§u görülür. Ayr�ca, (4.50) ba§�nt�s�nda, i ve j indislerinin yeri de§i³tirilirse

∇ j∇ivh = ϕ jgih + vh∇ jφi +φiϕg jh +φiφ jvh (4.51)

denklemi elde edilir. Daha sonra, (4.50) ve (4.51) denklemleri taraf tarafa
ç�kar�l�rsa,

∇i∇ jvh−∇ j∇ivh = ϕig jh + vh∇iφ j +ϕφ jgih +φ jφivh

− (ϕ jgih + vh∇ jφi +ϕφig jh +φiφ jvh)

= ϕig jh +ϕφ jgih−ϕ jgih−ϕφig jh (4.52)

ifadesi elde edilir. Ayr�ca, (4.52) denkleminde Ricci özde³li§i kullan�l�rsa,

−vrRr
i jh = ϕig jh +ϕφ jgih−ϕ jgih−ϕφig jh (4.53)

ba§�nt�s� bulunur. Böylece, (4.53) denklemi gerekli düzenlemeler yap�larak

vrRi jhr =−ϕig jh−ϕφ jgih +ϕ jgih +ϕφig jh (4.54)
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³eklinde bulunur. Di§er taraftan, (4.50) denklemi, gha ile çarp�l�rsa ve h ve a

üzerinden toplam al�n�rsa,

gha(∇i∇ jvh) = gha(ϕig jh + vh∇iφ j +ϕφ jgih +φ jφivh)

= (ϕiδ a
j + va∇iφ j +ϕφ jδ a

i +φ jφiva), ghavh = va (4.55)

ba§�nt�s� elde edilir. Ayr�ca, (2.57) denkleminde, öncelikle, (2.71) göz önüne
al�n�rsa

δ a
j ϕi +δ a

i ϕ j−ϕagi j = ∇i∇ jva + vmRa
mi j (4.56)

dir ve daha sonra, (4.56) denkleminde (4.55) kullan�l�rsa

δ a
j ϕi +δ a

i ϕ j−ϕagi j = (ϕiδ a
j + va∇iφ j +ϕφ jδ a

i +φ jφiva)+ vmRa
mi j (4.57)

ba§�nt�s� elde edilir. Ayr�ca, bu ifade gah ile çarp�l�rsa ve a ve h üzerinden toplam
al�n�rsa

gah(δ a
j ϕi +δ a

i ϕ j−ϕagi j) = gah((ϕiδ a
j + va∇iφ j +ϕφ jδ a

i +φ jφiva)+ vmRa
mi j)

= (ϕig jh + vh∇iφ j +ϕφ jgih +φ jφivh)+ vmRmi jh(4.58)

denklemi elde edilir, burada vh = gahva d�r. Di§er taraftan, vmRmi jh = vmRh jim

olmak üzere, (4.54) yard�m�yla

vmRmi jh =−ϕhg ji−φ jϕghi +ϕ jghi +φhϕg ji (4.59)

ba§�nt�s� göz önüne al�ns�n. Böylece, (4.59) ba§�nt�s� (4.58)'de kullan�larak

ϕig jh +ϕ jgih−ϕhgi j = (ϕig jh + vh∇iφ j +ϕφ jgih +φ jφivh)

−ϕhg ji−φ jϕghi +ϕ jghi +φhϕg ji, ϕh = gahϕa(4.60)

denklemi bulunur. Bu takdirde, (4.60) düzenlenirse

−φhϕgi j = vh(∇iφ j +φ jφi) (4.61)

bulunur. Ayr�ca, (4.61) denklemi gi j ile çarp�l�r ve i ve j üzerinden toplam al�n�rsa,

gi j(−φhϕgi j) = gi jvh(∇iφ j +φ jφi)

= vh(∇iφ i +φ iφi), gi jφ j = φ i (4.62)
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bulunur. Di§er taraftan, (4.62) denklemi vh ile çarp�l�rsa

−nvhφhϕ = vhvh(∇iφ i +φ iφi) (4.63)

dir ve elde edilen (4.63) denkleminde (4.47) ba§�nt�s� kullan�l�rsa

0 = vhvh(∇iφ i +φ iφi) (4.64)

denklemi bulunur. Böylece, (4.64) denkleminden

(∇iφ i +φ iφi) = 0 (4.65)

elde edilir. Son olarak, bu ifade (4.62) denkleminde kullan�l�rsa

φhϕ = 0 (4.66)

dir. Teoremin hipotezinden dolay�, ϕ = 0 bulunur. Ancak, sonsuz küçük
konformal dönü³üm göz önüne al�nd�§�ndan, ϕ 6= 0 olmak zorundad�r. Dolay�s�yla,
ϕ 6= ρ olmal�d�r. 2

Teorem 4.11: Bir Vn Riemann uzay�na ait, vvv yar� tors olu³turan vektör alan�
göz önüne al�ns�n. ρ iii ile vvviii'nin birbirine dik olmas� için gerek ve yeter ko³ul φ iii ve
vvviii'nin birbirine dik olmas�d�r.
�spat: Öncelikle, (2.97) denklemi a³a§�daki ³ekilde tekrar göz önüne al�ns�n

Ri jkmvivk = 0 . (4.67)

Daha sonra, (4.67) ba§�nt�s� g jm ile çarp�l�rsa ve j ve m üzerinden toplam al�n�rsa
a³a§�daki ba§�nt� elde edilir

vivkRik = 0. (4.68)

Böylece, (4.39) ba§�nt�s� (4.68) denkleminde kullan�larak

0 = vi(vkRik)

= φ jiv jvi +(1−n)(ρi−ρφi)vi (4.69)

bulunur. Sonuç olarak, viv jφ ji = 0 oldu§u hat�rlan�rsa, (4.69) denklemi

viρi−ρviφi = 0 (4.70)
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³ekline indirgenir. Bu durumda, ρ iii ile vvviii'nin birbirine dik olmas� için gerek ve
yeter ko³ul φ iii ve vvviii'nin birbirine dik olmas�d�r. 2

Teorem 4.12: Bir (PRS)n uzay�na ait, vvv yar� tors olu³turan vektör alan� göz
önüne al�ns�n. Bu takdirde, λλλ iii ve vvviii birbirine dik de§ildir, (ρ 6= 0).
�spat: Öncelikle, (4.68) denkleminin kovaryant türevi al�n�rsa

0 = vkRik∇lvi + viRik∇lvk + vivk∇lRik (4.71)

dir ve (4.71) denkleminde (2.29) kullan�l�rsa

0 = vkRik∇lvi + viRik∇lvk + vivk(2λlRki +λiRlk +λkRil)

= vkRik∇lvi + viRik∇lvk +2λlvivkRik +λivivkRlk +λkvkviRil (4.72)

elde edilir. Daha sonra, (4.72) denkleminde (2.82) kullan�l�rsa

0 = vkRik(ρδ i
l +φlvi)+ viRik(ρδ k

l +φlvk)

+2λlvivkRik +λivivkRlk +λkvkviRil (4.73)

³eklinde bulunur. Bu durumda, (4.73) denklemi düzenlenirse

0 = (ρvkRlk +φlvivkRik)+(ρviRil +φlvivkRik)

+2λlvivkRik +λivivkRlk +λkvkviRil (4.74)

dir. Ayr�ca, (4.74) denkleminde (4.68) kullan�l�rsa

(ρ +λivi)vkRlk = 0 (4.75)

elde edilir. Sonuç olarak, (4.75) denkleminden iki durum sözkonusudur:
I. Durum

ρ + viλi = 0 (4.76)

II. Durum

vkRkl = 0 (4.77)

�lk olarak, (4.77) ko³ulunun sa§land�§� kabul edilsin, bu takdirde, (4.77)
denkleminin kovaryant türevi al�n�rsa

0 = Rkl∇mvk + vk∇mRkl (4.78)
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dir. Daha sonra, (4.78) denkleminde (2.29) kullan�l�rsa

0 = Rkl∇mvk +2λmvkRkl + vkλkRlm +λlvkRmk (4.79)

bulunur. Ayr�ca, (4.79) denkleminde (2.82) kullan�l�rsa

0 = Rkl(ρδ k
m +φmvk)+2λmvkRkl + vkλkRlm +λlvkRmk

= ρRml +φmvkRkl +2λmvkRkl + vkλkRlm +λlvkRmk (4.80)

elde edilir. Böylece, (4.80) ve (4.77) denklemleri yard�m�yla

0 = (ρ + vkλk)Rlm (4.81)

oldu§u görülür. Dolay�s�yla, (4.81) denkleminde, Rlm 6= 0 oldu§u hat�rlan�rsa,

ρ =−viλi (4.82)

elde edilir. Buradan, (4.76) ve (4.82) denklemlerinin ayn� oldu§u görülür.
Dolay�s�yla, her iki durumda da, ρ =−viλi elde edilir. 2

Uyar� 4.6: Teorem 4.6 ve Teorem 4.10'de bahsedilen özel vektör alanlar�
ile üretilen sonsuz küçük konformal dönü³üm yerine, bu vektör alanlar� ile
üretilen sonsuz küçük pseudo homotetik dönü³üm göz önüne al�nd�§�nda, yukar�da
verilmi³ olan teoremlerin ayn� ³ekilde geçerli olaca§� aç�kt�r.
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5. PSEUDO SİMETRİK BİR RIEMANN UZAYINDA SONSUZ KÜÇÜK
DÖNÜŞÜM

5.1 İki Boyutlu Pseudo Simetrik Bir Riemann Uzayında Sonsuz Küçük Dönüşüm

1987 y�l�nda, M. C. Chaki, [4], pseudo simetrik Riemann uzaylar�n� tan�mlam�³ ve
bu tür uzaylar�n özelliklerini incelemi³tir. 1989'da, M. C. Chaki ve U. C. De, [23],
pseudo simetrik bir Riemann uzay�na ait özel vektör alanlar�n� ve bu vektör
alanlar�n�n uzay�n λλλ lll kovektör alan� ile ili³kilerini belirlemi³lerdir. 1992 y�l�nda,
K. L. Duggal, [15], bir Riemann uzay�nda, sonsuz küçük dönü³üm alt�nda, uzay�n
e§rilik ve Ricci e§rilik tensörlerinin kal�t�msal olma ko³ullar�n� ara³t�rm�³lard�r.
Daha sonra, 1995 y�l�nda, M. Tarafdar, [24], konformal düz pseudo simetrik
Riemann uzay�n� bir denklemle karakterize etmi³ ve bu denklemin vvvlll e³ vektör
alan�n�n, bir tors olu³turan vektör alan� oldu§unu göstermi³tir. Ayr�ca, 2000
y�l�nda, U. C. De ve S. K. Ghosh, [25], konformal düz, pseudo simetrik bir
Riemann uzay�n� karakterize eden denklemde, göz önüne al�nan vvvlll e³ vektörünün
gradyent olmas� durumunda, bu vektör alan�n�n bir konsörk�l�r vektör alan�n�ndan
ibaret olaca§�n� göstermi³lerdir.

Bahsedilen çal�³malar göz önünde bulunduruldu§unda, ilk olarak, Ricci-düz
olmayan ve skaler e§rili§i sabit ve s�f�r olmayan, iki boyutlu pseudo simetrik
Riemann uzay�nda, sonsuz küçük dönü³üm incelenmi³, daha sonra, boyutu ikiden
büyük, pseudo simetrik bir Riemann uzay�na ait, sonsuz küçük dönü³üm ve
bu uzay�n özel vektör alanlar� ile üretilen sonsuz küçük dönü³üm ile ili³kileri
ara³t�r�lm�³t�r. Son olarak, konformal düz pseudo simetrik bir Riemann uzay�nda,
sonsuz küçük pseudo homotetik dönü³ümün tan�mlanamayaca§� gösterilmi³tir.

�ki boyutlu bir Riemann uzay�n�n kesitsel e§rili§i, e§rilik tensörü, Ricci e§rilik
tensörü ve skaler e§rili§i, s�ras�yla,

K =
R1212

g2
12−g11g22

, (5.1)

Rh
i jk = K(δ h

i g jk−δ h
j gki), (5.2)
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Ri j =
R
2

gi j (5.3)

ve

R = 2K (5.4)

ba§�nt�lar� ile verilmektedir.
Uyar� 5.1: A³a§�daki teoremlerde, iki boyutlu ve skaler e§rili§i sabit
olmayan pseudo simetrik Riemann uzay� (PS)2 ile gösterilecektir. 2

Uyar� 5.2: Bu bölümde ele al�nacak tüm teoremlerde, ϕ 6= sabit ko³ulunu
sa§layan sonsuz küçük pseudo homotetik dönü³üm göz önüne al�nacakt�r. 2

Teorem 5.1: Skaler e§rili§i sabit ve s�f�r olmayan bir (PS)2 uzay�, ayn� λλλ lll

kovektör alan� ile tan�ml� bir reküran uzayd�r.
�spat: Öncelikle, (2.28) denklemi gih ile çarp�l�rsa ve i ve h üzerinden toplam
al�n�rsa

∇lR jk = 2λlR jk +λ hRl jkh +λ jRlk +λkR jl +λ hRh jkl, gihλi = λ h (5.5)

formuna indirgenir. Daha sonra, (5.5) denklemi g jk ile çarp�l�rsa ve j ve k

üzerinden toplam al�n�rsa

∇lR = 2λlR+4λ hRhl (5.6)

ba§�nt�s� bulunur. Bundan ba³ka, (5.6) denkleminde (5.3) denklemi kullan�l�rsa

∇lR = 4λlR, ghlλ h = λl (5.7)

oldu§u görülür. Ayr�ca, (5.2) denkleminin bir ba³ka formu

Rhi jk = K(gkhgi j−gkig jh) (5.8)

³eklindedir. Bu son denklemin xl' ye göre kovaryant türevini al�n�rsa

∇lRhi jk = (∇lK)(gkhgi j−gkig jh), (5.9)

dir ve (5.9) denkleminde (5.4) kullan�l�rsa

∇lRhi jk =
1
2

∇lR(gkhgi j−gkig jh) (5.10)
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bulunur. Dolay�s�yla, (5.10) denkleminde (5.7) kullan�l�rsa

∇lRhi jk = 2λlR(gkhgi j−gkig jh) (5.11)

ba§�nt�s� elde edilir. Daha sonra, (5.11) denklemi, (5.4) yard�m�yla

∇lRhi jk = 4λlK(gkhgi j−gkig jh) (5.12)

³eklinde bulunur. Böylece, (5.12) denklemi ve (5.8) ba§�nt�s� kullan�larak

∇lRhi jk = 4λlRhi jk (5.13)

dir. Bu ifadeden, (PS)2 uzay�n�n bir reküran uzay oldu§u görülür. 2

Teorem 5.2: (PS)2 uzay�n�n λλλ lll kovektör alan� gradyent vektör alan�d�r, [4]. 2

Uyar� 5.3: Bu bölümde ele al�nacak tüm teoremlerde (PS)2 uzay�n�n skaler
e§rili§inin s�f�rdan ve sabitten farkl� oldu§u kabul edilecektir. Aksi takdirde,
uzay düz uzay olacakt�r. 2

Tan�m 5.1: Vn, bir Riemann uzay� olsun. Vn uzay� üzerinde, xa = xa +vadt sonsuz
küçük dönü³üm alt�nda, α skaler bir fonksiyon olmak üzere, α = α(xa)

LvRh
i jk = 2αRh

i jk (5.14)

ba§�nt�s� geçerli ise, böyle bir uzaya e§rilik tensörü kal�t�msal özelli§e (curvature
inheritence) sahip bir uzay denir, [15]. E§rilik tensörünün kal�t�msal özelli§i,
k�saca, CI ile gösterilir.
LvRh

i jk = 0 ko³ulunu sa§layan vvv vektör alan� ile tan�ml� simetri özelli§i, e§rilik
collineation olarak Katzin taraf�ndan tan�mlanm�³t�r, [26]. Bu tür uzaylar k�saca,
CC ile gösterilir.
(5.14) ba§�nt�s�nda, α = 0 olarak al�n�rsa, CI, CC'ye dönü³ür. 2

Sonuç 5.1: Bir Vn Riemann uzay�n�n e§rilik tensörü kal�t�msal özelli§e sahip ise,
Ricci e§rilik tensörü de kal�t�msal özelli§e sahiptir, [26]. 2

Teorem 5.3: Skaler e§rili§i sabit olmayan, iki boyutlu bir Riemann uzay�na ait
her dönü³ümün bir sonsuz küçük konformal dönü³ümden ibaret olmas� için yeter
ko³ul, uzay�n kovaryant e§rilik (veya Ricci e§rilik) tensörünün kal�t�msal özelli§e
sahip olmas�d�r.
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�spat: �ki boyutlu bir Riemann uzay� V2 olsun. Bu uzay�n kovaryant e§rilik
tensörünün kal�t�msal özelli§e sahip oldu§u kabul edilsin. Sonuç 5.1'den dolay�,
bu uzay�n Ricci e§rilik tensörünün de kal�t�msal özelli§e sahip olaca§� aç�kt�r, yani

LvRi j = 2αRi j (5.15)

dir. Öncelikle, (5.15) denkleminde (5.3) kullan�l�rsa

Lv(
R
2

gi j) = 2αRi j (5.16)

bulunur. Daha sonra, (5.16) denklemi (2.65) ba§�nt�s� kullan�larak

1
2
Lv(R)gi j +

R
2
Lv(gi j) = 2αRi j (5.17)

³ekline dönü³ür. Ayr�ca, (5.17) denklemi (5.3) yard�m�yla

2αRgi j = Lv(R)gi j +RLv(gi j) (5.18)

olarak elde edilir. Yukar�daki son denklem, a³a§�daki gibi düzenlensin

Lv(gi j) = (2α−Lv(R)
R

)gi j, R 6= 0. (5.19)

Son olarak, (5.19) denklemi yard�m�yla, iki boyutlu V2 Riemann uzay�nda

Lv(gi j) = 2ϕgi j, 2ϕ = (2α−Lv(R)
R

), R 6= 0 (5.20)

oldu§undan, her sonsuz küçük dönü³ümün bir sonsuz küçük konformal
dönü³ümden ibaret oldu§u görülür. 2

Teorem 5.3'de, e§er, α = 0 olarak al�n�rsa, a³a§�daki sonuç elde edilir:
Sonuç 5.2: Skaler e§rili§i sabit olmayan, iki boyutlu bir Riemann uzay�na ait
her sonsuz küçük dönü³ümün, sonsuz küçük konformal dönü³ümden ibaret olmas�
için yeter ko³ul, uzay�n kovaryant (veya Ricci e§rilik) tensörünün Lie invaryant
olmas�d�r. 2

Teorem 5.4: �ki boyutlu bir Riemann uzay�n�n Ricci e§rilik tensörü kal�t�msal
özelli§e sahip ise, e§rilik tensörü de kal�t�msal özelli§e sahiptir. Ayr�ca, uzay�n
Ricci e§rilik tensörü sonsuz küçük dönü³üm alt�nda Lie invaryant ise, e§rilik
tensörü de Lie invaryantt�r.
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�spat: �ki boyutlu bir Riemann uzay�n�n Ricci e§rilik tensörü sonsuz küçük
dönü³üm alt�nda kal�t�msal özelli§e sahip olsun. Bu takdirde, (5.2) denklemi,
(2.65) denklemi kullan�larak

LvRm
i jk = Lv(K(δ m

i g jk−δ m
j gki))

= δ m
i Lv(Kg jk)−δ m

j Lv(Kgki)

= δ m
i g jkLvK +δ m

i KLvg jk−δ m
j gkiLvK−δ m

j KLvgki (5.21)

³eklinde bulunur. Daha sonra, (5.21) denkleminde (5.4) kullan�l�rsa

LvRm
i jk = δ m

i g jkLv(
R
2
)+δ m

i KLvg jk−δ m
j gkiLv(

R
2
)−δ m

j KLvgki, R 6= 0 (5.22)

ve (5.22) denkleminde, Teorem 5.3 yard�m�yla bulunan (5.20)1 ifadesi kullan�l�rsa

LvRm
i jk = δ m

i g jkLv(
R
2
)+δ m

i K(2ϕg jk)−δ m
j gkiLv(

R
2
)−δ m

j K(2ϕgki) R 6= 0 (5.23)

elde edilir. Ayr�ca, (5.23) denkleminde (5.20)2 kullan�l�rsa

LvRm
i jk =

1
2
(2α−2ϕ)Rδ m

i g jk +2Kϕδ m
i g jk− 1

2
(2α−2ϕ)Rδ m

j gki−2Kϕδ m
j gki(5.24)

dir. Daha sonra, (5.24) denklemi, (5.4) yard�m�yla

LvRm
i jk = (2α−2ϕ)Kδ m

i g jk +2Kϕδ m
i g jk− (2α−2ϕ)Kδ m

j gki−2Kϕδ m
j gki (5.25)

olarak bulunur. Böylece, (5.25) denklemi, gerekli düzenlemeler yap�larak

LvRm
i jk = 2αK(δ m

i g jk−δ m
j gki) (5.26)

³eklinde elde edilir ki, buradan (5.2) yard�m�yla

LvRm
i jk = 2αRm

i jk (5.27)

sonucu ortaya ç�kar. Böylece, V2 Riemann uzay�n�n Ricci e§rilik tensörü sonsuz
küçük dönü³üm alt�nda kal�t�msal özelli§e sahip ise, e§rilik tensörünün de sonsuz
küçük dönü³üm alt�nda kal�t�msal özelli§e sahip oldu§u ispatlanm�³ olur.
V2 Riemann uzay�n�n Ricci e§rilik tensörü, sonsuz küçük dönü³üm alt�nda Lie
invaryant olsun. Bu takdirde, LvRi j = 0 ko³ulu sa§lan�r. Öncelikle, (5.4) denklemi
(5.3)'de kullan�larak

Ri j = Kgi j (5.28)
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elde edilir. Daha sonra, LvRi j = 0 denkleminde (5.28) ifadesi kullan�l�rsa

Lv(Kgi j) = 0 (5.29)

bulunur. Bundan ba³ka, (5.29) denklemi Lie türevinin özellikleri yard�m�yla

gi jLvK +KLvgi j = 0 (5.30)

³eklinde elde edilir. Böylece, (5.30) denklemi düzenlenirse

gi jLvK =−KLvgi j (5.31)

dir. Di§er taraftan, (5.2) denkleminin Lie türevi

LvRh
i jk = Lv(K(δ h

i g jk−δ h
j gki))

= (δ h
i g jk−δ h

j gki)LvK +KLv(δ h
i g jk−δ h

j gki)

= (δ h
i g jk−δ h

j gki)LvK +δ h
i KLvg jk−δ h

j KL gki (5.32)

dir. Daha sonra, (5.32) denkleminde (5.31) kullan�l�rsa

LvRh
i jk = 0 (5.33)

bulunur ki, buradan, V2 Riemann uzay�n�n e§rilik tensörünün sonsuz küçük
dönü³üm alt�nda Lie invaryant oldu§u görülür. 2

Teorem 5.3' den dolay�, a³a§�daki sonuç elde edilir:
Sonuç 5.3: Kovaryant e§rilik (veya Ricci e§rilik) tensörü kal�t�msal özelli§e
sahip V2 Riemann uzay�n�n skaler e§rili§inin, sonsuz küçük dönü³üm alt�nda Lie
invaryant olmas� için gerek ve yeter ko³ul, α = ϕ olmas�d�r. 2

Önerme 5.1: Skaler e§rili§i sabit olmayan (PS)2 uzay�n�n e§rilik tensörü (veya
Ricci e§rilik tensörü) kal�t�msal özelli§e sahip olsun. Bu takdirde,

α = 2vmλm +ϕ (5.34)

ve

∇mϕm =−αR (5.35)

ba§�nt�lar� mevcuttur.
�spat: Öncelikle, (2.63) denklemi, (PS)2 uzay�n�n skaler e§rili§i için kullan�l�rsa,
a³a§�daki denklem elde edilir

LvR = vk∇kR, R 6= 0. (5.36)
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Daha sonra, (5.36) denkleminde (5.7) kullan�l�rsa

LvR = 4vmλmR, R 6= 0 (5.37)

ba§�nt�s� elde edilir. Teorem 5.3'den dolay�, göz önüne al�nan sonsuz küçük
dönü³üm, bir sonsuz küçük konformal dönü³ümden ibaret olaca§�ndan, V2

Riemann uzay�nda (2.74) ba§�nt�s� geçerlidir ve

LvR =−2ϕR−2∇iϕ i, R 6= 0. (5.38)

dir. Dolay�s�yla, (5.37) ve (5.38) denklemlerinin e³itli§inden

4vmλmR =−2ϕR−2∇iϕ i (5.39)

elde edilir. Böylece, (5.39) denklemi düzenlenirse

∇mϕm =−(ϕ +2vmλm)R (5.40)

bulunur. Di§er taraftan, (5.37) denklemi, (5.20)2 denkleminde kullan�l�rsa

2ϕ = (2α−4vmλm) (5.41)

dir ve (5.41) denklemi, yeniden düzenlenirse

α = 2vmλm +ϕ (5.42)

³eklinde elde edilir. Ayr�ca, (5.40) denkleminde, (5.34) göz önüne al�n�rsa

∇mϕm =−αR (5.43)

bulunur. 2

Öncelikle, daha sonra kullan�lmak üzere a³a§�daki teorem göz önüne al�ns�n:
Teorem 5.5 : Kovaryant e§rilik tensörü Lie invaryant olan, iki boyutlu bir
Riemann uzay�na ait her sonsuz küçük dönü³üm, bu uzay�n R skaler e§rili§inin
s�f�rdan farkl� oldu§u noktada, sonsuz küçük pseudo homotetik dönü³ümden
ibarettir, [9]. 2

Teorem 5.6: (PS)2 uzay�n�n Ricci e§rilik tensörü, sonsuz küçük dönü³üm alt�nda
Lie invaryant ise, bu takdirde, bu uzay�n λλλ iii ile vvviii kovaryant vektör alanlar�
birbirine dik olamaz.
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�spat: Teorem 5.4'den dolay�, skaler e§rili§i sabit olmayan bir V2 Riemann
uzay�n�n e§rilik tensörü de sonsuz küçük dönü³üm alt�nda Lie invaryantt�r.
Böylece, Teorem 5.5'den dolay�, bu uzayda ele al�nan sonsuz küçük dönü³üm,
sonsuz küçük pseudo homotetik dönü³ümden ibaret olur. Dolay�s�yla, (3.15)3

ba§�nt�s� (5.37) denkleminde kullan�larak

−2ϕR = 4vmλmR (5.44)

ifadesi elde edilir. Uzay�n skaler e§rili§inin sabitten ve s�f�rdan farkl� oldu§u göz
önünde bulundurulursa

ϕ =−2vmλm (5.45)

denklemi bulunur. Böylece, (5.45) denkleminden, λλλ iii ile vvviii'nin birbirine dik
olmad�§� görülür. 2

Teorem 5.7: E§rilik (veya Ricci e§rilik) tensörü sonsuz küçük dönü³üm alt�nda
Lie invaryant olan bir (PS)2 uzay� göz önüne al�ns�n. Bu takdirde, bu uzay�n λλλ lll

kovektör alan� Lie invaryant de§ildir.
�spat: Bir V2 Riemann uzay�n�n e§rilik tensörü (veya Ricci e§rilik tensörü) sonsuz
küçük dönü³üm alt�nda Lie invaryant ise, Teorem 5.5'den dolay�, bu sonsuz küçük
dönü³üm, sonsuz küçük pseudo homotetik dönü³ümden ibaret olur. Böylece,
(2.68) denklemi ve LvRi j = 0 ba§�nt�s� kullan�larak

Lv(∇lRi j) =−Rm jLvΓm
li −RimLvΓm

l j (5.46)

ifadesi elde edilir. Ayr�ca, (5.46) denkleminde (2.71) denklemi kullan�l�rsa

Lv(∇lRi j) =−Rm j(δ m
i ϕl +δ m

l ϕi−gliϕm)−Rim(δ m
j ϕl +δ m

l ϕ j−gl jϕm) (5.47)

ba§�nt�s� elde edilir. Dolay�s�yla, elde edilen bu denklem düzenlenirse

Lv(∇lRi j) =−2ϕlRi j−ϕ jRil−ϕiRl j +ϕmgilRm j +ϕmgl jRim (5.48)

ifadesine ula³�l�r. Böylece, (5.48) denkleminde (5.3) ba§�nt�s� kullan�l�rsa

Lv(∇l(
R
2

gi j)) = −2ϕl
R
2

gi j−ϕ j
R
2

gil−ϕi
R
2

gl j +ϕmgli
R
2

gm j +ϕmgl j
R
2

gim

= −2ϕl
R
2

gi j−ϕ j
R
2

gil−ϕi
R
2

gl j +gli
R
2

ϕ j +gl j
R
2

ϕi, gm jϕm = ϕ j

(5.49)
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olmak üzere, (5.49) denklemi düzenlenirse

Lv(gi j∇lR) =−2ϕlgi jR (5.50)

dir. Ayr�ca, (5.50) denkleminde (5.7) kullan�l�rsa

2Lv(λlgi jR) =−ϕlgi jR (5.51)

elde edilir. Daha sonra, (5.51) denklemi, (5.3) denklemi yard�m�yla, tekrar göz
önüne al�n�rsa

2Lv(λlRi j) =−ϕlRi j (5.52)

³eklindedir. Bundan ba³ka, (5.52) ve (2.64)'den

2(Ri jLvλl +λlLvRi j) =−ϕlRi j (5.53)

bulunur. Bu son denklemde, sonsuz küçük pseudo homotetik dönü³ümden dolay�
geçerli olan (3.15)2 denklemi kullan�l�rsa

2Ri jLvλl =−ϕlRi j (5.54)

ifadesi bulunur. Ayr�ca, (PS)2 uzay�n�n λλλ lll kovektör alan�n�n sonsuz küçük pseudo
homotetik dönü³üm alt�nda Lie türevi

Lvλl = dl (5.55)

olmak üzere, (5.54) denkleminde (5.55) kullan�l�rsa

(2dl +ϕl)Ri j = 0, Ri j 6= 0 (5.56)

elde edilir. Sonuç olarak,

ϕl =−2dl (5.57)

dir. Dolay�s�yla, (5.57) yard�m�yla, bir (PS)2 uzay�n�n λλλ lll kovektör alan�n�n Lie
invaryant olmad�§� görülür. 2
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5.2 Pseudo simetrik Bir Riemann Uzayında Sonsuz Küçük Pseudo Homotetik

Dönüşüm(n > 2)

Bu bölümde, boyutu ikiden büyük, Ricci-düz olmayan pseudo simetrik bir
Riemann uzay�na ait sonsuz küçük pseudo homotetik dönü³üm göz önüne
al�narak, bu uzay�n λλλ lll kovektör alan� ile al�nan bu sonsuz küçük dönü³üm
aras�ndaki ili³kiler incelenmi³tir.
Uyar� 5.4: Bu bölümde, ele al�nacak teoremlerde, boyutu ikiden büyük,
n-boyutlu pseudo simetrik Riemann uzay� (PS)n ile gösterilecektir. 2

Uyar� 5.5: Bu bölümde ele al�nacak teoremlerde, ϕ 6= sabit ko³ulunu sa§layan
sonsuz küçük pseudo homotetik dönü³üm göz önüne al�nacakt�r. 2

Önerme 5.2: Boyutu ikiden büyük ve Ricci-düz olmayan bir (PS)n uzay�na ait,
sonsuz küçük pseudo homotetik dönü³üm göz önüne al�ns�n. Bu takdirde, bu
uzayda

Lvλl = dl (5.58)

olmak üzere

dl =−ϕl (5.59)

ba§�nt�s� mevcuttur.
�spat: Öncelikle, (2.28) denklemi gih ile çarp�l�rsa ve h ve i üzerinden toplam
al�n�r ve (2.15) denklemi kullan�l�rsa

∇lR jk = 2λlR jk +λ hRl jkh +λ jRlk +λkR jl +λ hRh jkl (5.60)

dir. Di§er taraftan, (2.68), (2.71) ve (3.15)2 denklemleri yard�m�yla

Lv(∇lR jk) =−2ϕlR jk−ϕ jRkl−ϕkRl j +ϕmgl jRmk +ϕmgklR jm (5.61)

ba§�nt�s� mevcuttur. Dolay�s�yla, di§er taraftan, (5.61) ba§�nt�s�nda (5.60)
kullan�l�rsa

Lv(2λlR jk +λ hRl jkh +λ jRlk +λkR jl +λ hRh jkl) =

−2ϕlR jk−ϕ jRkl−ϕkRl j +ϕmgl jRmk +ϕmgklR jm (5.62)
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elde edilir. Ayr�ca, (5.62) ba§�nt�s�, (2.65) ve (2.66) yard�m�yla

2R jkLvλl +2λlLvR jk +Lv(λ hRl jkh)+RlkLvλ j +λ jLvRlk +R jlLvλk

+λkLvR jl +Lv(λ hRh jkl) =−2ϕlR jk−ϕ jRkl−ϕkRl j +ϕmgl jRmk +ϕmgklR jm

(5.63)

halini al�r. Di§er taraftan, Lie türevi yard�m�yla

Lv(λ hRl jkh) = Rl jkhLvλ h +λ hLvRl jkh (5.64)

veya

Lv(λ hRl jkh) = Rl jkhLv(ghmλm)+λ hLvRl jkh, λ h = ghmλm (5.65)

d�r. Ayr�ca, (5.65) denklemi, Lie türevinin özellikleri yard�m�yla

Lv(λ hRl jkh) = Rl jkh(λmLvghm +ghmLvλm)+λ hLvRl jkh (5.66)

³eklinde yaz�labilir. Böylece, (5.66) denkleminde, (2.70) ba§�nt�s� kullan�l�rsa

Lv(λ hRl jkh) = Rl jkh(λm(−2ϕghm)+ghmLvλm)+λ hLvRl jkh (5.67)

bulunur. Böylece, (5.58) ba§�nt�s�, (5.67) denkleminde kullan�l�rsa

Lv(λ hRl jkh) = Rl jkh(−2ϕλ h +ghmdm)+λ hLvRl jkh

= Rl jkh(−2ϕλ h +dh)+λ hLvRl jkh, ghmλm = λ h, ghmdm = dh

(5.68)

elde edilir. Son olarak, (5.68) denkleminde (3.15)1 kullan�l�rsa

Lv(λ hRl jkh) = Rl jkh(−2ϕλ h +dh)+λ h(2ϕRl jkh) (5.69)

veya

Lv(λ hRl jkh) = dhRl jkh (5.70)

ba§�nt�s� elde edilir. Dolay�s�yla, (5.63) denkleminde, öncelikle, (3.15)2

kullan�l�rsa

2R jkLvλl +Lv(λ hRl jkh)+RlkLvλ j +R jlLvλk +Lv(λ hRh jkl) =

−2ϕlR jk−ϕ jRkl−ϕkRl j +ϕmgl jRmk +ϕmgklR jm

(5.71)
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dir. Bu durumda, (5.71) denkleminde (5.58) kullan�l�rsa

(2dlR jk +Lv(λ hRl jkh)+d jRlk +dkR jl +Lv(λ hRh jkl)) =

−2ϕlR jk−ϕ jRkl−ϕkRl j +ϕmgl jRmk +ϕmgklR jm

(5.72)

bulunur. Son olarak, (5.72) denkleminde (5.70) kullan�l�rsa

2dlR jk +dhRl jkh +d jRkl +dkRl j +dhRh jkl =

−2ϕlR jk−ϕ jRkl−ϕkRl j +ϕmgl jRmk +ϕmgklR jm, ghmdm = dh (5.73)

denklemi bulunur. Ayr�ca, (5.73) denkleminde, j, k ve l devirsel olarak
de§i³tirilirse

2d jRkl +dhR jklh +dkRl j +dlR jk +dhRhkl j =

−2ϕ jRkl−ϕkRl j−ϕlR jk +ϕmg jkRml +ϕmgl jRkm (5.74)

ve

2dkRl j +dhRkl jh +dlRk j +d jRlk +dhRhl jk =

−2ϕkRl j−ϕlR jk−ϕ jRkl +ϕmgklRm j +ϕmg jkRlm (5.75)

denklemleri elde edilir. Böylece, (5.73)-(5.75) denklemleri taraf tarafa toplan�rsa

2dlR jk +2d jRkl +2dkRl j = −2ϕlR jk−2ϕ jRkl−2ϕkRl j

+ ϕmgl jRmk +ϕmglkR jm +ϕmg jkRml (5.76)

elde edilir. Daha sonra, (5.76) denklemi g jk ile çarp�l�rsa ve j ve k üzerinden
toplam al�n�rsa

(2dlR+2dkRlk +2d jR jl) = (−2ϕlR−2ϕkRlk−2ϕ jRl j

+ϕmδ k
l Rmk +ϕmδ j

l R jm +nϕmRml) (5.77)

bulunur. Böylece, (5.77) denklemi a³a§�daki gibi düzenlenebilir

(2dlR+4dkRlk) = −2ϕlR−4ϕkRlk +ϕmRml +ϕmRlm +nϕmRml. (5.78)

Bu durumda, (5.78) denklemi gerekli i³lemler yap�l�rsa

2(dl +ϕl)R+4dkRlk = (n−2)ϕkRlk (5.79)
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³eklinde bulunur. Di§er taraftan, (5.73) denklemi, g jk ile çarp�l�rsa ve j ve k

üzerinden toplam al�n�rsa

(2dlR+dhRlh +dkRlk +d jR jl +dhRhl) =

(−2ϕlR−ϕkRlk−ϕ jR jl +ϕmRml +ϕmRlm) (5.80)

elde edilir, (5.80) denklemi yeniden düzenlendi§i takdirde

dlR+2dhRhl =−ϕlR (5.81)

ba§�nt�s� ortaya ç�kar. Böylece, (5.81) denklemi, (5.79) denkleminde kullan�l�rsa
ve uzay�n boyutunun ikiden büyük oldu§u göz önünde bulundurulursa

ϕmRml = 0 (5.82)

ifadesi elde edilir. Bu durumda, (5.82) ba§�nt�s�, (5.76) denkleminde kullan�ld�§�
takdirde

(dl +ϕl)Rk j +(d j +ϕ j)Rkl +(dk +ϕk)Rl j = 0 (5.83)

bulunur. Sonuç olarak, (5.83) denkleminde, Teorem 3.1 kullan�l�rsa ve uzay�n
Ricci-düz uzay olmad�§� göz önüne al�n�rsa, dl =−ϕl ba§�nt�s� elde edilir. 2

Teorem 5.8: Sonsuz küçük pseudo homotetik dönü³üm kabul eden bir (PS)n

uzay�nda, ϕϕϕ iii ile λλλ iii birbirine diktir.
�spat: Genel olarak, bir Vn Riemann uzay�nda, sonsuz küçük pseudo homotetik
dönü³üm göz önüne al�n�rsa, (3.16)2 ba§�nt�s�n�n geçerli oldu§u daha önce
gösterilmi³tir. Dolay�s�yla, (3.16)2 denkleminde, Ricci özde³li§i kullan�larak,
a³a§�daki ba§�nt�lar�n mevcut oldu§u bilinmektedir

ϕhRi jkh = 0, ϕhRhi = 0 . (5.84)

Öncelikle, (5.84)1 ba§�nt�s�n�n xl' ya göre kovaryant türevi al�n�rsa

0 = ∇l(ϕhRi jkh)

= (∇lϕh)Ri jkh +ϕh∇lRi jkh (5.85)

bulunur. Daha sonra, (5.85) denkleminde (3.16)2 kullan�l�rsa

ϕh∇lRi jkh = 0 (5.86)
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ba§�nt�s� elde edilir. Bundan ba³ka, (5.86) denkleminde, (2.28) kullan�l�rsa

= 2ϕhλlRi jkh +ϕhλiRl jkh +ϕhλ jRilkh +ϕhλkRi jlh +ϕhλhRi jkl (5.87)

dir ve ayr�ca, (5.87) denkleminde, (5.84)1 ba§�nt�s� kullan�l�rsa

ϕhλh = 0 (5.88)

oldu§u görülür. Böylece, ispat tamamlanm�³ olur.
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5.3 Pseudo Simetrik Riemann Uzayında Özel Vektör Alanları

Bu bölümde, Ricci-düz olmayan ve boyutu ikiden büyük bir (PS)n uzay�na ait,
özel vektör alanlar� ve bu özel vektör alanlar� ile üretilen sonsuz küçük dönü³üm
incelenerek, bu uzay�n λλλ lll kovektör alan� ile bu vektör alanlar�n�n, bu uzaya ait
baz� sonsuz küçük dönü³ümlerle ili³kileri incelenmi³tir.
Öncelikle, daha sonra kullan�lmak üzere, a³a§�daki teorem göz önüne al�ns�n:
Teorem 5.9: Bir (PS)n uzay�nda, konküran vektör alan� göz önüne al�ns�n. Bu
takdirde, bu uzay�n λλλ iii kovaryant vektörü ile vvviii birbirine dik de§ildir, [23]. 2

Teorem 4.1 ve Teorem 5.10 yard�m�yla, a³a§�daki sonuç elde edilir:
Sonuç 5.4: Bir (PS)n uzay�na ait, ak�³ çizgileri geodezikler olan, sonsuz küçük
has homotetik dönü³üm göz önüne al�ns�n. Bu takdirde, bu uzay�n λλλ iii kovaryant
vektör alan� ile vvviii birbirine dik de§ildir. 2

A³a§�daki teoremlerde, uzunlu§u sabitten farkl�, konküran vektör alan� göz önüne
al�nm�³t�r.
Teorem 5.10: Bir (PS)n uzay�na ait, konküran vektör alan� ile üretilen sonsuz
küçük dönü³üm göz önüne al�ns�n. Bu takdirde, λλλ lll kovektör alan�n�n uzunlu§u
Lie invaryant de§ildir.
�spat: �lk olarak, λlλ l = θ 2 e³itli§inin her iki taraf�n�n Lie türevi al�n�rsa ve baz�
düzenlemeler yap�l�rsa

Lv(θ 2) =−2ϕθ 2 (5.89)

elde edilir. vvv vektör alan�n�n bir sonsuz küçük has homotetik dönü³üm üretti§i
göz önünde bulundurularak, (5.89) denklemi yard�m�yla, λλλ lll kovektör alan�n�n
uzunlu§unun Lie invaryant olmad�§� görülür. 2
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5.4 Konformal Düz Pseudo Simetrik Bir Riemann Uzayında Sonsuz Küçük

Pseudo Homotetik Dönüşüm

BirVn Riemann uzay�n�n konformal e§rilik tensörüCi jkh = 0 ise, bu uzay konformal
düz uzay olarak adland�r�l�r. Bu takdirde, (2.25) denklemi a³a§�daki ³ekle
dönü³ür:

Ri jkh =
1

n−2
(gihR jk−g jhRik +g jkRih−gikR jh)

− R
(n−1)(n−2)

(g jkgih−g jhgik). (5.90)

Teorem 5.11 : Konformal düz pseudo simetrik Vn bir Riemann uzay�

R jk =
R− t
n−1

g jk +
nt−R

(n−1)λiλ i λkλ j (5.91)

veya

R jk = αg jk +βvkv j (5.92)

denklemleri ile karakterize edilmektedir, [24],

α =
R− t
n−1

, β =
nt−R
n−1

, vi =
λi√
λiλ i

. (5.93)

Burada t,

λ hRhk = tλk (5.94)

ba§�nt�s�n� sa§layan skaler bir fonksiyondur, [4]. 2

Önerme 5.3: Konformal düz bir (PS)n uzay�nda

∇mt = 4tλm (5.95)

ba§�nt�s� mevcuttur.
�spat: Öncelikle, (5.90) denklemi λ jλ h ile çarp�l�rsa

λ jλ hRi jkh =
1

n−2
λiλ jR jk− 1

n−2
λ jλ jRik +

1
n−2

λkλ hRih

− 1
n−2

gikλ jλ hR jh− R
(n−1)(n−2)

(λkλi−gikλ hλh), gihλ h = λi (5.96)

denklemi elde edilir. Daha sonra, (5.96) denklemi, (5.91) yard�m�yla

λ jλ hRi jkh =
1

n−2
λiλ jR jk−

1
n−2

λ jλ j(
R− t
n−1

gik +
nt−R

(n−1)λmλ m λiλk)

+
1

n−2
λkλ hRih− 1

n−2
gikλ jλ hR jh− R

(n−1)(n−2)
(λkλi−gikλ hλh)

(5.97)
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halini al�r. Bundan ba³ka, (5.97) denkleminde, (5.94) kullan�larak

λ jλ hRi jkh =
1

n−2
tλiλk− R− t

(n−2)(n−1)
λ jλ jgik−λ jλ j nt−R

(n−1)(n−2)λmλ m λiλk

+
1

n−2
tλiλk− 1

n−2
tλ jλ jgik− R

(n−1)(n−2)
(λiλk−gikλ jλ j) (5.98)

bulunur. Elde edilen (5.98) denklemi gerekli i³lemler yap�larak düzenlendi§i
takdirde

λ jλ hRi jkh =
(n−1)t

(n−2)(n−1)
λiλk− R− t

(n−2)(n−1)
λ jλ jgik− nt−R

(n−1)(n−2)
λiλk

+
(n−1)t

(n−2)(n−1)
λiλk− (n−1)t

(n−2)(n−1)
λ jλ jgik− R

(n−1)(n−2)
(λiλk−gikλ jλ j)

(5.99)

³eklinde bulunur. Daha sonra, (5.99) denklemi yeniden düzenlenirse

λ jλ hRi jkh =
2(n−1)t− (nt−R)−R

(n−2)(n−1)
λiλk +

−(R− t)− (n−1)t +R
(n−2)(n−1)

λ jλ jgik

(5.100)

elde edilir. Ayn� zamanda, (5.100) denklemi baz� i³lemlerden sonra

λ jλ hRi jkh =
t

n−1
λiλk− t

n−1
gikλ jλ j (5.101)

formuna indirgenir. Di§er taraftan, (5.60) ba§�nt�s�, λ j ile çarp�l�rsa

λ j∇lR jk = 2λ jλlR jk +λ jλkR jl +λ jλ jRlk +λ hλ jRl jkh (5.102)

elde edilir. Böylece, (5.102)'de öncelikle, (5.94) denklemi kullan�l�rsa

λ j∇lR jk = 3tλkλl +λ jλ jRlk +λ hλ jRl jkh (5.103)

ve daha sonra (5.103) denkleminde (5.101) göz önüne al�n�rsa

λ j∇lR jk = 3tλkλl +λ jλ jRlk +(
t

n−1
λlλk− t

n−1
glkλ jλ j) (5.104)

elde edilir. Bu durumda, (5.104) denklemi düzenlendi§inde

λ j∇lR jk = λ jλ jRlk +
(3n−2)t

n−1
λlλk−

t
n−1

glkλ jλ j (5.105)

dir. Di§er taraftan, (5.94) denkleminin xm'ye göre kovaryant türevi al�n�rsa

∇m(λ hRhk) = ∇m(tλk)

Rhk∇mλ h +λ h∇mRhk = λk∇mt + t∇mλk (5.106)
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bulunur. Ayr�ca, (5.106) denkleminde gerekli i³lemler yap�l�rsa

λ h∇mRhk = λk∇mt + t∇mλk−Rhk∇mλ h (5.107)

denklemi elde edilir. Bu takdirde, (5.107) e³itli§inin sol taraf�nda, (5.105)
denklemi kullan�l�rsa

λ hλhRkm +
(3n−2)t

n−1
λmλk− t

n−1
gkmλ hλh = λk∇mt + t∇mλk−Rhk∇mλ h (5.108)

dir. Böylece, (5.108) denkleminde, (5.91) denklemi kullan�ld�§� takdirde

λhλ h(
R− t
n−1

gkm +
nt−R

(n−1)λiλ i λkλm)+
(3n−2)t

n−1
λmλk− t

n−1
gkmλ hλh

= λk∇mt + t∇mλk−∇mλ h(
R− t
n−1

gkh +
nt−R

(n−1)λlλ l λhλk) (5.109)

oldu§u görülür. Dolay�s�yla, (5.109) denklemi yeniden düzenlenirse,

R− t
n−1

gkmλ hλh +
nt−R
n−1

λkλm +
(3n−2)t

n−1
λkλm− t

n−1
gkmλ hλh

= λk∇mt + t∇mλk−
R− t
n−1

gkh∇mλ h− nt−R
(n−1)λ iλi

λhλk∇mλ h (5.110)

ifadesi elde edilir. Ayr�ca, (5.110) ba§�nt�s�, λ k ile çarp�l�rsa

R− t
n−1

λ kgkmλ hλh +
nt−R
n−1

λ kλkλm +
(3n−2)t

n−1
λ kλkλm− t

n−1
λ kgkmλ hλh

= λ kλk∇mt + tλ k∇mλk− R− t
n−1

λ kgkh∇mλ h− nt−R
(n−1)λ iλi

λ kλhλk∇mλ h (5.111)

bulunur ve (5.111) denklemi düzenlenirse

R− t
n−1

λmλ hλh +
nt−R
n−1

λ kλkλm +
(3n−2)t

n−1
λ kλkλm− t

n−1
λmλ hλh

= λ kλk∇mt + tλ k∇mλk− R− t
n−1

λh∇mλ h− nt−R
n−1

λh∇mλ h (5.112)

ifadesi elde edilir. Böylece, (5.112) denklemi, baz� i³lemlerden sonra

(R− t)+(nt−R)+(3n−2)t− t
n−1

λmλ hλh = λ kλk∇mt

+
t(n−1)− (R− t)− (nt−R)

n−1
λh∇mλ h (5.113)

olarak bulunur. Bu durumda, (5.113) denklemi yard�m�yla

4tλmλ hλh = λ kλk∇mt (5.114)

dir. Sonuç olarak, λλλ lll kovektör alan�n�n uzunlu§u s�f�r olamayaca§�ndan, son
denklemden, (5.95) denklemi elde edilir. 2
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Teorem 5.12: Konformal düz bir (PS)n uzay� üzerinde, sonsuz küçük pseudo
homotetik dönü³üm tan�mlanamaz.
�spat: Konformal düz, λλλ lll kovektör alan�na sahip bir (PS)n uzay� ve bu uzay
üzerinde, sonsuz küçük pseudo homotetik dönü³üm göz önüne al�ns�n. Öncelikle,
(5.90)'den e§rilik tensörünün kontravaryant bile³eni

Rm
i jk =

1
n−2

(δ m
i R jk−δ m

j Rik +g jkRm
i −gikRm

j )

− R
(n−1)(n−2)

(δ m
i g jk−δ m

j gik) (5.115)

dir. Bu durumda, (5.115) denkleminin xm'ye göre kovaryant türevi al�n�rsa

∇mRm
i jk =

1
n−2

(δ m
i ∇mR jk−δ m

j ∇mRik +g jk∇mRm
i −gik∇mRm

j )

− ∇mR
(n−1)(n−2)

(δ m
i g jk−δ m

j gik)

=
1

n−2
(∇iR jk−∇ jRik +g jk∇mRm

i −gik∇mRm
j )

− 1
(n−1)(n−2)

(g jk∇iR−gik∇ jR) (5.116)

ba§�nt�s� elde edilir. Bundan ba³ka, (5.116) denkleminde, Yard�mc� Teorem 2.1
kullan�l�rsa

∇mRm
i jk =

1
n−2

(∇iR jk−∇ jRik +
1
2

g jk∇iR− 1
2

gik∇ jR)

− 1
(n−1)(n−2)

(g jk∇iR−gik∇ jR) (5.117)

denklemi elde edilir. Ayr�ca, (2.18) denkleminde, h ve l üzerine daraltma
yap�ld�§�nda, [5],

∇mRm
i jk = ∇iR jk−∇ jRik (5.118)

ifadesi bulunur. (PS)n uzay�n�n boyutunun ikiden büyük oldu§u göz önünde
bulunduruldu§unda, (5.117) ve (5.118) denklemlerinin e³itli§inden

∇iR jk−∇ jRik =
1

2(n−1)
(g jk∇iR−gik∇ jR) (5.119)

ba§�nt�s� elde edilir. Dolay�s�yla, (5.60) ile verilen denklem g jk ile çarp�l�rsa ve j

ve k üzerinden toplam al�n�rsa ve ç�kan ifadede (2.15) kullan�l�rsa

∇lR = 2g jkλlR jk +g jkλ hRl jkh +g jkλ jRlk +g jkλkR jl +g jkλ hRh jkl

= 2λlR+4λ hRlh, g jkλ j = λk (5.120)
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elde edilir. Ayr�ca, (5.60) ba§�nt�s� kullan�larak

∇iR jk−∇ jRik = 2λiR jk +λ hRi jkh +λ jRik +λkR ji +λ hRh jki

− (2λ jRik +λ hR jikh +λiR jk +λkR ji +λ hRhik j)

= λiR jk−λ jRik +λ hRi jkh +λ hRh jki−λ hR jikh−λ hRhik j

(5.121)

denklemi bulunur. Daha sonra, (5.121) denkleminde (2.14) kullan�l�rsa

∇iR jk−∇ jRik = λiR jk−λ jRik +2λ hRi jkh +λ hRh jki−λ hRhik j

= λiR jk−λ jRik +2λ hRi jkh− (λ hRki jh +λ hR jkih) (5.122)

dir. Bundan ba³ka, (5.122) denkleminde (2.19) ba§�nt�s� kullan�l�rsa

∇iR jk−∇ jRik = λiR jk−λ jRik +2λ hRi jkh +λ hRi jkh

= λiR jk−λ jRik +3λ hRi jkh (5.123)

ba§�nt�s� bulunur. Böylece, (5.123) denklemi, (5.119) denkleminde kullan�l�rsa

λiR jk−λ jRik +
1

2(n−1)
(gik∇ jR−g jk∇iR)+3λ hRi jkh = 0 (5.124)

ifadesi elde edilir. Sabitten ve s�f�rdan farkl� ϕ skaler fonksiyonu için, (5.124)
ba§�nt�s�, ϕ i ile çarp�l�rsa

ϕ iλiR jk−ϕ iλ jRik +
1

2(n−1)
(ϕ igik∇ jR−ϕ ig jk∇iR)+3ϕ iλ hRi jkh = 0 (5.125)

ve daha sonra, (5.125) denkleminde (5.84) kullan�l�rsa

ϕ iλiR jk +
1

2(n−1)
(ϕk∇ jR−g jkϕ i∇iR) = 0, gihϕ i = ϕk (5.126)

bulunur. Bundan ba³ka, (5.126) denkleminde, öncelikle, (5.120) kullan�l�rsa

ϕ iλiR jk +
1

2(n−1)
(ϕk∇ jR−g jkϕ i(2λiR+4λ hRih)) = 0 (5.127)

elde edilir. Di§er taraftan, (5.127) denkleminde, (5.84)2 kullan�l�rsa

ϕ iλiR jk +
1

2(n−1)
(ϕk∇ jR−2g jkϕ iλiR) = 0 (5.128)

dir. Son olarak, (5.128) denkleminde, Teorem 5.10 kullan�l�rsa

ϕk∇ jR = 0 (5.129)
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bulunur. ϕ 6= sbt. kabulü alt�nda, (5.129) denkleminden

∇ jR = 0 (5.130)

sonucuna ula³�l�r. Böylece, (5.130) ifadesi, (5.120) denkleminde kullan�l�rsa

2λ jR+4λ hR jh = 0 (5.131)

denklemi elde edilir. Bu denklemde, (5.94) kullan�ld�§� takdirde,

2λ jR+4tλ j = 0 (5.132)

bulunur. Böylece, (5.132) ba§�nt�s�ndan

t =−R
2
, λ j 6= 0 (5.133)

elde edilir. Ayr�ca, (5.133) denkleminin kovaryant türevi al�n�rsa

∇mt =−1
2

∇mR (5.134)

ve (5.134) denkleminde (5.130) kullan�l�rsa

∇mt = 0 (5.135)

ba§�nt�s� elde edilir. Bu durumda, (5.95) denkleminde (5.135) kullan�larak, t =

0 ve dolay�s�yla, (5.133) denkleminden R = 0 elde edilir. Buradan, (5.93) ve
dolay�s�yla, (5.92) yard�m�yla, Ri j = 0 oldu§u aç�kt�r. Bu sonuç, konformal düz
pseudo simetrik bir Riemann uzay� tan�m�na ayk�r�d�r. Dolay�s�yla, konformal
düz pseudo simetrik bir Riemann uzay� üzerinde, ϕ 6= sabit ko³ulunu sa§layan
sonsuz küçük pseudo homotetik dönü³üm tan�mlanamaz.
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6. PSEUDO PROJEKTİF RICCI SİMETRİK RIEMANN UZAYINDA
SONSUZ KÜÇÜK DÖNÜŞÜM VE ÖZEL VEKTÖR ALANLARI

6.1 Pseudo Projektif Ricci Simetrik Riemann Uzayında Sonsuz Küçük Dönüşüm

Ve Özel Vektör Alanları

1994 y�l�nda, M. C. Chaki and S. K. Saha taraf�ndan yap�lan bir çal�³mada,
boyutu ikiden büyük, pseudo projektif Ricci simetrik Riemann uzaylar�n�n skaler
e§rili§inin sabit oldu§u gösterilmi³tir. Söz konusu uzaylar�n bu özelli§i göz
önünde bulundurularak, Ricci olarak düz olmayan ve boyutu ikiden büyük olan
bir Pseudo projektif Ricci simetrik Riemann uzay�na ait, sonsuz küçük pseudo
homotetik dönü³üm ve konküran, reküran, tors ve yar� tors olu³turan vektör
alanlar� ile üretilen özel dönü³ümlerin özellikleri incelenmi³tir.

Bir Riemann uzay�na ait projektif e§rilik tensörü, bu uzay�n e§rilik tensörü ve
Ricci e§rilik tensörü cinsinden ifadesi

Ph
i jk = Rh

i jk−
1

n−1
(R jkδ h

i −Rikδ h
j ) (6.1)

³eklindedir, [5]. Di§er taraftan, n-boyutlu bir Riemann uzay�n�n projektif e§rilik
tensörünün daralt�lmas� ile elde edilen Pi j tensörünün, Ricci e§rilik tensörü ve
skaler e§rilik cinsinden ifadesi

Pi j =
n

n−1
Ri j− R

n−1
gi j, Pi j = ghkPihk j (6.2)

ile verilmi³tir. E§er, Pi j tensörü a³a§�daki ko³ulu sa§l�yorsa, bu uzay pseudo
projektif Ricci simetrik uzay olarak tan�mlanm�³t�r

∇kPi j = 2λkPi j +λiPk j +λ jPik . (6.3)

Uyar� 6.1: n = 2 olmas� halinde, Pi j = 0 dir. 2

Uyar� 6.2: Bu bölümde verilecek olan tüm teoremlerde, boyutu ikiden büyük
n-boyutlu bir pseudo projektif Ricci simetrik Riemann uzay k�saca, (PPRS)n ile
gösterilecektir. 2
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Uyar� 6.3: Bu bölümde boyutu ikiden büyük (PPRS)n uzay�na ait, ϕ 6=
sabit ko³ulunu sa§layan sonsuz küçük pseudo homotetik dönü³üm göz önüne
al�nacakt�r. 2

Öncelikle, çal�³ma boyunca kullan�lacak olan, a³a§�daki teorem verilsin:
Teorem 6.1 : Bir (PPRS)n uzay�n�n skaler e§rili§i sabittir, [16]. 2

Uyar� 6.4 : Bir Vn n-boyutlu Riemann uzay�n�n bir Einstein uzay� olmas� için
gerek yeter ko³ul Pi j = 0 olmas�d�r. 2

A³a§�daki teoremlerde, Einstein uzay� olmayan bir (PPRS)n uzay� göz önüne
al�nacakt�r.
Sonuç 6.1: Bir (PPRS)n uzay�n�n skaler e§rili§i s�f�rsa, uzay pseudo Ricci simetrik
bir Riemann uzay�d�r. 2

Sonuç 6.2: Bir (PPRS)n uzay�na ait, sonsuz küçük pseudo homotetik dönü³üm
göz önüne al�ns�n. Bu takdirde, R = 0 d�r.
�spat: Teorem 6.1 den, bu uzay�n skaler e§rili§inin sabit oldu§u hat�rlan�rsa,
(3.15)3 yard�m�yla

−2ϕR = 0 (6.4)

bulunur. Böylece (6.4)'den, pseudo projektif Ricci simetrik Riemann uzay�n�n
sonsuz küçük pseudo homotetik dönü³üm alt�nda skaler e§rili§i s�f�rd�r. 2

Teorem 6.1, Uyar� 6.3 ve (3.15)3 denkleminden, a³a§�daki sonuç aç�kt�r:
Sonuç 6.3: Skaler e§rili§i s�f�rdan farkl� bir (PPRS)n uzay�nda, sonsuz küçük
pseudo homotetik dönü³üm tan�mlanamaz. 2

Teorem 6.2: Bir (PPRS)n uzay� üzerinde, sonsuz küçük pseudo homotetik
dönü³üm göz önüne al�ns�n. Bu takdirde,

iii... bu uzay�n λλλ lll kovektör alan� Lie invaryant de§ildir ve

iiiiii... λλλ iii kovaryant vektörü ile ϕϕϕ iii birbirine diktir.

�spat: iii... Öncelikle, Sonuç 6.2'den, uzay�n skaler e§rili§inin s�f�r ve Sonuç
6.1'den, uzay�n boyutu ikiden büyük bir (PRS)n uzay�ndan ibaret oldu§u görülür.
Böylece, Teorem 3.3 yard�m�yla, uzay�n λλλ kovektör alan�n�n Lie invaryant
olmad�§� görülür.
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iiiiii... �lk olarak, Sonuç 6.1'den dolay�, boyutu ikiden büyük bir (PPRS)n uzay�n�n
skaler e§rili§inin s�f�r ve Sonuç 6.2 yard�m�yla, bu uzay�n (PRS)n uzay�ndan ibaret
oldu§u aç�kt�r. Dolay�s�yla, Teorem 3.4 yard�m�yla, λλλ iii ile ϕ iii birbirine diktir. 2

Teorem 6.3: Skaler e§rili§i s�f�rdan farkl� bir (PPRS)n uzay�nda bir hareket göz
önüne al�ns�n. Bu takdirde, λλλ lll kovektör alan� Lie invaryantt�r.
�spat: �lk olarak, (2.68) denklemi kullan�ld�§�nda

Lv(∇kPi j)−∇k(LvPi j) = −Pm jLvΓm
ki−PimLvΓm

k j (6.5)

dir. Daha sonra, (2.44) denklemi, (6.5) denkleminde kullan�l�rsa

Lv(∇kPi j)−∇k(LvPi j) = 0. (6.6)

bulunur. Di§er taraftan, (6.2) denkleminin Lie türevi

LvPi j = Lv(
n

n−1
Ri j− R

n−1
gi j)

=
n

n−1
LvRi j− 1

n−1
(gi jLvR+RLvgi j) (6.7)

³eklindedir. Bu ifadede, (2.43) kullan�l�rsa

LvPi j =
n

n−1
LvRi j− 1

n−1
gi jLvR (6.8)

dir. Böylece, (2.48) denklemi, (6.8) denkleminde kullan�larak

LvPi j =− 1
n−1

(gi jLvR) (6.9)

elde edilir. Ayr�ca, Teorem 6.1'den, (PPRS)n uzay�n�n skaler e§rili§inin sabit
oldu§u göz önünde bulundurulursa, (6.9) denklemi a³a§�daki forma indirgenir

LvPi j = 0. (6.10)

Böylece, (6.6) denklemi, (6.10) yard�m�yla

Lv(∇kPi j) = 0 (6.11)

³eklinde elde edilir. Bu denklemde (6.3) kullan�l�rsa

Lv(2λkPi j +λiPk j +λ jPik) = 0 (6.12)

dir ve böylece, (6.12) denklemi, (2.64) ve (2.65) yard�m�yla

2Pi jLvλk +2λkLvPi j +Pk jLvλi +λiLvPk j +PikLvλ j +λ jLvPik = 0 (6.13)

77



haline gelir. Ayr�ca, uzay�n λλλ lll kovektör alan�n�n hareket alt�nda Lie türevi

Lvλi = di (6.14)

olarak al�n�rsa, (6.13) denklemi, (6.14) yard�m�yla

2Pi jdk +2λkLvPi j +Pk jdi +λiLvPk j +Pikd j +λ jLvPik = 0 (6.15)

bulunur. Daha sonra, (6.15) denkleminde, (6.10) denklemi kullan�l�rsa

2dkPi j +diPjk +d jPki = 0 (6.16)

sonucu elde edilir. Böylece, (6.16) denkleminde, k, i ve j indisleri devirsel olarak
de§i³tirilirse

2diPjk +d jPki +dkPi j = 0 (6.17)

ve

2d jPki +dkPi j +diPjk = 0 (6.18)

denklemleri elde edilir. Bu durumda, (6.16), (6.17) ve (6.18) denklemleri taraf
tarafa toplan�rsa

dkPi j +diPjk +d jPki = 0 (6.19)

dir. Bundan ba³ka, (6.19) denkleminde, Teorem 3.1 kullan�l�rsa

dk = 0 (6.20)

bulunur ki, buradan, (6.20) denklemi yard�m�yla, uzay�n λλλ lll kovektör alan�n�n Lie
invaryant oldu§u görülür. 2

A³a§�daki teoremlerde, uzunlu§u sabit olmayan konküran vektör alan� göz önüne
al�nacakt�r.
Teorem 6.4: Bir (PPRS)n uzay�nda, konküran vektör alan� ile üretilen sonsuz
küçük dönü³üm göz önüne al�ns�n. Bu takdirde, uzay�n skaler e§rili§i s�f�rd�r.
�spat: Yard�mc� Teorem 4.1 yard�m�yla, vvv konküran vektör alan� ile üretilen
sonsuz küçük dönü³ümün bir sonsuz küçük has homotetik dönü³ümden ibaret
oldu§u aç�kt�r. Di§er taraftan, (2.75) ve (2.85) denklemleri yard�m�yla, ρ = ϕ =

sbt. 6= 0 oldu§u gösterilmi³tir. O halde, (2.74) denkleminden

LvR =−2ϕR (6.21)
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bulunur. Ayn� zamanda, Teorem 6.1'den, bu uzay�n skaler e§rili§inin sabit oldu§u
kullan�l�rsa, (6.21) denklemi

0 =−2ϕR . (6.22)

formuna indirgenir. Buradan da, bu uzay�n skaler e§rili§inin s�f�r oldu§u aç�kt�r.
2

Teorem 4.3 ve Teorem 6.4 den a³a§�daki sonuç elde edilir:
Sonuç 6.4: Bir (PPRS)n uzay�nda, vvv konküran vektör alan� ile üretilen sonsuz
küçük dönü³üm göz önüne al�ns�n. Bu taktirde, (PPRS)n uzay� bir (PRS)n

uzay�ndan ibaret olup, bu uzay�n λ iii kovaryant vektörü ile vvviii birbirine dik de§ildir.
2

Teorem 6.5: Skaler e§rili§i s�f�rdan farkl� bir (PPRS)n uzay� üzerinde, vvv yar�
tors olu³turan bir vektör alan� göz önüne al�ns�n. Bu takdirde, λλλ iii ile vvvi birbirine
diktir.
�spat: Öncelikle, (2.97) denkleminde a³a§�daki denklem elde edilir

vivkRik = 0 . (6.23)

Yukar�daki son denklemin kovaryant türevi al�n�rsa

0 = ∇m(vivkRik)

= vkRik∇mvi + viRik∇mvk + vivk∇mRik (6.24)

dir ve daha sonra, (6.24) denkleminde, (2.82) kullan�l�rsa ve gerekli düzenlemeler
yap�l�rsa

0 = vkRik(ρδ i
m +φmvi)+ viRik(ρδ k

m +φmvk)+ vivk∇mRik

= ρvkRmk +φmvivkRik +ρviRim +φmvkviRik + vivk∇mRik

= 2ρvkRmk +2φmvivkRik + vivk∇mRik (6.25)

bulunur. Bu denklemde, (6.23) kullan�l�rsa

2ρvkRmk + vivk∇mRik = 0 (6.26)

elde edilir. Di§er taraftan, (6.2) denkleminin kovaryant türevi al�n�rsa ve elde
edilen denklemde, Teorem 6.1 kullan�l�rsa

∇lPim =
n

n−1
∇lRim (6.27)
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ba§�nt�s� elde edilir. Böylece, (6.27) denklemi, s�ras�yla, vi ve vm ile çarp�l�rsa

vmvi∇lPim =
n

n−1
vmvi∇lRim (6.28)

dir. Daha sonra, (6.26) denklemi, n
n−1 ile çarp�l�rsa

2n
n−1

ρvkRmk +
n

n−1
vivk∇mRik = 0 (6.29)

ve (6.29) denkleminde, (6.28) ifadesi göz önünde bulundurulursa

2n
n−1

ρvkRkm + vivk∇mPik = 0 (6.30)

elde edilir. Bundan ba³ka, (6.30) denkleminde, (6.3) denklemi kullan�l�rsa

2n
n−1

ρvkRkm + vivk(2λmPik +λiPmk +λkPim) = 0 (6.31)

dir. Ayr�ca, (6.31) denkleminde, (6.2) denklemi kullan�l�rsa

0 =
2n

n−1
ρvkRkm +2vivkλm(

n
n−1

Rik− R
n−1

gik)

+vivkλi(
n

n−1
Rmk− R

n−1
gmk)+ vivkλk(

n
n−1

Rim− R
n−1

gim) (6.32)

bulunur. Böylece, (6.32) denklemi düzenlenirse

0 =
2n

n−1
ρvkRkm +2

n
n−1

λmvivkRik−2
R

n−1
λmvivkgik

+
n

n−1
λivivkRmk− R

n−1
λivivkgmk +

n
n−1

λkvivkRim− R
n−1

λkvivkgim

(6.33)

ifadesi elde edilir. Bu durumda, (6.33) denklemi yeniden düzenlenirse

0 =
2n

n−1
ρvkRkm +2

n
n−1

λmvivkRik−2
R

n−1
λmvivi

+
n

n−1
λivivkRmk− R

n−1
λivivm +

n
n−1

λkvivkRim− R
n−1

λkvmvk, gimvk = vi

(6.34)

sonucu bulunur. Bu takdirde, (6.34) denklemi

=
2n

n−1
ρvkRkm +2

n
n−1

λmvivkRik−2
R

n−1
λmvivi +

2n
n−1

λivivkRmk− 2R
n−1

λkvmvk

(6.35)

80



formuna indirgenir. Ayr�ca, (6.35) denkleminde, (6.23) göz önünde
bulundurulursa

2n
n−1

ρvkRkm−2
R

n−1
λmvivi +2

n
n−1

λivivkRmk−2
R

n−1
λivivm = 0 (6.36)

elde edilir. Böylece, (6.36) denklemi düzenlenirse

nρvkRkm−λmviviR+nλivivkRmk−λivivmR = 0 (6.37)

ifadesi bulunur. Daha sonra, (6.37), vm ile çarp�l�rsa

0 = vm(nρvkRkm−λmviviR+nλivivkRmk−λivivmR)

= nρvkvmRkm− vmλmviviR+nλivivkvmRmk−λivivmvmR (6.38)

dir. Bu takdirde, (6.38) denklemi, (6.23) yard�m�yla

0 = −vmλmviviR−λivivmvmR

= −2vmλmviviR (6.39)

olarak bulunur. Buradan, uzay�n skaler e§rili§inin s�f�rdan farkl� oldu§u göz
önünde bulundurularak

λmvm = 0 (6.40)

elde edilir. Dolay�s�yla, (6.40) denkleminden, λλλ mmm kovaryant vektörü ile vvvmmm

vektörünün birbirine dik oldu§u görülür. Böylece, ispat tamamlanm�³ olur. 2

81





7. PSEUDO PROJEKTİF SİMETRİK RIEMANN UZAYINDA SONSUZ
KÜÇÜK PSEUDO HOMOTETİK DÖNÜŞÜM

7.1 Pseudo Projektif Simetrik Riemann Uzayında Sonsuz Küçük Pseudo

Homotetik Dönüşüm

Vn, n-boyutlu bir Riemann uzay� olmak üzere, bu uzaya ait projektif e§rilik
tensörünün, e§rilik tensörü ve Ricci e§rilik tensörü cinsinden ifadesi a³a§�daki
ba§�nt� ile verilmektedir, [5]

Ph
i jk = Rh

i jk−
1

n−1
(R jkδ h

i −Rikδ h
j ), Pi jkh = glhPl

i jk (7.1)

Pi j =
n

n−1
Ri j− R

n−1
gi j, Pi j = ghkPihk j. (7.2)

Ayr�ca, (5.2), (5.3) ve (5.4) denklemlerinden, iki boyutlu Riemann uzay�n�n
projektif e§rilik tensörünün özde³ olarak s�f�r oldu§u görülür. Yani,

Ph
i jk = 0 (7.3)

d�r. Dolay�s�yla, çal�³ma boyunca, boyutu ikiden büyük olan bir pseudo projektif
simetrik Riemann uzay� göz önüne al�nacakt�r.
n-boyutlu bir Riemann uzay�n�n projektif e§rilik tensörü

∇lPi jkh = 2λlPi jkh +λiPl jkh +λ jPilkh +λkPi jlh +λhPi jkl (7.4)

ko³ulunu sa§l�yorsa, bu uzay, pseudo projektif simetrik Riemann uzay� olarak
adland�r�l�r, [16]. Bu bölümde, boyutu ikiden büyük, pseudo projektif simetrik
Riemann uzay�na ait, sonsuz küçük pseudo homotetik dönü³üm ve bu dönü³ümü
olu³turan özel vektör alanlar� ile ilgili ara³t�rmalar yap�lm�³ ve elde edilen sonuçlar
teoremlerle ifade edilmi³tir.
Uyar� 7.1: Bu çal�³mada göz önüne al�nacak olan n-boyutlu bir pseudo projektif
simetrik uzay� (PPS)n ile gösterilecektir. 2

Uyar� 7.2: Bu bölümde ele al�nacak tüm teoremlerde, (PPS)n Riemann uzay�n�n
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boyutunun ikiden büyük oldu§u kabul edilecektir. 2

Uyar� 7.3: Bu bölümde ele al�nacak teoremlerde, Einstein uzay� olmayan ve
Ricci-düz olmayan (PPS)n uzay� göz önüne al�nacakt�r. 2

Uyar� 7.4: Bu bölümde ele al�nacak teoremlerde, ϕ 6= sabit ko³ulunu sa§layan
sonsuz küçük pseudo homotetik dönü³üm göz önüne al�nacakt�r. 2

Teorem 7.1: Bir (PPS)n uzay�n�n skaler e§rili§i sabittir.
�spat: Öncelikle, (7.4) denklemi g jk ile çarp�l�rsa ve j ve k indisleri üzerinden
toplam al�n�rsa ve (7.2)2 ba§�nt�s� kullan�l�rsa

g jk∇lPi jkh = 2g jkλlPi jkh +g jkλiPl jkh +g jkλ jPilkh +g jkλkPi jlh +g jkλhPi jkl

∇lPih = 2λlPih +λiPlh +λ kPilkh +λ jPi jlh +λhPil, g jkλ j = λ k (7.5)

³eklinde bulunur. Daha sonra, (7.1)-(7.2) denklemleri, (7.5) denkleminde
kullan�l�rsa

n
n−1

∇lRih− 1
n−1

gih∇lR = 2λl(
n

n−1
Rih− R

n−1
gih)+λi(

n
n−1

Rlh− R
n−1

glh)

+λh(
n

n−1
Ril− R

n−1
gil)+λ k(Rilkh− 1

n−1
Rlkgih +

1
n−1

Rikglh)

+λ k(Riklh− 1
n−1

Rlkgih +
1

n−1
Rilgkh) (7.6)

ifadesi bulunur. Ayr�ca, (7.6) denklemi ghi ile çarp�l�rsa, h ve i indisleri üzerinden
toplam al�n�rsa

gih(
n

n−1
∇lRih− 1

n−1
gih∇lR) = 2gihλl(

n
n−1

Rih− R
n−1

gih)

+gihλi(
n

n−1
Rlh− R

n−1
glh)+gihλh(

n
n−1

Ril− R
n−1

gil)

+gihλ k(Rilkh− 1
n−1

Rlkgih +
1

n−1
Rikglh)

+gihλ k(Riklh−
1

n−1
Rlkgih +

1
n−1

Rilgkh) (7.7)

dir ve (7.7) denkleminde (2.16) denklemi kullan�l�rsa

0 = λ h(
n

n−1
Rlh−

R
n−1

glh)+λ i(
n

n−1
Ril−

R
n−1

gil)

+ λ k(Rlk− n
n−1

Rlk +
1

n−1
Rikδ i

l )

+ λ k(Rkl− n
n−1

Rlk +
1

n−1
Rkl), gihλi = λ h (7.8)

bulunur. E§eri (7.8) denklemi düzenlenirse

0 = λ h(
n

n−1
Rlh− R

n−1
glh)+λ i(

n
n−1

Ril− R
n−1

gil) (7.9)
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bulunur.Böylece, (7.9) denkleminden, a³a§�daki denklem elde edilir

λ h(
n

n−1
Rlh− R

n−1
glh) = 0 . (7.10)

Dolay�s�yla, (7.10) a³a§�daki denkleme e³ittir

nλ kRkh = λhR, gihλ h = λl . (7.11)

Di§er taraftan, (7.6) denklemi, gil ile çarp�l�rsa ve i ve l indisleri üzerinden toplam
al�n�rsa

gil(
n

n−1
∇lRih−

1
n−1

gih∇lR) = 2gilλl(
n

n−1
Rih−

R
n−1

gih)

+gilλi(
n

n−1
Rlh− R

n−1
glh)+gilλh(

n
n−1

Ril− R
n−1

gil)

+gilλ k(Rilkh− 1
n−1

Rlkgih +
1

n−1
Rikglh)

+gilλ k(Riklh− 1
n−1

Rlkgih +
1

n−1
Rilgkh) (7.12)

bulunur. Ayr�ca, (7.12) denkleminde (2.15) denklemi kullan�l�rsa

(
n

n−1
∇lRl

h−
1

n−1
δ l

h∇lR) = 2λ i(
n

n−1
Rih−

R
n−1

gih)

+λ l(
n

n−1
Rlh− R

n−1
glh)+λh(

n
n−1

R− nR
n−1

)

+λ k(− 1
n−1

Rlkδ l
h +

1
n−1

Rikδ i
h)

+λ k(−Rkh− 1
n−1

Rlkδ l
h +

1
n−1

Rgkh), gilλl = λ i (7.13)

ba§�nt�s� elde edilir. Böylece, (7.13) denklemi, baz� ara i³lemlerden sonra,
a³a§�daki ³ekle dönü³ür

(
n

n−1
∇lRl

h−
1

n−1
∇hR) = 2(

n
n−1

λ iRih− R
n−1

λh)+(
n

n−1
λ lRlh− R

n−1
λh)

+ (−λ kRkh− 1
n−1

λ kRhk +
1

n−1
Rλh) . (7.14)

Ayr�ca, (7.14) denkleminde, Yard�mc� Teorem 2.1 kullan�l�rsa

(
n

2(n−1)
∇hR− 1

n−1
∇hR) = 3(

n
n−1

λ iRih− R
n−1

λh)

− n
n−1

λ kRhk +
1

n−1
Rλh (7.15)

bulunur. Daha sonra, (7.15) denkleminde, (7.11) kullan�l�rsa

(n−2)
2(n−1)

∇hR = 0 (7.16)
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ifadesi elde edilir. (PPS)n uzay�n�n boyutunun ikiden büyük oldu§u göz önünde
bulunduruldu§unda, (7.16) denkleminden

∇hR = 0 (7.17)

dir. Böylece, (7.17) denkleminden

R = sbt. (7.18)

oldu§u görülür. 2

Teorem 7.2: Bir (PPS)n uzay�na ait, sonsuz küçük pseudo homotetik dönü³üm
göz önüne al�ns�n. Bu takdirde, bu uzay�n skaler e§rili§i s�f�rd�r.
�spat: Öncelikle, (2.63) ve (3.15)3 denklemleri kullan�l�rsa

vk∇kR =−2ϕR (7.19)

dir. Daha sonra, Teorem 7.1'in sonucu olarak elde edilen (7.17), (7.19)
ba§�nt�s�nda kullan�ld�§� takdirde

−2ϕR = 0, ϕ 6= 0 (7.20)

bulunur. Böylece, (7.20) denkleminden, boyutu ikiden büyük bir (PPS)n, sonsuz
küçük pseudo homotetik dönü³üm göz önüne al�nd�§�nda, uzay�n skaler e§rili§inin
s�f�r oldu§u görülür. 2

Sonuç 7.1: Skaler e§rili§i s�f�rdan farkl� bir (PPS)n uzay�nda, sonsuz küçük
pseudo homotetik dönü³üm tan�mlanamaz. 2

Teorem 7.3: (PPS)n uzay�na ait bir hareket göz önüne al�ns�n. Bu takdirde, bu
uzay�n λλλ lll kovektör alan� Lie invaryant�r.
�spat: Einstein uzay� için Pi j = 0 dir. Hipotez olarak Pi j 6= 0 oldu§undan, bu
uzay Einstein uzay� olamaz. Öncelikle, (2.68) denkleminden a³a§�daki ba§�nt�
elde edilir:

Lv(∇kPi j)−∇k(LvPi j) =−Ph jLvΓh
ki−PihLvΓh

k j. (7.21)

Daha sonra, (2.44) denklemi, (7.21) denkleminde kullan�l�rsa

Lv(∇kPi j)−∇k(LvPi j) = 0 (7.22)
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bulunur. Di§er taraftan, (7.2) denkleminin Lie türevi al�n�rsa, (2.43) ve (2.48)
denklemleri kullan�l�rsa ve Teorem 7.1'den uzay�n skaler e§rili§in sabit oldu§u göz
önünde bulundurulursa

LvPi j = 0 (7.23)

elde edilir. Di§er taraftan, (7.1) denklemi ghm ile çarp�l�rsa ve h ve m üzerinden
toplam al�n�rsa

ghmPh
i jk = ghm(Rh

i jk−
1

n−1
(R jkδ h

i −Rikδ h
j ))

Pi jkm = Ri jkm−
1

n−1
(R jkgmi−Rikgm j) (7.24)

ba§�nt�s� mevcut olur. Daha sonra, Lie türevinin özellikleri yard�m�yla,

Lv(λ lPikl j) = Pikl jLvλ l +λ lLvPikl j

= Pikl jLv(gmlλm)+λ lLvPikl j, gmlλm = λ l

= Pikl j(λmLvgml +gmlLvλm)+λ lLvPikl j (7.25)

denklemi göz önüne al�n�rsa ve bu denklemde (7.24) kullan�l�rsa

Lv(λ lPikl j) = Pikl j(λmLvgml +gmlLvλm)+λ lLv(Rikl j−
1

n−1
(Rklg ji−Rilgk j))

(7.26)

bulunur. Bundan ba³ka, (7.26) denklemi, Lie türevinin özellikleri yard�m�yla
a³a§�daki ³ekildedir

Lv(λ lPikl j) = Pikl j(λmLvgml +gmlLvλm)

+λ l(LvRikl j− 1
n−1

Lv(Rklg ji−Rilgk j))

= Pikl j(λmLvgml +gmlLvλm)

+λ l(LvRikl j− 1
n−1

(RklLvg ji +g jiLvRkl−RilLvgk j−gk jLvRil)) .

(7.27)

Ayr�ca, (7.27) denkleminde, s�ras�yla, (2.43), (2.46), (2.47) ve (2.48) ba§�nt�lar�
kullan�l�rsa

Lv(λ lPikl j) = Pikl jgmlLvλm (7.28)
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ifadesine ula³�l�r. Di§er taraftan, hareket alt�nda, boyutu ikiden büyük bir (PPS)n

uzay�n�n λλλ lll kovektör alan�n�n Lie türevi, a³a§�daki ³ekilde gösterilsin

Lvλl = dl . (7.29)

Böylece, (7.28) denkleminde, (7.29) e³itli§i kullan�l�rsa

Lv(λ lPikl j) = dlPikl j, dl = glmdm (7.30)

bulunur. Daha önce elde edilen (7.22) denkleminde, (7.23) denklemi kullan�l�rsa

Lv(∇kPi j) = 0 (7.31)

sonucu bulunur. Böylece, (7.31) ve (7.5) denklemlerinden

Lv(2λkPi j +λiPk j +λ lPikl j +λ lPilk j +λ jPik) = 0 (7.32)

dir. Ayr�ca, (7.32) denkleminde, Lie türevi özellikleri kullan�ld�§�nda

0 = 2λkLvPi j +2Pi jLvλk +λiLvPk j +Pk jLvλi

+ Lv(λ lPikl j)+Lv(λ lPilk j)+λ jLvPik +PikLvλ j (7.33)

bulunur. Yukar�daki son denklem ve (7.23) denklemi yard�m�yla

2Pi jLvλk +Pk jLvλi +Lv(λ lPikl j)+Lv(λ lPilk j)+PikLvλ j = 0 (7.34)

elde edilir. Daha sonra, (7.34) denkleminde, (7.29) e³itli§i kullan�l�rsa

2Pi jdk +Pk jdi +Lv(λ lPikl j)+Lv(λ lPilk j)+Pikd j = 0 (7.35)

bulunur. E§er, (7.35) denkleminde (7.30) kullan�l�rsa

2dkPi j +diPk j +dlPikl j +dlPilk j +d jPik = 0 (7.36)

elde edilir.
(PPS)n uzay�n�n skaler e§rili§inin s�f�r ve s�f�rdan farkl� olmas� durumu göz önüne
al�ns�n:
I. Durum: S�f�rdan farkl� bir (PPS)n uzay� göz önüne al�ns�n.
(7.36) denkleminde, (7.1)-(7.2) denklemleri kullan�l�rsa a³a§�daki denklem elde
edilir:

2dk(
n

n−1
Ri j− R

n−1
gi j)+di(

n
n−1

Rk j− R
n−1

gk j)+d j(
n

n−1
Rik− R

n−1
gik)

+dl(Rikl j− 1
n−1

(Rklgi j−Rilgk j))+dl(Rilk j− 1
n−1

(Rlkgi j−Rikgl j)) = 0 .

(7.37)
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Bu denklem baz� ara i³lemlerden sonra a³a§�daki ³ekle dönü³ür:

n
n−1

(2dkRi j +diRk j +d jRik)−
R

n−1
(2dkgi j +digk j +d jgik)

+dl(Rikl j +Rilk j)+
dl

n−1
(Rilgk j−Rklgi j +Rikgl j−Rlkgi j) = 0 . (7.38)

Böylece, (7.38) denkleminin k, i ve j indisleri devirsel olarak de§i³tirilirse

n
n−1

(2diR jk +d jRik +dkR ji)− R
n−1

(2dig jk +d jgik +dkg ji)

+dl(R jilk +R jlik)+
dl

n−1
(R jlgik−Rilg jk +R jiglk−Rlig jk) = 0 (7.39)

ve

n
n−1

(2d jRki +dkR ji +diRk j)− R
n−1

(2d jgki +dkg ji +digk j)

+dl(Rk jli +Rkl ji)+
dl

n−1
(Rklg ji−R jlgki +Rk jgli−Rl jgki) = 0 (7.40)

denklemleri elde edilir. (7.38)-(7.40) denklemleri taraf tarafa toplan�rsa

4n
n−1

(dkRi j +diRk j +d jRik)− 4R
n−1

(dkgi j +digk j +d jgik)

+
dl

n−1
(−Rklgi j +Rikgl j +R jiglk−Rlig jk +Rk jgli−Rl jgki) = 0 (7.41)

oldu§u görülür. Di§er taraftan, (7.11) denkleminin Lie türevi al�n�rsa

RLv(λk)+λkLv(R) = n(RlkLvλ l +λ lLvRlk)

= n(RlkLv(glmλm)+λ lLvRlk), λ l = glmλm

= nRlk(λmLvglm +glmLvλm)+nλ lLvRlk (7.42)

ba§�nt�s� mevcuttur. Yukar�daki, son (2.46) ve (2.48) ba§�nt�lar� kullan�larak

RLv(λk)+λkLv(R) = nRlkglmLvλm (7.43)

ifadesine ula³�l�r. Ayr�ca, (7.43) denkleminde, Teorem 7.1 kullan�l�rsa

RLv(λk) = nRlkglmLvλm (7.44)

ba§�nt�s� bulunur. Böylece, (7.44) denkleminde, (7.29) kullan�larak

dlRlk =
1
n

dkR, glmdm = dl (7.45)
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bulunur. Bu takdirde, (7.45) denklemi, (7.41) denkleminde kullan�l�rsa

0 = 4n(dkRi j +diRk j +d jRik)−4R(dkgi j +digk j +d jgik)

+(−1
n

dkRgi j +d jRik +dkR ji− 1
n

diRg jk +diRk j− 1
n

d jRgki) (7.46)

elde edilir. Ayr�ca, (7.46) düzenlenirse

0 = 4n(dkRi j +diRk j +d jRik)−4R(dkgi j +digk j +d jgik)

−R
n
(dkgi j +dig jk +d jgki)+(d jRik +dkR ji +diRk j) (7.47)

dir ve (7.47) denklemi, baz� i³lemlerden sonra a³a§�daki ifadeye dönü³ür

0 = (4n+1)(d jRik +dkR ji +diRk j)− (4n+1)
n

R(dkgi j +dig jk +d jgki) .

(7.48)

Sonuç olarak, (7.48) denklemi düzenlendi§inde

0 = (d jRik +dkR ji +diRk j)− R
n
(dkgi j +dig jk +d jgki) (7.49)

bulunur. Di§er taraftan, (7.49) denklemi, a³a§�daki gibi de yaz�labilir

d j(Rik− R
n

gki)+di(Rk j− R
n

gk j)+dk(Ri j− R
n

gi j) = 0 . (7.50)

Böylece, (7.50) denkleminde, Teorem 3.1 kullan�l�rsa ve (PPS)n uzay�n�n bir
Einstein uzay� olmad�§� göz önünde bulundurulursa

dk = 0 (7.51)

elde edilir. Dolay�s�yla, (7.51) denklemi yard�m�yla, istenen sonuç elde edilmi³
olur.
II. Durum: Skaler e§rili§i s�f�r olan bir (PPS)n uzay� göz önüne al�ns�n.
Bu takdirde, (7.49) denkleminde, (PPS)n uzay�n�n skaler e§rili§inin s�f�r oldu§u
göz önünde bulundurulursa

d jRik +dkR ji +diRk j = 0 (7.52)

elde edilir. Böylece, son denklemde, Teorem 3.1 kullan�l�rsa, bu uzay�n λλλ lll

kovektör alan�n�n hareket alt�nda Lie invaryant oldu§u görülür. 2
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Teorem 7.4: (PPS)n uzay�nda sonsuz küçük pseudo homotetik dönü³üm göz
önüne al�ns�n. Bu takdirde, λλλ lll kovektör alan� Lie invaryant olamaz.
�spat: Hipotezden dolay� Pi j 6= 0 oldu§undan, (PPS)n uzay� Einstein uzay�
olamaz. Öncelikle, (7.2) denkleminin Lie türevi al�n�rsa

LvPi j =
n

n−1
LvRi j− 1

n−1
gi jLvR− R

n−1
Lvgi j (7.53)

denklemi elde edilir. Daha sonra, (7.53) denkleminde (3.15)2 denklemi ve Teorem
7.2 nin sonucu olarak elde edilen R = 0 kullan�l�rsa

LvPi j = 0 (7.54)

sonucu bulunur. Bundan ba³ka, (2.68) denklemi ve (7.54) yard�m�yla

Lv(∇kPi j) = −δ m
k ϕiPm j−δ m

i ϕkPm j +ϕmgkiPm j−δ m
k ϕ jPim−δ m

j ϕkPim +ϕmgk jPim

= −ϕiPk j−ϕkPi j +ϕmgkiPm j−ϕ jPik−ϕkPi j +ϕmgk jPim

= −2ϕkPi j−ϕiPk j−ϕ jPik +ϕmgkiPm j +ϕmgk jPim (7.55)

bulunur. Ayr�ca, (7.55) denkleminde (7.5) kullan�l�rsa

Lv(2λkPi j +λiPk j +λ lPikl j +λ lPilk j +λ jPik) =

−2ϕkPi j−ϕiPk j−ϕ jPik +ϕmgkiPm j +ϕmgk jPim (7.56)

elde edilir. Di§er taraftan, (7.56) denkleminde, Lie türevinin özellikleri
kullan�l�rsa

2λkLvPi j +2Pi jLvλk +λiLvPk j +Pk jLvλi +Lv(λ lPikl j)+Lv(λ lPilk j)

+λ jLvPik +PikLvλ j =−2ϕkPi j−ϕiPk j−ϕ jPik +ϕmgkiPm j +ϕmgk jPim

(7.57)

denklemine ula³�l�r. Ayr�ca, (7.57) denkleminde (7.54) kullan�l�rsa

2Pi jLvλk +Pk jLvλi +Lv(λ lPikl j)+Lv(λ lPilk j)+PikLvλ j =

−2ϕkPi j−ϕiPk j−ϕ jPik +ϕmgkiPm j +ϕmgk jPim (7.58)

ifadesi elde edilir. Ayr�ca, Ricci düz olmayan, Einstein uzay� olmayan ve boyutu
ikiden büyük bir (PPS)n uzay�n�n λλλ lll kovektör alan�n�n sonsuz küçük pseudo
homotetik dönü³üm alt�nda Lie türevi,

Lvλl = dl (7.59)
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oldu§undan, (7.58) denklemi, a³a§�daki ³ekilde de yaz�labilir

2dkPi j +diPk j +Lv(λ lPikl j)+Lv(λ lPilk j)+d jPik =

−2ϕkPi j−ϕiPk j−ϕ jPik +ϕmgkiPm j +ϕmgk jPim . (7.60)

Di§er taraftan,

Lv(λ lPikl j) = Pikl jLvλ l +λ lLvPikl j

= Pikl jLv(gmlλm)+λ lLvPikl j, gmlλm = λ l

= Pikl j(λmLvgml +gmlLvλm)+λ lLvPikl j (7.61)

dir. Elde edilen bu son denklemde, (7.1) denklemi kullan�l�rsa

Lv(λ lPikl j) = Pikl j(λmLvgml +gmlLvλm)+λ lLv(Rikl j−
1

n−1
(Rklg ji−Rilgk j))

(7.62)

bulunur. Bundan ba³ka, (7.62) ve (2.65) denklemlerinden

Lv(λ lPikl j) = Pikl j(λmLvgml +gmlLvλm)

+λ l(LvRikl j− 1
n−1

(RklLvg ji +g jiLvRkl−RilLvgk j−gk jLvRil))

(7.63)

dir. Böylece, (7.63) denkleminde (2.76)1 kullan�l�rsa

Lv(λ lPikl j) = Pikl j(λmLvgml +gmlLvλm)

+λ l(LvRikl j− 1
n−1

(Rkl(2ϕg ji)+g jiLvRkl−Ril(2ϕgk j)−gk jLvRil))

(7.64)

denklemi elde edilir. Daha sonra, (7.64) denkleminde (2.70) kullan�l�rsa

Lv(λ lPikl j) = Pikl j(−2ϕgmlλm +gmlLvλm)

+λ l(LvRikl j− 1
n−1

(2ϕg jiRkl +g jiLvRkl−2ϕgk jRil−gk jLvRil))

(7.65)

bulunur. Bundan ba³ka, (7.65) denkleminde (3.15)2 kullan�l�rsa

Lv(λ lPikl j) = Pikl j(−2ϕgmlλm +gmlLvλm)

+λ l(LvRikl j− 1
n−1

(2ϕg jiRkl−2ϕgk jRil)) (7.66)
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ba§�nt�s� bulunur. Ayr�ca, (7.66) ifadesinde (3.15)1 kullan�l�rsa

Lv(λ lPikl j) = Pikl j(−2ϕgmlλm +gmlLvλm)

+λ l(2ϕRikl j−
1

n−1
(2ϕg jiRkl−2ϕgk jRil)) (7.67)

dir. Son olarak, (7.67) denkleminde (7.59) kullan�l�rsa

Lv(λ lPikl j) = Pikl j(−2ϕgmlλm +gmldm)

+λ l(2ϕRikl j− 1
n−1

(2ϕg jiRkl−2ϕgk jRil)) (7.68)

denklemine ula³�l�r. Böylece, (7.68) denklemi düzenlenerek

Lv(λ lPikl j) = Pikl j(−2ϕλ l +dl)+2ϕλ l(Rikl j− 1
n−1

(Rklg ji)−Rilgk j)

= Pikl j(−2ϕλ l +dl)+2ϕλ lPikl j, λ l = glmλm, gmldm = dl

= dlPikl j (7.69)

³eklinde bulunur. Dolay�s�yla, elde edilen (7.69) denklemi yard�m�yla, (7.60)
denklemi

2dkPi j +diPk j +d jPik +dlPikl j +dlPilk j = −2ϕkPi j−ϕiPk j−ϕ jPik

+ ϕmgkiPm j +ϕmgk jPim (7.70)

olarak elde edilir. Daha sonra, (7.70) denkleminde, (7.1)-(7.2) denklemleri
kullan�l�rsa

2dk(
n

n−1
Ri j− R

n−1
gi j)+di(

n
n−1

Rk j− R
n−1

gk j)+d j(
n

n−1
Rik− R

n−1
gik)

+dl(Rikl j− 1
n−1

Rklgi j +
1

n−1
Rilgk j)+dl(Rilk j− 1

n−1
Rlkgi j +

1
n−1

Rikgl j)

=−2ϕk(
n

n−1
Ri j− R

n−1
gi j)−ϕi(

n
n−1

Rk j− R
n−1

gk j)−ϕ j(
n

n−1
Rik− R

n−1
gik)

+ϕmgki(
n

n−1
Rm j− R

n−1
gm j)+ϕmgk j(

n
n−1

Rim− R
n−1

gim) (7.71)

elde edilir. Bu ifadede, Teorem 7.2' nin sonucu olarak elde edilen, R = 0

kullan�ld�§�nda

2dk
n

n−1
Ri j +di

n
n−1

Rk j +d j
n

n−1
Rik

+dl(Rikl j− 1
n−1

Rklgi j +
1

n−1
Rilgk j)+dl(Rilk j− 1

n−1
Rlkgi j +

1
n−1

Rikgl j)

=−2ϕk
n

n−1
Ri j−ϕi

n
n−1

Rk j−ϕ j
n

n−1
Rik +ϕmgki

n
n−1

Rm j +ϕmgk j
n

n−1
Rim

(7.72)
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bulunur. Yukar�daki denklem, a³a§�daki ³ekilde düzenlensin

2(dk +ϕk)
n

n−1
Ri j +(di +ϕi)

n
n−1

Rk j +(d j +ϕ j)
n

n−1
Rik

+dl(Rikl j− 1
n−1

(Rklgi j−Rilgk j))+dl(Rilk j− 1
n−1

(Rlkgi j−Rikgl j))

=
n

n−1
ϕmgkiRm j +

n
n−1

ϕmgk jRim . (7.73)

Di§er taraftan, (7.11) denklemi ve Teorem 7.2'den

λ kRkh = 0 (7.74)

oldu§u görülür. Bu ba§�nt�n�n Lie türevi al�n�r ve (2.65) denklemi kullan�l�rsa

0 = Lv(λ kRkh)

= RkhLvλ k +λ kLvRkh

= RkhLv(gkmλm)+λ kLvRkh

= Rkh(λmLvgkm +gkmLvλm)+λ kLvRkh (7.75)

bulunur. E§er, (7.75) denkleminde (2.70) denklemi kullan�l�rsa

0 = Rkh(λm(−2ϕgkm)+gkmLvλm)+λ kLvRkh

= Rkh(−2ϕλ k +gkmLvλm)+λ kLvRkh, gkmλm = λ h (7.76)

sonucuna ula³�l�r. Ayr�ca, (7.76) denkleminde (3.15)2 kullan�l�rsa

0 = Rkh(−2ϕλ k +gkmLvλm) (7.77)

dir ve (7.77) denkleminde (7.59) kullan�l�rsa

0 = Rkh(−2ϕλ k +gkmdm)

= −2ϕλ kRkh +dkRkh, gkmdm = dk (7.78)

ba§�nt�s� elde edilir. Son olarak, (7.78) denkleminde (7.74) kullan�l�rsa

dkRkh = 0 (7.79)

ifadesi bulunur. Ayr�ca, (7.73) denklemi g jk ile çarp�l�rsa ve j ve k üzerinden
toplam al�n�rsa, a³a§�daki denklem elde edilir

2g jk(dk +ϕk)
n

n−1
Ri j +g jk(di +ϕi)

n
n−1

Rk j +g jk(d j +ϕ j)
n

n−1
Rik

+dl(g jkRikl j− 1
n−1

(g jkRklgi j−g jkRilgk j))+dl(g jkRilk j− 1
n−1

(g jkRlkgi j−g jkRikgl j)))

= (
n

n−1
g jkϕmgkiRm j +

n
n−1

g jkϕmgk jRim) . (7.80)
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E§er, elde edilen bu denklem düzenlenirse

2(d j +ϕ j)
n

n−1
Ri j +(di +ϕi)

n
n−1

R+(dk +ϕk)
n

n−1
Rik

+dl(−Ril− 1
n−1

(Ril−nRil))+dl(− 1
n−1

(Rli−Ril))

= (
n

n−1
ϕmRmi +

n
n−1

nϕmRim), g jkdk = d j, g jkϕk = ϕ j (7.81)

bulunur. Di§er taraftan, (7.81) denklemi, (7.79) ba§�nt�s� yard�m�yla, a³a§�daki
gibi düzenlensin

3(d j +ϕ j)
n

n−1
Ri j +(di +ϕi)

n
n−1

R =
(n+1)n

n−1
ϕmRmi . (7.82)

Böylece, (7.82) denkleminde, Teorem 7.2 den elde edilen R = 0 sonucu kullan�l�rsa

3(d j +ϕ j)
n

n−1
Ri j =

(n+1)n
n−1

ϕmRmi (7.83)

dir. Ayr�ca, (7.83) denkleminde (7.79) kullan�l�rsa

3ϕ jRi j = (n+1)ϕmRim (7.84)

bulunur. Elde edilen bu denklem düzenlenirse a³a§�daki ba§�nt� bulunur

(n−2)ϕ jRi j = 0. (7.85)

Bu ba§�nt�da, (PPS)n uzay�n�n boyutunun ikiden büyük oldu§u göz önünde
bulundurulursa

ϕmRmi = 0 (7.86)

elde edilir. Ayr�ca, (7.86) ba§�nt�s�, (7.73) denkleminde kullan�l�rsa

2(dk +ϕk)
n

n−1
R ji +(di +ϕi)

n
n−1

Rk j +(d j +ϕ j)
n

n−1
Rik

+dl(Rikl j− 1
n−1

(Rklgi j−Rilgk j))+dl(Rilk j− 1
n−1

(Rlkgi j−Rikgl j)) = 0

(7.87)

sonucuna ula³�l�r. Bu denklemde, k, i ve j indislerinin devirsel permutasyonundan

2(di +ϕi)
n

n−1
Rk j +(d j +ϕ j)

n
n−1

Rik +(dk +ϕk)
n

n−1
R ji

+dl(R jilk− 1
n−1

(Rilg jk−R jlgik))+dl(R jlik− 1
n−1

(Rlig jk−R jiglk)) = 0

(7.88)
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ve

2(d j +ϕ j)
n

n−1
Rik +(dk +ϕk)

n
n−1

R ji +(di +ϕi)
n

n−1
Rk j

+dl(Rk jli− 1
n−1

(R jlgki−Rklg ji))+dl(Rkl ji− 1
n−1

(Rl jgki−Rk jgli)) = 0

(7.89)

denklemleri elde edilir. Böylece, (7.87)-(7.89) denklemleri taraf tarafa toplan�rsa

4n
n−1

((dk +ϕk)Ri j +(di +ϕi)Rk j +(d j +ϕ j)Rik)

+
dl

n−1
(−Rklgi j +Rikgl j +R jiglk−Rlig jk +Rk jgli−Rl jgki) = 0 (7.90)

bulunur. Dolay�s�yla, (7.79) denklemi, (7.90) denkleminde kullan�l�rsa

4n((dk +ϕk)Ri j +(di +ϕi)Rk j +(d j +ϕ j)Rik)+(d jRik +dkR ji +diRk j) = 0, glhdl = dk

(7.91)

olmak üzere, bu denklem düzenlenirse

((4n+1)dk +4nϕk)Ri j +((4n+1)di +4nϕi)Rk j +((4n+1)d j +4nϕ j)Rik = 0(7.92)

oldu§u görülür. Böylece, (7.92) denkleminde, Teorem 3.1 kullan�l�rsa

((4n+1)dk +4nϕk) = 0 (7.93)

bulunur. Sonuç olarak, (7.93) denkleminden yararlanarak

dk =− 4n
4n+1

ϕk (7.94)

elde edilir. Bu son denklemden, λλλ lll kovektör alan�n�n Lie invaryant olmad�§�
görülür. 2

Teorem 7.5: (PPS)n uzay�nda sonsuz küçük pseudo homotetik dönü³üm göz
önüne al�ns�n. Bu takdirde, λλλ iii ve ϕϕϕ iii birbirine diktir.
�spat: Öncelikle, (7.86) denkleminin kovaryant türevi al�n�rsa

ϕ j∇mRk j +Rk j∇mϕ j = 0 (7.95)

bulunur. Bu denklemde (3.16)2 denklemi kullan�l�rsa

ϕ j∇mRk j = 0 (7.96)
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dir. Di§er taraftan, (7.6) denklemi ϕh ile çarp�l�rsa

(
n

n−1
ϕh∇lRih− 1

n−1
ϕhgih∇lR) = 2λl(

n
n−1

ϕhRih− R
n−1

ϕhgih)

+λi(
n

n−1
ϕhRlh− R

n−1
ϕhglh)+λhϕh(

n
n−1

Ril− R
n−1

gil)

+λ k(ϕhRilkh− 1
n−1

Rlkϕhgih +
1

n−1
Rikϕhglh)

+λ k(ϕhRiklh− 1
n−1

Rlkϕhgih +
1

n−1
Rilϕhgkh), gihϕh?ϕi (7.97)

bulunur. Yukar�daki son denklem düzenlenirse

(
n

n−1
ϕh∇lRih− 1

n−1
ϕi∇lR) = 2λl(

n
n−1

ϕhRih− R
n−1

ϕi)

+λi(
n

n−1
ϕhRlh− R

n−1
ϕl)+λhϕh(

n
n−1

Ril− R
n−1

gil)

+λ k(ϕhRilkh−
1

n−1
Rlkϕi +

1
n−1

Rikϕl)

+λ k(ϕhRiklh− 1
n−1

Rlkϕi +
1

n−1
Rilϕk), gihϕh = ϕi (7.98)

elde edilir. Ayr�ca, (7.98) denkleminde öncelikle, Teorem 7.2'nin sonucu olarak
R = 0 kullan�l�rsa

n
n−1

ϕh∇lRih = λl
2n

n−1
ϕhRih +λi

n
n−1

ϕhRlh +λhϕh n
n−1

Ril

+λ k(ϕhRilkh− 1
n−1

Rlkϕi +
1

n−1
Rikϕl)+λ k(ϕhRiklh− 1

n−1
Rlkϕi +

1
n−1

Rilϕk)

(7.99)

dir. Di§er taraftan, (3.16)2 ve Ricci özde³li§i yard�m�yla

ϕhRilkh = 0 (7.100)

oldu§u aç�kt�r. Böylece, (7.99) denkleminde (7.86) ve (7.100) kullan�l�rsa

n
n−1

ϕh∇lRih = λhϕh n
n−1

Ril +λ k(− 1
n−1

Rlkϕi +
1

n−1
Rikϕl)

+λ k(− 1
n−1

Rlkϕi +
1

n−1
Rilϕk) (7.101)

bulunur. Ayr�ca, (7.101) denkleminde (7.74) kullan�l�rsa

n
n−1

ϕh∇lRih = λhϕh n
n−1

Ril +
1

n−1
λ kϕkRil

=
n+1
n−1

λhϕhRil (7.102)

97



dir. Böylece, (7.102) denkleminde (7.96) kullan�l�rsa

Rilλhϕh = 0 (7.103)

bulunur. Böylece, (7.103) denkleminden

λhϕh = 0 (7.104)

elde edilir. Böylece teoerem ispat edilmi³ olur. 2

A³a§�daki teoremlerde, uzunlu§u sabit olmayan bir konküran vektör alan� göz
önüne al�nm�³t�r.
Teorem 7.6: Bir (PPS)n uzay�nda, konküran vektör alan� ile üretilen sonsuz
küçük dönü³üm göz önüne al�ns�n. Bu takdirde, bu uzay�n skaler e§rili§i s�f�rd�r.
�spat: Yard�mc� Teorem 4.1'den dolay�, konküran vektör alan�n�n bir sonsuz
küçük has homotetik dönü³üm üretti§i aç�kt�r. Dolay�s�yla, (2.74) ve Teorem 7.1
göz önüne al�narak

−2ϕR = 0 (7.105)

bulunur. Buradan, uzay�n skaler e§rili§inin s�f�r olmas� gerekti§i görülür. 2

Teorem 7.7: Skaler e§rili§i s�f�rdan farkl� bir (PPS)n uzay�nda, uzunlu§u sabit
olmayan bir reküran vektör alan� ele al�ns�n. Bu takdirde, λλλ iii ile vvviii birbirine dik
olur.
�spat: Bir Riemann uzay�na ait reküran vektör alan� için Yard�mc� Teorem
4.3'den

vaR jiam = 0, vaRia = 0 (7.106)

ba§�nt�lar� mevcuttur. Dolay�s�yla, (7.106)2 ba§�nt�s�n�n kovaryant türevi al�n�rsa

0 = ∇l(vaRam)

= Ram∇lva + va∇lRam (7.107)

dir. Daha sonra, (7.107) denkleminde (2.83) kullan�l�rsa

0 = Ram(φlva)+ va∇lRam

= φlvaRam + va∇lRam (7.108)
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ve (7.108) denkleminde (7.106)2 kullan�l�rsa

va∇lRam = 0 (7.109)

bulunur. Di§er taraftan, Teorem 7.1 ve (7.2) denklemi yard�m�yla

∇lPam =
n

n−1
∇lRam (7.110)

dir. Böylece, (7.110) denklemi, va ile çarp�l�rsa

va∇lPam =
n

n−1
va∇lRam (7.111)

bulunur. Son iki denklemden

vm∇lPam = 0 (7.112)

ifadesi elde edilir. Ayr�ca, (7.112) denkleminde (7.4) kullan�l�rsa

va(2λlPam +λaPlm +λmPal +λ kPalkm +λ kPaklm) = 0 (7.113)

elde edilir. Böylece, (7.113) denkleminde, (7.1)-(7.2) denklemleri kullan�l�rsa

2λl(
n

n−1
vaRam− R

n−1
vagam)+λava(

n
n−1

Rlm− R
n−1

glm)

+λm(
n

n−1
vaRal− R

n−1
vagal)+λ k(vaRalkm− 1

n−1
(Rlkvagam− vaRakglm))

+λ k(vaRaklm− 1
n−1

(Rklvagam− vaRalgkm)) = 0 (7.114)

bulunur ve elde edilen (7.114) denkleminde, (7.106) ile verilen ba§�nt�lar
kullan�larak, gerekli düzenlemeler yap�l�rsa, yukar�daki son denklem, a³a§�daki
³ekle dönü³ür

−2λl
R

n−1
vm +λava(

n
n−1

Rlm− R
n−1

glm)

−λm
R

n−1
vl−λ k 1

n−1
Rlkvm−λ k 1

n−1
Rklvm = 0, gamva = vm . (7.115)

Dolay�s�yla, (7.115) denklemi, a³a§�daki denkleme denktir

−2λlvmR+nvaλ aRlm− vaλ agmlR− vlλmR−2vmλ kRkl = 0 . (7.116)

dir. E§er, (7.116) denklemi gml ile çarp�l�rsa ve m ve l üzerinden toplam al�n�rsa,

3λ mvmR+2Rklλ kvl = 0 (7.117)
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bulunur. Bu denklemde, (7.106) denklemi tekrar kullan�l�rsa

λ mvmR = 0 (7.118)

sonucuna ula³�l�r. E§er, (7.118) denkleminde, boyutu ikiden büyük (PPS)n

uzay�n�n skaler e§rili§inin s�f�rdan farkl� oldu§u göz önünde bulundurulursa

λmvm = 0 (7.119)

bulunur. Böylece, λλλ iii ile vvviii'nin birbirine dik oldu§u gösterilmi³ olur. 2
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8. SONUÇLAR VE ÖNERİLER

Bu çal�³man�n üçüncü bölümünde, boyutu ikiden büyük olan ve Ricci düz
olmayan bir pseudo Ricci simetrik Riemann uzay� üzerinde, sonsuz küçük pseudo
homotetik hareket tan�mlanm�³ ve bu sonsuz küçük hareket alt�nda, bu uzay�n
λλλ lll kovektör alan�n�n ve bu vektör alan�n�n uzunlu§unun Lie invaryant olmad�§�
ispatlanm�³t�r. Ayn� zamanda, sonsuz küçük pseudo homotetik hareket kabul
eden bir pseudo Ricci simetrik Riemann uzay�nda, vvviii ile ϕϕϕ iii vektörlerinin birbirine
dik oldu§u teorem yard�m�yla ifade edilmi³tir. Skaler e§rili§i sabit ve s�f�r
olmayan, pseudo Ricci simetrik Riemann uzay� üzerinde tan�mlanm�³ olan sonsuz
küçük pseudo homotetik hareket alt�nda uzay�n λλλ lll kovektör alan� ile hareketi
üreten vvv vektör alan�n�n birbirine dik olmad�§� gösterilmi³tir.
Bu çal�³man�n dördüncü bölümünde, n-boyutlu Riemann uzay� üzerinde tan�ml�,
sonsuz küçük has homotetik hareket üreten gradyent vektör alan�n�n konküran
olaca§� ifade edilmi³tir. Ayr�ca, uzunlu§u sabit olmayan vvv konküran vektör
alan� kabul eden ve boyutu ikiden büyük bir pseudo Ricci simetrik Riemann
uzay�n�n λλλ lll kovektör alan�n�n Lie invaryant oldu§u ve uzay�n λλλ lll kovektör alan�
ile bu uzaya ait vvvlll konküran vektör alan�n�n birbirine dik olmad�§� gösterilmi³tir.
Di§er taraftan, λλλ lll kovektör alan�na sahip ve boyutu ikiden büyük pseudo Ricci
simetrik Riemann uzay�na ait, uzunlu§u sabit olmayan konküran vektör alan�
mevcut ise, bu takdirde λλλ lll kovektör alan�n�n uzunlu§unun Lie invaryant olmad�§�
ispatlanm�³t�r. Ayr�ca, bir Riemann uzay�na ait ve uzunlu§u sabit olmayan vvv

reküran vektör alan�n�n üretti§i sonsuz küçük konformal hareket mevcut ise,
bu takdirde, vvviii ile φφφ iii vektörlerinin birbirine dik olmad�§� gösterilmi³tir. Daha
sonra, bir Riemann uzay�nda, tors olu³turan vektör alan� göz önüne al�nm�³ ve vvviii

kovaryant vektörünün hem φφφ iii ve hem ρρρ iii ile kolieneer olmas� halinde, bu vektör
alan�n�n bir konsörk�l�r vektör alan�ndan ibaret oldu§u ifade edilmi³tir. �lave
olarak, boyutu ikiden büyük bir pseudo Ricci simetrik Riemann uzay�nda, ρ 6= 0

olmak üzere, yar� tors olu³turan vvvlll vektör alan� göz önüne al�nd�§�nda, uzay�n λλλ lll



kovektör alan� ile vvvlll vektör alan�n�n birbirine dik olmad�§� gösterilmi³tir.
Bu çal�³man�n be³inci bölümünde ise, boyutu iki olan ve skaler e§rili§i sabit ve
s�f�r olmayan pseudo simetrik Riemann uzay� ile ilgili a³a§�daki sonuçlar elde
edilmi³tir:
Pseudo simetrik Riemann uzay�n�n λλλ lll kovektör alan�n�n gradyent oldu§u,
ayr�ca bu uzay�n ayn� λλλ lll kovektör alan� ile tan�ml� bir reküran uzay oldu§u
ispatlanm�³t�r. Ayr�ca, bir pseudo simetrik Riemann uzay�na ait her sonsuz küçük
hareketin bir sonsuz küçük konformal hareketten ibaret olmas� için gerek ve yeter
ko³ul, bu uzay�n kovaryant (veya Ricci) e§rilik tensörünün kal�t�msal özelli§e
sahip olmas�d�r. Daha sonra, pseudo simetrik Riemann uzay�n�n Ricci e§rilik
tensörünün kal�t�msal özelli§e sahip olmas� veya Lie invaryant olmas� halinde, ayn�
özelliklerin uzay�n kovaryant e§rilik tensörü için de geçerli oldu§u ispatlanm�³t�r.
Buna ilaveten, e§rilik veya Ricci e§rilik tensörü, sonsuz küçük hareket alt�nda
Lie invaryant olan ve skaler e§rili§i sabit ve s�f�r olmayan bir pseudo simetrik
Riemann uzay�n�n λλλ lll kovektör alan�n�n Lie invaryant olmad�§� ifade edilmi³tir.
Boyutu ikiden büyük bir pseudo simetrik Riemann uzay� üzerinde tan�mlanan
sonsuz küçük pseudo homotetik hareket alt�nda, λλλ lll kovektör alan�n�n Lie
invaryant olmad�§� ve bu uzayda sonsuz küçük hareketi üreten ϕϕϕ iii vektörü
ile uzay�n λλλ iii kovektör alan�n�n birbirine dik oldu§u ispat edilmi³tir. Ayr�ca,
uzunlu§u sabit olmayan konküran vektör alan� ile üretilen sonsuz küçük hareket
göz önüne al�nm�³ ve bu uzay�n λλλ lll kovektör alan�n�n uzunlu§unun Lie invaryant
olmad�§� gösterilmi³tir. Di§er taraftan, konformal olarak düz bir pseudo simetrik
Riemann uzay�nda, sonsuz küçük pseudo homotetik hareketin tan�mlanamayaca§�
ispat edilmi³tir.
Çal�³man�n alt�nc� bölümünde ise, boyutu ikiden büyük bir pseudo projektif
Ricci simetrik Riemann uzay� üzerinde, sonsuz küçük pseudo homotetik hareket
tan�mlanm�³ ve a³a§�daki sonuçlar elde edilmi³tir:
Pseudo projektif Ricci simetrik Riemann uzay� üzerinde, sonsuz küçük pseudo
homotetik hareket tan�mlanmas� halinde, bu uzay�n skaler e§rili§inin s�f�r oldu§u
ve pseudo projektif Ricci simetrik Riemann uzay�n�n bir pseudo Ricci simetrik
Riemann uzay�ndan ibaret oldu§u ispatlanm�³t�r. Ayr�ca, pseudo projektif Ricci
simetrik Riemann uzay�nda, sonsuz küçük pseudo homotetik hareket göz önüne
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al�narak, ya bu uzay�n λλλ lll kovektör alan�n�n Lie invaryant olmad�§� ya da λλλ iii

kovektörü ile ϕϕϕ iii'nin birbirine dik olaca§� gösterilmi³tir. Daha sonra, skaler e§rili§i
s�f�rdan farkl� bir pseudo projektif Ricci simetrik Riemann uzay�nda sadece bir
hareket göz önüne al�narak, bu uzay�n λλλ lll kovektör alan�n�n Lie invaryant oldu§u
gösterilmi³tir. Bundan ba³ka, pseudo projektif Ricci simetrik Riemann uzay�nda,
konküran vektör alan� ile üretilen sonsuz küçük hareket göz önüne al�narak, bu
uzay�n pseudo Ricci simetrik Riemann uzay�na dönü³tü§ü gösterilmi³tir.
Çal�³man�n son bölümünde, bir pseudo projektif simetrik Riemann uzay�n�n skaler
e§rili§inin sabit oldu§u ispatlanm�³t�r. Di§er taraftan, e§er, bu uzaya ait sonsuz
küçük pseudo homotetik hareket mevcut ise, bu uzay�n skaler e§rili§inin s�f�r
olmak zorunda oldu§u ispat edilmi³tir. Ayr�ca, Ricci olarak düz olmayan ve
Einstein uzay� olmayan bir pseudo projektif simetrik Riemann uzay�nda, sadece
hareket göz önüne al�nd�§�nda, bu uzay�n λλλ lll kovektör alan�n�n Lie invaryant ve
ayn� uzayda, sonsuz küçük pseudo homotetik hareket göz önüne al�nd�§�nda,
λλλ lll kovektör alan�n�n Lie invaryant olmad�§� ve bu uzay�n λλλ iii kovektörü ile
ϕϕϕ iii vektörünün birbirine dik oldu§u ispatlanm�³t�r. Bundan ba³ka, pseudo
projektif simetrik Riemann uzay�nda, konküran vektör alan� ile üretilen sonsuz
küçük hareket göz önüne al�nd�§�nda, bu uzay�n skaler e§rili§inin s�f�r oldu§u
ispatlanm�³t�r. �lave olarak, skaler e§rili§i s�f�rdan farkl� ve Ricci düz olmayan ve
Einstein uzay� olmayan bir pseudo projektif simetrik Riemann uzay�nda, reküran
vektör alan� göz önüne al�nd�§�nda, bu uzay�n λλλ iii kovektörü ile vvviii vektörünün
birbirine dik oldu§u gösterilmi³tir.
Elde edilen ba§�nt�lar ve teoremler yard�m�yla, bundan sonraki çal�³malarda,
pseudo Ricci simetrik Riemann uzay�nda tan�ml�, sonsuz küçük pseudo homotetik
hareket göz önüne al�narak elde edilmi³ olan sonuçlar�n, genelle³tirilmi³ pseudo
Ricci simetrik ve zay�f Ricci simetrik Riemann uzaylar�nda da geçerli olup
olmayaca§� ara³t�r�labilir. Ayn� ³ekilde, pseudo simetrik Riemann uzay�nda
tan�ml�, sonsuz küçük pseudo homotetik hareket için verilmi³ sonuçlar�n, zay�f
simetrik ve zay�f pseudo projektif simetrik Riemann uzaylar�nda geçerli olup
olmayaca§� ara³t�r�labilir. Genelle³tirilmi³ pseudo Ricci simetrik, zay�f Ricci
simetrik, zay�f simetrik ve zay�f pseudo projektif simetrik Riemann uzaylar�
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üzerindeki sonsuz küçük pseudo homotetik hareketi üretecek özel vektör alanlar�
ile bu uzaylar�n kovektör alanlar� aras�ndaki ili³kiler incelenebilir.
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