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OZET

Sag Tarafi Bilinmeyen Parabolik Denklemler I¢in
Smir ve Bitim Zamanmdaki Olciimlere Dayali Ters
Problemlerin Coziim Yontemlerinin Analizi

Mihendislik ve Fen Bilimleri Enstitiisi

Matematik ve Bilgisayar Bilimleri Anabilim Dali

Pmar BARIS SAHIN

Bu calismada degisken 1s1 iletkenlik katsayisina sahip (2.1) 1s1 denkleminin uzay
degiskenine bagh F(z) kaynak fonksiyonunun ve zamana bagl H(t) kaynak fonksiyo-
nunun bitim zamaninda (¢t = T') ve (0,[) araliginin sol ucunda (z = 0) belirlenmesinin
sistematik analizi anlatilmaktadir. G6z Oniinde bulundurulan ters problemler igin
hemen hemen ¢6ziim yaklagimi ve kismi tiirevli parabolik denklemler icin zayif ¢éziim

teorisi kullanilmaktadir. Burada ve ileride

l
Jl(F):/O[u(:E,T; F)—uT(a:)]zdx, (1)
l T
Jo(F) = /0 { /O u(w,t;F)dt—U(x)}dx @)
T
Ta(H) = [ [u(0.t:H) = () (3)

deger fonksiyonelleri tanimlanarak bunlara en kiiclik deger veren eleman hemen he-
men ¢oziim olarak tamimlanacaktir. Bu yaklagima dayanarak ilgili eslenik problemlerin
¢oziimleri tizerinden Ji(F), J3(H) fonksiyonelleri i¢in acik bir gradyan formiilii elde
edilmektedir. Daha sonra Ek Kosulu Final Zamaninda Verilmig Ters Kaynak Problemi
(TPF) ve Ek Kosulu Araligin Sol Ucunda Verilmisg Ters Kaynak Problemi (TPH) prob-
lemlerinin sayisal ¢oziimi i¢in Eglenik Gradyan Yonteminin (EGY) ve Teri Kollokasyon
Yonteminin (IKY) algoritmalar: uygulanmaktadir. Fourier yonteminden yararlanarak,
parabolik denklemin sabit katsayili oldugu durum igin seri ¢oztimleri, Picard tekil deger
ayrigimi yardimiyla gosterilmektedir.

Anahtar Kelimeler: Ters Kaynak Problemi, parabolik denklem, zayif ¢6ziim, iyi tanim
lanmamig problem, Fourier yontemi, Eslenik Gradyan Algoritmasi, Tleri Kollokasyon

Yontemi, Volterra integral denklemi.
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ABSTRACT

An Analysis of Methods for Inverse Source Problems With
Boundary and Final Time Measured Output Data for
Parabolic Equations

Graduate School of Engineering and Sciences

Department of Mathematics and Computer Science

Pinar BARIS SAHIN

This study presents a systematic analysis of the inverse source problem of determining
the spacewise source term F'(z) and the time-dependent source term H (t) of the variable
thermal conductivity coefficient heat equation, from the measured final and Dirichlet
data. We use the quasisolution approach for the considered inverse problems, introducing

the cost functionals

l
Jl(F):/O[u(m,T;F)—uT(a:)]zdx, (4)
l T
Jo(F) = /O { /O u(a;,t;F)dt—U(x)}dx, (5)
Ty
J5(H) = /O (0, £; H) — h(t)]dt. (6)

and weak solution theory for parabolic PDEs. Based on this approach we derive explicit
gradient formulas for the functionals J;(F') and J3(F') via the solution of appropriate
adjoint problems, and then implement the algorithms of Conjugate Gradient Method
(CGM) and Forward Colocation Method (FCM) for numerical solutions of the problems
inverse source problem with final time measured output data (ISPF) and inverse source
problem with boundary measured output data (ISPH). By using standard Fourier analy-
sis, series solutions of parabolic equations with constant coefficients are determined with
the help of Picard singular value decomposition method.

Key Words: Inverse source problem, parabolic equation, weak solution, ill-posed prob-
lem, Fourier method, conjugate gradient algorithm, forward collocation method, Volterra

integral equation.



ONSOZ ve TESEKKUR

Ters problemler, arka planinda dogadaki problemlerin modellenmesi ve simiilasyonu olan,
gliniimiizde matematik ve fen alaninda en ¢ok aragtirilan matematiksel problemlerden-
dir.Ters problemlerin icerdigi iki énemli siniftan biri olan ters kaynak problemleri ise

matematik ve miihendislik bilimlerinin ilgilendigi en 6énemli konulardan biridir.

Bu galismada u; = (k(z)uz), + F(x)H(t) parabolik denkleminin F'(x) ve H(t) sag
taraf fonksiyonlarinin aranmasi ile ilgili ters problemler ele alinacaktir. Birinci ters
problemde (F(z) bilinmeyen, H(t) bilinen) ek kosul, 7" > 0 bitim zamaninda verilmig
up(x) = u(z,T) koguludur. Bilinmeyen H (¢) fonksiyonunun aranmasi ile ilgili ikinci ters
problemde ise ek kosul, h(t) := u(0,t) Dirichlet koguludur. Her iki problemin hem ma-

tematiksel analizi, hem de sayisal ¢6ziim yontemleri bu ¢alismada ele alinmaktadir.

Beni bu alanda caligmaya tesvik eden ve her zaman bilgi ve deneyimleriyle bana yol
gosteren degerli hocam sayin Prof. Dr. Alemdar HASANOGLU’na en icten tesekkiirle-
rimi sunarim. Hayatim boyunca yanimda olan, ideallerimi gerceklestirmemi saglayan
aileme yiirekten tegekkiirii bir borg bilirim. Ayrica, calismalarimin her agsamasinda bilgi-
lerinden faydalandigim, desteklerini esirgemeyen degerli hocalarim sayin Dog. Dr. Bur-
han PEKTAS’a, saym Prof. Dr. Aydin TIRYAKI'ye ve sayin Yrd. Doc. Dr. Arzu ER-
DEM’e tesekkiir ederim.
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Bolim 1

Giris

Diferansiyel denklemlerin sag tarafinin bulunmas: ile ilgili ters problemler, matematigin
hem kendi i¢cinde hem de yaygun uygulamalarinda 6nemli bir yere sahip problemlerdir.

Bu caligmada lineer parabolik denklemlerle ilgili

up = (k(2)ug)e + F(2)H(t), (z,t) € Qr:={(z,t) ER?:0<z<,0<t<T}
u(z,0) = up(z), =€ (0,0); (1.1)
—(k(x)uz(x,t))z=0 = po(t), u(l,t) =0, te(0,T].

problemi icin iki gesit ters problemin incelenmesi hedeflenmektedir.

Bilindigi tizere (1.1) probleminde k(z), F(x), H(t), up(z) ve yo(t) fonksiyonlar1 girdi
verileri ("input data”) olarak verildigi zaman, bunun u(z,t) ¢oziimi klasik veya zayif
¢Oziim uzayinda birebir olarak belirlenir. Yani bu girdi verileri belirli kogullar1 sagladig
zaman (1.1) probleminin u(x,t) (klasik veya zayif) ¢oziimii vardir ve tektir.[29] Fakat
bir ¢ok uygulamalarda, u(x,t)’nin yamsira, F(x) ve/veya H (t) sag taraf fonksiyonlar1 da
bilinmeyendir ve bulunmasi gerekir. Béyle bir problem ilk kez A.N.Tikonov tarafindan
1935 yilinda formiile edilmistir.[38] Burada, (x,t) € (—o0, +00)x (0, T") sonsuz bolgesinde

t = T bitim zamininda, fiziksel 6l¢lim sonucu verilmis
ur(x) = u(z,T) (1.2)
ek kosulundan yola ¢ikarak

Ut = Ugy + F(z), (x,t) € R x (0,T] (1.3)
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formiile edilmigtir. F'(x) fonksiyonu fizikte st kaynagine (” source”) ifade ettigi igin,
bu problem bilimsel literatiire ters kaynak problemi (”inverse source problem”) olarak
girmigtir. [25]

Buna paralel olarak, gecen ylizyil, yetmigli yillarda diferansiyel denklemlerin sag ta-
rafinin aranmasi ile ilgili cesitli optimal kontrol problemleri ortaya ¢ikmigtir.[30][31]
Benzer goriinmelerine ragmen, sag tarafin aranmasi ile ilgili ters problemler ile, opti-

mal kontrol problemleri arasinda derin bir farklihk vardir. Bu fark: agiklamak icin (1.3)

denklemi ile ilgili bir optimal kontrol problemini tanimlayalim.

up = Ugy + F(x), (2,t) € R x (0,T]

u(z,0) = up(z), z=eR,;
(1.4)
u(z,t) = 0, |z| = 400

T
/ u?(z,t)dt — min
0

Burada, herhangi bir, 6érnegin F := {F(z) > 0 : F' € Ly(R)} fonksiyonlar simifinda
l|u(z, ')”%2(R) — 0 kosulunu saglayan (u(x,t), F'(x)) ciftinin aranmas: ile ilgili optimal
kontrol problemi s6z konusudur. Bu problemin yukarida formiile edilen ters kaynak prob-
leminden temel fark:i (1.4) probleminde fiziksel 6lgiim sonucunda verilmig herhangi bir
verinin (yani up(x) verisinin ) olmamasidir. Bunun da sonucu olarak, optimal kontrol
problemlerinde 6l¢iim hatasi gibi 6nemli bir etken s6z konusu olamaz. Bu etken ileride
gorecegimiz iizere, ters problemler teorisinde en 6énemli etkendir. Bunu agiklayalim.

(1.1) ile ifade edilen baglangig-sinir deger probleminin klasik ¢6ziimiiniin
u(z,t) € C1(Qr) N CHO(Qr) (1.5)

smifindan oldugu bilinmektedir.[19] Herhangi bir F'(x) € C(0,1) fonksiyonunu ele alalim.
Buna karsiik gelen (1.1)’nin ¢6ziimiini u(z,t; F') olarak tammlayalim. Eger optimal

kontrol problemi s6z konusu ise, bilinmeyen F(z) € C(0,1) fonksiyonunu
T
/ u?(z,t; F)dt — min (1.6)
0

minimizasyon kogulundan bulmak gerekir. Bu problem, Varyasyon Hesabi’nin bilinen
yontemleriyle ¢oziilebilir.

Simdi de aym (1.1) ile ifade edilen ve kogulu (1.2) ile verilen ters problemi ele alalim.

2



Bu durumda, (1.1)’nin aym u(zx, t; F') klasik ¢6ztimiiniin
w(z, T; F) =up(x), F e C(0,1) (1.7)

fonksiyonel denklemini saglamasi gerekir. Bu denklemin sol tarafi, klasik ¢oziimiin tanimi
uyarinca, C2(0,1)NC[0, ] smifindandir. Halbuki sag taraftaki up(x) fonksiyonu, fiziksel
6lgiim sonucu verilen bir fonksiyon olarak, C[0, {]’den bile olmayabilir ve genelde yalnizca

up € L2(0,1) kogulunu saglar. Boylece, (1.7)’in sol tarafindaki operatorii
(@F)(x) = ul, ; F)ir (18)
olarak tanimlarsak,
OF = uy (1.9)

operator denkleminin deger kiimesi R(®) € C?(0,1) N C[0,1] kosulunu, sag tarafi da
ur € Ly(0,1) kosulunu saglar. Bunun da sonucu olarak, L2(0,1) \ (C?(0,1) N C0,1])
kiimesinden olan hic bir fonksiyonun karsiligi olmaz, zira ® ! ters operatérii yalnizca
ur € C?(0,1) N CY0,1] elemanlan iizerinde tanimlanmigtir. Bu tutarsizlik ilk kez V.
Ivanov (bkz,[26]), daha sonra da A. Tikhonov (bkz, [3]) tarafindan farkedilmistir.

®F = ur esitligi hicbir zaman saglanamayacag: igin, dogal olarak
J(F) = |@F — url, )

fonksiyonelini tanimlayarak, J(F) — inf en kiigiik deger probleminden F'(z)’in bir
sekilde belirlenmesi s6z konusu olabilir. Klasik ¢oziim kavrami, zayif ¢oziim kavramina
genigletildigi gibi, bu gekilde de (1.9) denkleminin ¢6ziimi” kavrami da J(F) — inf
probleminin ¢oziimiine genisgletilmistir. Iste bu ¢oziim, literatiirde zayif ¢oziim olarak
degil, sadece ters problemlerlere 6zgii bir kavram oldugu igin, quasi-¢ézim (”quasi-
solution”), yani hemen hemen ¢ézim olarak kabul edilmistir.

Ters problemlerin hem matematiksel analizi, hem de sayisal ¢éziimi i¢in giintimiizde
baglica yontem, hemen hemen ¢oziim yaklagimi/yontemidir. Bu yonteme dayanarak
kismi tiirevli denklemlerle ilgili ters kaynak problemlerinin ¢6ziimii, eliptik denklem-
ler i¢in [2],[10],[13],[25],[32]'da, parabolik denklemler icin [4],[7],[9],[8]-[14],[22], [23],[25],
[27],[33]-[37]te ve hiperbolik denklemler i¢in de [13],[17],[18],[35], [39]’da incelenmistir.



Basit durumlarda, érnegin k(x) = sabit oldugu durumda bu ters problemler integral
denklemlere doéniistiiriilebilir. [6]

Bu gahismada uzay degigskenine bagh F'(x) fonksiyonunun ve zaman degiskenine bagh
H(t) fonksiyonunun belirlenmesi ile ilgili olarak iki tiir ters kaynak problemi (sirasiyla
TPF ve TPH) aranmaktadir. Birinci problemde ek kosul olarak ¢t = 7' > 0 bitim za-
maninda u(x, t)’nin deneysel 6l¢iim sonucu olarak bilindigi ((1.2) kogulu) varsayilmaktadir.

Ikinci problemde ise, ya araligin z = [ sag ucunda

‘pl(t) = _(k(x)uz(mat)”x:l (1.10)

kogulunu, ya da araligin x = 0 sol ucunda
h(t) := u(x,t)z=0 (1.11)

kogulunun verildigi varsayilmaktadir. Bu ek kogullarin her {i¢ii fiziksel modelin taleple-

rinden yola ¢ikarak, dogal olarak verilmig ek kosullardir. Soyle ki,
ur = (k(x)ug)e + F(z)H(t)

denklemi 1s1 iletimi ve difiizyon siireclerinin her ikisinin matematiksel modelidir. Fizik
bilimi agisindan, dl¢iimler yalmzca (0,1) araligini iggal eden gubugun ya uglarinda (sinar
ol¢iimleri-"boundary data”), ya da siireg bittikten sonra ¢ = T' bitim zamaninda (”fi-
nal overdetermination”) verilebilir. Diger ek kogullarin verilmesi, yalnizca matematiksel
acidan kolaylik saglamak igindir ve fiziksel bir anlam tagimaz.[27] (1.10)’un sag tarafi,
fizik biliminde tanimlandig: tizere, telin sag ucundaki akidur ("flux data”), ¢;(t) fonksi-
yonu, z = [’de fiziksel 6l¢iim sonucu verilmis akidir. h(t) fonksiyonu ise z = 0’da fiziksel
Ol¢iim sonucu verilmig 1sidir. Bu deneysel verilere ek olarak, bir ¢gok durumlarda 1sinin

(0,1)’deki toplam degerinin de 6l¢iim sonucu verilmesi séz konusu olabilir:

T
Ulx) = /0 w(, 1)t (1.12)

Bu tiir ters problemlere integral operatorlii ters problemler de denir. [34]

Yukarida adi gegen ters problemlerin tiimiiniin ortak 6zelligi, girdi-¢ikts (”input-output”)



operatorleri olarak tanimlanan

OF :=u(.,t; F)|=r,

VH :=u(x,.; H)|p=0 (VH := (=k(x)uz(z, .; H))|z=1

operatorlerinin tiimiiniin kompakt operatorler olmasidir.

Kompakt operatorler tersinir olmadig i¢in, ters problemlerin de hig birisi (1.9) operator
denklemi kapsaminda ¢oziilemez.

Ikinci temel ozellik, ters problemlerin Slgiim hatalarma gore agirt duyarl olmasidir (7ill-
posed”). Bunu bir 6rnekle agiklayalim.

Degiskenlere ayirma veya herhangi diger bir yontemle yukaridaki ters problemlerden

herhangi birisinin

l
Azaawﬂmwzg@xxeww;mwecww (1.13)

integral denklemine déntigtiiriildiigiinti varsayalim. Kolaylik i¢in K : (0,1) x (0,1) —
R c¢ekirdeginin siirekli oldugunu varsayalim: K € C((0,1) x (0,1)). Kolaylikla tiim bu

incelemeleri L2(0,1)’de de yapabiliriz. Bu durumda (1.13)’in sol tarafindaki

l
MW%ZAKWWV@@,fGaQU

integral operatorii kompakt operatordiir.[40] Bu problemin duyarl problem (”ill-posed
problem”) oldugunu kanitlayalim.

Bunun igin 6nce (1.13)’in
fn(z) := f(z) +sinnz, n € N, z € (0,1)
¢oziimler dizisine kargilik gelen g, (x) sag taraf fonksiyonlarini bulalim:

l l l
gn(x) ::/O K(az,y)fn(y)dy:/o K(x,y)f(a:)dx—l—/o K (z,y)sinnzdz.



Boylece, eger f(x) fonksiyonu (1.13) denkleminin g(x) sag taraf fonksiyonuna kargilik

gelen ¢Oztimii ise, f,,(z) fonksiyonu da, her bir n € N i¢in,

l
gn(z) := g(z) + pp(), pn(2) :=/0 K (x,y) sin nada

olmak tlizere

l
/0 K(2,9) fulz)dz = gu(2), = € (0,1)

integral denkleminin ¢6ztimiidiir. Burada p,,(z) fonksiyonu 6l¢iim hatasini yansitir.

Eger (1.13) dizgiin formiile edilmis (”well-posed”) problem olsaydi, bilindigi iizere,

Ipnllcy = lg = gullcpg < 6= [1f = fallcpy <&, 4,6 >0

olurdu, yani, (1.13)’iin sag tarafindaki kiigiik 6l¢iim hatalari, f(z) ¢éziimiine ayni oranda

yakinsardi. Fakat

l
/ sin nxdx
0

1
= —[1 —cosnl] -0, n = o
n

l
/ K(z,y)sinnzdz
0

l
/ sin nxdx
0

[pnllc = max < K lleqo,gx0.)

olmasina ragmen

If — anC[O,l} = | SinmeC[OJ] -0, n— o0

oldugu goriiliir.

Béylece, n — oo durumunda [|g — gnllco; — 0, m — oo halbuki, buna karsilik,
1f = falleg,y - 0 olur.

Yani, (1.13) denkleminin sag tarafindaki 6l¢iim hatalarinin sifira yaklagmasi, bunun f(z)
¢Ozuimiine yansimasinin sifira yaklasmasi anlamina gelmez.

Bu caligmada, ikinci boliimde 6nce ek kosulu final zamaninda verilmis ters kaynak prob-
leminin (TPF) formiilasyonu verilecek, bu problem i¢in kesin ve hemen hemen ¢6ziim
kavramlar: agiklanacak, uyum kosullar1 belirlenecektir. Ters problemin zayif ¢éziime da-
yali hemen hemen ¢Oziimii ve girdi-gikt1 operatorlerinin kompaktliginin neden gémme
teoremi ile gosterilemeyecegi ve kompakt operatorle tanimlanmig problemin neden iyi

tanmmmlanmamug (”ill-posed”) problem oldugu agiklanacaktir. Daha sonra TPF problemi



icin Fourier Yontemi ile bir seri ¢oziim bulunacak ve Eglenik Gradyan Yontemi (EGY)
ile sayisal ¢oziimler elde edilecektir.

Uclincii boliimde ise 6nce ek kosulu arahgm sol ucunda verilmis ters kaynak proble-
minin (TPH) formiilasyonu verilecek, bu problem i¢in kesin ve hemen hemen ¢6ziim
kavramlar1 agiklanacak, uyum kogullar1 ve ters problemin zayif ¢éziime dayali hemen
hemen ¢oziimii belirlenecektir. Daha sonra TPH problemi i¢in Fourier Yontemi ile bir
seri ¢oziim bulunacak, boliim sonunda Eslenik Gradyan Yontemi (EGY), Tleri Kollokas-

yon Yéntemi (IKY) ile elde edilen sayisal coziimler verilecektir.



Bolim 2

Ek Kosulu Final Zamaninda

Verilmis Ters Kaynak Problemi

2.1 TPF Problemi, Kesin ve Hemen Hemen Cozimler,

Uyum Kosullar:

Lineer ve degigsken katsayili parabolik denklemin sag tarafinin degiskenlerine ayrilabilir
bir fonksiyon oldugunu varsayalim: F(z,t) = F(x)H(t). Bundan yola gikarak, bir bo-

yutlu 1s1 iletimi probleminin matematiksel modelini agagidaki sekilde yazabiliriz:[3][1]

up = (k(2)ug), + F(x)H(t), (v,t) € Qp = {(z,t) eR?: 0< 2 <,0<t < T}
u(z,0) = up(z), z € (0,1); (2.1)
—k(0)ug(0,t) = g(t), u(l,t) =0, te(0,7).

Eger F(x) tek degigkenli kaynak fonksiyonu bilinmeyen ve H(t) de bilinen ise, bu du-
rumda, fiziksel olarak anlamli ve miimkiin kilinabilir bir ek kosul , bitim zamaninda
u(x,T) fonksiyonunun degeri olarak verilebilir. (2.1) probleminde t = T > 0 bitim za-

maninda u(z,T) fonksiyonunun degerini bir ek kogul olarak verelim:

ur(z) = u(z,T), x € (0,]] (2.2)



Bu kosulun fiziksel anlami ¢ = T > 0 bitim zamaninda 1sinin 6l¢iim degerlerinin deneysel
olarak verilmesidir. Bu nedenle ur(x) fonksiyonuna deneysel ¢ikts verisi (" measured out-
put data”) denir. Buna kargilik ug(z) ve g(t) fonksiyonlar1 girdi verileri (”input data”)
olarak tanmmmlanir. (2.1) parabolik probleminin lineer oldugunu dikkate alarak agagida
ele alacagimiz ters problemlerde, genelligi bozmadan ¢(t) = 0, V¢t € [0,7] oldugunu
varsayacagiz.

(2.1) ve (2.2) denklemlerinden yola cikarak bir ters kaynak problemi tanimlanabilir;
zamana bagh H (t) fonksiyonu bilinen, uzay degiskenine bagh F'(x) fonksiyonu bilinme-
yendir ve (2.1)-(2.2) probleminden u(x,t) fonksiyonu ile birlikte bulunmasi gerekir. Bu
problemi TPF1 olarak tanimlayalim. (2.1) — (2.2) ters problemi kapsaminda (2.1) para-
bolik problemine diiz problem denir.

(2.1) parabolik probleminin uzay degiskenine bagh F'(x) kaynak fonksiyonuna kargilik
gelen ¢oziimiini u = u(x,t; F) olarak gosterelim. Eger bu fonksiyon (2.2) ek kosulunu
da sagliyor ise o halde u(x,T; F) = urp(x) lineer olmayan fonksiyonel denkeminin de
¢oziimil olacaktir. Ancak pratik uygulamalarda, ur(z) deneysel qikti verisi ||ur(x)s —
up(x)|| < 0 olacak sekilde bir § dl¢iim hatasi ile verilir. Bunun sonucu olarak yukaridaki
esitligin kesin olarak saglanmasi s6z konusu olamaz. Bu durumda (2.1) — (2.2) ters prob-

leminin kesin ¢oziimii yerine,

!
Ji(F) = /0 [u(z, T; F) — up(x)]*d

fonksiyoneline en kiigiik degerini veren F'(x) elemaninin aranmasi problemi anlamhdir.

Tanim 2.1.

J1(Fy) = jnf Ji(F) (2.3)

en kiigiik deger probleminin ¢6ztimiine TPF1 probleminin hemen hemen ¢ozimi denir.[3]

J1(Fyx) = 0 durumunda F, € F eleman ayni1 zamanda ters problemin kesin ¢6ziimii olur.[22]

Kismi Tirevli Denklemler teorisindeki uyum kosullari, buradaki ters problem icin de
gecerlidir.[19] Once bu kosullar1 diiz problem icin verelim. u(z,t) fonksiyonunu kendisi
ve x’e gore birinci tiirevi Qp kapali parabolik bolgesinde hemen-hemen siireklidir. O

halde z = 0’da verilmis u,(0,¢) = 0 tiirdes Neumann kosulundan yola ¢ikarsak



g ()| p—o+ = Uz (2,0)|p—0+ = ux(07,0) = 0 olur. Boylece

sonucuna varirz. Ote yandan (2.2) ek kosulu ve 1, (0,¢) = 0, u(l,t) = 0 sir kogullarmdan,
ters problem i¢in ayrica u;(0,7) = w/(0) = 0, w(l,T) = ur(l) = 0 uyum kosullar
elde edilir. Tleride ug(z) ve up(z) fonksiyonlarmm bu uyum kogullarimi sagladigi var-
sayilmaktadir.

Ikinci bir ters problem olarak (2.1) parabolik probleminin, F(z) uzay degiskenine bagh

kaynak fonksiyonunun integral operatorle verilmis

T
U(z) = /0 u(z, t)dt (2.4)

ek kogulundan aranmasi problemini ele alalim. Burada da, TPF1 probleminde oldugu
gibi, H(t) fonksiyonunun bilinen oldugu varsayilmaktadir. (2.1), (2.4) problemini TPF2

olarak tanimlayalim. Bu durumda da (2.1), (2.4) ters probleminin kesin ¢ozlimii yerine,

Jo(F) = /Ol {/OTu(:U,t; F)dt — U(x)} do

fonksiyoneli i¢in

Jo(Fy) = jnf Jo(F) (2.5)

en kiigiik deger probleminin ¢éziimunii arayalim. Bu ¢6ziime TPF2 probleminin hemen
hemen ¢6ziimii denir.

TPF1 ve TPF2 igin girdi gikt1 operatorleri olarak bilinen:

. F e LQ(O,Z) — u(:c,t; F)|t:T S LQ(O,Z);

T
U: Fe L0,]) — / u(zx,t; F)dt € La(0,1).
0
operatorlerini tanimlayalim. O halde TPF1 ve TPF2 problemleri

PF = urp;

UF =U

operator denklemleri olarak tanimlanabilir.
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2.2 Ters Problemin Zayif Coziime Dayali Hemen Hemen

Cozumiu ve Girdi-Cikt1 Operatorlerinin Kompaktlig:

Zayif ¢ozliim teorisinin kosullarina dayanarak kaynak fonksiyonlarnin, k(z) katsayisimin

ve ayrica girig verilerinin

F(z) € La(0,1), H(t) € Ls(0,T), uo(z) € La(0,1)
k(2) € Loo(0,1), k* > k(z) > ke >0

(2.6)

kogullarim sagladigini varsayalim. (2.1) diiz probleminin u € IO/I’O(QT) olarak tanimlanan
zayif ¢oziimi Yo(z,t) € H LL(Qr) ve v(l,t) = 0 olmak iizere, agagidaki integral 6zdesligi
saglayan fonksiyondur:[29],[35]

//QT(—uvt + k() uzvy)dedt = / o F(x)H (t)v(z, t)dzdt + /Ol uo(z)v(z, 0)dz.

VI0(Qp) ve HY(Qp) uzaylar ise V3O(Qr) := {v € VIO(Qy) : v(0,t) = 0, Vt € (0,T]},
HY Q) := {v e HY(Qr) : v(0,t) = 0, V¢ € (0,T]} olarak tanimlamr. HY!(Qr) uzay
Hilbert uzay1 olup

1/2
lall g gy = {//Q [u2+u§+u3]dmt} (2.7)
T

normuna, V50(Q7) uzay1 da

o) = max lolsopo + el o)

normuna sahip birer Sobolev uzaylaridir. ‘O/l’O(QT) uzayimin en dogal zayif ¢oziim uzay1
secilmesinin nedeni agagida verecegimiz enerji 6zdesliginden goziikmektedir. Denklemin
her iki tarafim u € Lo(Qr), uy € Lo(Qr) kosullarim saglayan wu(z,t) ile ¢arpalim, €

bolgesinde integralleyelim ve kismi integralleme formiilini uygulayalim:

// uru — (k(x)ug)zul dxdT—// T)u ddr;
Q

1
/[ (z,t) — u?(z,0)] dl‘+// Jug dxdT—/ F(z)H(T)u dzdr,Vt € (0,T];
2 Qf‘ Qt

11



L /0 2 )+ / /Q (el dadr = / /Q F@H drdr + /0 (), Vi € (0,7).

2
zk*// ui dxdr
Q¢

Bunun sonucunda

”u('?t)H%g(O,l) + 2k ualZ, < 21 F |y H | oo, 1wl 2oy + luoll o0, ¢ € (0,772.8)

esitsizligi elde edilir. Buradan wu(z,t) fonksiyonunun ve girig verilerinin hangi azami
kogullar1 saglamasi gerektigi ortaya cikiyor:

1) Soldaki 1. terim her bir ¢ € (0,7 i¢in tamimhdir. O halde
l
e (K1) EI/ u?(z,t)dx € C[0,T)
0

kogulunun saglanmasi gerekmektedir.

2) Soldaki 2. terimin anlaml olmasi igin
o (K2) u, € La(Qy) , Vt € (0,7

kogulunun saglanmasi1 gerekmektedir.

(K1) kosulu u(x,t) iki degiskenli fonksiyonu igin
u € C([0,T); H°(0,1)), H°(0,1) = Ly(0,1)
olarak, (K2) kogulu da
ue H°((0,T); H(0,1))

olarak ifade edilir.

Boylece (2.1) parabolik probleminin zayif ¢6ztimii igin en dogal uzay
Vi(Qr) = C([0,T]; H°(0,1)) N H°((0,T); H'(0,1))

Sobolev uzay1 olarak tanimlanir. (2.8) esitsizliginden de goriildiigi tizere, (2.6) kogullar
u € V0(Qr) olmast igin yeterlidir.

HY Q1) ve VIO(Qr) uzaylarinin birbirinden farkini anlamak icin asagidaki érnegi ele
alalim.

12



Ornek 2.1. u(x,t) = z2tP iki degiskenli fonksiyonunun, o, € R parametrelerinin
hangi degerlerinde u, € La(Q2r) ve uy ¢ L2(0,1) kosullarine ayne anda sagladiginy goste-

relim:

Uy = ax® 1P, (z,t) € (0,1) x (0,T);

2

Tt 2 « 90-1 1 28+1
€ Ly(Qp) & 3 dxdt = ST —————t .
ta € La(0r) /0 /0“m T o1 28+

Sag tarafin var olmast i¢in o, 8 € R parametrelerinin

2a0 — 1> 0, a>1/2
&
26+1>0, B> —1/2.

kosullarine saglamassy gerekir.

Ote yandan

! 2
ugy € Lo(0,1) & 3/ (agja—ltﬁydgc _ L$2a—1t25
0 200 — 1

2a—1 >0, a>1/2
=
28 >0, 5>0

olmasy gereklidir. Boylece f € (—1/2,0), a € (1/2,4+00) durumunda u(z,t) = x*t°
fonksiyonu icin

Uy € La(Qr),uy ¢ La(0,1) oldugu ortaya ¢ikar. O

13



3 |-

u, € L?(Q7)

2} Uy € 1'12(07 l)
1 n

«
-1 | T wee L)
X u, & L2(0,1
“ltpg=—-1/2

SEKIL 2.1: u(z,t) = x°t? iki degiskenli fonksiyonunun, u, € Lo(Q7) ve u, ¢ L2(0,1)
kogullarini ayni anda saglamasi durumunda «, 5 € R parametrelerinin aldig1 degerler

Bu 6rnekle elde edilen sonug sudur: u € VO(Qr) zayif ¢oziimii u, € Lo(0,1), Vt €
(0,T], ozelligine sahip degildir. Eger boyle olsaydi, u,(z,T; F) € L2(0,1) ve bunun da
sonucu olarak u(x,T;F) € H'(0,1) olurdu. H*(0,1) < L3(0,1) gémme ozelliginden
ise, ® girdi cikt1 operatoriiniin kompakthig elde edilmis olurdu. Fakat Ornek 2.1 bunun
boyle olmadigini ve ® operatoériiniin kompaktligi icin, VI’O(QT) zayif ¢Ozimi s6z konusu
oldugu durumda, gomme teoreminin yetersiz oldugunu gosterir.

Simdi H%(Qr) uzaym ele alahm. V12(Q7) uzaymdan farkh olarak bu uzaym tanim

uyarinca, u; € Lo(Qr) ve uy € La(Q7) oldugu varsayilmaktadir.

Ornek 2.2. u(z,t) = z*t°, (x,t) € (0,1) x (0,T] fonksiyonundan simdi

l
o U(t) := / u?(x,t)dx € C[0,T] yani u € C([0,T); L2(0,1)) talep edelim. Bu du-
0

rumda

l l aQ
/ UQ(«T: t)dx = / 2204280y — = p2041428
0 0 200+ 1

Buradan o ve 8 parametrelerinin

2a+1 >0, a>—1/2,
&
28 >0, 5>0

(2.10)

kosullariny sagladign durumda U(t) € C[0,T] oldugu anlagiler. O

14



Béylece u(z,t) = 27 iki degiskenli fonksiyonunun
V10(Qr) == C([0,T); HO(0,1)) N HO((0,T); H'(0,1)) Banach uzaymdan olmasi icin (2.9)
ve (2.10) kosullarindan

a>1/2, >0

kosulunu elde ederiz. Bu kosullarin saglandigi durumda w € VLo (Qr) olur.

Ornek 2.3. Simdi de bu fonksiyonun H(Qr)’ den olmasi i¢in o ve B parametrelerinin
degerlerini belirleyelim. Bu durumda u(z,t) = z*t?, (z,t) € (0,1) x (0,T] fonksiyonun-
dan uy, € Lo(Qr), up € Lo(Qr) talep edelim.

1N 2
o2z 1> 128+1

T rl
€ Ly(Q 3 2(t)dzdt =
wena@n) o3 [ [l - (525 ) 50

Buradan o ve B parametrelerinin

2a—1 >0, a>1/2
=

(2.11)
26+1>0, g>-—1/2
kosullariny sagladige durumda u, € La(Q27) oldugu anlagilur.
T pl 2041 \ 2 52426—-1
T B4t
€ Ly(Qr) < 3 F(t)dxdt =
ur € L2 (Sr) /0 /Out()x (2a+1> 26 — 1
Buradan o ve 8 parametrelerinin
2a0+1 >0, a>—1/2
& (2.12)

26 —1>0, g>1/2

kosullarina sagladigy durumda u; € Lo(Q7) oldugu anlasiler. Dolayiswyla u(x,t) = x*t?

iki degiskenli fonksiyonunun HYY(Q7) uzaymdan olmas icin
a>1/2, >1/2 (2.13)
kosulunu elde ederiz.

(2.11) ve (2.13) kosullarindan su sonug elde edilir:

u(z,t) € HYY(Qp) kogulu u(z,t) € V1O(Qr) kogulunu dogurur. Bu da
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HY(Qp) € V0(Qr) oldugu anlamima gelir.
Zayif ¢oziim H'!(Q7) de tammlamrsa, H(Qr) < H'(0,1) kompakt gémiilme ézelliginden
® operatdriiniin kompakthig elde edilebilir. Fakat « € H'!(£27) olmast i¢in (2.6) kogullarinim

giiglendirilmesi gerekir. Bu ise pratik problemlerde miimkiin olmayabilir. [5]

Teorem 2.2. [22] Ejer (2.6) kosullari saglanyor ise (2.1) probleminin u € V'°(Qr)

zayf ¢ozimi icin asagidaki onsel degerlendirme saglanir:

[ lu 12,500 + el Ty < Co w0l 00 + 1FIZ, 00 1 HIZ 0.1 | -

Zayif ¢oziimiin varlig ilk kez [33]’de verilmistir ve halen Kismi Tiirevli Denklemlerin
zayif ¢oziim teorisi olarak yaygin bicimde kullanilmaktadir.[11][15]

Burada asagidaki sonucglar1 kullanacagiz:

Lemma 2.3. [29] HYY(Qr) uzayinda her simrly kiime La(Qp) de kompakttar. (Bu lemma

Rellich Lemmas olarak bilinmektedir.)

Sonug 2.4. [29] Rellich Lemmasi HY(Qp) 'nin Ly(Qr) uzaymda gomiilmesinin kompakt
oldugunu gosterir; bu HY(Qp) < Lo(Qr) seklinde gosterilir.

(2.1) probleminde k(z) # sabit durumunda herhangi bir spektral yaklagim yontemi,
ve bundan dolayr Tekil Deger Ayrigimi yaklagimi uygulanamaz. En azindan Fourier
yontemiyle k(x) # sabit durumunda 6zdegerler agik bigimde bulunamaz.

Bundan dolay1 burada & girdi-cikt1 operatériiniin kompaktlhigini yeni bir yaklagimla;

gbémme teoremi ve enerji yontemine dayali yaklagimla verecegiz.

Teorem 2.5. [24][40] Her H Hilbert Uzay zayyf kompakttar.

Bu teorem, ||un|lg < ¢1, ¢1 > 0 durumunda H uzaymnda {u,} dizisinin zayif yakinsak

bir {u,,} alt dizisinin var oldugu anlamina gelir.

Teorem 2.6. [18] {F,} C L2(0,1), {H,} C L2(0,T) fonksiyon dizileri sirasiyla F(x),
H(t) fonksiyonlarina La(0,1) ’de zayf yakinsak diziler olsun:

F.(z) — F(z), Hy(t) = H(t), n = co. Eger uy(z,t) := u(x,t; F,, Hy), n=1,2,3, ...,
dizisi de (2.1) diz probleminin ilgili ¢oziim dizisi ise, o halde her bir x € (0,1) ve t €
(0,7 igin {u(z,t; Fy, Hy)} € VIO(Qq) dizisi, u(x,t, F,H) € VY(Qr) fonksiyonuna
gore duzgin yakinsar.
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Bu teoremle birlikte Weierstrass teoreminden yararlanacagiz.
Teorem 2.7. [18] Eger F(x) € F ve F kompakt ve Ji(F) fonksiyoneli de sirekli ise, o

halde (2.5) en kii¢iik deger probleminin en azwndan bir ¢ézimi vardar.

Bu teoremden yola cikarak,
O F e Ly0,l) — u(x,T; F) € L(0,1)

girdi ¢ikt1 operatoriniin kompakthgini kanitlayalim.

Teorem 2.8. [18]/ ® : F € Ly(0,1) — L2(0,1) girdi- ¢ikts operatiri kompakt operatordiir.

Kamat. {F,} C L2(0,1) smirh bir dizi olsun. O halde Banach-Alaoglu teoremine gore

Hilbert uzayinda her bir sinirli kiime zayif kompakttir. Yani tanima gore
dF € Ly(0,1), HFn} C{F.}, Fn = F, m — o0

olur. Teorem 2.6’ya gore u(z,t; Fy,) — u(z,t; F), Vt € [0,T], m — oo. Burada t = T
yazarsak u(z,T; Fy,) — u(z,T; F) sonucu elde edilir. Yani ® operatorii simirli diziyi

yakinsak diziye doniigtiiriir, dolayisiyla kompakttir. O

Uyar: 2.9. (2.1) ile tamimlanmig parabolik problemin herbir F' € L9(0,1) icin tek bir
u € ‘o/l’o(QT) ¢6ztimi oldugu igin, sadece u(x,t; Fy,) altdizisi degil, u(z, t; F},) dizisinin

timii de u(x,t; F')’e yakinsar.
Simdi de TPF2 ile ilgili
T
U: F e Ly0,]) — / u(z, t; F)dt € La(0,1)
0

operatoriiniin kompaktligini kanitlayalim.

T
Teorem 2.10. [18] ¥ : F € L»(0,1) / u(z,t; F)dt € Ls(0,1) girdi-¢ikty ope-
0

ratori kompakt operatordiir.

Kamit. Kanit aynen Teorem 2.7’deki gibi verilir. Fark sadece u(z,t; F},) — u(x,t; F),
t t

n — oo’den Uy (z) = / u(z, t; Fy)dt — U(z) = / u(z, t; F)dt sonucunun elde edil-
0 0

mesidir. O
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2.3 Kompakt Operatorle Tanimlanmig Problem Neden iyi

Tanimlanmamig (”I1l-Posed”) Problemdir

“’/1,0(QT) zayif ¢oziim uzayinin tammindan u(z,t)'nin ¢ € [0, 7] degiskenine gore siirekli
oldugu anlagilir. Yani u(z,T") tek degiskenli fonksiyonu u(x, t) nin sadece izdiigiimii degil,
t = T"deki degeridir. Buradaki problem simdi w(z, T")’nin hangi simiftan oldugunu bulma
problemidir.

Once ® girdi-cikt1 operatoriiniin Lo’den Ly’ye doniisiimiinii yapan operator olduguna
dikkat etmek gerekir: @ : Ly +— Lo; (®F)(z) := u(z,T; F'). Bunun nedenini aciklayalim.
u(z, T) € H'(0,1) olsa bile, ® : Ly — H' C Ly tammmindan yola c¢ikarak ®’nin incelen-
mesi dogru sonug vermez. Zira, ur(z) := u(x,T; F') dl¢iilmiig ¢ikt1 verisi 6l¢iim hatas
icerir. F € Ly(0,1) sag taraf fonksiyonuna karsilik gelen u(z, T; F) € V10(Qp) (tek)
coziimit u(z,T; F) € H'(0,1), yani daha giiclii normlu uzaydan olsa bile, ®F = ugp
operator denkleminin sag tarafi 6lgiim hatasindan dolay: her zaman Lo’den olacaktir:
up € La(0,1).

Sonug olarak girdi-¢gikt1 operatoriiniin siireklilik ve kompaktlik 6zelliklerinin,

® : Ly — Lo yapisindan yola ¢ikarak incelenmesi gerekir.

B ve Bs iki Banach uzayi olsun. U C Bj bir acik kiime olmak iizere
d:U C By — By (2.14)

operatorini tammlayalim.

Hadamard’in tanimina gore
Qu=v, uelU (2.15)

problemine, agagidaki kogullarin saglandigi durumda iyi tanimlanmas problem (”well-

posed problem”) denir:

e K.1. Her bir v € Bj igin (2.15) probleminin v = u(v) ¢6ziimi vardir.(” C'ozimin

Varhg”).

e K.2. Bu ¢oziim tektir. (" Cozimin Tekligi”)
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e K3. u = u(v) ¢bziimiliniin v € By elemanma bagimhlig: siireklidir. Bir bagka
deyisle @~ : By +— By ters operatorii siireklidir. (” Coziimiin Giris Verilerine

Gare Strekliligi”)

Kismi Tiirevli Denklemler teorisinde bu kosullara veya hiikiimlere, sirasiyla, ¢ozimiin
varhaq, tekligi ve giris verilerine gore surekliligi denir.

Eger K1 — K3 kogullarinin en azindan birisi saglanmaz ise, bu durumda (2.15) proble-
mine iyi tanimlanmamas (”ill-posed”) problem denir.[12][3]

Uygulamalar agisindan K1 — K2 kogullarinin saglanmasi vazgegilmezdir. Aksi durumda
fiziksel olarak anlaml bir problem s6z konusu olmaz. Ote yandan, K 3 kosulunu saglamayan,
yani girig verilerinin herhangi birisine veya bir kacina gore siirekli olmayan problemle-
rin sayis1 gitgide gogalmaktadir. Dahasi, hem matematik biliminin kendisinin gelisimi
acisindan hem de 6nemli teknolojik problemlerin ¢éziimii i¢in matematiksel yontemle-
rin gelistirilmesi agisindan, iyi tanimlanmamis problemlerin 6nemi, bilimin her dalinda
artmaktadir.

Somut olarak, bu tezde incelenmesi s6z konusu olan

up = (k(2)ug)e + F(x)H(t), (2,t) € Qr:={(z,t) eR?*:0< 2z <, 0 <2 <T};
u(z,0) = ug(z), z € (0,1);
—k(0)uz(0,1)p=0 = 0, u(l,t) =0, te (0,7

parabolik problemini ele alirsak k(x), F'(x), H(t) ve ug(x) girig verilerinin her birisine
gore u(x,t) := u(x,t; k, F, H,up) ¢éziimiiniin siireklilik derecesi farklidir. Asagidaki te-

orem bunu aciklar.

Teorem 2.11. [36][16] (2.1) probleminin giris verilerinin (2.6) kosullarina sagladigine

varsayalim. Eger Lo uzayinda

@R e

zayf yakinsama kosullary saglanwyor ise, o halde her bir x € (0,1) ve t € (0,T) igin

un(x,t) == u(z, t; ky, Fn, Hy) — u(z,t) == u(x, t;k, F,H), n— o0 (2.16)

olur.
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Bu teoremden, u(z,t) ¢oziimiiniin siirekliliginin girig verilerinden, en azindan k(x) kat-
says1 ve F,(x) sag taraf fonksiyonuna gore farkli oldugu gorillmektedir. Dolayisiyla bu
teorem, ters katsay1 problemleri ile ters kaynak problemleri arasinda derin yapisal bir
fark oldugunu gosterir.

Ters problemler teorisinde en 6nemli yere sahip olan kavram, kompakt operatorlii prob-
lemdir. Zira bu tiir problemler diizgiin formiile edilmemis problemler olarak tanimlanir.

Fakat bu tanimlamanin nedeni literatiirde agik bigimde verilmemektedir.

Tanim 2.12. [24] B Banach uzaymin U kiimesinden olan her bir {u,}5°; C U dizisinin
bir Cauchy alt dizisi var ise U C B kiimesine prekompakt denir. Eger ayrica bu altdizinin

limiti U kiimesinin elemani ise, o halde U kiimesine kompakt kiime denir.

Bilindigi tizere {uy,}22; C U dizisinin alt dizisi yakinsak olsa bile, bu, {um} C {u,} alt
dizisinin ug := lim,;, oo Uy, limitinin de U kiimesinden olacagi anlamina gelmez. Yalnizca
uo € U olduguna hiikmedilebilir.

Bu 6zellik, prekompaktlik kavraminin giiclendirilmesi gereksinimini dogurur.
Tanim 2.13. [24] Eger Tanim 2.12’deki 6zelliklere sahip U kiimesi kapali ise, yani U = U
ise, buna kompakt kiime denir. Béylece kompakt kiime, her bir {u,} C U dizisinin

e bir yakinsak {u,,} C {uy,} alt dizisinin oldugu;

e ug = lim, 00Uy, limit elemamnin da aym kiimeden oldugu (ug € U)

bir kiimedir.

Kompakt kiimenin tanimindan yararlanarak, kompakt operatoriin tanimini verelim.

Tanim 2.14. [24] Eger (2.14) ile tanimlanmig ® operatorii her simirli U; C U kiimesini

®U; C B kompakt kiimesine doniistiiriiyor ise, buna kompakt operator denir.

Bazen literatiirde kompakt operator teriminin yerine ”completely continuous” terimi
kullanilir. Bazen de kompakt operatér tanimi, ®’'nin siirekli olmasindan yola g¢ikarak
verilir.

Kompaktlik ve stireklilik iligkisini irdelemek icin Banach- Alaoglu teoreminden yararla-

nalim.
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Teorem 2.15. [24] Ayrilabilir refleksif Banach uzayinda her bir kapaly birim yuvar:
zayyf kompaktter: U = {u € B : |lul|lp < 1} FH{u,} C U, u, = u € U C B. Bu-
rada U kiimesinin stmirlilign disinda bunun dis biikeyligine dikkat etmek gerekir ki bu da

kompaktlhigin ek bir kaynagidar.

Bu teoremden yararlanarak, kompakt operatér taniminda ayrica operatoriiniin siirekli
oldugu varsaymmma (Ornegin [5)’te Tamm (1.1.3.3)’teki gibi) gerek olmadigin gostere-
lim.
Once siirekli operatoriin

|lun, — uwollB, — 0= ||Pup — Pugl|p, = 0, n — oo

tanimini hatirlayalim. Eger ® : U C B; +— By operatorii kompakt ise, o halde

YUy :={ueU: ||u|p, <M} igin ®Ups C By goriintii kiimesi Bs’de kompakttir yani,

Hun} C Uy Fvo € By Flimy—yo0|| Puy, — vol|B, =0

olmaktadir.

Burada
Upr == {w :=u/|jul|, : u € Ups} (2.17)

kiimesini tanimlarsak, Vw € Uy icin |lw|| < 1, yani Uy kiimesi B; Banach uzaymnda
birim yuvar olacaktir. O halde Banach-Alaoglu teoremine gore Um zayif kompakttir,

yani
Hwn,} C Uy Jwo € By wyy — wg, ™M — 0. (2.18)

Ote yandan, & kompakt operator oldugu igin CIDIOJM C Bs bir kompakt kiimedir, yani

bunun yakinsak bir alt dizisi vardir:

Hdwy} € ®Uy, {Pwy} yaknsak. (2.19)
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Zayif limitin tekligine goére (2.18)’deki wy € B zayif limiti tektir. Boylece (2.18) ve
(2.19)’dan kompakt operatoriin B; Banach uzayinda zayif yakimsak diziyi, Bs uzayinda

glicli yakinsak diziye dontigtiirdigii anlagilir:
wy, — wo = || Pw,, — Pwpl|p, — 0, n — oo.

Buradan kompakt operatorii stirekli operatorden farklandiran 6nemli bir 6zellik elde edi-
lir.

Eger Banach uzayinda siirekli ® : U C B; +— By operatorii sadece giiclii yakinsak diziyi,
giiclii yakinsak diziye dontstirtiyor ise (u, — wy = Pu, — Puy, n — o0), kompakt
operator zayif yakinsak diziyi, giiclii yakinsak diziye déntigtiiriir (u, — uy = Pu, —
dug, n — 00). Bu anlamda operatoriin kompaktlig, stireklilikten bir iist 6zelliktir.

Bu 6zellik gecen yiizyilda, 30’1u yillarda Sovyet matematikgi L. Sobolev’i kompakt gomiilme
fikrine gotiirmigtiir. Matematigin yoniinii degistiren en temel sonuglardan birisinin te-
meli de bu fikirle atilmigtir. Eger ® = I, I-birim operatérii, By = H'(0,1) ve By = L2(0,1)

ise o halde
®: HY0,1) = L(0,1), ®:=1T

operatorii kompakt operatordiir. Yani H' uzaymdaki bir elemani Ly uzayina gotiiren bir
birim operatorii kompakt operatordiir. i§te bu 6zellik H! «— Lo, yani H'(0,1) uzaymm
L2(0,1) uzayma kompakt gémiilmesi olarak tammlanir. Bagka bir deyimle, H'(0,1)’de
sinirli her bir kiime, Ly(0,[)’de kompakttir. Bu sonug kolayca yorumlanabilir: Normu
daha giiclii olan bir uzayda kapali bir kiime, normu daha zayif olan bir uzaya aynen

aktarilirsa, kompakt kiime olur.
H'Y(0,1) := {u € HY(0,1) : u(0) = 0}
uzaymn her bir v € H(0,1) elemam icin
el ooy < (U/V2) W |0
Poincare esitsizliginin sonucu olarak elde edilen ||

l[ull a0, < collull g
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esitsizligini dikkate alirsak, H-normunun Lo-normundan gii¢lii oldugunu kanitlamig olu-
ruz. Bu ise H' < L, kompakt gémiilmesinin baska bir kanitidir. Boylece kompakt
operatoriin (2.14) ile verdigimiz taniminda, bunun ayrica strekli oldugunu varsayma-
mamaz anlambidir. Lineer ve sinirli operatorlerle verilmis denklemler s6z konusu oldugu

durumda, bunlarin siirekli oldugu zaten agiktir, zira lineer ve sinirli operator siireklidir.

SEKIL 2.2: & : U C Hy — H> bir kompakt operatorii, H;’'de tanimlanmig U birim
yuvarl ve @ operatoriiniin R(®) := ®U C H, goriintii kiimesi

Simdi kompakt operatorlii denklemle ifade edilmis problemin neden iyi tanimlanmamais
problem oldugu sorusuna dénelim.

(2.15) problemini Hilbert uzayimnda ele alalim: H; ve Hy Hilbert uzaylar1 olmak tizere

®:U C H — H,, U:{UEHlHuHngl}

olsun.
Bu operatoriin kompakt oldugunu varsayarak, (2.15) probleminin iyi tanimli problem

olmadigimi kamtlayalim.

Teorem 2.16. [5/ Hy ve Hy birer Hilbert uzay, ® : U C Hy — Hy bir kompakt ope-
ratér, U kimesi Hy’de tanimlanmas birim yuvart ve R(®) := ®U C Hy kimesi de P
operatdrinin gorunti kimesi olsun. Bu gorinti kimesinden herhangi bir vg € R(®)

elemaninin

Ve(vg) :={ve Hy: ||lv—2o|lm, <e}, e>0 (2.20)
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e-komsulugunu ele alalim. O halde V.(vo) yuvarimnn eleman olup, fakat ® operatorinin

R(®) gorinti kimesinden olmayan en azndan bir v € Hy elemany vardur:
30 € Hy 0 € V(v9)\R(P). (2.21)

Eger ayrica ® : U C Hy — Hy operatéri bire-bir (7injektif”) ise, o halde @1 : R(®)

U ters operatori surekli degildir. Bunun da sonucu olarak
Su=wv, ueU, veR(D)
problemi K3 kosulunu saglamaz, yani iyi tanimlanmamas problemdir.

Kamit. Once (2.21) ozelligine sahip © € Hy elemammnin varligim kanitlayalim. Tersini
varsayalim: V. (vg) C R(®) olsun. H; Hilbert Uzayinda {v,}5°; C Hy ortonormal baz

elemanimi ele alalim: (vy,, Up) = Opm, n,m € N. {05 }22 dizisinin elemanlarim
vy, =109 + €U, /2, n €N (2.22)

olarak tanimlayalim ve buradaki ¢ > 0 parametresinin (2.20) tanimindaki parametre

oldugunu varsayalim. |[v, ||z, = 1 oldugundan dolay1

lon, = vollm, = llvo + €vn/2 — vollm, = €llvall/2 = /2
olur ve buradan (2.20) tanimini da dikkate alirsak,

Vne N {v,} C{veHy:|v—uwl =¢/2} C Vz(vg)

sonucu elde edilir. Yani (2.22) ile tamimlanmig {v5} sonsuz serisinin elemanlari V;(vp)

yuvarinin i¢indedir.
15 €
Vn,me N ||v, — v, | m,
farkini degerlendirelim:

[vr = vmll s = llvo + €vn/2 = vo = cvm/2|| = eljvn — vml|/2
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Burada ||v, — || = V2 oldugunu dikkate alirsak
[0S — 5, || = €/V?2, Vn,m € N

sonucunu elde ederiz. v¢, v¢

¢, v, € {v5 122 elemanlar keyfi oldugu icin bu sonug, {v;} son-

suz sisteminin hig bir Cauchy dizisinin olmadigi anlamina gelir. Yani (2.20) ile tanimlanmisg
Vz(vp) kiimesinin bir {vg} C Vz(vg) sonsuz dizisinin higbir yakinsak alt dizisi yoktur. Bu
ise, tamima gore, V(vg) kiimesinin Ho’de kompakt olmadigi anlamina gelir.

Ote yandan ® kompakt operator oldugu i¢in R(®) kompakt kiimedir ve varsayima gore
Vz(vg) € R(®). O halde V-(v9)'in da en azindan prekompakt olmasi gerekir ki bu da bir
onceki hiikiim ile geligki olusturur.

Boylece (2.21) 6zelligine sahip bir © € Hs elemaninin varhigi kanitlanmig olur (Sekil 2.2).
Simdi de ®’nin bire-bir oldugunu varsayarak teoremin ikinci kismini kanitlayalim. Yine
tersini varsayalim: ®~! : R(®) ~ U operatorii siirekli olsun. Bu operatoriin tanimia
gore @1 (R(®)) = U.

R(®) kiimesi Hy'de kompakt kiime oldugu igin, stirekli operatér de kompakt kiimeyi
kompakt kiimeye dontistiirdiigii icin U C H; kiimesinin de kompakt olmas: gerekir. Hal-

buki U birim yuvar:1 kompakt degildir. Bu celigki teoremin ikinci kismini kanitlar.

Bu teorem tezde elde edilen baglica teorik sonuctur.

Bu teoremin iyi tanimlanmamais problemlerin yapisini agiklayacak olan bir kag sonucunu
verelim.

(2.20)’deki vg € R(P) elemaninin, ¢ operatoriiniin tanim kiimesinden olan bir ug € U

elemaninin goriintiisii oldugunu varsayalim:
vg = Puy (2.23)

Teorem, vy € R(®) elemaninin, her ne kadar ¢ > 0 kii¢iik olursa olsun V. (vg)
komsulugundan orijini olmayan en azindan bir o = V.(v9)\R(®) elemanmnm var
olduguna hiikmediyor. Yani, kompakt operatoriin R(®) deger kiimesi her yerde yogun
kiime degil: uy € U orijinde bulunan vy := ®ug elemaninin ¢ > 0 komsulugu Vz(vg) C Ha

ne kadar kiiciik olursa olsun, mutlaka burada R(®) deger kiimesinden olmayan (U’da
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orijini bulunmayan) en azindan bir eleman olacaktir. Bu 6zellik, kompakt operatoriin

temel yetersizligi sayilabilir.

2.4 TPF1 Problemi icin Fourier Yontemi

(2.1) probleminde k(xz) = k = sabit oldugunu varsayarak ve degigkenlerine ayirma,
yani Fourier yontemini uygulayarak A\, = ((2n — 1)7/ 2l)27 n = 1,2,3,... 6zdegerlerini
ve bu ozdegerlere karsiik gelen cos+v/A,z Ozfonksiyonlarmi buluruz. p, = A, ve
on () = \/2/l cos iz olarak gosterelim. (2.1) diiz probleminin u(z,t) € VI0(Qr) zayf

¢Ozlimiinii, bu 6zfonksiyonlar {izerinden bir seri seklinde arayabiliriz:

u(x,t) = \/zZun(t)cpn(a:) (2.24)
n=1

Bu fonksiyonun araligin sol ucunda Neumann, sag ucunda Dirichlet kogullarini sagladig:

agikardir. Serinin ilgili tiirevlerini hesaplayarak (2.1)’de yerine yazalim:
I,
5 D {n(8) + (D)o (2) = F(2)H(1), (2.t) € Q.
n=1

Bu esitligin her iki tarafin1 ¢, (z) ile ¢arpip (0,1) araliginda integrallersek ve

1, k=n

l
/ or(x)on(z)dr =
0 0, k#n

formiiliinden yararlanirsak, her n = 1,2,3, ... i¢in w,(¢) bilinmeyenine gére birinci mer-

tebeden

l
() + R (t) = \/?H(t) /0 F2)on (2)dz (2.25)

adi diferansiyel denklemini elde ederiz. Sag taraftaki integral F'(x)’in

9 l
P, = \[/ F(a)pn(@)dz, n—=1,2,3, ... (2.26)
0
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Fourier katsayilaridir. Ote yandan (2.24)’de t = 0 yazarak u(z,0) = ug(z) baslangig
kogulunu da dikkate alirsak,

Ve 1 0n(e) = oo
n=1

buluruz. Bu ise ug, := u,(0), n = 1,2,3,... sayilarinin ug(z)fonksiyonunun Fourier

katsayilar: oldugu anlamina gelir:

9 l
U 1= \/;/ uo(z)pn(z)de, n=1,2,3, ...
0

Boylece (2.1) probleminin u(z,t) ¢éziimiiniin (2.24) ayrigmmindaki u,(¢) Fourier kat-

sayilar1 agsagidaki Cauchy probleminin ¢oéztimiidiir:

ul, (t) + kApun(t) = FoH(t), n=1,2,3, ...

un (0) = ugp.

Bu problemin ¢oziimiiniin

t
U (t) = ugne Mt 4 Fn/ e P () dr, n=1,2,3,..
0

oldugu agikardir.

up(x) = u(x,T) ek kogulunu kullanarak ve up(x) fonksiyonunun
2 l
UTn = \/;/ ur (&) pn(z)dE
0
seklinde tanimlanan up, Fourier katsayilarini goz ontinde bulundurarak
T
ugne T 4 Fn/ e_k)‘”(T_t)H(t)dt —ury, =0, n=123,..
0
sonucuna variriz. Boylece TPF1 probleminin seri ¢oziimii ek kogul yardimiyla

F(:B) = ZFnSOn(x)
n=1 (2.27)

T —1
By = (ur = uone ) ([ 01
0

bigiminde bulunur.[18][22]
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2.5 Eslenik Problem Yaklagsimi, TPF1 Probleminin Deger

Fonksiyonelinin Gradyaninin Hesaplanmasi

Once F : L»[0,1] — R uzaymnda tanmmlanmig bir fonksiyona bagh J(F), J : F — R

fonksiyonelinin Fréchet gradyanini tanimlayalim.

Tanim 2.17. VF, F + AF € Ly[0,1] igin
J(F+AF) = J(F) = (4;(F), AF) + o([|AF) 17,0,

olacak gekilde bir A; : Ly — Lo operatdrii var ise bu operatére J(F') fonksiyonelinin

Fréchet gradyam denir ve J'(F') olarak gosterilir:[24]

J(F+AF) = J(F) = (J'(F), AF) 1,01 + o(|AF)|I7 0,

F, F+AF € F olmak iizere J; (F') deger fonksiyoneli igin gradyan formiiliinii elde etmek
amaciyla, bu deger fonksiyonelinin birinci varyasyonunu AJ; (F) := J;(F+AF)— Ji(F)
seklinde gosterelim. Bu durumda Au(z,t; AF) = u(z,t; F+ AF) —u(x, t; F) fonksiyonu

Aup = (k(x)Aug)z + AF(x) H(t), (x,t) € Qr,
Au(z,0) =0, z € (0,1), (2.28)
Auy,(0,t) =0, Au(l,t) =0, t € (0,T].

parabolik probleminin ¢6ziimii olmak {izere
l l
AJ(F) = 2/ [Au(z, T; AF) — up(x)|Au(z, T; AF)dx + / [Au(z, T; AF))*dx (2.29)
0 0
esitligini elde ederiz. (z,t; F') fonksiyonu

ot = —(k(z)pz)z, (z,t) € Qr,
o(z, T; F) =2[u(x, T; F) —ur(x)], z € (0,1), (2.30)
0z(0,t) =0, o(l,t) =0, te(0,7T].

parabolik probleminin ¢6ziimi olan keyfi bir fonksiyon olsun.

Tanim 2.18. [17] (2.30) parabolik problemine (2.1)-(2.2) TPF1 probleminin eslenik

problemi (”adjoint problem”) denir.
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(2.29) esitliginin sol tarafindaki integrali (2.28) ve (2.30) problemleri yardimiyla

asagidaki gibi yeniden diizenleyelim:

l [
2/ [Au(z, T; AF) — up(z)|Au(z, T, AF)dac:/ o(x, T; F)Au(z, T; AF)dx
0 0
l T
:/0 {/0 (p(z,t; F)Au(x, t; AF)), dt}dw
= / {pi(x,t; F)Au(z, t; AF)) + @(z,t; F)Aug(z, t; AF) dzdt
Qrp
-/ [ (ko) Bute, t: AF)) + ol F) (o)A b
+ / /Q oz, t: FYAF(z) H(t)dzdt
T
- /O (= (k(@)gn) D, t; AF)) + ol 1 F) (k) Aiy) Y22 dit

+//QT o(z,t; F)AF (x) H(t)dzdt

(2.28) ve (2.30) problemlerindeki smir kosullarini dikkate alarak agagidaki integral

Ozdesligi elde ederiz:
l
2/ [Au(z, T; AF) — up(z)|Au(z, T; AF)dx = // o(x,t; F)AF (z) H(t)dzdt,VF € F
0 Qr

(2.29) esitligi yardimiyla VAF € F olmak tizere Ji(F') deger fonksiyonelinin birinci

varyasyonu i¢in

l T
anie) = [ [ ot p) HOat) Ao + of|Aute T APP)
0 0
l
o[ Au(w, T; AF)|2) = / [Au(z, T; AF)2dz
0
formiiliine ulasgiriz.

Lemma 2.19. [17] g9 € (0,4k./1?), k. = mingk(z) > 0 olsun. (2.29) parabolik

probleminin Au € f/l’o(QT) ¢ozumu i¢in asagrdaki egitsizlik saglanar:

1
|Au(z, T; F)|? < gHAFH%g(o,z) NI 00y = [1Au(, T: F)|* = O(|AF|?).

Boylece tamima gore J1(F') deger fonksiyonelinin Jj (F') Fréchet gradyanin

T
JU(F)(x) = /0 ot F)H (1)t
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seklinde buluruz.

Bu formiil J;(F) deger fonksiyonelinin Ji(F') Frechet gradyanmn bilinen H(¢) kaynak
fonksiyonu ile iyi tanimli ters yonlii parabolik eglenik probleminin ¢(x,t; F') ¢éziimiiniin
Lz ig garpimi oldugunu gosterir. Bunu Jy(F(x)) = (¢(x, .; F), H) 1,0, bigiminde goste-

ririz.

2.6 Eslenik Gradyan Yontemi

F(x) uzay degiskenine bagh ters kaynak fonksiyonunun belirlenmesi probleminde, uy-
gun durdurma adimin secerek Eglenik Gradyan Yontemini (EGY) kullanalim. M. R.
Hestenes and E. Stiefel tarafindan gelistirilen bu yontem, katsayr matrisi simetrik ve
pozitif tanimli olan lineer denklem sistemlerinin sayisal ¢éziimii i¢in kullanilan iteratif
bir algoritmadir. Yontemin iterasyon semas: agagidaki sekilde verilir.[18],[21],[28]

1. Basamak

n = 0 olsun, F((z) baslangic iterasyonunu, (2.1) probleminin ¢oziimiinii F(z) =

F™)(z) ile birlikte bulmak icin ve
r (@) == (@F™)(z) — ulp(x).

rezidiisiinii belirlemek icin secelim.
2. Basamak

J'[F™)] gradyamnm J/,(F(™) ayrik analogunu hesaplayalim. p(™ (z) inig yéniinii

. To(F ) (@), n=0
P (z) = 16, (F)|12
/ (n) o La(0.) . (n—1) >
Ja(F )(1’) + ||J‘;(F(n71))“%2(0,l)p (x), n = 1.
kuralina gére bulalim.
3. Basamak
B > 0 inig parametresini
Ja(F™) — Wp)) = arg mingep Jo (F™ — gp™), (EGA-1)
(2.31)
n) _ <<I>F(n)_u%7q)p(n)>+a<p(n)7p(n)> 1 (J(F™) p(m) i
ﬁ o ||CI>p(n)H2Lz(O7l)+a||p(”)||%2(0,l) T2 ”q)p(n)||%2(0,l)+a“p(n)H2L2(071)’ (EGA 2)
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formiiliinden elde edelim.
4. Basamak
FOt) () = F) (z) — gp() (z) ve r(®+1)(z) formiillerinden n+1. iterasyonu hesapla-
yalim.
5. Basamak
Eger algoritmay1 durdurma kogulu
Ir ™ 1,00 < €,
saglaniyor ise 6. basamaga gidelim; kosul saglanmiyor ise n = n 4+ 1 yazalim ve 2.
basamaga geri donelim.
6. Basamak

Iterasyon iglemini durduralim ve F( (x) fonksiyonunun grafigini ¢izdirelim.

Yukaridaki algoritmadan goriildiigii tizere, EGY algoritmalarinin arasindaki temel
fark (2.31) formiilleridir. Asagidaki lemma B™ icin bu formiillerin denk oldugunu

gosterir.

Lemma 2.20. [21] ® girdi-¢iktr operatori bir lineer operatér ise (2.31) formailleri denk-

tir.
Kamt. 1(8) fonksiyonunu:

V(B) = Ja(FT = ppt)
= [|eF™ — Bopt™) — g3, o+l F® = Bp"T, 0
= Ja(F™M) =28 ((2F™ — up, @p™) + a(F™), p())

+62 (1291, 0. + allp™ 13,01 ) -

olarak tanimlayalim.
B inig parametresi 1(3) fonksiyonunun bir ekstremumudur ve (5 = 0 kogulundan

elde edilir. Bu durumda 8 parametresini:

0= ¢/(8) = =2 ((@F™ — u},, &p") + a(F™, "))

1280 (12512, 1) + @b 30
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biciminde buluruz ve

gt - (BF) s &)+ alFO ) a2
H(I)p(”)H%Q(O’l) +O‘”p HL2 (0,0) H(I)p HL2 0,) —|—a||p HLQ(O,l)
esitligini elde ederiz. ]

Lemma 2.21. [21/ p\"™) inis yoni, Ja(F("H)) fonksiyonelinin gradyanina ortogonaldir;

(Jo(FH1), p) = 0.

Kant. FtY .= F®) — g0y gldugundan kamti dogrudan asagidaki sekilde elde

ederiz:

<JA(F(”+1)),p(”)> - (2@*(@F(n+1) _ U%,p(n)> + 2a<F(n+1),p(n)>
— <2q>*(q>F(n) _ g(nhpp(n)) _ u%, (n)> + 2a<F(") _ g(n)p(n),p(n»
= (20*(@F™ — u]),p™)) — 28 (*@p™), p()) 4 20(FM) p(™)) — 20,507 || p(m)]|2
= (JL,(FM), p™)) — 280 (|op™) |12 + o|p™)|1?) =
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Bolum 3

Ek Kosulu Araligin Sol Ucunda

Verilmis Ters Kaynak Problemi

(2.1) parabolik probleminde eger H (t) tek degiskenli kaynak fonksiyonu bilinmeyen ve
F(z) de bilinen ise, bu durumda, fiziksel olarak anlamli ve miimkiin kilinabilir bir ek
kosul, araligin sol ucunda 1s1 akisina (g(t) := —k(0)uz(0,1)) ek olarak «(0,t) fonksiyo-
nunun degeri olarak verilebilir. (2.1) probleminde u(0,¢) fonksiyonunun degerini bir ek

kogul olarak verelim:
h(t) = u(0,t), te€ (0,7 (3.1)

Bunun fiziksel anlami araligin sol ucunda i1smin Olgiim degerlerinin deneysel ola-
rak verilmesidir. (2.1) ve (3.1) denklemlerinden yola gkarak ters kaynak problemi
tammlanabilir; uzay degigskenine bagh F(x) fonksiyonu bilinen, zamana bagh H (t)
fonksiyonu bilinmeyendir ve (2.1), (3.1) probleminden u(z,t) fonksiyonu ile birlikte
bulunmasi gerekir. Bu problemi TPH olarak tanimlayalim.

(2.1) parabolik probleminin zamana bagh H(t) kaynak fonksiyonuna kargilik gelen
¢Oziimiini v = wu(x,t; H) olarak gosterelim. Eger bu fonksiyon (3.1) ek kosulunu
da saglyor ise o halde w(0,t; H) = h(t) lineer olmayan fonksiyonel denkemi-
nin de ¢oziimii olacaktir. Ancak pratik uygulamalarda h(t) deneysel c¢ikti verisi
|h(t)s — h(t)]] < 6 olacak sekilde bir ¢ olciim hatasi ile verilir. Bunun sonucu olarak

yukaridaki esitligin kesin olarak saglanmasi s6z konusu olamaz. Bu durumda (2.1), (3.1)
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ters probleminin kesin ¢oziimi yerine,
T
() = [ (0,85 1) ~ (o)t
0

fonksiyoneline en kiigiik degerini veren H(t) elemaninin aranmasi problemi anlamhdir.

Tanim 3.1.

Jy(H.) = jnf Jo(H) (3.2)

en kiiciik deger probleminin ¢oziimiine TPH probleminin hemen hemen ¢ézimi de-
nir. [3] J3(H,) = 0 durumunda H, € H eleman ayni zamanda ters problemin kesin

¢Oziimii olur.[22]
TPH igin girdi gikt1 operatorii olarak bilinen:
Y :H e Ly0,1) = h(t) :=u(z,t; H)|z=0 € L2(0,1)
operatorini tanimlayalim. O halde TPH problemi
TH=h

operator denklemi olarak tanimlanabilir. Kismi Tiirevli Denklemler teorisindeki uyum
kosullari, buradaki ters problem igin de gegerlidir. [19] Bu kogullari, diiz problem igin
ikinci béliimde vermistik. Ote yandan (3.1) ek kosulu ve u(z,0) = ug(z) baslangic

kogulundan, TPH ters problemi icgin ayrica

uyum kogulu elde edilir. Tleride ug(z) ve h(t) fonksiyonlarmin bu uyum kogulunu sagladig:

varsayillmaktadir.

3.1 Girdi-Cikt1 Operatoriinin Kompakthg

Teorem 3.2. [18] Eger H bir kompakt uzay, H(t) € H ve J(H) fonksiyoneli de siirekli
ise, o halde (3.2) en kiigiik deger probleminin en azindan bir ¢ézimi vardr.
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Bu teoremden yola cikarak,
T :He Ly0,0) — u(0,t; H) € L2(0,1)

girdi ¢ikt1 operatoriintiin kompakthgini kanitlayalim.
Teorem 3.3. [18/ Y : H € Ly(0,T) — u(0,t; H) € Lo(0,T) girdi- ¢iktr operatori kom-

pakt operatordir.

Kanat. {Hyp} C L2(0,T) sinrh bir dizi olsun. O halde Banach-Alaoglu teoremine gore

Hilbert uzayinda her bir sinirhi kiime zayif kompakttir:
JH € L(0,T), H{Hy} C {H,}, Hyp, — H, m — o0

Teorem 2.6’ya gore u(x, t; Hy,) — u(x,t; H), Vo € [0,1], m — oco. Burada z = 0 yazarsak
u(0,t; Hy,) — u(0,t; H) sonucu elde edilir. Yani Y operatorii sinirh diziyi yakinsak diziye

doniigtiiriir, dolayisiyla kompakttir. O

Uyarr 3.4. (2.1) ile tanimlanmig parabolik problemin herbir H € L9(0,7) igin tek bir
u € 10/170(QT) ¢Oziimii oldugu i¢in, sadece u(x,t; Hy,) altdizisi degil, u(x,t; H,,) dizisinin

timii de u(x,t; H)'e yakmsar.

3.2 TPH Problemi icin Fourier Yontemi, Volterra Denk-

lemi Uzerinden Problemin Ifadesi

Fourier yontemi ile ikinci boliimde bulunan
t
Un(t) = ugne M+ F, / e Rt (r)dr, n=1,2,3,...

0

¢Oztimiini ve h(t) = u(0,t) ek kogulunu dikkate alirsak (2.24)’ten

) = u(0.1) = |/ 1u®) 3 )
n=1
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sonucunu elde ederiz.[18],[22] TPH probleminin ¢éziimiiniin aranmas: durumunda her

bir n i¢in
(o] e t
> ugne ZFn/ e P H(D)dr = h(t) ,n=1,2,3,..., t € (0,T] (3.3)
n=1 n=1 0

denklem sisteminden H(¢) fonksiyonunun bulunmas: gerekir.[18],[22]

Buradan
h(t) = h(t) = > ugme M K(t—7) =Y Fe M)
n=0 n=1

olmak tuzere

/tK(t — 7 H(r)dr = h(t), n=1,2,3,.., t € (0,T] (3.4)
0

birinci tiir Volterra integral denklemi elde edilir.
Bu integral denklemi, ters problemler acisindan incelemek igin, birinci tiir Volterra in-

tegral denklemini 6nce genel durum igin inceleyelim:
t A
/ K(t,7)H()dr = ht) t € (0,T] (3.5)
0

Teorem 3.5. [40] Eger K : 11 := {(t,7) € (0,T] x (0,t)} — R ¢ekirdek fonksiyonu ve
h:(0,T)+— R sag taraf fonksiyonu

K € Ly(W), h e Ly(0,T)
kosullariny saglyor ise o halde (3.5)’in sag tarafinin tanimladige
t A
(KH) (t) := / K(t,7)H(r)dr
0

operatory kompakt operatordiir.

Bu teoremin kaniti, Arzelo Teoreminden yararlanarak elde edilir.
Bu teoremin sonucu olarak, TPH probleminin, (3.4)in sol tarafi ile belirlenen girdi-cikt:
operatorii, kompakt operatordiir. Boliim 2.3’te de aciklandigi iizere, TPH problemi iyi

tanimlanmamig problemdir.
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Uyar: 3.6. F € Ly(0,1) oldugundan dolay1, (3.4) denklemi i¢cin Teorem 3.4’iin kogullar

saglanir.

Volterra integral denklemlerle ilgili varlik ve teklik teoremleri klasik literatiirde genis
bir bi¢imde ele alinmigtir. Burada biz, (3.4) denkleminin sayisal ¢oziimii i¢in bir ardigik

yaklagim yOntemi Onerecegiz.
Wiy = {W;:={t; € (0,T), zi=7;, T=T/Ny, i =1,N;}, tg =0

diizgiin zaman sebekesini ele alalim. h; = h(t;) olarak gosterelim. ¢; diigiim noktalarina
ek olarak t; 1,5 = t; — 7/2, i = 1,N; ara diigiim noktalarmi tanmmlayalm. O halde

ortalama deger teoreminden yararlanarak, adimlar1 asagidaki bicimde belirleyebiliriz:

1.t=1
t1 -
K(ty — 7)H(7)dT = h(t1);
to
t1
Kty — )H(7)dr =~ K(t1 — t1/2)H(t1/2)7;
to _
Kty = t12)H(ty2) = h(t1) /7
h1
Ho(tig) = ———  Ho(ty)9) = H(ty ).
(t1/2) K6 — ) (t1/2) (t1/2)
2.t =1ty

/t2 K(ty — 1)H(7)dr = iL(tQ)

/t " Kty — ) H(r)dr + :2 K(ts — 7)H(7)dr = o
K(ty — t3)2)Hr(t3)2)T = hy — K(t, — t12) Hr(t1/2)7;
K(r/2)Hr(t32)7T = ha/T — K(1/2)H:(t1 )2);

H(ts)p) = ’7‘I(}(LT/2) — H:(t1)2)-
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3.3 Eslenik Problem Yaklasimi, Deger Fonksiyonelinin

Gradyaninin Hesaplanmasi

TPH problemi i¢in ikinci boliimdeki iglemlere benzer sekilde J3(H) deger fonksiyonelinin
J'(H) gradyanim elde edelim.

(2.1) parabolik probleminin H(t) zamana bagh kaynak fonksiyonuna karsilik gelen
¢OzUumu

u = wu(z,t;H) ve H,L H + AH € H olmak iizere J3(H) deger fonksiyoneli igin
gradyan formiiliinii elde etmek amaciyla, bu deger fonksiyonelinin birinci var-
yasyonunu AJz(H) := J3(H + AH) — J3(H) seklinde gosterelim. Bu durumda.
Au(z,t; AH) = u(x,t; H+ AH) — u(z, t; H) fonksiyonu

Aup = (k(x)Aug)y + F(x) AH(t), (z,t) € Qp,
Au(z,0) =0, z € (0,1), (3.6)
Aug(0,t) =0, Au(l,t) =0, t € (0,T].

parabolik probleminin ¢6ziimii olmak tizere
T T
AJs(H) = 2/ [Au(0,t; AH) — h(t)|Ah(t)dx +/ [Au(0,t; AH))?dz, (3.7)
0 0
esitligini elde ederiz. Burada v (z,t; H) fonksiyonu,

Y = —(k(z)g)z, (x,t) € Qp,
Wz, T;H) =0, z€(0,0), (3.8)
— k()25 (0,¢) = 2[u(0,t; H) — h(t)], ¥(l,t) =0, te€ (0,T].

parabolik probleminin zayif ¢oziimiidiir.
Bu parabolik problem (2.1), (3.1) ile belirlenmig olan TPH problemine karsilik gelen
eslenik problemdir. (3.7) formilii yardimiyla VAH € Ly(0,7) olmak {izere J3(H) deger

fonksiyonelinin birinci varyasyonu igin
T l
AJy(H) = / < / Mm,t;H)F(m)dm) AH(®)dt + o(||Au(0, s AH)|P),
0 0

T
o(||Au(0, .; AH)||?) ::/O [Au(0, .; AH)]*dx

formiliine ulasiriz.
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Lemma 3.7. [17] Eger 2.6 kosullar: saglanwyor ise, o halde
4 2 2
/0 [Au(0,t; AH)|" dt < Mo||AH||7, 0,1y, Mo = lca/ks > 0.
Kanat. (2.8) esitsizligini (3.5) problemine uygulayalim (Au(z,0) = 0):

HAU(7 L AH)HLQ(OJ) + Qk*”Auaﬁ(v - AH)”LQ(QT)Q

<2/ Fllzy00) - 1AH | Lo0,7) - |1Au(., s AH)|[La(€21).

Buradan, Vo € H icin ||u| < collus||, co > 0 poincare esitsizligini de dikkate alarak,

once
kel Aug (s AR L2(Q7)* < |[F Loy - 1AH | oo,y - [1Au(, 5 AH)| Lo (),
daha sonra da
1A (-, 5 AH) || La(Q1)* < (ca/ kI F Loy - I1AH | Lyo,) (3.9)
Ote yandan, (3.6)’teki sir kogullarindan

l
Au(0,t; AH) = —/ Aug(z,t; AH)dx
0

(Au(0, £ AH))? < ( /O l 12dx> < /0 (A (ot AH))2dx>

sonucunu elde ederiz. Bunun her iki tarafim [0, 7] araliginda integrallersek
T l
/ (Au(0,t; AH))?dt < 1/ (Aug(z,t; AH)) dx
0 0

olur.

(3.9) ile birlikte buradan kanit elde edilir. O

Bu yiizden J3(H) deger fonksiyonelinin J5(H) Frechet gradyanin

!
() () = /0 (@, t; H)F(2)da
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seklinde buluruz.

Bu formiil J3(H) deger fonksiyonelinin J5(H) Frechet gradyammin bilinen F(z) kaynak
fonksiyonu ile iyi tamimh ters yonlii parabolik eslenik probleminin v (x,t; H) ¢éziimiiniin
Lz~ i¢ carpimu oldugunu gésterir. Bunu J3(H(t)) = (¢(z,.;H), F)p,pm bi¢iminde

gosteririz.

3.4 Eslenik Gradyan Yontemi

Ikinci boliime benzer sekilde H (t) zamana bagh ters kaynak fonksiyonunun belirlenmesi
probleminde, uygun durdurma adimim segerek Eslenik Gradyan Yontemini (EGY) kul-
lanalim. Yontemin iterasyon semasi asagidaki sekilde verilir.[18],[21],[28]

1. Basamak

n = 0 olsun, H™ (t) baglangic iterasyonunu (2.1) probleminin ¢oziimiinii H(t) = H™(t)

ile birlikte bulmak icin ve
r(t) := (YH™)(t) — h7(2).

rezidiisiinii belirlemek icin secelim.
2. Basamak

J'H (”)] gradyamnm J., (H (")) ayrik analogunu hesaplayalim. p{™)(¢) inig yoniinii

J(H™)(¢), n=0

(n) ()
p(t) = PRGN
T H™)®) + it P (0, n= 1.

2
HLQ(O,T)

kuralina gore bulalim.
3. Basamak

B > 0 inig parametresini
J"‘(H(n) - 6(n)p(n)> = arg min,@eRJa(H(n) - 51?(")), (EGA (” Eslenik Gradyan Yontemi Algoritmasi”)-

. (TH(") _u} ,Tp(”)>+a<H(”) 7p(n)>
”Tp(n) ||2L2(0,T) +a||p(”) HQLQ(O,T)

1 (Jo (H™),p™)
2 ||Tp(")||%2(OVT>+O¢||p<")||%2(0YT)

)

formiiliinden elde edelim.

4. Basamak
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HCD (1) = HO® (1) — g0Ip™) (1) ve (1 (t) formiillerinden n+1. iterasyonu hesapla-
yalim.
5. Basamak

Eger algoritmay1 durdurma kosulu
HT(nH)HLg(o,T) < ey,

saglaniyor ise 6. basamaga gidelim; kogul saglanmiyor ise n = n + 1 yazalim ve 2.
basamaga geri donelim.

6. Basamak

Iterasyon islemini durduralim ve H((t) fonksiyonunun grafigini cizdirelim.

B icin (3.10) formiillerinin denk oldugu Lemma 2.20’nin kamtindaki islemler yapilarak,

benzer sekilde goriiliir.

3.5 L,[0,1] ve H'[0,1] Sobolev Uzayinda Lagrange Baz Fonk-

siyonlar: icin Hata Degerlendirmesi

Fourier Yontemi ile TPH problemini (3.3) integral denklemine déniistiirdiik. Bu integ-
ral denklemin sayisal ¢éziimi igin 6nce &, (t) Lagrange tiirii pargali lineer siirekli baz

fonksiyonlarim kullanalim. Bunun igin 6nce [0, 7] araliginda

W, ={t;€[0,T):tg=0, t; =t;1 +ir, T=1/Ny, i =1, M}, Wy :=W;\{to;tn,}

diizgiin sebekesini tanimlayarak Lagrange baz fonksiyonlarmm L»[0,1] ve H'[0,!]

uzaylarinda hata degerlendirmesini verelim.[20]

(t — tifl)/T,t S (tifl,ti],
§i(t) =9 —(t —tig1)/7,t € (ti tig]
0, te [O,T] \ (ti_l, ti+1)

siirekli parcali diferansiyellenebilir 1. dereceden Lagrange baz fonksiyonunu goz oniinde

bulunduralim. (Sekil 3.1)
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SEKIL 3.1: Lagrange baz fonksiyonlar1 ve H(t) fonksiyonunun baz fonksiyonlar ile
ayrigimi

Herhangi bir H(t) € H'[0, T] fonksiyonunun &,,(¢) baz fonksiyonlari ile

M
Hl(t) = ZHmém(t)a te [OvT] (3'11)
m=1
ayrigimini ele alalim. Hj(t) pargal lineer fonksiyonunun Hj(t;) = H(t;), Vt; € W,
ozelligini sagladig1 agik¢a gorilmektedir.

Teorem 3.8. H(t) € H%(0,T) ise o zaman T > 0 adwmh diizgiin W), sebekesinde H (t)
fonksiyonuyla bunun H/(t) lineer interpolanty arasindaki fark L2(0,1) ve H'(0,1) uzay-

lariman normunda asagrdakt gibt degerlendirilir:

1H — Hil|L, (00 < Mor?.

|H — Hill g0y < My

Kant. 0(t) = H(t) — H(t) olsun; ¢t € [0,7]. O halde integralin toplanabilirlik 6zelligine

gore
2 T L.
1812, 0.1 ::/0 Fwa=3 [ 0 (3.12)
i—1 Jti—1
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oldugu goriiliir.
||0]lo normunu her bir e; = [t;_1, ¢;] sonlu elemaninda degerlendirmek icin
t € [ti—1,t;] degiskenini s = ¢t —t;_1/7 bigiminde degistirelim. Bu durumda s € [0, 7]

olmak tlizere

T T
2 =T ~25 S .
/0 52(t)dt = /0 5(s)d (3.13)

olur. Burada 0(s) fonksiyonu §(s) = &(t — t;_1/7) biciminde tammlanmstir. Esitligin
sag tarafinda

[vllo < collv’llo < eallv”llo

esitsizliklerini goz 6nlinde bulunduralim ve Hj(t) bir lineer polinom oldugundan

6(s) = H(s), t € [0,T] oldugunu hesaba katarak

T T T
/0 SQ(S)dsgc()Q/o (8'(s))%ds §c12/0 (H”(s))ds (3.14)

esitsizligini elde ederiz.

(3.12)’da bunu goz 6niinde bulunduralim.

/ti S3(t)dt < ¢ 1 /T(fl”(s))zds (3.15)
ti1 0

Bu esitsizligin sag tarafinda t € [t;_1,t;] degiskenine geri donersek

(H(t) = H(ti1 +7s8) = H(s), H'(t) = 72H"(s), ds = Ldt)

T ti
/ (" (s))2ds = 75 / (B ()2t (3.16)
0

ti—1

olur. Buradan her bir e; = [t;_1, t;] araliginda

/ti 83 (t)dt < %7t /ti (H"(t))%dt (3.17)

ti—1

esitsizligini elde ederiz.

t
M; = cl/ (H"(t))%dt, My := max M; >0 (3.18)
ti—1 i=1,N¢

olmak tizere (3.17) esitsizligini (3.12)’de gbz 6niinde bulundurursak teoremin birinci

kismini kanitlamig oluruz.
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Teoremin ikinci kismini kanitlamak icin benzer sekilde

/ )= L / " 6(s))2ds (3.19)
0

ti—1 T

egitliginden ve (3.14) egitsizliginden yararlanirsak

t; o2 (T
/ (& (1))t = 1 /0 (" (5))2ds (3.20)

ti—1 Co°T

esitsizligine ulagiriz. Sag tarafa (3.16) esitligini g6z 6ntinde bulundurursak

/ ) = O / ) (3.21)

ti—1 €o ti1

buluruz ve bu esitsizlikleri e; sonlu elemanlari tizerinde toplarsak teoremin ikinci kismin

da kamtlamig oluruz.[20] O

3.6 Kollokasyon Yontemi ve TPH’nin Duyarlilik Derecesi

(3.11) yaklasimi (3.3) denkleminde yerine koyarak

T n— %0n — A\ kT
Apm = / €pr(_)\n]€(T — t)gm(t))dt7 bn _ ur, o, ;$p( )
O n

olmak iizere, bilinmeyen H = (Hy, Ha, Hs, ..., Hyr)T vektoriine gore asagidaki lineer

cebirsel denklem sistemini elde ederiz:

f: A Hyy, = by, n=1, M, (3.22)
m=1
A katsay1 matrisinin a,,, katsayilarini ve B = (b, by, ...bas)T kaynak vektoriinii belirle-
mek i¢in h(t) dl¢iilmiis gkt verisi ile diiz problemde verilen ug(x) ve F'(x) fonksiyonlarini
kullaniriz. A katsayr matrisini ve B kaynak vektoriinii belirledikten sonra AH = B denk-
lem sistemini ¢ozeriz. Béylece bilinmeyen zamana bagh H (t) kaynak fonksiyonunu (3.11)

formiilii yardimiyla yeniden kurmus oluruz.[18][28]
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3.7 Sayisal Sonuclar

Asgagidaki 6rneklerde Eglenik Gradyan Yontemiyle (EGY) H (t) fonksiyonunun aranmasi
ile ilgili TPH probleminin sayisal ¢oziimii incelenmistir. Buradaki temel sorular, iteras-
yonun durdurulmasi parametresinin dogru belirlenmesi, yaklagim hatasi (” convergence
error”) ile yakinsaklik hatasinin ("accuracy error”) davraniginin incelenmesi ve rastgele

olglim hatasi degerinin ("random noise level”) ters problemin ¢oziimiine yansimasinin

degerini belirlemektir.

Ornek 3.1. Bu ve ilerideki orneklerde h(t) := u(0,1) ek verisi, analitik ¢oziimden iire-
tilmistir. Qp = {(z,t) € R* : z € (0,1), t € (0,Ty), Ty >0}, | = 1,Tf = 1 olmak

uzere

u(x,t) = 10exp(—t)x%(1 — 2)3 | (z,t) € Qr
F(z) = 3125 — 632 + 5923 — 4322 + 182 — 2, H(t) = 10exp(—t) (3.23)
k(z) =1+ 22,

fonksyionlariny ele alalim. Buradaki u(z,t) fonksiyonu asagidaki diz problemin

¢cozumidir.

ug = (k(z)ug)e + F(x)H(t), (z,t) € Qp
u(x,0) = up(z), = € (0,1), (3.24)
uz(0,8) =0, u(l,t) =0, te(0,Ty],

u(0,t) = 22(1 — 23) ve bu nedenle bu fonksiyonu h(t) olarak kabul ederek
h(t) :=u(0,t), te][0,Ty], (3.25)

ek kosulunu da (3.24)’e ekleyerek (3.24) — (3.25) ile ifade edilmis TPH ters probleminin

analitik ¢éziminin H(t) = 10exp(—t), t € (0,1) olduguna hikmedebiliriz.

e 1) Diiz problemin sayisal ¢ézimi : Saysal Hata
e 2) EGY’ nin algoritmast

o 3) Sayisal Analiz
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Siirekli 1s1 iletkenligi katsayisi k()
N, x N; h T Eu
101 x51 | 0.01 |0.02]0.41x1073
151 x 51 | 0.0067 | 0.02 | 0.65 x 10~*
201 x 51 | 0.005 | 0.02 | 0.16 x 1073
201 x 101 | 0.005 | 0.01 | 0.39 x 104
401 x 101 | 0.0025 | 0.01 [ 0.12 x 103

Siirekli olmayan 1s1 iletkenligi katsayisi k(z)
Nm X Nt h T Eu

101 x 51 0.01 0.02 | 0.10 x 10T
151 x 51 | 0.0067 | 0.02 | 0.97 x 1072
201 x 51 | 0.005 | 0.02 | 0.96 x 10~2
201 x 201 | 0.005 | 0.005 | 0.10 x 1071
401 x 101 | 0.0025 | 0.01 | 0.99 x 102

TABLO 3.1: Ornek 3.1.: Farkli sebeke parametreleri icin e, hesaplama hatalari

hepsi bu ornekte verilecektir. Diger ornekler daha kisa anlatilacaktur.

Tablo 3.1°de farkly sebeke parametreleri icin hesaplama hatalary verilmistir.

exact approximate

Exact and approximate solutions at final time T

+ exact
0.12

approximate

0.1
0.08
0.06
0.04
0.02

SEKIL 3.2: Ornek 3.1.: Diiz problemin yaklagik ve gercek ¢oziimii

Ornek 3.2. Ikinci bir drnek olarak diizgin konveks H(t) = 10exp(—t)t2(1 — t)3
zamana bagly kaynak fonksiyonunu FEGA kullanarak kuralim. Sentetik giiriltisiz
h(t) = up(0,t; H) ¢ikte verisi (3.24) diz probleminin up(z,t; H) sayisal ¢oziminden
dretilmaistir.  Isy iletkenligi  katsayist ve wzay degiskenine bagly kaynak fonksi-

yonu swaswla k(z) = 1+ 2% ve F(z) = 5exp(—3z) olarak verilmistir. Rastgele
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gurdltili hy(t) = h(t) + yrand(h)||hlls ¢kt verisi 1% ve 5% guirilti seviyeleri ile ve
gurultisiuz olarak tretilmistir. Bu glirulti seviyelerine karsilik gelen yakinsaklik hatalar:
siraswyla E(n; Hy) = 0.19 x 1072, E(n; H;v) = 0.49 x 1072 ve E(n; H;v) = 0.1 x 1072
olarak elde edilmistir. Bu hatalar swrasiyla n = 14, n = 8, n = 15 iterasyonlarina

karsulik gelen hatalardwr. Sekil 3.3 EGA ile elde edilen sayisal sonuglary gostermektedir.

Exact and numerical solution of the ISPH

rors efy) and Ey)

——1%ER)

— 5% E()
- = =5%e)

SEKIL 3.3: Ornek 3.2.: Farkh giiriiltii parametreleri i¢in yakinsaklik ve yakinsama ha-
talar1 ile H(t)’'nin degigimi

Ornek 3.3. (EGA’nan iterasyon sayisina bagl olarak yakinsaklik hatasinin degisimi)
Diizgiin, zamana bagh H(t) = 10exp(—t)t?(1—t)3 kaynak fonksiyonunun farkh iterasyon
saylary icin EGA ile bulunmast problemini ele alalim. Isi iletkenligi katsayisi ve uzay
degiskenine bagh kaynak fonksiyonu siraswla k(x) = 1+ 2% ve F(x) = 5exp(—3z) olarak
verilmistir. Sekil diizgiin, zamana bagl kaynak fonksiyonunu ve n =5, n = 10, ngy = 15

iterasyonlarina gore davranisine gostermektedir.

Exact and numerical solution of the ISPH

&, ki
0 nets
o ﬁﬁﬁ‘ %\
¢ \
£
£

H(Y)

SEKIL 3.4: Ornek 3.3.: Farkli iterasyon sayilari icin H (¢)’nin degisimi
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Ornek 3.4. (Diizgiin zamana bagl kaynak fonksiyonunun IKY (”flem' Kollokasyon
Yéntemi”) ile bulunmasi) Zamana bagh H(t) = 10exp(—t)t2(1 — t)® kaynak fonksi-
yonunu, F(x) = Sexp(—3x) olmak tzere ve diger tim veriler ikinci érnekten alinmak
tizere IKY ile M = 11 ve M = 26 kaba sebeke dejerleri i¢in bulalum. Burada sentetik
h(t) := up(0,t; H) ¢iktr verisi (3.24) diz probleminin up(z,t; H) sayisal ¢oziminden

uretilmastir.

Panel A

M 11 26

E(n) ]0.62x 1072 | 0.43 x 1072
Panel B
0% 1% 5%
E(n) |0.44x 1072 | 0.59 x 1072

TABLO 3.2: Ornek 3.4.: Farkli M degerleri (Panel A) ve M = 26 optimal degeri (Panel
B) igin cesitli gliriiltli diizeyleri ile verilen E(n) yakinsaklik hatalar:

Solution of ISPH
T T T

Exact
——M-26
—e— M1

H®)

SEKIL 3.5: Ornek 3.4.: Farkli M degerleri icin H (¢)'nin degisimi

Ornek 3.5. Zamana bagh salimwmb H(t) = 10tcos(9tw/2) kaynak fonksiyonunu bul-
mak i¢in yukaridaki advmlary tekrarlayalvm. Diger tum veriler onceki orneklerdeli gibi
alinmagtir. Soldaki sekil v = 0%, v = 1% ve v = 5% giirilti dizeyleri ile bulunan kaynak
fonksiyonunu, sagdaki sekil ise e(n; H;~) yakinsama hatasimn ve E(n; H;~y) yakinsaklik
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hatasinin n iterasyon sayisinag bagly olarak degisimini géstermektedir. Bu hatalarin op-

timal degerlerinin yamsira n°Pt degerleri Tablo 3.3’te verilmistir.

NoiseLevels(%) | e(nPt; H;v) | nPt | E(n°; H;~)
=0 0.9x10™* | 40 | 0.15x 107!
y=1 0.9x1073 | 22 | 0.56x 107!
y=5 0.8x107% | 11 | 0.14 x 10°

TABLO 3.3: Ornek 3.5.: e(n; H;~) yakinsama hatasimn ve E(n; H;~) yakimsaklik ha-
tasmun optimal degerleri ile n°P! degerleri

Exact and numerical solution of the ISPH

e(y) and E(y)

H(Y)

60 80 100 120

SEKIL 3.6: Ornek 3.5.: Farkh gliriltii parametreleri icin yakinsaklik ve yakinsama ha-
talar1 ile H(t)’'nin degigimi

Ornek 3.6. (Zamana bagl salinvmly kaynak fonksiyonunun IKY (”fleri Kollokasyon

Yontemi”) ile bulunmasi) Zamana bagl H(t) = 10tcos(9tmw/2) kaynak fonksiyonunu,

F(x) = beaxp(—3x) olmak tizere ve dijer tiim veriler onceki drnekten alinmak tizere IKY

ile M = 11 ve M = 26 kaba sebeke degerleri i¢cin bulalvm.

PanelA
M 11 26
E(n) |0.85x10° | 0.28 x 10°
PanelB
ol 1% 5%
E(n) [0.29 x 10° | 0.32 x 10°

TABLO 3.4: Ornek 3.6.: Farkli M degerleri (Panel A) ve M = 26 optimal degeri (Panel
B) igin cesitli gliriiltli diizeyleri ile verilen F(n) yakinsaklik hatalar:
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Solution of ISPH
T

I L I L I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 07 08 09 1

SEKIL 3.7: Ornek 3.6.: Farkli M degerleri icin H (t)’nin degigimi

Ornek 3.7. (Zamana bagl sireksiz kaynak fonksiyonunun bulunmasi.) (3.24) proble-

minde F(z) = bexp(—3x), up(z) = 0 olsun. Zamana bagl sireksiz

0.5, 0<t<0.25
H(t)=4 1, 025<t<05 (3.26)
H(t) = 10exp(—t)t>(1 —t)3,05 <t < 1

kaynak fonksiyonunun %1, %5 gurilti dizeyleri ile ve giiriltisiz olarak bulunmasi i¢in

EGA uygulanmastir ve bu Sekil 3.8’de gosterilmistir.

NoiseLevels(%) | e(n°P; H;v) | n° | E(n°P; H;~)
7=0 0.45x107% | 72 | 0.15x 1072
y=1 0.19x 1073 | 54 | 0.16 x 10!
v=5 0.27 x 1072 | 22 | 0.56 x 107!

TABLO 3.5: Ornek 3.7.: Optimal iterasyon sayilar1 ve hata degerleri
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Exact and numerical solution of the ISPH 10°

A r
LY\
&8 code

Enors efy) and E(y)

E0)
—— e
—E0

J—)

80 100 120

SEKIL 3.8: Ornek 3.7.: Farkh giiriiltii parametreleri i¢in yakinsaklik ve yakinsama ha-
talar ile H(t)'nin degigimi

Ornek 3.8. (Zamana bagh kaynak fonksiyonunun IKY ile bulunmase.) F(x)

Sexp(—3x) olmak tzere M = 11 ve M = 26 i¢in, zamana bagl streksiz

0.5, 0<t<0.25;
Hit)=4 1, 025<t<05
H(t) = 10exp(—t)t3(1 — t)%,05 <t < 1

kaynak fonksiyonun bulunmas: amacwyla IKY algoritmasine uygulayalm.

Panel A

M 11 26

E(n) 0.16 x 10° | 0.11 x 10°

PanelB
ol 1% 5%
E(n) |0.1110 x 10° | 0.1131 x 10°

TABLO 3.6: Ornek 3.8.: Farkli M degerleri (Panel A) ve M = 26 optimal degeri (Panel
B) igin cesitli gliriiltii diizeyleri ile verilen F(n) yakinsaklik hatalar
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Solution of ISPH
T

Exact
—— Mc:28

—e M=t

SEKIL 3.9: Ornek 3.8.: Farkli M degerleri icin H (t)’nin degigimi

Ornek 3.9. k(z) =1 vel =97 oldugunu géz oniinde bulundurarak ve diger tiim verileri
Ornek 3.2 den alarak zamana bagl kaynak fonksiyonunu EGA, IKY ve ODA (”Ozdegjer
Algoritmast”) kullanarak kuralum. Rastgele giiriltili h(t) = h(t) +yrand(h)||h||s ¢kt
verisi 1% ve 5% giirilti seviyeleri ile ve giriltisiiz olarak tretilmistir.

Sekil 3.10-3.11-3.12-3.183 siraswyla EGA, IKY ve ODA ile elde edilen saysal sonuclar
gostermektedir. Her bir yontem icin hatalarin optimal degerleri ile n°t optimal iterasyon

sayilary Tablo 8.7,3.8,3.9 tablolarinda verilmistir.

NoiseLevels(%) | e(nP; H;v) | n° | E(n°; H;~)
v = 0.49 x107° | 52 | 0.89 x 1073
=1 0.34 x 1073 | 19 | 0.22x 1072
y=5 0.18 x 1072 | 12 | 0.67 x 1072

TABLO 3.7: Ornek 3.9.: Optimal hata degerleri ve iterasyon sayilari
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Exact and numerical solution of the ISPH

— (1%)
—+— Noisy 2(5%)

Errors efy) and Efy)

—E
J—y
E| |
)

80 100 120

SEKIL 3.10: Ornek 3.9.: Farkh giiriiltii parametreleri icin yakmsaklhk ve yakmsama
hatalar1 ile H (¢)'nin degigimi

PanelA
M 11 26
E(n) |0.7x1072] 0.6 x 1072
PanelB
v 1% 5%
E(n) |0.6x1072]0.7x 1072

TABLO 3.8: Ornek 3.9.: Farkli M degerleri (Panel A) ve M = 26 optimal degeri (Panel
B) igin cesitli gliriiltli diizeyleri ile verilen E(n) yakinsaklik hatalar:

Solution of ISPH
T

SEKIL 3.11: Ornek 3.9.:

Farkhh M degerleri i¢in H (¢)'nin degigimi
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Panel A

M 11 26
E(n) |0.7x1072 ] 0.6 x 1072
PanelB
ol 1% 5%

E(n) ]0.6x1072]0.7x 1072

TABLO 3.9: Ornek 3.9.: Farkli M degerleri (Panel A) ve M = 26 optimal degeri (Panel
B) i¢in cesitli gliriiltii diizeyleri ile verilen E(n) yakinsaklik hatalar:

Solution of ISPH1
T T T

03

Exact
—M-=26
—— M=11

Hi

_0.05 I L L L L L L L
0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 07 0.8 0.9 1

SEKIL 3.12: Ornek 3.9.: Farkli M degerleri icin H (t)’nin degisimi

Ornek 3.10. Zamana bagh salinvmb H(t) = 10tcos(9tn/2) kaynak fonksiyonunu bulmak
1¢in yukaridaki adimlary tekrarlayalim. Diger tum veriler onceki ornekteki gibi alinmastr.
Sekil 3.14-3.15 swraswla EGA, IKY ve ODA ile elde edilen sayisal sonuglar gostermek-

tedir. Her bir yontem icin hatalarin optimal degerleri ile n°Pt optimal iterasyon sayilar

Tablo 3.10,3.11,5.12 tablolarinda verilmistir.

NoiseLevels(%) | e(n°; H;vy) | n°t | E(n°t; H;v)
7=0 0.49 x 107° | 72 | 0.14 x 107!
y=1 0.26 x 1073 | 38 | 0.31 x 107!
v=5 0.18 x 1072 | 12 | 0.67 x 1072

TABLO 3.10: Ornek 3.10.: Optimal hata degerleri ve iterasyon sayilari
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10' - . s Exact and numerical solution of the ISPH
—EW
- ——e,
10° —E0
- ==,
10 i
2 N T
3 \ V- _ _
] \ — =
2 i N £
g 02 Sy
& 10 i S R S SESSSEE SR
W% T v s e s
107 5 - L =
< 2 « bt B0 100, 120, 0 0.1 02 03 0.4 05 06 07 08 09 1
lteration Number 1

SEKIL 3.13: Farkl giiriiltii parametreleri icin yakinsaklik ve yakinsama hatalar ile
H (t)'nin degigimi

Panel A

M 11 26

E(n) | 0.85x 10° | 0.30 x 10°
PanelB
ol 1% 5%
E(n) |0.31x10° | 0.32 x 10°

TaBLO 3.11: Ornek 3.10.: Farkh M degerleri (Panel A) ve M = 26 optimal degeri
(Panel B) i¢in gesitli giirtiltii diizeyleri ile verilen E(n) yakinsaklik hatalar

Solution of ISPH
T

10 T T T
8- Exact
—5— MEZZS
oL ——M=11

H()

0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 07 08 0.9 1

SEKIL 3.14: Ornek 3.10.: Farkli M degerleri icin H (t)'nin degigimi
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Panel A

M 11 26

E(n) |0.56 x10° | 0.2 x 10°

PanelB
ol 1% 5%
E(n) | 0.28 x 10° | 0.84 x 10°

TABLO 3.12: Ornek 3.10.: Farkhi M degerleri (Panel A) ve M = 26 optimal degeri
(Panel B) igin gesitli giirtiltii diizeyleri ile verilen E(n) yakinsaklik hatalar

Solution of ISPH1
T T T

H©

SEKIL 3.15: Ornek 3.10.: Farkli M degerleri icin H(t)’nin degisimi

Ornek 3.11. Siireksiz

0.5, 0<t<0.25;
Hit)=< 1, 025<t<0.5

H(t) = 10exp(—t)t3(1 — t)%,05 <t < 1

kaynak fonksiyonunu bulmak icin yukaridaki adimlary tekrarlayalim. Diger tim veriler

onceki ornekteki gibi alinmastur.
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NoiseLevels(%) | e(nPt; Hy~y) | n°Pt | E(n°P; H;v)
7=0 0.3x107% | 62 | 0.35x 1072
y=1 0.11x 1072 | 42 | 0.25 x 107!
v=5 0.56 x 1072 | 20 | 0.71x 107!

TABLO 3.13: Ornek 3.11.: Optimal hata degerleri ve iterasyon sayilari

10° . " - . . Exact and numerical solution of the ISPH

Ertors efy) and E(y)

SEKIL 3.16: Ornek 3.11.: Farkh gliriiltii parametreleri icin yakinsaklik ve yakinsama
hatalar1 ile H (t)’nin degigimi

Panel A

M 11 26

E(n) |0.16 x 10° | 0.11 x 10°
PanelB
y 1% 5%
E(n) |0.11x10° | 0.12 x 10°

TABLO 3.14: Ornek 3.11.: Farkh M degerleri (Panel A) ve M = 26 optimal degeri
(Panel B) igin gesitli giirtiltii diizeyleri ile verilen E(n) yakinsaklik hatalar
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Solution of ISPH
T T T

Exact
—o—M-26

—— M1

SEKIL 3.17: Ornek 3.11.: Farkh M degerleri icin H (t)’nin degisimi

Panel A
M 11 26
E(n) |0.92x10° | 0.86 x 10°

PanelB
v 1% 5%
E(n) |0.89x10° | 0.92 x 10°

TABLO 3.15: Ornek 3.11.: Farkh M degerleri (Panel A) ve M = 26 optimal degeri
(Panel B) i¢in gesitli giiriiltii diizeyleri ile verilen E(n) yakinsaklik hatalari
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Solution of ISPH1

25

151

-0.5F

-1.5

SEKIL 3.18: Farkli M degerleri igin H (¢)’'nin degigimi
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