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OZET

Parabolik Operatéorler icin Simir Olciimlerine Dayali Ters
Aki Problemlerinin Sayisal Analizi

Miihendislik ve Fen Bilimleri Enstitusu

Matematik ve Bilgisayar Bilimleri Anabilim Dali

Ege TAMCI

Birgok bilim dalinda incelenen gercek diinya problemlerinin hemen hemen hepsinin ma-
tematiksel modeli kismi tiirevli denklemlerle ifade edilirler. Is1 transferi ve difiizyon gibi
fiziksel problemler ise parabolik tip denklemlerle gosterilir. Bu problemlerde ise sinirdaki
aki degerinin aranmasi ile ilgili ters problemler giincel matematik problemlerinin baginda

gelir.

r€QCR?Y d=1,2olmak iizere Au := V (k(z)Vu(z,t)) operatdriine eliptik operator,
bu operatérle verilen

ou(x,t)
ot

= Au(z,t) + F(z,t), z€, t>0,

denklemine ise parabolik tip denklem denir.

Bu caligmada bir ve iki boyutlu uzayda verilen parabolik problemler ele alinarak sinirdaki
Ol¢timlerden ve matematiksel modelden faydalanarak akinin aranmasiyla ilgili ters prob-
lemlerin sayisal analizi incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Ters Aki Problemi, parabolik denklem, zayif ¢oztim, iyi tanim

lanmamig problem, Fourier yontemi, Eglenik Gradyan Algoritmasi.
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ABSTRACT

Numerical Analysis of Inverse Heat Flux Problems Based on

Boundary Measurements for Parabolic Operators

Graduate School of Engineering and Sciences

Department of Mathematics and Computer Science

Ege TAMCI

In most discipline, the mathematical model of the real world problems are given by
the partial differential equations. The physical problems such as heat conduction and
diffusion are modeled by parabolic type equations. Inverse problems like as inverse heat

flux problems are most considered ones among these problems.

Let 1 € Q CRY d=1,2, Au := V (k(x)Vu(z,t)) is called elliptic operator, and the

equation given by this operator

ou(z,t)
ot

= Au(x,t) + F(x,t), 2€Q, t>0,

is called parabolic type equation.

In this work, the parabolic problems given in one and two dimensional space are conside-
red. Using mathematical model and measurements at the boundary, numerical analysis
of the considered inverse problems are investigated.

Key Words: Inverse flux problem, parabolic equation, weak solution, ill-posed problem,

Fourier method, conjugate gradient algorithm.



ONSOZ ve TESEKKUR

Ters problemler, arka planinda dogadaki problemlerin modellenmesi ve simiilasyonu olan,
gliniimiizde matematik ve fen alaninda en ¢ok aragtirilan matematiksel problemlerden-
dir.Ters problemlerin icerdigi iki énemli siniftan biri olan ters kaynak problemleri ise

matematik ve miihendislik bilimlerinin ilgilendigi en 6énemli konulardan biridir.

Bu caligmada bir ve iki boyutlu lineer ve lineer olmayan (nonlineer) parabolik prob-
lemlerde aki fonksiyonlarimin aranmasi ile ilgili ters problemler ele alinacaktir. Her iki
problemin hem matematiksel analizi, hem de sayisal ¢6ziim yontemleri bu calismada ele

alinmaktadair.

Beni bu alanda calismaya tesvik eden ve her zaman bilgi ve deneyimleriyle bana yol
gosteren degerli hocam sayin Dog. Dr. Burhan Pektag’a en icten tesekkiirlerimi sunarim
ve caligmam boyunca bilgi ve deneyimleri ile yol gosteren saygideger hocam Prof. Dr.
Alemdar Hasanoglu'na ve her konuda sabirla yardimci olan aileme desteklerinden dolay:

¢ok tegekkiir ederim.

Burada yapilan arastirmalarda yer alan caligmalarin, gelecekte konu ile ilgilenen arastir-

macilara faydali olmasini dilerim.
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kiyonunun piiriizsiizlestirme sonucunun (fi(y,t)) Aki fonksiyonuna etkisi .
Linner olmayan ters problemde 2% giiriiltii seviyesi ile verilen ho(x,t)
fonskiyonunun piiriizsiizlegtirme sonucunun (f2(x,t))Ak: fonksiyonuna et-
Kisi . . . o
Linner olmayan ters problemde 5% giiriiltii seviyesi ile verilen ha(x,t)
fonskiyonunun piiriizsiizlestirme sonucunun (fa(z,t)) Aki fonksiyonuna
etkisi. . . . . o



Bolim 1
Giris

Ters problemler, giintimiizde mithendislik ve fen bilimleri basta olmak tizere, sosyal bi-
limler, tip bilimleri gibi bilimin bir¢ok alaninda karsilagilan giincel problemlerin baginda
gelmektedir[2],[4],[6],[7],[8],[9],[18]. Ters probleme basit bir érnek vermek gerekirse, veri-
len keyfi iki saymin ¢arpiminin bulunmasi problemine ”Diiz Problem (Direct Problem)”
olarak bakacak olursak, ¢arpimlari verilen iki sayinin bulunmasi problemi ” Ters Problem

(Inverse Problem)” olarak kabul edilebilir.

Elbette ters problemlerin en ilging olanlari giinliik yagamimizda karsilagtigimiz sorun-
larin ¢oziimii ile ilgili olanlar olacaktir. Bu problemlerden biri de ”Is1 Transferi (Heat
Conduction)” problemidir. Bir ¢gubukdaki(malzemedeki) sicaklik degerinin zamana gore
degisimini u(z,t) fonksiyonu ile gosterdigimizi kabul edersek bir boyutlu en basit 1s1

transferi denklemi
Au = wy(x,t) — (k(z)ug(z,t))s = F(z,t), (z,t) € Qpr :=(0,¢) x (0,7T) (1.1)

parabolik operatoriiyle verilir. Burada k fonksiyonu ¢ uzunluklu ¢ubugun 1s1 iletim kat-
say1 fonksiyonu, x,t sirasiyla uzay ve zaman degiskenlerini, 7" > 0 final zaman degerini,
F(z,t) sag taraf fonksiyonu ise kaynak fonksiyonu (source function) olarak adlandirilir ve
sisteme digaridan verilen 1s1 enerjisini modellemektedir. Bu denkleme fiziksel probleme
uygun baslangic ve smr kosullari eklendiginde bir boyutlu ¢ubukdaki 1s1 transferinin

matematiksel modelini ifade eden agagidaki problem elde edilir:

ug(x,t) = (k(x)ugp(z, 1)) (z,t) + F(x,t), (z,t) € Qp,
u(z,0) = up(z), =€ (0,0), (1.2)
—k(0)u,(0,t) = f(t), wu(l,t)=0, te(0,7T).



Burada ug(z), baglangig aninda (¢ = 0) cismin sicakligini ifade eden baglangi¢ fonksiyonu,
ku,(0,t) terimi gubugun sol ucunun ”1s1 akisini”, eksi igareti ise 1simn sicaktan soguga

dogru iletildigini ifade eder. Bu durumda f(t) aki fonksiyonudur.

Simdi (1.2) problemini géz oniine alarak ters 1s1 akisi problemini tanimlayalim. Buna
gore (1.2) probleminde u(x,t) fonksiyonu ile beraber f(t¢) aki fonksiyonunun da aranan

fonksiyon oldugunu kabul edelim. Buna gore agagidaki ek kogullarin verilmesi uygundur:

h(t) = u(0,t),

G(t) = —kug((,1). (13)

Burada h(t) ve g(t) fonksiyonlar: sirasiyla cismin sol ucundaki sicakligin degerini ve cis-
min sag ucundaki 1s1 akisinin degerini gostermektedir ve her iki fonksiyon da deneysel
Olgiim sonucu elde edildigi kabul edilir. Bu sebeple bu kogullara ”olgiillmiig ¢ikt1 ve-
risi (measured output data)” adi verilir. Buna gore (1.2) probleminde F := {f(¢)|f(t) €
L5(0,T)} fonksiyonlar sinifinda (1.3) ek kosullarindan birini veya herikisini birden saglayan
< u; f > ¢iftinin bulunmasi problemine 151 transferi probleminde Akinan bulunmas: ile il-
gili Ters Problem ”(TAP)” denir. Bu durumda (1.2) probleminde k(x), F'(z,t), uo(x), f(t),
" girig verileri (input data)” verildiginde u(x,t) ¢oztim fonksiyonunun bulunmasi proble-

mine bu ters probleme karsilik gelen ”Diiz Problem (DP)” denir.

Benzer ters problem lineer olmayan (nonlinear) bir boyutlu durum icin de gecerlidir.
k = k(x) 131 gegirgenligi katsayis1 u(x, t) ¢oziim fonksiyonuna bagh oldugu durumda elde

edilen
ug(z,t) = (k(u)u ( )z + F(z,t), (z,1) € Qr,

u(z,0) = uglx), x € (0,0), (1.4)
~k(uu <x,t>|xo J), ultt)=0, te(0,T).

problemine lineer olmayan 1s1 transferi problems denir. Bu problemde de < u; f > ¢iftini

belirlemek i¢in asagidaki ek kogullarin verilmesi uygun olur.

1.5
g(t) = —k(w)ug(, t)|s—e- (1.5)

Buna gore (1.4)-(1.5) problemine ”lineer olmayan isv transferi problemi i¢in akinin
bulunmas ile ilgili ters probleme ”(TAP2)” denir. (1.4) probleminde girig verileri ve-
rildiginde u(z, t) ¢oziim fonksiyonunun bulunmasi problemine ise bu ters probleme kargilik

gelen diiz problem denir.

Bu tez caligmasinda yukarida ifade edilen lineer ve lineer olmayan 1s1 transferi denklemi
icin bir ve iki boyutlu ters 1s1 akisi problemleri tanimlanarak problemlerin matematiksel
analizi yapilacak ve daha sonra gegitli yontemler kullanilarak yaklagik ¢éztimlerinin nasil

elde edilebilecegi aciklanacaktir.



Bolim 2

Ek Kosulu Sinirda Verilmis Bir
Boyutlu Lineer ve Lineer
Olmayan Parabolik Ters Aki

Problemi

2.1 LTAP1 Problemi, Kesin ve Hemen Hemen Coziimler,

Uyum Kosullar:

Once agagidaki ifadeleri tammlayalim;T>0 olmak fizere Qp = {(2,t) € R : 0 < z <
[,0 <t < T} olsun. Buna gore aki fonksiyonunun arandigi parabolik problemi agagidaki

gibi tanimlayabiliriz.

up = (k(x)uyg)s + F(x,t), (x,t) € Qp
u(z,0) = up(z), = €0, (2.1)
—k(0)uz(0,t) = f(t), u(l,t)=0, te(0,T]

Eger f aki vektor fonksiyonu bilinmeyen ise, bu durumda, fiziksel olarak anlamlh ve
miimkiin kilinabilir ek kosullar1 , sinirda u(z, t) fonksiyonunun degeri olarak verilebilir.
(2.1) probleminde z = 0 sol siirinda u(x,t) fonksiyonunun degerleri ek kosul olarak
verelim:

h fonksiyonunu asagidaki gibi tanimlayalim.

h(t) == u(0,t), te€ (0,T]. (2.2)
3



Bu kosulun fiziksel anlami = 0 simnirlarinda isinin 6lgiim degerinin deneysel ola-
rak verilmesidir. Bu nedenle h fonksiyonuna deneysel ¢iktr verisi ("measured output
data”) denir. Buna karsiik ug(z) ve F(x,t) fonksiyonlar1 giris verileri ("input data”)
olarak tanmmlanir. (2.1) ve (2.2) denklemlerinden yola cikarak bir ters aki problemi
tanmimlanabilir; zaman degiskenine bagli f fonksiyonu bilinmemektir ve (2.1) — (2.2)
probleminden u(z,t) fonksiyonu ile birlikte bulunmasi gerekir. Bu problemi ”"LTAP1”
olarak tamimlayalim. Bu durumda (2.1) parabolik problemine (2.1) — (2.2) ters proble-
mine karsilik gelen diz problem denir.

(2.1) parabolik probleminin zaman degiskenine baghh f aki fonksiyonuna kargilik ge-
len ¢ozimint u = u(x,t; f) olarak gosterelim. Eger bu fonksiyon (2.2) ek kosulunu da
sagliyor ise o halde u(0, t; f) = h(t) lineer olmayan fonksiyonel denkeminin de ¢6ziimii ola-
caktir. Ancak pratik uygulamalarda, h deneysel cikt1 verisi ||h® — h|| < § olacak sekilde
bir § ol¢glim hatalasi ile verilir. Bunun sonucu olarak yukaridaki esitligin kesin ola-
rak saglanmasi stz konusu olamaz. Bu durumda (2.1) — (2.2) ters probleminin kesin

¢OzUmi yerine,
T
J(f) = /0 [0, 1 f) — h(t) 2t (2.3)

fonksiyoneline en kii¢iik degerini veren f akisinin aranmasi problemi anlamlhidir.

Tanim 2.1.

J(f*) = inf J(f) (2.4)

feF

en kiiglik deger probleminin ¢6ztimiine LT AP1 probleminin hemen hemen ¢ozimi(Quasi-
Coztimil) denir. J(f*) = 0 durumunda f* € F eleman aym zamanda ters problemin

kesin ¢oziimi olur[3],[11],[13].

Kismi Tirevli Denklemler teorisindeki uyum kosullari, buradaki ters problem icin de
gecerlidir. Once bu kosullar1 diiz problem icin verelim. u(z,t) fonksiyonunu kendisi Qr
kapali parabolik bolgesinde hemen-hemen siireklidir. O halde x = [’de verilmis u(l,t) =

0, tiirdes Dirichlet kogulundan yola gikarsak ve ug(l) = u(l,0) baslangig kogulundan
up(l) =0

sonucuna variriz. Benzer sekilde (2.2)’de verilen ek kosulu ve basglangig kosulundan

u0(0) = h(0) uyum kogulu elde edilir. LT'AP1 igin girdi ¢ikt1 operatorii olarak bilinen:

®: f e La(0,T) = Lo(0,T),(Rf)(t) := u(x,t; f)la=0



operatorlerini tanimlayalim. O halde LTAP1 problemi
df=h

operator denklemi olarak tanimlanabilir.

2.2 Ters Problemin Zayif Coziime Dayali Hemen Hemen

Cozumiu ve Girdi-Cikt1 Operatorlerinin Kompaktlig:

Zay1if ¢oztim teorisinin kosullarina dayanarak kaynak fonksiyonlarmin, k(z) katsayisimin

ve ayrica girig verilerinin

{ F(a,1) € La(r), f(t) € La(0,T), uo(w) € L2(0,1) 25)

k(z) € Loo(0,1), k* > k(z) > ky > 0

kogullarimi sagladigini varsayalim. (2.1) diiz probleminin u € XO/I’O(QT) simifindan olan
zayif ¢oztimi Yo(z,t) € H LY(Qr) ve v(x, T) = 0 olmak iizere, asagidaki integral 6zdesligi
saglayan fonksiyondur[19],[21],[26].

/ /Q (Ko dact = / /Q FG ote et + /0 o)z, 0)d
+/OT f(t)v(0,t)dx

VI0(Qp) ve HYL(Qr) uzaylan ise V30(Qr) = {v € VI0(Qr) : v(l,t) = 0, Vt € (0,T]},
HY Y Q) := {v e H(Qp) : v(l,t) = 0, Vt € (0,T]} olarak tammlamr. HY1(Q7) uzay
Hilbert uzay1 olup

1/2
1wl i p) = {//Q [u? + u? —i—utz]da:dt} (2.6)
T

normuna, V10(Q7) uzay1 da

u||y1, = max ||u + ||u .
Jullvsogaz = max lolloios + sl o)
normuna sahip birer Sobolev uzaylaridir. f/LO(QT) uzaymin en dogal zayif ¢oziim uzay1
secilmesinin nedeni agagida verecegimiz enerji 6zdesliginden goziikmektedir. Denklemin
her iki tarafim u € La(Qr), uy € Lo(Qr) kosullarm saglayan wu(z,t) ile ¢arpalim, €

bolgesinde integralleyelim ve kismi integralleme formiiliinii uygulayalim.



/0 l /0 wrt — (E(x)uy)u] dedr = / /Q F(r e
;/Ol[uQ(x,t)]dw — ;/OZ[UQ(x,O)]dw +//Qt k(x)u? dedr = //Qt F(z,7)u dedr

+/O f(t)u(0,t)dt, vt € (0,T];

1! 1!
/ u2(x,t)daz+// k:(x)uidxdrz// F(:E,T)udxdT—f-/ uo®(x)da
2 Jo o % 2 Jo
zk// uidxdf
Q¢

+ /0 F(Ou(0,t)dt

Bunun sonucunda V¢ € (0,7 i¢in;

)T 00 + 2kslluzlZ, < 20F | Lyl za@i) + luollzao. (2.7)
2/ f 0,0 100, )| L (0,1

esitsizligi elde edilir. Buradan w(z,t) fonksiyonunun ve girig verilerinin hangi azami
kogullar1 saglamasi gerektigi ortaya cikiyor:
1) Soldaki 1. terim her bir ¢ € (0,7 i¢in tamimhdir. O halde

e (K1) EI/Ol u?(z,t)dz € C[0,T)

kogulunun saglanmasi gerekmektedir.

2) Soldaki 2. terimin anlamlh olmasi igin
o (K2) u, € Lao(S) , Vt € (0,T]

kogulunun saglanmasi gerekmektedir.

(K1) kosulu u(z,t) iki degiskenli fonksiyonu igin
u € Loo([0,T7; HO(0,1)), L2(0,1) = Ly(0,1)
olarak, (K2) kogulu da

u € Ly((0,T); HY(0,1))
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olarak ifade edilir.

Boylece (2.1) parabolik probleminin zayif ¢6ztimii igin en dogal uzay
VE0(Qr) = Loo([0,T]; L2(0,1)) N Lo((0, T); H(0,1))

Sobolev uzay1 olarak tanimlanir. (2.8) esitsizliginden de goriildiigi tizere, (2.5) kosullar

u € V0(Qyr) olmast igin yeterlidir.

Teorem 2.2. [5] Eger (2.5) kosullar saglanwor ise (2.1) probleminin u € V'0(Qr)

zaysf ¢ozimd i¢cin asagidaki onsel degerlendirme saglanar:

ma )10 + 130, < €0 [I0lson + 1F sy + 1710 - (28)

Zayif ¢oziimiin varlig ilk kez [25]’de verilmistir ve halen Kismi Tiirevli Denklemlerin
zayif ¢oziim teorisi olarak yaygin bi¢imde kullanilmaktadir.[9][10]

Burada asagidaki sonuglar1 kullanacagiz:

Lemma 2.3. [22] H'Y(Qr) uzayinda her sinurh kiime Ly(Qr) 'de kompakttur. (Bu lemma

Rellich Lemmast olarak bilinmektedir.)

Sonug 2.4. [23] Rellich Lemmast HY(Qr) 'nin Lo (Qr) uzayinda gémiilmesinin kompakt
oldugunu gésterir; bu HYH(Qr) < Lo(Qyp) seklinde gésterilir.

(2.1) probleminde k(z) # sabit durumunda herhangi bir spektral yaklagim yontemi,
ve bundan dolay1 Tekil Deger Ayrisimi yaklasimi uygulanamaz. En azindan Fourier
yontemiyle k(x) # sabit durumunda 6zdegerler agik bigimde bulunamaz.

Bundan dolay1 burada ® girdi-¢ikt1 operatoriiniin kompaktligini enerji yontemine dayali

bir yaklagimla verecegiz.

Teorem 2.5. [17][26] Her H Hilbert Uzayr zayif kompakttr.

Bu teorem, ||uy||g < ¢1, ¢1 > 0 durumunda H uzaymda {u,} dizisinin zayif yakinsak

bir {u,,} alt dizisinin var oldugu anlamma gelir.

Teorem 2.6. {f,} CL2(0,T) fonksiyon dizisi f(t), fonksiyonuna L2(0,T") de zayif yakinsak

dizi olsun:
fu(t) = f(t), n — oo. Eger up(z,t) := u(z,t; frn), n = 1,2,3,..., dizisi de (2.1) diiz
probleminin ilgili ¢ozim dizisi ise, o halde her bir x € (0,1) vet € (0,T] i¢in {u(z,t; fn)}

dizisi, VI0(Qr) uzaymda u(z, t, f) fonksiyonuna gigli yakinsar.



Kamt. vy (z,t) = u(z,t) — up(z,t) olmak lizere agagidaki problemin ¢éziimi olsun.

(vn)y = (k(x)(vn)y)a: (2,1) € Qr
vp(2,0) =0, x€]0,]] (2.9)
—k(O)(Un)m(O,t) = f(t) - fn(t)v 'Un(lat) = 07 te (OvT]

Denklemin her iki tarafim v, (z,t) ile carpalim, €, bolgesinde integralleyelim ve kismi

integralleme formiiliini uygulayalim.

It

| [ 1) 00 = () (@), )] dadr =0
0 Jo

l t
5 vt nde [ [ s@2ier = [0 - )0,

>k / / (vn)2dzdT
Q

Yo, € VE0(Qp) igin M, = supye(o,1)[|vn(0,t)[] olarak tanimlansin.

l t
% /0 vn2(@, £)dz + b / /Q (oo dedr < M, /0 (F() = fult))dt (2.10)

Yukaridaki (2.7) esitsizliginden goriindiigii tizere fn(t) — f(t), n — oo. her bir z €
(0,1) ve t € (0,T] igin {u(z,t; f,,)} dizisi, V10(Qp) uzaymda u(z,t, f) fonksiyonuna
gliclii yakinsar.

Teorem 2.7. [12] ® : f € Lo(0,T) — Lo(0,T) girdi-¢ikts operatéri kompakt ope-

ratordur.
3f € Lo(0,T), Hfm} C{fu}s frn = f, m =00

Kanat. Teorem (2.5)'ya gore u(z,t; fr) — u(x,t; f), V¢t € [0,T], m — oo. Burada
x = 0 yazarsak u(0,t; ) — u(0,¢; f) sonucu elde edilir. Yani T operatorii sinirh diziyi

yakinsak diziye doniigtiirdiigiinden dolay1 operatér kompakttir. O

Uyar 2.8. 3.Boliimde anlatilacak iki boyutlu ters problemin kompakligi da ayni sekilde

kolayca gosterilebilir.



2.3 Eslenik Problem Yaklasimi ve Quasi Cozumiun Varhgi
ve Tekligi

Ls(0,T) uzaymnda tanmmh f bir fonksiyonuna bagh J(f), J : L2(0,T) — R fonksiyoneli-

nin Fréchet gradyanimi tanimlayalim[26].

Tanim 2.9. Vf, f+ Af € Ly(0,T) igin

J(f+AF) = J(f) = (AU, AL) + ol AN 0m))

olacak sekilde bir A : Ly — Lo operatorii var ise bu operatoére J(f) fonksiyonelinin

Fréchet gradyan denir ve J'(f) olarak gosterilir:

J(F+AF) = I = (), A ooy + ol ANZ,0.1)

fy [+ Af € F olmak iizere J(f) deger fonksiyoneli igin gradyan formiiliinii elde etmek
amaciyla, bu deger fonksiyonelinin birinci varyasyonunu AJ(f) := J(f + Af) — J(f)
seklinde gosterelim. Bu durumda Au(z,t; Af) = u(z, t; f + Af) — u(x, t; f) fonksiyonu

hesaplayalim.Buna gore

Aup = (k(x)Aug)z, (z,t) € Qp,
Au(z,0) =0, z € [0,1] (2.11)
—k(0)Aug(0,t) = Af(t), Au(l,t) =0, t € (0,T].

parabolik probleminin ¢éziimii olmak {izere

T T
AJU):Q/[AMQ@Aﬁ—JﬂﬂAMQmAfMﬁ+/[AMQmAﬁPﬁ (2.12)
0 0
esitligini elde ederiz. p(x,t; f) fonksiyonu

pr = —(k(z)pa)z (z,t) € Qr,
o(z,T) =0, €[0,1], (2.13)
—k(o)%(oa L f) = Q[U(Oa T; f) - h(t)]a QD(L t) = 07 te (Oa T]a

parabolik probleminin ¢éziimi olan bir fonksiyon olsun.

(2.11) esitliginin sol tarafindaki integrali (2.13)problemi yardimiyla agagidaki gibi yeni-

den diizenleyelim:

T 1 T !
| [sueeneen= [ [ E@auesan.ge o



/Ol[Aua:tf (z,t; £)|Edx] — //got:ctf)Au(xtf)
_/OT

2) Mg : ol s )b — /0 k() pa(a.1: ) Dy (. t; f)da)dt
T

T
N /0[k(x>@$(x7t;f>Au<x,t;f>6

O

/ k() palt, t ))a Bl t; f)da]dt

0

(2.11) ve (2.13) problemlerindeki sinmir kogullarimi dikkate alarak asagidaki integral 6zdesligi

elde ederiz:
T T
2 [ [u0.6:0) - HOIAUO. 6 AN = [ o0 DASOE, Vi F. (210
0 0

(2.14) esitligi yardimiyla VA f € F olmak tizere J(f) deger fonksiyonelinin birinci var-

yasyonu icin

T
AJ(f) = /0 (0 PAL@) + o | Au(, t AP)2) 1) (2.15)

T
o(Iau(e. 6 A yep) = [ 0l0.6 DS

formiiltine ulagiriz.

Lemma 2.10. € > [/(2ks) > 0, ki« = minjyk(z) > 0 olsun. (2.11) parabolik problemi-

nin Au € V10 (Qr) ¢ozimi i¢in asagidaki egitsizlik saglanr:

1Au(0,; F)II7 0,7y < ||Af||L2(0l = [|Au(0, 5 £)II* = O(IAFI?).

_lap
= [k« 25]

Kamit. (2.11)’probleminin her iki tarafini da Aw ile garpip Q7 boélgesinde integralleyip
ve problemin baslangic ve smir kosgullarini dikkate aldigimizda elimizde asagidaki enerji

esitligini elde ederiz.

/ / AUz (2, t, )] dxdt—i—/[Au(:ct f) 2dx—/ Af(t)Au(0,t; f)dt

Daha sonraki adimda esitligin sag tarafina cauchy-¢ egitsizligini ve Poincare esitsizligini

uyguladiktan sonra sonraki adima gegeriz.

10



T l l
— ug(z, t; £)?dx 2
[2¢k, 1]/0 /O[A (.t )] dtg/o Af(t)%dt

En son olarakta ¢ 'u e > 1/(2ks) > 0, ki = minj k(x) > 0 olacak sekilde segersek
(2.10)™4 kanitlamig oluruz. O

Bu lemma ile (2.15)esitligindeki son integralin o([|Af||) 1, (o, ile siirlandigimi gortermis
olduk.

Tanmim 2.11. (2.13) parabolik problemine (2.18) — (2.2) LTAP1 probleminin eglenik
problemi (”adjoint problem”) denir.[1]

Boylece tamima gore J(f) deger fonksiyonelinin J'(f) Fréchet gradyanim

J'(f)(@) = (0, f)

seklinde buluruz.

Bu formiil .J(f) deger fonksiyonelinin .J'(f) Frechet gradyanmin iyi taniml ters yonlii pa-
rabolik eglenik probleminin ¢(0, ¢; f) simirdaki degerinin oldugunu gosterir. Bunu J'(f(¢)) =
(0, .; f) bigiminde gosteririz.

Lemma 2.12. (2.5) kosulu saglandigi zaman, J(f) C* Hélder simifindandur ve

IJ(f +AF) = T(F)ll oo,y = LIAO, ¢, )l zoo,1)

olacak sekilde

[J(f+Af) = T(F)lloory < LIASfgo,r), Vf+Af €F

ve L > 0 Lipschitz sabiti L = 1//2k.e,e € (0, 2k, /1?)

Kanit. Ap, Ap(z,t, ) = o(x,t, f + Af) — o(x,t, f) ve ¢ € VIO(Qr) asagidaki prob-

lemin ¢6ziimii olacak sekilde:

Apy = —(k(x)Ape)a (2,t) € Qr,
Ap(z,T) =0, €]0,], (2.16)
*k(O)ASD:L‘(Oa t; f) = 2“(07 T; f)v Ago(l, t) =0, te (07 T],

(2.16) probleminin her iki tarafini Ap(x,t, f) carpip Qp bolgesinde integralledigimiz

zaman asagidaki enerji 6zdesligini elde ederiz.
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// MA@y (z,t, f)] d:cdt+/[A<p(x0f)] x—2/ Au(0,t; £)e(0,t; f)dt

Enerji Ozde@ligi yardimiyla
T pl T
b [ [ Bt fdede <2 [ Au(o.60)00.6 P
0 0 0

Yukaridaki esitsizligin sol tarafinda Poinkare egitsizligini ve Lemma2.3’1 kullanarak

teoremin kanitim elde ederiz. O

Teorem 2.13. (2.5)’i kosulu saglandiginda f° € F olacak sekide segilecek herhangi bir

baslangic asagidaki stire¢ seklinde verilir.

Iterasyon H°(Qr) normunda quasicoziim olan f* € F, f*'e yakinsar. Bununla beraber

J(f™) fonksiyonel dizisi asagidaki esitsizlige gore monoton azalan ve yakinsaktur.

0< J(f") —J(f*) <2Ld*n"',d>0,n=0,1,2,..

Burada L > 0 Lipschitz katsayisidar.

2.4 LTAP1 Problemi icin Fourier Yontemi

(2.1) probleminde k(x) = k > 0 geklinde sabit oldugunu varsayalim. Bu durumda bu
problemin ¢oztimiinii v(x, t), w(z, t) fonksionlarimin toplami seklinde varsayalim: u(z,t) =

v(z,t) + w(z,t). Burada v(z,t) fonksiyonu

vy = kvge, (x,t) € Qp
v(z,0) = up(x), = €]0,]] (2.17)
v(l,t) = h(t), v(l,t)=0, te(0,T]

probleminin, w(z,t) fonskiyonu ise

Wi = kWgyy + F(l’,t), ((L‘,t) € Qr
w(@,0) =0, ze0,l] (2.18)
w(0,t) =0, w(l,t)=0, te (0,T]

probleminin ¢6zmiimiidiir. Genel kismi tiirevli denklemler teorisinden de bilindigi gibi

(2.14) probleminin ¢éziimii olan v(z,t) fonksiyonu
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{—x

14

Y B T rt -
o(z,t) = /0 G,y ) (€)dE + /0 /0 G, y:€.7) (€ r)dr + = Ehr)

olarak elde edilir. Benzer sekilde (2.15) probleminin ¢6ziimii olan w(x,t) fonksiyonu ise

/oT /02 Gz, y: &, T)F (€, 7)dr

olarak bulunur. Burada G(z,y;¢,7), ve G(z,y;€) Green fonksiyonlar ile f ve ¢ fonksi-

yonlar1 agagidaki gibi tanimlanir.

] 2 _(nE\2Rpy . M MW
G(z,y;¢) :ZZexp ) ()sm(Tﬁ)sm(Tx)
] 2 (REV2h(p—g) . M M
G(.T,y, 577—) == z Z&”L’p ( L ) ( )Szn(Tf)S’LTL(T.f)
= {—x
{—x
= uo(w) — —;—h(t)

Sonug olarak aradigimiz f(¢) fonsiyonunu da seri toplami iizerinden tiirev alarak agsagidaki
gibi buluruz.[16]

f(t) = kv (0,1)) + kw,(0,1))
T i ' ~ 1
:k/o /(;Gm(oat;é.v'r)[f(fa'r)+F(§77_)]d7'+/0 Gz(O,t;g)gp(g,T)ngrzh(t)

Uyari 2.14. (2.20) Fourier yontemi ile elde ettigimiz f(¢) Aki fonksiyonunun seri agiliminin
yakinsakligi Analiz’den bildigimiz serilerin yakinsaklig: i¢in kullanilan ”M testi” ile ko-

layca gosterilebilir.

2.5 Eslenik Gradyan Yontemi

t zaman degigkenine baglh f(¢) aki fonksiyonunun belirlenmesi probleminde, uygun dur-
durma adimim segerek Eslenik Gradyan Yontemini (EGY) kullanalim. M. R. Heste-
nes ve K. Stiefel tarafindan gelistirilen bu yontem, katsayr matrisi simetrik ve pozi-
tif tanimli olan lineer denklem sistemlerinin sayisal ¢oziimii i¢in kullanilan iteratif bir

algoritmadir.[10][15][14][20]

Oncelikle unutmamaliyiz ki A, mxn (m,n) boyutlu bir matris olmak iizere Az = b lineer
denklemler sisteminin ”en kiiclik kareler ¢oziimii” icin kullanilan yontemlerin baginda
"Eglenik Gradyan Yontemi” gelmektedir.Genellikle boyle sistemlerin kesin ¢oziimii yok-

tur bu sebeple
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Ji(x) := ||Az — b||*,z € R"

fonksiyonunun minimunu bulmak bir yaklagik ¢oziim yaklagimidir, burada ||.||, Euclid
normunu gostermektir.En kiiclik kareler yontemini ¢ozmek igin standart yaklagimlar
QR-algoritmasi ve Eglenik Gradyan Yontemidir.Biz ikincisinin lineer sistemler igin bi-
lindigini g6z ontine alarak, bu yontemi ¢ f = h operator denklemi icin formiile edecegiz,

burada ¢ : Lo — Lo lineer, simirli operator, ¢* ise onun eglenigidir.

Asgagidaki fonksiyoneli tanimlayalim.

J(f):=llof —hli, = (of —h,of —h),f€F

Bu durumda yontemin algoritmas: agagidaki akis semasi ile verilir;

1. Adim
n = 0 al, £ (t) baglangic iterasyonunu sec , (2.1) probleminin wu(z,t; f*) ¢oziimiinde
kullanilacak

r() (t) :== (@f(n))(t) —h(t)7).

rezidii degerini hesapla.
2. Adim
J'[f™] gradyanm hesapla.p(™ (t) inig yéniinii

() (4) .= ,
pM(t) = " [EACLR .
J(/)z(f( ))(t) + “J&(f(n—l))ﬁg(o -

Lo(0,1)

p= (), n>1.

kuralina gére bul.
3. Basamak

B > 0 inig parametresini

Ja(f — B p()) = arg mingep Jo(f™ — Bp™),

B = (@f™ —h()?,®p™)+a(fM p) _ 1 (J4(f) p(m))

1P Z_ o +alb ™2, 0y 2 T8N, o Talp™IZ, o)

formiiliine gére hesapla.
4. Basamak
FON @) = fM(t) — MM (z) formiiliinii kullanarak £+ (¢) fonksiyonunun n + 1.

14



iterasyonu hesapla.
5. Basamak

€y durdurma parametresi olmak tizere;

P 1,00 < €,

saglaniyor ise 6. adima git;Aksi durumda n := n + 1 secerek 2.adima don.
6. Basamak

Iterasyonu durdur ve f("+1(¢) fonksiyonunu quasi ¢oziim olarak belirle.

Lemma 2.15. p(") inis yoni, J(f(”+1)) fonksiyonelinin gradyanina ortogonaldir;
(Ja(fO D), p) =0

Kanat. 1) .= () _ g(0)p() oldugundan kamt1 dogrudan asagidaki sekilde elde ede-

riz:

(J' (D), p)) = (28*(@ f T — h(t)7,p™)
= (20%(2f" — ”)fbp )) — h(t )7 p(”)> +2a(f™) — pp™) p(m)
= (2®*(®f™) — h(t)7),p™) — 280 (*Dp™), p())
= (J'(f™),pl )> 23 (H‘I’P(")H2+a||p |I?) =o.

O
Bu algoritmada (2.1) diiz probleminin ve (2.6) eslenik probleminin sayisal ¢oztimleri sz
konusudur.Her iki problemin sayisal ¢éztimii i¢in kullanilacak sonlu fark semas1 agagidaki

gibidir. Bu semanin yaklagim hatasi o(72 + h?)’dir[Samarskii, 2001].

Diiz Problemlerde Kullanilacak Sonlu Fark Semast

G, J J+1_ g+l J+1_, 41 j —yl
W= {[k'z+1/2yl+1 T — ki1 e L o+ Ky o — ki 1/2 y’ 1]}
R Y F] i=1N, —1,j=0,N;, — 1,7 = Tf/Ny,h = /N,

(2.19)

J+1_ g J+1_,g+1 J_ .
72— o5 4 1G4 ]+ 7 4 7G|+ S+ )

[ j=0,N,—1 1yN =0,7=0,N;— 1
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Burada yi = u(z;,Y5) ve kiy1/2 = k(xi41/2) anlamindadir.

Problemlerde kullanilacak sebeke ise;

ng = {(.TZ, tj)|hx = l/(Nx—l), hy = T/(Nt—l);xi = -Ti—l"‘hz,tj = tj_l-f-ht, 0, N, 0, Nt}

2.6 Ek Kosulu Sinirda Verilmis Bir Boyutlu Lineer Olma-
yan Parabolik Ters Aki Problemi

(2.18) probleminde k(z) 1s1 gegirgenligi katsayisi u(z, t) ¢oziim fonksiyonuna bagh oldugundan
elde edilen probleme Bir Boyutlu Nonlineer Parabolik Problemi denir.Buna gore ters

problem agagidaki gibi tanimlanir: < u; f > fonksiyon c¢iftini

ur = (k(w)ug)z + F(z,t), (z,t) € Qp
u(z,0) = up(z), = €0, (2.20)
—k(wua,_, = f(t), u(l,t)=0, te(0,T]

problemi ve u(0,t) = h(t) esitlikleri saglayacak sekilde buluruz. Bu ters problemi NTAP1
seklinde gosterelim. Nonlineer ters parabolik problemin conjugate Gradient Yontemi
ile ¢oziimii icin ,6nce Nonlineer ters problemi agagidaki gibi lineerlestiriz.Boylece ters
problem her bir iterasyon icin agagida tammlanan f olmak tizere < u(™, f > fonksiyon

¢iftinin arandig: lineer ters parabolik probleme dontisiir.[24]

uf™ = (kD)) + F(a,t), (2,t) € Qp
u™(2,0) = ug(z), x€[0,]] (221
—k(u D) = F@), w0 =0, te (0,7

w1 bilinen olmak iizere k(z,t) := k(u" Y (z,t)), @ := u™ (z,t); olarak tammlarsak

(2.21) problemi her iterasyon igin ;

w = (kug)e + F(x,t), (2,t) € Qp
u(z,0) = up(x), €0, (2.22)
—k(z, gy, = f(t), ull,t)=0, te(0,T)

2.22 problemine doniistir.
Boylece Lineer olmayan ters problemin ¢oziimii her iterasyonda Lineer ters problemine

doniisiir ve |[u(™) —u® )| <&, € > 0 esitsizligi saglanacak sekilde iterasyonlar de-

vam ettirilir.
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Uyar: 2.16. (2.20) Lineer olmayan problemin yakinsamasi k(z) fonksiyonunun agagidaki

ozellikleri saglamasi kogulu ile gerceklesir.

c1 > k(&) >co>0 (2.23)
k(€) + 26K (€) > 70 > 0, € € (0,67 (2.24)

2.7 Lineer ve Lineer Olmayan Diz ve Ters Problemler icin

Sayisal Ornekler

Ters problemlerde kullanilacak herhangi bir method igin, herseyden 6nce ilgili diiz prob-
lemin optimal sebeke parametrelerinin se¢imi ¢cok 6nemlidir.Diger bir yandan ters prob-

lemde kullanilacak iterativ methodu en etkili bir bicimde kullanilmasim saglar.

D1z Problem icin Sayisal Degerlendirmeler

Ornek 1: Siireksiz Katsayili Diiz Problem: (2.18) probleminde girig verilerini
asagidaki gibi secereck optimal sebeke parametrelerini belirleyelim. Bunun igin, 6nce-
likle Q7 icin sebeke olusturalim. Buna gore (0,l,) araligim (N, > 0)N, — 1 parcaya,
(0,T) araligin ise (N; > 0)N; — 1 parcaya bolelim. Ele alinacak tiim 6rnek problemler
iginlp, =1veT =1 dir.

1, = >0ise
k(z) =
2, <0

uw(z,t) = 0.5e7(x — 1)cos(2nt), (z,t) € Qr
up(z) = 0.5(x — 1) € [0,]] (2.25)
—k(0)uz(0,t) = 0.5etcos(2nt), u(l,t) =0, te€ (0,7
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TABLO 2.1: Ornek 1 deki Siireksiz katsayih Diiz Problem icin Sayisal Sonuclar

Ny | N | he | bt | Lol
21 | 51 [0.05| 0.02 | 0.24x107*
21 | 101 | 0.05 | 0.01 | 0.24x107!
21 | 151 | 0.05 | 0.0067 | 0.24x10~*

Tablo 2.1’den de goriilecegi gibi optimal sebek parametreleri (N, x N;) = (21 x 151)

Ornek 2: Degisken Katsayili Diiz Problem:

u(z,t) = 0.5¢ (z — 1)cos(2mt);, (z,t) € Qr

(r) =22 +1

k
f(t) = 0.5t2e"tcos(2mt), u(l,t) =0,

TABLO 2.2: Ornek 2 deki Degisken katsayili Diiz Problem icin Sayisal Sonuglar

olarak belirlenir.

ug(z) = 0.5(x — 1),z € [0,]

t€(0,7]

N, | Ny | ha | ht ”“m';jjw
21 | 51 |0.05| 0.02 0.16x102
21 | 101 | 0.05 | 0.01 | 0.8751x1073
21 | 151 | 0.05 | 0.0067 | 0.6012x10~3

(2.26)

Tablo 2.2’den de goriilecegi gibi optimal sebek parametreleri (N, x N;) = (21 x 151)

Ornek 3:Lineer Olmayan Diiz Problem:

(2.20) probleminde girig verileri olarak asagidaki degerleri alalm.

Hu(”)) — u(”_l))H < ¢eicin € = e — 4 secelim.

olarak belirlenir.

u(z,t) = 0.5e7 (x — 1)cos(2nt);, (x,t) € Qp

k(&) =1/(1+9),
—k(u)ug|y—0 = f1(t), u(l,t)=0,

¢ =u2(z,t), uo(z)=0.5(x—1),2¢€][0,]]

18
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TABLO 2.3: Ornek 3 deki Lineer Olmayan Diiz Problem i¢in Sayisal Sonuclar

N, | Ny | ha | ht T
21 | 51 | 0.05| 0.02 0.16x10~2
21 | 101 | 0.05 | 0.01 | 0.8914x103

21 | 151 | 0.05 | 0.0067 | 0.613x1073

Tablo 2.3’den de goriilecegi gibi optimal sebek parametreleri (N, x Ny) = (21 x 151)

olarak belirlenir.

EGY’inin ve Fourier Yénteminin Ters Problem Uzerindeki Performans:

Bu boliimde (2.3) boliimiinde tamimlanmig EGY algoritmasinin ve Fourier yonteminin

LTAPI1, LTAP2 problemleri iizerindeki sayisal sonuclari incelenmistir.

Verilen biitiin 6rneklerde (2.1)diiz probleminin up(x,t; f) sayisal ¢oztimiinden tireti-
len h(t) ek verisi giiriiltiisiiz olarak verilmistir.Giiriiltlisiiz h(t) ek verisi gergek ha-
yatta miimkiin olamayacagindan dolay1 h(t) ek verisine, biiylikliigiiniin rastgele bir
"4 hata seviyesi eklenir h(t) = h(t) + yrand(h)||h||s. Bu hata paymimn h(t) ek veri-
sine etkisini azaltmak icinse Matlab’da ” smooth” komutu ile uygulanan ”giiriiltili veri
piiriizsiizlegtirme teknigi” kullanilacaktir.Bu teknik her veri noktasini komsu veri nok-

talarinin ortalama degerleri ile degistirerek verileri diizeltir.

” b

Burada gozlenmesi gereken grafiklerden ve tablolardan cesgitli ”4” hata seviyelerine
gore iterasyon sayisimun degisimi, e(n, f;v) yaklasim hatas1 (e(n, f;v) = |Jun(0,.;) —

h()llLso,r) ve E(n, f;7) yakmsakhk hatasmm (E(n, f;7) = ||f — fallp,[o.my) dav-
raniginin incelenmesi ve optimum iterasyon sayisi icin rastgele 6l¢tim hatasi degerinin

ters problemin ¢oziimiine yansimasinin degerini belirlenmesidir.
Ornek 1: Siireksiz katsayili lineer ters problemin EGY ile bulunmasi
Bu 6rnekte h(t) := u(0,t) ek verisi,(2.18) diiz probleminin uy(x, t; f) sayisal ¢oziimiinden

tiretilmistir.(2.1) — (2.2) ters probleminde F(xz,t) = 3sin(3rz), f(t) = 0.5etcos(2rt),

uo(t) = 0 ve u(lz,t) = 0 gibi olsun ve Difiizyon katsayisini ise agagidaki gibi segelim.

1, x> 0ise
k(z) =
2, <0
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I:I5 T T T T T T T T T

Kesin fit) Gozdmi
' —# —y=2%fit)
——y=2% fit),

0.1 0z 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 049 1

SEKIL 2.1: Stureksiz katsayil lineer ters problemde v = 2% giirtiltii seviyesi ile ve-
rilen h(t) fonksiyonuna yapilan piiriizsiizlestirme sonucu Aki fonksiyonlarimin grafik-
leri.(Piirtizsiizlestirme sonrast f3,(t) p,oncesi fi,(t))

— By =2%
=%
plhy) y=2%
vl y=2% [

y1]
—
=

—

aq B

0.05 {

Hatalar E(n;) vwe e(ny)

D -I-. Tt '-I [ 1 [
0 100 200 30 40 &00
terasyon Sayisi

BO0 700

SEKIL 2.2: Siireksiz katsayili lineer ters problemde 2% giirtiltii seviyesi ile ile verilen h(t)
fonksiyonuna yapilan piiriizsiizlegtirme sonucunda yakinsama ve yakinsaklik grafikleri.
(Piirtizsiizlestirme sonrasi ep(n, f;7v), Ep(n, f;7), oncesi e(n, f;7), E(n, f;7))
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I.f = frlloe Mf=finllL,
/1o Tz,
v =0% 0.2 x 101! 0.57 x 10~ 1

v = 2%, Piiriizsiizlestirmesiz | 0.1676 x 10~' | 0.2518 x 10°
~ = 2%,Piiriizsiizlestirmeli | 0.1286 x 10~! | 0.1535 x 10°

Hata Oranlar:

TABLO 2.4: Siireksiz katsayili lineer ters problemde 2% giiriiltii seviyesi ile verilen h(t)
fonskiyonunun piirtizsiizlegtirme sonucunun (f(¢)) Aki fonksiyonuna etkisi

I:I5 T T T T T T T T T

Kesin fit) Gozdmi
— 4 —=5% fit)

0.1 0z 0.3 0.4 045 06 0.7 0.5 0 1

SEKIL 2.3: Siireksiz katsayil lineer ters problemde 5% giiriiltii seviyesi ile ile verilen h(t)
fonksiyonuna yapilan piiriizsiizlegtirme sonucunda yakinsama ve yakinsaklik grafikleri.
(Piirtizstizlegtirme sonrasi ep(n, f;7), Ep(n, f;7), oncesi e(n, f;7), E(n, f;7))
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SEKIL 2.4: Siireksiz katsayil lineer ters problemde 5% gliriiltii seviyesi ile ile veri-
len h(t) fonksiyonuna yapilan piiriizstizlestirme sonucu Ak fonksiyonlarmin grafik-
leri. (Pliriizsiizlestirme sonras1 f,(t) p,0ncesi fy,(t))

— Hf_fh”oo HfffthLQ
Hata Orami=5% T e

Piiriizsiizlestirmesiz | 0.17 x 10° | 0.1 x 10"
Piiriizsiizlestirmeli | 0.16 x 10 | 0.9 x 10~!

TABLO 2.5: Siireksiz katsayili lineer ters problemde 5% giiriiltii seviyesi ile ile verilen
h(t) fonskiyonunun piiriizsiizlegtirme sonucunun f(¢) Aki fonksiyonuna etkisi

Ornek 2: Degigken katsayili lineer ters problemin EGY ile bulunmasi

Bu ornekte de h(t) := u(0,t) ek verisi analitik ¢dziimden iiretilmigtir. Problemin sag

tarafi olan F'(x,t) ise (2.1) denklemine yazilarak hesaplanmigtir.

u(x,t) = 0.5e " (x — 1)cos(2nt);, (x,t) € Qp
k(z) =2%+1 ug(z) =0.5(x — 1),z €0,] (2.28)
f(t) = 0.5t%e"tcos(2nt), u(ly,t) =0, te(0,7]

Buradaki u(z,t) fonksiyonu (2.18) probleminin ¢dziimiidiir
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0.1z

0.1

Elniy) =2%
e(niy) =2% ]
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SEKIL 2.5: Degisken katsayili lineer ters problemde 2% gliriltii  seviyesi

ile verilen h(t) fonksiyonuna yapilan Pirlizsiizlestirme sonucunda yakinsama ve

yakinsaklik grafikleri.(Piiriizsiizlegtirme sonrasi ep(n, f37), Ep(n, f;7), oncesi
e(n, f;7), E(n, ;7))

I:IE T T T T

0.4

-,

0z

fit)

_|:|.2*

04k Kesgin f{t) Gozlma
—# —v=2% § ()
ngk — 2% it i
08 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
1

SEKIL 2.6: Degigken katsayil lineer ters problemde 2% giiriiltli seviyesi ile verilen h(t)
fonksiyonuna yapilan Piirtizsiizlegtirme sonucu Aki fonksiyonlarinin grafikleri.
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II.f = fhlloo Mf=finllL,
Hata Oranlar KPS i

v = 0% 0.85 x 1072 | 0.3 x 107!
v = 2%,Piiriizsiizlestirmesiz | 0.12 x 10° 0.2 x 10°
v = 2%,Piiriizsiizlestirmeli | 0.56 x 10~! | 0.927 x 10~!

TABLO 2.6: Degisken katsayili lineer ters problemde 2% giiriiltii seviyesi ile verilen h(t)
fonskiyonunun piiriizsiizlegtirme sonucunun (f(t)) Ak fonksiyonuna etkisi

05}
04}
=
=
Ll
L 03¢
-\-.E:- ......... El:n,T:IIFE%
o
= &(ny)=5%
% 0.2 E(my)./=5% |
By =5%
D1 ....................... 7

|:| 1 i i
1] 100 200 300 400 a00 GO0 700
iterasvnn Murnarasi

SEKIL 2.7: Degisken katsayilh lineer ters problemde 5%  giirtiltii seviyesi ile

verilen h(t)  fonksiyonuna yapilan piliriizsiizlegtirme sonucunda yakinsama ve

yakinsaklik grafikleri. (Pliriizsiizlegtirme sonrasi ep(n, f;v) , Ep(n, f;7), oncesi
6(’1’L,f;’y)7E(TL, f;’y))
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SEKIL 2.8: Degisken katsayili lineer ters problemde 5% giirtiltii seviyesi ile veri-
len h(t) fonksiyonuna yapilan piiriizsiizlestirme sonucu Aki fonksiyonlarmin grafik-
leri.(Piirtizsiizlestirme sonrast fy,(t) p,oncesi fi,(t))

Hata Oram=5% 1S = nlloo LEje 0
(RS /1L,

Piiriizsiizlestirmesiz | 0.1288 x 10 | 0.23 x 10°
Piiriizsiizlestirmeli | 0.91 x 10~ | 0.1416 x 10°

TABLO 2.7: Degisken katsayili lineer ters problemde 5% giiriiltii seviyesi ile verilen h(t)
fonskiyonunun piiriizsiizlegtirme sonucunun f(¢) Ak fonksiyonuna etkisi

Ornek 3: Lineer olmayan ters problemin EGY ile bulunmasi
Bu 6rnekte ise h(t) := u(0, t) ek verisi,(2.18) diiz probleminin uy (x, t; f) sayisal ¢éziimiinden
tiretilmigtir.(2.1) — (2.2) ters probleminde F(xz,t) = 3sin(3wz), f(t) = 0.5e'cos(2nt),

uo(t) =0 ve u(ly, t) = 0 gibi olsun ve Diflizyon katsayisim ise agagidaki gibi secelim.

k) =1/(1+¢), =ul(zt), [u™)—ulr D) <e e=e—4
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SEKIL 2.9: Lineer olmayan ters problemde 2% giiriiltii seviyesi ile verilen h(t) fonksiyo-
nuna yapilan piirtizsiizlestirme sonucu Ak fonksiyonlarinin grafikleri.(Piiriizstizlegtirme
sonrast fp(t)p,oncesi fp(t))

ILf—fhlloo Tf—finllz,
Hata Oranlarn i 171,
v = 0%, 0.25 x 1071 | 0.6 x 107!

v = 2%, Piiriizsiizlestirmesiz | 0.51 x 107! | 0.12 x 10°
v = 2%, Piirtizsiizlestirmeli | 0.17 x 10~ | 0.4 x 107!

TABLO 2.8: linner olmayan ters problemde 2% giiriiltii seviyesi ile verilen h(t) fonski-
yonunun piiriizsiizlegtirme sonucunun f(¢) Aki fonksiyonuna etkisi
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SEKIL 2.11: Lineer olmayan ters problemde ~ = 5% gliriiltii seviyesi ile verilen h(t)
fonksiyonuna yapilan piiriizsiizlegtirme sonucunda yakinsama ve yakinsaklik grafikleri.
(Piirtizsiizlegtirme sonrasi ep(n, f;v), Ep(n, f;7), oncesi e(n, f;7), E(n, f;7))

25 T T T T T T
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SEKIL 2.12: Lineer olmayan ters problemde v = 5% giiriiltii seviyesi ile veri-
len h(t) fonksiyonuna yapilan piiriizsiizlestirme sonucu Aki fonksiyonlarmin grafik-
leri.(Piirtizsiizlegtirme sonrasi fp(t) p,oncesi f5(t))

27



Hata Oram=5% ILf = frlloo Mf=FinllL,
1flloo 1Ly

Piiriizsiizlestirmesiz | 0.9 x 101 | 0.22 x 10°

Piiriizsiizlestirmeli | 0.61 x 10! | 0.15 x 10°

TABLO 2.9: Linner olmayan ters problemde 5% giiriiltii seviyesi ile verilen h(t) fonski-
yonunun piiriizsiizlestirme sonucunun f(¢) Ak fonksiyonuna etkisi

Ornek 4: Sabit katsayili ters problemin Fourier Yontemi ile bulunmasi
Bu 6rnekte girig verilerini fonksiyonlarim birinci 6rnekteki gibi alahm.h(t) := u(0,t) ek

verisi,(2.1) diiz probleminin analitik ¢éziimiinden iiretilmigtir.

0.6 - . . .
0.4
0.2

.

Kesin fit) Cozidmo

06} — = - ¥=2% 4 1)
S y=D% L),
08 ' ' : :
0 0.2 0.4 06 0.8 1
t

SEKIL 2.13: Sabit katsayil lineer ters problemde v = 2% glriiltii seviyesi ile ve-
rilen h(t) fonksiyonuna yapilan piiriizsiizlestirme sonucu Aki fonksiyonlarmin grafik-
leri.(Piiriizsiizlegtirme sonras1 fp,(t) p,0ncesi fp(t))

Hata Oram:2% 1f = falloo % %

Piiriizsiizlestirmesiz | 0.6708 x 10" | 0.2707 x 10° | 0.33 x 10"
Piiriizsiizlestirmeli | 0.2922 x 10° | 0.1179 x 10° | 0.1603 x 10°

TABLO 2.10: Sabit katsayili lineer ters problemde 2% giiriiltli seviyesi ile verilen h(t)
fonskiyonunun piirtizsiizlegtirme sonucunun (f(¢)) Ak fonksiyonuna etkisi
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SEKIL 2.14: Sabit katsayili lineer ters problemde ~ = 5% giriiltii seviyesi ile ve-
rilen h(t) fonksiyonuna yapilan piiriizsiizlestirme sonucu Aki fonksiyonlarimin grafik-
leri.(Piirtizsiizlegtirme sonras1 fp,(t) p,Oncesi fp(t))

Hata Orani:5% FE- % %

Piiriizsiizlestirmesiz | 0.15244 x 10" | 0.6153 x 10° | 0.7046 x 10"
Piiriizsiizlestirmeli | 0.9582 x 107 | 0.3868 x 10° | 0.457 x 10Y

TABLO 2.11: Sabit katsayili lineer ters problemde 5% giiriiltli seviyesi ile verilen h(t)
fonskiyonunun piirtizsiizlegtirme sonucunun (f(¢)) Aki fonksiyonuna etkisi
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Bolum 3

Ek Kosulu Sinirda Verilmis Iki
Boyutlu Lineer ve Lineer

Olmayan Parabolik Ters Aki

Problemi

3.1 Ek Kosulu Sinirda Verilmis Tki Boyutlu Lineer Para-
bolik Ters Aki Problemi

LTAPf2 Problemi, Kesin ve Hemen Hemen Coéziimler, Uyum Kosullar:

Once agagidaki ifadeleri tanimlayalim;T>0 olmak iizere

Smurlar x € (0,1;) ve y € (0,1,) olacak sekilde

Stz ={(x,0,8)|0 <z < ;,0 <t < T}, S9p :={(x,1,t)|0 <z < 1,0 <t <T},

Sty =1{(0,y,1)[0 <y <1,,0 <t <T}, Sy :={(lyy,1)]0 <y <ly,0<t<T},

Q= {(z,9)|0 < < 1,0 <y <}, :=Qx(0,T], olsun.Buna gore asagidaki

parabolik problemi ele alalim.

ur = (k(z,y)ua)e + (k(z, y)uy)y + F(2,9,1), (2,y,t) € Qr

u(x,y,0) =up(z,y), (z,y)€Q

—k(0,9)ux(0,y,t) = f1(y,1), (y, 1) € S1y, ulz,y,1) =0, (y,t) € Say
—k(z,0)uy(x,0,t) = fa(z,t), (x,t) € Siz, u(z,y,t) =0, (x,t) € Sop

(3.1)
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Eger f := (fi1, f2) aki vektor fonksiyonu bilinmeyen ise, bu durumda, fiziksel olarak
anlaml ve miimkiin kilinabilir ek kogullar1 , simirda u(0,y,t) ve u(z,0,t) fonksiyon-
larmin degeri olarak verilebilir. (3.1) probleminde Si, sinirmda u(0, y, t) ve Sq, simrida
u(z,0,t) fonksiyonlarmin degerlerini verelim:

h = (h1, he) olacak sekilde

{ hi(y,t) = u(0,y,t), (y.t) € Siy; (3.2)

ho(z,t) = u(z,0,t), (x,t) € Siz;

(3.2)’de verilen kosullar fiziksel olarak = 0 ve y = 0 diizlemlerinde 1smn (u(z,y,t)
fonksiyonu deneysel olarak olgiilmiig degerleridir. Bu durumda < w, f > ciftinin (3.1),
(3.2)’deki denklemlerden bulunmasi problemine 2 boyutlu parabolik problem igin ters aki
problemi denir ve kisaca "LTAP2” geklinde gosterilir.(3.1) probleminde ise buna kargilik
gelen diiz problem denir.Bu nedenle h fonksiyonuna deneysel ¢iktr verisi ("measured
output data”) denir. Buna karsilik ug(z,y) ve F(x,y,t) fonksiyonlar1 giris verileri (”in-
put data”) olarak tanimlanir. (3.1) parabolik probleminin lineer oldugunu dikkate alarak
asagida ele alacagimiz ters problemlerde, genelligi bozmadan ug(z,y) = 0, V(z,y) €
oldugunu varsayacagiz. Ancak pratik uygulamalarda, h deneysel ¢ikt1 verisi ||h? — k|| < §
bir § := (d1, d2) Olglim hatasi ile verilir. Bunun sonucu olarak yukaridaki esitligin kesin
olarak saglanmasi s6z konusu olamaz. Bu durumda (3.1) — (3.2) ters probleminin kesin

¢OzUmi yerine,

J(f) = /S

fonksiyoneline en kiigiik degerini veren f; ve fo elemanlarinin aranmasi problemi an-

[u(0,y,t; f) — hl(y,t)]gdydt —I—/ [u(z,0,t; f) — hg(x,t)]Qda:dt (3.3)

ly Sl:c

lamhdar.

Problemin uyum kogullar: i¢in, Kismi Tiirevli Denklemler teorisindeki uyum kogullari,
buradaki ters problem icin de gecerlidir. Once bu kosullar1 diiz problem icin verelim.
u(x,y,t) fonksiyonunu kendisi Q7 kapali parabolik bélgesinde hemen-hemen siireklidir.
O halde z = [, ve y = [,’da verilmis u(z,l,,t) = 0,u(ly,y,t) = 0 tiirdes Dirichlet
kogullarindan yola cikarsak

ugle=1, = u(lz,y,t) ve ugly—=y, = u(z,l,,0) olur. Boylece

u0($7Zy> = Oa uO(lxvy) =0
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sonucuna variriz. Ote yandan (3.2)’de verilen ek kogullar1 ve u(l,, y,t) = 0, u(z,1,,t) = 0

smir kosullarindan, ters problem i¢in ayrica hi(ly,t) = w(0,1;,t) = 0,

ho(lz,t) =

u(ly,0,t) = 0 uyum kosullar1 elde edilir. uy(x,y), hi(y,t) ve ha(z,t) fonksiyonlarinin

bu uyum kosullarim sagladig: varsayacagiz.

3.2 LTAP2 Problemi icin Fourier Yontemi

(3.1) problemine fourier yontemini uygulayabilmemiz igin 6nce u(x,y,t fonksiyonunu

u(z,y,t) = vi(z,y,t) + ve(x,y,t) + w(x,y,t) fonksiyonlarmn toplami seklinde ara-

yalim.Sirasiyla fonksiyonlar agagidaki problemlerin ¢oziimii olsun;

vie = (k(z,9)us)e + (k(x,y)uy)y + F(z,9,t), (,y,t) € Qp
v1(z,9,0) = wo(z,y), (w,y) €Q

v1(0,9,t) = hi(y,t), (y,t) € S1y, vi(z,y,t) =0, (y,t) € Soy
v1(z,0,t) =0, (z,t) € Siz, vi(z,y,t) =0, (z,t) € Sop

vop = kv, + kvayy, (z,y,t) € Qp

va(z,y,0) =0, (x,y) €

v2(0,y,t) =0, (y,t) € S1y, v2(z,y,t) =0, (y,t) € Say
va(x,0,t) = ha(x,t), (z,t) € Siz, va(z,y,t) =0, (z,t) € Say

wi = kvaga + kvoyy + F(z,y,t), (z,y,t) € Qr
w(z,y,0) =0, (x,y)e

w(0,y,t) =0, (y,t) € S1y, w(z,y,t) =0, (y,t) € Syy
w(z,0,t) = 0(x,t) € Siz, w(z,y,t) =0, (x,t) € Soy

ve v1 ve vy fonksiyonlarina agagidaki doniisiimii uygulayalim.

U1(907Z/>t) (pl(x)yat) + lzl;zhl(y7t)
va(2,5,1) = a2, 9,1) + - ha(a, 1)

(3.5)

ha(lz,t) = 0, h1(ly,t) = 0 uyum kosullarindan ¢; ve ¢y fonksiyonlarinin sinir kogullarmin

tirdes oldugu goriiliir.
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Béylece; G(l‘, Y 57 T)7 G(SU, Y; 5)7 f17 fl’

G, y;&m) = 2 eap (7 k(t)sm(mf)sm( 7o) sin(Frn)sin(Fry)
Gla,y ;& n,7) = 2 Y ewp™ TR sin (M2 ¢) sin (22 F o) sin( ) sin(y)
Fl = k’(hlyy(ya t) - hlt(y»t))

By = k(hogy(x,t) — hat(z,1))
o12,y,0 = khi(y,0) — uo(z,y)
pox,y,0 = khi(y,0)

vi(z,y,t),v2(x,y,t) ve w(x,y,t) nin ¢dziimlerini.

. 0y —
(z,y,1) /G z,y;)p1(§)dE+ | Gla,y, t:€,n7)Fi(&,n, T)dédndT + 7 Zha(y,t)

QT T

. 0 —
1) = /Q Glay A + [ Glany. o) Poen. i + 2 =Vhoty.

(,9,t) = Jq, G(@,y, ;& n7)F(&,m, 7)dédndT

olarak bulabiliriz.O halde problemin ¢6ztimii iki fonskiyonun toplami olacaktir. Aradigimiz
fi(y,t) ve fo(x,t)fonksiyonlar1 da agagida gosterildigi iizere seri toplami iizerinden tiirev

alarak buluruz.

fl(xvt) = kvlw(ov Y, t)) + ka:B(Ovyvt)) + sz(oayat))

fa(z,t) = kviy(x,0,t)) + kvay(x,0,t)) + kwy(z,0,t))

3.3 Eslenik Problem Yaklasimi, LTAPf2 Probleminin Deger

Fonksiyonelinin Gradyaninin Hesaplanmasi

= f = (f1, falf1 € L2(S1y), f2 € L2(S14) olmak tizere (3.3) ile verilen J(f) fonksiyo-

nelini ele alacak agagidaki minimun prolemini tanimlayalim.
J(f*)=infJ(f),f€F
Eger J(fx) = 0 olacak sekilde bir f, € F varsa. Minimizasyon probleminin quasi¢6ziimii olan

f« probleminin ayni zaman da kesin ¢oziimiidiir.

Simdi fonksiyonelin birinci varyasyonunu f, f+ Af € F ic¢in agagidaki gibi hesaplariz.
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AJ(f)=J(f+Af) = J(f) =
2/ [Au(0,y,t; Af) — hl(y,t)]Au(O,y,t;Af)dtdy+/ [Au(0,y,t; Af)]Qdydt
Sty S1y

—1—2/ [Au(x,0,t; Af) — ho(z, t)]Au(z,0,t; Af)dxdt +/ [Au(z,0,t; Af)]2dzdt
Slz Slz
Au:=u(z,y,t; f + Af) —u(z,y,t; f) igin Au agagidaki problemin ¢oziimii olmak tizere

J(f)’in birinci varyasyonunu elde ederiz

Aug = (k(z,y)Auz)s + (k(z,y)Auy)y, (2,y,1) € Qr,

Au(z,y,0) =0, (z,y) € Q

k(z,y)Aug(z,y,t) = Af1, (z,y,t) € S1y Au(z,y,t =0, (y,t) € Say,
k(z,y)Auy(z,y,t) = Afa, (z,y,t) € S1z Au(x,y,t) =0, (x,t) € Sap.

(3.7)

(3.7) problemleminin her iki tarafini p(x,y,t) fonksiyonunu ile garpip esitligin sol ta-

rafina kismi integrasyon formiiliinii uygularsak agagidaki esitligi elde ederiz.

Am(fc,y,t;f)w(x,y,t)dxdydt=/ (k(x, y)Aug(z,y, t; Af))zdzdydt
QT QT

+ /Q (k) Ay (2, 9, £ D)) ) s s O dedydt

=/ (k(%y)sox(w,t;f))xAU(%t;f)dwdydt—/ k(@ y) s (@, t; f)Aug(x, t; f)|§ dydt

QT Sly

+/S [k (z, ) Auy (2,9, t; ez, y, t; ]| dedt

[ oot £ St P+ [ (o) (o ) (ot ) dodyds

Slz QT

Simdi yukaridaki integral denklemde ¢(z, y, t) fonksiyonun asagidaki denklemi sagladigin
iddaa edip,(3.7) probleminin siir kogullarini uygulatirsak

or = —(k(z, y)%)z — (k(z,9)py)y (2,9,t) € Qr,

olx,y,T) = (z,y) € Q, (3.8)
k(z,y)px(z, y>t f)_2[ ($7y7T§f)_h1(yvt)”S1ya 90($,y,t)’,5’1y =0,
k(]?, ) (:IZ y7t f)_2[ (xvyaT;f)_hQ(xat)”va (p(x7y7t)‘51.7: =0.

Tekrar (3.8) ve (3.7) problemlerindeki sinir kogullarini dikkate alarak agagidaki integral
Ozdesligi elde ederiz:
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2 /5 (0, . £: £) — (. ] Au(0, y, £ A f)dydt

1y

+2/ [u(z,0,t; f) — ha(x, t)|Au(z, 0, t; Af)dzdt
Sl;c

= w(O,y,t;f)Af(t)dde/ O(x, 0,6 f)Af()dydt, VfeF
Sty Sz

Yukaridaki esitlik yardimiyla VAf € F olmak iizere J(f) deger fonksiyonelinin birinci

varyasyonu igin

AJ(f) :/s @(Ovy;f)Af1(y,t)dydt+/ p(x,0; A fo(w, t)dzdt + of||Au(z, y,t; Af)|?)

ly Sla:

[Aw(0, y, 1)]2dydt + / Az, 0,1)]2dzdt
Slz

ol Au(z, .t Af)2) = /

S1y

formiiliine ulagiriz. e > maxl[l,/(2k«),l/(2ks)] > Ove ki = minggk(z,y) > 0 olsun.

(3.7) parabolik probleminin Au ¢6ziimii i¢in agagidaki esitsizlik saglanir:

1Au(0, 5,8 F)I? + [Au(z, 0,8 HI? < LlllAfil7,q,) + 1A LI7,q,)]

= [|Au(0,, 5 I + [ Au(, 0,5 )7 = OUIA ) + O AL)).

ely ely = [k — Ly]l/Q

lu’v]l/2
’ 2e

frng k* —_—
}7 Ocy [ 2€

L, > mazx]

O¢
20, 20, Y

Boylece tamima gore J(f) deger fonksiyonelinin J'(f) Fréchet gradyanim
J(f+AF) = I(f) = (A(), Af) + o(|AFIIIT . + oUIA)IF 0, Szdesligi icin

©(0,y,t; f) )

J'(f(t) = < (. 0.1 f)

seklinde buluruz.

Kanat. (3.7)’in her iki tarafin1 da Awu ile garpip Q7 bolgesinde integralleyip ve baglangig

ve sinir kogullarini dikkate aldigimizda elimizde agsagidaki enerji esitligini elde ederiz.
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/ u?(z,y, T; f)dydz —i—/ k(z,y)([Aug(z,t, [)]? + [Auy(z,t, f)]*)dedydt
Q Qp

= | Afiy, )Au(0,y,t; fdydt + | Afo(x,t)Au(z, 0,; f)dxdt
Sly Slw

Daha sonraki adimda esitligin sag tarafina cauchy-¢ egitsizligini ve Poincare egitsizligini

uyguladiktan sonra sonraki adima geceriz.

22— 1) | (st f)Pdodt+ e, =) [ (Bt Pt

T
</
S

En son olarakta ¢ u e > max[ly/(2ks),l,/(2ks)] > 0, ki = mingk(z) > 0 olacak

[Afi(y, )] dt + / [A fo(w, t)]%dt

ly Slz

sekilde segersek (3.2)’yi kanitlamg oluruz. O

Bu lemma ile (2.12)esitligindeki son integralin o(||A f||) ile sinirlandigini gértermis olduk.

Tanim 3.1. (3.8) parabolik problemine (3.1 —3.2) LTAP2 probleminin eslenik problemi

(”adjoint problem”) denir.

Boylece tanmima gore J(f) deger fonksiyonelinin J'(f) Fréchet gradyanim

J' () (@) = ((0,y,t; f), o(x,0,t; f))

seklinde buluruz.

Bu formiil J(f) deger fonksiyonelinin J' (f) Frechet gradyanmin iyi tamml ters yonlii pa-
rabolik eglenik probleminin ¢(0,y,t; f) ve ¢(z,0,t; f) siirdaki degerlerinin oldugunu
gosterir. Bunu J'(f(t)) = (¢(0,.; f), ¢(.,y; f)) biciminde gosteririz.

Lemma 3.2. (2.5) kosulu saglansmn. O zaman J(f) C* Hélder simfindandar.

IT(f + AF) = T(D)llro,r) = LA, y,t, f)llgoq,) + 1A (@, 0., )l mo@,)]

olacak sekilde

1I(f + AF) = T (Do) < LlAfllro,) + 1Af2llmo@,)], Y+ Af € F

esitsizlik saglanar.
L > 0 Lipschits sabiti L = 1/v/2k.e,e € (0,2k,/1?)
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Kamit. Ap, Ap(x,t, f) = @(x,t, f + Af) — p(,t, f) ve ¢ € VIV (Qr) agagidaki prob-

lemin ¢oziimii olacak sekilde:

A‘Pt = _(k(xat)ASDx)x - (k(x’t)A(:Dy)y (x,y,t) € QTa
AQO(IEM?J:T) = 07 ($7y) S Qa
E(z,y) Ao (z,y,t; f) = 28u(z,y, T f), (z,y,t) € S1y, ¢(z,y,1)

k(xvy)A¢x($7yvt7}) 2ALL(CL’,y,j 7f)7 (l’,y,t) € Sl:m g&(m,y,t)

(y7 t) 6 SQy,
T

-0,
=0, ( ,t) € So,.

(3.9) probleminin her iki tarafini Ap(x,t, f) garpip Qp bolgesinde integralledigimiz za-

man asagidaki enerji 6zdesligini elde ederiz.

/ B, ) [Dga (a1, D + Ay (o, t, [ dadydt + / Ap(e,y,0; f)2da
Qr Q

=2 Au(0,y,t; fe(0,y,t; fdtdy + 2 Au(z,0,t; f)o(z,0,t; f)dtdr
Sly Slz

Enerji Ozde§ligi yardimiyla

k. / Apa(r,t, P2 + (A (. t, )P dedydt < 2 / A0,y 15 £)p(0, . : f)dydt
Qr S

1y

2 / Au(z,0,8; f)p(x, 0, f)dud
Slz

Yukaridaki esitsizligin sol tarafinda Poinkare esitsizligini ve (3.2) lemmasim kullanarak

teoremin kanmitim elde ederiz. O

Teorem 3.3. (2.5)kosulu saglansin.O zaman .fO := (f2, f3) € F olacak sekide secilecek

herhangi bir baslangic asagidaki proses seklinde verilir.

Iterasyon H°(Q7) normunda quasicézim olan f* € F, f*'e yakinsar. Bununla beraber

J(f™) fonksiyonel dizisi asagidaki egitsizlige gore monoton azalan ve yakinsaktar.

0<J(f") = J(f*) <2Ld*n"',d >0,n=0,1,2, ...

Burada L > 0 Lipschits katsayisidar.

Simdi Problemin sayisal saysal ¢ozimiinde kullamilacak Eslenik Gradyan Yonteminin

Algoritmasiniy verelim.
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Yontemin iterasyon semas: agagidaki sekildeki gibidir.
1. Adim
n = 0 al, f™ baglangi¢ iterasyonunu sec , (2.1) probleminin u(z,y,t; f*) ¢oziimiinde

kullanilacak

0y o { MOV =03
’ u(z,0,t; f) — hy(t)

rezidii degerini hesapla.
2. Adim
J'[f™)] gradyanm hesapla.p(™ inig yoniinii

(n) ._ p@ (y,t)
P= o)
Py (I’t)

”Jéz(f(n))||%2(Qx)><L2(Qy) = ||90(07y7t;f)H%2(Qx) + lle(z, 0, ¢; f)H%Z(Qy) olmak tizere;

Jo(f) (@), n=0

AT

n (n—1) >
a(f ) €r HJC/M(f(n—l))”%ﬂOJ)p (:L')v n-= 1.

kuralina gére bul.
3. Basamak

B > 0 inig parametresini

Ja(f0 = BMp™) = arg mingepJo(F — Bp™), (EGA)
B — (@f) —h()”,@p™)+a(fM pm) 1 (JAo(f),p(m))
||<1>p(n)||2L2(O7l)+a||p(”)||iz(0’l) 2 ||¢’p(”)||%2(O’l)+a||p(")H%Q(O,l) ’

formiiliinden elde edelim.

4. Basamak

flntd) — ¢(n) — g()p(n) ve p(+1) formiillerinden n+1. iterasyonu hesaplayalim.
5. Basamak

Eger algoritmay1 durdurma kosulu

||T(n+1)) n+1

— || (nHD) (n+1) i
H%Q(Qz)xLz(Qy) = [Iry HQLQ(Qz) + Ir3 ||%2(Qy) 1¢1n

7 @) x La(9y) < €4

saglaniyor ise 6. basamaga gidelim; kogul saglanmiyor ise n = n + 1 yazalim ve 2. ba-

samaga geri donelim.
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6. Basamak

Iterasyon islemini durduralim ve £ fonksiyonunun grafigini cizdirelim.

Lineer diiz problemin sayisal sayisal ¢oztimiinde kullanilacak sonlu fark semasi agagida

verilmistir.

Diiz Problemlerde Kullanilacak Sonlu Fark Semast

hx =1/Ny,hy =1/Ny,,7=0,N; — 1

o Wi Wio1y o
Uzij = — . »Wij = U(»"Uzay])

Liu = (kuz)z, Lou = (kugy)y

WPt LR U2 g Ly B =T N, — 1, =T, N, — 1,k =0, N, — 1
Wl B2 4 Lt 4 FE = TN, — 1,5 =T, Ny — L,k =0, N, — 1

0 _ P s
U” - hij7Z - 17Nl‘)j - 17Ny7
k+1 .k
Uio %o _ ¢k _ _ -
Koo _fgi,uﬁNy_O,k_O,Ntfl,z_O,Nxfl
k+1 k

Rt = ik =0,k =0,N;—1,j =0,N, — 1

y? T

3.4 Ek Kosulu Smirda Verilmis Tki Boyutlu Lineer Olma-
yan Parabolik Ters Aki Problemi

Iki boyutlu lineer olmayan parabolik ters aki problemi agagidaki gibi tanimlarsak;

u = u(z,y,t) igin;

up = (k(uug)s + k(w)uy)y + F(z,y,t), (z,9,1) € Qr

u(z,y,0) = uo(z,y), (z,y) €

—k(w)uz(z,y,t) = fi(y,1), (z,y,t) € S1y u(z,y,t) =0, (,y,1) € Szy
—k((wuy(2,y,t) = fa(2,1), (2,9, 1) € S1z u(z,y,t) =0, (2,9,t) € So4

Bu problemde f(t) aki fonksiyonunun aranan oldugunu varsayalim. Bunun i¢in agagidaki
ek 6l¢limiin verildigini varsayalim. (3.9) probleminde = = 0 sol sinirinda u(0,y,t) vey = 0
sol simirinda wu(x, 0,t) fonksiyonlarinin degerlerini verelim:

h:=(hy, h2) olacak sekilde

(3.8)

hl(ya t) = ’U,(Jf,y,t), (J“’y7t) € Sly
h2(x7t) = U(Zﬁ,y,t), (957.%75) € Stz
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Boylece (3.9) ve (3.8) kosullarii saglayan < u(x,y,t), f > fonksiyon ¢iftinin bulunmas:

problemine Lineer Olmayan Ters Aky Problemi denir.

Lineer olmayan problemin ¢éziimi i¢in problem lineerlestirilir ve problem her adim icin

agagidaki lineer probleme indirgenir.

Ik iterasyon icin u(®) = 0 verilir. @ := u(™ ve I;:(a:, Y, t) == k:(u(”)) icin; n=0,1,2,...

ur = (k(x,y, t)ug) + I;:(:U,y,t)uy)y + F(z,y,t), (x,y,t) € Qp
u(,y,0) =uo(z,y), (v,y) €

—k(z,y, ug(z, y,t) = fi(y, 1), € Sty u(z,y,t) =0, (x,y,t) € Soy
—l%(x,y,t)uy(x,y,t) = fa(z,t), € S1z u(z,y,t) =0, (z,y,t) € Sop

(3.9)

Boylece lineer olmayan ters problemin ¢oziimi her iterasyonda lineer ters problemine

doniigiir ve iterasyon yakinsayana kadar devam ettirilir.

Uyar 3.4. Iki boyutlu lineer olmayan problemde de yakinsama ancak k(x,y) fonksiyo-

nunun (2.6) ve (2.7) kosullarini sagladigl zaman gergeklesir.

3.5 Lineer ve Lineer Olmayan Diuz ve Ters Problemler icin

Sayisal Ornekler

Ters problemlerde kullanilacak herhangi bir method igin, herseyden once ilgili diiz prob-
lem’in optimal mesh’in se¢imi ¢ok 6nemlidir.Diger bir yandan ters problemde kullanilacak

iterativ methodu en etkili bir bicimde kullanilmasini saglar.
D1z Problem i¢cin Sayisal Degerlendirmeler

Problemlerde kullanilacak smirlar i¢in I, =1, I, =1 ve T'=1 dir.

Ornek 1:Siireksiz Katsayili Diiz Problem

1, x> 0ise
k(z,y) = o w0

u = e’ sin(mz) sin(ry), (z,y,t) € Qp

uo(z,y) = sin(rz) sin(ry), (z,y) € Q
—kug(x,y,t) = me~ sin(2my), (z,y,t) € S1y u(le,y,t) =0, (z,y,t) € Szy
—kuy(z,y,t) = e tsin(nz), (x,y,t) € S1z u(z, ly,t) =0, (z,y,t) € Sap
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Ny | Ny | N | ha | by | ht | Ll
21 |21 ] 51 |0.05]0.05]0.02| 0.1x107%
21 | 21 | 101 | 0.05 | 0.05 | 0.01 | 0.61x10~2

21 | 21 | 151 | 0.05 | 0.05 | 0.01 | 0.47x10~2

TABLO 3.1: Ornek 1 deki Siireksiz Katsayil Diiz Problem icin Sayisal Sonuclar

Tablo 3.1°den de goriilecegi gibi optimal sebek parametreleri
(Ng x Ny x Ni) = (21 x 21 x 151) olarak belirlenir.

Ornek 2: Degigken Katsayili Diiz Problem

—t

u=e 'sin(rz)sin(ry), (z,y,t) € Qp
k(z,y) =2 +y*  wo(x,y) = sin(my) sin(rz), (z,y) € Q
_kux(mvyat) y)

)

= me Usin(w
—kuy(z,y,t) = me " sin(mw

7($7y7t) S Sly U(lx)?/,t) = 07 (‘T’y7t) S SQy
(x,y,t) € Sz u(z,ly, t) =0, (z,y,t) € Sop

Ny | Ny | N | ha | by | e | Lol
21 | 21 | 51 | 0.05]0.05| 0.02 | 0.59x102
21 | 21 | 101 | 0.05 | 0.05 | 0.01 | 0.44x10~2

21 | 21 | 151 | 0.05 | 0.05 | 0.0067 | 0.43x10~2

TABLO 3.2: Ornek 2 deki Degisken Katsayili Diiz Problem igin Sayisal Sonuclar

Tablo 3.2°den de goriilecegi gibi optimal sebek parametreleri
(Nz x Ny x Ni) = (21 x 21 x 151) olarak belirlenir.

Ornek 3:Lineer Olmayan Diiz Problem

Problemin sayisal ¢oziimiinde iterasyon ||u?n)) - ué‘n_l)

ettirildi.

)| < 107* olana kadar devam
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u(z,y,t) =e*

sin(rz) sin(ry), (z,y,t) € Qr

K@) =1/(1+8), &€= |Vul?,

uo(x,y) = sin(mry) sin(rx), (x,y) € Q

—kug(z,y,t) = f1(y,t), (z,y,t) € S1y u(z,y,t)
t

| —kuy(z,y,t) = f2(x,1), (z,y,t) € S1z u(w,y,1)

= 07 (xuyat) € SQy
= 07 (.1‘, yat) € SQQ:

N, | N, | Ny | ha | hy | ht Lo
21 | 21 | 51 | 0.05(0.05| 0.02 | 0.386x10~!
21 | 21 | 101 | 0.05 | 0.05 | 0.01 | 0.294x10~!

21 | 21 | 151 | 0.05 | 0.05 | 0.0067 | 0.269x10~*

TABLO 3.3: Ornek 3 deki Lineer Olmayan Diiz Problem icin Sayisal Sonuclar

Tablo 3.3’den de goriilecegi gibi optimal sebek parametreleri
(Nz x Ny x Ni) = (21 x 21 x 151) olarak belirlenir.

EGY’inin Ters Problem Uzerindeki Performanss

Bu béliimde (5).boliimde tanimlanmig EGY algoritmasimim Ters Problem tizerindeki
sayisal sonuclar1 verilecektir. Orneklerde h := (up(0,y,t),un(x,0,t)) ek verisi,diiz prob-

lemin ¢oziimiinden tiretilmistir

ez(nmv fa’y) = Huh(07 ) ?) - hl('7 )||L2[QJJ Ew(nw7f7’7) = ||f1 - f1h||L2[Qx]
ey(ny, f37) = [[un(0, ., 5) = ha(, Mlraen) Ey (ny, £37) = [[f2 = fonll (0.

Ornek 1: Siireksiz katsayili lineer ters problemin EGY ile bulunmasi

Bu ve bundan sonraki érneklerde (hi(y,t), ha(x,t)) := (u(0,y,t),u(x,y,t)) ek verisi,(3.1)
diiz probleminin up(z,t; f) sayisal ¢oziimiinden {iiretilmistir.(3.1) — (3.2) ters proble-
minde F(z,t) = 3sin(3nz), fi = 1.5me tsin(3my)(t — t2), fo = 1.5me tsin(2mx)(t —

t2),uo(z,y) = 0 ve u(l,,t) = 0 gibi olsun. Difiizyon katsayisin ise agagidaki gibi secelim.
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Kesin f, (y,0.5) Gdzidmd
. e e P R
——=%2, 1, (y0.5),

0.4

0.6

_DB I 1 I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

SEKIL 3.1: Siireksiz katsayili ters problemde 2% giiriiltii seviyesi ile verilen
hi(y,t) fonksiyonuna yapilan Piirtizsiizlegtirme sonucu Aki fonksiyonlarimin grafik-
leri. (Plirtizsiizlestirme sonrast f15,(y,t) p,0ncesi fip(y,t))

0.35
e AN epln iyl =2%

= eln, ¥ v=2%

ED-EE < | s e Enln ) y=2% |1

uk]

= 02% — Ebhya=2% |-

=

Hopaat .

=

[as]

E 01 .
0.05 .

200 400 GO0 800
lterasyon Mumarasi

SEKIL 3.2: Siireksiz katsayili ters problemde 2% giirtiltii seviyesi ile verilen hq(y,t)

fonksiyonuna yapilan piiriizsiizlestirme sonucunda yakinsama ve yakinsaklik grafikleri.
(Piirtizsiizlegtirme sonrast  ep(n, f;7v), Ep(n, f;v), Oncesi e(n, f;vy), E(n, f;v))
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lf1—finlloo Tfi—finllLy

Hata Oranlar: Il f1 — finlloo A | fi — finllLs Thle,
v =0% 0.29 x 1072 | 0.182x 1071 | 0.7x 1073 | 0.88 x 1072

v = 2%, Piiriizsiizlestirmesiz | 0.28 x 10~% | 0.17 x 10° 0.9 x 1072 | 0.11 x 10°

v = 2%, Piiriizsiizlestirmeli | 0.28 x 107! | 0.1789 x 10° | 0.7 x 102 | 0.85 x 107!

TABLO 3.4: Siireksiz katsayil ters problemde 2% giiriiltii seviyesi ile verilen hy(y,t)
fonskiyonunun piiriizsiizlegtirme sonucunun (fi(y,t)) Ak fonksiyonuna etkisi.

0.8

Kesin f, (y0.5) Gozimi
06 / —+ —y=5% 1, (¥ [.9)

Wy TRt v 0.8)

0.4r

0.2F

f, (y0.5)

02F

0.4 ¢

OB

0.2 0.4 06 0.8 1
¥

SEKIL 3.3: Siireksiz katsayili ters problemde 5% giiriiltii seviyesi ile verilen
hi(y,t) fonksiyonuna yapilan Piirlizsiizlegtirme sonucu Aki fonksiyonlarmm grafik-
leri. (Plirtizsiizlestirme sonrast f1,,(y,t) p,0ncesi fi(y,t))
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SEKIL 3.4: Siireksiz katsayili ters problemde 5% giirtiltii seviyesi ile verilen hq(y,t)
fonksiyonuna yapilan piiriizsiizlegtirme sonucunda yakinsama ve yakinsaklik grafikleri.
(Piirtizsiizlegtirme sonrast  ep(n, f;7v), Ep(n, f;v), Oncesi e(n, f;vy), E(n, f;v))

lf1—finlloo Nfi—finllL,

Ha,ta Oran1:5% ||f1 - flh”oo W ||f1 - f1h||L2 HleLQ
Piiriizsiizlestirmesiz | 0.1832 x 10° | 0.2413 x 10° | 0.283 x 10~! | 0.741 x 10~*
0.2795 x 10° | 0.3681 x 10° | 0.537 x 10~! | 0.1404 x 10°

Piiriizstizlestirmeli

TABLO 3.5: Siireksiz katsayil ters problemde 5% giiriiltii seviyesi ile verilen hy(y,t)
fonskiyonunun piiriizsiizlegtirme sonucunun (f;(y,t)) Ak fonksiyonuna etkisi.
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f,(x0.5)
=

Kesin fz[x,I:I.SJ Cazimi
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—— =%21,(x,05),
_D5 1 1 1 | 1 I
] 0.1 nz 03 0.4 04 06 07 na ng 1

X

SEKIL 3.5: Siireksiz katsayili ters problemde 2% giiriiltii seviyesi ile verilen
ha(x,t) fonksiyonuna yapilan Piiriizsiizlestirme sonucu Aki fonksiyonlarmin grafik-
leri.(Piirtizstizlestirme sonrasi fop, (z,t) p,06ncesi for(z,t))

0.2

018 | 1
Ein v w—=2%
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SEKIL 3.6: Siireksiz katsayil ters problemde 2% giiriiltii seviyesi ile verilen hq(y,t)
fonksiyonuna yapilan piirtizsiizlegtirme sonucunda yakinsama ve yakinsaklik grafikleri.
(Piirtizsiizlegtirme sonrast  ep(n, f;7), Ep(n, f;7), Oncesi e(n, f;v), E(n, f;v))
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Hata Oranlar: 12— fonlloo | B | NIfe = fonllee | R

v =0% 0.35 x 10° 0.22 x 10° | 0.138 x 10~! | 0.17 x 107!

v = 2%, Piiriizsiizlestirmesiz | 0.446 x 10~ | 0.2766 x 10° | 0.12 x 10~ | 0.14 x 10~}
v = 2%,Piiriizsiizlestirmeli | 0.45 x 10° 0.27 x 10° | 0.12 x 10~ | 0.1496 x 10°

TABLO 3.6: Siireksiz katsayili ters problemde 2% giiriiltii seviyesi ile verilen ho(x,t)
fonskiyonunun piiriizsiizlegtirme sonucunun (f2(z,t)) Ak fonksiyonuna etkisi.

Kesin {,(y,0.5) Gdzdmi

06 —4—=5%, 1, (0.5,
— - —y=%5, f,, (1.0.5]
05 1 1 . ;
0 0.2 0.4 06 0.8 1

X

SEKIL 3.7: Streksiz katsayili ters problemde 5% giriiltii seviyesi ile verilen
hi(y,t) fonksiyonuna yapilan Piirilizsiizlegtirme sonucu Ak fonksiyonlarimin grafik-
leri.(Piirtizstizlegtirme sonrasi fop, (z,t) p,06ncesi for(z,t))
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SEKIL 3.8: Siireksiz katsayili ters problemde 5% giirtiltii seviyesi ile verilen hq(y,t)
fonksiyonuna yapilan piiriizsiizlestirme sonucunda yakinsama ve yakinsaklik grafikleri.
(Piirtizsiizlegtirme sonrast  ep(n, f;7v), Ep(n, f;v), oncesi e(n, f;vy), E(n, f;v))

— _ [l.f2—fanlloo _ Mf2—fonll
Hata Orani= 5% ||f2 f2h||OO F2lloo Hf2 f2h||L2 ||f2||L2 2

Piiriizsiizlestirmesiz | 0.637 x 10~ | 0.3955 x 10 | 0.16 x 10~ | 0.2 x 10°
Piiriizsiizlestirmeli | 0.54 x 1071 | 0.3363 x 10° | 0.164 x 10~ | 0.2 x 109

TABLO 3.7: Siireksiz katsayil ters problemde 5% giiriiltii seviyesi ile verilen ho(z,t)
fonskiyonunun piiriizsiizlegtirme sonucunun (f2(z,t)) Ak fonksiyonuna etkisi.

Ornek 2: Degigken katsayili lineer ters problemin EGY ile bulunmas:

(h1(y,t), ha(z,t)) := (up(0,y,t),up(x,0,t)) igin ters proleminin girig verileri agagidaki

gibi verilmigtir.

uo(z,y) =0, (z,y) € Q

k(v,y) =22 +y*+ 1, F(x,y,t) = sin(3nz), (v,y,t) € Qp
f1 = 15me"tsin(3my)(t — t?), (z,y,t) € Sy

fo = L.5me " tsin(2mx) (t — t2), (z,y,t) € Siz
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Kesin f, (y 0.5) Gdzdmi
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SEKIL 3.9: Degisken katsayili ters problemde 2% giiriiltii seviyesi ile verilen
hi(y,t) fonksiyonuna yapilan Piirlizsiizlegtirme sonucu Aki fonksiyonlarimin grafik-
leri. (Plirtizsiizlestirme sonrast f1,,(y,t) p,0ncesi fip(y,t))
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SEKIL 3.10: Degigken katsayili ters problemde 2% giiriiltii seviyesi ile verilen hq(y, t)

fonksiyonuna yapilan piiriizsiizlestirme sonucunda yakinsama ve yakinsaklik grafikleri.
(Piirtizsiizlegtirme sonrast  ep(n, f;7v), Ep(n, f;v), Oncesi e(n, f;vy), E(n, f;v))
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Mf1—FinllL,

Hata Oranlar: 11 = finlloo | Loginle= iy = fuall, il
v =0% 0.21 x 107% | 0.27x 107! | 0.6x10"%2 | 0.16 x 10~}
v = 2%, Piiriizsiizlestirmeli | 0.1017 x 10° | 0.1339 x 10° | 0.226 x 10~ | 0.703 x 10~}
v = 2%, Piiriizsiizlestirmesiz | 0.2795 x 10° | 0.3681 x 10° | 0.402 x 10~ | 0.1064 x 10°

TABLO 3.8: Degisken katsayil ters problemde 2% giiriiltii seviyesi ile verilen hy(y,t)

fonskiyonunun piiriizsiizlegtirme sonucunun (fi(y,t)) Ak fonksiyonuna etkisi.

0.8

06t

0.4r

0.2F

f, (y0.5)

02F

0.4 ¢

OB

Kesin f, (y0.5) Gozimi
—+ —y=5% 1, (¥ [.9)

Wy TRt v 0.8)

0.8
a

leri. (Plirtizsiizlestirme sonrast f1,,(y,t) p,0ncesi fip(y,t))
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SEKIL 3.11: Degisken katsayili ters problemde 5% giiriiltii seviyesi ile verilen
hi(y,t) fonksiyonuna yapilan Piirlizsiizlegtirme sonucu Aki fonksiyonlarimimn grafik-



0.3
025}
=
L ==
T 02}
=
=
TR
Al
(1]
L
T o1}
0.05}

—E(nhv), V5%
”'El:ll:r-I |r:'r:|| FE%

e(n.y), y=o%

a
0

100

200

300

400
terasyon Sayisi

500 OO

700

SEKIL 3.12: Degigken katsayili ters problemde 5% giiriiltii seviyesi ile verilen hq(y,t)
fonksiyonuna yapilan piiriizsiizlegtirme sonucunda yakinsama ve yakinsaklik grafikleri.

(Piirtizsiizlegtirme sonrast  ep(n, f;7v), Ep(n, f;v), Oncesi e(n, f;vy), E(n, f;v))
—finlloo =Tl
Hata Oram=5% | [lfi = funllso | A= |1 = funllee | "7
Piiriizsiizlestirmeli | 0.2082 x 10° | 0.2742 x 10° | 0.52 x 107! | 0.1376 x 10°
Piiriizsiizlestirmesiz | 0.2914 x 10° | 0.3838 x 10° | 0.753 x 10~! | 0.1994 x 10°

TABLO 3.9: Degigken katsayil ters problemde 5% giiriiltii seviyesi ile verilen hy(y,t)
fonskiyonunun piiriizsiizlegtirme sonucunun (f;(y,t)) Ak fonksiyonuna etkisi.
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SEKIL 3.13: Degisken katsayili ters problemde 2% giriltii seviyesi ile verilen
ha(z,t) fonksiyonuna yapilan Piiriizsiizlestirme sonucu Ak fonksiyonlarmin grafik-
leri.(Piirtizstizlestirme sonrasi fop, (z,t) p,06ncesi for(z,t))
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SEKIL 3.14: Degigken katsayili ters problemde 2% giirtiltii seviyesi ile verilen ho(z,t)
fonksiyonuna yapilan piirtizsiizlegtirme sonucunda yakinsama ve yakinsaklik grafikleri.
(Piiriizsiizlestirme sonrast ep(n, f;7v), Ep(n, f;7v), Oncesi e(n,f;v), E(n, f;v))
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— fonllse /2=l
Hata Oranlar: 12— fonlloe | Bl | Nfe = fanlles | et
v =0% 0.1018 x 10° | 0.2021 x 10° | 0.27 x 10~ | 0.1124 x 10°
v = 2%Piiriizsiizlestirmesiz | 0.1018 x 10° | 0.2021 x 10 | 0.27 x 10~ | 0.1124 x 10°
v = 2%Piiriizsiizlestirmeli | 0.972 x 10° | 0.1927 x 10° | 0.3 x 10~* 0.12 x 10°

TaABLO 3.10: Degigken katsayil ters problemde 2% giiriiltii seviyesi ile verilen ho(x,t)

fonskiyonunun piiriizsiizlegtirme sonucunun (f2(z,t)) Ak fonksiyonuna etkisi.
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leri.(Piirtizstizlegtirme sonrasi fop, (z,t) p,06ncesi for(z,t))
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SEKIL 3.15: Degigsken katsayili ters problemde 5% giiriilltii seviyesi ile verilen
hi(y,t) fonksiyonuna yapilan Piiriizsiizlegtirme sonucu Ak fonksiyonlarimin grafik-




0.25

— Elny),v=5%
— e —ci
- eln 1) ¥=5% _
""""" EFI':n |':'r:| |'!"=5%
?:- [u]
"'E:‘ D15 | [ EP(”ITI'IFE’..B ]
£
L
01 -
z
[4s3
I e
0,05 h :
B e
0 R R R S
1] 200 400 &0O0O 800

iterasyon Mumaras

SEKIL 3.16: Degigken katsayili ters problemde 5% giiriiltii seviyesi ile verilen hs(x,t)
fonksiyonuna yapilan piiriizsiizlestirme sonucunda yakinsama ve yakinsaklik grafikleri.

(Pirtizsiizlegtirme sonrast  ep(n, f;7v), Ep(n, f;v), oncesi e(n, f;v), E(n, f;v))
—fonlloo [F2—Fanll
Hata Oram=5% | |lf2 = fonlloo | Sl | llfo = fonlle, | e
Piiriizsiizlestirmesiz | 0.22 x 10° | 0.4355 x 10° | 0.592 x 10~ | 0.2383 x 10°
Piiriizsiizlestirmeli | 0.1789 x 10° | 0.3534 x 10° | 0.562 x 10! | 0.2260 x 10°

TABLO 3.11: Degigken katsayil ters problemde 5% giiriiltii seviyesi ile verilen ho(z,t)
fonskiyonunun piiriizsiizlegtirme sonucunun (f2(z,t)) Aki fonksiyonuna etkisi.

Ornek 2: Lineer olmayan ters problemin EGY ile bulunmasi

(h1(y,t), ha(z,t)) == (un(0,y,t),un(x,0,t)) igin ters proleminin girig verileri asagidaki

gibi verilmigtir.

k() =1/(1+€), &=|Vul?

UO(:Ea y) = Oa

F(x,y,t) = sin(3mx)

fi = 1.5me tsin(3ny)(t — t2), (z,y,t) € Sy
fo = 1.5me " tsin(3mx)(t — t2), (z,y,t) € Sia
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SEKIL 3.17: Lineer olmayan ters problemde 2% giriiltii seviyesi ile verilen
hi(y,t) fonksiyonuna yapilan Piirlizsiizlegtirme sonucu Aki fonksiyonlarmm grafik-
leri.(Piirtizsiizlegtirme sonrast fip,(y,t)p,0ncesi fi,(y,t))
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SEKIL 3.18: Lineer olmayan ters problemde 2% giiriiltii seviyesi ile verilen hq(y,t)
fonksiyonuna yapilan piiriizsiizlestirme sonucunda yakinsama ve yakinsaklik grafikleri.
(Pirtizsiizlegtirme sonrast  ep(n, f;7v), Ep(n, f;v), oncesi e(n, f;v), E(n, f;v))
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— finllso =1l
Hata Oranlar: 11— fnlloe | U | A = il | SR
v =0% 0.1268 x 10° | 0.2506 x 10° | 0.237 x 10~' | 0.93 x 10!
v = 2%,Piiriizsiizlestirmesiz | 0.875 x 1071 | 0.1152 x 10° | 0.285 x 10~ | 0.754 x 107!
v = 2%Piiriizsiizlestirmeli | 0.675 x 107! | 0.890 x 10! | 0.201 x 10~ | 0.548 x 10~}

TABLO 3.12: linner olmayan ters problemde 2% giiriiltii seviyesi ile verilen hy(y,t)
fonskiyonunun piiriizsiizlestirme sonucunun (f1(y,t)) Ak fonksiyonuna etkisi
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SEKIL 3.19: Lineer olmayan ters problemde 5% guriiltii seviyesi ile verilen
hi(y,t) fonksiyonuna yapilan piiriizsiizlestirme sonucu Aki fonksiyonlarinin grafik-
leri. (Piirtizstizlegtirme sonrast f15,(y,t)p, oncesi fi,(y,t))
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SEKIL 3.20: Lineer olmayan ters problemde 5% giiriiltii seviyesi ile verilen hq(y,t)
fonksiyonuna yapilan piirtizsiizlegtirme sonucunda yakinsama ve yakinsaklik grafikleri.

(Piiriizsiizlestirme sonrast ep(n, f;7v), Ep(n, f;7v), Oncesi e(n, f;v), E(n, f;v))
Hata Oram=5% | i = fulleo | 0= | 1A = finllee | e
Piiriizsiizlestirmesiz | 0.2310 x 10° | 0.3043 x 10° | 0.63 x 10~ | 0.1669 x 10°
Piiriizsiizlestirmeli | 0.1941 x 10° | 0.2557 x 10° | 0.477 x 10~! | 0.1175 x 10°

TABLO 3.13: linner olmayan ters problemde 5% giiriiltii seviyesi ile verilen hy(y,t)
fonskiyonunun piiriizsiizlestirme sonucunun (f1(y,t)) Ak fonksiyonuna etkisi
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SEKIL 3.21: Lineer olmayan ters problemde 2% guriiltii seviyesi ile verilen
ha(x,t) fonksiyonuna yapilan piiriizsiizlegtirme sonucu Aki fonksiyonlarimin grafik-
leri. (Piirtizstizlestirme sonrast fop, (z,t) p,06ncesi for(z,t))
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SEKIL 3.22: Lineer olmayan ters problemde 2% giirtiltii seviyesi ile verilen ho(z,t)
fonksiyonuna yapilan piirtizsiizlegtirme sonucunda yakinsama ve yakinsaklik grafikleri.
(Piiriizsiizlestirme sonrast ep(n, f;7), Ep(n, f;7v), Oncesi e(n, f;v), E(n, f;v))
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—fonlloo [f2—7F2n]
Hata Oranlar: 12— fonlloo | UBFHEE | = fonll, | MR
v =0% 0.264 x 107! | 0.463 x 10~ | 0.91 x 1072 | 0.366 x 107!
v = 2%, Piiriizsiizlestirmesiz | 0.796 x 10~ | 0.1572 x 10" | 0.214 x 10~ | 0.861 x 107!
v = 2%, Piiriizsiizlestirmeli | 0.867 x 10~! | 0.1713 x 10° | 0.267 x 10! | 0.1075 x 10°

TABLO 3.14: Linner olmayan ters problemde 2% giiriiltii seviyesi ile verilen ho(x,t)

fonskiyonunun piiriizsiizlestirme sonucunun (f2(z,t))Ak: fonksiyonuna etkisi

0.5

f(x0.5)

Kesin 1, (x,0.5) Gozimi

— 4+ —y=5% f, (x 0.5)
——=5% f, (x 0.5},

SEKIL 3.23: Lineer olmayan ters problemde 5% glriiltii seviyesi ile
ha(z,t) fonksiyonuna yapilan piiriizsiizlegtirme sonucu Aki fonksiyonlarinin

leri.(Piirtizstizlegtirme sonrasi fop, (z,t) p,6ncesi for(z,t))
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grafik-
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SEKIL 3.24: Lineer olmayan ters problemde 5% giirtiltii seviyesi ile verilen hs(z,t)
fonksiyonuna yapilan piiriizsiizlegtirme sonucunda yakinsama ve yakinsaklik grafikleri.

(Piirtizsiizlegtirme sonrasi

ep(n, f;7), Ep(n, f;7), oncesi e(n, f;v), E(n, f;7))
— fonlloo [F2=Fan]]
Hata Orami=5% | [|f2 — fonlloo % .f2 = fonllL, W
Piiriizsiizlestirmesiz | 0.1769 x 10° | 0.3494 x 10° | 0.451 x 10~ | 0.1817 x 10°
Piiriizsiizlestirmeli | 0.1951 x 10° | 0.3854 x 10° | 0.477 x 10! | 0.1902 x 10°

TABLO 3.15: Linner olmayan ters problemde 5% giiriiltii seviyesi ile verilen ho(z,t)
fonskiyonunun piiriizsiizlegtirme sonucunun (f2(z,t)) Aki fonksiyonuna etkisi.
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Sonuglar

1)Bir ve 2 boyutlu uzayda lineer ve lineer olmayan ters aki problemleri tanimlanarak,

sayisal analizi yapilmigtir.

2)Girdi-Cikt1 operatoriiniin kompakhg, enerji yontemine dayal bir yaklagimla ispat-

lanmustir.

3)Bir ve iki boyutlu problemlerde difiizyon katsayisimin sabit oldugu durumda Fourier

yontemi ile ters problemlerin analitik ¢éztimii tanimlanmistir.

4)Ters problemlerin sayisal ¢oziimii i¢in Eglenik-Gradyen Yontemi kullanilmigtir.
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