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SIMGE LIiSTESI

P(A,B)
P(1,-1)

S*(1-a)

: 0< o <1 kosuluna uyan bir say!

. sifirdan farkl bir kompleks sayi

: kompleks sayilar cimlesi

: analitik Jordan egrisi

: birim daireninici

: birim dairenin disl

: birim dairenin siniri

: X ve 'y noktalari arasindaki uzaklik fonksiyonu

: g(z) e £ fonksiyonuylayapilan tasvirde, resm

bolgesinin kompakt tamamlayicis
. pozitif bir reel sayi ve civarin yaricapl
: iki boyutlu redl 6klid uzayindabir x noktasinin ¢ -

civari

. Z, noktasina gore f(z) fonksiyonunun Koebe

transformasyonu

: subordine olma 6zelligi

: X noktasinin g -civari

: bolge

: pozitif reel kismahaiz fonksiyonlar sinifi
(Caratheodory fonksiyonlar sinifr)

: Janowski fonksiyon sinifi

: Caratheodory fonksiyonlar sinifi

(pozitif reel kisma haiz fonksiyonlar sinifi)
: A’dayalinkat g(z) fonksiyonlar sinifi

: D’deyalinkat f(z) fonksiyonlar sinifi

: yildizil fonksiyonlar sinifi

. ancl mertebeden yildizil fonksiyonlar sinifi



S*(1-b) : kompleks mertebeden yildizil fonksiyonlar sinifi

S*(1-e ™ cosi) . A -spirdlike fonksiyonlar sinifi

S*((1-a) e ™ cosh) - a.ncl mertebeden A -spirallike fonksiyonlar sinifi

S*(A,B,b,p,q) : kompleks mertebeden p-vaent Janowski yildizil
fonksiyonlar sinifi

X . metrik uzay

Y : metrik uzayn bir alt uzay!



OZET

Basit baglantili bir bdlgede analitik olan bir fonksiyon injektif ise yalinkattir.
Yalinkat fonksiyon ilk olarak 1907 yilinda Koebe tarafindan tanitiimistir.. Daha
sonraki yillarda diger matematikciler tarafindan farkli yalinkat fonksiyon siniflari
tanitilmistir. Bir kompleks degiskenli analitik fonksiyonun bir sinifi Uzerine yapilan
calismanin temel amaci, onun Taylor agilimindaki n. katsayisinin moduld icin bir Ust
sinir bulmaktir. Diger temel amag f(z) fonksiyonunun modilt icin distorsiyon
teoremlerini bulmak ve ayni sinif icin Koebe bolgesini tayin etmektir.

Biz bu calismada; 2001 yilinda H.M.Srivastava ve O.Altintag tarafindan tanitilan
kompleks mertebeden p-valent yildizil fonksionlar sinifini genisletip kompleks
mertebeden p-valent Janowski yildizil fonksiyonlar sinifini tamimlayarak, bu sinif
icin sabordinasyon prensibi ve 2004 yilinin popller lemmasi olan 1.S. Jack Lemmasi
kullanilarak gosterilim teoremini, bu teoremden yararlanarak sinif icin distorsiyon
teoremini, genellestirilmis yildizilhik yaricapini, genellestirilmis  konvekslik
yaricapini ve sinifin 6zel durumunda katsay1 esitsizligini verecegiz.

Vi



SUMMARY

In a simply-connected domain, if an analytic function is injective, then it is aso
univalent. Univalent functions were firstly introduced by Koebe in 1907. In the
following years, different classes of univalent functions are introduced by other
mathematicians. The main aim of a study on a class of analytic functions which have
complex variables, is to find an upper bound for the module of n coefficient in its
Taylor expansion. The other main goal is to find distortion theorems for modules of
f(z) function and to assign K oebe domain for the mentioned class.

In this thesis study, we define the complex-order p-valent starlike Janowski function
class by expanding the complex-order p-valent starlike functions which are
introduced by H.M. Srivastava and O.Altintas in 2001. Furthermore, using the
subordination principle for this class and using the 1.S. Jack Lemma, that was
popular lemma of 2004, we define the representation theorem, and by the help of this
theorem, we give distortion theorem, generalized starlikeness radius, generalized
convexness radius and in this spacial case of the class, the coefficients inequality.

vii



1.GIRIS

Birim ¢emberde analitik ve yalinkat olan tek kompleks degiskenli fonksiyonlar ilk
olarak 1907 yilinda Koebe tarafindan incelenmistir [1]. Daha sonra da cesitli
matematikciler bu siniflari genellestirerek cesitli yalinkat fonksiyon siniflari ortaya
amislar  ve bu siniflari  incelemislerdir. Tek kompleks degiskenli analitik
fonksiyonlarin incelenmesinde temel amag, ortaya atilan fonksiyon sinifinin Taylor
acilimindaki a, katsayisina ait modulin Ust sinirini bulmak, fonksiyon sinifina ait
distorsiyon teoremlerini arastirmak ve Koebe bolgelerini ifade etmektir.

Biz bu calismada 2001 yilinda H.M.Srivastava ve Osman Altintas tarafindan [2]
tanitilan birim diskte p-valent kompleks mertebeden yildizil fonksiyonlarin bir alt
sinifi olan fonksiyonlar igin gosterilim teoremi, distorsiyon teoremi, genellestirilmis
yildizillik yaricapi, genellestirilmis  konvekslik yaricapl ve katsayl esitsizligini
verdik.

Calisma konumuzla ilgili daha fazla bilgi icin tezin sonundaki kaynakcaya
basvurulabilir.

Simdi analitik fonksiyonlarin tanim bdlgelerinden bahsetmek icin, elemanter
topolojik kavramlarin tanimlarini vermek faydali olacaktir.

1.1 Tanim (Metrik Uzay) : X bostan farkli herhangi bir ciimle olsun. X cimlesinin
herhangi iki elemani icin d(x,y)eR reel sayisl, asagidaki aksiyomlari saglamak
Uzere verilmis olsun.

(1) vVx,ye X , X=zyicin d(x,y)>0

(i) Vvx,yeX , x=yicin d(x,y)=0 (Idantik 6zelligi)

(i)  vx,yeX , x=zyicin d(x,y)=d(y,x) (Simetri 6zelligi)
(iv) VXx,y,zeX , xzy=zicn d(x,z)<d(x,y)+d(y,z) (Ucgen
esitsizligi)



Bu taktirde

d: X x X — R tasviri X cimles tzerinde bir metrik uzay yapisini belirtmis olur.
Yeni (X, d) sirai ikilisine bir metrik uzay denir. Burada x,y,z,... € X lere X metrik
uzayinin noktalari , d(x,y) reel sayisina da x ve y noktalari arasindaki uzaklik

fonksiyonu adi verilir. Burada belirtmek gerekir ki yukarida siralanan aksiyomlara

metrik uzay aksiyomlari denir. Eger X climlesi C olarak ainirsa, (C,d) siraliikilis
de bir metrik uzaydir.

1.2 Metrik Uzayin Alt Uzaylari: X bir metrik uzay ve Y < X , X uzayinin herhangi

bir at cimles olsun. X metrik uzay oldugundan, X uzayinda bir uzaklik fonksiyonu
verilmistir. Y cimlesinin her elemani ayni zamanda X uzayinin elemani oldugundan,
X uzayinda tanimlanan uzaklik fonksiyonu, Y at cimlesinin elemanlari igin ayni
zamanda metrik uzay aksiyomlarini gercekler. Bundan dolay1 bir metrik uzayin her

alt cimlesi de bir metrik uzaydir.

1.3 Tanim: X herhangi bir metrik uzay olsun. € >0 reel sayisini ve x € X noktasini
g6zonune alalim. X uzayi d uzaklik fonksiyonu ile donatilmis ise

N, (x) ={y |d(x,y)<e ,yeR}

nokta ciimlesine x noktasinin & -civarl adi verilir. Burada € > 0 reel sayisina bu

civarin yarigapi denir.

1.4 Tanim: X herhangi bir metrik uzay ve A, X uzayinin bir alt cimles olsun.

xeA noktas igin N_(x) c A kosulunu saglayan bir N_(x) civarl varsa, XxeA

noktasina A ciimlesinin bir i¢ noktasl denir.

1.5 Tanim: X herhangi bir metrik uzay ve A, X uzayinin bir alt cimles olsun. A
noktasinin her noktasl bir i¢ noktaise, A cimlesine bir agik ciimle denir.

1.6 Tanim: X herhangi bir metrik uzay ve A, X uzayinin bir alt cimlesi olsun. X
uzayina ait bir x noktasi igin, x noktasinin her N_(x) civarinda x=y , ye N_(x)

olacak sekilde, A cimles hi¢ olmazsa bir y elemani varsa, x noktasina A ciimlesinin

bir y1gilma noktasi veyalimit noktasi denir.



1.7 Tanim: X herhangi bir metrik uzay ve A, X metrik uzayinin bir alt cimlesi
olsun. A cimlesinin her yigilma noktasi A cimlesinin bir noktasl ise, A cimlesine
kapall cimle denir. (Yigilma noktasini icinde bulunduran kimeye kapali kime

denir.)

1.8 Alt Ve Ust Uzaylara Gore Agik Olma Durumu: X metrik uzayinin iginde
bulunan bir Y alt metrik uzay verilmis olsun. A acik cimlesi Y at metrik uzayinin
icinde olsun. Ynin bir at uzay olmasindan dolayi, Y uzayindaki civar kavrami, Y
uzayini ihtiva eden X metrik uzayindaki civar kavramindan daha dardir. Bundan

dolay1, Y uzayinda acik olan A cimlesi, X uzayinda acik olmayabilir.
Buna ornek olarak; (ab) acik araligi R* bir boyutlu reel euclid uzayinda agik bir

cimledir. Fakat R' < R* yani R* bir boyutlu reel euclid uzayr R*=RxR ki

boyutlu reel euclid uzayinin bir alt uzayidir ve (a,b) agik araligi R* uzayinda, bir
acik cumle degildir.

Ispat: R* bir boyutlu reel euclid uzayindabir (a,b) agik aralig

(a,b) ={x ‘ a<x<b,xeR'} noktacimlesidir.

Her (a,b) acik araligi R bir boyutlu reel euclid uzayinda acik bir ctimledir. Simdi
bir boyutlu reel euclid uzayinin bir iki boyutlu R* euclid uzayinin icinde aindigini
farzedelim. Burada ispati basitlestirmek igin, sdz konusu R' uzayr R* uzayinin
icinde olan x, ekseni olarak alinmis olsun. Bu takdirde yukaridaki aralik R?

uzayinda

Sekil 1.1

(a,b) ={(x,,X,) e R? | a<x,<b, x,=0} seklinde belirtilen nokta climlesidir



Ve Vx e (a,b) = R? noktasinin genel bir T, (x) civari

2 %
{Z(Xi—yi)z} <&} noktacimlesidir.

i=1

I, (x)={yeR?

Fakat bu nokta cimlesi y, =0 olacak sekilde y noktalari ihtiva ettiginden (ab)
ciimlesinin i¢inde bulunmaz. Bu halde (ab) araiginin, R* uzayinda diisinilmesi
halinde, her x noktas! igin I'_(x) = (a,b) olacak sekilde tek bir T" (x) bulunamaz.
Yani (ab) aralizi R' uzayinda agik fakat R® uzayinda agik degildir. ispat

tamamlanmistir.

Bu durumdan dolay1, alt ve Ust uzaylara gore acik olma durumunu asagidaki

ispatsiz teoremle verebiliriz.

1.9 Teorem: X bir metrik uzay ve Y — X alt metrik uzayini gbzéntine alalim. Y alt

metrik uzayinda bulunan bir A alt cimlesinin Y uzayina gore acik olmasi icin gerek
veyeter sart, B cimles X Ust metrik uzayinda agik bir climle olmak Uzere
A=BnNnY

kosulunun gerceklenmesidir.

1.10 Baglantili Olmak: X bir metrik uzay ve A bu uzayin bir alt cimlesi olsun. A
cumlesi; bostan farkli, ayrik, iki acik alt cimlenin birlesimi olarak gosterilemezse, A
cuimlesine baglantilidir denir.

Y ani bu demektir ki;

B0 B agk, BCA

ve BNC=0 olmak lizere A=BuUC
C#0 C aglk, CcA

olacak sekilde B ve C cuimleleri bulunamiyorsa, A cumles baglantilidir denir.

1.11 Tanim: Bostan farkl1, acik, baglantili bir cimleye bdlge denir.

1.12 Tanim: Sonsuz noktasinin dizleme katilmasiyla meydana gelen dizleme

genisletilmis dizlem denir.



1.13 Tanim: Bir boélgenin tamamlayicisi, genisletilmis dizleme nazaran baglantili
ise bu bolgeye basit baglantili bolge denir.

1.14 Tanim: Bir bdlgenin bir O noktasini herhangi bir A noktasina birlestiren dogru
parcasl tamami ile bdlge icinde kaliyorsa, bu bolgeye O noktasina nazaran yildiz

bolge denir.

1.15 Tanim: Herhangi iki noktasini birlestiren dogru pargasi tamami ile bdlge icinde
kalyorsa, bolgeye konveks bolge denir.

1.16 Tanim: Q kompleks bir bélge olsun. Bu taktirde 0<t<1 olmak Uzere,
VzeQ icin t-zeQ kosulu gercekleniyorsa Q bdlgesine baslangic noktasina

nazaran yildiz bolge denir.

1.17 Tanim: Q kompleks bir bolge olsun. 0<t<1 olmak lzere, Vz,z,€Q igin

t-z,+(1-t)-z, e Q oluyorsa, Q bolgesine konveks bdlge denir.

1.18 Ozellik: Yildiz bolge tanimindan dolayi, bir O noktasina nazaran yildiz olan

bolge, bdlgenin baska bir noktasina nazaran yildiz bolge olmayabilir.

Ispat: Sekil 1.2 O noktasina nazaran yildiz bir bolgedir, fakat A noktasina nazaran
yildiz bolge degildir. O halde burada not etmek gerekir ki yildiz bolgeden
bahsedildigi zaman, mutlaka sabit belirlenmis bir noktadan bahsetmek lazimdir.
Fakat konveks bolge tanimi gbzoninde bulundurulacak olursa, konveks bolge her
noktasina nazaran yildiz bolgedir.




1.19 Ozdlik : Q,=C bolges O baslangic noktasina gore yildiz bolge olsun. |z |=r

cemberlerini gozonine alalim. Bu cemberler Gzerindeki noktalari, baslangi¢ noktasina

birlestiren dogrular bolgenin sinirini tam bir noktada keser.

Ispat : Ispati geometrik distinceyle yapmak yerinde olur. Q, bolges O baslangig
noktasina gore yildiz bolge olsun. Baslangic noktasini merkez kabul eden bir ze Q,
olmak Uzere |z| =1, gemberini g6zonlne alalim. Sayet bu ¢ember Uzerindeki bir D
noktasini baslangi¢ noktasina birlestiren dogru 62, sinirini bir noktada keser. Eger
|Z|=r, cemberini gozonine alirsak, cember lzerindeki bir C, noktasini O,
baslangi¢ noktasina birlestiren dogru 02, sinirini A ve B gibi iki noktada keser.

Halbuki yildiz bdlge tanimindan dolayr O,Q, dogrusu tamamiyle bolge iginde
kalamaz. Bu da bir celigkidir. (Sekil 1.3)

Not : ispatta geliskiye varabilmek icin Q, bolgess O, noktasina gore yildiz bélge
farzedilmistir.

1.20 Ozellik: Q bolges baslangic noktasina gore yildiz bolge olsun. A noktasi

bolgenin sinirini bir kez dolastigi zaman OA nin argimani daima ayni yonde 2n

kadar degisir.

Ispat: Ozellik 1.19.dan A noktasina cember (izerinde karsilik gelen nokta A’ olsun.
Bu halde ArgOA = ArgOA’ olacagindan, A’ noktasl gember Uzerinde 2n kadar
dolastigl zaman argimani 2 kadar degisir. O halde ArgOA da 2r kadar degisir.



1.21 Ozellik: Q bolgesi konveks olsun. A noktasi Q bolgesinin sinirini bir kez

dolastigl zaman, tegetin argiimani da 2r kadar ayni yonde degisir.

Ispat: Q bolges konveks olsun. a=A (i¢ ters acilar oldugundan)

a+180—-p=A1+6,

Sekil 1.4
o+180-p=A+0, = ¢=180-0, = -8;, Z nin argumani oldugundan 6, , z, in
argimanidir. O halde ¢ =180-0, bagintisi
¢=180+Argz =180+ Argz +2rn olarak yazilir.

O halde Z, noktasl daire Uzerinde pozitif yonde bir kez dolastigl zaman,
argimani 2n  kadar artacagindan ¢ de 2rn artar, bu da iddanin dogrulugunu

gosterir.



2.YALINKAT FONKSIYONLAR

2.1 Tanim: Bir f(z) fonksiyonu, genisletilmis dizlemde bulunan, bir Q basit
baglantili bolgesinde varolabilen bir kutup noktasi disinda anaitik ve
z,,z, e Qolmak Uzere z, # z, igin f(z))#f(z,) injektiflik kosulu gerceklenirse,
f(z) fonksiyonuna Q boélgesinde “yalinkat” tir denir.

Q bolgesinde yalinkat olan bir f(z)fonksiyonu, Q nin her alt boélgesinde de
yalinkattir.

2.2 Ozellik: Yalinkat iki fonksiyonun bileske fonksiyonu da yalinkattir.

Ispat: Once, injektif iki fonksiyonun bileske fonksiyonunun da injektif oldugunu
gostermeliyiz.

f:Q— G injektif, g: G — H injektif olsun. Bu taktirde gof : QQ — H injektiftir.
Gergekten z2,,z,eQ ise, f(z) fonksiyonunun injektifliginden
z, #z=>1(z)) #f(z,) dir.

Diger taraftan g(z) fonksiyonu G de injektif oldugundan f(z,)=f(z,) icin
o(f (z,)) = 9(f (z,)) dir. Bu da bize gof fonksiyonunun injektif oldugunu gosterir.

Diger taraftan ispatl tamamlamak igin, analitik iki fonksiyonun bileske
fonksiyonunun da analitik oldugunu ispatlamak lazimdir.

f(z) ve g(z) fonksiyonlari analitik iki fonksiyon olsun.

”mgﬁ(a)—mTQJ):”n{gﬁ(a)—MT@&)i(D—f@&}

272 z-1z, 257 z-12, f(z)-f(z,)

-2,

—lim a(f(2)) —a(f (z,)) . f(z)-f(z,)
(@D-fz)  z-7

=z, f(2)-f(z,) 2 z-2,



bulunur. Diger taraftan w =f(z) dersek w, =f(z,) olur. f(z) nin strekliliginden
z— z, olurken w — w/, olur ve g(z)nin analitik olmasi nedeniyle

lim g(w) —g(w,)

=g'(w,) (22)
W—Wo W-—-W,

dir. f(z) nin analitik olmasi nedeniyle

lim & =1(Z) _; (z,) (2.3)
= Z-17,
dir.

Buldugumuz bu sonuclari (2.1) ifadesinde yerine yazarsak

i 90(2) - 901 (2o))

-2 -2,

= g'(Wo)'f'(Zo)

bulunur. Boylece ispat tamamlanmistir.

2.3 Ozdllik: % fonksiyonunun yalinkat olmasi icin gerek ve yeter sart f(2)
z

fonksiyonunun yalinkat olmasidir.

Ispat: Gereklik: % fonksiyonu yalinkat olsun bu taktirde
z
1 . T 1 .
g(z) == vyainkat fonksiyonu alinirsa, 2.2 6zelliginden g(mj fonksiyonu da
z z
yalinkattir. (Yani g[%j:f(z) fonksiyonu yal inkattir.)
z

Yeterlik: f(z) fonksiyonu yalinkat olsun. g(z):l fonksiyonu ainirsa, 2.2
z

6zelliginden,

9(f(2)) fonksiyonu dayalinkattir. (Yani g(f (z)) = % fonksiyonu dayalinkattir.)
z

2.4 Tanim: Eger bir z, € A noktasinin en az bir civarinda z, noktasindan baska A
cumlesine ait hi¢ bir nokta bulunmazsa, z, noktasina A cimlesinin bir “izole

noktas!” denir.



2.5 Ozellik: Analitik bir fonksiyonun bir noktanin civarinda injektif olmasl icin
gerek ve yeter sart bu noktada sifir olmayan bir tiireve sahip olmasidir. Bu bize bir Q
bdlgesinde anditik f(z) fonksiyonunun yalinkat olmasi icin f'(z) =0 oldugunu

gOsterir. Fakat bunun tersi dogru degildir.

2.6 Ozellik: z, noktasl f(z) yalinkat fonksiyonunun bir kutbu ise % fonksiyonu
z

Z, In bir civarindayalinkattir.

Ispat: z, noktasi f(z) fonksiyonunun bir kutbu oldugundan =0 dir. O halde

(Zo)

2.5 ozelliginden; z, noktasl % fonksiyonunun basit bir sifindir ve z,’in bir
z

civarindainjektiftir. Dolayisiyla z,’in bir civarindayal inkattir.

2.7 Ozellik: C:z(t) = x(t)+iy(t) a<t<p Q dadizgin bir Jordan yay! ise (kirik
olmayan, z'(t) #0 ve z(t) sirekli) f(C) de f(©2) da dizgin bir Jordan yayidir.
z, =2z(t,) olmak Uzere f(z,) noktasindaki f(C) nin tegeti ile pozitif reel aksen
arasindaki agl

df df dz , ,
ArgE(ZO) = Arg(a(z‘)) .E(to)j = Argf'(z,) + Argz'(t,)

ile belirtilir. (z, = yada f(z,) = durumlari harig). Bu ise iki egri ayni bir z,
noktasindan gectikleri zaman, bu iki egri arasindaki acinin, gorinti egrileri

arasindaki aglya esit oldugunu gosterir. O halde yalinkat fonksiyonlar birer konform

homeomorfizmalardir.

Ispat: C,:z(t) , C,:z(s) ikiegri olsun. Oyleki a<t<p, a, <s<p, olsun.
Ustelik z, = z(t,) = z(s,) olsun. YaniC,veC, egrileri ayni bir z, noktasindan
gecsinler. w =f(z) yalinkat olsun.

w'(t,) =f'(z,)-Z'(t,) = 0dir.(f(C,) diizgiin Jordan yay! oldugundan.)

w'(s,) =f'(z,)-Z'(s,) = 0dir. (f(C,) diizgiin Jordan yay! oldugundan.)
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Argw, (t,) = Argf'(z,) -z, (t,) = Argf'(z,) + Argz, (t,)
ArgW;(SO) = Argf ,(Zo) : le(so) = Argf '(Zo) + Argz;(so)

Argwi(t,) —Argw.(s,) = Argf'(z,) + Argz;(t,)
—Argf'(z,) - Argz,(s,)
= Argz; (t,) - Argzy(s,)

= Argwi(t,) —Argw.(s,) = Argz;(t,)—Argz.(s,)

bulunur ki bu da bize agilarin korundugunu gosterir.

2.8 Ozdlik: AcC , Q nin kompakt bir at cimlesi olsun. Ustelik yalinkat f nin

kutup noktasini ihtiva etmesin. Bu taktirde resminin Euclidyen alani;

Alanf (A) =H|f’(z) .dQ dir.

Ispat: f(2) , Q dayalinkat oldugundan analitiktir. Dolayisiylaf(z) , Cauchy-Riemann

denklemlerini gercekler. Yani:

u_ov
ox oy
w =f(2) =u(x,y) +iv(x,y) =
ou__ o
oy 0
dir.
Dolayisiyla;
, ou .ov ou 8v ou .ou .ov ov
f'(2)=—+i—=-—4+—=—-I—=1—+—
oX  OX ay oy ox oy oOx oy
HEEROEEREEERHED)
L L B R e B e I e e e s
ox ox oy 0 oy
ou  du

v v au_|ox oy

OXx 0y ox oy |ov oV
ox oy

_ o(u,v) _ D(u,v)

a(x,y) D(x,y)

bagintisini yazabiliriz. Diger taraftan ;

(2.4)
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Alanf (A) = j j du - dv (2.5)

f(A)
dir. Fakat c¢ok katli integrallerde degisken donusiumi kurall gdzéninde

bulundurulursa

u= U(X,y)}
=
v =V(X,y)

den dolayi
o ou

_|oxoy| .,
du-dv = v v dx - dy (2.6)
oxX oy
dir. O halde (2.4) ve (2.6) bagintilar karsilastirilirsa;

8u 8u

. 8X é'y ) Yy 2 )
du-dv = oV 6vdx dy =|f'(2) | dx-dy (2.7)

ox oy
bulunur. dx-dy=dQ aan elemani olarak yazilirsa ve (2.7) bagintisi (2.5)

bagintisinda yerine konursa;

Alanf (A) = [ [du-dv= ” o, V)

f(A)

= j j|f () de

d -dy = ”|f '(2)| dx-dy

bulunur. Y ani neticede

Alanf (A) = [[f ()] d
A

bulunur.
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3.YALINKAT FONKSIYONLAR ICIN KLASIK DISTORSIYON
TEOREMLERI

3.1 Gosterilimler:

D={zl||z|<1}  birimdaireninigi
A={z||z|>1}  birimdairenindisl

oD =0A={z||z|=1}  birimdaireninsiniri

3.2Tanim: S= {f @If(2)=z+a,2° +...,f'(0)=1,f(0)=0,f (2) Ddeyallnkat}

cumlesini S sinifi olarak adlandiracagiz.

33Tanim: = {g(z) |9(2) =z+b,+bz ' +b,z% +...,9(2) Adayallnkat}

cumlesini £ sinifi olarak adlandiracagiz.

34 Ozdlik: f(z)eS olsun f(2)=z+ &+ az’... (7<) dir. f(z2),|4<1 de
yalinkattir.

f(z°)=2*+a,2* +a,2° +..=> \/f (z%) = \/22 +a,z* +a,2° +...

fonksiyonu S de tek fonksiyondur. Gergekten;

V(@) = \/zz +a,2* +a3,2° +... = \/22(1+ a,2’ +a,2" +..) = z\/(1+ a,z° +a,2" +...)
1+a,z° +a,z* +... ifadesi 1+B,z+P,2z° +... ifadesinin karesi olsun.

1+a,2° +a,2* +..= (1+B,z+B,2° +..)* =

1+a,22 +a,z" +..=1+ B2 +P, 2" + ..+ 28,2+ 2B, 2% +..+ 2P, B,Z° +...

1+a,22 +a,z" +..=1+ 28,2+ (B,° + 2B,) 2% + 2B,$,2° +...

katsayilar esitlenirse,

13



1
23,=0=p,=0, [312+2l32=a2:>[32:§a2

bulunur.

F(2) = f(22) =22 +a,2" +a,2° +...= [ (1+a,2% +a,z* +..) =

F(z) = z\/(1+ a,2” +a,z* +..)

F(2) = z\/(1+%azz2 +.)% = z+%azz3 +..= F(-2)=-F(2)
oldugundan tek fonksiyondur. F(0) =0, F(0) =1'dir.
F(z,)=f(z}), Kz,)=|f(z}) = Kz,)=Fz,)=

V@) =f(Z) = () =f(2)

f(z) yalinkat oldugundan injektiftir. z, =+z, fakat F(z) tek fonksiyon oldugundan

z, #-2,'dir. O hade z, =z, bulunur ki bu da F(z)'in D’de injektif oldugunu
gosterir. F(z) fonksiyonunun || <1’ de analitik oldugu agiktir. O halde F(z) = /f (z°)

fonksiyonu S de tek fonksiyondur.

35 Teorem: feS adaim. Buradan |a, K 2dir ve |a2—a,|<1dir.|a, |2 olmasi

ancak ve yaniz f(z) fonksiyonunun Koebe fonksiyonunun bir rotasyonu olmasi ile

mimkindur. Dahasi f(z) tek fonksiyonsa, buradan |a,|<1 dir. Esitlik ancak ve
yalniz

f(z) = z(l— e’z )_1

olmas! ile mimkunddr.

Ispat: f € S oldugundan, Ssinifinin tanimi geregi f(z) = z+a,z* +... dir.
F(z) = f(z%) = ZJr%azz3 +... oldugundan, bu fonksiyon da S sinifina aittir.

Dolayisiyla

14



-t 1 B 1
i ) bt 1, 2 1+ taz2s
7 7 2 223 e 7 2 2 e

2
_1 1 —z. 1_[1azz‘2+...j+ 1azz‘2+... — .
1 [ 1, j 2 2
— 1+ a2 +..
z 2

fonksiyonu da X sinifina ait olacaktir.
“geX aaim. Buradan |b, |[<1dir. Esitlik ancak ve yanmiz g(z) =z+b, +e*’z™*

olmasl ile mimkudndr.”

O halde | b, |<1 esitsizligi bu fonksiyona ugulanirsa %az <1=]a, |£2 bulunur. Bu
daistenen seydir.
Diger taraftan f(z) = z+a,z° +..e S ise
6= L - 1 _ 1
f 1 1+612i+ 1 l+a,—+
R AT A
_1 1 5. 1
1 1+ }+ — 1+ + +
- a . a, 22 a, = 8, 22

=z-a,+(@-a)z" +..
fonksiyonu da X sinifina aittir. Bu fonksiyona da | b, [<1 esitsizligi uygulanirsa ;

| a2 —a, |<1 bulunur. Bu daistenen seydir.

Simdi |a, |=2 olmasi halini distinelim. Bunun icin asagidaki durumlari goz

onlinde bulunduralim:
“geX ve we E=E(g)=C\g(4) ise g*(2) =/9(z*)-w = Z+%(b0 -W)z +...

fonksiyonu, X sinifinda tek ve yalinkat bir fonksiyondur.”
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“geX daim. Ec{|w-b,|<2} dir. Esitlik ancak ve yalniz E nin dért birim

uzunlugunda bir parca olmasi halinde gerceklenir.”

Buifadelerin igig1 atinda;

feS=f(2)=z+a,2°+--= F(2) =/f () :z+%a223+---e8 ve tek fonksiyondu.

g(z)=i=z—%azz‘ +--eX dir ve <1=la,|<2 dir.

1
2a2
Esitlik ancak ve yaniz g(z):z—%azzl olmasi ile mumkidndidr. O halde

|a,| =|by —w|=> |w—b,|= 2= w—b, = 2¢" dlahiliriz. = b, =w - 2¢”
(9(z) =z + b, + b,z fonksiyonuylakarsilastirarak.) Y ukardaki sonucu kullanirsak;
9*(2)=z+b, +ez = g* (2) =z+ (w—-2e") +e™z"*

Bulunur. Fakat w € E oldugundan w = 0 alabiliriz. O halde;

g*(2)=z-2e"+e"z" = z(l—geiB +e?f iz]

z z
2
= z(l— eiﬁij
z

bulunur.

g*(29)eX=> CH 1 S—

o) tee e

= z ne ™. z" ¢S dir.

n=1
Bu datanim geregi Koebe fonksiyonunun rotasyonudur.
feS tekise|a,|<1 oldugunu ispatlayalim:
f(2)=z+a,2+--=f(Z%) = z+%azz3+-~,

S de tek fonksiyondur (bunu daha evvel ispatladik) ve ikinci teriminin katsayisi
sifirdir. O halde bunu da [a; - a,| <1 esitsizliginde kullanirsak

a, =0 ainirsa [0-a,|<1= |a,| <1 bulunur. Baska bir ispat da;
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F(2) =/f(2%) :z+%a223+--- a, :%a2 =

<1=la;|<1 bulunur.

- 15a.
2
|a| =1 esitligi ancak veyalniz f (z) = z-(1-€*" ~22)_1 olmas! ile mimkundur.

Gercekten;

1
f(Z)=2 —>—
1_ eZIBZZ
= z[1+ e’z + "z + .. ]
=72+ 4+ +...

jas] =[e™] =1

dir.

3.6 Hazirlik: f(2)=z+ az*+ az°... € Salaim.

f'(2) =1+2a,z+3a,2* +..= f'(0) =1
f"(z)=2a,+6a,z+...= f"(0)=2a, =

|f ~(O)|:2|a2|:> @2@52: ‘ f"2(0) <9

buluruz. Bu disuncenin sifir noktasindan herhangi bir zoe D noktasina tasinmasi
halinde,

0 2vg 1 2\ 2 n _ 2y ¢ 2
f(f:; J:f(zma—lzol (2o} 2o (20) - 22012 F (20

fonksiyonu da D bolgesinde analitik ve yalinkattir, fakat S sinifina ait degildir. Zira

normalize edilmemistir. O halde bu fonksiyonun S sinifina ait olabilmes icgin

normalize edilmesi gerekir.

f[f:gzzo j_f(zo) .
h(g) = 0 =c{—(1— z,[")
(1_|Zo| )f '(Zo) 2 | |

F'(zo) |
m Z, |C°+...
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h(¢) fonksiyonu h(0)=0, h'(0)=1 kosullarini gergeklediginden S sinifina aittir.
h(g) fonksiyonuna z, noktasina gore f(z) fonksiyonunun Koebe transformasyonu adi

verilir.

3.7 Lemma: Eger fe Sise buradan

fr 2/* z
AT W P I
(@) 1-[z,[| 1-[z

dir.

Ispat: Hazirlik "tan hareket edersek,

f(f:gzzo ]_f(zo) . ()
h(C) = 0 _ B2 BTV I U4)) R
©) ) C{Z(l 1zo) fz) Zy |C°+

fonksiyonu S sinifina ait oldugundan ikinci terimin katsayisi 2’ den kiguktdr.
1 "(z,) -
Sl )z,
2 f'(z,

bulunur ki bu ifadeyi de

<2

2|ZO| :| 2z, |
1_|ZO|2 ‘1_|20|2‘

ile carparsak,
TR A BT
2 F'(z0) ‘1_|20|‘ 1-[z,|
S ) o=
2 f'(z,) 1-|z” ) 1-|z,]

fr 2 _ 2
’(Zo) Zy ~—Z, Zy 2|S 4{ZO|2 —
t(z,) 1-z,| 1-z,| \ 1-z,|

1
E(l_|zo|2)

. f"(z,) 2|20|2 |§ 4z,|
"f(2)) 1-[z"| 1-Jz,"

bulunur. Bu ifadede zpile Z'i yer degistirirsek,
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@) 2| 4
T 1 |z|\ 1-|7]

elde edilir.

- (7<9)

3.8 Teorem (1/4 Distorsiyon Teoremi) :
W=f(2)=z+ az’+ &Z°...€S

fonksiyonunun tasvirindeki sinir noktalarinin w=0 noktasina olan uzakliklari 1/4’

den kiclk olamaz.

Ispat: ¢ noktasl D bolgesinin disinda bir nokta olsun.

cf(2) ( 1) 2
=Z+|a,+= |Z°+...
z-1(2) c

fonksiyonu da S sinifina aittir. Ikinci terimin katsayisinin moduli 2'den kiiclik

olacagina gore,

<2

a+t
¢

dir. Diger taraftan, |a,| < 2dir ve

1 |1 1 1
AP s +|-a,|= P +la,|<2+2=
1

<4:> 1oas |c:|21

@

bulunur. Buda bize teoremin ispatini verir.

3.9 Teorem: o ve 3, D bolgesininiginde f(z) € S fonksiyonunun alamadigi herhangi
iki deger olsun. Bu taktirde,

F(2) = fgcz()z)

a

fonksiyonu da D’ de yalinkat olup
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degerini alamaz.

Ispat: f(z), D’'de yalinkat oldugundan ve o degerini alamadigindan @il’dlr.
(04

Dolayisiyla 1—E # 0’ dir. O halde F(z) fonksiyonu D’ de analitiktir.
a

f(z) f(z,)
F(z)) =Hz,)= = = af(z,)-1(2)f(z,) = of (z,) - T(2,)f (,)
1— f (Zl) 1_ f (22)

a a

= af(z)=af(z,)= f(z)=1(z,)
dir. f(z), fonksiyonu D’de yainkat oldugundan z;=z, olur. O halde F(z), D’de
injektiftir. Bununla birlikte F(z) fonksiyonunun D’de yalinkat oldugu ispatlanmis

olur.

Simdi LB sayIsinin tersinin modulind dustnelim.
a

- B B

Tl la ‘1_&_1_1

B| B Bl [B aBl [B «

buluruz. Fakat bir dnceki teoremden dolayi,
1 1

B «

bulunur.Bu da bize teoremin ispatini verir.

<4

3.10 Teorem: feSise,

: 1-l4 ., 1+
O =@y
, 2] E
(i) T <[f(z)|< e
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ol @) 1+
W e 1o

dir. Bu esitsizliklerde esitlik hali ancak ve ancak f(z) Koebe fonksiyonunun uygun
bir rotasyonu ise gerceklenir.

Ispat: Lemma 3.7 deispatladik ki

@) 2| 4

o) 1- |z|\ 1-|o*’

(7 <1 (3.1)

dir. Diger taraftan bir kompleks reel kismi ile modult arasindaki
~|4<Rez<|7
bagintisindan hareket edersek (3.1) bagintisini
, 2
_%m{z; ,g;}_f_li'z < 1j"|j|2
seklinde ifade edebiliriz.

BRI PP
1-|4" 1-|¢ (2 " 1- 4" 1-|7

=

2|Z|2—4|Z| SRez.l:n(z) S4.|Z|+2|Z|2 (32)
1|7 '@ 1-7°

yazabiliriz. Diger taraftan,

Rezl @ :Re{alogf ’(z)}:Re{alogf (2) oz }
f'(2) ologz 0z ologz

eiG d p
d dt,
P="

z=pe’= dz=€dp= %:eie, logpe’ =t= =p
p

oldugundan,

Re{zf"(z)}zRe{alogf'(z) oz }:Re{alogf’(z)@}
f'(2) 0z odlogz op ot

Re{ f"(z)} Re{p dlogf '(Z)} —p Rem - pailoghc '(2)
p

f'(2) op op
bulunur. Bunlari (3.2) esitsizliginde yerine koyarsak, (3.2) esitsizligi,
2p° — 4 _ 4p + 2p
1-p®
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seklindeyaznabilir.

N 2p-4
1-p®

4+2p

< = Iog|f (2)| <

Buifade 0'dan p’yakadar integre edilirse,

p
ij 4dp<J'—Iog|f (z)|dp<j pd - Iog( P _<logff '(z)|<log 1+p
0 p

1-p? (d+p)°
1-p
1+ )
oldugundan,
-4 o
d+[2)° (1+|z|)3

bulunur ki buda (i) esitsizligidir.

(ii) esitsizligini ispatlamak icin (i) esitsizliginin sag tarafi z ile orjini
birlestiren dogru boyuncaintegre edilirse,

f(2) = j f'(2)dz <

dp = |f (z)| (3.3)

p)2

bulunur. f(z) noktasi ile orjini birlestiren dogru pargasinin |z <1 icinde, tamamen

f(z)'in degerleriyle ortiiltr. Bu sekilde [f(z)| icin bir alt sinir elde edilir. Eger L,
w=f(z) fonksiyonuyla bu dogru pargasi Uzerine tasvir edilen |z| <1'de bir yay ise, L

boyunca dw =f'(z)dz > 0’ dir. Bbylece,

)=

j f'(2)dz

' h 1_p p
= |If do > do = 34
!' @ p>£(1+p)3 P W p)? (34)

buluruz. (3.3) ve (3.4) ifadeleri birlestirilirse,

<ff@l<

(1+ p)* )

bulunur. |z| = p alinirsa,

7 7
@l <Oy

bulunur ki bu da (ii) esitsizligidir. Bundan dnce,
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f(lizzz j ) = f"( )
h(C)= 02 =C+ { 0 ) %) 2 }Cz"'---
O e D,

fonksiyonunun S sinifina ait oldugunu ispatlamistik. Bu fonksiyonda &= -z,

alinirsa,
—Z,+2
fl 2% 1-f(z
[1_Zozoj @) 1 f(z)
h(—ZO): > = — 2 ;
-z )f'(@) 1~z F'(20)
bulunur. Ziraf(0)=0"dir.

N ¢

B _ , f’(zo)|_ 1 | Z, |
Al h(z)  f(20)

"1(-2o)| 1-[z,[ [n(-2o)]

(3.5)

buluruz. (ii) esitsizliginde |f (z)| yerine 1 | Zo |degeri koyulursa,

1-[z," [n(=2,)|
2l 1 |z | Rl el |z | bl
(L+[2o)? ~ 1-[zo* [N(=20)| ~ A-[zo)® T @[z TI(-20)| T (-2’
(1_|ZO|)|ZO|S 2] S(1_|ZO|)|ZO|:>1 |ZO| |1 |<1+|ZO|
1+|z,| h(-z,) 1-|z,| 1+|zo ‘h( zo)‘ 1-|z,|

esitsizligi elde edilir. (3.5) esitlizinden dolay!,

1-fz| |, £'(zy)| 1+[2
1+ f(zo)\ 1-[z,|

bulunur. zile z, yer degistirecek olursa,

1 | )| 1+
1+|7 f(z)| 1-I

esitsizligi bulunur ki bu da (iii) esitsizligidir.
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4.SABORDINASYON PRENSIBI

4.1 Maksimum Prensibi

z+re®

C Egris

Kompleks analizdeki maksimum prensibi asagidaki gergeklere dayanir.

(I) Reel analizdeki Weierstrass teoremine gore: Bir (a,b) araliginda tanimlanmis
f(x) fonksiyonu igin aralik kapali ise f(x) fonksiyonu maksimum degerini bu aralikta
bir fiil alir. Eger f(x) fonksiyonunun bu aralikta tirevi var ve sifirdan farkli ise f(x)
fonksiyonu bu aralikta monotondur. Dolayisiyla fonksiyon araligin bir ucunda

maksimum diger ucunda minimum degerini alir.

(1) Eger aralik agik ise, yani araligin u¢ noktalari araliga ait degilse fonksiyon
bu aralikta maksimum degerini alamaz.

Yukarida agiklanan teoremin kompleks fonksiyonlar teorisindeki Kkarsiligl

Maksimum Prensibidir. Maksimum prensibinin ispatina gegmeden 6nce asagidaki
aciklamalarin yapilmasi prensibin daha anlasilir olmasi bakimindan gereklidir.
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(1) f(z) fonksiyonu Q bolgesinde sabitten farkli ve analitik bir fonksiyon
olsun. Eger z, noktasi fonksiyonun sinir noktasi degilse f(z) fonksiyonu merkezi
z,’da olan ve tamamen Q bolgesinde bulunan bir daireyi merkezi f(z,)’da olan

katl veyabasit bir daireye donusturtr. Dolayisiyla bu cember tzerinde Gyle bir nokta

vardir ki

f(2)|2[f (z,)| esitsizligi gergeklenir.

4.2 Teorem (Maksimum Prensibi) : f(z) fonksiyonu basit baglantili kapali C
egrisinin kapattigl basit baglantili Q bolgesinde tanimlanmisg ve analitik olsun. Bu

takdirde [f (z)| ifadesi maksimum degerini Q' nin sinirindan alir.

Ispat: z, noktasi Q bolgesinde olsun. y kapali Jordan egris de tamamen Q

bolgesinin icinde ve ¢ noktasl da y kapali Jordan egrisinin icinde bir nokta olsun.

Cauchy integral teoremine gore

_ 1 f©
f(z0) = J % (4.0)
esitligi yazilabilir.

(i) z, noktasi bir i¢ nokta oldugundan dolay! z, noktasinin uygun bir civari y

kapall egrisinin kapattigl bolgede bulunur (Ya da bu civar tamamen Q bolgesinde
bulunur). Dolayisiyla z,’1 merkez kabul eden r yarigapli bir ¢ember » kapal
egrisinin kapattigl bolgede anabilir. Dolayisiyla y kapall egrisi yerine bu ¢gember
alinabilir. Buna gore yukarida yazdigimiz (4.1) ifadesini bu cember igin de

yazabiliriz. Yani,

_ 1 f©
fz) =7 - . j :rz;——zodc (4.2)

ifadesini yazabiliriz. (4.2) esitligi ayni zamanda
C-2zp|=r=C-2,=1€" = (=2, + 1€’ = d{ =ire’dp (4.3)

oldugu gbz 6niine a inarak

ird®do =

fz)=t [ fQq 2 ZJl‘f(zOJrreie)

. - . i0
2ml 51 6= 2, 2 re

0
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f(z,) = 2—1n2jf (z, +re®)do (4.4)

esitligi yazilabilir. (4.4) esitliginin anlami, f(z) fonksiyonunun, z, merkezli r
yaricapll cemberin merkezindeki degeri f(z,) oldugundan, merkezdeki bu deger,

cember Uzerindeki degerlerin aritmetik ortalamasina esittir (Gauss Ortalama Deger
Teoremi).

Simdi (4.4) esitliginin isig1 atinda Maksimum Prensibini ispatlamaya calisalim.

Calisma Hipotezi: Farzedelim ki |f (z)| ifadesi maksimum degerini bir i¢ nokta olan
z, noktasinda alsin. Bu ¢alisma hipotezi

F(25)] 2[f (2, +1€”)| (4.5)

olarak ifade edilebilir (Yani i¢c noktadaki deger, sinir noktasindaki degerden
bityktir). (4.5) esitsizligi, herhangi bir 6 argtimani iin gergeklendiginden ve |f ()|
ifadesinin stirekliliginden dolayr uzunlugu sifirdan farkli her yay icin bu esitsizlik
gerceklenir. Dolayisiyla

F(25)] 2[f (2o +1€°)| = [f (2,)| - [f (2, + 1€°)| 2 0=

Tﬂf (2o)|-|f (2 +1€") J00 > 0 (4.6)

0
esitligi yazilabilir (Zira pozitif degerli bir fonksiyonun bir aralik boyunca ainan
integrali pozitiftir). (4.6) esitsizligi ayni zamanda

0< Tﬂf (20)| -[f (2 + re“’)HdO - Zf|f (2o)|dO - zﬂf (2, +re")do =

2n

2f|f (2,)d0 > zﬂf (zo+ re‘e)‘de = [ (2,)| QE“ > ”f (2o + reie)‘ N
0 0 0

(2n-0)[f ()| 2 Zﬂf (2,+1€°)| = 2nf (z,)] 2 2ﬂf (2,+1€°)=
If (20)| > 2%1“ (2, +1€”)do (4.7)

esitsizligi elde edilir. Diger yandan Gauss Ortalama Deger Teoreminden modull
alinacak olursa
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2n 2n
f(z,) = 1 [ f(zo+1€")d0 = [f ()] = 1 [ f(zo+1e")do (4.8)
2n 5 2n g

esitligi elde edilir. Ayricaegrisel integralin 6zelliklerinden

j f(z(t))dt

< j If (2(t))|t

esitsizligini yazabiliriz. Bu ifadeyi (4.8) de kullanirsak
2n

If (z,)| = sz—ln ! (2, +1€”)do =

1 2n
i0
z!f(zoﬂe )do

2n

If (2,)| < 2—171 ! (2, +ré")do = (4.9)

esitsizligini elde ederiz. (4.7) ve (4.9) esitsizliklerine dikkat edilecek olursa bir
celiski oldugu ortaya cikar. Dolayisiyla bu geliskiyi ortadan kaldirmak igin ¢alisma
hipotezinden vazgegmek gerekir. Yani |f(z)] maksimum degerini bir i¢ noktada

alamaz.

CalismaHipotezi: Her 8 argimani icin
If(z0)| = ‘f (z,+ re‘e)‘ (4.10)

olarak alalim. Yani bir i¢c noktadaki degerin sinirdaki degere esit oldugunu kabul
edelim. Bu calisma hipotezi atinda z, merkezli ve

n<r,<f<..<r_,<r <.. (4.112)
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yaricapli cemberleri dustintrsek (4.10) esitligi yaricaplari gittikge kictilen cemberler
Uzerinde slrekli olarak gercekleniyorsa gostermeliyiz ki f(z) analitik fonksiyonu
ancak sabittir. Gergekten,

w =f(2) =u(x,y)+iv(X,y)
w, =f(z,) = u(X,,Y,) +iV(X,, yo)}

oldugunu g6z 6niine alarak
£ (2)] =y [UCko, Vo) +[V(o0 Vo) =

F(Zo)] =[uCXo,Yo)]” +[V(X6,Yo)] (4.12)

esitligini yazabiliriz. z, noktasi herhangi bir nokta oldugundan (4.12) ifadesi bir

sabite esit olacaktir (Yani f(z,) bir z, noktasinin bir civarinda sabit kaldigindan
[f(z,)| ifadesi de sabit kalacaktir). Ote yandan z, noktasi Q bolgesinde keyfi nokta
oldugundan (4.12) ifadesi ayni zamanda

f (zo)|2 =[u(x,, yo)]2 +[v(x0,y0)]2 =u’+v’=c (4.13)
seklinde olacaktir.
x'e gore turetirsek :

2u au + ZVQ =0
oX OX (4.14)
y'ye gore tlretirsek : '

2ua—u+2va—V:0
oy oy

Denklem sistemi elde edilir. Fakat f(z) Q'da analitik oldugundan Cauchy Riemann

denklemlerini gercekler. Buise
u_ov
ox oy
u__ov
oy OX
bagintilaridir. (4.15) bagintilarini (4.14) denklem sisteninde yerine koyarsak:

2u6_u+ ZVQ =0
OX OX

2u8—u+2v@:0:> _2u@+2\/8_u:0
oy oy oX OX

(4.15)

(4.16)
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sistemi elde edilir. Burada u(x,y) ve v(x,y) fonksiyonlari bilinmeyen fonksiyonlar
olarak kabul edilirse (4.16) lineer homojen denklem sisteminin ¢cozUmindn var

olabilmesi icin katsayilar determinantinin sifir olmasi lazimdir. Buradan:

ou ov

- _ 2 2

ox o :(a—“j +(@j -0 (4.17)
_ov du| (0ox OX

oX  OX

bagintisi elde edilir.

Tamamen benzer sekilde hareket ederek (4.14) denklem sisteminde Cauchy-
Riemann denklemlerinin kullaniimasiyla:

2ua—u+2v@:0
oy

oy

ZUQ—ZV@ZO
oy oy

(4.18)

sistemi elde edilir. Bu sistemde u(x,y) ve v(x,y) fonksiyonlari bilinmeyen
fonksiyonlar olarak kabul edilirse (4.16) lineer homojen denklem sisteminin

¢OzUmUnin var olabilmes icin katsayilar determinantinin sifir olmasi lazimdir. Bu

Ise:

VA
ou oy

bulunur.

ou)® (ov) au) (ovY , .
(4.17) (a_xj +(a—xj =0 ve (4.18) (Ej J{@J =0 ifadeleri u(x,y) ve v(x.,y)

fonksiyonlarinin hem x’e hem y’ye bagli olmadiklarini gosterir. Bu da u(x,y) ve

v(x,y) fonksiyonlarinin sabit olmalar1 demektir.
u(x,y) ve v(x,y) fonksiyonlari sabit iseler f(z)= u(x,y)+iv(x,y) fonksiyonu da

sabittir. Bu da bir noktanin civarinda sabit kalan bir f(z) analitik fonksiyonunun
sabitten ibaret oldugunu gosterir.
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O hade baslangicta sabitten farkli adigimiz f(z) analitik fonksiyonu
If (2,)| = \f (2, + reie)\ varsayimi atinda bir sabite esit oldu, bu da celiskidir. O halde

If (2,)| = \f (2, + reie)\ dr.

Diger taraftan [f(z)| fonksiyonu reel degiskenli bir fonksiyon olup Q’da analitik,
surekli oldugundan [f(z)| fonksiyonu maksimum degerini Q'da alir. Ancak yukarida
gosterildi ki bu nokta hig bir zaman i¢ nokta olamayacaktir. O halde [f(z)| maksimum

degerini ancak sinirda alir.

Bu da maksimum moddl teoremini ispatlar.

4.3 Teorem (Schwarz Lemmasl) : W(z) =c,z+c,z° +... fonksiyonu D={Z|7 <1} de
tanimlanmis ve analitik olsun. Ayrica w(0)=0 ve |W(z)|<1 kosullarini gerceklesin.
Bu durumda

(w(2)|<|2] ve |w'(0)|<1

esitsizlikleri gerceklenir. Esitlik hali ancak ve ancak w(z) =kz, |k| =1 fonksiyonu igin
gecerlidir.

2
ispat: h(z) = W(Z) _CZ+CZ" +...

=C +C,Z+... (4.20)

fonksiyonunu gozonine aaim. Bu fonksiyon birim diskte tanimli ve analitiktir.
Maksimum prensibinden dolay fonksiyon maksimum degerini sinirda alir. Y ani

w(2)
z

Ih(2)| :‘ <1 (4.21)

esitsizligi gecerlidir. (4.21) ifadesinden asagidaki islemleri yaparak
[w(2)

== <1=|w(2)|<|Z
2

oldugunu goéruriz. Simdi tirevin

h'(0) = lim "2 =1O)
-0 7-0

limit tanimini kullanirsak
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w'(0)| = m%‘g’@‘: Lim@‘: 'ziLE‘WiZ)L'zim'WiZ)'j
lim|h(z)| <1= |w'(0)| <1

bulunur. Esitlik hali

h(z):@: @ =1:>@:eie = w(z)=€e"z

w(z)=€’z=kz=>w(z)=kz (k|=1)

oldugu gorulUr.

4.4 Tanim: f(z) ve g(z) fonksiyonlari D = {z||z| <1} bolgesinde analitik iki fonksiyon
olsun. Eger

1. ¢(2), D’ deandlitik,

2. 0(0)=0,

3. |(p(Z)| <1

kosullarini gergekleyen bir ¢(z) fonksiyonu bulunabilir ve f(z) =g(e(z)) bagintisi

gerceklenirse, f(z) fonksiyonu g(z) fonksiyonuna Sabordine dir denir. Bu prensip

“f(2)<g(2)" ile gosterilir.
4.5 Aciklama: Sabordinasyon prensibi Schwarz lemmasinin genellestirilmis halidir.
4.6 Teorem: f(z) < g(z) olsun. Bu takdirde
f(D)cg(D) ve  (0)=9(0)
dir.
Ispat: f(z) < g(z) oldugundan dolay: tanim geresi,
1. ¢(z) fonksiyonu D’de analitik,

2. 9(0)=0,
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3. |o(2)| <1,
kosullarini gergekleyen bir ¢(z) fonksiyonu vardir. Oyleki f(z) = g(p(2)) dir.
Burada ¢(z) fonksiyonu Schwarz lemmasinin kosullarini gergeklediginden;
[o(2)| <[4
esitsizligi yazilir. Esitlik hali yalniz ve yalniz ¢(z) = €°z oldugu zaman gegerlidir. O
halde z, € o(D) aaim. z, = p(z) olacak sekilde bir ze D vardir.
2, =9(2) = [z)|=|o(2)| = [z =|o(2)| <]z <1=|z)|<1= 7, €D
bulunur. O halde, z, e (D)= z,e D= ¢(D)c D dir. g(z) ve f(z) fonksiyonlari
D’ de andlitik, f(z) < g(z) ve ¢(D) < D oldugundan
f(D) = 9(¢(D)) = g(D) = f(D) = g(D)
bulunur. Ayni zamanda
¢(0)=0 ve f(z) = g(o(2)) = f(0) = 9(9(0)) = 9(0) = f(0) = g(0)

kosulunu da bulmus oluruz.

4.7 Teorem: f(z) < g(z) olsun. Bu takdirde

{f (2|7 <1t ={9(@)|7<1} (0<r<1) dir.

Ispat: f(z2)<g(z) olsun. Bu takdirde tanimdan dolayr D’de yalinkat olmasi
gerekmeyen ve

1. ¢(z) D’deandlitik,

2. 9(0)=0,

3. |o(2)| <1,
kosullarini gercekleyen bir ¢(z) fonksiyonu vardir. ¢(z) Schwarz lemmasinin
kosullarini gergeklediginden |o(z)| <[z dir. O halde |p(2)|<|z| <r <1'dir.
z, € p(D,) aalim. Budurumda z, = ¢(z) olacak sekilde en az bir ze D, vardir.

2, = 9(2) = |z,| =|p(2)| <|z < r <1= z, €D,
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dolayisiyla o(D,)c D, dir. Fakat ayni zamanda f(z)<g(z) oldugundan

f(z) =g(p(2)) 'dir. Buradan

{f @2 <1} ={9(e()|7 <1}

yazilabilir.

¢(D,) < D, oldugundan, g(z)’'de D,’de analitik oldugundan g(¢(D,)) < g(D,) 'dir.
(O<r<l)=

{f @< ={g(e(2)]7 <

{f (z)Hz| < c{g(z)‘|z| <1} (0<r<1)

<r}

<1} :{g(z)‘|z| <=

bulunur ki budaispati istenen ifadedir.

4.8 Teorem: f(z) < g(z) olsun. Bu takdirde

axf (2] < Max(g(2)

z\<r

esitsizligi gergeklenir.

Ispat: f(D,)cg(D,) oldugunu ispatladik ve aymi zamanda f(z) ve ¢(2)
fonksiyonlari D,’de analitik olduklarindan maksimum modul teoremini kullanirsak;

f(2)] ve |g(z)) maksimum degerini ancak sinirda alabilirler. Ayni zamanda

f(D,) cg(D,) oldugundan, Max|f (2) < Max|g(z)| sonucu yazilabilir.

4.9 Lemma: ¢(z) asagidaki kosullarl gergekleyen andlitik bir fonksiyon olsun,
1. ¢(2), |74 <1iginanalitik,
2. ¢(2), |7<1igin|p(2)| <1

Bu takdirde,

w-[2)e' @] <1-lo(@)"

dir.
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Ispat: ¢(2), |7/ <1 deanalitik ve p(z)| <1 oldugundan |¢| <1 olmak tizere

?(2) —o(C)

M= o@0©

fonksiyonu da [7| <1 de andlitik ve ¢(z), z=¢ icin sifirdir. Dolayisiyla

h(z) = "’(Zé
1-z¢

fonksiyonu da z = { noktasinda analitiktir. Ayrica

zi\Ln1|(P(Z)|:1
ve |z =1igin : = maksimum prensibine gore |h(z)| <1'dir.

2=6|_,
1-zC

dir. Bunagore,

h(z)= 2@ _ e@-0() 1- 2L _o(@-0) 1-7C

- 1-9(2)9() z-¢ z-C  1-9(2)0(C)
1-z¢

h)—[e@=0© _1-2L | e@-0@)] 1-2£ |,
| z-C 1-0@e©Q)| | z-C¢ [1-0@)e()

yazilabilir. z=C degeri yerine koyulursa

g o |<p(o|

(©)<

-l 1-Jgf*
bulunur. Fakat C keyfi oldugundan,
0'(2)A-|2") <1-|e2)
elde edilir.

= [pO-1*)<1-lo)f

4.10 Teorem: f(z) < g(2) olsun. Bu taktirde

<Max(1- dir.

|z<r
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Ispat: f(z) < g(2) oldugundan dolay!

1. ¢(z) fonksiyonu|z| <1 de analitik,

2. ¢(2), |7 <1 de ¢(0) =0,

3. 0(2), |Z| <1de |(p(z)| <1,
kosullarini gercekleyen bir ¢(z) fonksiyonu vardir ve Lemma4.9’ dan dolay!
(L-[2")]e' (2| <1-[o(2)f (4.22)

esitligini gercekler ve ayni zamanda f(z) <g(z) = f(z) =9(p(2)) ifadesinden tirev

alnirsa,
t(2) =9'(9(2)9'@) = [f ()| =|g'(¢e@)|¢' (0] = A-[7") > 0=
A-[2")[f @] = a-[2")|g' (e(2))]¢' @)
dir. Bu adimda (4.22) bagintisi kullanilirsa,
t'(2)| = A-|2")|o'@)e'(2)] < @-|o@@)])|g'(9)| (4.23)

bulunur. Fakat ¢(z) fonksiyonu Schwarz lemmasinin kosullarini gerceklediginden

-

|9(2)| < |7| dir. Bunu daen son (4.23) te kullanip maksimum teoremini uygularsak,

Max

|z|<r

1- |z|2 f'(2)|< Max1—|z|2

|z<r

g'(z) . (0<r<))

bagintisini elde ederiz. Bu daispat! istenen ifadedir.

4.11 Teorem: f(z) < g(z) olsun. Butaktirde |f'(0) < g'(0) | dir.

Ispat: f(z) < g(z) =|z k1 deandlitik, (0) =0, | ¢(2) |<1 kosullarini

gercekleyen bir ¢(z) fonksiyonu vardir ve f(z) = g(o(2)) dir.

f'(2) = ¢'(2)9'(e(2)) = |T'(2) H ' (9(2) | 9'(2) | = |£'(0) H 9" ((0)) [ ¢'(O) |
bulunur. |@'(0)|<1 ve ¢(0)=0 (¢(z) Schwarz Ilemmasinin kosullarini
sagladigindan) kosullarindan dolay!

110 |=19'(e(0) [19'(0) [ < |g'(«(0)) [=9'(0) |
=[f'(0)[<1g'(0|

bulunur ki bu daispat! istenen seydir.
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4.12 Lemma: g(z) , D deyainkat olsun. Ancak ve yalniz f(0)=g(0) ve f (D) — g(D)
ise f(z) <g(z) dir.

Ispat:

f(z) < g(z) veg(z), D deyainkat olsun bu taktirde
(1) |zl<r de analitik

(ii) |zlkr de (0)=0

(iii) |zlkr de |o(2) k1

kosullarini gercekleyen bir ¢(z) fonksiyonu vardir. Ayrica o¢(z), Schwarz
Lemmasinin  kosullarini  gergeklediginden  |o(2) <|z| dir. Dolayisiyla
z, €9(D,)=z, =¢(z) olacak sekilde en az bir ze D, vardir.

2z, =0(2)=|z,|=l9o(2) | < |z|<r=|z,|<r=12 €D, = ¢(D,)c D, dir.

9(2) , D deyalinkat oldugundan g(¢(D, )) = g(D, ) dir.

f@=9(e(2))

9(e(D,))=9(D,); =

f(B,)=9(e(D)))

f(D,)<=g(D,) bulunur. r -1 olunca f (D) = g(D) bulunur.

f(2)<9(2) = f(2) =9(p(2)) = (0) = g(¢(0)) = g(0) dir.Yani sonug olarak
f(0)=g(0) bulunur.

Karsit olarak g(z) fonksiyonu D bolgesinde yalinkat, f(0)=g(0) ve
f(D) c g(D) olsun. Gosteremeliyiz ki f(z) < g(z) dir.
9(z), D deyalinkat oldugundan
w=9(2) &z=g"(w)
fonksiyonunun g(D) de analitik ve yalinkat oldugunu soyleyebiliriz. Diger yandan
f(D) = g(D) oldugundan z=g"(w) fonksiyonu ayni zamanda f (D) de yalinkattir.
Simdi
0(2) =97 (f(2) (4.24)
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fonksiyonunu tanimlayalim. (4.24) seklinde tanimlanan fonksiyon yukarida
soylediklerimizden o6tiri g(D) de andlitiktir. f(D)cg(D) oldugundan o(z)
fonksiyonu f (D) ’de de analitiktir. Ayrica

f(0)=9(0) = 0=g"(f (0))

bulunur ki bu baginti bize

¢(2)=g7(f(2)
g7 (f(0)=0

esitligini verir. Ayrica ¢(z) =g (f(z)) fonksiyonuna ait biitiin degerler z=g™"(w)

}:MP(O)—O

fonksiyonu ile verilebileceginden ¢(z) =g (f(z)) fonksiyonu D’de analitiktir ve
|0(2)| <1 kosulunu gergekler. Sonug olarak ¢(z), D de analitik, ¢(0) =0, |o(z)| <1
kosullarini gergekleyen fonksiyon olmak Uzere

0(2) =97 (f(2)) = f(2) = 9(e(2))

seklinde yazilabilir ki bu da subordinasyon tanimindan dolayi

f(2)<9(2)

oldugunu gosterir.
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5.POZIiTiF REEL KISMA HAiZ FONKSIYONLAR

5.1 Tanim:

(i)  p0)=1

(i)  Rep(2>0 (lz<1)

(i) p@),D={z|lzl<1} deanditik

Ozelliklerine gergekleyen fonksiyonlarin sinifini P ile gosterelim.

5.2 Ozellik: w = ?—Z fonksiyonu gézonine alinsin.

1-z 1-Z

1(1+z H_Zj_}((&z)-(1—7)+(1+2)e(1—z)]

Rew:l(w+v_v):— =
2 2 2 (1-2)-1-2)

2

1 1+Z+z-|zP +1-z+7-|zf | _1( 2-2|zF
2 |1-zf |1-zf
_120-|zP) _1-|zF
2 |1-zF |1-zF

1-|zf

= Rew = P bulunur. |z|<1=|zf<1=1-|z[>0 ve|1-z[> 0 dan

1-|zf

1 |2 > 0= Rew > 0 bulunur.
-7

Rew =

(Yani birim dairede Rew > 0 dir.)

Diger taraftan bu fonksiyon;
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z=0 noktasini W:H—Z—E=1:>W:1 noktasina

1-z 1-0
z=1 noktasini w =00 noktasina

z=o0 noktasini w =-1 noktasina

tasvir eder.

Bu fonksiyon ayni zamanda ;

IWI2_WV_V_|1+Z|2_ 1+2\(1+Z) 1+Z+z+|zf
1-z| 1-z)\1-2) 1-Z-z+|zP

_1+2Rez+|zf 1+2Rez+|z[ +4Rez-4Rez
1-2Rez+|zf 1-2Rez+|zf

_1+2Rez+|zf —4Rez  4Rez

1-2Rez+ |z 1-2Rez+|zf
1-2Rez+|zf 4Rez Rez
= >+ >=1+4 >
1-2Rez+|z[F 1-2Rez+|z| 1-2Rez+|z|
. 2 Rez
Yani sonug olarak ; |w ['=1+4 > bulunur. O halde
1-2Rez+|z|
2
ReW:1+|z|2
|1+ 2|
|w =1+ 4— RCZ

1-2Rez+|zf

sonuclarindan hareket edilirse;

(5.1)

(5.2)

a) |z|<1 veRez >0 olsun. Budemektir ki (5.1) ve (5.2) sonuglarindan

Rew >0, |w|>1 bulunur.

39



N N
/ W

Sekil 5.1

b) |z|<1 veRez < 0 olsun. Bu demektir ki (5.1) ve (5.2) sonuglarindan

Rew >0, |w|<1 bulunur.

| R b W
\ %

Sekil 5.2

(& ve (b) sonuclarindan elde edilen, birim dairenin sag yarim diizleme tasvir
edildigidir. O halde buraya kadar yaptigimiz islemlerle w fonksiyonunun
birim dairede pozitif reel kisma sahip oldugu ve birim daireyi sag yarim

duzleme tasvir ettigi gorulmuistar.

5.3Lemma: p(z) fonksiyonu yalniz ve yalniz
2)<—
PR <

ise P sinifina aittir.
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Ispat: p(z) <$ olsun. Bu hade dyle bir ¢(z) fonksiyonu vardir ki bu
-z

fonksiyon
1. D’de andlitik

2. |(p(Z)| <1
3. ¢(0)=0
kosullarini gergekler ve g(z) = T—Z farz edersek p(z) < g(z) oldugundan
-z
1+ ¢(2)
1-9(2)
dir. Buradan hareket edersek,

_1+9(0) _1+0_
P(O) = 1-9(0) 1-0

p(2) = 9(e(2)) =

1=p(0)=1

Rep(2)= L [1+ o) , 1+@] _L-le@f
2\1-6(2) 1-0(2)) [-e(@)

bulunur. Ayrica |o(z)| <1 kosulunu gercekl ediginden ve
1-|p@)|" >0, 1-o(2)|" >0
oldugundan

1@

R =
P 1 oo

1

olur. O halde ¢(z) D’de andlitik oldugundan p(z) = 1+ (Pg; fonksiyonu da
-0

D’de anditiktir. O halde, p(0)=1 Rep(z)>0, p(z) D’de andlitik
oldugundan p(z) € Pdir.

Tersine peP olsun. Bu hade p(0)=1 p(z) D’de andlitik,
Rep(z) > 0 kosullarini gercekler.

1+z
9(2)= 15

fonksiyonu goz 6ntine alinsin.
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9(0) = % 1= g(0) =1 ve p(0) =1=> g(0) = p(0)

kosulu saglanir. w e p(D) aaim. w =p(z) olacak sekilde bir ze D vardir.
Rep(z) = Re(w) >0 oldugundan w noktasi sag yarim duzlemdedir. Diger
yandan g(z) fonksiyonu D’den sag yarim diizleme yalinkat bir fonksiyon
oldugundan w =g(z') olacak sekilde bir z' € D vardir. Gergekten,

!

1
zZ'= =

1+z W —
w=g(Z") = ' Z'|1<1
9(z) 1-7 w+1
ve
127 P=1-4 RV __3 4 Rew ., Rew>0
|1+ w | |w|+2Rew +1

oldugundan z' € D’ dir.

w=g(z') = weg(D)

dir. Boylece

p(D) = g(D)

olur. Lemma 4.10'da “g(z) D de yainkat olsun. f(z) <g(z) dir. Ancak ve
yalniz f(0)=g(0) ve f (D) — g(D) ise” oldugunu gosterdik. Buradan,

f(2) <9(2)

bulunur.

54 Hazirlik: w, = W—_i fonksiyonunu distinelim. Bu fonksiyon,
W+

w=0 noktasini w, =—1 noktasina,
W=i noktasini w, =i noktasina,
W =0 noktasini w, =1 noktasina

tasvir eder. Dolayisiyla bu fonksiyon Rew>0 sag dizlemi |w,|<1dairesi

Uzerine resmeder ve w, (1) =0 kosulunu gercekler.

f(2)-1

Simdi Ref(z)>0 olsun. f(z) D'de andlitik ise g(2)= f(2)+1

fonksiyonu |g(z)| < 1 kosulunu gercekler. Bundan dolay1 herhangi bir pozitif
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reel kisma haiz fonksiyon; g(z), D'de andlitiktir, g(0)=0, |g(z)| <1 olmak

uzere f(2) :T—g(zg seklinde yazilabilir. Bu halde f(0)=1'dir.
z

1+a

1+[d
e e (5.3)

1[4
dir. Gergekten, [1+4 <1+ |4 (licgen esitsizliginden)
1-fj=f+a-d=fi-ard<f-d =1 H<l-4

n+ds1+w} 1d 1+ _jeal_1+[d
1-fd<p-df B4 14 i-a 1a

bulunur. O halde herhangi bir pozitif reel kisma haiz fonksiyon f(2),

<1 ise

|9(2)| <1 kosulunu gercekleyen fonksiyon olmak tizere
1-9(2)

seklinde yazilabiliyordu. O halde, (5.3) esitsizliginden dolay!

1+ |z|

f(z) < (5.9
esitsizligini gercekler. Ayrica, Ref (z) >0 olsun. Bu halde
Re{l} rel 1@ | _g 1@ 1.
f(2) |f (z)| |f (z)|
oldugundan (5.4) esitsizliginden,
1 1+ 1-2
= [f(z 55
(R R ©9
bulunur. Dolayisiyla (5.4) ve (5.5) esitlikleri birlestirilirse,
1+|z
)< 1- H 7 1+
1} 1+|z|£| @< (56)
f@=y

esitsizligi gerceklenir. Dolayisiyla asagidaki 6zelligi yazabiliriz.
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5.5 Ozdlik: p(z) € P olsun. Bu takdirde

LRI el

1+ |z|

. [p(0)| <2

_ 2
- (-4f

esitsizlikleri gergeklenir.

Ispat: Hazirhk 5.4'ten ve p(z)eP oldugundan Rep(z)>0 , p(0)=1
kosullari gergeklenir ve ¢(z) D'de andlitik, ¢(0)=0 ve |p(2)|<1

kosullarini gercekleyen bir fonksiyon olmak Uzere,

1+¢(2)
P@ =0
seklinde yazilabilir. Hazirlik 5.4'ten ve (5.6) esitsizliginden dolay!
-l _ 1+l
1+ Py
yazabiliriz.
_1+9(2) _ v 9@-0(@)+¢' @)1+ 9(2))
PO o) P (- p@) -
v 02 =0'@)9@) +0'(@) +¢' (Do) __ 29'(2) oy 20'@)
p(2)=" ; p(2) =5 = |p(z) = :
1-02) =P 0= TP

bulunur. Fakat ¢(z) Schwarz Lemmasinin kosullarini gerceklediginden ve

Lemma 4.9 dan dolayi;

|<p( )
1-|7°

olur. Buifadeyi |p'(z)| de kullanirsak,

[¢'(2) <

2{1|<p(z)|2}

Q@ | 1 ) 20-je(a))
-0  [L-o@  @-[ZH-e@)|
21-[p@) A+o@) _  20+[e@)
1-|z) @+[Z) L-o@)*  @-[2) @+ |2 1-0@)

2(1+|o(2)))
(1-|2) 1+[2) @~ l9(@) )

P2 =

Ip'(2) [

Ip'(2) 1<




1+ |(p(z)|

l9(2)|<|  oldugundan 1+|p(2)| <1+|7 = e <1 esitsizligi
kullanilirsa

1+|Z| 1-2)A-le@)) ~ @-|2)A- |(P(Z)|) -Da-l2) ~ a-jz)?

bulunur. Yeni netice

, 2
|p(2)|ﬁm

bulunur. z=0 koyarsak
|p'(0) [ 2

bulunur.

5.6 Teorem: p(z)=1+cz+c,z°+.. fonksiyonu D deanditik olsun.
Bu takdirde asagidaki ¢ kosul esdegerdir:
(i) p(z2) P

1+e z

(ii) p(2) = j — W y(2m)-7(0) =1

gerceklenecek sekilde artan y(t) fonksiyonu vardir. (0<t<2m)
(i) m=12,3,... icin

> D020 (ohudaka€Q) dil G=2 Ve oy =g,
0

=0

©

(k>1)
kabul edilmistir.

Ispat : (i) kosulu gerceklenmis olsun. Bu takdirde Schwarz Formiiliine
gore;

“ Schwarz Formillti: f(z) , |/<R deanalitik olsun. Bu takdirde

f(z)_zij %u()?ﬂc

dir. Burada c keyfi reel sabittir ve
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u(2) =Re[ ZiniL; ()— ] ise

f(z) ninree kismidir. “

O hade bu formilden;

1 £+72

il —R =
p@)=[ 5 [ — () “ ]

e

de |re dt
e

(e=re' =>de=ire'dt == =idt )

:ij re’ +2 .Rep(re").idt

2mi o re' -z

1Fre' +z -
= .Rep(re").dt
o= j — Rep(re")

J~re +Z

ady(t,r) (|4<r<1)
burada y(t,r) :zij'Rep(re“)dt (0<t<2n).
TEO

2n
Rep(z) >0 oldugundan  y(t,r) =2ij Rep(rd)dt>0 dir. O hade
T 0
0<t, <t,<2rm olmak lzere 0<t,—t, <2r oldugundan;

1t2 i 1t1 . 1t2 X
t,,r)=— | Rep(re")dt = — | Rep(re")dt+ — | Rep(re")dt >0
1tz =5 | Rep(reyat= - [ Rep(re!) +2n£ p(re)dt >

t, ty ty
N y(tz,r)zz—];t [ Rep(ret)at - 2_171 [Rep(re)at+ 2_17: [ Rep(re)at >
0 0 4

1% |
— | Rep(re")dt
o= j p(re")

0<t, <t,<2m icin y(t,r)<y(t,,r) dir. Yani fonksiyon 0<t<2n de

artandir.

Diger taraftan

re' +z

p()——je

.Rep(re") dt
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ifadesinde z=0 yazilirsa p(0) =1 oldugundan

re' +0

p(0)=1= —j Rep(r Mat = 2—1n2J?Rep(re“)dt =y(2m,r)

Y ani sonug olarak y(2m,r) =1 bulunur. Ayni zamanda

t
Y(t,1) == [ Rep(re")dt ifadlesinden
2y,

0
v(0,r) = ij' Rep(re*)dt =0
2n s,

bulunur.

“ Helly Segme Teoremi : [25]. [a,b] araliginda sonsuz elemana sahip bir
F={f(x)} ailes tammlanmis olsun. Ailenin biitiin fonksiyonlari ve ailenin

her fonksiyonunun toplam varyasyonu sinirli ise yani [f(x)|<K ve
b .
v(f)<K ise F alesinden bir (f (x)) dizis segmek mumkinddr. Oyle ki

dizi [a, b] nin her noktasinda sonlu bir ¢(x) fonksiyonunayakinsar. “

n' ye gore limiti 1 olan (n—o igin r, —>1) oOyle bir ( r, ) dizis
bulunabilir ki vy(t,r,) butin sireklilik noktalarl igin artan bir vy(t)
fonksiyonuna yakinsar. Boylece

re' +z

p()——je

re' +z
.Rep(re )d‘[—jr

0

()

ifadesinden limite gecilirse

gt F1+ ze™

© ay(er )—j T ()

1+ zr
e'(l-zrte™

p(2) = 2[

bulunur. Bu (ii) ifadesidir. ( (i) = (ii) )
(i1) kosulu gergeklenmis olsun. Katsayilar

C, = ZT e Mdy(t)

ileifade edilirler.
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Gergekten;

F1+ze” 2

p(2) = j _.tdv() [lretzretzoez g
_T1-¢' z 2e''z 2e 'z
—j& ot m)wm—ja )

= T[1+ 2e"z(1+e "2+ €2 +...) oy (1)

0
2n 2n ) 2n )
= [ dy(t) +2 [ e zdy(t) +2 [ €' 2°dly(t) +...
0 0 0
oldugundan dolay! katsayilar
2n
c=2[eMy(t) . (k=12..)
0

ile ifade edilirler.k <0 icin de bu formil gegerlidir.( Oyle ki ¢,=2,

c,=cC. , k=1 kosuluatinda) Boylece

I

m

Z |kt
0

dY(t)

J-(k e A E T A ™) (R + A€+ MM A, €M)y (1)

= [ me ™) 1))

2n

= i iw»_pj e Py (t) (5.7)
olur. Ancak
C, :ZTei“dy(t) ., (k=012..)

oldugundan ve

2n
= — | @ik-p)t
20 =&Y

olur. Buda (5.7) deki ifadede yerine yazilirsave dy(t) >0 oldugundan;
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21| m .
SJ. |t

bulunur. Bu da (iii) ifadesidir. ( (ii)= (iii) )

kO p=0 k=0 p=0

Son olarak (iii) kosulu gergeklenmis olsun. k=0,1,2

(|z]<1 ) secelimve m— oo olsun. Bu hade

0<> Y LA, = Y 6,2 @)

k=0 p=0 k=0 p=0

ifadesini elde ederiz.Bu halde bu toplamda U¢ terim vardir:
k=p olanlar i S 6@ =25 |77 (5.9)
p=0 p=0 p=0

k>p olanlar: k=p+n,(n=12...)

i ickfpz"(z)p = z Zc z""(2)°

k=0 p=0 k=p+n p=0

=Y Ye.z[7* (k=p=n,n=12.) (59

k<p olanlar: p=k+n

0 o0

3 e 2@ =Y Y 2@

k=0 p=0 k=0 p=k+n

c.l“@" (p-k=n,n=12..) (510

[
NgE

k=0 n=1
Sonug olarak;
> Yo 2@ =Y Yol
k=0 p=0 p=0 n=1

yazilabilir. (5.8), (5.9), (5.10) terimleri taraf tarafatoplanirsa;

0<y To 2@ 23"+ 3 Tes W'+ Y ol

k=0 p=0 p=0 n=1 p=0 n=1

2Rez chz”\z\zp
p=0 n=1

—22|z| i 2Rez Zc z |z|2p —22|z|2p+ 2ReZ|z| Zc z"

p=0 n=1

=231Z4%+ 25| .ReS ¢ 2" = 2 + 2 Rep(z) -1
S 25 RS = 2o 2o -

Rep(z)-1
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2 2
=——(1+Rep(z)-1) =——Rep(z
1—|z|2( +Rep(z)-1) 1_|Z|2 p(2)
2 2 2 2
=0<——Rep(2) = |4<1 = |4 <1 = 1-|4 >0 = ——>0
1-|7 1-|7

oldugundan Rep(z) >0 bulunur. p(z) e P olur. Yani (i) gerceklenmis olur.
((ii)=(@))

O halde sonug olarak ;

(i) = (i)

(i) = (iii) p = (i) < (ii) < (iii) olur.

(i) = (i)

5.7 Sonug : p(z) =1+c,z+...e P olsun. Bu takdirde | [<2 (n=12,.. )
dir.
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6.YILDIZIL FONKSIYONLAR

6.1 Tanim ( Yildizil Fonksiyon) : f(z) =z+a,z° +... fonksiyonu D={z | |z <1}
icinde yalinkat ve F=f (D) tasvir bdlges O baslangi¢ noktasina gore yildiz bélge
iseyani

weF icin, 0<t<1 olmak lizere tw € F ise f(z) fonksiyonuna“ yildizil fonksiyon

“ denir. Yildizil fonksiyonlar sinifi S ile gosterilir.

6.2 Teorem: Analitik f(z) fonksiyonunun D = {z||z| <1} deyildizil olmas igin gerek

ve yeter kosul

_,'@
P(z)_zf(z) eP

olmasidir.
Ispat: f(z) D’de yildizil olsun. Bu takdirde asagida yazacagimiz tic kosul yildizil
fonksiyon tanimindan dolay1 gerceklenir.
1. f(z) fonksiyonu D = {z||z|<1}’deyallnkatt|r.
2. f(D)=F tasvir bolgess O'ya gore yildizil bolgedir. Yani, weFve
0<t<1 olmak lUizere tw < Fdir.

3. f(2)=z+a,z*+...isef(0)=0dir ve O F=f (D) dir.
Simdi asagidaki iddialarin 1sigindaispati yapalim.

idda 1: g(z) =tf (z) fonksiyonu (0 < t <1) f(2) fonksiyonuna sabordinedir.

Ispat: f(2)=z+a,z° +...= f(0)=0
g(2)=tf(z2) = g(0)=tf (0)=t0=0=1(0) =g(0)
weg(D)=>tf(2)=w (6.2)
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olacak sekilde bir ze D vardir. f(z) yildizil fonksiyon oldugundan Vze D igin
t e[0]] olmak lizere

tf (z) e f (D) (6.2)

dir. O halde netice (6.1) ve (6.2) ifadelerinden
weg(D)=>w=tf(2) ef(D)dir.= g(D) cf(D)

elde edilir.Diger taraftan f(z) D’de yainkat oldugundan daha once ispatladigimiz
Lemma 4.12'de “G(z), D’'de yalinkat olsun. F(z) <G(z) dir. Ancak ve yalniz

G(0)=F(0) ve F(D) — G(D) ise” yeterliligine gore tf (z) < f(z) olur. Diger taraftan,

Idda 2: Burada sabordinasyon prensibini kullanacak olursak 0<r <1 olmak lizere

g(D,) = f(D,) sonucunu buluruz. Bunun anlami
{tf (2)|2 < r}c {f (2)|2< r}, (0<t<1,0<r<1)
dir.

idda 3: Ayni zamanda {f (2)|z/ < r}=f(D,) bélgesi bir yildiz bolgedir. Gergekten,
w,ef(D,)=>w,=f(z,)

olacak sekilde bir z, e D, vardir. 0<t <1 olmak Uzere

tw, =tf(z,) eg(D,) dir.=g(D,)cf(D,)=>tw,ef(D,)

Buluruz ki bu da bize iddianin dogrulugunu gosterir. Ohalde f(z), D, de yildizil bir

fonksiyondur neticesine variriz.

Idda 4: Geometrik varsayimlar gosterir ki
Argf (ré®), 0<0<2n

de 6’ nin artan bir fonksiyonudur.

Ispat: iddia 3'de gosterdikki f(z), (D,)’de yildiz bir fonksiyondur. 6 nin pozitif
yonde 2n kadar artmasi halinde Argf(re®) da ayni yonde 2rn kadar artar. Buda

Argf (ré®) nin 8 nin artan fonksiyon oldugunu gosterir. Y ani,
d%[Argf (reie)]> 0 (6.3)

dir.
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Simdi bu iddialarin 1s1g1 altinda teoremi inceleyelim.
logf () = logff (2)| + iArgf (2)
bagintisinda z =re* koyarsak
logf (re”) = Iog‘f (re“’)‘ +iArgf (re?)

buluruz. 6 yagore turetirsek

. io f’ 10 a i0 H a i0
= ire %:%{Iog‘f(re )‘}+|£{Argf (re )}
i0 f, N H a i0 8 i0
= re e ((rreeie)) = —|%{Iog‘f(re )‘}+%{Argf (re )}
0 F'(re”) | _ 0 i0
Re{re W} =30 {Argf (re )} (6.4)

buluruz. Diger taraftan

logf () = logff (2)| + iArgf (2) =
ifadesinden dolayi

im{logf (2)} = Argif (2)}

yazabiliriz. Fakat diger taraftan

z=re"’ = im{logf (re‘e)}: Arg{f (re‘e)}:>
ifadesini 0 ’yagore tiretsek

o (. : 0 i
5{|mlogf(re9)}:%{Argf(ree)} (6.5)
bulunur. (6.4) ve (6.5) bagintilarindan

o F'(re’) _0 i
Re{re f(re‘e)}_ 0 {Argf(re )}

0 . i0 0 i0
g{lmlogf(re )}:%{Argf(re )}

0 . i 0 i
= —imjlog f (re’) {= — Argf (re"
} ~simflogf (re") = < {Argf (re")]
buluruz. (6.3) bagintisini burada kullanacak olursak
o F/(re') 0 . - 0 |
R W2\ = —imjlogf(re)j= —iArgf (re"’);> 0
e{re f(re'e)} 0 m{og (re )} 86{ rgf (re )}

durumunu elde ederiz. O halde biz bu bagintiyi
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Re{zf '(Z)} >0
f(2)

seklinde ifade ederiz. p(z) = zf (2) vef(z) D' deyalinkat (yildizil oldugundan);

f(2)
p(Z)_Z(z+a222+--~)’ _z+2a,2% z(1+2a22+~--):>
(z+a,z2’+-)  z+a,z+-  Zl+a,z+--)
1+0+---
PO =15 ~1=p0=1

bulunur. f(z) D’ de yainkat oldugundan Vz=0eD igin f(z) #0 ve f'(0) = 0’dir. O
halde

_f@
P =2

D'de andlitik,

Rep(z) = Re{z”—z)} >0=Rep(z)>0
f(2)

dir. O halde p(z) e P dir.

Simdi tersine hareket edelim. Yani p(z) = z% € P olsun. Bu takdirde f(z),

D'de f(z)#0 kosulunu gercekler. Eger gerceklemeseydi p(z)'in D’de kutbu
olacaktl. Buda p(z)’in D’de analitik olmasina aykirilik teskil edecekti. Eger a,,
katsayisi f(z) in sifirdan farkli ilk katsayisi ise f (z) =a,,z™ +--- olacaktl.
=f'(z)=ma,z"" +--

f'(2) :Zmamzm’l+---: ma, 2™+ _a,z"(M+..) _m+-
f(2) a,z"+-- az"+--  a,z"(@+..) 1+

p(2) =z

p(z) e P= p(0) =1
dir. O halde

m
0)=—=m=1
P(0)=7
olmak zorundadir. O halde sifirdan farkli ilk katsay1 a,’dir. Y ani,

f(z)=az+--- , a=1ldmirsa=f(0)=0, f'(0)=1+0

kosulunu gercekler.



'@
p(z)_zf(z) eP

oldugundan ve ayrica

f'(@|_ 9. oyl 0 o
Re{zf(z)}_ ae|m{logf(re )}_ 7 {Argf(re )}20

ozelliginden dolay! Argf (re®) 0< 6 < 2rn’de artandir. O halde bu artimin toplami

z=re® = dz=ire’do = dezflg
i z

2n 2n ’ i0
_[Argf(re‘e)de: IR reief (ree) do
0 0 f(re”)

Re.[ {zf’(z) }$}= ReJ' F@dz}
gl f@ iz L1 F(2)

Re[_—12ni(z Sifirlar- Y. Rezidiiler )] = Re[2n]=2n
[
olarak bulunur (Burada sifirlar toplami 1, rezidiler toplami O'dir). O halde f(2),

|2/ =r dairesini bire bir olarak yildizil analitik egri tizerine tasvir eder.

“Lemma: f(z), D deanalitik, 6D de injektif ise bu takdirde f(z) , D de
yalinkattir ve D yi j=f(6D) kapall Jordan egrisinin i¢ bolges tzerine tasvir
eder.(Lemmal.1 Bolim 1 ( Bazi Temel Sonuclar ) Chr.Pommerenke sayfa 13)
ile f(z) nin D, = {z ||z<r} deyalinkat oldugu ve f(D,) nin yildizil bir
bolge oldugu D, vyi f(D,) nin igine tasvir ettigi gorulmustir. O halde
{f(@) | |2<r} yildizil bir bolgedir ve her 0<r<1 igin bu islem dogru

olacagindan

f(2) , D, ={z|74<r<1} deyainkattir veyildizil bir fonksiyondur. *

Simdi de yildizil fonksiyonlar igin bir gosterilis ¢ikarilacak olursa ;

6.3 Teorem: f(z)=z+a,z’+.. fonksiyonunun D, = {z | [7<r} deyildizl
olmasl icin gerek ve yeter sart y(2r)—v(0)=1 i gercekleyen artan bir y(t)

fonksiyonuicin;
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f(2) = zExp[jmg dy(t)} (|4<1)

olmasidir.

Ispat : “ Teorem 5.6 : p(z) =1+cz+... fonksiyonu D de analitik olsun. Bu
takdirde asagidaki g kosul esdegerdir :
(i) p(z) fonksiyonu P sinifinaaittir.

1+e z

(i) p@)= D d(t)} v(@m)-v(0)=1

gerceklenecek sekilde artan y(t) fonksiyonu vardir. (0<t<2r)

(i) m=12,... icin

iic (b hgr ok, € C dir.) .
k=0 p=0
“ Teorem 6.2 : f(z) =z+a,z* +... andlitik fonksiyonunun D de yildizil olmasi
Icin gerek ve yeter sart
'@ _
p(2)=z——=
@ -
olmasidir.”

Y ukarida yazilan son iki teoreme gore ;

f(z2) 1-e'z ar(®

yazilabilir. Burada y(t) fonksiyonu istenilen Ozelliklere sahiptir. O halde
buradan ;

0(2) = Z'f'(z) I1+e z

f'(2) _Tl+ e*ftz it

IO(Z):z'f(z) “l1ely

chy (1)

_2Il+e z+e''z-e"z
0 1-e'z

I(l ez 2¢" Z]d’y()

1ezlez
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:Zf(l 2 jdy()

0

elde edilir. Yani sonuc olarak ;

'@ i 2"z
245 j[ul_e jd (t)

0

Her iki taraf z ye bolUnlrse ;

f'(z)_zﬂg 2e
ﬁ_j(z 1-¢" z]dY(t)

0

- [Lan j 2= J dy (1) + j 2

It
0

2010 [ 2 =24 [ 2 =
Z——— o 1 z yl-ez

f'iz 1_ T 2t

f(z) z ol—e’“de(t)
T —it 1 _ T —2it 2
:£2e {m}dy(t)_zle 1+e zZ+ez°+.. ]dy(t)
ZT(e +e%'z++e%2% + .. ) dy(t)
= jZ’“dy(t)+2I (e'z++e%2+..)dy(t) =
f'(z) 1

e fZe‘“dy(t)JrZI e™z++e¥Z 4. ) dy(t)

|ogf(z)—|ogz=—22f|og (1-e™"z)dy(t)
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f(2) it
— 2J.Iog (1-e"z)dy(t)

= log—=

Iog— 2'[Iog 1 e’“z)fldy(t)

f(2)
. 2jlog( )dm

= log—=

:»Tzz [2j|og( )dy()]

—1f(2)= zExplzjlog( )dy( )]

bulunur.

Simdi tersine hareket edilirse;
f(z)= zExplzj Iog( )dy( )]

ifadesinden logaritmaalinirsa;

= logf (2) = |ogz+2j|og( )dy()

= logf(z) =logz+ 22f|og(1- e*“z)’ldy(t)

= logf (z) =logz-— ZT log(1-e"z)dy(t)
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Tarev ainip yukaridaki islemler tekrarlanirsa;

f'(z) Flvre''z
f(z) ! 1-e''z (1)

p(z) =z
bulunur ki, bu da Teorem 5.6 geregince p(z) e P dir ve Teorem 6.4 geregince

f(z) , D deyildizildir.

6.4 Teorem : Eger f(z)=z+a,z’+... fonksiyonu D deyildizil ise [a,|<n

dir.(n=1,23,...) Esitlik ancak veyalniz sirasiyla

z z z
T y f Z = y f Z =
(1-€"2)? (@) 1-e"7° (@) 1-€°z

f(2) (BeR)

fonksiyonlari icin gerceklenir.

Ispat : Eger f(z) yildizil fonksiyon ise

.f'(z): z.(1+2a222+...) =1+icn2n
f(2) z+a,2" +... o

p(z) =z
fonksiyonu Teorem 6.2 vasitasiyla P sinifina aittir.
f'(2)

p(z) = z.ﬁ = zf'(2)=1(2).p(2)

esitligi ele alinsin. Bunlarin katsayilari karsilastirilacak olursa
zf'(z2) =z(l+2a,z+3a,2° +..) =(z+2a,2°+33,2° +...) (1+Cz+C,Z° +...)
=1(2).p(2)

z+2a,2° +3a,2 +... =(z+)_ a,2")(1+ > c,z")
n=2 n=1
=(z+) a,z")1+cz+ ) c,2") =z+cz*+2) ¢, 2" +> az" +cz) a z"
n=2 n=2 n=2 n=2 n=2

1 a2) (o)

Sonucta katsayilar karsilastirilirsa;
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dc.a (n=23..)

rekirans bagintisi bulunur. Sonug 5.7 den dolay [c |<2 dir.

1@ 1
_E;Cn—vav = |an| —| Ezcn—va\/ |

v=1

n-1 n-1 n-1

1 1 2
<=l 2¢ Vavl<n12avl— IZaVIS—lzllavl

v=1 _1 v=1 n- v

Y ani sonug olarak;
la,| < Z|av| (n=23..)

bulunur. |a1|sl oldugundan |a,|<n oldugunu indiksiyonla ispatlamaya
calisirsak;
n=1 icin [a|<1 dir,

. 2 & L
n=2 icin |a,| 32—_12|av| =2) |a| =2Ja|<21=2
v=1 v=l

Yani sonugta |a,| <2 bulunur.
n=k-1 ic¢in dogru olsun. Yani |a_|<k-1 dogru olsun. ( Indiksiyon
hipotezi )
n=k icindogruluk ispat : ( Indilksiyon hipotezinden )

la| < Zlavl = (|a1| o, + [ag| + -+ a4

2 ((k Dk
k-1

n(n+1)
2

Ski_1(1+2+3+...+(k—1)) = — )=k

(Ziral+2+3+..+(n-D+n= )

= la,|<k
bulunur. O halde indiksiyon tamamlanmistir. Yani |a,|<n dir. Simdi

esitliklerin ancak ve yalniz
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Z Z
(=g 'O Tz - @ G<R)

olmasi halinde mevcut olduklari gosterilsin:

f(2)=—2= =N ngmen
(2)= . e'B Z

a [ne | =n
Y ani

y4
=ne f(2)=——

2] @=azy
dir.

f(z) = 2,[322 =z+€7 e 1. =) Iz

n=1

an|=‘e2i(”‘1)ﬁ‘:1 ., n=12,..
olarak iddia dogrulanir.
f(z)_— =z+eP7?+e™7 + ...
e’z
‘e(” 1){3‘_

, h=L12,..

olarak iddia dogrulanir.

6.5 Tanim (Konvekslik Yaricapi) : Her r>0iicin, D, ={z||zlr} yarigapi r olan bir
acik disk olsun. Her f €S igin konvekslik yarigcapi, f(D,)1 konveks yapan tim r

sayilarinin supremumudur.

6.6 Tanim (Yildizillik Yarigapr) : Her f e Sigin yildizillik yarigapi, f(D,) 1 merkeze

goéreyildizil yapan tim r sayilarinin supremumudur.

61



7KOMPLEKSMERTEBEDEN YILDIZIL FONKSIYONLAR

7.1 Tanim: f(2) =z+a,z° +--- fonksiyonu D de tanimli analitik bir fonksiyon olsun.

f@ # 0 ve b= 0 kompleks bir say! olmak Uzere;

z

Re(1+1(z@—lj] >0
bl f(2

kosulunu gercgeklerse, f(z) fonksiyonuna “kompleks mertebeden yildizil fonksiyon”

denir ve bu sinif S*(1-b) ile gosterilir. Bu sinif M.A. Nasr ve M.K. Auof tarafindan
tanitilmistir. [22] , [23]

72 Ozd Hal 1. b=1 icin: Re(z%}>0 elde edilir ki bu “yildizl
z

fonksiyon”dur. [9]

7.3 0zel Hal 2. b=1-a 0<a <1licin: Re(z%}>a elde edilir ki bu * anci
z

mertebeden yildizil fonksiyon” dur. [29]

7.4 Ozel Hal 3: b=e" cosh , |x|<g icin: Re(e“ -z%j>0 elde edilir ki bu
z

“ A\ -spirallike fonksiyon” dur. [33]

75 Ozel Hal 4: b:(l_a)e—ik cosh,0<a <1, |7\,|<g |g|n Re[eik.z_];((z))j>ot
V4

elde edilir ki bu “ o nci mertebeden A -spirallike fonksiyon™dur. [9]
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7.6 Aciklama: Dolayisiyla kompleks mertebeden yildizil fonksiyonlar sinifi; yildizil,
o nci mertebeden yildizil, A -spirallike, a.nci mertebeden A -spirallike fonksiyonlar

sinifini icerir.

7.7 Teme Teorem: f(z)=z+a,z*+--- fonksyonu D de tanimli analitik bir

fonksiyon olsun. Bu taktirde f(z) nin kompleks mertebeden yildizil olmasi igin gerek
ve yeter sart f(z)=z- (f (Z)) denklemini gergekleyen f,(z) fonksiyonunun yildizil
olmasidir.

Burada( i )j nin z= 0 dadegeri 1 olan Riemenn Dali secilir.

b 2 b
( zira (@j :Lmz%] =(1+a,z+-). =(1)° nin, b kompleks

oldugundan Riemann yapraklari vardir. Bunlardan sadece degerin 1 oldugu Riemann

yaprag! alinir.)

Ispat: <:f(z)=z+a,z°+--- fonksiyonu D de tanimli analitik bir fonksiyon olsun.

Ayrica f(z)=z- [f (Z)j denklemini gercekleyen f,(z) fonksiyonunun yildizil

fonksiyon olsun.
Son esitlikte her iki tarafin logaritmik tdrevi alinirsa:
logf (z) =logz+b-logf,(z) —b-logz

LT S F(ca P BN
f(z) z f,(2) z

simdi esitligin her iki tarafi |z|<1 olan zile ¢arpilirsa:

f @) 1+b~z-f1(z) -b=

f(Z) f,(2)
SPGB TN FLCANN
f(Z) f.(2)

Her iki taraf b= 0 kompleks sayisi ile boltntrse:
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1[2.@_1]:z.f1’<2>_1:

bl f(2) f,(2)
1+1( ') 1] =z f(2) =
bl” f(2) f,(2)

f,(z) yildizil fonksiyon oldugundan ; Rez% >0 dir.
z
1

= Re(1+£[z~f’(z) —1}] _ Re[sz(z)J >0
bl “ T(2) f,(2)

:Re(1+ ( E—ljj >0
b f(2)

bulunur ki, bu f (z) nin “kompleks mertebeden yildizil fonksiyon” oldugunu gosterir.

=: f(@=z+a,z*+ .- fonksiyonu D de tanimli analitik bir fonksiyon olsun.

f (z) kompleks mertebeden yildizil fonksiyon yani
Re 1+1 z E—1 >0
bl f(2)
olsun. O taktirde f(z)=z- (f (Z)j denklemini gercekleyen f,(z) fonksiyonu

yildizildir. Gergekten f(z)=z- (f (Z)j ifadesinin logaritmik tdrevi alinir ve bir

takim islemler uygulanirsa:

1+i(z.fl(_z)_1j: Z.flr(_z)j
b\ 1(2) f,(2)

Re(l —[z @ _ j]:Re(z-ff(z)j
bl f(2) f,(2)

bulunur.

Son esitlikte sol taraf pozitif oldugundan sag taraf da pozitif olur ki bu

f,(z) nin yildizil fonksiyon oldugunu gosterir.
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8. BIiRiM DISKTE KOMPLEKS MERTEBEDEN P-VALENT YILDIZIL
FONK SIYONLAR SINIFI UZERINE BiR CALISMA

8.1 Ozet : Bu boliimde 2001 yilinda H.M.Srivastava ve Osman Altintas tarafindan
[2] tanitilan birim diskte p-valent kompleks mertebeden yildizil fonksiyonlarin bir alt
sinifi olan fonksiyonlar igin gosterilim teoremi, distorsiyon teoremi, genellestirilmis
yildizilhk yaricapi, genellestirilmis konvekslik yaricapr ve katsayl esitsizligini
verdik.

82Tanim: f(z2)=2"+a 2" +a, 2"+
fonksiyonu D ={z||z}1} birim diskte tanimlanmis, analitik ve p degerli olsun. Bu
fonksiyonun sinifini A ile gosterelim. Eger f(z) e A ise ve eger, b= 0 kompleks

bir say1 ve —1<B < A <1 olmak Uzere

1.}.1 Zw_p_F :L\N(Z)
bl f9(2) 1+ Bw(2)

esitligi gerceklenirse bu tur fonksiyonlara p-degerli kompleks mertebeden yildizil
Janowski fonksiyonlari adi verilir ve bu sinif  S*(A,B,b,p,q) ile gosterilir. Bu sinif
H.M.Srivastava ve Osman Altintas tarafindan tanitiimistir. [2]

w(z) fonkiyonu Schwarz Lemmasi’ nin kosullarini gergekleyen fonksiyondur.

Burada f(z), f(2'nin Zye gore quncu mertebeden tirevini

gostermektedir ve f© (z) =f(2) dir.

8.3 Lemma (1.S.Jack Lemmasl) : w(z) fonksiyonu birim diskte tanimlanmis sabitten
farkli bir fonksiyon olsun. Eger |w(z) | maksimum degerini | z | =r ¢emberi Uzerinde
bir noktada aliyorsa bu noktada z,w'(z,) =kw(z,) , k=1 ssitligi vardir. Bu
lemmal.S. Jack tarafindan ispatlanmistir [12].
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84 Lemma: A veB; —-1<B <A <1 kosulunu gercekleyen reel sayilar olmak Uzere,
b =0 kompleks sayi olsun.

b(A—B)z 5.0
bAz B=0

fonksiyonu | z|=r ¢emberlerini, merkezi c(r), yaricapi p(r) olan

bB(B-A)r? |b|(A-B)r
1-B?r? 1— B2r?

c(r)=0 : p(r)=|b-A|r B=0

c(n) = , p(r)= B=0

cemberler Uzerine resmeder.
Ispat:

B =0 olsun:

b(A-B)z w
W=——"—=7

= (8.2)
1+Bz b(A -B)-Bw

W
(A - B) - Bw|"

|zf=r =

w=u+iv b=x+iy olacak sekilde;

5 u? +v?
r=—- 2.2 AT A
B°u”+B°v°-2Bx(A-B)u-2By(A-B)v+(A-B)° |b]|

2Bxr’(A-B)  2Byr’(A—-B) (A-B)’|bfr?
u?+v2+ R + s V— I =0 (8.2)

(8.2) adimindan hareket ederek

Merkez c(r):(—%,—%j . Yaricap p(r):%\/A2+BZ—4C ifadesinden

hesaplanirsa:

bB(B—A)r?
1-B?r?

|bI(A-B)r

c(r) = 1 Bi? (8.3)

: p(r)=

bulunur. Burada (8.2) denklemi u® + v+ Au+Bv+C=0 cember denklemi seklinde

distndl mastar.
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B =0 olsun:

W=bAZ:>Z:£ (8.4)
bA
2
|zP=r*= [ =
[bA[*

w=u+iv olacak sekilde;

, U +V?
r=—r72>
A”|b|

u*+v>—A?|bfr*=0 (8.5)

(8.5) adimindan hareket ederek

Merkez c(r):(—%,—%j . Yancap p(r) =%x/A2+BZ—4C ifadesinden
hesaplanirsa:

c(r)=0 , p(r)=lb-A|r (8.6)

bulunur. Burada (8.5) denklemi u®+v®+ Au+Bv+C=0 ¢ember denklemi seklinde
distndl mastdr.
(8.3) ve (8.6) ifadeleri birlikte distnul Urse ispati verir.

85 Teorem: f(z2)=2"+a,z""+a ,2"?+ - fonksyonu D={z||z|<1} de

tanimlanmig analitik olsun. f(z) fonksiyonu eger

b(A-B)z
q+1 —_— = O
Ll TP 1) B =72 R(@) i 8.7)
f(q)(Z)
bAz=F,(2) B=0

sabordinasyonunu gergeklerse f (z) fonksiyonu S* (A, B, b, p,q) sinifinaaittir.

Ispat: f(z) fonksiyonu yardimiyla w(z) fonksiyonu

b(A-B)
(f (@ (z)J _|@+Bw(z) ®© B=0 889)
Zp_q ebAW(Z) B — 0

b(A-B)

seklinde tanimlansin. Burada (1+Bw(z)) B nin z = 0 daki degeri 1'e esit olacak

sekilde Riemann dal1 alinmistir. Bu taktirde w(0) = 0 ,w(z) D’de andlitiktir ( (8.8)
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tanimindan dolayr). Simdi gostermeliyiz ki |w(z)|<1 dir. Bunun igin (8.8)
ifadesinden logaritmik tlrev ainir, gerekli islemler yapilirsa;

- b(A -B)zw'(2) B0
(zf( '@, qj: 1+ Bw(2) - (8.9)
f (a) (Z)
bAzw’'(z) B=0

bulunur. Burada sabordinasyon prensibinin |W(z)|<1 kosulu icin, tersine hareket
edip [w(z,)| =1 olacak sekilde z, € D var kabul edersek, |w(z)| iin bir maksimum
deger belirlemis oluruz. Bu taktirde 1.S.Jack lemmasindan dolayi
zwW'(z)=kw(z,)) , k=1 (8.10)
esitligi yazilabilir. (8.10) esitliginin (8.9) esitliginde kullanilmasi halinde (8.9)
esitligi

b(A -B)w(z,)

(a+1) k =kF X B=0
[zl = ((Zzl)) p+ qj T T B i
! kbAw(z,) = kF, (w(z,)) B=0
(8.11)

seklinde ifade edilir. Oysa ki k >1 oldugundan (8.11) yazilisi

b(A-B)w(z,) _
( f )(Zl)"‘”qj: M Bw) ~RW@)ERO) B0

1 f@ (Zl)

kbAw(z,) = kF,(w(z,)) ¢ F, (D) B=0
(8.12)

ifadesini elde ederiz (k=1 icin ). Bu ise hir celiskidir. Céeliskiye diisme nedenimiz
|W(Zl)| =1 olacak sekilde bir z, e D bulabilecegimiz idi. O halde ¢eliskiyi ortadan
kaldirmak icin |w(z) |<1 olmalidir.

Dolayisiyla (8.7) sabordinasyonundan hareketle

- b(A —B)w(z) B=0
Zf( (2) _p+q|={ 1+Bw(2) - (8.13)
f@ (Z)
bAw(z) B=0

seklinde yazilabilir. (8.13) yazilisinda

- b(A -B)w(z)
,f (Z)_erOI _) 1+Bw(2) =
f (a) (Z)
bAw(z) B=0
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(A-B)w(2)

q+1) - B=0

1 ()_p+q _J 1+Bw(2) =

b f(q)( )

Aw(z) B=0
£ @) LA-Bw(Z) B=0

1+_ ( ) -p+g|= 1+ BW(Z) =

b f(q)( )

1+ Aw(2) B=0
(q+1) LW(Z) B0
1+ Aw(z) B=0

(8.14) ssitligi f(z)nin S* (A,B,b,p,q) sinifinaait oldugunu gosterir.

8.6 Sonug: f(z) e S*(A,B,b,p,q) ise

b(A-B)

Z"9(1+Bw(2)) ® B=0

f@ (Z) —
279 B=0
ve =0 alinmasi halinde f © (z) =f(z) oldugundan,

b(A-B)

Z"(1+Bw(z)) ® B=0

—~f(2)=
Z°ee) B=0

seklinde bir gosterilime sahip olur.

8.7Lemma: A veB; —-1<B < A <1 kosulunu gercekleyen reel sayilar olmak Uzere

1+Az B£0
w(z) =41+Bz
1+ Az B=0

fonksiyonu | z|=r ¢cemberlerini, merkezi c(r), yaricapi p(r) olan

1-ABr? (A-B)r
BZ 2 ! ( ) BZ 2

c(n=1 , p(N=lA]r B=0

oN=1"ge?

cemberler Uzerine resmeder.
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Ispat:

B # 0 olsun:

=1+Az:>Z= w-1 (8.15)
1+ Bz A —Bw
2
W_
w-1"

A -Bw|’

|2=r® =

w=u+iv olacak sekilde;

- (U-1>%+v? .
B%u® + B*v? —2ABu+A?

, 2ABr’-2  AZY’-1

r

2

u®+v>+ u- =0 8.16

1-B?r? 1-B?r? (8.16)
(8.16) adimindan hareket ederek

A B l 2 2 - .

Merkez c(r) = 55 ,  Yaricap p(r):z A°+B“-4C ifadesinden
hesaplanirsa:

1-ABr? A-B)r
=2 = (8.17)

bulunur. Burada (8.16) denklemi u?+Vv?+Au+Bv+C=0 c¢ember denklemi

seklinde dusUnulmstdr.

B =0 olsun:
W=1+AZ:>Z:W—_1 (8.18)
A
w1
N

w=u+iv olacak sekilde,

|2=r® =

_\2 2
G LA
u*+v?—2u+1-A%*=0 (8.19)
(8.19) adimindan hareket ederek
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Merkez c(r):(—%,—%) . Yancap p(r) :%x/A2+BZ—4C ifadesinden
hesaplanirsa:
c(n=1, p(r)=|A|r (8.20)

bulunur. Burada (8.19) denklemi u?+Vv?+Au+Bv+C=0 c¢ember denklemi
seklinde dusUnulmstdr.

(8.17) ve (8.20) ifadeleri birlikte distnultrse ispati verir.

8.8 Lemma: f(z) e S* (A,B,b,p,q) olsun bu taktirde

B=0 icin:

p—g-|b|(A—-B)r—(pB—gB+A Reb—BReb)Br? < Re Zf(q+1)(z)
1-B%r? - @ (2)

_P-a+|b|(A-B)r—(pB-gB+AReb—BReb)Br’
- 1-B?r?

B=0igin:

f (g+1) (Z)
f (a) (Z)

—|b||A|f+(IO—C1)SR€(Z jSIbIIAIH(p—Q)

esitsizligi vardir.

Bu sonug kesindir zira extremal fonksiyon; (Bakiniz sonug 8.6)

b(A-B)

z"9(1+Bz) ®© B=0

£.9(2) =
ZP e B=0

sinirlarda esitlik halini verir.
Ispat:

B #0 olsun: Lemma8.7 ve S*(A,B,b,p,q) sinifinin tanimindan dolay!

1( @D (z) 1- ABr2| (A -B)r
1+—|z -p+ - <
‘( b( (@, P 1-B%?|” 1-B%?
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(a+D) _ 2 _

S0 b E‘;)I?r |£|b|(A2I§>)r

“FO ) 1-B%¥? |° 1-Bx
esitsizligi yazilabilir.

—|zK Rez <| z| kullanilirsa: b=x+iy olmak Uzere,

_ (9+1) _ 2 _ 2
_|b|(A2I§)rSZf @), g XA BZ)ZBr y(A Bz)Esr|
1-B% £@(2) 1-B% 1-B%? |
(g+1) . 2 _ 2
<Rel 7 f (2) _p+ +x(A I32)I23r +iy(A B;)IZBr
£ @(z) 1-B?r 1-B?r
f (@D (2) x(A —B)Br?
=Re| z -pPp+d+—m5—5—
( (@ (2) P e
(g+1) _ 2 . 2 .
1@ o MA=BIBE , y(A-Br |S|b|(A2§)r
@ (2) 1-B?r 1-B%¥? | 1-B*

|bI(A-B)r _ f(q+1>() X(A-B)Br? _|b|(A-B)r
-——— <R +q+ <
1-B%r? “rag )P e 1-B%®

_ _ 2 (a+D)
|b|(A B)r+p_q_x(A B)Br sRe(zf (z)j

1-B?r? 1-B?r? f@(z)
(bIA-B)r _X(A-B)Br?
= 1-B?r? 1- B%r?

_ P-a-|b|(A-B)r—(pB-gB+AReb— BReb)Br* __ [ 19(2)
1-B%? - £@(2)

B g+ |b|(A-B)r—(pB-gB+A Reb—BReb)Br?
1— BZZ

esitsizligi elde edilir.

B =0 olsun: Lemma8.7 ve S*(A,B,b,p,q) sinifinin tanimindan dolay;

(q+l)()
1+B( f(q)( 2 —p+qj -1<|A]|r

(q+1)()
:‘ f(q)()

—|z|£Rez<| z| kullanilirsa:

f (a+D) (2) f (a+D) (2)
Re| z -p+q ||z -p+
{ , P+a o P

—p+q<[|bl]JA]r

<|bllA]|r
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f(q+1)(z)
:Re(zf(q)(z)]£|b||A|r+p—q
f (g+1) (Z) f (g+1) (Z)
R - > - >—|b||A
e{zf(q)(z) p+q} ‘zf(q)(z) p+a[=-|bllA]r
f(Q+1)(Z)
:RG(ZW]2—|b”A|I’+p—q

(8.22) ve (8.23) ifadeleri birlikte distinlGrse:

f (a+1) (Z)
f (a) (Z)

—IbIIAIf+(p—Q)SRe{Z )SIbIIAIH(D—CI)

esitsizligi elde edilir.

(8.21) ve (8.24) esitsizliklerinin birlikte disunilmesi ispati verir.

8.9 Teorem: f(z) e S*(A,B,b,p,q) olsun bu taktirde
B=0icin:

[bi(A-B) Reb(A_B) [bi(A-B)

) e (1-B) @ <|f W(z)\g(l* Bry =
1+Br 1-Br

B=0igin:
rp—q(:'.—IbIIAIr £|f (@) (Z) |£ rID—qG)It)II/’\Ir

esitsizligi vardir.
Ispat:

B #0olsun:

(Reb=x olmak Uizere) Lemma 8.8  de ispatladigimiz
—_ _ 2 (a+1)
_, _IbI(A-B)r | X(A-B)Br SR({Zf (z)j

1- B?r? 1- B?r? f@(z)
|b|(A-B)r X(A —B)Br?
< +p-Q-——
- 1-B*? 1-B?r?
esitsizliginde

fan(z)) 4 -
Rel z =r—Ilogl|f @ (2)| esitligi kullanilirsa
( f(q)(Z) or g‘ ( )‘ eitiig
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(8.23)

(8.24)

Reb(A-B)

P9 (1-Br?) 2




_ _ 2
_M.,_ _q_w < r%k)g‘f (a) (Z)‘

1-B?r? 1-B?r?
(bIA-B)r _ X(A-B)Br?
1-B?r? 1-B?r?

_IbI(A—B)+|0—q_><(A—B)Br
1-B?r? r 1-B?r?

< %Iog‘f (@) (z)\

(8.25)
|b|(A B) pP-q x(A—-B)Br
1-B¥*  r  1-B%?
esitsizligi elde edilir. (8.25) ifadesinden integral alinirsa:
|b|(A- B) p-q X(A - B)Br (
= dr+ dr — dr <loglf @ (z
I 1-B?r? I I 1-B?r? g‘ ()‘
|[b]|(A-B) p- q x(A -B)Br
j "o d+J' dr j—zrz dr
1—Br lbl(';B_B) Reb(A-B)
S(E2) = ) <)
+
(8.26)
Ibi(A-B) Reb(A-B)
< (14’ Br g (1_ Bzr2)728
1-Br

esitsizligi elde edilir.

Ozel olarak g=0 alinarak

Ibi(A-B) Reb(A-E) IlcA—B) Reb(A-B)

1-Br) 28 1+Br) zs
(HBJ r-(1-Br%) 2 <[f(2)|< ( rj 1P (1-Br?) 2

esitsizligi elde edilir.

B=0olsun:

Lemma 8.8 de ispatladigimiz

(g+1)
—|b||A|r+<p—q)SRe[sz(q) (Z)]s|b||A|r+(p—q)
@)

esitsizliginde

fan(z)) 4 -
Re| z =r—Ilog|f ¥ (2)| esitligi kullanilirsa
( f(q)(Z) or g‘ ( )‘ Ssithg

- bl AIr+(p-g)<r— Iog\f<q>(z)\<|b||A|r+(p a)
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:-||o||A|+Hs§|og\f<q>(z)\s|b||A||r+u (8.27)
r r r

esitsizligi elde edilir. (8.27) ifadesinden integral ainirsa:
~[bl|A r+logr®? <log|f @ (z)|<|b|| A |r+logr™*
— P _efIbIIAIr Sl f (a) (Z) |S P ,ébIIAIr (8.28)

esitsizligi elde edilir.

Ozdl olarak g=0 alinarak
= rPe PN <|f (2) |<rPeAr
esitsizligi elde edilir.
(8.26) ve (8.28) esitsizliklerinin birlikte disUnUlmesi ispati verir.

8.10 Teorem: S*(A,B,b,p,q) sinifinin genellestirilmis yildizillik yaricapi:
B=0icin:

. 2(p—0a)
® Ib](A—B)++/|bF (A—B)>+4B(pB-qB + A Reb—BReb)(p—q)

B=0icin:

S
> |bllA|

dir.

Ispat:

B=0olsun:

Lemma8.8'de

Re Zf(‘4+1>(z) _ P—g-|b|(A-B)r—(pB-gB+AReb-BReb)Br’
f@z) ) 1-B*?

esitsizligini gostermistik. Burdan hareket edersek:

(a+D) a0 _B)r— _ _ 2
Re Zf (2) Zp g—|b|(A-B)r—(pB glzwAReb B Reb)Br o
£ @(z) 1-B?r
olmasi igin:

p—g—|b|(A-B)r—(pB-gB+AReb-BReb)Br’=0
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_ |b|(A—B)+/|bP (A—B)?+4B(pB—qB+A Reb—BReb)(p—q)
—2B(pB—-gB+A Reb-BReb)

r.1, 2

_ |b|(A—B)+\/|b|2 (A -B)*+4B(pB-qB+ A Reb—BReb)(p-0)
v —2B(pB-gB+ A Reb—BReb)

(8.29)
o |b|(A—B)—+/|bF (A—B)?+4B(pB—qB+A Reb—BReb)(p-q)
2 —2B(pB-gB+ A Reb—BReb)

(8.30)

“r, <r, oldugundan tamim geregi genellestirilmis yildizillik yarigapi r, dir.”

(8.30) ifadesi |b|(A—B)+\/|b|2(A—B)2+4B(pB—qB+AReb—BReb)(p—q)
ifadesi ile genisletilirse:
2(p-q)

. =
* |b](A—B)++|bF (A—B)?+ 4B(pB—gB + A Reb—BReb)(p—q)

(8.31)

olarak bulunur.

Ozel olarak g=0 alnacak olursa f(z) eS*(A,B,b,p,q) fonksiyonunun
yildizillik yaricapi

2p
. =
® |b](A—B)++|bF (A—B)? + 4Bp(pB+ A Reb— B Reb)

seklinde elde edilir.

p=1,A=1,B=-1laindiginda
1
r,=
|b|+y|bff —2Reb+1

elde edilir ki bu da M.K.Aouf tarafindan bulunan bir sonug olup [22] kompleks
mertebeden yildizil fonksiyonlar icin yildizillik yaricapidir.

B=0olsun:

f (a+1) (Z)
f (@) (Z)

Lemma8.8'de Re(z jZ—IbIIAIH(p—Q)

esitsizligini gbstermistik. Burdan hareket edersek:
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(a+1)
Re(22m“§f}a4buAuwwp—q)=o

olmasl icin:
—|bl|A[r+(p-a)=0

p—q
. (8.32)
> |bJ|A]

elde edilir.

Ozel olarak g=0 alinacak olursa f(z)eS*(A,B,b,p,q) fonksiyonunun

yildizillik yaricapi
P

. =

> |bllA]

seklinde elde edilir.

(8.31) ve (8.32) esitsizliklerinin birlikte disUnUlmesi ispati verir.

8.11 Teorem: S*(A,B,b,p,q) sinifinin genellestirilmis konvekslik yarigcapi:
B=0igin:

o 2(1+p-0)
C
|b|(A—B)++/|bP (A—B)*+4B(pB—0B+A Reb— BReb+B)(1+p—0q)

B=0icin:

|
° IbJlA|

dir.

Ispat:

B#0olsun:

Lemma 8.8'de

Re Zf(q+1>(z) . p—a-|b|(A-B)r—(pB-0B+A Reb—BReb)Br?
@) ) 1-B?r?

esitsizligini gostermistik. Burdan hareket edersek:

Re Zf(q+1>(z) . p—g-|b|(A—-B)r—(pB—gB+A Reb—BReb)Br?
@) ) 1- B?r?

7



(a+1) L I B ,
=~ Rrel 14 2777@ ), 1, P=a-IbI(A-B)r—(pB-B+AReb—BReb)Br

(a+1) N _ B B B )
_ rel 1121 "P@ |, 1+p-a-|b|(A-B)r-(pB-qB+AReb-BReb+B)Br

0

Re(1+zf(q+1)(z)}> 1+p-g-|b|(A-B)r—(pB-gB+AReb-BReb+B)Br* _

f@@) | 1-B?r?
olmasl icin:

1+p-0-|b|(A-B)r—(pB-gB+A Reb-BReb+B)Br=0

o |b|(A—B)+4/|b[ (A—B)?+4B(pB—qB+A Reb—BReb+B)(1+p-0q)
v —2B(pB-gB+A Reb—BReb+ B)

o |b|(A—B)+4/|b[ (A—B)?+4B(pB—-qB+A Reb—BReb+B)(1+p-q)
o —2B(pB—qgB+A Reb-BReb+ B)
(8.33)

. |b|(A—B)—\/| b (A-B)*+4B(pB-qgB+A Reb—BReb+B)(1+p-q)
2 —2B(pB-gB+AReb—BReb+B)
(8.34)

“r, <1, oldugundan tanim geregi genellestirilmis konveksik yaricapi r, dir.”

(8.34) ifades

|b|(A—B)++/|bf (A—B)’ +4B(pB—qB+A Reb—BReb+B)(1+p—0) ifadesi ile

genisletilirse:
= 2(1+p-9)
|b|(A—B)+\/| bf (A-B)*+4B(pB-gB+AReb-BReb+B)(1+p-0q)
(8.35)
elde edilir.

Ozel olarak g=1 dinacak olursa f(z)eS*(A,B,b,p,q) fonksiyonunun
konvekslik yaricapl
o= 2p
|b|(A—B)++/|bP (A—B)’ +4Bp(pB+ A Reb—BReb)

seklinde elde edilir.
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p=1,A=1,B=-1laindiginda
o 1
° |b|+|bF —2Reb+1

elde edilir ki bu da M.K.Aouf tarafindan bulunan bir sonu¢ olup [23] kompleks
mertebeden konveks fonksiyonlar icin konvekdlik yaricapidir.

B=0olsun:

f (g+1) (Z)

Lemma 8.8de Rez—=~
f(q)(z)

jz —|b[|A|r+(p—q)esitsizligini  gostermistik.
Buradan hareket edersek:

(g+1)
Re(zﬁJZ—IbIIAlH(D—Q)

f(q+l)(z)
= Re(1+z 9 (2) j2(1+p—q)—|b||A|r

f (9+2) (Z)

Rell+z———=
( f(q)(Z)

j=(1+p—q)—IbIIAIr=0

olmasl igin:
(1+p-0a)-[bl][Afr=0

1+p—q
[ = 8.36
< IbllA| (8:30)

olarak bulunur.

Ozel olarak g=1 ainacak olursa f(z) eS*(A,B,b,p,q) fonksiyonunun
konvekslik yaricapl

L __Pp
° IbllA|

seklinde elde edilir.
(8.35) ve (8.36) ssitsizliklerinin birlikte disunilmesi ispati verir.
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8.12 Hazirlik:

p(z) =1+pz+p,Z° +...+ P, 2" +...

acilimna sahip, D de tanimli, analitik p(z) fonksiyonunun A,B, —1< B < A <1olmak
Uzere, P(A,B) sinifina ait olmasi icin gerek ve yeter sart; p(z) fonksiyonunun w(z)
Schwarz Lemmas!’ nin kosullarini saglamak tzere

1+Az 1+ Aw(2)
S p2)=——F"
1+Bz 1+ Bw(2)

p(2) <

sabordinasyonunu  saglamasidir.  Burada p; (ieN) katsayilart  igin
|p K(A-B) (ieN) dir. Businif W. Janowski tarafindan tanitiimistir. [13]

813 Teorem: (Katsayl Esitsizligi) f(z)=2p+ap+lzp+l+... fonksiyonu

S (A,B,b,p,q) sinifinaait olsun.
S(n);

n
+20+3G+.m =>ir=n

n
L=m
i=1 i=1

olacak sekilde negatif olmayan (r,,r,,...,r,) tamsayilarinin tim n-liler kimesi olsun.
Bu taktirde

LT Y S Y R N |(A-B)b|"
CRESY <2 T

& L2zn.rlnler! & cenmer e |

dir. Buradaki toplam S(n)’ deki tim n-liler Gzerinden alinmistir.

Ispat:
Bu katsay! esitsizliginde A.W. Goodman tarafindan gelistirilen teknigi kullaniriz
[10].

w(z) fonksiyonu Schwarz Lemmasinin kosullarini saglayan bir fonksiyon
olmak Uzere

1(Zf<q+1> (2) _p+qJ 1+ Aw(z)

1+— =
bl f9(2) 1+ Bw(2)

=1+

1( £ @D (2)

b ZW— p+ Q} =p(z) e P(A,B)
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(g+2)
@) _ b(1+ AW(2) _1]+ 0_q

f@(z) 1+ Bw(2)
1+ Aw(2) _ —
Liw@ " p(2) = 1+Zcz (c,|<(A-B) n=12.)
f(q+l)(Z) N
=z @0 b(écnz ]+p—q

seklindedir. g=0 ainirsa:

f(qﬂ)(z) n
=7z @) b(chz )er

n=1

seklinde yazilabilir. (8.37) esitligi c, :E seklinde tanimlanarak

f'(2) (om0 ) s B _
zf(z)_b(n;cnz j_bg (2) (lc,K(A-B) n=12,..)

seklinde ifade edilebilir.

f(z) fonksiyonu, a, =1 olacak sekilde

(@)= a,,2"
n=0
seklinde yazilabilir. Bu durumda f'(z) fonksiyonu
(@)=Y (p+na,, 2"
n=0
seklindedir.

‘;((Z)) b-g*(2) = z-f'(2) = b-g* (2) - (2)

= i(p+ na,,, SR b(zw: cnz“][i apmz’”“j

Burada Cauchy katsay! esitligini kullanirsak:

n
(p + n) ap+n = bz ap+k "Chk
k=0

n-1 n-1
= (p+n)a,,,=pa,, +>.a,.,.b-c =na, =>a,-bc,
k=0 k=0
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Zaw ‘b-c,_ (8.39)

nkO

elde edilir.

Her n tamsayisi icin, a,,, katsayisi (8.39) denklemini gerceklemek Uzere teoremin

ispat induksiyon yontemiyle asagidaki sekilde yapilabilir.
Her k=123...,(n-1) icin;

_p&
ap+l - b 1
C C
=p*2+b2
Bor2 2! 2

a,,=b’ ; ; b’cc, + % bc,

a,,, —b“c1+b3 +b2C+b2C1C +p&
4! 4 8 3 4

2

3 2
c,C cC c.C C,C C C
bC1 bt 172 L 312 L B3 8 | 2 223 b2C14 b5

s 5! 12 8 6 6 4 5
ap b6 C b5 C]‘.‘CZ + b4 Cfcg + b4 CfCS + b3c_§+ b3 C1C2C3 + b3 CfC4
6! 48 16 18 48 6 8
2 G 4 2 %% 4 52 8%
18 8 5 6
a,, =2 c 4B cc, b cics b cic +b? G + b CiC,Cs + b cic, n
7! 240 48 72 48 12 24
b3 C2C3 + b3 C1C§ + b3 ClCZC4 + b3 CfCS + b2 C3C4 + b2 CZCS + b2 C1C6 + b&
24 18 8 10 12 10 6 7
i.gh .. . ... i
f oy DG et s (o) () () 840

Soli2 .. K- r'rI ! & 1°2%--k'erlntn!
K K
olsun. Burada j=2ri dir ve toplam, Ziri =K icin tim negatif olmayan (r,,r,,...,1,)
i=1 i=1

k-hlar kimesi S(k) tizerinde alinmistir.

Simdi de; k < nise uygun miktarda sifirlar ekleyerek k-lilar n-lilere genisletilebilir. O
taktirde negatif olmayan tamsayilarda
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Zn:iri:k , k<n
i=1

ifadesinin bir gozumu i = k+1, k+2,...,n i¢in r, =0 olarak verilmelidir.

(8.40) denklemindeki (,E)C‘)li carpanlarinin dahil edilmesi ile i = k+1, k+2,...,n icin
i"er!

bu carpanlar 1 oldugundan, deger degismez.
Bdylece (8.40) denklemi

_ < (bc)"-(bc,)"? -+ (be,)"
a’”k_s(zk) 2% . p i lor | k<n (8.41)

seklinde ifade edilebilir.

(8.41) denklemini (8.39) denkleminin sag tarafinda kullanirsak;

ap+n = lf Z anfk ‘ (bcl)r1 ) (bcz)fz e (bcn)rn (842)

nsée  12%-.n-plntr !

dir.

(Y1, Y2:-Ys) » S(N) iginde

Ziyi =n olacak sekilde herhangi sabit n-liler olsun.

i=1

(8.42) denkleminde (bc,)” -(bc,)*2---(bc, )’ 'nin C katsayisl tanimlanir. Bu katsay!
toplamdaki cesitli terimlerin birlestiriimesiyle olusur Gergekte bu tlr terimler ancak

veancak bc, , -(bc))"-(bc,)?---(bc,)™ =(bc,)” - (bc,)”?---(bc, )’ ise elde edilir.

Ozel olarak a, y, >1 ifadesinin indisi olsun. i#a igin r =y, ve r,=y, -1 olsun.
(8.42) denkleminde n-k =a olsun.

A, y, #0 olanalarin kiimes ise, o taktirde

1 1
C== 8.43
n Z 1:2%...n ( )

rn
fry .rl!rz!...rn!

dir.
Bu denklemin pay ve paydasina a-y, ¢arpimini yazarsak;

ay
C= a
aezl;n.]_ylzyz...nyn AAVARRA
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1
D.aY,

= n_1Y12Y2 ...nYn 'yl!yz!"'yn!aeA

n

A’nin tanimi geregi Y ay, = > iy, =n dir.

acA i=1

1

=C=
1y12y2,,,nyn y1|y2|yn|

denklemi elde edilir ki (843) denkleminin sag tarafinda istenen
(bc)*-(bc,)?---(bc,)’”  kesin  katsayilart  her  sabit  (y,,V¥,,..Y,) iGN

saglanacagindan ve |c, K (A-B) (n=12,...) oldugundan ispat tamamlanmistir.
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