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OZET

BiRiM DiISKTE ANALITIK, P-DEGERLI FONK SiYONLAR UZERINE BiR
CALISMA

Hatice Esra OZK AN

Bu calisma iki kismdan olusmaktadir. Birinci kismda birim disk D={z |[4<1}de

tanimlanmis, analitik, yalinkat olan fonksiyonlar ve bunlarin 6zel siniflari arastiriimis
ve bu gune kadar bu siniflar icin yapilan arastirmalar incelenmis ve sistematik olarak
yalinkat fonksiyonlar teorisinde yazilmis buyik eserlere bagli kalarak bu siniflarin
gercekledikleri genel Ozellikler verilmistir. Yukarida szl edilen arastirmalar
incelenirken referans bolimuinde de belirtilen A. W. Goodman, C. H. Pommenenke, P.
T. Duren, Glenn Schober tarafindan yazilan yalinkat fonksiyonlar adli eserler
gbzonunde tutulmustur.

Tezin ikinci béluminde birim diskin bir civari olan D" ={z| 0<|4<1} da
tanimlanmis, analitik, f(z):ip+ Zanz” acilimina sahip ve
n=1-p

z '@ <—pe™ {Cos/llJr Az
f(2) 1+ Bz

+iSjn/1}

sabordinasyonunu ger ¢cekleyen fonksiyonlarin sinifini ele alip bu sinif icin genel olarak;
yalinkat fonksiyonlar teorisinde bir sinif icin ele alinan oncelikli problemler olan;
gosterilim teoremleri, yaricap problemleri, distorsiyon ozellikleri ve katsay! esitsizlikleri
incelenmistir.

Anahtar Sozcikler . Yalinkat Fonksiyon, Sabordinasyon Prensibi, Gosterilim
Teoremi, Yaricap Problemi, Distorsiyon Teoremleri, Katsayi
Esitsizlikleri.
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1.GIRIS

Birim ¢emberde analitik ve yalinkat olan tek kompleks degiskenli fonksiyonlar ilk
olarak 1907 vyilinda Koebe tarafindan incelenmistir. Daha sonra da cesitli
matematikciler bu siniflari genellestirerek cesitli yalinkat fonksiyon siniflari ortaya
amislar  ve bu siniflari  incelemislerdir. Tek kompleks degiskenli analitik
fonksiyonlarin incelenmesinde temel amag, ortaya atilan fonksiyon sinifinin Taylor
acilimindaki a, katsayisina ait modulin Ust sinirini bulmak, fonksiyon sinifina ait
distorsiyon teoremlerini arastirmak ve Koebe bolgelerini ifade etmektir.

Bu calismada 2004 yilinda V. Ravichandran, S. Sivaprasad Kumar ve G.
Supramanian tarafindan tanitilan Meromorfik Janowski Yildizil Fonksiyonlar Sinifi
icin gosterilim teoremi, distorsiyon teoremi, yildizillik yaricapl ve katsay esitsizligi
verildi.

Andlitik fonksiyonlarin tanim bdlgelerinden bahsetmek igin, Oncelikle elemanter
topolojik kavramlarin tanimlarini vermek faydali olacaktir.

1.1 Tanim ( Metrik Uzay ) : X bostan farkli herhangi bir ciimle olsun. X ciimlesinin
herhangi iki elemani icin d(X, y) € R reel sayisi, asagidaki aksiyomlari saglamak lizere

verilmis olsun.

(i) Vxy X , x#yign d(x,y)>0

(i) Vx,y e€X ,x=yicin d(xy)=0 (Idantik ozelligi)
({i) Vxy X ,xzyicin d(xy)=d(y,Xx) (Simetrik 6zelligi)
(iv) V x,yv,z e X igin d(x,2)<d(x,y)+d(y,2) (Ucgen esitsizligi)
Bu takdirde
d: XxX —R



tasviri, X cumles Uzerinde bir metrik uzay yapisini belirtmis olur. Yani (X,d) sira
ikilisine bir metrik uzay denir.

Burada Xx,y,z,.. € X lere X metrik uzayinin noktalari, d(x,y) reel sayisinada x
ve y noktalari arasindaki uzaklik fonksiyonu adi verilir. Burada belirtilmesi gerekir ki

yukarida siralanan aksiyomlara metrik uzay aksiyomlari denir.

1.2 Tanim ( Metrik Uzaylarin Alt Uzaylari ) : X bir metrik uzay ve Y C X, X
uzayinin herhangi bir alt cimles olsun. X metrik uzay oldugundan, X uzayinda bir
uzaklik fonksiyonu verilmistir. Y cumlesinin her elemani ayni zamanda X uzayinin
elemani oldugundan, X uzayinda tanimlanan uzaklik fonksiyonu, Y at ciimlesinin
elemanlari icin ayni zamanda metrik uzay aksiyomlarini gercekler. Bundan dolayi bir
metrik uzayin her alt cimles de bir metrik uzaydir.

1.3.Tanim : X herhangi bir metrik uzay olsun . £>0 reel sayisini ve x € X noktasl

gbzonune alinsin. X uzayi d uzaklik fonksiyonu ile donatilmis ise

N, (x)=1y |d(x,y) <&, yeR]
nokta ciimlesine x noktasinin ¢ -civari adi verilir. Burada ¢ >0 reel sayisinabu civarin

yaricapi denir.

1.4 Tanim : X herhangi bir metrik uzay ve A, X uzaymnin bir alt cimles olsun.

x e A noktasl igin N_(x) < A kosulunu saglayanenaz bir N_(X) civari varsa, Xxe A

noktasina A cumlesinin bir i¢ noktasi denir.

1.5 Tanim : X herhangi bir metrik uzay ve A, X uzayinin bir alt cimlesi olsun. A

cumlesinin her noktasi bir i¢ noktaise, A cuimlesine bir agik ctimle denir.

1.6 Tanim : X herhangi bir metrik uzay ve A, X uzayinin bir alt cimlesi olsun. X
uzayina ait bir x noktasl icin, x noktasinin her N_(x) civarinda x=y, y € N_(X)
olacak sekilde, A ciimlesinin en az bir y elemani varsa, x noktasina A ciimlesinin

bir yigilma noktasl veyalimit noktasi denir.



1.7 Tanim : X herhangi bir metrik uzay ve A, X metrik uzayinin bir alt ctimlesi
olsun. A cumlesinin her yigilma noktasi A cimlesinin bir noktasi ise, A cimlesine
kapali cumle denir. (Yigilma noktalarini iginde bulunduran climleye kapali cumle
denir.)

1.8 Tanim ( Baglantili Olmak ) : X bir metrik uzay ve A bu uzayin bir alt cimlesi
olsun. A cumles; bostan farkli, ayrik, iki acik at cimlenin birlesimi olarak
gosterilemezse, A climlesine baglantilidir denir.

Y ani bu demektir ki ;

B ,Baclk,BC A
veBNC=9 olmak lizere A=BUC

Cx0 ,Caclk,CC A

olacak sekilde B ve C cumleleri bulunamiyorsa, A cumles baglantilidir denir.

1.9 Tanim : Bostan farkli, acik, baglantili bir cimleye bolge denir.

1.10 Tanim : Sonsuz noktasinin dizleme katilmasiyla meydana gelen dizleme

genisletilmis dizlem denir.

1.11 Tanim : Bir bdlgenin tamamlayicisi, genisletilmis diizleme gore baglantili ise, bu

bolgeye basit baglantili bolge denir.

Genisletilmis X
duzlem
> X
QO
Basit baglantili Basit baglantili
bolge oI
Sekil 1.1



1.12 Tanim : Bir bolgenin bir O noktasini herhangi bir A noktasina birlestiren dogru
parcasl tamami ile bolge icinde kaliyorsa, bu bolgeye O noktasina goére yildiz bolge
denir. (Bir bolgenin bir O noktasindan cizilen herhangi bir dogru pargasi bdlgenin
sinirini tek bir noktada kesiyorsa bolgeye O noktasina gore yildiz bolge denir.)

1.13 Tanim : Bir bolgenin herhangi iki noktasini birlestiren dogru pargasi tamami ile

bolge icinde kal1yorsa, bolgeye konveks bélge denir.

y
A
B

P

o« > X
QO
Konveks bolge

Sekil 1.2

Simdi de yildiz ve konveks bolge igin analitik tamimlar verilsin.

1.14 Tanim : Q, bir bolge olsun. Bu takdirde O<t <1 olmak Uzere, zeQ, icin
t.ze Q, kosulu gergekleniyorsa Q, bdlgesine baslangi¢ noktasina gore yildiz bolge

denir.

115 Tanim : Qg bir bolge olsun. O<t<l olmak Uzere, V z,z,e€Q, igin

t.z, + (1-t)z, € O, oluyorsa, Q2, bdlgesine konveks bolge denir.

1.16 Ozdlik : Yildiz bolge tanimindan dolayt, bir O noktasina gore yildiz olan bélge,
bolgenin bir baska noktasina gore yildiz bdlge olmayabilir.

Ispat : Sekil 1.3 O noktasina gore yildiz bir bolgedir, fakat A noktasina gore yildiz
bolge degildir. Burada not etmek gerekir ki yildiz boélgeden bahsedildigi zaman,
mutlaka sabit belirlenmis bir noktadan bahsetmek lazimdir.



Fakat konveks bolge tanimi gézoninde bulundurulacak olursa, konveks bdlge her
noktasina gore yildiz bolgedir.

Sekeil 1.3

1.17 Ozdlik : Q,<C bolges O baslangic noktasina gore yildiz bolge olsun. |z |=r

cemberleri gbzonine ainsin. Bu ¢cemberler Gzerindeki noktalari, baslangic noktasina

birlestiren dogrular bolgenin sinirini tam bir noktada keser.

Ispat : ispati geometrik dustinceyle yapmak yerinde olacaktir. Q, bolgesi O baslangig
noktasina gore yildiz bolge olsun. Baslangi¢ noktasini merkez kabul eden bir ze Q,
olmak Uzere |z| =r, cemberi gbzonune alinsin. Sayet bu cember Uzerindeki bir D
noktasini baslangi¢ noktasina birlestiren dogru 02, sinirini bir noktada keser. Eger
|z| =, cemberi g6zonune alinirsa, cember Uzerindeki bir C, noktasini O, baslangi¢
noktasina birlestiren dogru 0Q, sinirint A ve B gibi iki noktada keser. Halbuki yildiz

bdlge tanimindan dolay1 O,Q, dogrusu tamamiyle bolge icinde kalamaz. Bu da bir

celiskidir. (Sekil 1.4)

Not : Ispatta celiskiye varabilmek igin Q, bolgess O, noktasina gore yildiz bolge

farzedilmistir.



1.18 Ozellik : Q, bolges O baslangic noktasina gore yildiz bolge olsun. A noktasi
bolgenin sinirini bir kez dolastigl zaman OA nin argiimani daima ayni yonde 2 7 kadar

degisir.

Ispat : Ozellik 1.17 den A noktasina gember (izerinde karsilik gelen nokta A’ olsun.
Bu halde Arg OA = Arg OA’ olacagindan, A’ noktasi gember Uzerinde 27 kadar
dolastigl zaman argimani 2z kadar degisir. O halde Arg OA da 2z kadar degisir.



2. YALINKAT FONKSIYONLAR

2.1 Tanim : Bir f(z) fonksiyonu, genisletiimis duzlemde bulunan, bir €, basit
baglantil1 bolgesinde varolabilen bir kutup noktasi disinda analitik ve z,z, € Q,
olmak Uzere z #z, icin f(z)# f(z,) injektiflik kosulunu gerceklerse, f(2)
fonksiyonuna €, bolgesinde "yalinkat" tir denir.

Q, bolgesinde yainkat olan bir f(z) fonksiyonu, Q, In her alt bdlgesinde de
yalinkattir.

2.2 Ozellik : Yalinkat iki fonksiyonun bileske fonksiyonu da yal inkattir.

Ispat : Once, injektif iki fonksiyonun bileske fonksiyonunun da injektif oldugu
gosterilmelidir.

f: Q,—G injektif, g: G —H injektif olsun. Bu takdirde gof : Q,—H injektiftir.
Gergekten ; z,z,€Q, ise, f(z) fonksiyonunun injektifliginden; z =z, =
f(z) = f(z,)dir.

Diger taraftan g(z) fonksiyonu G de injektif oldugundan, f(z)= f(z,) icin
a9(f(z)) = 9g(f(z,))dir.Buise gof fonksiyonunun injektif oldugunu gosterir.

Diger taraftan ispatin tamamlanmasi icin, analitik iki fonksiyonun bileske

fonksiyonunun da analitik oldugununun ispatlanmasi lazimdir.

f(z) ve g(z) fonksiyonlari analitik iki fonksiyon olsun.



lim
27 z-z, 257

o(f @) -9 (@) _, [9(1@)-9(f(z) (2)-1(z)
-z,  1(9-1(z)

:,im{mf(z»—g(f(zo)): z-2, }
f(d-1(z) f(@-1(z)

7257,

i 9 @)-9(1(@) | (D)~ (2)
> f(2)-1(z,) 2% z2-12

(21)

bulunur. Diger taraftan w= f(z) dersek w, = f(z,) olur. f(z) nin strekliliginden

z— z, iken w—w, olur ve g(z) ninanalitik olmasl nedeniyle

W—>Wo W—W,

=g'(Wp) (2.2)

dir. f(z)nin analitik olmasi nedeniyle;

IimM = f'(z,) (2.3)
77 Z—- 7,
dir.

Bulunan bu sonuclar (2.1) ifadesinde yerine yazilirsa

i 91 (@)~ 9(1 (2))

2% z-z,

=9'(Wo).'(2o)

bulunur. Boylece ispat tamamlanmis olur.

2.3 Ozdlik : % fonksiyonunun yalinkat olmasi icin gerek ve yeter sart f(z) nin
z

yalinkat olmasidir.



Ispat : Gereklik : % fonksiyonu yalinkat olsun. Bu takdirde
z
9(2) =1 yalinkat fonksiyonu alinirsa, Ozellik 2.2 den, g[%) fonksiyonu da
z z

yalinkattir. g(%} = f(2) fonksiyonu yalinkattir.
z

Yeterlik : f(z) fonksiyonu yalinkat olsun. g(z) :1 yalinkat fonksiyonu alinirsa,
z

Ozellik 2.2 den g(f(2)) fonksiyonu da yalinkattir. g(f(z)):i fonksiyonu

f(2)
yalinkattir.

2.4 Tanim : Eger bir z,e A noktasinin en az bir civarinda z, noktasindan baska A
cumlesine ait hicbir nokta bulunmazsa, z, noktasinaA ctimlesinin bir "izole noktasi"

denir.

2.5 Ozellik : Analitik bir fonksiyonun bir noktanin civarindainjektif olmasi igin gerek

ve yeter sart bu noktada sifir olmayan bir tlreve sahip olmasidir. Bu ise bir Q,
bolgesinde analitik f(z) fonksiyonunun yalinkat olmasl icin  f'(z2)#0 olmasi

gerektigini gosterir. Fakat bunun tersi dogru degildir.

2.6 Ozelik : z, noktasi yalinkat f(z) fonksiyonunun bir kutbu ise %
z
fonksiyonu z, In bir civarinda yalinkattir.
Ispat : z, noktasi f(2) yalinkat fonksiyonunun bir kutbu oldugundan %:o
z,

dir. O halde z, noktasi % fonksiyonunun basit bir sifiridir ve z, in bir civarinda
z

injektiftir. Dolayislyla z, in bir civarinda yalinkattir.



2.7 Ozellik : C:z(t) = x(t) +iy(t), a<t<p olmak lzere Q, da diizgin bir Jordan
yay! ise (kirnk olmayan, z'(t)=0 ve z(t) sirekli) f(C) de f(Q,)da dizgin bir
Jordan yayidir. z, = z(t,) olmak lzere f(z,)noktasindaki f(C) nin tegeti ile pozitif
reel eksen arasindaki agl

df df dz
Arg—(z,) = Arg| —(z,).— = ' ’
rg m (Z,) rg( OIZ(zo) o (to)J Argf'(z,) + Argz'(t,)

ile belirtilir. (z, = yada f(z,) =c durumlari hari¢) Bu ise iki egri ayni bir z,
noktasindan gectikleri zaman, bu iki egri arasindaki aginin, goruntl egrileri arasindaki

aclya esit oldugunu gosterir. O halde yalinkat fonksiyonlar birer konform

homeomorfizmalardir.

Ispat : C,:z(t), C,:z(s) iki egri olsun. Oyleki a<t<p, a,<s<p, olsun. Ustelik
z, = 2(t,) = z(s,) olsun. Yani C, ve C, egrileri ayni bir z, noktasindan gegsinler.

w= f(z) yalinkat olsun.

wW(t,) = f'(z,).2'(t,) =0 dir. (f(C,) diizglin Jordan yay! oldugundan )
wW(s,) = f'(z,).Z'(s,) # 0 dir. (f(C,) duizgiin Jordan yay! oldugundan )
Argw,(t,) = Argf'(2,).2 (t,) = Argf (z,) + Argz,(t,)

Argw;(s,) = Ardf '(z,).z.(s,) = Argdf '(z,) + Argz,(s,)

Argw( (t,) — Argw; (sp) = Argf (z,).z (t,) — Argf '(2,).z.(s,) = Argz (t,) — Argzi(s,)
= Argw (t,) — Argw;(s,) = Argz(t,) — Argz,(s,)

bulunur ki bu ise agilarin korundugunu gosterir.

2.8 Ozdllik : AcC, Q, in kompakt bir alt cimlesi olsun. Ustelik yalinkat f nin

kutup noktasini ihtiva etmesin. Bu takdirde resminin Oklidyen alani;

Alan £(A) = [[ |£'(2)] de,

dir.

10



Ispat : f(2), Q, da yalinkat oldugundan analitiktir. Dolayisiyla f(z), Cauchy-

Riemann denklemlerini gercekler. Yani;

ou _ov
x oy
ou _ ov
oy ox

w= f(2) =u(x y)+iv(x,y) =

dir. Dolayisiyla;

, ou . ov .0u OV Ou .0u .oV ov
f'(D)=—+i—=—-I—+—=——i—=

x 'x oy oy ox oy ox oy

B e R e
X

g oy ox 0y :

au ou
_ouov ovou_| ox oy |_0(uv) _D(uv) (2.4)
ox'oy oxay | VOOV | a(xy) D(xY) '
oxX oy
bagintisi yazilabilir. Diger taraftan;
Alan f(A) = j du.dv (2.5)

f(A)

seklindedir. Fakat cok katli integrallerde degisken donusuimi kurall gézontnde
bulundurulursa

u=u(xy)|
V=(x,Y)

esitliklerinden dolay!

du.dv = dx.dy (2.6)

2
2l

dir. O halde (2.4) ve (2.6) bagintilar karsilastirilirsa;

11



du.dv = dxdy = |f ’(z)|2. dx.dy (2.7

|2
Q2|2

esitligi bulunur.

dx.dy = dQ,

alan elemani olarak yazilirsave (2.7) bagintisi (2.5) bagintisinda yerine konulursa;

t'(2)"d,

B _ro(u,v) _ (2 3
Alan f(A) = fj( £)du.dv_ jA 30Y) dx.dy = j Aj |£'(2)|" dxdy = j A[

bulunur. Y ani neticede

Alan f(A):H|f’(z)|2on

esitligi bulunur.
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3. YALINKAT FONKSIYONLAR ICIN KLASIK DISTORSIYON
TEOREMLERI

3.1 Gosterilimler :

D={z| |4<1} birim daireninigi
A=1{z| |4>1} birim dairenin disi
oD=0A=1{z| |4=1 birim daireninsiniri

32Tanim:S={f@ | f() =z+a,2*+.., f'(0)=L f(0) =0, f(z) D deyalinkat |

cimles Ssinifi olarak adlandirilir.

33Tanm: > :{g(z)| 9(2)=z+b,+bz'+b,z? +..., g(2) A dayalinkat }
cimles > sinifi olarak adlandinlir ve E=E(g)=C \g(A) da g(2)e )]

fonksiyonuyla yapilan tasvirde, resim bolgesinin kompakt tamamlayicisidir. Ayrica b,

katsayisina E(g) nin" konform merkezi " denir ve

b —iTg(re“g)dH
0 2r 1,

ifadesi ile verilir. b, =0 alinarak > sinifindan elde edilen sinif da »_ , sinifi olarak
adlandirilir.

34 Teorem (AlanTeoremi ) : g e Z alalim. Buradan

AlanE = z(1- 3 nib,[*)

n=1

dir.
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7= b, )20
n=1

oldugundan

1-3 b, 20= Y, [F <1
n=1 n=1

olur.

35Sonug: ge Z ainsin. Buradan |b,[<1 dir. Bu esitsizlikte esitlik ancak ve
yaniz g(2) = z+b, +€*’z' (b, €C, f €R) olmasl ile mimkindiir.
Ancak burada belirtiimes gerekir ki, verilen bir esitsizlikte esitligi gercekleyen

fonksiyona "ekstremal fonksiyon" adi verilir.

ispat : Alan teoreminde > njp,|* <1 ifadesinde b, =...=b, =..=0 ainrsa |b <1

-1
bulunur. O halde ge z fonksiyonu g(z) = z+b, + b,z haline gelir. Fakat |b, |=1
ise b, =€” alinabilir. Zira |b[=[e*|=1 dir. Yine alan teoremi kullanilirsa |b; [=1
kosulu altinda g(z) fonksiyonu
9(2)=z+b,+e”’ 7!
haline gelir. Bu fonksiyon verilen bir esitsizlikte, esitligi gercekledigi icin ekstremal
fonksiyondur. Bu fonksiyon |z| >1 i g6zonune ainan dizlemde reel eksenle S agisl

yapan dogrusal kesit Uizerine resmeder.
Gergekten;

9(2)=z+b,+e*’ 7!
fonksiyonunda b, sabiti simdilik ihmal edilebilir. Zira bu fonksiyonla yapilan tasvirde,

b, sabiti sadece bir paralel kayma verecektir. Dolayisiyla

9(2)=z+e*z?

fonksiyonu incelenirse:

14



z=¢€" ainsin.

: : 1 . o : o
g(e|9) — elH + eZlﬂ — — elH + e2lﬂ e i0 — elH + e2|ﬂ i0
e

o QO-p) | rito-p)
=g’ (e’ e’ +e’fe'?) =27 ( 5 )

= 2e”Cos(0 — ) = €’ .2.Cos(0 - )
it/

—2<2Cos(6—)<2
oldugundan |7 >1 bolgesini reel eksenle B agisi yapan dogrusal kesit tizerine

resmeder. b, kadar kayma verilirse, asil sonug elde edilir.

3.6 Teorem: Eger ge ). ve we E iseohade

9 (2)=+9(z)-w= z+%(b0—w)z‘l+... (|4>1)

fonksiyonu " datek ve yalinkat bir fonksiyondur.

Eger f eSise f(z°) S detek veyalinkat bir fonksiyondur.
Ispat: ge >’ oldugundandolayi; (|4>1)

g(2) = z+§:bn.z‘n = g(z*)-w=Zz° +ibn.z‘2n -—w=

n=0 n=0

9(z)-w=2"-w+) b .z =
n=0

z%(g(z®)-w) =1-wz > + z‘zibn.z‘2n
n=0

=1-wzZ +27(b, +b,z7 +b,z* +b,z° +..)
=1-wz? +byz? +bz* +b,z° + b,z +...

=1+ (0, -W)z? +bz* +b,z° +b,z % + ...

15



fonksiyonu A daanalitik ve cift bir fonksiyondur.

Gergekten agilimdan dolay! analitiktir, A da daima sifirdan farklidir ve ¢ift fonksiyon
olusu da

F(2)=z27(9(z°)-w) =

1
(-2)*

F(-2)

(9((-2)*)-w) = 2—12(9(22) -Ww) =z27%(9(z") -w) = F(2)

F(-2) = F(2) oldugundan dolayi iddianin dogrulugu gergceklenmis olur.
Simdi de

1
9 (2=7 z%(9(z*)-w) ]2  fonksiyonu dissiiniilsin. Bu fonksiyon

1<|z|<oo daanalitik ve « da

9’ (2 =2 z%(9(z*)-w) ]% = z+%(b0 -wW)zt+.. (|l4>1)

acilimina sahiptir.

Gercgekten;

[ 22(g(z2)-w) [ =[ 1+ (b, ~w)z? +bz* +b,z° +b,7%+.. - (31)
oldugu ispatlanmisti. Bu ifadede z* = ¢ denilirseikinci taraf

1+ (b, —W)e+be® +b,e® +he* +.. = A+ ce+ce® +ce’ +..)°

=1+c’e? +¢, 26" + ¢, 76 +..+ 20,6 + 2,67 + 2,6 + ...
+2c,C,e° +2¢c,C,e" +...

=1+2ce+(c° +2¢,)e% +...

katsayilari karsilastirilirsa;

16



b,—-w=2c, = ¢, :%(bo—w)

olur. Buifadeler (3.1) ifadesinde yerine yazilirsa;

[ 22(9(z*) - w) ]% =[ (1+%(b0 -w)z? +...)2]§ :1+%(b0 W)z 2+,

olur. Bulunan esitlik de zile carpilirsa;

g2 =17 229Z)-w) |z = Jg(Z) —w = z+%(bo Wzt

bulunur ki bu daiddianin dogrulugunu gosterir.
Bu fonksiyon tektir. Gergekten;

. o s 1
g (D=7 z%(9(z")-w) | =

g'(-2) = (-2)|(-2*(9((-2)*) - W) ]% =-9'(2)

oldugundan bu daiddianin dogrulugunu gosterir.

Simdi fonksiyonun yalinkat oldugu gosterilsin: 1< |7 <o bolgesi fonksiyonun hichir
singularitesini bulundurmaz. Dolayislyla bu fonksiyon |z| > 1 de andlitiktir.

Injektiftir. Gergekten;

9 (2) =0 (z) = 2y22(9(z%) W) = 2,4/, %(9(2,%) - )
= 2°(z2(9(z°) - W) = 2,°(z, 2(9(z,°) - W))
= g(z°)-w=g(z,°)-w

= 9(z")=9(z,)
ve g(2) yalinkat oldugundan z° =2 = z =% z, bulunur. Fakat

9 (2)#9 (-2) =z #-2
dir.Ohalde z =z, bulunur ki bu daiddianin dogrulugunu gosterir.

17



Buraya kadar bulunan neticeler toplanirsa g" (z) = 4/ g(z°) —-w fonksiyonu Z da
tek ve yalinkat bir fonksiyondur.

Simdi ise; f €S olsun. Buhade f(z2)=z+a,z°+a,2° +... (|7<1)dir. f(2),

|7 < 1deyalinkattir,

f(2)=22+a,2' +a,2° +... = [f(2?) =22 +a,2" +a,2° +..

fonksiyonu S de tek fonksiyondur. Gergekten,

\/f(zz) :\/22+a224+a326+...

= \/22(1+ a,2’ +a,2" +..) = z\/1+ a,2’ +a,z" +...

1+a,z° +a,z* +...
ifades
1+ B2+ B,2° +...

ifadesinin kares olsun.

1+a,2” +a,z" +... = 1+ p,z+ B,2° +...)°
=1+ B2+ B, +.. 4+ 28,2+ 28,7 + ..+ 2B.B,Z + ...

=1+ 28,2+ (B +28,)22 +2B,8,7° +...
Katsayllar esitlenirse;

0=2f,= f3,=0

1
a, ::B12+2132 = p, :Eaz

18



F(2)=+f(z®) =zy1+a,2° +... = z\/(1+%a222 +.)°% = z+%azz3 +..

F(2) = Z+%%Z3+...: F(-2)=-F(2 oldugundan tek fonksiyondur. F(0)=0,

F'(0) =1 dir.

F(z)=+fz") ., F@z)=4f(z)

= F(z)=F(2) = {f(Z%) =1z

= f(z")=1(z,)

olup f(z) yankat oldugundan injektiftir.= z, =¥z, fakat F(z) tek oldugundan
z, # -z, dir. O halde z, = z, bulunur ki bu da F(z) nin D de injektifligini gosterir.
F(2) nin |7 <1 deanalitik oldugu agiktir.

Buraya kadar bulunan neticeler toplanirsa da

F(2) =+ f(z°) Sdetek veyalinkat bir fonksiyondur.

37Lemma: ge ) alinsin. Buradan E {]w—b0| < 2} dir. Esitlik ancak ve yalniz

E dort birim uzunlugunda bir parcaise gerceklenir.

Ispat : Sonug 3.5 deki durum g'(2) = 4/9(z°)-w = z+%(b0 -W)z'+.. > da

tek bir fonksiyon oldugundan w e E icin bu fonksiyona uygulanirsa;

E (b, - w)

<1= 2, -f<1= b, -w|<2

bulunur.
Esitlik durumu incelenirse:
Yine Sonug 3.5 deki esitlik durum buraya uygulanirsa

9(2) = z+%(bO -wW)z!
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bulunur. Esitlik durumu yazilirsa
1 1 i
‘E(b0 —W)‘ =1= E(b0 —w) =—-€”

anabilir. Bu halde fonksiyon
9(z2)=2z-€"z"

haline gelir.

Fakat diger taraftan

‘%(bo —W)‘=1:>%(b0 ~w)=-€” = b, —w=-26" = b, =w-2¢e”

bulunur. Bu b, sabiti de Sonu¢ 3.5 deki esitlik halinde bulunan fonksiyona

uygulanirsa;

9(2)=z+b,+ez = g(2) = z+ (w-2") + ™/ 2!
bulunur. Burada b, = w-2€"”  sabiti gozoniine alinmazsa,
9(2)=z+e*z*

bulunur. z=¢€" denilirse;

g(eie) —_gf 4 ¥ g0 _ gt | gf g gif

o @ O-p) | o)
=g’ (e’ e’ +e’fe'?) =27 ( 5 )

=2e”Cos(0 — ) = €’ .2.Cos(0 - )

—2<2Cos(0-B)<2

esitliginden E  dort birim uzunlugunda bir parcaise gergeklendigini gosterir.
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38Teorem: f eS alinsin. Buradan [a,|<2 ve ‘azz —as‘ <1 dir. |a,|= 2 olmasi

ancak ve yalniz f(z) fonksiyonunun, Koebe Fonksiyonunun bir rotasyonu olmasi ile

mimkiindir. Dahasi f(z) tek fonksiyonsa, buradan |a;| < 1dir. Esitlik ancak ve yalniz
f(2)=z(1-e*"2*)*

olmasi ile mimkundar.

Ispat : f e Soldugundan, S sinifinin tanimi geregi f(2) = z+a,z* +... dir.

F(2) =+f(2%) = Z+%8.223 +...

oldugundan, bu fonksiyon da S sinifina aittir. Dolayisiyla

o(2) - 1 1 ~ 1 1 1
T 1.1 1 1 1,1 1,1
F(O) “+~a, —+.. —-(A+=a,z%+.) = (1+=a,z°+..
(Z) Lt 5% Z( ,% ) . ( ,% )

1 1 1
= z(l—(Eazz Zyl)+ (Eazz Z4.)P =) = 2= 8,2 Yy

fonksiyonu da Y. sinifina ait olacaktir. O halde |b|<1 esitsizligi bu fonksiyona

uygulanirsa

%az <l=la,|<2

bulunur. Bu daistenen ifadedir.

Diger taraftan f(2) = z+a,z* +...€S ise

1 1 1 1 1
R N U S A S R B
zZ z 227 2 227 4 27 a322
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=z 1 :z(l—azi—a3i2+...+a22i+a32i+...)

i 1 Z2 4
1+(a25+a3?+...)

z

1 1 _
= z—az—asg—...+a222+...: z-a,+(a, —a,)z" +...

fonksiyonu da . sinifina aittir. Bu fonksiyona da alan teoreminin sonucu |bl| <1

esitsizligi uygulanirsa; ‘azz—as‘sl bulunur. Bu daistenen ifadedir.

Simdi  |a,|=2 olmasi hali ele alinsin. Bunun icin asagidaki durumlar gozontinde
bulundurulsun:

" Sonug 35 : gey ainsin. Buradan |b|<1 dir. Bu esitsizlikte esitlik ancak ve

yaniz g(z) = z+b, +e*’z* (b,eC, B eR) olmasl ile mimkindiir.”

" Teorem3.6: Eger ge ) ve we E iseohalde

g (2) = 9(Z®)-w = z+%(b0—w)z‘1+... ([2>1)

fonksiyonu Z datek ve yalinkat bir fonksiyondur. Eger f € S ise / f(z°) S detek

ve yalinkat bir fonksiyondur."

"Lemma3.7: ge) daim. E C{|w-b,[<2} dir. Esitlik ancak ve yalniz E nin

dort birim uzunlugunda bir pargca olmasl halinde gergeklenir.
Bu ifadelerin isigl altinda ;
feS = f(=z+a,2°+.. = F(2=4f(2°) = z+%azz3+... €S ve tek

fonksiyondu.
9(2) = . z—lazz‘l +..€Y drve

F(i)

1
2%

<l=la,[<2 dir.
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Esitlik ancak ve yaniz ispatlandi ki g(z) = z—%azz‘lolmas ile mumkindar. O

halde

|a,|=|by —W = |w—by| =2=>w-b, =2e”  alinabilir. Buradan b, =w-2e”

(9(2) = z+b, +bz* fonksiyonuyla Karsilastirarak) dir. Y ukaridaki

kullanilirsa;
9 (D=z+b+e"z = g (2) = z+ (W-26")+e*/ 2"
bulunur. Fakat w €EE oldugundan w=0 ainabilir. O halde

sl

9 (2)=2z-26" +e? 7" = z(1—ge‘ﬁ +e”” iz) = 7(1-e” )2
z z z
bulunur.
g(ed = ! _ 1 z =Y ne" 2" es dir.

g* (1) 1(1_ e'ﬁz)2 - (1_ elﬂz)2 n=1
Z Z

tanim geregi Koebe Fonksiyonunun rotasyonudur.

f €S tekise |a,| <1 oldugunun ispati:

f(2)=z+a,2°+..=> (2% = Z+%azz3 +... , Sdetek fonksiyondur

sonug

Bu da

(Bu daha 6nce ispatlandi) ve ikinci teriminin katsayisi sifirdir. O halde bu ifade de

‘azz—aS‘sl esitsizliginde kullanilarak a, =0 ainirsa [0-a,/<1 = |a|<1

bulunur. Bir baska ispatla:

lag| = %az <1 = |a,[ <1 bulunur.
2] =1

esitligi ancak veyaniz
f(2) = z(1-e**.2%)™"
olmasl ile mimkuandur.
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Gergekten;

1
tH@=z2—5=2= Z-[1+ ez’ +e"z" +. ] z+e* 22 +e" 72" +
1-e*/7?

jas| =[e’| =1 du.

39Haazrlik: f(2)=z+a,z* +a,2° +...e S dinsin.

f'(z)=1+2a,z+33,2° +... = f'(0)=1

f"(z)=2a, +6a,z+... = f"(0) = 2a,

[0
2

f"(0
T()| < 2 bulunur.

£7(0)=2a, = |f"(0)|=2,| = =la,|<2 =

Bu distincenin sifir noktasindan herhangi bir z, € D noktasinatasinmasl halinde

£+ 2,

f(
1+ ¢z,

o) = f(20)+ @[3 )1 (2)6 + 3 02 °(20) - 22,0 2 ) 1 (2) 2 +

fonksiyonu da D de andlitik ve yalinkattir. Fakat S sinifina ait degildir. Zira
normalize edilmemistir. O halde bu fonksiyonun S sinifina ait olmasi igin normalize

edilmesi gerekir. Bununicin de;

f(“zi)—f(zo) ,,
h(e) = 1+ ¢z, _ (_| 7 f (zo)_z—o}:zJ“
(1-|z") f'(z,) ()

fonksiyonu h(0)=0 , h'(0) =1 kosullarini gergeklediginden S sinifina aittir. h(e)
fonksiyonu z, noktasina gore f(z) fonksiyonunun Koebe Transformasyonu olarak

adlandirilir.

3.10Lemma: Eger f € S iseburadan

Z.f”(Z)— 2|Z|2|£ 4{Z| (|Z|<1)
'@ 17| 1l

dir.
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Ispat : Yukaridaki hazirliktan yola gikilarak,

E+Z

f(lii)— f(z,) L e
h(e) = —— 22 :g+{—(1—|zo|2) ,(ZO)—z_O}e%...
)@ L2 ()

fonksiyonu Ssinifinaait oldugundan ikinci terimin katsayisi 2 den kucuktir.

f"(z) _

1 2
20T

Z‘ <2
bulunur. Bu esitsizligin her iki tarafi

2|ZO| :| 220 |
1_|ZO|2 ‘1_|ZO|2‘

ile carpilirsa;

E e |22, |_ 42
- |)f, - 5| < ;
2 (2,) \1_|zo|\ 1-|z,|

= Ea-|zp

5 f”(ZO)—Z_O)( 220 )

f'(z,) 1-|z,|"

< 4z,

1_|ZO|2

1 2
= 5(1—|Zo| )

'(2) 2% _— 22, |_ 4z
f'@) 1-faf " 1-fzf] 1-a"

(@) el | 4z
"1(2) 1-[z°| 1-|z|

bulunur. Bu ifadede z, yerine z yazilirss;

"9 24" |_ 42 .
T 7| T (Ja<®)

elde edilir.
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3.11 Teorem (% Distorsiyon Teoremi ) : w= f(2)=z+a,2° +a,2°+...€ S
fonksiyonunun tasvir bolgesi disindaki noktalarinin w= 0 noktasina olan uzakliklari

% den kiiclk olamaz.

Ispat : ¢ noktasi f(z) fonksiyonunun birim dairesinin tasvir bolgesi disinda bir

nokta ol sun.

cf (2)
c— f(2)

1
=z+(a, +-)2% +...
C

fonksyonu da S sinifina aittir. ikinci terimin katsayisinin modilti 2 den kiigiik
olacagina gore

a2+332
Cc

dir. Diger taraftan

la,[<2
dir ve
1 1 1 1
AR e +|—a2|:E+a2 +a,|<2+2=
— <4 — =|C
|| =[d=z7

bulunur ki bu daiddianin dogrulugunu gosterir.

312 Teorem: o ve B, Dniniginde f(z) e S fonksiyonunun alamadigl herhangi

iki deger olsun. Bu halde

f(2)
1. 1@
a

F(2) =
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fonksiyonu da D deyalinkat olup
B

B

(24

degerini alamaz.

Ispat : f(2) D deyainkat oldugundan ve « degerini alamadigindan 1@ =1 dir.
(04

Dolayisiyla 1—E¢O dir. Ohade F(2) = 1(2) fonksiyonu D de
o

1@
(24
analitiktir.
Fl2)=Flz) = — s -2 (@)= 1(2)
1- 1- ‘%
(24 a

f(z), D deyainkat oldugundan z, = z, olur. O halde

f(2)
1. 1@
(04

F(2) =

fonksiyonu D de injektiftir. Bununla F(z) fonksiyonunun D de
yalinkat oldugu ispatlanmis olur.
1.7

a

sayisinin tersinin modul U distndlsin:

1-2

bulunur. Fakat bir 6nceki teoremden dolayi,

1 1

f «a

<4

bulunur. Bu da teoremin ispatini verir.
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3.13Teorem: f €S ise

(I) | |3 _|f’(Z)|S 1+|Z|3
(L+|2) (-2
’ IZI | 2

-4 _| f@| 1+
127"t 1-]7

(|||)

dir. Bu esitsizliklerde esitlik ancak ve yaniz f (z), Koebe Fonksiyonunun uygun bir

rotasyonu ise gergeklenir.

Ispat : Lemma 3.10 daispatland ki;

@) 24| 4
t'@ 17| 1-|7

(3.2)

dir. Diger taraftan bir kompleks sayinin reel kismi ile modllu arsindaki

—|4 < Rez<|Z bagintisindan hareket edilirse, (3.2) bagintisi;

4 e{ f”(z)} 24 _ 47

R @) 1-17° 1-7°

seklinde ifade edilebilir.

44 27 ') 44 27
1-|7° - L e{ f(z)} 1-|7° - 4

G BRI .
1[4 CI

yazilabilir. Diger taraftan ;

28
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Re{z. f "(z)} _ olog|f'(2)
f'(2) ologz

z=pe’ = dz=€"dp > E:ew
do
i0

log e’ =t = e.g dp=dt = d—p:p

e dt
oldugundan
mel, (@ _olog f'(z)| _ologf'(2) o w_, dlog f'(2)|

f'(2) dlogz op ot ap

0
p o
bulunur. Bunlar (3.3) esitsizliginde yerine yazilirsa, (3.3) esitsizligi;

2p° —4p 2p +4p

seklinde yazilabilir.

2p—-4

2 4
1-p° < Og|f()| ,0+

Buifade O dan p yakadar integre edilirse;

2p -
! 1-p* I
1-p : 1+p
= log TPRE <log|f (z)|§|og(1_p)3
1-
= ey S/ p) - lA=s
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oldugundan

-4 _

1+|2)

o)< o |'Zﬂ

bulunur ki, bu da (i) esitsizligidir.

(i) ninsag taraf , zileorijini birlestiren dogru boyuncaintegre edilirse;

e
f '(z)dz{ <

o,
1-p)?

f(2]=

1+,03d
- p)

f(2) <

(3.4)

bulunur.| f ()| icin bir alt sinir elde etmek tizere, f(z) noktasi ile orijini birlestiren
dogru pargasi |7 <1 icinde tamamen f(z) nin degerleriyle ortiilir. Eger L,
w= f(2) fonksiyonuyla bu dogru parcasi tizerine tasvir edilen |z <1 de bir yay ise

L boyunca dw = f'(z)dz > Odir.

Boylece

f@=| F'@da= | |t(@dz> j 0 p) p-(1+Pp)2 (35)

bulunur. (3.4) ve (3.5) ifadeleri birlestirilirse;

<[t(2)=

(1+ p)’ p)

bulunur. |7 = p alinirsa

(1+|z|)2 : (1—|z|)2

bulunur ki, bu da (ii) esitsizligidir.
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Son olarak ise, bundan 6nce Hazirlik 3.9 da

FET2)~ f(z) )
h(g) =~ %0 - [1 1-|z,| )f (Z) o2y
(1_|Zo| )f (Zo) )

fonksiyonunun S sinifinaait oldugu ispatlanmisti. Bu fonksiyonda ¢ = -z, ainirsa;

F 2T %) f(g)

hz)=_ %)% _ 1 (=)
1-|zo|") F'(2,) 1—|zo|2 f'(z,)
bulunur.
) LT
dir.
feSign (i) de |T'|) <|f(2)|< ||Z||) oldugu ispatlandi. h(e) e S

oldugundan ¢ = -z, icin bulunan h(-z,) € S dir ve (ii) esitsizligini gercekler.

4 L
@ <RI =

4 | 1 t@)| I
D | jaf) @) a2

)2 | 1| |@-ll)2)
i el [ aia ]

afa)| | f@) | |alz)
[ I PPN R e
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a-[2? ] |zf<zo>| a2
R N TN )

| a-[Da-14) | |zf<zo>| | arad |
‘(1 |Zo|)(l+|zo|)‘ f(z) ‘_‘(1 |Zo|)(1+|zo|)‘

z, yerinez yazilirsa;

A-Da-)| _|zf @] |a+lda+2)| _
e e el T Bl e Y e

-4 _| 2| 1+
1+|z| f(z)| 1-|4

bulunur ki, bu da (iii) esitsizligidir.

32



4. SABORDINASYON PRENSIBI

41 Tanim: f(2) ve g(z) fonksiyonlari D de analitik olsun. Eger

(i) D deandlitik
(i) £(0)=0

(iii) |4 <L igin |¢(z)| <1

kosullarini gergekleyen bir ¢(z) fonksiyonu bulunabilir ve f(z) = g(/(2))
bagintisi gerceklenirse, o takdirde f(z) fonksiyonu, g(z) fonksiyonuna
“sabordine” dir denir ve f(2) < g(2) ile gosterilir.

4.2 Lemma (Schwarz Lemmasi): W(z) = ¢,z+c¢,z° +... fonksiyonu D = {z |
7 <1} de tanimlanmis, analitik bir fonksiyon olsun ve w(0) =0, |w(2)|<1
esitsizliklerini gerceklesin. Bu halde [w(z)|<|Z ve |W(0)|<1 esitsizlikleri
gerceklenir. Esitsizliklerde esitlik hali ancak w(z) fonksiyonunun w(z) = kz ,

k| =1 olmasi ile gergeklenir.

2
ispat: h(z)= W(2) _ CZ+CZ%

=C, +CyZ+...

fonksiyonu g6zonine alinsin. w(0) = 0 oldugundan

lim M2

W/(0) = IimW(z+ 0) —w(0) _
70 z—-0 >0 7
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olur. h(z) fonksiyonu z= 0 daanalitiktir. Buradan

W(Z)  CZ+C,Z° +....
z

h(z) =
fonksiyonunun D = {z | |4< 1} basit baglantili bolgesinin her yerinde analitik
w(2)

oldugu sdylenebilir. Bu ise maksimum prensibinden dolayi

fonksiyonunun maksimum degerini ancak ve yalniz D nin sinirinda alacagini

gosterir.

1Z4<p<1 igin p—1 ainrsa

W(2)
2

w(2)
z

<1= <1=[w(2)|<|7

CH

bulunur. Boylece ilk esitsizlik ispatlanmis olur. Ote yandan w2

fonksiyonu w'(0) turevi varoldugundan dolayr z=0 da analitiktir. z=0

noktasi civarinda Taylor Acilimi distinilecek olursa

w(z) = w(0) + w(0) zZ+ w'(0) 22 +..= w() zZ+ w(0) 22 +..
1 2 1 2!

esitligi yazilabilir. Diger taraftan

W(2) = limWEZE0-wWO _; w)
z-0 z—0 z»0 7

oldugu da g6zonune alinarak

‘M — |vv’(0)|

esitligi elde edilir. Ayrica

w(2)

z

<1




oldugu da dustnil Grse son iki bagintidan
w(0)| <1

bulunur. Buiseikinci esitsizliktir.

Y ine maksimum prensibinden dolayi sinirdaki bir z noktasi igin daima

wW(2) 0

z

w2

=1= =1’ >wz) =26 , k=¢

bulunur. Bu da esitlik halini verir..

43 Teorem : f(2) < g(2) olsun. Bu takdirde f (D)< g(D) ve f(0)=g(0)
dir.

Ispat : f(2) < g(2) oldugundan dolay! tanim geregi; Dde

() andlitik
(i) £(0)=0
(iii) e(z) <1

kosullarini gergekleyen bir ¢(z) fonksiyonu vardir. Oyle ki

f(2) = 9(/(2)

dir. Burada /(z) fonksiyonu Schwarz Lemmasinin  kosullarini
gerceklediginden;

(2] <4

dir.

Esitlik ancak ve yalniz

(2) =€’z

oldugu zaman gegerlidir. O halde z, € /(D) alaim. Buradan z, = /(z) olacak
sekilde bir ze D bulunur.

z,=0(2) =|z|=((2) <|4<1=|z|<1=27 €D
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O hade
z, /(D) icin zeD=/¢(D)cD

dir.

g(z) ve f(z) fonksiyonlari D de analitik oldugundan, f(z)<g(z) ve
/(D) < D bagintisindan

f(D) = g(¢(D)) = g(D) = (D) = g(D)

bulunur.

Ayni zamanda
£(0)=0 ve f(2)=9((2)) = f(0) =9(£(0)) = 9(0) = f(0) = g(0) dr.

44 Teorem: f(z)< g(2) olsun. Butakdirde

t@|ld<rjclo@| [2<r}  ©<r<y
dir.

Ispat : f(2) < g(2) olsun. Bu takdirde tanimdan dolay1 D de ; yainkat olmasi
gerekmeyen veyine D de

(i) anaitik
(i) ¢(0)=0
(iii) [¢(2)| <1

kosullarini gergekleyen bir /(z) fonksiyonu vardir. /(z), Schwarz Lemmasinin
kosullarini - gerceklediginden |¢(z)|<|Z dir. O halde |/(z)|<|Z<r <1dir.
z, €/(D,) dinsin. Bu takdirde z =/(z) olacak sekilde en az bir ze D,
vardir. z =0(2) = |z|=|((2)|<|4<r <1 =z eD, olup ¢(D,)=D, dir.

Ancak ayni zamanda f (z) < g(z) oldugundan f (z) = g(¢(2))dir.
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Buradan {f (z)‘ 17 < r}: {g(((z))‘ 17 < r} yazilabilir. ¢(D,)c D, oldugundan

9(2) de D, deanalitik oldugundan g(¢(D,)) < g(D,) dir. (0<r <1)

= {t@||4<r{={90@) |2 <r}={ou(D,)) | r <1
<lo®@,) |r<1=lo(@)| |2 <r}

=1{f@||d<rlclo@)||4<r)

bulunur ki bu daistenen ifadedir.

45Teorem: f(2z) < g(2) olsun. Butakdirde

max|f (2) < max|g(2)
dir.

Ispat : Teorem 4.3 de f(D) < g(D) oldugu ispatlandi ve ayni zamanda f (2)
ve g(2) fonksiyonlari D de analitik olduklarindan maksimum moddl teoremi
kullanilirsa ;

| f (2)] maksimum degerini ancak sinirda alabilir
|9(2)| maksimum degerini ancak sinirda alabilir ve f (D) < g(D)

oldugundan

< max|g(z)|
sonucuna varilabilir.

4.6 Lemma : /(z) asagidaki kosullari gercekleyen analitik bir fonksiyon
olsun.

(i) |4 <1iginanalitik

(i) |7 <1 igin ¢(2)| <1.

Butekdirde (1-|7°)¢'(2)<1-|¢(2)" dir.
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Ispat : z, , birim dairede bir nokta olsun. w, = /(z,) noktasi da z, noktasina

W <1 de karsilik gelen nokta olsun. |4<1 dairesinde t=¢" 1Z—_z0
transformasyonu z, noktasini t=0 noktasina donstiirir. W=ei¢_1""‘_""o
— Wy

transformasyonu da w,, noktasini W = 0 noktasina donusturdr.

L Z7—2Z — . :
=0 ot-z.2t=€%2-€"2

1-2z,z

t=e

= €%z, +t=€%z+ 7,2zt > t+€7z, = z(€"” + z,t)

t+e
= z= %

e + z,t
bulunur. Diger taraftan

woer WY _ g HD-HZ)
L-wow  1-1(2,)/(2)

ifadesinde z degiskeni yerine degeri yazilacak olursa

t+e’z
O ——="1=1(Z,)
W= & €’ + 2zt

1—m€(t + emZOJ

0, 5
e’ +z,t

Bu fonksiyon Schwarz Lemmasinin kosullarini gercekleyen bir fonksiyondur.

Gercekten; t=0icin

(ti_;eigioj_f(zo)
W=ei¢ € _Zot y =ei¢ f(zoLE(Zo) -0
1_@€(tfe ZOJ 1-0(25)0(2,)

0, 5
e’ + z,t

[t <1 igin W(t) fonksiyonu |7 <1 de analitiktir. Zira
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T
N

e W _ e (D)~ 1(2)

t=ge? — = —
1-2,z 1- WOW 1- f(zo)é(z)

oldugundan ¢(z) de |7 <1 de andlitik oldugundan W =W(t) de analitiktir.

(Lineer transformasyonla elde edilmisti.)
[t} <1igin W(t)| <1 dir. Budaagiktir. Zira

{He ZJ "z,)
e . 0
W:e“”W_W e¢€(z) 0(z,) o e’ + z,t

1-w,w 1-0(z,)((2) —— [t+e’z
! E(ZO){e‘5+z_0tJ

oldugundan ;

W=1ise w=((2) =|((2)|=

ve
17=1ise
t=e’ 1Z zzoz |t| e’ 12—__ZO
2,z
ezl |22

‘1 zo‘ ‘1 zo‘

|7 =1 oldugundan z=¢€" ainirsa;

i’

|t|:|e“’—zo|:| e’ -z, |:ie -7,
‘1_ei/,z‘ ‘e/ e’i”—z_o)‘ ei/e/_z_o
:ei,f_zo )
e -z
|BZ

bulunur. Fakat t = —°, |4 <1 deandlitik oldugundan ve sinirdaki degeri

1z0

1 e esit oldugundan dolay! maksimum prensibine gére |2 <1 igin [t/ <1 olur,
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O halde

t+ez
z2=——=7=2(1),t| <1
e’ + z,t

W =
1-w,w 1-0(z,)/(2)

W(t)| <1 olacaktir.

O halde W =W(t) fonksiyonu birim dairede analitik, W(0)=0 , |W(t)|<1

kosullarini gergekler. Yani Schwarz Lemmasinin kosullarini gergekler. O halde

W) <|t| dir.

Ayrica W(t) fonksiyonu Schwarz Lemmasinin kosullarini gerceklediginden

W'(0)| <1
dir.
Simd

_ 0 L% ﬂ_eia 1—Z_OZ+Z_0(Z—ZO) — g 1_ZZ+ZZ_ZOZ_0

1-z,z dz
dt io 1_|ZO|2
dz (1-2z,2)°
bulunur.

o MD-1z)
1-1(z,)/(2)

(1-22)° (1-22)°

AW _ s (A= 1(2)4(2) + (D 1(2,)(1(D) - ((2)
dz (1-£(2,)-L(2))°

_ e L@~ (@D U(2) + (DD (7o) ~ (D (2) (%)
(L~ (DU(2))’
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W, '@A-|z))
= =€ —
dz (1-1(2).0(z,))?

bulunur.

daw _dw dt E’(z)(l—|£(zo)|2)=ei9 dw  1-|z|°
dz dt dz (1-1(2).£(,))’ dt (- 2z,2)°

z=1z, yazilirsa;

|2

o (@A@Y aw 1-Jz

1-|0(z,)[")? dt (1-|z,|*)?
: 1 L dw 1
el (zy)———=¢€"—.

(Z()):I-—|€(Z())|2 dt 1_|Zo|2

modul alinirsa;

1 _|aw| 1
1-0(z,) | at l1— ||’

'(2,)

esitligi elde edilir. Ayrica W'(t)| <1 bagintisi kullanilirsa

() 1
1-[Uz)]" 1~z

> = A=z (z) <1-]0(z,)|

bulunur. Ancak z, keyfi oldugundan

1-12M¢' (2| <1-|0(2)"

esitsizligi elde edilir ki bu daispati istenen ifadedir.
4.7 Teorem: f(2) < g(2) olsun. Bu takdirde
max(1-|Z°)|f '(2)| < max(1-|4")|g'(2)|

|Z<r |z<r

dir.
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Ispat: f(2) < g(2) oldugundan dolayi |7 <1 de

() analitik
(i) £(0)=0
(iii) (z) <1

kosullarini gergekleyen bir /(z) fonksiyonu vardir ve Lemma 4.6 dan dolay!i

1-|2°)|¢'(2)| <1-|e(z)* (4.1)

esitsizligini gercekler.

Ayni zamanda f (z) < g(2) = f(2) = g(/(2)) ifadesinden turev ainirsa

f'(2=9' ()L (2 =|f'(2)|= 2|, @-7")>0

g'(4)

oldugundan;

(1-[2)/t'@|= - |2)g' @} )

dir. Buadimdada (4.1) bagintisi kullanilirsa;

@-12°) (2| = A=) g' ' (@) < @-|e@[ g’ )] (4.2)

bulunur. Fakat ¢(z) , Schwarz Lemmasinin kosullarini gergeklediginden
t(2)|<|7 dir. Bu esitsizlik de en son (4.2) de kullanilip maksimum teoremi

uygulanirsa

max(L-|2")| f'(2)| < max@-|4")|g'(z)  (0<r<D)

|Z]<r |Z<r

bagintisi elde edilir. Bu daispati istenen ifadedir.

48Teorem: f(z)<g(2) olsun. Butakdirde |f'(0) <

g'(0)| dr.

Ispat :  f(2)<g(2)=|4<1 de anditik, ¢(0)=0, [/(2)|<1 kosullarini

gercekleyen bir /(z) fonksiyonu vardir ve f(z) = g(¢(2)) dir.
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f'(2) ='(299'(¢(2)

=

f'(2)=

g' (@' =

£'(0) =|g'(£(0))

7'(0)

bulunur. Fekat  [¢'(Q)<1  (/(z) Schwarz Lemmasinin kosullarini

gerceklediginden) ve ¢(0) =0 oldugundan dolay!

f'(0) =

9'(1(O)||1'(0) <

g'(¢(0)) =|g'(0)|

=

f'(0) <|g'(0)|

bulunur ki bu daispat! istenen ifadedir.
Ancak sabordine fonksiyonlar yalinkat fonksiyonlar olduklari zaman ¢ok daha

Onemli durumlar ortaya ¢ikmaktadir.

4.9 Lemma : g(z), D deyainkat olsun. Ancak ve yalniz f(0)=g(0) ve
f(D) c g(D) ise f(2) < g(2) dir.

Ispat: f(2)<g(z) ve g(2), D deyalinkat olsun. Bu takdirde |74 <1 de

() analitik
(i) £(0)=0
(iii) e(z) <1

kosullarini gercekleyen bir /(z) fonksiyonu vardir. Ayrica ¢(z) Schwarz
Lemmasinin kosullarini gergeklediginden |¢(2)| <7 dir.

Dolayisiyla

z,€((D,) = 2= ((2)

olacak sekilde en az bir ze D, vardir ve

z,=0(2)=|z|=[(2|<|4d<r=]|z|<r=2eD, =

/(D,) c D, dir. g(2); D deyalinkat oldugundan g(/(D,)) < g(D,)
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f(2) = 9(4(2))
9(/(D,)) = 9(b, ) =
f(D,)=9(4(D,))

f(D,) < g(D,) bulunur. r -1 oluncada f(D) < g(D) bulunur.
f(2)<9(2) = f(2=9(/(2)) = f(0)=9g(¢(0)) =g(0)dir. Sonu¢ olarak
f(0) = g(0) bulunur.
Karsit olarak g(z), D de yainkat, f(0)=g(0), f(D)c g(D) olsun.
w=g(z), D de yainkat oldugundan analitik ve injektiflikten dolayi
z=g"(w) da g(D)de andlitiktir. f(D)c g(D) ve f(0)=g(0) oldugundan
z=g*(w) f(D)de de andlitiktir. Budurumda f(z) de D de analitiktir.
/(2) =g (f(2)) fonksiyonunu tanimlayalim. g(z) yainkat oldugundan
g fonksiyonu da anditiktir. f(z) de analitik oldugundan ¢(z) = g~ (f (2))
bileske fonksiyonu da D de andlitiktir. Yine g(z), D deyalinkat oldugundan
20) =g (f(0) = f(0) = 9(£(0)) = 9(0) = £(0) = 0
kosulunu gergekler ve ayni zamanda |7 <1 deki bitin degerler w= f(2)
analitik fonksiyonu tarafindan alinirlar.
0(2); |4<1 de andlitiktir ve ¢(0)=0 kosulunu |7 <1 de gergekleyen bir
fonksiyon olur. Diger taraftan ¢(z)=g*(f(2)) D de regiler, anditik
oldugundan bunun biitin degerleri z= g™ (w) fonksiyonu vasitasiyla verilir,

Zira f(D) < g(D) dir. O halde|¢(2)| <1 dir. Budurumda f(2) < g(2) dir.



5. POZITIiF REEL KISMA SAHIiP FONKSIYONLAR

51Tanim: (i) p(2), D={z| |4<1} deandlitik,
(i) |4<1icin Rep(2) >0,

(iii) p(0)=1
ozelliklerini gergekleyen fonksiyonlarin sinifi P ile gosterilir.

5.2 0zelik : w= F fonksiyonu gézonine ainsin.

Rew_—(w+w)_%(% 1+f)_1((1+z)(1 7))+ 1+ 2)1- z))
z 1- (1-21-2)

1 1—2+z—|z|2+1—z+2—|z|2) 1 —2|z|
g 2

_1 20|49 _1-|7°
2 -4 -4’

bulunur. |z|<1 = |z|2 <1l= 1—|z|2 >0 ve |1—z|2 >0 dan
2
Rew=iz|2>0:> Rew>0
1-7

bulunur. (Yani birim dairede Rew > 0 dir.)
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Diger taraftan bu fonksiyon ;
1+z _1+0

z=0 noktasini w=——="—=1 = w=1 noktasina
1-z 1-0

z=1 noktasini w = oo noktasina

Z =00 noktasini w = —1 noktasina

tasvir eder. Bu fonksiyon ayni zamanda;

_ |1+z 1+z 1+2. l+z+z+|7°
|vv12:w.w=| I R et s |Z|2
—2-z+|7

_1+2Rez+|4" _1+2Rez+|4" + 4Rez—4Rez
1-2Rez+|4’ 1-2Rez+|4’

_1+2Rez+[4"-4Rez  4Rez
1-2Rez+|7’ 1-2Rez+|{’

:1—2Rez+|z|2 L 4Rez ., Rez
1-2Rez+|4" 1-2Rez+|{’ 1-2Rez+|{’

Sonug olarak;

2_144 Rez
|W| 1—2Rez+|z|2

bulunur. O halde

-7
-7

Rew=

(5.1)

2144 €7 5.2
|W1 1—2Rez+|z|2 62

sonuglarindan hareket edilirse;
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a) |7 <1 ve Rez> 0 olsun. Bu demektir ki: (5.1) ve (5.2) sonuglarindan Rew> 0,

|vv1 >1 bulunur.

dh
S-aUND K

Sekil 5.1

b) |2 <1 ve Rez<0 olsun. Bu demektir ki: (5.1) ve (5.2) sonuglarindan Rew > 0,

|w1 <1 bulunur.

i
& B

Sekil 5.2

a) ve b) sonuclarindan elde edilen, birim dairenin sag yarim dizleme tasvir
edildigidir. O halde buraya kadar yapilan islemlerle w fonksiyonunun birim dairede
pozitif reel kisma sahip oldugu ve birim daireyi sag yarim dizleme tasvir ettigi
gorulmustr.

5.3Lemma: p(z) fonksiyonu ancak veyalniz p(z) <¥ ise P sinifina aittir.

Ispat : p(z) < % olsun. Bu halde 6yle bir ¢(z) fonksiyonu vardir ki bu fonksiyon
A

(i) D deandlitik
(i) p(2)| <1
(iii) ¢(0) =0
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kosullarini gercekler ve g(z):¥ farzedilirse p(z) < g(z) oldugundan

B 1+ 9(2)
P@) = 9lp(2) = =
dir. Buradan

B 1+ ¢(0) _1+0
1-9(0) 1-0

p(0) 1= p0)=1

dir.

w= % fonksiyonunun incelenmesinde goraldigu gibi

Re p(2) :1(1+ 0(2) +1+@ _ 1—|(0(Z)|z
21-0(2 1-9(2)° [-p(2)

lp(2)| <1 kosulunu gergeklediginden 1-|p(2)|" > 0 ve [1-¢(2)|” > 0 oldugundan

-2,

Rep(z) = 5
1-9(2)

olur.

¢(z), D deanalitik oldugundan

1+ 9(2)
p(2) = o2

fonksiyonu da D de andlitiktir. O halde p(0) =1, Rep(z) >0, p(z) D de anditik
oldugundan p(z) € P dir.

Tersine p(z) e P olsun. Bu halde p(0)=1, p(z) D de anditik, Rep(z)>0

kosullar1 gerceklenir.
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1+z
Z)=——
92 ="1—

fonksiyonu gézonine alinsin.

g<0)=%:> 9(0) =1 ve p(0) =1 den p(0) = g(0)

kosulu saglanir.
we p(D) ainsin. Bu halde w= p(z) olacak sekilde bir ze D vardir.

Re p(z) =Rew > 0 oldugundan w noktasi sag yarim dizlemdedir.
Diger yandan g(z) fonksiyonu D den sag yarim dizleme yalinkat bir fonksiyon
oldugundan w= g(z') olacak sekilde z' € D vardir.

Gercgekten ;

W=g(z’):1+2, SN I Ui RN Z]<1 ve
1-z w+1

| ,|2 Re Rew Rew> 0

—1-4— =14
1+ w W" +2Rew+1

oldugundan z'e D dir. Buna gére w=g(z) den weg(D) dir. Boylece
p(D) < g(D) olur. O halde Lemma4.9 dan; “ g(2), D deyalinkat olsun. Ancak ve
yadniz f(0)=9g(0) ve f(D)cg(D) ise f(2<g(z2) dir. ” oldugundan
p(z) < g(2) olur.

54 Hazirhk : w, = W—l fonksiyonu dustntlsiin. Bu fonksiyon
W+

w=0 noktasini w, = -1 noktasina
w = ¢& noktasini w, =&, noktasina

W =00 noktasini w, =1 noktasina

tasvir eder. Dolayisiyla bu fonksiyon Rew> 0 sag yarim diizlemi |w;|<1 daires

uzerine resmeder ve w, (1) = 0 kosulunu gercekler.
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f(2)-1

Simdi Ref(z)>0 olsun. f(z), D de andlitik ise g(z) =
f(2)+1

fonksiyonu,

|g(z)| <1 kosulunu gercekler. Bundan dolay herhangi bir pozitif reel kisma sahip bir

fonksiyon; g(z), D deanalitik ve g(0) =0, [g(2)| <1 olmak iizere f(2)= i+ gEZ;
seklinde yazilabilir. Bu halde f (0) =1 dir.

la<1ise

1+a 1+|aj (5.3
1a 1 E

dir.Gergekten, |1+ & <1+ [a| ( Uggen Esitsizliginden)

1-i-+a- o -1-ard<fi-d+/a

= 1-|a|<[1-4|

. |1+a|<1+|al} |1+a]<1+|al |1+a| 1+|d
1-[af<[1-4| T R gl R

bulunur. O halde herhangi bir pozitif reel kisma sahip fonksiyon f(2), |g(2)|<1

kosulunu gercekleyen bir fonksiyon olmak Uzere; f(z)_fr gEZ; seklinde

yazilabilirdi. Bunagore (5.3) esitsizliginden dolayi;
|z| (5.9

esitsizligini gercekler. Ayrica Re f (z) > 0 olsun. Bu halde

RQ{L}ZR 1@ | _pe @
f(2) (2) f(2)°

oldugundan, (5.4) esitsizliginden;

1)<
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1 <1+|
1f(2)]  1-|7

1-|2

= [f(2)| > (5.5
1+|

bulunur. Dolayisiyla (5.4) ve (5.5) esitsizlikleri birlestirilirse;

1l
R 9

esitsizligi gergeklenir.

5.5 Ozdlik : p(2) € P olsun. Bu takdirde;

<2

L el )
p(z) ve |p'(2)< =
g < PEl= Ty v PEls

dir.

Ispat : Hazirlik 5.4 den dolayi ve p(z) € P oldugundan Rep(z) >0, p(0)=1
kosullarini gergekler. Ayrica ¢(z) , D de analitik, ¢(0) =0 ve |p(2)| <1 kosullarini

gercekleyen bir fonksiyon olmak Uzere;

1+ ¢(2)
=10

seklinde yazilabilir. Hazirlik 5.4 den ve (5.6) esitsizliginden;

yazilabilir.

1+ (2) 021 p(2) + 9’ @A+ p(2)
D)= o = PA= (1L-(2)?

_9' (D -¢'(99(2) +¢'(2) + (29’ (2)
1-¢(2)*
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2p'(2)

— P 10D [

20'(2) Al =
(1_ 2)2 = |p(Z)|—

»(2)

Ancak ¢(z) Schwarz Lemmasinin kosullarini gerceklediginden ve Lemma 4.6 dan

dolayr,
0'(2) S% dir. Buifade |p'(z)| dekullanilirsa;
- Z
, 1-le(2)”
= 220 1 20l
1-0@) | h-e@] @-2)1-0@ |
_ 20-|p(2)A+|e(2))
A-|DA+|2)] 1- () |
P < 2(1+|p(2))) :1+|<0(Z)| 2
T -+ DA-le(2) @+|2d) @-[Da-|e(2)
lp(2)| <|7 oldugundan 1+|p(2)| <1+|4 = %ﬂgl ifadesi kullanilirsa

2 < 2 _ 2
1-[A-lp2)) ~ @-[DA-|Z) @-[7)?

P'(2)<

Sonug olarak;

2
(1-[2)*

P'(2) <

bulunur. z=0 vyazilirsa |p'(0)|<2 bulunur.
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5.6 Teorem : p(2) =1+c,z+C,2° +... fonksiyonu D de anditik olsun. Bu

takdirde asagidaki Uc kosul esdegerdir:

() p(2) <P
(i) p@) - | . Z':tjdy(o . y@n-p0)=1

gerceklenecek sekilde artan y(t) fonksiyonu vardir. (0<t < 2r)

(i) m=123,... icin

> > e Ay 20 (Ao A Ay Ay €C) dir. ¢ =2 vec, =c, (k21)
k=0 p=0

kabul edilmistir.

Ispat : (i) kosulu gerceklenmis olsun. Bu takdirde Schwarz Formiiliine gore;

“ Schwarz Formilli: f(2), |4 < R deandlitik olsun. Bu takdirde

E+Z

f@)=— |

de .
u(e).—+ic
2721 ‘g‘:R 8 - (9

dir. Burada c keyfi reel sabittir ve

E+Z
E—Z

w2 =R - |

.u(g).E | ise
27 | 7 g £

f(2) ninred kismidir. “
O halde bu formdilden;

_EET I etz

de
R —
o ep(e)— |

p(2) =[

&l=r

de _ire'dt

£ re"

(e=re" = ds=ire"dt=

—idt )
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! 2J’freit +z

- | ———.Rep(re").idt
2 Jre’ —z

0

27 it
_ 1 reit "2 Re p(re).dt
2r yre’ —z

2z it
- j::ttz.dy(t,r) (ld<r<1)
0

t
burada y(t,r) = %J‘Re o(ré')dt (0<t<27).
0

27
Rep(z)>0  oldugundan y(t,r):zi [Rep(re')dt>0 dr. O hade
72-0

0<t, <t, <27 olmak lzere 0<t, —t, <27 oldugundan;

1% 1% 1%
t,,r)=—|Rep(re")dt = — | Rep(re")dt + — | Rep(re")dt > 0
/() =5 [Rep(ret)dt = [ Rep(re) 27[{ p(re")

t, 4 6,
=71 = %IRe p(re")dt = %IRe p(re")dt + %IRe p(re")dt >
0 0 &

1} -
— | Rep(re")dt
2

0<t, <t, <27 icin p(t,r)<y(t,,r) dir. Yani fonksyon 0<t < 27 deartandr.

Diger taraftan
1 %re' +z "
p(z)=—_[ ——Rep(re”)dt
2r dre" —z

0

ifadesinde z =0 yazilirsa p(0) =1 oldugundan



1 %re" +0 - 1% :
0)=1= — |———.Rep(re")dt= — |Rep(re")dt =y(2z,r
PO =1= o[ g Rep(redi= 2 [Rep(re!)dt=y(2m.r)

Yani sonug olarak y(27,r)=1 bulunur. Ayni zamanda

t
7(t.1) = [ Re p(re")dt ifadesinden
2r s,

0
7(0,r) = ij Rep(re")dt =0
2r v,
bulunur.

“ Helly Segme Teoremi : (Natanson p.223 veya Feller p.267) [a,b] araliginda
sonsuz elemana sahip bir F ={f(x)} ailes tanimlanmis olsun. Ailenin biitiin

fonksiyonlari ve ailenin her fonksiyonunun toplam varyasyonu sinirli ise yani
b
[f(x)|<K ve v(f)<K ise F alesinden bir (f (x)) dizisi segmek mimkindur.

Oyleki dizi [a, b] nin her noktasinda sonlu bir ¢(x) fonksiyonunayakinsar. “

n' ye gore limiti 1 olan (n— o icin r, — 1) Oyle bir ( r, ) dizis bulunabilir ki

y(t,r,) butun sureklilik noktalari icin artan bir y(t) fonksiyonunayakinsar. Boylece

1 %re +z i “rel' + z
p(z):z—j —Rep(re")dt= [ ———dy(t,r)
7y ret —z et -z

ifadesinden limite gegilirse
2z reit (1+ erlefit) 2771+ Zefit
p(2) j a7 ) j e

bulunur. Bu (ii) ifadesidir. ( ()= (ii) )
(i) kosulu gerceklenmis olsun. Katsayilar

2
c =2 j e ™Mdy(t)
0
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ileifade edilirler.

Gergekten;

c1+ ze

flre''z+ez—e"z
dy(t)= j dy ()

P(2) = j e

- j (02 2 D= j a2 )

= j[1+ 2e"z(1+e"'z+e ¥ 7? +...)}iy(t)

2z 2r 2z
= [dy(t) +2 [e " zdy(t) +2 [e > 2dy (1) +...
0 0 0
oldugundan dolay! katsayilar

ck=22feik‘d7/(t) . (k=12..)

ile ifade edilirler.k <0 icin de bu formil gegerlidir.( Oyle ki

k>1 kosulu atinda)

Boylece

2

dy(t)

2z

J

0

m

S ae"

k=0

Co =2, C_k=§ '

2z
= j(ﬂo A"+ 4,6 w4 e™) (A, + 4" + 1,6 + .+ A e™)dy(t)
0
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= [ Ae ™) 7))

2z

=X D A, [Py () (5.7)
k=0 p=0 0
olur. Ancak
27 )
C, = 2je-'ktdy(t) . (k=012...)
0

oldugundan ve

1 2r
= _ [aik-pt
ch_p = J;e dy(t)

olur. Bu da(5.7) deki ifadede yerine yazilirsave dy(t) > O oldugundan;

2
1 - -
d;/(t)ZEZ D AACiy = D D AAC , 20

m m
k=0 p=0 k=0 p=0

Zm: Ae™

k=0

o< |

0

bulunur. Bu da (iii) ifadesidir. ((ii) = (iii))

Son olarak (iii) kosulu gergeklenmis olsun. k=012,...m igin 4, =z (|4<1)

secelim ve m— oo olsun. Bu halde

m m _ m m _
0<> D AAC, = D D.c,Z2(2"
k=0 p=0 k=0 p=0

ifadesi elde edilir. Bu halde bu toplamda (¢ terim vardir:

0 0

k=p olanlar: 3 3¢,2°(2)" = 25 |4 (58)

p=0 p=0
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k>polanlar: k=p+n,(n=212...)

¢, 2= > >,z (2)"

0 k=p+n p=0

NgE

>

k=0

©
1l

=Y Y24

p= n=1

o

k< p olanlar: p=k+n

Y 36,7 @=Y Y, @@

k=0 p=0 k=0 p=k+n

T
o
>
Il

=

Sonug olarak
> 2@ Yezld”
k=0 p=0 p=0 n=1

(k=p=n,n=212,...

( p-k=n,n=12...

yazilabilir. (5.8), (5.9), (5.10) terimleri taraf tarafa toplanirsa;

<Y Yo, 2@y Y Yo,

k=0 p=0 p=0 p=0 n=1

)

p=0 n=1

24"+ Y22

_zz|z| +2ReY Yc,z |z|2P_zz|z|2p+ 2ReZ|z| Zc 2"

p=0 n=l
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—22|z|2p 22|z|2p ReZcz = _|| + |z|2 (Rep(2)-1)

Rep(z)-1

(1+Rep(2)-1)=

_ 2 2
1-|4° 1-|4°

Rep(2)

~Rep(2) = |4<1 = |z|2<1 = 1—|z|2>0 o 2
1-|4 1-|z

=0< >0

|2

oldugundan Re p(z) > 0 bulunur. p(z) € P olur. Yani (i) gerceklenmis olur.
((iii)= (1))

O halde sonu¢ olarak ;

(i) = (ii)

(i) = (iii) p = (i) < (ii) < (iii) olur.

(i) = (i)

5.7 Sonug: p(z) =1+c,z+...e P olsun. Butakdirde |c,|<2 ( n=12,.. ) dir.
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6. YILDIZIL FONKSIYONLAR

6.1 Tanim (Yildizil Fonksiyon) : f(2) = z+a,2? +... fonksiyonu D = {z | |z|<1}
icinde yalinkat ve F = f (D) tasvir bolgesi O baglangi¢ noktasina gore yildiz bolge
iseyani we F icin, 0<t <1 olmak Uzere twe F ise f(z) fonksiyonuna* yildizil

fonksiyon “ denir. Yildizil fonksiyonlar sinifi S ile gosterilir.
6.2 Teorem : f(2) andlitik fonksiyonunun D = {z | |z|<1}de yildizil olmasi igin
gerek ve yeter sart

1@ p
f(2)

p(2) =z
olmasidir.

Ispat : f(2) D de yildizil olsun . Bu takdirde asagida yazilan tic kosul yildizl

fonksiyon tanimindan dolay1 gerceklenir:

(i) f(2) fonksiyonu D ={z | |4 <1} deyalinkattr.
(i) f(D)=F tasvir bolges O baslangic noktasina gore yildizil bolgedir. Yani
weF ve 0<t<1olmaklzeretweF dir.

(i) f(2=z+a,z°+... ise f(0)=0ve 0eF = f(D) dir.

fddial: g(2)=t.f(2) fonksiyonu (0<t<1) f(2) fonksiyonunasabordinedir.

Ispat : f(2)=z+a,z2>+..= f(0)=0
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9(2)=t.f(2) = g(0) =t.f(0) =t.0=0= f(0) = g(0)
weg(D)=t.f(2)=w (6.1

olacak sekilde bir ze D vardir. f(z) yildizil fonksiyon oldugundan Vv ze D igin

ve

te[01] «> 0<t <1 olmak lizere
tf(2)  f(D) 6.2)

dir. O halde (6.1) ve (6.2) ifadelerinden w=t.f(z)e f(D) dir. Buradan
g(D) c f(D) eldeedilir.

Diger taraftan f (z), D deyalinkat oldugundan

“Lemma 4.10: G(z), D vyainkat olsun. Ancak ve yaniz G(0)=F(0) ve
F(D) c G(D) ise F(2) < G(2)dir.”

Bu lemmanin gerekligine gore t.f(z) < f(2) olur. Diger taraftan ;

Iddia 2 : Burada sabordinasyon prensibi kullanilacak olursa: 0<r <1 olmak lizere

g(D,) < f(D,) sonucu bulunur. Bunun anlami

@) |[2<ricit@||4<r) (0<t<10<r<

dir.

iddia3: Ancak ayni zamanda {f (2)| |7 <r}= f(D,) bolges yildizil bir bolgedir.

Ispat : Gergekten w, € f(D,) = w, = f(z,) olacak sekilde bir z, € D, vardir.
0<t<1 olmak uzere tw,=tf(z,)g(D,) dir. g(D,)c f(D,)=>tw, e f(D,)
bulunur ki, bu iddianin dogrulugunu gosterir. O halde f(z) nin, D, de yildizil bir

fonksiyon oldugu sonucuna varilir.
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iddia 4 : Geometrik varsayimlar gosterir ki Argf (re'’) ; 0<@<2z de 6 nin

artan bir fonksiyonudur.

Ispat : Iddia 3 de, f(2) nin D, de yildizil bir fonksiyon oldugu gosterilmisti.
Ozellik 1.18 den dolay1, @ nin pozitif yonde 2z kadar artmasi halinde Argf (re'?)

da ayni yonde 2z kadar artar. Bu da Argf (re?) nin, @ nin artan fonksiyonu

oldugunu gosterir. Yani ;

d .

—|Argf (ré’)|>0 (6.3
At e)]>0 (63
dir.

Simdi bu iddialarin isigl altinda teorem incelenirse ;
log f (2) = log| f ()| +iArgf (z) bagintisinda z=re'’ yazilirsa
log f(re'’) =log| f (ré"’) +iArgf (re'”)

bulunur. 8 yagoretiretilirse;

=ire”. 1;’((:55)) oy {Iog‘f(re"’)‘}ﬁ—e Argf (re"’)}
= re'’. :c'((rrjﬁ)) % {Iog‘ f (re'g)‘}+—{Argf (re'e)}

o f'(re”) 0 i0
Re{re 'f(re“")} 0 {Argf (re )}
(6.9)

bulunur. Diger taraftan ;

log f (2) =log|f ()| +iArgf (2) esitliginden dolay!
imflog f (2)§ = Arg{f (2)}
yazilabilir. Ancak diger yandan z=re"’ =imflog f (re’)}= Arg{f (re"*)} ifadesi

6 yagoreturetilirse;
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< fimlog £ (réd")}= {argf (re")} (65)

(6.4) ve (6.5) bagintilarindan ;

Re{rew f'(rem)}zi{Argf(rem)}

) i0
f(re”) 00 N

o | o\l _ O 0
E{mlogf(re )| = 20 {argt (re”)

o F'(re?) _ 0 o) _ O i0
Re{re 'f(re‘g)}_ée {lmlogf(re )}_ aQ{Argf (re )}

bulunur. Burada, iddia4 * iin sonucu olan (6.3) bagintisi kullanilacak olursa;

o F'(re?) _ 0 i0
Re{re .f(rem)}—ag{lmlogf(re )}

:%{Argf (rem)}> 0

elde edilir. O halde bu bagint Re{z.];((z))}>0 seklinde ifade edilebilir.
z

f'(2)
f(2)

p(z) =z ve f(2); D deyankattir (yildizil oldugundan). Bunun sonucunda;

0(2) = Z(z+ a,z’° +...)’ _2+28,2" +.. _Z(1+2a,2+..)

z+a,2%+.. z+a,2%+.. Zl+a,z+..)
1+0+...
p(0) = =1= p(0) =1
1+0+...
bulunur.
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f(2) D deyalinkat oldugundan Vz+=0e D icin f(z2)=0= f(0) ve f'(2) =0 dir.

O halde p(2) =z M@ b de analitik ve Re 0(2) = Re{z_&} > 0= Rep(z) >0
f(2) f(2)

dir. O halde p(z) € P dir.

f'(2)

Tersine p(z)=z ) e P olsun. Bu takdirde f(z) , D de f(z)#0 kosulunu
z

gercekler. Eger gerceklemeseydi p(z) nin D de kutbu olacaktl. Buda p(z) ninD de
analitik olmasina aykirilik teskil edecekti. Eger a, katsayis,, f(z) nin sifirdan

farkli ilk katsayisi ise; f(z)=a,z" +... olacaktir.
f'(z2=ma_z™"' +...

CI. ma,z™" +... _ma,z" +...

)=z =z
P(z) f(2) a,z" +... a,z" +...

_a,z"(m+..)  m+..
a.z"(1+..) 1+..

p(2) € P = p(0) =1 dir. O halde p(0) = ? —m=1 olmak zorundadir.

O halde sifirdan farkli ilk katsay1 a, dir. Yani;

f(z)=az+..=a =1lainirsa; f(0)=0, f'(0) =10 kosulunu gercekler.
f'(2)

p(z) = z——= € P oldugundan
f(2)

o f'(ré’”) _ 0 ¢ io\\_ 0 i0
Re{re .f(rem)}_ae{mlogf(re )}_ 50 {Argf(re )}>O

oldugundan dolayi Argf(re?); (0<@<27) de artandir. O halde bu artimin

toplami;
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2z 2z ' i0
IiArgf (re'?)dé = IR reo 1 (reﬂ) dé
2 00 > f(re®)

(z=r€’ = dz=ire’dd = déd = }%)
iz

1 1(2)
IL_ f(2) 'dz}

z=

= Re I [z. ' }ﬁ} =Re
L f@ 0z |

= R{%.%(Zsuflrlar —Zrezid[]ler)} =Re[2r]=27

dir. O hade f(z) fonksiyonu |z|:r dairesini (1-1) olarak yildizil analitik egri
Uzerine tasvir eder. O halde ;

“ Lemma : f(2), D de anditik, oD de injektif ise bu takdirde f(z), D de
yainkattir ve D yi j= f(0D) kapall Jordan egrisinin i¢ bolges Uzerine tasvir
eder.(Lemma 1.1 Bolum 1 (Bazi Temel Sonuglar) Chr.Pommerenke sayfa 13)

f(2) nin D,= {z ||z|<r} de yalinkat oldugu ve f(D,) nin yildizil bir bolge
oldugu D, yi f(D,) nin icine tasvir ettigi gorimitar. O halde {f (2) ||z|<r}
yildizil bir boélgedir ve her O<r <1 icin bu islem dogru olacagindan f(z),

D, = {z‘ lZ<r <1} de yainkattir ve yildizil bir fonksiyondur. “

Simdi de yildizil fonksiyonlar icin bir gosterilis ¢ikarilacak olursa;

6.3 Teorem :  f(2)=z+a,z* +... fonksiyonunun D, = {z l|4< r} de yildizil
olmasi igcin gerek ve yeter sart y(27)—y(0)=1 i gercekleyen artan bir y(t)
fonksiyonuigin ;

1
1-e''z

f(2)= z.Expﬁ[Iog dy(t)} (|4<1)

olmasidir.

65



Ispat : “ Teorem 5.6 : p(z) =1+c,z+... fonksiyonu D de analitik olsun. Bu
takdirde asagidaki tc kosul esdegerdir :

(i) p(2) fonksiyonu P sinifinaaittir.

(i) P - m*e :

0

dN)} , y(2r)-y(0) =1

gerceklenecek sekilde artan y(t) fonksiyonuvardir. (0<t < 27x)
(i) m=212,...icin

SN ohdy 20 (A, Ay, Cdir) .

“ Teorem 6.2 : f(2) = z+a,z* +... andlitik fonksiyonunun D de yildizil olmasi igin

gerek ve yeter sart
R
p(2) =z——+ 2 ©

olmasidir.”

Y azilan son iki teoreme gore ;

p(2) =z

f'(2 _ 2Jf’1+ e‘“zd}/(t)

f(2) gl-e''z

yazilabilir. Burada y(t) fonksiyonu istenilen 6zelliklere sahiptir. O halde buradan ;

f'(2) Tl+ ez
() gl-e''z

p(2) =z dy (1)

dy(t)

_ ZJf1+ e''z+ez—e'z
! 1-e''z

Il e z+2e zd /(1)
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_ I[l_ e'z 2e'z jd;/(t)

1-e''z 1-e''z

_ j( 2"z jd (t)

elde edilir. Yani sonug olarak ;

f'(2) % 2e'z
2o " l[ul_e Jd (t)

Her iki taraf z ye bolinlrse ;

f'(2 (1.  2e"
f(z)_I[erl— ]d ®

—it 2z —it

2rq T 9 2
:!Edy(t)+£1 2 dy(t)——jdy(t)+fl ee.t

dy(t)
V4

—d (t)_—+j SO =

=§[y(27r)1—y(0>]+ j 2

f'(z) 1 Tze-“

() z Jimer, ¥V

0

= 2j(e’it rezee 2+ (1)

0

= 2fZe‘”dy(t) + ZT(e‘Z“z+ ez +.. )d}/(t) =
0 0

f’ 1 " 2t -3t 2
%_ - J'Ze" d (t)+2j z+e%72 1+ )y (t)
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log f (2) -logz= —ZTIog(l— e z)dy/(t)

f(2) _

=log—= = —22f|og(1— e z)dy (t)
0

= |og@ - 22f|og(1— ez dy(t)

f(z2) .F 1
= Iog%:zj‘logmdy(t)
0

f(2) i 1

= f(2)= zExp{Zflog(l_e%tz)dy(t)}

bulunur.

Simdi tersine hareket edilirse;

f(2) = z.Exp[Z j |ogmdy(t)}

ifadesinden logaritmaalinirsa;;

2z 1
=logf(z)=logz+2|lo —dy(t
gf(2)=log j Iieiy) O

2z
=log f(z) =logz+ Zjlog(l— e )_1d;/(t)
0

= log f(2) =logz- ZTlog(l— e z)dy(t)

Tirev alinip yukaridaki islemler tekrarlanirsa;;
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f'(2) _ Tl+ ez

T Jimerz W

p(2) =z

bulunur ki, bu da Teorem 5.6 geregince p(z) € P dir ve Teorem 6.2 geregince f(2),

D deyildizildir.

6.4 Teorem : Eger f(2)=z+a,z” +... fonksiyonu D deyildizil ise [a,|<n

dir.(n=123,...) Esitlik ancak veyalniz sirasiyla

z z
f(Z)_ﬁu f(2) = L oiig? f(Z)Zl_eiﬁZ (BeR)

fonksiyonlari igin gerceklenir.

Ispat : Eger f(2) yildizil fonksiyon ise

f'(2 _ z(1+2a22+ ) 1+icz
f(2) z+a,z° +.. n-1

p(2) =z
fonksiyonu Teorem 6.2 vasitasiyla P sinifina aittir.

p(2) = f;:zua—uama

esitligi ele alinsin. Bunlarin katsayilari karsilastirilacak olursa
2f'(2) = z(1+2a,z+3a,2° +..) = (z+a,2° +a,2° +...) 1+C,z+C,2° +..)

= 1(2.p(2)

z+2a,7" +33,2° +... = (z+ Y a,2")1+ ) ¢, Z")
n=2 n=1
=(z+) a,2")A+cz+ ) c,z") =z+c 2 +2) ¢, 2" + D a,z" +¢;z) a7
n=2 n=2 n=2 n=2 n=2

+Caz) (X62)
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Sonugcta katsayilar karsilastirilirsa;

1 n-1

=——>C n=23,..
e PILIEL A )

n

rekUrans bagintisi bulunur. Sonug 5.7 den dolay! c,| < 2 dir.

1 n-1 1 n-1
an _nv 1Cn Vav = |an| _| E;Cn—vav |

Ivaav|<—|226»|— IZavl< Zlavl

Y ani sonug olarak;
2 n-1
< — =
|an|_n_1;|av| (n=23..)

bulunur. |a,| <1 oldugundan |a,|<n oldugu indiiksiyonlaispatlanirsa;

n=1 igin |a|<1 dir.

n=2igin

=2a|<21=2

v=l

Y ani sonugta [a,| < 2 bulunur.

n=k-1icindogruolsun. Yani |a, ,|<k-1 dogru olsun. ( indiksiyon hipotezi )

n=k icin dogruluk ispati : ( indikksiyon hipotezinden )

la] <

2
12 :k—_1(|a1|+|a2|+|a3|+...+|ak_l|)

2 _ 2 (k-Dk
Sm(1+2+3+...+(k—1))_k_l.( 5

)=k

70



n(n+1)

(Ziral+2+3+..+(h-D)+n= )

= la <k
bulunur. O halde indiksiyon tamamlanmistir. Yani |a,|<n dir. Simdi esitliklerin
ancak veyaniz

z z
f()_ﬁ’ f(2)=m , f(2)=m (BeR)

olmasl halinde mevcut olduklari gosterilsin:

= Z ne"vEz" —

@ gy -

la,| = ‘n.e‘(”‘l’/" =n

O hade;
Z
al=ne () =———
@l @ (1-€72)?
dir.
f(=——2 =72+ +e" 75 +.. :ZeZi(n—l)ﬂZZn—l

e?# Zz

la,| = ‘ez““‘l’/" =1, n=12,..

olarak iddia dogrulanir.

z
—e”

—z+e%722+e?P 7% ¢+

t@)=7

a|:‘e‘(”‘1)ﬂ‘:1 ., n=12,...

olarak iddia dogrulanir.
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7.BIRIM DISK CiVARINDA ANALITIK VE p-DEGERLI FONKSIYONLAR
SINIFI UZERINE BiR CALISMA

7.1 Ozet : Bu bolimde 2004 yilinda V. Ravichandran, S. Sivaprasad Kumar ve
G. Supramanian [14] tarafindan tanitilan Meromorfik Janowski  Yildizil
Fonksiyonlar Sinifi icin gosterilim teoremi, distorsiyon teoremi, yildizillik yarigapi

ve katsay! esitsizligini veririz.

7.2Tanim: w(z) fonksiyonu D = {z | |2 <1} de tanimlanmis, analitik, w(0) =0,
|W(z)| <1 kosulunu gercekleyen bir fonksiyon olmak Gzere bu fonksiyonlarin sinifi

Q ilegosterilir.

7.3Tanim: D’ ={z| zeC ve 0<|z|<1} deregiiler ve p - degerli

o0

1 "
f(z)=;+ D az

n=1-p

fonksiyonlarinin sinifi Zp ile gosterilir.

7.4 Tanim : {fezp | zf'(z)<—|0e‘”(Cos/11+Az

+iSn1), -1<B<A<1}
f(2) 1+ Bz

seklinde tanimlanan sinifa S,* (A, B) sinifi denir. (|/1|<% , peN)

Bu sinif Zp sinifinin bir alt sinifidir.
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75Lemma: w(z) e Q olsun. Eger |4<1 de bulunan bir z, noktasi igin [w(2)
maksimum degerini alyorsa, bu takdirde k=>1 olmak lzere z,w'(z,)=kw(z,)
bagintisi gergeklenir. Bulemmal. S. Jack tarafindan ispatlanmistir [5].

7.6 Tanim (Sabordinasyon Prensibi) : w(z) e Q olmak Uzere f(z) ve g(2)
fonksiyonlart  birim diskte tanimlanmig, analitik fonksiyonlar olsun. Eger
f(2)=g(w(z)) bagintisi gerceklenirse bu takdirde f(z) fonksiyonu g(2)
fonksiyonuna sabordinedir denir ve f(z) < g(2) ile gosterilir. Sabordinasyon tanimi

geregi asikar olarak; g(z) yalinkat bir fonksiyonise f (D) < g(D) bagintisi vardir.

7.7 Lemma:
— ple”* (ACosA +iBSnA) - BJz .
1+Bz
W=
_ haid
pe " ACosiz B=0

fonksiyonu |7 =r cemberlerini C(r) merkez ve p(r) yarigap olmak tzere

B=0

C(r)=( 2l (?L_gzlrz -8 0 P="" e

C(r)=(00) , p(r)=|A pCosir

olan ¢cemberler lizerine resmeder.

Ispat: B0 igin;

- p[e‘”(ACos/l +iBSnA) - B]z Mz

- , M =—p|e"*(ACos1 +iBSinA) - B]
1+ Bz 1+ Bz

w

yazilarak
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2
L Z=X+1y , W=U+iv, |z|2:|—2: [w

Mz
& z= —_—
M — B

W:
1+ Bz M —wB

esitliklerinden hareket ederek basit elemanter hesaplamalar sonucu

U2 a 2MBr 2 u_ M 2r? _o
1-B%? 1-B??

cember denklemi elde edilir. Bu denklemden de merkez koordinatlar

—MBr? Bp[e’”(ACos/IHBSin;t)— B]r2
2.2 0) = ( 2.2
1-B“r 1-B-r

C(r) =( 0)

olarak bulunur, ayni denklemden yaricap ise

()= M| (A-B)pCosir
P = B 1- B?r?

seklinde bulunur.
B=0icin;

w=—pe " ACosiz ifadesinden z=— = seklinde yazilarak benzer
— pe" ACosi

hesaplamalar sonucu mekez orijin, yaricap ise p(r) =|ApCosir  seklinde bulunur.

T
Al<—=).
(4<2)
7.8 Teorem : f(z):ip+ Zanz”, D" birim diskinde tanimlanmis, analitik bir
" 1y

fonksiyon olmak lzere

— ple* (A iBS B ,B=0
£(2) p[e (ACosA +iBSnA) ]z _E(2)
(ZW'F p) < 1+ Bz
— pe " ACosi.z=F,(2) ,B=0

sabordinasyonu saglaniyorsa f (z) € S," (A B)dir.
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Ispat : w(z) fonksiyonunu f(z):ip+ Zanzn olmak Uzere
n=1-p

[ (ACosi+iBSIn)-B]

1+ Bw(2) B B%0
= = (7.1)
z? .
e pe * ACosiw(z) ,B=0
[ (Acosi+iBsing)-8]
seklinde tanimlansin. Burada  (1+ Bw(2)) B ifadesinin z=0

daki degeri 1 e esit olacak sekilde Riemann Yuzeyi secilsin. Bu durumda
sabordinasyon kosullart;

w(z) tanimindan dolay1 D de analitiktir, w(0) = O ( segilen ylizeyden dolay! ) dir.
Simdi ise f(z) fonksiyonu (7.1) esitliginden dizenlenip logaritmik tirev ainir,

gerekli islemler yapilirsa;

~ ple**(ACosi +iBSnA) - Blaw(z)  ,B#0
+p)= 1+ Bw(2)
— pe* ACosizw'(2) ,B=0

A
(2

esitligi bulunur. Burada sabordinasyon prensibinin |W(z)|<1 kosulu icin, tersine
hareket edip |w(z)|=1 olacak sekilde z e D var kabul edilirse, |w(2)| igin bir
maksimum deger belirlenmis olur. Bu ifadeden lemma 7.5 e gore de

~ ple(ACosi +iBSnA) - Bjw(z) ,B#0

p) = 1+Bw(z)
— pe™* ACosikw(z,) ,B=0

@),

At @)

bagintisi yazilabilir. Burada k>1 dir. Bu durumdalemma7.7 den

(4%+p)=ﬁ(w(zl»eﬁ(0) . B#0
@) o Fwz)eF(D) . B=0
f(z)
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oldugu elde edilir. (k=1 icin ) Bu ise bir celiskidir. Celiskiye disilme nedeni
W(z)| =1 olacak sekilde bir z e D bulunabilecegidir. Bu durumda [w(z)| <1 olan
tim ze D lericin bu sabordinasyon gerceklenir. Bu sabordinasyondan hareketle;

@, - ple* (ACosi +iBSinA) - Bz ol @, - ple** (ACosA +iBSinA) - Bw(2)
f(2) P 1+ Bz f( ) 1+ Bw(2)
1+ Az

o2t @ et cos +iSinA),B=0
2) 1+ Bz

f(
))+ p) < —pe* ACosiz < (z @, p) = —pe * ACosiw(2)

(z

f'(
2 f(z f(2)
M@ . _ e (Cosi(1+ Az)+iSinA), B =0
f(2)
= f(2)e S,"(AB) oldugu bulunur.

=>Z

7.9Sonug: f(z)eS,"(AB) ise

e (ACosi+iBSinA)-B]

Z°(1+ Bw(2) B B%0

f(2) =

7 P pe * ACosAw(Z) ,B=0

seklinde bir gosterilime sahip olur.

_ia .
710 Lemma: p,(2) =- p1+ e " (ACost +iBSn)z fonksiyonu  |4=r
1+ Bz
cemberlerini merkez C(r) veyaricap p(r) olmak Uzere
1-B|(A-B)Cosie’ " LB _ P(A-B)Cosir
C(r)=(-p [ 1 g ] 0) . p(r)= 1 B2 ,B#0
C(r) = (-p.0) , p(r) =|A pCosi.r B0

seklindeki cemberler Gizerine resmeder. Bunun gosterilmesi icin

+ Az

AN +iSn2) = P,(2)
Bz

"t

< —pe*(Cosid i
sabordinasyonundan yararlanilir.
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Ispat :B=0igin;

1+e*(ACos1+iBSnl)z 1+ Nz W+ p

W= p,(2)=-p.

1+ Bz Pl B2 Np + Bw

N = e (ACosi +iBSnAi)

yazilarak ve lemma 7.7 deki ayni islemler uygulanarak

_ 2 N2¢2
u® +v? +—[2p(1 L?Nzr )].u+ pz—(1 Nzrz) =0
1-B°r 1-B°r

seklinde gember denklemi elde edilir. Buradan da basit hesaplamalarla merkez

(1- BNr?)
1-Bx? '’

1- B[(A-B)Cosie™ + B]r?
1-B%r?

C(r)=(p 0) =(-p 0)

bulunur ve ayni denklemden yaricap ise

[B—N[r  p(A-B)Cosir
1- B?%r? 1-B%?

p(r)=p
elde edilir.

B=0icin;

W+ p

w=-p(l+e"”ACosiz) & z=————
pe " ACosi

yazilip ayni islemler tekrarlanirsa merkez  C(r) =(—p,0) olarak yaricap ise
p(r) = p|ACosr seklinde bulunur.
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712 Teorem: f(z)e S,"(AB) ise

-p -p
(A-B)Cos’4 (A-B)Cos?A
r‘l— Bzrz‘ 28 r‘l— Bzrz‘ 28 B0
~(A-B)Cosi < | f (Z)| < (A-B)Cost
1+ Br 2B 1+ Br 2B
1-Br 1-Br
e—pWCosir p| AlCosir ,B=0
— < | f (z)| <
rP rP

distorsiyonu vardir. Bu sonug kesindir. Zira ekstremal fonksiyon; (Bakiniz sonug 7.9)

—(pe"*(ACosi+iBSini)-Bp)

z°(1+B2) B ,B=0
f.(2) =

Z—pe—Ape’MCosﬂ.z ,B=0

sinirlarda esitlik halini verir.

ispat : Lemma 7.10 ve Spl(A,B) sinifinin~ tanimindan ~ dolay!
1@, 1 B[(A- B)e™“Cos +B]r?| _ p(A-B)Cosir
f(2) 1- B?r? |” 1-B%? ’
f'(2)
z +p < CosA.r ,B=0
TERLALA

esitsizlikleri yazilabilir. Burada —|7 <Rez<|7 esitsizliginin kullaniimasiyla

2 2 ’
~ p{1+ (A-B)Cosir _ B(A- B)Cos’Ar } cpresf@

< _pl1
1-Br? 1-B*? p[

_(A-B)Cosir B(A- B)Coszirz} ,B=0
f(2)

1-B?r? 1-B??

_p—pWCOSlrsRez%s—p+ p|AlCosAr B=0
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esitsizlikleri elde edilir. Bu esitsizliklerde ise

S @ _ 0
f(2) or

Re log f (2)|

esitligi kullanilarak

- p[l , (A=B)Cosi  B(A-B)Cos’Ar

1 (A-B)Cost B(A-B)Costr |:B#0
r 1-B?r? 1- B’r?

0
<—log f(2)<-p =
J ar 9f(2) p{r 1-B?r? 1-B’r?

- p(ACosi +) =< log f(2) < p(ACos ) ,B=0

ifadeleri elde edilir. Bulunan bu ifadelerde her taraf integre edilir ve diizenlenirse

B0 icin
(A-B)Cos?1 (A-B)Cos?1
_ 2,2 2B _ 2.2 2B
r‘l B“r ‘ o s\f(z)\s r‘l B“r ‘ o
_(A-B)Cosi (A-B)Cosi
1+ Br 2B 1+Br| =28
1-Br 1-Br
seklinde
B=0icinise
— p| A|Cosir p| A/CosAr
€ <f(2)< ¢
rP rP

distorsiyonu bulunur ki bulunan son iki esitsizlik bize teoremin ispatini verir.
7.13 Sonug : Sp‘(A B) sinifiicinyildizillik yaricapi

2 | B=0
~ (A- B)CosA + /(A B)*Cos’ + 4[B(A— B)Cos’4 + B|

1
rs——m ,B=0

seklinde verilir.
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Ispat : Daha once yazilan (7.2) esitsizliklerinden

o - ,B=0
Rez (2) > _pl1+ (A-B)Cosir  B(A-B)Cos"Ar

f(2) 1-B%r? 1-B%*
Rez (2 5 -p— p|ACosir ,B=0

f(2)

seklinde yazilir. Bu iki esitsizligin de cozimlenerek koklerinin bulunmasiyla
yildizilhik yaricapi elde edilir.

714 Tanim: A ve B, -1<B< A<1 seklinde verilen sayilar, pe{1,23,...} ve

|/1|<% olmak Uzere D deregller p(2)=-p+ p,z+ P,2° +...=—p+)_p,2"
=1

fonksiyonlarinin sinifi Pp’I(A, B) ile gosterilir. Bununla birlikte Vze D igin

w(z) € Q olmak iizere p(2) e P," (A B) ise

1+ e (ACosi +iBSni)w(z)
1+ Bw(2)

p(z) =-p.
seklinde ifade edilir.

7.15Lemma: a, b, ¢, d komplekssayilar olmak tizere birim disk D:{z| |z|<1}
de tanimlanmis olan

_az+b

w=1(2)= cz+d

Mobius Transformasyonu’ nun Taylor agilmindaki n. katsayisinin modult

n

<
d

1 _ ‘b

<1, —‘:1
b d

kosulu gerceklenirse
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la,| <

b
d‘ ‘=|a.d —bd

esitsizligini gercekler.

Ispat : w= f(z)—aZer

seklinde yazilabilir. (7.3) yazilisinda

geometrik seri’ ye acilabilir.

1

(az+b)—— = (az+b)———— =
cz+d

C
d(—z+1
(d )

(7.3)

Z <1 olarak alinirsa bu yazilis yakinsak

w= f(2) =%(az+b) S 1
—z+1
d
1 c_ c? c? c’ c"t c"
=—(az+b)1-—z+—=2"—— 2 +— 2" - 4+ (D" 2"+ (-])" 2" ...
d( ){ d d? d? d* - d™* ( d" }
2 3 4 n-1
AT Ep B Ly g

[b_@ bc* , bc® 5 bet

1

n-1 n
2+ —z' -+ (D" ch 2"+ (-D)" ch z”—..})

a2 9z Tt Ty

f(z)——{bjt(a——) —(ﬁ—t;iz

d d,a bc d ac bc?
—f(z 1+ —
i { la " a* blar

z2——(———+

ac? pac! bc”
_ _ 1 —_ —n e
- s (s
d d
d b d n-
)z 72 4 ﬁ_dic‘l 23+...+E(( 1) 1aC +(- 1) gt
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{( 1)“‘3‘C e

dn+1
clla ¢| |e/"|ad=be| |c
20| = dmt E_E E "od | |d
olur.Eger
o 1
d Jod

kosulu gerceklenirse;

[an| <

a b‘ ‘ = |a_d - b.c|
c d
olur.

Ornekler 1. p(z) = %

pls| -2
Pal<|

nld n1
2l

Bu sinif Caratheodory Sinifidir [3].

2. p(2) Az, P,Z+ P,2° +...t P, 2" +...

1+ Bz

A

Bu sinif W. Janowski Sinifi’ dir [9,4].

n-1

82

i|ad — ]
bd

bc"
d n+l

At

=1+ pz+ P, 22 + .+ P, 2"+

bd n-1

n

c

dn

|

(-1<B<A<l)=



3.p(2) = p+(pB+(A-B)(P—a))W(2) _ P+ PZ+ P,Z° +..4 P,2" +...

1+ BwW(2)

(A-B)(p-a)+Bp p

o] < 5 || =(A-B)(p-a)

Businif M. K. Aouf tarafindan tanitildi [2].

716 Teorem : h(z)=1+Yc,z" Dde H(2) =1+ c, z" fonksiyonuna
=1

n=1

sabordinedir. Ezer  H(z) D deyainkat ve H (D) konveksise |cn|s\cl*\dir[4].

717Lemma: p(z)=- p+ pz+ P2° +..t P2 +.. €P(AB) ise
|p,| < P(A-B) dir.
ispat :Eger p(z) € P,"(A B) ise

1+ e (ACos/ +iBSni)z \ ,
p(2) < -p. ( 1By ) =—p.p,(2) =—p@+p, 2+ p, Z° +...)

seklinde yazilabilir. Bu durumda

<

P < (A-B)

e (ACos +iBSnA) j‘
B

dir. Diger yandan R, (D) konveks olup lemma 7.15 deki

n

<
d

| n-1

<1

1 : ‘9‘ =1=|B
bd| b

esitsizligi gerceklenir. Bu durumda lemma 7.15 ve teorem 7.16 dan istenilen sonug
elde edilir.
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. _ —-—p 1-p 2-p 3-p k-p
718Teorem: f(z)=z"+a _,z "+a, ;27" +a, ;Z7° +..+a_,2"" +...

fonksiyonu sz (A, B) sinifinaait bir fonksiyon olmak tizere

1 k
E]‘[(p(A—B)+(n—1)|B|) ,B=0
= n=1
as <1, (7.4)
n=1
seklinde katsayi esitsizligi gergeklenir.
7p[e’“”(ACosﬂ+iBSM)—B
z"(1+Bz) B B=0
Ispat : f(2)=
7 Pe" pe'* ACosiz ,B=0
fonksiyonu yani;
Z—p
T /-1 B=0

7 Pa pe'* ACosiz

,B=0
fonksiyonu katsay1 teoremi icin ekstremal fonksiyondur.
Z_p
pe ' (A-B)Cosi Sl=1B=0
(1-Bo2) B | | L
f.(2) =
—p ~— pe* ACosiz
z e B=0




0 n-p-2 —il _
- z (H pe (A B)Cos/1+Bm.Zn_1_p) B0

3 nope2 M0 m+1
_ i1 n
- (Z( Ape " Coslz) ) B=0
n-0 n!
seklinde yazilir.
B=0 icin:

S,” (A B) sinifinin tanimini kullanarak

(2 _
2 p(2)

esitligi yazilabilir. f(z) ve p(z) nin Taylor Agilimlarini kullanarak bu esitlik
zt'(2) = p(2).f(2) =

-pzP+(A-p)a " +(2-pa, , 2P +(B3-pP)a, ,2° P +..+ (k- p)a_, 2P +...=

2 3 - 1- 2- 3 k—
(=P+ PZ+ P2+ P32 +.). (2P +a, ,z P +a, 2P +a, 27"+ 2" )

-pzP+@l-p)a ,z " +(2-pa, , 27" +(B-p)a, 2P +..+ (k- p)a_, 2" +
-pz?-pa_,z7° - pa, 2P - pa, ,z2°°P —..- pa_, 2P —.. + P2 P+ pa,_ 27 P +

P, 22 Pt P, 2P+ PP 4 DA 2P+ P8, 2P PR, P

+ P20+ Py 2P et Py 2P (7.5
seklinde ifade edilir. (7.5) esitliginde z*® nin katsayilari karsilastirilirsa

o] < Pl o+ [PalBca o]+ Pallics o] + -+ P

seklinde olur.
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Diger yandan lemma 7.17 den
|| < P(A-B)

oldugu kullanilirsa;

| = DA B | o[ s o+ D = PA-BIY o ] =

/< Pia- B)ﬁl\ak_n_p\ (7.6)

bulunur. (7.4) U gostermek icin matematiksel indiksiyon prensibi kullanilsin. (7.6)

ve
8| < %H p(A-B)+(n-1|B (7.7)

esitsizligi incelensin. Buradan hareketle (7.6) ve (7.7) esitsizliklerinin sag yanlarinin
esit oldugu matematiksel indiksiyonla gosterilsin:

k=1 icin: la, | < %f! p(A-B)+(n-1)g :% p(A-B) = p(A-B) =
la, ,| < p(A-B)
oy | < f(A— B)g\ai_n_p\ = p(A-B)a,| = p(A-B) =
2| < P(A-B)

k=2 icgin: |a2,p| < %H p(A-B)+(n-1)|B| :%(p(A— B))(p(A-B) +|B))

| < 5 (P(A- B)(P(A-B) +1
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‘az p‘< IO(A B)z‘a?np IO(A B)

S (el

< PE=B) (p(a-B)+1) = 2 p(A-B)(P(A-B) +D)

1
35| < - P(A=B)(P(A-B)+1)
Bu adimdan sonra p(A- B) = x> 0 ifadesi kullanilsin.

. 18 1
k=3 icin: ‘agfp‘SEHx+(n—1)|B|:ax(x+|B|)(x+2|B|):>
n=1
1
‘a&p‘sgx(x+l)(x+2)

CER

FUR SR Y

X(X+D(X+2) N

X, X
<—(=(X+1D)+x+1 =
3(2!( ) ) 3

X(X+D(x+ 2)

‘%—P‘ < 3

k=4 igin: la, | < %ﬁx+(n—1)|8| :%x(x+|B|)(x+ 2B))(x+38B|) =
* n=1 d
1
la, < Zx(x+1)(x+ 2)(x+3)

2., < Z\a4 -

= (e ol faes] +as] + o)

X, 1 X
sz(gx(x+l)(x+ 2)+§(x+1)+x+1) =

87



X(X+1)(X+2)(x+3)
4

‘a47p‘ <

Bu sekilde devam edilir ve en genel bir t icin dogru kabul edip t+1 icin dogrulugu

arastirilirsa
14 1

la | < FH x+(n-1)[B| = Hx(x+||3|)(x+ 2B])...(x+ (t-1)|B) =
= n=1 H

la | < t—llx(x+1)(x+ 2)..(Xx+ (t —1)) (7.8)

t
o] < ?X;\at_n_p = ?X(\at_l_p\ o, |+ ta,) =

2| < ?X(\atlp\+\a[2p\+...+1) (7.9)

k=t icin dogru kabul edildiginden son yazilan (7.8) ve (7.9) ifadelerinin sag
yanlari esit olacaktir.

?X(\at_l_p\ o, | +las o]+t D) = t—T(x+l)(x+ ) (x+(t-1)) =

%(\atlp\ +la, o +[acs o)+t D) = t—l!(x+1)(x+ 2)..(X+(t-1)) =

X+t

_

t+1

X+t X+t

(t+Dt (‘a‘lp‘Jr‘atZp‘*‘atsp‘+---+1)-(t+l)! (X+D(X+2)..(x+ (t-1)) =
X+t 1

D (\at_l_p\+\at_2_p\+\at_3_p\+...+1):(t+1)! (X (X + 2)oe (X + (- D)(X+1) =
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- [?X(\@_l_p\+\a1_2_p\ Havs,| +...+1)} e ] g #face ] - D=

t+

(X+D)(X+2)..(x+({t-D)(x+t) =

(t+12)!

|a‘t—| 1 _ 1

ot ool R sl o]+ D= (DO D0 D)D)

1 _ 1

m(|at_p|+|at_1_p|+|a1_2_p|+|a1_3_p|+...+1)-(Hl)! (X+D)(X+ 2)...(x+ (t=D)(x+1)
X

$(|atfp| +|at+p| +|at727p| +|at737p| T o (X+D(X+ 2)...(x+ (t D)) (x+1)

(t+1

elde edildiginden t+1 icin de dogru oldugu goruldr.

B=0 igin:
o f —iA n
f, (Z _ Z—pe—Ape"‘Coslz _ Z_pz( Ape COSZZ)
n=0 nl
_ —il _ =y 2 _ ia 3
I (—~Ape*CosA) - (—Ape*CosA) N (—Ape*CosA) E

1 2 3

_ —i2 4 _ —id k
+( Ape 4JCOS/1) 2+ (—Ape kICOS/i) Z5 4 } =

(—~Ape*CosA)! Sy (—Ape*Cosi)? e (—Ape*Cosi)? RS

f.(=2"+
(2 1 2 3

my) 4 y k
N (—Ape 4JCosﬂ) - (—Ape k'Cos/i) kb
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dir. f.(z) fonksiyonu Spﬂ(A, B) sinifinaait en genel fonksiyonlakarsilastirilirsa;

‘a_p‘ —1 olmak lizere

‘al_p‘ = ‘— Ape‘”Cos/?,‘ = p|ACos/| < % plA =

o[ <5 P

., =|(—Ape“;Cos/1)2| %|N2p2|Cos/1| <_p A =
‘apr‘ = ; I02|Al2

‘agp‘zi(—Ape“;Cos/l)?’I %|N3p3|Cos/1| Lo
e | < 5 PIA

bu sekilde devam edilirse;
1
] < L oA

e | < g A"

olur. Engenel kiginise

| <o PA" =

k
‘ak,p‘ < H W
n=1

oldugu bulunur.

90



Bulunan sonuclar toplanirsa katsayi esitsizligi;

1T(pa-B)+(n-1j8)

olarak bulunur. Bu durumdaispat tamamlanmistir.
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