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ONSOZ

“Taxicab Geometri” adli bu tez ¢cahigsmamizin kapsaminda agirlikh olarak diizlemsel
geometrinin genel tanimi igin ¢esitli uzakliklarin nasil Olciilecegini, taxicab trigonometrik
oranlarini, kosiniis teoreminin ifadesini, liggenlerde Harnack esitsizligini, kiirelerde uzunluk
hesabini,Heron formiiliiniin taxicab geometrideki ifadesini, pisagor teoremini ve ikizkenar

ticgenin cesitli ifadeleri ele alinmstir.

Tez kapsaminda irdelenen olgular Oklidyen geometri ile farkhihiklar
gostermektedir.Bununla  birlikte  taxicab  geometrisi,0klidyen = geometrisine  ¢ok
yakindir.Sadece uzaklik fonksiyonu farklidir. Bununla ilgili olan bilgiler tez kapsamina dahil

edilmistir.

Bu calismamuz sirasinda gerekli destegini esirgemeyen, bana sabirla yaklagan ve rahat
bir caligma ortam hazirlayan Tez Damigsmanim Yrd. Dr.Yagar Polatoglu’na sonsuz

tesekkiirlerimi sunarim.

SEHER MELIKE AYDOGAN
23/ 05/ 2006
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OZET

TAXiCAB GEOMETRI

Seher Melike AYDOGAN

Bu tezde anlatilmak istenen;Taxicab geometrisinin,diizlemde Euclid Geometrisinden
farkh olmasidir.

Taxicab geometrisinde;

1)Euclid geometrisindeki dogrularla,Taxicab geometrisindeki dogrular aymdir.
2)Taxicab geometrisindeki acilar,Euclid geometrisindeki acilarla aym sistemle

verilirler.Fakat Taxicab geometrisinde kullanilan Trigonometri farkhhklar icerir.
3)Taxicab geometrisinde kullanilan uzaklik fonksiyonu;

P=(x,y)0=(x,,5,) noktalar: veriliyor.

dT(P,Q)=|x, —x,|+|y,—y,| seklindedir;fakat Euclid Geometrisindeki uzakhk
fonksiyoﬁu genel olarak;

dE(P,Q)=+/(x,—x,)* +(y,~y,)* seklindedir.

Buna gore,Taxicab geometrisinden faydalanarak;kent cografyasina yonelik

ahstirmalar kolayca coziilebilir.

Anahtar Kelimeler : Taxicab Geometri, Uzakhk, Oklid Geometri
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ABSTRACT

TAXiCAB GEOMETRY

Seher Melike AYDOGAN

The subject wanted to Express in this thesisis;the diffrence between Taxicab Geometry
and Euclidien Geometry.
In Taxicab Geometry;

1)The lines in Euclidien Geometry and Taxicab Geometry are both same.

2)The angles in Euclidien Geometry and Taxicab Geometry are both same.But in
Taxicab Geometry ,trigonometry is more diffrent than the other geometry.

3)In Taxicab Geometry distance function is;

P=(x,y),0=(x,,y,) are the points given;

dE(P,Q)=+/(x, - x,)* + (3, - 1)’

So ,we can solve the urban geography problems with taxicab
geometry,easily.

Keywords : Taxiscab Geometry, Distance, Eucklidien Geometry
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1. GIRIS

Diizlemsel geometrinin haiz oldugu noktalar, koordinat diizleminin
noktalanidir. Taxicab geometrisi, Oklidyen koordinat geometrisine ¢ok yakindir.

Noktalar dogrular ve agilarin 6l¢iilmesi aymidir. Sadece uzaklik fonksiyonu farkhdir.

Boylece Taxicab Geometride ¢aligma alanlar1 olusmasi saglaniyor. Oklidyen
diizlem geometri aksiyomlar1 incelendiginde Taxicab Geometri ile ortak olarak on iki
tanesinin saglandifi sadece kenar ag¢1 kenar aksiyomunun taxicab geometri
tarafindan saglanmadif1 ortaya c¢ikiyor. Bir noktadan bir dogruya olan uzaklik,
ticgenler, Heron formiilii, diizlemde o©klid uzakligi, pisagor teoremi gibi cesitli
konular1 taxicab geometride inceleniyor. Cesitli alistrmalarla daha anlasilir olmasi

amaclamyor.



2. TAXICAB GEOMETRI

Diizlemsel geometrinin genel tammi igin; nokta ve dogrunun tanimlarini;
uzakligin nasil Olgiilecegini ve ag¢i uzunluklarinin nasil belirlenecegini anlamak
gerekir. Oklidyen geometrisine haiz noktalar, koordinat diizleminin noktalaridir. Bu

noktalarin her biri, ya biiyiik harfle ya da bir reel say1 ¢ifti ile gosterilir.

Ornegin P=(2,-1) ve Q=(1,3) noktalaridir. Dogrular genel uzunlugunda,
diizligiinde, noktalar kiimesi, agilarin dlgiileri en dogru halde dl¢iilmiis ve uzakliklar

ise pisagor teoremi ile hesaplanir.

Ornegin P ile Q arasindaki uzaklik PQ uzakligim hipoteniis olarak kabul
eden dogru tiggenle bulunabilir. Daire dilimleri bu iicgenin ayaklaridir.Bu ayaklarin
uzunluklar1 3 ve 4 birim ise Pisagor teoremine gore P den Q ya olan uzaklik 5 birim
olacaktir. Oklidyen uzaklik fonksiyonuna gre dE semboliinii kullanmaliyiz.Bizim
ornegimize gore dE(P,Q)=5 seklinde yazmaly1z.Ornegimizin okunusu ise “ P den Q

ya olan oklidyen uzaklik 5 ‘tir ” olmalidir.

Taxicab geometrisi, oklidyen koordinat geometrisine ¢cok
yakindir.Noktalar,dogrular ve acilarin 6lglilmesi aynidir.Sadece uzaklik fonksiyonu
farklidir.P den Q ya taxicab uzunlugu dT(P,Q) ile ifade edilir..Biz P den Q ya olan
uzakhig1 yatay ve dikey olarak kag blok oldugunu sayacagiz.Noktal: segmentler bir
taxi rotasi belirleyecek dT(P,Q)=7 “ P den Q ya taxi uzakligi, 7 birimdir. ’seklinde

okunacaktir.

Koordinat diizlemindeki bircok noktanin iki tamsay! koordinati olmayabilir.
A= (a,,a,)veB=(b,b,) noktalan veriliyor. C noktasinin koordinatlar1 nedir? AC

vzunlugu icin uzaklik fonksiyonundan faydalanarak:



(1) dT(A,B)= |a, - b)|+|a,b,|; (2.1

(2) dT(A,B)=+/(a, —b,)* +(a, —b,)’ (2.2)

Bu tamimlar nadir kullanacagiz. Bunlar1 géstermemizin nedeni:
(1)Taxicab geometrinin giivenilir matematiksel esaslara dayandifinin altim

¢izmek ,

(2)Sokaga ait olan ya da olmayan herhangi iki noktanin arasinda belirli bir

taxicab uzakliginin var olmasidir.

2.1. OKLIiDYEN DUZLEM GEOMETRIi AKSIYOMLARI

Taxicab geometrisi genel olarak, 6klidyen olmayan bir geometridir. Zira 6klit
geometrisindeki “Kenar,agi,kenar “aksiyomu bu geometride gegerli degildir.

Oklidyen diizlem geometrinin aksiyomlari genel olarak asagidaki gibidir.

1) Birbirinden farkli iki noktadan bir dogru gecer.(Birbirinden farkl: iki nokta

tizerinde bir dogru vardir.)
2) Birbirinden farkli iki noktada iizerinde en ¢ok bir dogru vardir.
3) Her dogru iizerinde en az iki nokta disinda en az bir nokta vardir.
4) P noktasimin A ve B noktalan arasinda oldugunu [APB] yazilis1 olarak

gosterirsek;

[APB] ise [BPA] dir,denir.Ve A,P,B noktalar1 aym dogru iizerindedir denir.



5) Farkli ve ayni dogru iizerinde olan {i¢ noktadan ancak ve yalmz bir tanesi

diger ikisi arasindadir.

6) A ve B noktalart bir P dogrusu iizerinde farkli iki nokta ise P dogrusu

tizerinde [APB] olacak sekilde bir P noktas1 vardir.

7) A,B,C noktalar1 aym dogru iizerinde olmayan ii¢ nokta olmak lizere ABC
diizleminin A,B,C noktalarindan higbirinden ge¢meyen bir P dogrusu BC,CA,AB
dogru parcgalarindan birini keserse diger ikisinden birini de keser.

8) Bir [AB] dogru parcasi ve [A1P herhangi bir 1s1n ise ,bir ucu Al
noktasinda bulunan diger ucu A1P is1im1 tizerinde olan ve [AB] dogru parcasina esit

bir tek [A1B1] dogru parg¢asi vardir.

9) Dogru parcalan i¢gin esitlik aksiyomu tranzitiftir. Yani

[ABJ~[A;B1],[A1B1]~[C,D]—[A,B}~[C,D] (2.3)

Yani, ayn1 dogru pargalarina esit dogru pargalan birbirine esittir.

10) Dogru pargalan i¢in arada olma aksiyomu asagidaki sekilde ifade edilir. A

ve B noktalarinin olusturdugu dogru pargasi [AB] olsun.P noktas1 A ve B noktalan

arasinda ise benzer sekilde A1 ve B1 noktalarinin olusturdugu dogru pargas1 [A1B1]

ve P1 noktasi da A ve B noktalan arasinda ise ;

[AP]~[A,P1],[PB]=[P:B1]—[AB]~[A;Bi] (2.4)

11) [pq] sembolii ile p ve q 1sinlarinin olusturdugu ag1y: gosterelim. Bu takdirde;



@) [hk] ya esit olan bir [h1k1] agis1 vardir.
(i1) Acilar icin esitlik bagintisi tranzitiftir. Yani;

[hk]=[hik,],[hik1]}=[hok;]—[hk]~[hok;] 2.5)

@iii)  [hr]={hin],[rk]=[rk ]—[hk]=[hik,] (2.6)

12) (Kenar ag1 kenar aksiyomu).Kargilikli verilen iki tiggende karsilikli ikiser

kenarlan ve bu kenarlar arasindaki agilan esit olan iiggenler benzer tiggenlerdir.
13) Birbirine benzer olan iki iiggende karsilikli olarak taban agilan esittir.

14) (OKlit paralellik aksiyomu)Bu aksiyom genellikle “Bir dogruya dogru
disinda verilen bir noktadan ancak ve yalmz bir tek paralel ¢izilebilir.”seklindedir.
Oklit dis1 geometrilerde bu aksiyom ;’Bir dogruya dogrunun diginda verilen bir

noktadan iki veya daha fazla sayida paralel cizilebilir.” Seklindedir.

15) (Siireklilik aksiyomu) [A¢Bol,[A1B1],[A2B:]....,[AnBn] ler bir P dogrusu
lizerinde i¢ ige dogru parcalart ise P {lizerinde kendisine gore biitiin
Ao,A1,A3,A4,...,An noktalan ile aym tarafta ve biitiin By,B;,Bo,...,Bn noktalan ile

ters tarafta bulunan bir P noktas: vardir.

16) (Tamlik aksiyomu) Nokta, dogru ve diizlemlerin olusturdugu sisteme

yukanda verilen ;

(i)Konum aksiyomlan

(ii)Siralama aksiyomlari
(iii)Benzerlik ve esitlik aksiyomlan
(iv)Paralellik aksiyomlan

(v)Siireklilik aksiyomlan



Aksiyomlarnnin olusturdugu bir sisteme, bu bes grup aksiyomun hepsine uyan
yeni bir geometri olusturacak sekilde baska elemanlar eklemek miimkiin

degildir.Bagka degisle,

Bir geometrinin elemanlan yukarida siralanan bes grup aksiyomu sagladigi

stirece stiphe etmeyen bir sistem olusturur.

Yukarida saydigimiz Oklit geometrisi aksiyomlarindan 12.si olan (Kenar,
Ac1, Kenar) aksiyomu ile uzaklik fonksiyonu farkli olan geometriye TAXICAB
GEOMETRI ad1 verilir.Yani

(i)OKlit geometrisindeki 12.aksiyom burada gecerli degildir.
(i1)OKlit geometrisindeki uzaklik fonksiyonu P(x;,y1),Q(x2,y2) ise

dB=/(x,%,)2+(¥,-Y,)> = (X, %, )2 +(y,-y,)} =dE(P,Q) Q2.7)

seklinde tammmlanmasina ragmen Taxicab Geometrisinde ;

dTlxz'x1|+|Y2‘Y1| = |X1 'X2‘+|Y1 ‘Y2|=d-r P,Q (2.8)

seklinde tanimlanir.

2.2. TAXiCAB GEOMETRISINDEKI UZUNLUK

Taxicab geometrisindeki uzunluk;

(1) dr(P,Q)= | Xo-Xi | +]| Yo-Y: | (2.9)
=| X-Xz | +] Yi-Y2 |



Seklinde verildigini daha ©Once soyledik. Dolayisiyla bu uzunlugu bazi
ozellikleri gostermek icin mutlak deger kavraminin esdeger tanimina géz atariz.Bu

tanim,x€ R i¢in,

X, X>0
IX|=4 0, X=0 (2.10)
-X, X<0
Seklinde oldugu gibi tammin esdeger taniminda;
@) Xl=vx* 2.11)
Seklindedir.Diger taraftan Oklit uzakhig ise;
(3) dE(P,Q)=y/(x,%,)’+(y,-¥,)’ (2.12)
oldugu da goz Oniine alinirsa;(3) tanimi;
(1) dE(AB)=y(X,X,) H(Y,7y,)* =y (X, %, +(y,¥,)’
(2.13)
=4/ (Y2'Y1)2 =ly,-y,l
(6)dE(B,C)=y/(x, X, )2 +(y,-y,)* =/ (X, %, Y2 =[x, %, | (2.14)



Esitlikleri bulunur. Ote yandan Taxicab uzunhgu ile;

(7) dT(A,C)= | xo-x1 | + | y2-y1 | =dE(A,B)+dE(B,C)= (2.15)
dT(A,C)=dE(A,B)+dE(B,C)

Esitligi bulunur.

8) dE(AC)=y/(x,X, )} +(y,-Y, )’ (2.16)

oldugu goz Oniine alinirsa;

(9) dT(A,C)= | xo-x1 | + | y2-y1 | #dE(A,C):J&Z—x])2+(y2-y1)2 2.17)

bagintis1 da yazilabilir.

2.3. ALISTIRMALAR

1.dT(P,Q) ve dE(P,Q) uzakliklarint bulunuz

a)P=(5,4) Q=(1,2) (2.18)

dT(P,Q)=|5-1 | +|4-2 | =4+2=6

dE(P,Q)=+/(5-1 +(4-2)* =420 =25

b)P=(-4,3) Q=(3,2) (2.19)



dT(P,Q)=|-4-3| +|3-2|=8

dE(P,Q)=+/(—4-3)* +(3-2)* =/50 =52

¢)P=(-5,-4) Q=(1,-2) (2.20)

dT(P,Q)=|-5-1| +|-4+2| =8

dE(P,Q)=+/(=5—1)* +(—4+2)* =/40 = 210

d)P=(3,-1) Q=(-2,4) (2.21)

dT(P,Q)=|3+2|+|-1-4|=10

dE(P,Q)=/(3+2)* +(~1-4)? =50 =52

e)P=(4,-3) Q=(-2,-3) (2.22)

dT(P,Q)=| 4+2 | +|-3+3| =6

dE(P,Q)=(4+2)* +(-3+3)* =/36 =6

2.a)Eger dT(A,B)=dT(C,D) ise dE(A,B)=dE(C,D)

A=(a,,a,),B=(b,b,),C =(c,,c,),D=(d,,d,)olsun

|a, = b|+|a, —b,| =|c, - )| +|c, - 4] (2.23)

\/(a, —b])2 +(a,~b,)’ =\/(c] —d) +(c,—d,)’

Alistirma 1 den faydalanirsak:



A=(-4,3) B=(3,2) C=(-5,-4) D=(1,-2) alinirsa,

dT(A,B)=dT(C,D)=8 bulmustuk.

dE(A,B)=5+/2 esit degildir. dE(C,D)=2+/10 (2.24)
b)Eger dE(A,B)=dE(C,D) ise dT(A,B)=dT(C,D)
Alistirma 1 den faydalanirsak;
A=(-4,3) B=(3,2) C=(3,-1) D=(-2,4) (2.25)
dE(A,B)=dE(C,D)=5+/2

dT(A,B)=8 esit degildir dT(C,D)=10

3.A=(-2,-1) ise dT(P,A) y1 bulunuz.

a)P=(1,-1) ise dT(P,A)=3 (2.26)
b)P=(-2,-4) ise dT(P,A)=3 (2.27)
)P=(-1,-3) ise dT(P,A)=3 (2.28)
d)P=(0,-2) ise dT(P,A)=3 (2.29)
e)P=(1/2,-1 1/2) ise dT(P,A)=3 (2.30)
HP=(-11/2,-3 1/2) ise dT(P,A)=3 2.31)
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2)P=(0,0) ise dT(P,A)=3 (2.32)

h)P=(-2,2) ise dT(P,A)=3 (2.33)

4.a)A noktasindan taxi uzakligi 3 olan noktalara 6rnek bulunuz.

P=(0,0); G=(0,-2) ;......

Sekil 2.1 Alistirma

o)[P | dT(P,A)=3 ] i¢in amacini igeren bir isim bulunuz.

A merkezli ,3 yaricaplh taxi cemberi

d) Taxicab geometride,[] i¢in sayisal deger nedir?
Birim ¢ember tanimindan dolay:; yani:
| x|+iy|=] tammindan yola ¢ikarak,J1 nin sayisal degerinin 4 oldugu

bulunur.

5. A=(-2,-1) ve B=(3,2) veriliyor.

11



dT(A,B) yi hesaplayimz.
dT(A,B)=|-2-3]+] -1-2] (2.34)
=5+3

=8

6. A=(-7,-3) ve B=(5,2) veriliyor.dE(A,B) yi hesaplayinz.

dE(A,B)=+/(-7-5)* +(-3-2)* =144+ 25 =169 =13 (2.35)
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3. BAZI UYGULAMALAR

Taxicab geometri, kentsel geometri modeli olarak, 6klidyen geometrisinden

daha kullamishdir. Kolay aldanan kimseler igin faydalidir ki; postaneden ,miizeye olan
6klit uzakhig V9=3 birimken;postaneden, miizeye olan &klit uzaklig: V8 birimdir.

Sokaklar boyunca yolculuk veya yiiriiyiis yapmaya zorlanan kimse i¢in bu bilgi

faydalidir. Taxicab uzakligi,”gercek” uzaklikur diyenler, i¢indir.

Kentsel geometride; Taxicab geometrisi, 0klit geometrisinden daha iyi bir
matematiksel modelken; miikemmel degildir. Sehir hakkinda bir¢ok basitlegtirme
varsayimlan yapilmistir. Tiim sokaklarda; kuzeye diiz, giineye diiz, dogu ve batiya;
kosuldugu varsayilirsa; sokaklarinda genisliginin olmadidi, binalarin nokta
biiyiikliigiinde oldugu varsayilir... Bu varsayimlarla alt iist olmamalisimz. Dogrusu;
higbir sehir bizim kafarmzdaki gibi gercekten ideal degildir. Hala birgok sehrin,
bircok bolimii bundan farkli degildir. Kendi ideal modelimizle ilgili 6grendigimiz

seyler; belirli gergek kentsel durumlara gore degisir..

Matematiksel model yontemleri olustururken daima  varsayimlar
basitlestirmeliyiz. Onlar olmadan ¢oziimii zor olan matematik problemleri sonug
bulamaz. Daha sonraki boliimlerde, bazi matematiksel komplikasyonlarin neden
kaynaklandigim ve durumu daha gercek¢i yapmak icin ideal model olugturmay:

gorecegiz.
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4. BAZI GEOMETRIK FIGURLER

Bazi geometrik figiirlerin, Taxicab geometride neye doniistiiglinii gordik.
Mesela daire Taxicab geometride karedir. Baska bir Ornek olarak, Taxicab
geometrisinde verilen A ve B noktalarindan esit uzakliktaki tiim noktalarin
olusturdugu kiime, Oklidyen geometriden biraz farkli goriilmektedir. Oklidyen
geometride sadece AB yi dikey olarak esit iki parcaya boler. Taxicab geometride
cesitli sekillere doniisiir. Fakat nadiren dikey olarak iki esit parcaya bdlerek AB

uzunluguna doniisiir.

Hem oklidyen hem de Taxicab geometrisinde kullamlan kullamgh, farkli,
baska geometrik figiirler de tammlanmistir. Bunlarda biri elipstir. Elipsinde verilen
iki noktadan olusan tiim uzakliklarin toplami olarak elipsin tanimim verebiliriz.

A=(-2,-1) ve B=(2,2) verilen iki nokta olup elipsin odaklar1 adini alir. A ve B
odakli Oklidyen elipsini:

[P | dE(P,A)+dE(P,B)=6] 4.1)

Bu sekil.4.1 deki sabit elipstir.Diger A ,B odakli OKlit elipsi:

[P | dE(P,A)+dE(P,B)=9] 4.2)

Bu sekil 4.1 de noktalarla gosterilmistir.
Bir elipsi ¢izerken 6rnegin:

14



[P | dE(P,A)+dE(P,B)=6] (4.3)

A=(-2,-1) ve B=(2,2) odaklaridir.

# |

,1
,W :
/ . 8 |
/ Lo
1 Ly 21;

Bt

Sekil 4.1. Geometrik Figiirler

A merkezli ,yancapi 4 olan ve B merkezli yarigap1 2 olan iki daireyi pergel
kullanarak ¢izeriz.A ve B noktalarindan uzakliklarin toplam 6’ dir buda elipsin bir

noktasidir.
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5. BiR NOKTADAN BiR DOGRUYA OLAN UZAKLIK

Oklidyen geometride, A noktasindan L dogrusuna olan uzakligi bulurken

standart bir metod vardir. (sekil5.1) A noktasindan L, noktasina dogru olusan dogru
L dogrusuna dik olarak yerlesmistir. B noktasi L, ile L noktalarimin kesigimidir. A

dan B ye olan Oklidyen uzaklig su sembol ile gosterilir;

dE(A,L)=dE(A,B) (5.1)

Taxicab geometrisinde, bir noktadan bir dogruya olan uzakligi bulurken,

uygulanan prosediiriin biraz farkli oldugunu sdylemeliyiz.

5.1. ALISTIRMALAR

1)Sekil (5.1)’ de A noktas1 ve L dogrusu gosteriliyor:

a)dT(A,B) bulunuz.

dT(A,B)=|a, - b |+|a, - b,| (5.2)
=|6+1|+|5+7]
=7+12
=19

b)dT(A,C) bulunuz.

dT(A,C)=16-3 | +]5+1 [ =3+6=9

(5.3)
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¢)dT(A,D) bulunuz.

dT(A,D)=]6-5|+]5-2]
(5.4)
=1+3
=4

Sekil 5.1 : Bir Noktadan Bir Dogruya Olan Uzakhik

2) A =(-3,2) noktasim ve (-6,2) ve (0,0) noktalarindan gecen L dogrusunu
ciziniz. dT(A,L) hesaplayiniz.

dT(A,L)=|-3+6|+[2-2|+|-3-0]+|2-0|=3+3=6 (5.5)

3) Alistirma 2’ yi A=(-3,2) noktas1 ve (-2,-1) ve (2,3) noktalarindan gecen L

dogrusu igin yapiniz.

dT(A,L)=|-3+2|+|2+1|+|-3-2|+[2-3|=1+3+5+1=10 (5.6)
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4) Oklidyen geometrisinde ve Taxicab geometrisinde bir noktanin bir
dogruya olan uzakhigin1 gormiistiik. Fakat bir noktanin bir dogruya olan uzaklidinin

taniminin ne anlama geldigini vermedik.

dE(A,L)=maxd T(A,P) dir. 5.7)

dT(A,L)=dT(A,P) nin en kii¢iigii (Pe L)

Su sekilde kisaltlabilir;

dT(A,L)=min dT(A,P) (5.8)

5) dE(A,L) nin nasil bulunacagina dair( sekil 5.2 yardimu ile) baska bir yol
diisiiniiniiz.

A merkezinden L ye dogru olan sisirme daireyi disiiniiniiz. $imdi dE(A,L)

yarigaptir.Taxicab geometrisindeki ¢izilen daireleri hatirlayimz.

dE(A,L) dairelerini dikkate ahniz.

7
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=

Sekil 5.2 : Alistirma
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6) Oklidyen metodunda dE(A,L) bulmak i¢in su yol izlenir; A dan L ye olan
uzakhgiklarin Slgiisii diktir.Bunu formiile edebiliriz: dT(A,L) yi bulmak i¢in bazi
terminolojileri bilmek olay1 pratiklestirir. Koordinat diizlemindeki herhangi bir P

noktasi i¢in; P ‘den gecen dogrular ii¢ bashk altindadir:

()45 derece” LyveL, P ‘den gecen 45 derecelik dogrulardir.

(i1)’dik dogrular” tarali bolgede , P’den gecen herhangi dogrulardir.
L, dik dogrulara Ornektir.

(ili)’kademeli  dogrular” Taranmamis bodlgede Pden gecen

dogrulardir. L, kademeli dogrulara drnekiir.

Sekil 5.3 : Alistirma
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6. UCGENLER

Birinci boliimde A ve B gibi iki nokta aldik ve onlardan esit uzakhikta olan
noktalan inceledik.Bize tanimlamamiz icin [P | dT(P,A)=dT(P,B)] A ve B nin
taxicab yarim kiimesi ve [P | dE(P,A)=dE(P,B)] A ve B nin 6klidyen yarim kiimesi
verilmistir. A ve B nin taxicab yanm kiimesi cesitli sekillerdeyken;A ve B nin

Oklidyen yarim kiimesi AB uzakligim esit iki par¢aya bolen sekle donitigiir.

Boliim 4 ‘de bir F noktasi,L dogrusu ve bunlardan esit uzakhktaki tiim
noktalar1 incelemistik.Kurala riayet edersek;[P | dE(P,F)=dE(P,L)] ye oklidyen
parabolil ve [P | dT(P,F)=dT(P,L)] ye taxicab parabolii demistik;fakat bu sekiller F

Oklidyen yarimkiimesi ve F ve L taxicab yarim kiimesi sekillerine doniisiir.

Bundan sonraki ilk adimimiz;Lvel, dogrusunu alahm ve onlarin yarim
kiimesini olusturalim. LiveL,” nin 6klidyen yarim kiimesi [P|dE(P,L,)=dE(P,L2)]
dir. LveL,” nin taxicab yarim kiimesi [P|dT(P,L,)=dT(P,L2)] dir. Lyvel,
dogrulariyla verilen taxicab yarim kiimesi bulunur. .Bu bize LveL, taxicab yarim

kiimesinin iUizerinde 4 nokta verir. Simdi [PIdT(P,L1)=4] ve [PIdT(P,L2)=4]
bulunuz ve kesistiriniz. Sekil 1° de bunlar noktali sekilde gosterilmistir. Bu bize

LveL, taxicab yarim kiimesinde 4’ den fazla nokta verir. Simdi taxicab yarim

kiimesinde buldugunuz tiim noktalar1 en dogal yol ile birlestirelim. Bunlar

noktalanmis olan dogrulardir. LveL, nin kesim noktasi nig¢in bu yarim kiimenin
elemamidir. Bu arka bakisi kullanarak [P | dT(P,L, )=4 ] ve [P | dT(P, L, )=4] ¢izmek

gerekli midir?

LyveL, nin oklidyen yarim kiimesi aym zamanda , Lyvel,’nin kesisiminin
dogru ciftidir. Birgok LyveL, dogru cifti igin ,Lvel,” nin Oklidyen yarim

kiimesi, L,veL, nin taxicab yarim kiimesinden farkhdir.
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6.1. ALISTIRMALAR

1) Bir grafik kagidina (3,4) ve (0,0) den gecen L, dogrusunu ve (0,0) ve (3,0)
dan gecen L, dogrusunu ¢iziniz.

a) [P | dT(P, L, )=3] giziniz.

b)[P | dT(P, L,)=3] giziniz.

c) L,veL, olusan taxicab yarim kiimesini ¢iziniz.

d)Bagka bir renk kullanarak; L,veL, olusan &klidyen yarim kiimesini ¢iziniz.
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Sekil 6.1: Alistirma

2)(5,19) ve (3,4) noktalan i¢in dE ve dT yi bulunuz.
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dT=]5-3|+|19-4]
=17

dE=+/(5-3)* +(19-4)* =229

3)dT =dE hangi kosulda saglanir?

dT =dE eger iki nokta yatay veya dikey olarak hizalanirsa saglanir.

4)A=(1,2) ise dT(P,A)=3 grafigini ¢iziniz.

e

G 1

Sekil 6.2 : Alistirma

5)A=(-2,3) ve B=(1,-4) veriliyor dT(A,B) nin grafigini ¢iziniz.
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Sekil 6.3 :Alistirma

6)A=(0,0) ve B=(4,2) dT(P,A)=dT(P,B) nin grafigini ¢iziniz.

&

Y ¥

Sekil 6.4 : Alistirma

7)Hangi nokta (-4,3),(2,1),(-1-6) noktalarindan esit taxi uzakligindadir?
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Sekil 6.5 : Alistirma

8)A=(-3,2) ve (-2,-1) ,(2,3) noktalarindan gecen L dogrusu veriliyor.A noktasinin ,L
dogrusuna uzakhgs nedir?
4 * tir.

9)8.soru i¢in noktadan dogruya olan uzakliklarin esit oldugu kiimeyi bulunuz.
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Sekil 6.6: Alistirma

10)(1,3) ve (-2,-5) noktalarindan gegen dogru icin,dT(P,L)=2 ve dE(P,L)=2 nin

grafigini ¢iziniz.

Sekil 6.7: Alistirma

11)(-3,-1),(-1,5) ve (-5,3) noktalarindan gecen ii¢gen icin taxi dairesini ¢iziniz.

Bu soru aynen 7.soru gibidir.
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Sekil 6.8 : Ahistirma

12)A=(2,4) ,B=(7,-1),C=(-3,1) noktalan veriliyor. dE(P,A)+dE(P,B)+dE(P,C)

nin en kiigiik olacak sekli i¢in bir P noktasi bulunuz.

4

v

Sekil 6.9: Alistirma

13)A=(0,1),B=(3,0),C=(1,-2),D=(-4,0) noktalan veriliyor.
dE(P,A)+dE(P,B)+dE(P,C)+dE(P,D) ‘nin en kii¢lik olmasi igin P bolgesi bulunuz.
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Sekil 6.10 : Ahistirma

14)A=(0,1),B=(1,2),C=(2,0),D=(4,-2),E=(1,-1) noktalar veriliyor.
dT(P,A)+dT(P,B)+dT(P,C)+dT(P,D)+dT(P,E)’ nin en kiiciik olmas: i¢in P bolgesi

bulunuz.

'y

4

Sekil 6.11 : Alistirma
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15)(4,3) noktasindan (-1,-1) noktasina gidebilmek i¢in uygun yollarin sayisim bulunuz.

1 5 15 35 70 126
1 4 10 20 35 56
1 3 6 10 15 21
1 2 3 4 5 6

1 1 1 1 1 1

Pascal tiggenine gore 126 yol vardir.

16)6 yarigaph kag tane taxi dairesi vardir? Pi sayisinin taxi degeri kagtir?

24 nokta vardir. Pi sayis1 4 ‘tiir.

17)Kenar uzunlugu 3 olan iki farkl1 kare ¢iziniz.

Sekil 6.12 : Alisirma
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7. KENT COGRAFYASINA iLiSKiN ILAVE UYGULAMALAR

Kent cografyasina yonelik alisurmalani  ¢ozmek igin Taxicab geometri,
oklidyen geometriye gore daha iyi bir matematiksel modeldir.Baz:1 yollardan dolayi,

taxicab geometrisi daha basittir. Asagidaki problemleri inceleyiniz.
Problem 1-A=(2,4),B=(7,-1),C=(-3,1) veriliyor.

dE(P,A)+dE(P,B)+dE(P,C) nin miimkiin olabilecek en kii¢iik olabilmesi i¢in

bir P noktas1 bulunuz.
Problem 2-Aym A,B,C noktalan veriliyor.

dT(P,A)+dT(P,B)+dT(P,C) nin en kiiciikk olabilmesi icin bir P noktas

belirleyiniz.

[k problem zor ve onu ¢dzmeye tesebbiis edemeyiz.

Ikinci problem dikkat gekecek sekilde basittir.

Sekil 1’ de C ‘den gecen yatay dogruyu ve A ‘dan gecen diisey dogruyu
cizdik..Diyelim ki; Q ‘dan basladin,Q, ‘e bir birim yiiri.Bunu yaparken A ya

vzakligimi 1 birim azalt,B ve C den uzakhgm 1 birim artir.Boylece A,B,C

noktalarina olan uzakliklarin toplamini artirmig olursun.:

dT(Q,,A)+dT(Q, .B)+dT(Q, ,C)>dT(Q,A)+dT(Q,B)+dT(Q,C) (7.1)

Gergekte, dogrunun neresinden baslarsan basla, yukariya ya da asagiya;A,B,C
ye olan uzakliklarin toplamimi artirmis olursun.Ciinkii daima daha fazla noktadan

hareket ettiginden ,daha fazla uzaklik katedilir.

Benzer olarak; herhangi yatay olarak uzaklasan noktalanmig dogru; A ,B ve

C den olan wuzakliklarin toplamn artacaktir.Boylece,eger,dogrularin  kesim
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noktasindan baslayip.istedigin herhangi bir yone hareket et; A, B, C den olan

uzakliklarin toplam artacaktir.Bunu su izler;

dT(P,A)+dT(P,B)+dT(P,C) (7.2)

P noktas1 dogrularin kesim noktast alinirsa, ifade minimize edilmis olur.

Problem 2’ yi ¢ozdiik.

Benzer olarak; fakat daha zor bir problem olarak;

A=(-1,4),B=(3,1),C=(1,-1) ve D=(-4,1) noktalan veriliyor. En kii¢iik olacak

sekilde asagidaki tiim P noktalarin1 bulunuz.

dT(P,A)+dT(P,B)+dT(P,C)+dT(P,D) (7.3)

D ve B noktalarindan gecen yatay dogrulan ¢izmeye baslayalim.(sekil 1)
Onceki gibi bu dogrudan , herhangi dikey hareketle A, B, C ve D den olan uzakliklar
toplamm artacaktir.Simdi dikey dogruyu cizerken, par¢alanmamis kenarlan A ve C
den dikey serit c¢izilir. Bu seritteki (0,2) den ((1,2) ye hareket ederken , yatay
hareketleri gozlemleyin.A.B,C ve D den olan uzakliklarin toplami degismez. (1,3)
den (2,3) e giderken, bu seritten uzaga dogru, yatay hareket vardir.Bdylece tiim yatay

dogrularin ve dikey seridin kesisimine ait P noktalar:

dT(P,A)+dT(P,B)+dT(P,C)+dT(P,D) (7.4)

Ifadesini en kiigiik yapar.
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8. TAXiCAB GEOMETRI VE OKLIDYEN GEOMETRI iLE iLGILi
iLAVE BILGILER

Genel olarak iki geometriyi inceledik: biri noktalar arasindaki uzakliga
dayal; digeri taxicab siirlislerindeki uzakliga dayalidir. Her bir geometri de daha

resmi sekilde, matematiksel olarak asagidakilerden olusuyor:

1)P noktalarimin kiimesi,

2)L ciimlesinin ,P dogrulanyla adlandirimis alt kiimeleri,

3)m ag1 dlg¢iistiniin fonksiyonu,

HAhsugimiz  geometride uzaklik fonksiyonu dE, Taxicab

geometrisinde ise dT dir.

Ahstigimiz  geometride bilgilendirici  sembol [P,L,dE,m] ve taxicab

geometride onun yerini tutan sembol,[P,L,dT,m] dir.

[P,L,dE,m] sistemi o©klit geometrisindedir,ciinkii  Oklidyen diizlem
geometrinin 13 aksiyomunu genel olarak saglar.Biz [P,L,dT,m] nin tiim bu 6zellileri
s“ag]adlglm gosteremeyecegiz.Kanitlarin ~ bir  ¢ofunun,gelismis  ve  ileri
argiimanlarla,asikar ,gelismis dogru tanmimlarina ve ag1 biiyiikliik fonksiyonu m ye
ihtiyact vardir.Onun yerine sirf Ozelliklerin durumunu ve [P,L,dE,m] nin bu
ozellikleri sagladigini varsayalim.Bu varsayimin temelleri lizerine ,hangi 6zelliklerin
taxicab geometri icin saglanabilecegine karar verelim Siirpriz olarak Taxicab
geometrinin bu 13 esash ozelligi sagladigini gorecegiz.llk 2 ozellik,raslantisal

ozellikler olarak adlandirilir:
1)Herhangi verilen iki noktadan ,bir dogru geger.

2)Biitiin dogrular, en az iki noktadan olusur; P diizlemi ise; dogrudas

olmayan en az li¢ noktadan olusur.
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Diger dort aksiyom, uzaklik fonksiyonunun, ’pozitif
belirli”,”simetrik”, liggen esitsizligini” saglayan ve “kuralci 6zellik” sahibi olmasim

Jiddia eder.Detayda,dE uzaklig1 igin,asagidaki dort dzellik saglamr:

1) Tim (A,B) nokta ¢iftleri icin, dE(A,B) negatif olmayan sayisim

ifade eder. Bundan bagka eger A=B ise dE(A,B)=0 dur. 8.1
2) dE(A,B)=dE(B,A) (8.2)
3) dE(A,B)+dE(B,C)>dE(A,C) (8.3)

4) Herhangi verilen L dogrusu,bir tanesinden digerine,L den R(reel
sayilar) ye ,fL fonksiyonu iizerine,L iizerindeki B ve tiim A noktalar i¢indir.

| fL (A)-fL(B) | =dE(A,B) (8.4)
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8.1. ALISTIRMALAR

1) A=(a,,a,),B=(b,b,) dT’ nin asikar olan tanimim kullanarak;

8.1)

dT(A,B)=|a, —b|+|a,-b,| ve mutlak degerle ilgili bildiginiz her seyi

kullanarak , asagidakileri gosteriniz. 8.2)

a)dT(A,B)>0
dT(A,B)=|a, - b |+|a, - b,]
|a, —b,| > Ove|a, —b,| 2 0 o halde;

a, —b,|+|a, —b,| 2 0 olacakur. (8.3)
o, =B +|a, ~b|

b)eger dT(A,B)=0 , A=B dir.
dT(A,B)=|a, b |+|a, —b,| =0
|a,=by| =|a, - |

A=B (8.4)

c)eger A=B ise dT(A,B)=0 dur.
(a,,a,) = (b;,b,)
a,=b,a,=b,
‘a] —b1|=0,|a2 —b2|=0
|a, = b)|+|a, —b,| =0

dT(A,B)=0 (8.5)

2) dT((A,B)=dT(B,A)
dT(AB)=|a —b|+|a,—by|
dT(B,A)=|b, - a|+|b, - a,|

dT(A,B)=dT(B,A) (8.6)
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3) dT(A,B)+dT(B,C)>dT(A,C) (ipucu:tim x ,y degerleri icin mutlak deger

tanimin kullaniniz.
|x+y|<x]+]y] 8.7)

[P,L,dT,m] nin 6zellik 6 y1 sagladigim gostermek icin,durumu ikiye ayiralim.

Durum1:L dikeydir. Durum 2:L dikey degildir.

4) Tim (x,y)e L i¢in fL (x;, x,) = x, tanimiyla verilen ifadede L dikeydir.

a)L den R ye olan fL fonksiyonu birebirdir, kontrol ediniz.
(x,x)e Ligin fL(x,,x, ) = x, “dir. (8.8)
O halde fonksiyon birebirdir.
b)L iizerindeki tiim A,B noktalar i¢in ;
| fL(A)-fL(B) | =dT(A,B) yi kontrol ediniz.
| fL(A)-fL(B) | =|a, - b +|a, = b,
=dT(A,B) ‘dir. (8.9)
5) L’ nin dikey olmadig1 durumda, L ‘nin belirli olan egimi m olsun. A ve B

gibi iki noktasi belli olan L dogrusunun egimi m ise,

A=(a,,a,)B=(b,b,)ise

olur. (8.10)

fL’ yi sOyle tammlayalim:
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fL(x,x,)=(1+|m|).x, tiim (x,x,)€Ligin (8.11)
a)L den R ye olan fL fonksiyonunun, birebir oldugunu kontrol ediniz.
fL(x,x)=(1+|m|).x tim (x,x)eL oldugundan, birebirdir.

b)L dogrusu iizerindeki tiim A,B noktalar igin:

| fL(A)-fL(B) | =dT(A,B) (8.12)

Ial —b]|+|m.(a1 —bl)l
(8.13)
|a] —b,|+|m|.|a1 —b]|

(] +|m|).|a1 ‘b1|

(8.14)

dT(A,B)=|a,—b|+|a, - b,|
JL(A)~ fL(B)

|+ |mpa, ~ 1+ [myp|
-+}m]-{a, 2|

(1+]m])-Ja, =B
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1_Eger L herhangi bir dogru ve P nin H,veH, alt kiimeleri varsa,

i) H,veH, konvekstir.

ii)H, UH,=P-L (8.15)

iii)eger A€ HyveBe H, ise ABNL# O (8.16)

Bu 6zellik dE’ yi icine almiyormus gibi olsa da; eger [P,L,dE,m] i¢in dogru
ise, [P,.L,dT,m] icin de dogru olmahdir. Daha yakindan incelersek,goriiyoruz
ki,uzaklik fonksiyonuyla ilgili olan daire pargast ve konvekslik de dahil
olur.[P,L,dT,m] nin diizlem ayirimi &6zelligini,daire dilimi ve konvekslik durumunu

kontrol etmek icin,ard: ardina gelen konseptin yol gdstermesine ihtiyacimiz vardir.

D uzaklik fonksiyonuyla ilgili her geometri seklinde, arada olma tanim hep
sOyledir:

Eger A, P, B ayrik noktalar ise, P ; A ve B ‘nin arasindadir, sdyleki;
1)d(A,P)+d(P,B)=d(A,B) (8.17)
i1)A,P,B dogrudastir.

Eger d yi dE ile yer degistirirsek, Oklid geometrisinin arada olma tanimim

kullaniriz. Eger d ile dT yi yer degistirirsek, Taxicab geometrisinden arada olma

tanimini kullanmis oluruz.
6) A=(-2,-1) ve B=(3,2) veriliyor.
a)[P | dT(P,A)+dT(P,B)=dT(A,B)] gosteriniz.

P=(p,, p,)isedT (P,A)=|p,—a|+
dT(P.B)=|p,~b]+|p,~b,

Pa=a (8.18)




dT (A, B)=l|a,—b|+|a, - b,]
Ipl —a,|+|p2 _a2|+|p1 —b1|+|p2 "bzl =|a, _b1|+|a2 _bzl
(8.19)

dT(P,A)+dT(P,B)=dT(A,B) olur. (8.20)
b)[P | A,P,B dogrudastir.]
o)[P | P ,A ile B nin taxi araligindadir]

7) a)Arada olmann tammundaki ii) kosulu ,Oklit geometrisinde herhangi bir

onem tasiyor mu? Evet.

b)Ahstirma 6’daki A ve B i¢in,[P | P ,A ve B nin 6klidyen araligindadir.]

c)Oklidyen ve taxicab geometrideki arada olma ayn1 mdir?Eger P ;A ve B

nin oklit ,aras1 ise aym zamanda,P ; A ve B’nin taxi aras: mdir?
Evet.
8)a) AB yarim dairesi arada olma tanimi nasildir?
| AB | =A.B ve A B arasindaki tiim noktalarin kiimesi;
={A}U{B}U{P|A-P-B} (8.21)
b)Taxicab geometrisindeki yarim dairelerle,Oklidyen geometrideki yarim
dairelerle ayni midir?

Evet.

¢)Yarim daireler i¢im konvekslik nasil tanimlanir?
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AeS ve BeSise AB cS (8.22)
d)Konvekslik taxicab gometrisiyle,Oklit geometrisinde aym anlami tagir
mi?Mesela eger,P nin alt kiimesi H taxi konveks ise ,ayn1 zamanda oklit konveks
midir?

Evet.

9) [P,L,dE,m ] nin diizlem ayirma 6zelligi varsa,[P,L,dT,m].nin de var midir?

Evet,vardir.

%
10) a) AB yayimn arada olma tanimi nasildir?

AB={A}U{P|A-P-B}1U{B}U{Q| A-B-Q} (8.23)

b)Karsilikli her taxi yayi,bir 6klit yayr midir?

Evet.

C) Upc yaylar vasitasiyla nasil tanimlanir?

AB yayi ile BC yayinin birlesimidir.

d)Karsilikli olarak,her taxi agis1,0klit agist midir?

Evet.

11) a)Eger A ¢ BC ,A nin tarafindaki BC nin yarim diizlemi,ne anlama
gelir?

BC yanm diizleminde,A noktasi haiz degildir.
b)Taxi geometrisindeki A min tarafindaki BC ile ,Oklit

geometrisindeki A nin tarafindaki BC ayn1 mudir?

Evet.

¢)Yarim diizlemlerde, WBC nin i¢ ac¢is1 nasi] tammlanir?

AB yayi ile BC yay arasindaki kisimdir.
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d)i¢ ac1 tanim, hem taxi hem de 6klit geometrisinde ayni midir?

Evet.
Asagida 13 temel 6zelligin listesinden,4 tanesi veriliyor:

1_m agisinin Olgiisii, O ile 180 arasindaki gercel sayilardan olabilir.

2_ H yanim diizleminin kenarinda verilen AB yay1,0 ile 180 derece arasinda

%
verilen bir r sayisi verilirse;Pe H ,m (PAB =r olacak sekilde AP vardir.

3_Eger D, ZABC nin ig agisl ise,

mZABD +m£ZDBC = mZABC (8.24)
4_Eger B,A ve C nin arasinda ise ve D¢ ACyay: ,sonra:

m/ABD +mZDBC =180 (8.25)

Iki geometride de aym olarak ,ag1 biiyiiklik fonksiyonu m,”1s1n”, yar

9% 992 99 9

diizlem”,”i¢ a¢1”,”arada olma” aynmi anlama geliyorsa; bu ozellikler,[P,L,dE,m] i¢in

dogruysa,[P,L,dT,m] i¢in de dogrudur.
Diger 6zellik,[P,L,dE,m] nin, “kenar-aci-kenar” 6zelligidir.

5_ ki iicgenin tepe noktalarmn kiimesi verilsin. Eger bu iicgenlerin tepe
agilar1 aym ise ve bu aciyr olusturan kenarlar, benzer ise verilen bu iki liggen de
benzerdir denir.Bu [P,L,dE,m] nin basit bir ozelligidir. Ama [P,L.dT,m ]’ nin
degildir.Asagidaki alisirmalarla “kenar-agi-kenar” 06zelligini inceleyecegiz.

En son ozellik,[P,L,dE,m] nin en iinlii paralellik 6zelligidir.

6_ L dogrusunda olmayan P noktas1 verilsin,buna gore P den gecen L ye

paralel olan bir dogru mutlaka vardir
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Aligtirmalarin devamu:

12) Sekil 1 de, AABCveA,B,C, tiggenleri veriliyor.

a)dT(A,B)=dT (4,, B;) midir?

Evet. (8.26)

b)dT(A,C)=dT (4,,C,) midir?

Evet. (8.27)

¢)m£BAC = m£B,AC, midir?

Evet. (8.28)

d)A< A, B B, ,C— C, benzerligini kullanarak; (8.29)
iicgenlerinin “ kenar-agi-kenar” 6zelligini sagladiginmi gosteriniz.
Yukaridaki acilarin benzerligini kullanirsak, ABC ile A B,C,

ticgenleri benzerdir.

e)JABC = AA B,C, benzer midir? Neden veya neden degil?

Hayir. BC ve B,C, benzerligi yoktur.
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9. TAXiCAB TRIGONOMETRI

Taxicab birim cember, |x|+|y|=1 denklemi ile verilen ve sekli asagida

gosterilen egridir. (Topolojide kullanilan esdeger civar kavrami gibi)

Sekil 9.1: Taxicab Geometri

Tammm : t raydan, baslangic noktasi taxicab ¢emberinin merkezinde ve

taxicab birim ¢emberinden 1 uzunlugunda yay1 kesen & agisimin biiyiikliigiine denir.

Ve taxicab acisinin 6l¢iisii t-radyan cinsinden 0l¢iiliir.

Yukarida taxicab birim ¢emberinin tamimindan dolay1 bu ¢emberin ¢evresi 8

tratyana esittir.

Bu referans sisteminden dolay: %, % ve 7 Euclidyen agilarimin dl¢iileri

Taxicab Trigonometride sirasiyla 1,2 ve 4’e esittir.
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Asapidaki teorem Euclidyen acilarin Taxicab Olgiilerini tanimlamamiza

yardimci olur.

TEOREM: ¢, Euclidyen dar agik olsun. Bu acinin taxicab olgiisii

2 2S8in,@,
1+1tg,0, Sing, +Cos,g,

(1) 6=2-

©.1
esitligi ile verilir.

Ispat : ¢ Euclidyen agisinin 6 taxicab iigliisii (1,0) noktasimn y =-x+1 ve
y =xtg,¢, dogrularinin kesim noktasina olan taxibac uzakhgidir. Dolayisiyla, bu

dogrularin kesim noktasi

y=-x+1
Sy=y = -x+l=xtg,¢ = l=xigd +x = 1=(1+18,0)x =
y = xtg.9,

_ 1
1+tg. 9,

2) x

(9.2)

olarak bulunur. y, koordinat1ise y=-x+1 den dolay:

141+
L= £t

=—x,+1=-
Yo 0 1+tg. g, 1+tg 0,
9.3)
t
Vo = KA
1+tg.0,
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y=-x+1

elde edilir. Dolayisiyla dogrularinin kesim noktasi
y=(tgg)x
t
A=| 1 &L 9.4)
I+tg.¢, 1+1g.0,

olarak elde edilir. Bu A noktasi ile P(O,]) noktasi arasindaki Taxibac uzunlugu ise,

0=d (A, P)=[1+x,|+|ye| = (1=x,) + () =|x, — % +1| = 2 - 2x, (9.5)

2 24+2tg -2 2tg. 9,

(3) 6=2- = (9.6)
1 + tge¢e 1 + tge¢e 1 + tge¢€
5. Sin,@, 2Sin,g,
_ Cos,9, Cos,9, _ 28in,¢
1+ Sin,g,  Sing, +Cos,$, Sing+Cos,9,
Cos,9, Cos,9,
0=2 2 g _ 2S5in, @,

l+1g,4, 1+13,0  Sing +Cosd,

9.1. Taxicab Geometrisinde Kullanilan Trigonometrik Oranlar

Asagidaki taxicab geometrisinde kullanilan trigonometrik oranlar asagidaki

sekilde tanimlanir.
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Sekil 9.2 : Taxicab Geometrisinde Kullanilan Trigonometrik Oranlar

Yukaridaki sekilde birim ¢emberi (Taxicab birim ¢emberinin ) denklemi

[ +|y|=r ©.7)

seklinde tanimlayalim.

1. DURUM : @ agsi birinci dortle bir bolgede olsun., bu durumda € agisi

esz(P,A):d(P,A):|x2+x]|+|y2+yl| ©8)
|| +]] r r .
_lr=Ad+]y=0] _[r=o+]y]
r r
o ke
r

ifadesi ile verilir.
Daha sonra € agis1 hakkinda Sinf, Cos6@ gibi trigonometrik oranlar ele

alacagiz.
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2. DURUM : @ agisi ikinci dortte bir bolgede ise,
e

Qo,(“

2y f@a‘. oY

Sekil 9.3: Taxicab Geometrisinde Kullanilan Trigonometrik Oranlar

ilkénce |AP|, uzunlugunu bulalim.

|AP| =|AB|, +|BT], (9.9)
oldugu hatirda tutularak

|AP|, =[|r—0|+|0=r|]+[J0— x| +|r— y[]=2r +|x|+|r - ¥] (9.10)

olarak bulunur. Dolayisiyla 8 agisinin ikinci dortte bir bolgede 6 ag1 dlciisii

0:|AP|T =2r+|x|+|r—y| ©.11)
r |+
olarak bulunur.

Benzer sekilde hareket edilerek & agisinin tigiincii dortte bir bolgede olmas:
halinde,
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3. DURUM:

Sekil 9.4 : Taxicab Geometrisinde Kullamlan Trigonometrik Oranlar

|AP|, =|AB|, +|BA{, +|AP|, (9.12)

_ |r—0|+|0—r|+|0+r|+|r—0| +|x+r|+|y-—0|

- - (9.13)
|AB]|, |BA |T AP,
=4r+ |x + r| +y
|AP| =4r+|x+r|+y (9.14)
olarak bulunur. Dolayistyla @ agisinin dl¢tisii
AP
:l IT =4r+|x+r|+y ©.15)

r x|+

seklinde bulunur.
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4. DURUM:

{?D (_0}(”\

& .«wjm \ ‘:}f_e?}
(- 9 " \\\ A 7 X
AN
\ v
} Lo" ’

Sekil 9.5 : Taxicab Geometrisinde Kullanilan Trigonometrik Oranlar

|AP|, =|AB], +|BAT, +|A'B]

B |r—0|+|0—r| |0+ r|+|r—0| l—r+0|+|0+ rl N |O+x|+|y+r|
|AB, |BAY, |A'B] |B°P),

T

=6r+|x|+|y+r| (9.16)

esitligini elde ederiz. Dolayisiyla @ acisinin Olciisii

0= IAPIT _ 6r+|x|+|y+r|

r [+
9.17)
seklinde elde edilir.
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9.2. Trigonometrik Oran Fonksiyonlar:

Bu bolimde de 6 agisina karsihk gelen Cos6, SinC,180, ... gibi

trigonometrik oran fonksiyonlarinin genel ifadelerini elde etmeye ¢alisimiz. Bu oran

fonksiyonlar genel olarak asagidaki sekilde tanimlanir.

6 agisimin Kosiniisii Cos(8),. = X seklinde tanimlanir.
r

Diger yandan € agisi iist yan diizlemde ise

d; (P,A) _|x—rl+]y] _|x=r]+]y]

1 o= =
M) r x|+ x+y

(6<[0,2))

(9.18)
2r+d(P,B) 2r+|x|+|y-r|
(2) 6= = (0e[2.4))
r -x+y
(9.19)
Simdi (1) ve (2) denklemlerinden x’i ¢ozersek,
(1) Denkleminden

POt W ) Y Y W% (9.20)

r r r r

0= 2y (iist yar1 diizlemde y>0 do. |y| =y)
r

2y=rf = yzérﬁ
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r+x+y = r:x+15r6 = r—g-r=x (9.21)

{4

buluruz. Benzer sekilde hareket edersek,

r=-x+y

g2t (P.B) _2r+[x+|y—r|

(9.22)
r r
~ 2r+|x|+|y—(—x+ y)l _2r+|x+4]
B r - r
22 g 242 Or-2r=2x]
;
|+ = r(%—lj = | =r(-§—1) (9.23)

|x|=r]—gl = x=]——0—
2 2

bulunur. Dolayisiyla 8 agisi iist yar1 diizlemde ise yani (8 agisi [0,2) yada [2,4)

de ise)

o dr(P.A)

r
p_2r+d; (P.B)

r

denklem ciftinin aym ¢oziimii (9.24)
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(%) x= r(l—g}

dir.

Diger taraftan 6 agis1 [4,6) yada [6,8) bolgelerinde ise

p_Ar+d (P.A)

(3) r

r=-x-y

yada (4) 0=

r
r=x—y

denklemleri aym anda gerceklenir. (3) denkleminden

0 4r+d, (P,A") _ 4r +|x+r]+|y|

r

r

_ 4r+|—x—x—y|+|y| _ 4r+|y|+|y| _ 4r"+2|y|

r

9r=4r+2|y| = r(0—4)=2|y| =

e
=r($-4) = bl=ri4

r

r

r=-x+y = r:—x—r(£—4] = x=—r—r(2—4)
2 2

= x:—r|i1+—§—4} =
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)

(9.25)

(9.26)

9.27)

(9.28)

(9.29)



x=—3+g (9.30)

bulunur. Benzer sekilde hareket

_6r+d, (P,B) B 6r+|x|+|y+r|

r r

denklem sisteminin ¢ozimii

r=x-—y

0=6r+|xl+|y+x—y|=6r+2|x| - r9=Gr+2IX| (9.31)

r r

r0—6r=2|xl = |x|=(—3+§]r =

x=—3+g
2

bulunur.

Dolayisiyla Cos (), fonksiyonu (TRIGONOMETRIK ORAN FONKSIYONU)

1—% 6e{[0,2)U[2,4)} = 6€[0,4) ise

Cos(), === 5 (9.32)
r Bt ge {[4,6)U[6,8)} = 0 [4,8) ise

seklinde tanimlanir.
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9.2.1. Sin(G)T Oran Fonksiyonunun Bulunmasi:

N

Sekil 9.6 : Sin(@), Oran Fonksiyonunun Bulunmasi:

a
OHP dik iiggeninden

Sin(6), = 9.33)
r

olarak tamimlamr. Fakat € ac¢isinin durumu,
Be [0,2), Ge [2,6), Ge [6,8) (9.34)

olmasi halinde
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9 ge [0,2) ise

Sin(é’)T=<2—-§ 0e[0,2) ise (9.35)

-4+§ 6e[0,2) ise

seklinde bulunur.

Euclidyen trigonometride oldugu gibi

1g(0) = L ==
8 )T Cos (6’)T x
Cos(6
Cotg (6), =— ((9))T =—’yC- (9.36)
T
# '}f
£ o ’j}' {}{‘A g: }
CRY TTEEIN
l’w’/f‘/)& L i ’1\&'
T N
(L?} (& @g'& | b \\%\
igﬂq)m""“ 1 i - ""'X;C'{}‘ﬁ'ﬁi)
| | i
) | j
(%27 (x,0) (x3,0)

Sekil 9.7. Euclidyen trigonometri
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a; =d; (B,C)=|x,—x,|+|y, -y, =
(1) a; =|x,—x,|

by =d; (A,C)=|x,—x|+|y, = |

¢; =d; (A,B)=|x,—x,|+|y, - y,|

a, —b; =|x3—x2|—|x3—x1|—|y3—y1|
a, +b, :|x3 —x2|+|x3 —x1|+|y3—y1|

(9.38)

(br—¢;) < (bT)2 ’(CT)Z < (by +¢)
(bT +CT) (aT)z (bT —CT)

|x3_x1|_|x1 _le

I)c3 —x1|+|x] —x2|+2|y] —y2| B

o) - _r 9.39
Sec(6); Cos(0), «x 63
1
Cosec(6), =— 0 =§ (9.40)
T

seklinde tamimlanirlar. Fakat burada

a* =b* +c¢* ~2abcCosA
(d,(B,C)) =(d, (A,B)) +(d, (A,C)) =2(d; (A.C)) (d; (A, B)) CosA
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—2|:()c]x2 + X%, +2Y,, )]+ 2(x,y, + %)

(9.41)

1
h'ra :'2'(bT+CT"aT)
2 1 2
h’; =—(bT+CT_aT)
« 4
A(xv)ﬁ)’ B(xz’}’2)’ C(x3,y2)
2[(x,x2+y]y2)—(x]y2+y]x2)]

2[(x1x3 +3,3:) = (X3, + ¥ )]

a=a,
b=b,
c=c¢
haT =h,
O
| __B(xuyn
Y2
yi| ] .
L AX1LY1) 1 C(X23,y2)
X1 X2

Sekil 9.8. Euclidyen trigonometri



10. KOSINUS TEOREMININ TAXiCAB GEOMETRIDE iFADESI:

RT2 taxicab diizlemi ile 0 2 oklidyen diizlemi hemen hemen aymidir. Noktalar,

dogrular, agilann 6lciilmesi, aymidir. Buna gore;

Onerme 1 : Taxicab diizlemde verilen ABC ii¢geninin kenarlarinin

uzunluklari;

a, =d;(B,C),b, =d, (A,C)veC, =d (A,B) olsun. Eger ABC ii¢geninin bir

kenari, BC’ye paralel ise ; éveé‘ genis ac1 degilse;
2 2 L2 N
(br) +(CT) z(aT) +(a T) +2hy, (aT +h’l'a)

(b, )2 +(cr )2 = |:(aT )2 + (a"T )2 - 2a'Ta"TCOSA} +2h,, (a; +hy, )(1-CosA)

(10.1)
-2 (b, )(c; )-CosA
by, =d;(A,B,C).a; =d,(B,H),a; =d;(H,C)
Ispat: Alacagimiz ABH ve AHC ii¢genleri igin;
a; =d.(B,C)=|x, ~ x,|,by = dy (A, C)=|x, = x| +|y, — 4|
¢; =d;(A,B) =|x, —x,|+|y, - | (10.2)

h;, =d;(A,B,C) :Iy] _yzl
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a, = d,(B,H)=|x,—x,|

a, =d,(H,C)=|x - x|

Bu esitsizliklerden ;

bT :a;"+h7'a’ CT :a;"+h7'a VeaT za‘7‘+a;'
(10.3)

(by)* +(c;)* = (ar) +(a;)’ =2hy, (ar +hy,)

olacaktir. Diger taraftan ;

(B, +(c;)* =2(b,)(c;) CosA=[ (&) +(ay)’ —2a;) +(a;).CosA |+

(10.4)
= [2hTa (a’f + h’ra)(l - COSA):'

acikc¢a goriiliiyor.

Onerme 2: Eger ABC iicgenin bir kenari, BC kenarina paralel ise B ve C

acilan dar ac1 degillerse;

ar =dT(B,C)=IX2 _x3|’b7 =d;(A,C) =|x1 —x3|+|y1 _y2|
¢; =d (A, B)=|x,— x| +|y, - v,
(10.5)

h =|y1 _yzi Ay =|x1 —x2| sar =‘x1 _x3|
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Ispat : Bu esitsizliklerden ;

by=a,+hy,, ¢;=a +h, vea,=a,—a,
(10.6)

ve
(bT )2 + (CT )2 = (a‘T)2 + (anr )2 +2hy, (a.T + a"T +hy, )
(by )2 +(cr )2 2 (b )(¢p).CosA=(a; )2 + (a"T )2 —2(a,)a ;)CosA

(10.7)
+2hy, (a +a' +hy,).(1-CosA)

oldugu goriiliir.

Onerme 3: Oklidyen geometrik kosiniis teoriminin, Taxicab geometrisinde
eksenlerden birine paralel olan kenar ve bu kenara ait yiiksekligi ile yiiksekligin bu

kenar iizerinde ayirdi@ parcalar cinsinden ifade edildigini gosterir.

ispat :

a

Sekil 10.1 : Onerme 3
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|BH| +h* =c*
|HC| + 1 =b*
¢* ~|BH|' =b* -|HC|’

(b* +c*)=2n* +|BH| +|HC[’

cosq, :% h=b.CosA, oldugu agik¢a goriiliir.
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11. UCGENLERDE HARNACK ESITSIZLiGININ TAXiCAB
GEOMETRIDE IFADESI

Onerme 1: Taxicab diizlemde, ABC iicgenin kenarlarinin uzunluklars;

a, =d,(B,C),b, =d,(A,C)veC, =d (A,B) ise;

A A D
(1% B ve C dar agilar olmak iizere eger ABC iicgeninin bir kenari, BC

kenarina paralel ise;

(bT)Z +(CT )2 = (a“T )2 + (a‘r )2 +2hy, [ar + h’l'a]
(b ) +(c;)* -2 (by)(cy).CosA= [(a'T )2 +(a’y )2 ~2d.a ,+ CosA}
+2hy, (ay + hy,).(1-CosA) (1.1

h,=d,(A,B,C) ,a,=d,(B,H) ,a,=d,(H,C)

dir.
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Ispat :

A
y A(X1,y1)

B(xa,y2) a, H a; C(x3,y2)

v
>

Sekil 11.1 Ucgenlerde Harnack Esitsizliginin Taxicab Geometride Ifadesi

u] 0
Alacagimiz ABC ve AHC iiggenleri igin
a, =d;(B,C)= |x2 —x3|,bT =d (A,C) =|x1 —x3|+|y1 - y3|

Cr =dT(A,B) =|X] _'x2|+|y1 _yZI

by, =d,(ABC)=|y,~y)| @ =d(B.H)=|x~x| , P

a;za’T(H,C)le—)%I

Bu esitlikler;

b,=a,+h,, c,=a,+h, vea,=a,+a, (11.3)
ve

(b +(er)" =(a7 ) +(a7) +2hy, (a +hy,) 114
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Diger yandan bu esitliklerden faydalanarak;

2 (by)(c; ) CosA==2[ a1, +hy, (ap +hy,) | CosA (11.5)

Basit hesaplamalardan sonra ispat tamamlanmis olur. Oklidyen

trigonometrisinin

—-1<cosA<1  Ozelligini
(11.6)

(a;-a,)<(a;)’ —(a,)’ —2(a;)a; +cosA) < (a,)’

299

ifadesi i¢in kullandik. Bu ifadeye “taxicab geometride harnock esitsizligi” denir.

. 0 al
Onerme 2: Eger ABC ii¢geninin bir kenart BC kenarina paralelse, s(B) =

90° ise

A acis1 ve C agis1 dar acilar ise,

A( X1.v1)
bT
h
*
Hxy:) a B(x2,y2) C(x3,y2)
> X

Sekil 11.2 :Ucgenlerde Harnack Esitsizliginin Taxicab Geometride Ifadesi
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Ispat : Bu iicgen igin;

a; =d;(B,C) =|x, - x,|+|y, - »| =%, — x|

by =d (A,C)=|x, —x;|+|y, = 3]

¢r =d (A, B)=|x,—x,|+|y, - ¥)|

by, =dr(A,B,C) = |x,— x| +|y, - y,| = |y, - ¥)| (117
ay =d,(H,B)=|x,— x|+ |y, = | =|x, — %]

ar =d (H,C)=|x,— x|+ |y, — »| =[x, — x]

Bu esitsizliklerden ;
bT = dT(A’C) = Ix] —x3‘+|y] - y2| = a"T +hTa

Cr =(A’B)=|'xl _le+|y1 _)’2|=avr +h,

(11.8)
a,=a,—a,
(B ) =) +2h, (d +hy, )
=(a,) +(dy) ~2d by, +2d 42y, (119)

=(a'T)2 +(a"T)2 +2h, [a"T +a'T +h,, :|
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ve

2 (b;)(c;).CosA==2(a"; +Hhy, )(a'T +hy, )-CosA

=—2[a,a, +ayhy, +a' h,+hy, | Cosh

(11.10)
' " . " 2
= —Z[a sar+h, (a,+a ThTa:| CosA
Bu esitsizlikleri kullanarak;
() +{er) =2ty ) () cosA=(a, ) +(d,) ~2ny [+, 4y, |-
2ay)(a;).cos A-2h, [a"T +a, +hTa:|.oosA a1

=[ (@,)’ +(@,) ~Aa,)d,)cos A [+ 2k, (@ +a + 1, Y1 —cos A)
olur.

Sonucta  (2,3).....esitligi, —1<cosA<1 olmak iizere, Oklidyen
trigonometrisindeki, Kosiniis teoremini verir ve sonra biz

(a;)* < (a;)’+Ha ;) —2(a,)a)cosA<(a; +a )’ (11.12)
T

olarak taxicab geometrisindeki , harnock esitsizligini buluruz.

64



12. KURELERDE TAXICAB UZAKLIGININ BULUNMASI:
Gecen yiizyilin baslarinda diizlemsel geometriler i¢in metrik aileleri, taxicab

metrigini de icine alarak incelenmistir. Sonra taxicab diizlemsel geometrisi ve

uzunlugu gelistirildi. Bilindigi iizere; |x,—x2|+| y,—yzl taxicab uzaklidi yerine;

(x,—y) ve (x,—y,)noktalarnin arasindaki uzaklk:

\/ (x,— x2)2 +(y,— yz)2 oklit uzaklhig: olarak kullanilmistir.

Taxicab geometriye bagli problemler, [1,2,3,6,9,10,]1,12,13,15] say1 grubu

ile ¢ahgilmistir. Oklidyen geometri dogal diinyada iyi bir model gibi goziikiirken;
taxicab geometrinin daha iyi bir model oldugu (suni kentsel diinyada)

diistiniilm{istiir.

Diinya yiizeyi, kiire yiizeyine benzetildiginden beri, akla kiiresel taxicab

geometrinin, diizlemsel geometriden daha anlaml geldigini fikrine varilmistir.

Bu nedenle, bu calismada, kiire ylizeyindeki taxicab uzunlugunu verecegiz.

12.1. iki Nokta Arasindaki Kiiresel Taxicab Uzakhg:

u ve v, P noktasinin iizerinde bulundugu kiirede sirayla enlem ve boylam

olsun. Bu siral1 (u, #) nokta ¢ifti, P noktasimin “cografik koordinatlari” adin alir.

. /4 /4 - .« .
Eger ) <u< B} ve -7 <v <7 icin P noktas1 kuzey yarimkiirede ise,

EgerO<u S% ve P noktasi giiney yarimkiirede ise ——725 <u<0 olur.
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Benzer olarak, P noktasi doguya ait yarim kiirede ise 0<#< sz ve P batiya

ait yarimkiirede ise —7 << 0 olur.

Boylece kuzey kutup noktas1 N = (—%,Oj iken ; P=(u,8) ve Q= (u,,d,)

kiire iizerindeki herhangi iki ayr1 noktadir.

NPQ kiiresel ticgenini dikkate alirsak;

a=<PO=QPQ ,b=<QON=QN ve c=<PON =PN

Sekil 12.1 :Iki Nokta Arasindaki Kiiresel Taxicab Uzaklig::

NPQ iicgeninin acilari, kiiresel agilarin N, P, Q kesisim noktalarina goére

diizenlenmistir.

NPQ iki biiyiik kiirenin noktalar1 olup kesisim noktalarinin arasindaki agiya

A A A

tegettir. Benzer sekilde a,b,c ve N,P,Q Kkiiresel agilarinin olusturdugu NPQ ii¢geni

gecerlidir.
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cosa = cosh.cosc +sinb.sinc.cos N
cosb = cosa.cosc +sina.sinc.cos P (12.1)

cosc =cosa.cosb +sina.sinb.cos Q.....(1)

Simdi P noktasindan, Q noktasina olan uzaklhigin (1)’de hesaplanmis olan

haline bakalim;

cos PQ = cos NP.cos NQ +sin NP.sin NQ.cos N (12.2)

o |v1—v2| eger|v]—v2|_<_7r
27z—|vl—v2|eger|vl—v2|37r

~ /4 /4 . (7 . (7
cos PQ = cos E_MI .COS E_uz +sin E_ul .sin E—uz (12.3)

ve PQ = arccos (sinu,.sinu, +CoSu,.co8 u,.COS(V, =V,)).....(2)

Boylece kiiresel arc uzakhigr dy(P,Q), P noktasindan, Q noktasina olan, r

yarigaph kiiresel uzaklik;

d.(P,Q)= |PQ| =r.arc cos(sin u,.sinu, +cosu,.cosu,.cos Uv1 —vzl]).(3)

(12.4)

[Jv, =v, |]= v, =v,| egerly,—v)|<7
1~V 27—y, —v,|eger|y, —v,| <7 1s)

12.2. Kiire Uzerindeki Iki Nokta Arasindaki Taxicab Uzakhgmn

Bulunmas
r yanicaph P=(u,v,) eger Q=(u,,v,) koordinatlariyla verilen kiirede; P

enlemli Q boylamli kesisim noktasinin C oldugu ve D noktasinin ise Q’ya ve P’ye

paralel olan dogrularin kesim noktas: oldugunu diisiinelim.
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(12.6)

=90

ifadesine P ve Q noktalar1 arasindaki “kiiresel taxicab uzakhgi” denir.

C enlemi; C noktasinin, P paraleliyle aynm1 oldugundan beri u, dir. Benzer

sekilde;D boylami da D noktasimin Q ile paralel oldugundan beri v, dir. KL ekvator

tizerindedir.

lPél—iKil _ r.|v] —v2|.cosu1 egerlvl—vzlﬁﬂ'
RO = .27 —|v, —v,|).cosu, egerlv, —v,|<7  (12.7)

C noktasinin enlemi u, dir.Aym P noktasi, C noktasina paraleldir.

A Lo 3 r.|v1—v2|.cosu2 egerlvl—v2|37£
|P0|=[KL| cosu, _{r,(Zﬂ'—lvl —v,|).cosu, eger|y, —v,|<7  (12.8)

|co|=|PD|=r.(u,~u,) (12.9)
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simdi de P noktasi ile Q noktasi arasindaki kiiresel taxicab uzakligim asagidaki gibi

formiile edelim:
r.(Iul—u2|+|v]—v2|.cosu1),|vl—v2|S7[ ve|u1'2|u2|
r.(lu] —uz|+|27[|v1 —v2|COSL4]|.),|v1 —v2| > Ve|u1| 2 |u2|

dg (P,Q)=1 ,...(6)

r.(|u1 —u2|+|v] —\/2|.cosu2),|v1 —v2| <z Ve|u1| 2 |u2|

Lr.(|u1 —u2| +|27Z|v] ——vzlcos uzl.),lv1 —v2| > Ve|u1| 2 'u2|

(12.10)

son olarak, asagidaki formiil sekline kisaltilabilir.
dg (P,Q) ={r.(|u] —u2l+|v1 —v2|.cosu,.),|v1 _Vzl sz ve|u1| 2 qul }’

u, =max{‘u]|,|u2|}....(7) (12.11)

Iv1 —v2| egerlv] —v2|S7£

DW—%H=

27[|v1—v2|eger|vl —v2|>ﬂ'
Asagidaki Onerme; taxicab uzakhk fonksiyonun pozitif, belirli ve simetrik
oldugunu fakat ii¢gen esitsizligini saglamadigim ifade edecektir.

Onermel: a) Kiire iizerindeki (P,Q)sirah ikililerinden her biri

dy = (P,Q) negatif olmayan ifadesini belirler.

b) d,, =0 ise P=Q
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) dg (P,Q)=dg(Q,P) olur.
d) d; (P,Q)+d(Q,R) 2d,,(P,R) esitsizligi saglanmaz.

Ispat : a, b, ve c ifadeleri d,, ’nin tanimindan anlagildig: iizere gecerli olur.

Ote yandan,

d,; icgen esitsizligini saglamadig goriildiiglinde;

.4 St &
POR P=| — = —,— 12.12
Q (12,0) , (12,6j ve (0,7) ( )

Simdi su soruyu cevaplayalim:

Kiiresel taxicab geometride cetvel 6nermesi benzer sekilde nasil verebiliriz?

R yaricapl, tiim noktalarin kiimesinin isareti P olsun.

PQ yoriingelerin birlesimini, P den Q’ya kiiresel taxicab uzakliginin bulunmasim

da, arc hesabi i¢in kullanahm. Kiire iizerindeki XY kisimlarina 1 diyelim.

L={XY yoriingesi : X ve Y kiire iizerinde herhangi iki noktadir}

Boylece P noktalar kiimesini ve XY nin 1 yoriingesi (P,L) geometrik yapisini

g0z Oniine alirsak;

f (u) fonksiyonu
fw)=Qu+rx.cosu).r

en uzun uzakhigin hesabinda kullamilir.Burada u kutuplara yakin olup, P ve Q

noktalarinin enlemi u’dur.

f ’nin maximumu igin;
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u =39,5402237478101954126990155590261°
=39°3224
=0,219667909710056641181661197550145x

= 0,690107091374539952004377909070395
(12.13)

ve k degeri i¢in f ’nin maximum degeri;

k =1,210513662353018684327769435160727xr
= 3,80294082871831896417830842653785 r

Bundan dolayr;

0<f(u) <k = max;(P,Q) <k
(12.14)

Kiire iizerindeki PC ve CQ arc uzunluklarimn bilesimi olarak verilen PQ

kiire iizerindedir. P noktasinin kutuplara en yakin olacak sekilde belirlenebilmesi i¢in

¢ fonksiyonunu asagidaki sekilde tanimlayalim:

¢:PQ —[0,d,(P,0Q)]
(12.15)

Uv - v0| ] cosu, eger (u,v), PC iizerinde ise
W, v) = ou,v)=

Ju-ug|+|v—vo|.cosu, eger (u,v), CQ iizerinde ise

[v=v,| eger p—v,| <7

[ v=v ]= (12.16)

27Z—|v—v0|,eger Iv—vol >
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¢ uzaklik fonksiyonu , X ve Y ise PQ iizerindeki herhangi iki nokta

ise,
lp(X)—p(¥)|=ds (X,Y) (12.17)

ifadesi saglanir.

12.3. Kiiresel Daire ve Kiiresel Taxicab Dairesi

a)Cografik koordinatlar1 ve merkezi kiire iizerinde verilen kiiresel daire

denklemi:
Acikca diizlem ve kiirenin kesisimleri dairedir.
Kiiresel daire, “’kiire iizerinde verilen sabit bir noktadan esit uzaklikta, yer alan

noktalar kiimesidir” seklinde tamimlanir. Simdi r yancaphh ve kiire tizerindeki

P =(u,,v,) noktali kiireyi gz Oniine alalim.

P noktasindan gecen ve P noktasindan hareketle, P noktas1 boyunca ol¢iilen
biiyiik dairelerden k birim uzakliktaki olusabilecek kiiresel dairelerin denklemini

bulalim. Eger x = (u,v) bu kiiresel dairenin lizerinde ise;

x = (u,v) kiiresel dairenin iizerinde ve IPX | = k olacak sekilde;
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Sekil 12.3 : Kiiresel Daire ve Kiiresel Taxicab Dairesi

cos PX = cos NP.cos NX +sin NPsin NX .cos N

cos X = cos(%—uoj.cos(%—uj+sin(%—u).cos(v—v0) (12.18)

r

k = rarccos(sinu,.sinu +cosu,.cosu.cos(v—v,), k<zr...... (8)

12.4. Kiiresel Taxicab Dairesi:

Kiiresel taxicab dairesini, kiire tizerinde verilen sabit noktadan, verilen

degismez noktalar kiimesinin, kiiresel taxicab uzaklig: olarak tamimlariz.

P =(u,,v,) merkezli, r yarigaph kiire lizerinde, k yarigaphk <zr, kel ,

kiiresel taxicab dairesinin denklemini bulalim:
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dg,(P,Q)=k, k<7mr

r(lv—vol.cosu +|u—u0|),|v—v0| <7 ve |u| 2|u0|

r((27z—|v—v0|)cosu+|u—u0|),|v—v0| > ve|u| Z|u0| (12.19)
k=< L. 9

r(lv—vol.cosu +|u—u0|),|v—v0| <7 ve |u| <|u0|

\r((27[—|v—v0|)cosu+|u—u0|),|v—v0| > VCIUI <|u0|

Onerme: Kiiresel daire ve k yaricapli kiiresel taxicab daire kutupta ortak

merkezleri varsa, denk olurlar.

Kamt: Kuzey kutup (u,,v,)= (%0) iki dairenin merkezi olsun.

k = r.arccos(sinu),k < zr (12.20)

kiiresel dairenin denklemi olsun.
4
k=r(3—u),k3ﬂr (12.21)

k yarigapli kiiresel taxicab dairenin (9) daki denklemleri kullanarak bulunabilecek

denklemi i¢in;
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k=r |v|.cos£+ u—ED,M < 7[,|u| <Z
2 2 2
T T
k:ru—E,Iv|S7Z,|u|<5 (12.22)

Benzer olarak eger (uo,vo)z(—%,oj verildiginde her iki durumda da

k= r.(-;ﬁ+ uj,k < zr saglamyor. Genelde, taxicab kiiresel daireler, 6klidyen daireler

degildir. Yalmzca merkezi kutupta olanlar hari¢ tutulur. Aym zamanda bunlar

dairesel arc uzunluklar1 ve diizlemsel egrilerin kombinasyon olusturmadiklar

goriiliiyor.
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13. EUCLID GEOMETRISINDEKiI UCGENIN ALAN FORMULU

Eksenlere paralel uzunluklar ahndiginda TAXICAB UZUNLUGU ile

EUCLID UZUNLUKLARI ESITTIR:

Ispat: ispati mutlak degerin esdeger ikinci tammim vererek yapanz. X

herhangi bir reel say1 olsun. Bu reel sayinin mutlak degeri

x x>0
(1) x| =<0 x= (13.1)
-x x<0
Seklinde tanimlandig1 gibi aym zamanda
@ x| = +Jx (13.2)

Esitligi ile tammlanir.

A% .
. Bk (x
(o) |- ~ ~- ( 399

Sekil 13.1 Euclid Geometrisindeki Ucgenin Alan Formiilii
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AB /| OY = dg(A,B)=(x, - x)* + (3, - )’ =
& (13.3)

NO=9) =y, -y [Ed.(AB)

BC // OX = d(B,C) = /(X —x,)} + (y,—¥,)* =
@ (13.4)

NG5 —x)" =[x —x |=d;(B,C)

Bulunur. Dolayisiyla (3) ve (4) esitlikleri lemmayi ispatla.
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14. HERON FORMULUNUN TAXIiCAB GEOMETRISINDEKI
iIFADESI

14.1. Eksenlere Paralel Uzunluklar Ahndiginda Taxicab Uzunlugu ile
Euclid Uzunluklan Esittir.

Diizlemde Euclid uzaklif ile Taksicab uzakligi arasinda,

2
de (P.@) =[ (d,(P.@))’ =2[(x,3, + %,5,) — (5,7, + ,%)]] (14.1)
Bagintis1 vardir.

Ispat : Ispati yine mutlak degerin esdeger tamimimi kullanarak yapariz.

P veQ noktalan arasindaki uzakhik

Taksikab uzunlugu
M { (14.2)

dT(P’¢)=|x2_x1 |+Iy2"’y1|

Sekildedir. Mutlak degerin ikinci esdeger tanimi kullanilirsa (1) esitligi

S (-~ 2)‘3{’

(o4

G T

|
|
|

Sekil 14.1 Heron Formiiliiniin Taxicab Geometrisindeki Ifadesi
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2) dT(P’(p):\/(xz "xx)z +\/(y2")’1)2 = x,—x|+]y, - | (14.3)

Seklinde yazilabilir. Diger taraftan bu noktalar arasindaki Euclidyen uzaklik

3) dg(P.@)=(x, = %)’ + (3, - 3,)’ (14.4)

[fadesi ile verilir. (2) ve (3) bagintilarindan

(e (P, @) = (3, = 5,)2 + (3, = 1)° = 2 (%, = 5)* N, = 3, )

(14.5)
= (5= X5) (3 = )+ 25— x)2 (7, — W)’
@) (dr(P,@)) = (%, =)’ + (¥, = )" +2(x, = x)(¥,~ ») (14.6)
Esitligi bulunur. Diger yandan (3) bagintisindan hareket edersek
(5) (dr(P,9)" = (x, —x)* +(y,— y))’ (14.7)

Esitligi elde edilir. (4) ve (5) esitliklerinde.
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(@, (P,9))" =(d(P,9))" +2(x, ~ x)(¥, = »)

(6) (14.8)

& (d(P.9)) #y(dr (P.@)) =23, + %,,) — (1,3, + ¥,3,)]

Esitligi bulunur.
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15.TAXICAB GEOMETRIDE PiISAGOR TEOREMININ iFADESI

(d;(B,C))* = (d,(A,C))* +(dr (A, B))’ +

(15.1)
202x,y, + ¥+ x,y,1-2[x + y2 + x,x, + 3,,]
o)
(991 103,950
|
‘ 3
00

Sekil 15.1 Taxicab Geometride Pisagor Teoreminin ifadesi

aT :dT(BaC) '—_1 x2_x3 |
by =d (A,C) = x,—x, | +| y, = ¥, |

(15.2)
¢ =d (AB)x—x,|+]|y, -y,

b, =d.(A,B,C)=|y,—y,|
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a, =d;(B,H) zlxl _x2|

(15.3)
a;:dT(H,C)=|x]—x3|
by =d(A,O)=x,—x | +|y, -y, | = ag+h =
* br_a;’:h'ru
e =d (A B)=x,—x, |+ y-y,| = a;+h'ra =
o CT_a;zh'rﬂ
(by)* +(c)’ = (a7 +h )’ (a; + by, )
= (a7)*+ (a7)* +2agh, +azh,) +2(h; )’
(b))’ +(c;)* = (@)’ +(ay)* +2h; (a7 +a)) +2(h; )’
;’+ ’ +
(Br) +(cp) = (ap)* +(a;)" +2h, r - h’} (154)
‘ aP
B +(er) = @)+ @) +2h, [ar +1y, |
(15.5)
=2k, (by)cp)==2(a7 +hy Ya; +hy)
=22 [a}'a; +ath, +hd +(hy )2]
(15.6)

= 2| afa; + Iy (a7 +a")+ (B, )]
= -Z[a;a; +hy (a; + a'hTa )] =
~2(b; )¢y ) =—2a7a" 2k, (ar +h;.)

82



(b)) +(c; )’ =2(b, )c;) =(ar) +(a)) —2arar) =
(b, ~c,;)’ =(a; —a, )’ (15.7)

I 4 ’
by —c; =a; —a;

~2(b;)(¢;)-CosA==2[ afay + Iy (ar + My ) | CosA
(by)* +(cp)* = 2(by )y )-CosA
= 2ay) +(a)) +2h, [ap +hy |-2[ala; +h, (@, +1y ) |CosA  (15.8)
= (ay)*(a])* +2h, (a, + Iy, ) - 2ala;CosA— 2y (a, + by, )CosA

= ((a7)* +(a7)* —2a;a7CosA) + 2k, (ar + hy )(1 - CosA)

(b)) +(c;)* —2(b,)(c; ).CosA
(15.9)
=[ (@) +(a])’ +2a;a;CosA |+ 2k, (a, + I )(1—CosA)
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{0)%3 S

(,03333

T X

Sekil 15.2 Taxicab Geometride Pisagor Teoreminin Ifadesi

d,(B,P)+b, —d,(A,P)
d.(A,P)=X,

A A
ABC=BPC

ar by Cr a,

d —d (AP) ¢

= = =—=— (15.10)
d;(A,P) b—x, ¢ x

(b))’ —b.x, =azc,
=) = () = a.¢; (15.11)

b, .x, = (c; )2

(b,) =(c;) +azc,
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(bT)2 =(¢; )2 +arc;
2 = (b))’ +(cp)’ = arey +2byx, (15.12)
(CT) = bTxT

b’ =c’+acll

dr(AH)=h. =|y,~y|
(a7)* +2arh; +(hr,,)2
ar = x, = x, |
=(ap)’ +2xph, +(hy ) +ap(a) + 1y )
by = x —x | +|y, -y = b =a; +h
(a@7)’ + Za;h., =(a.)’ + 2a}h,, +a,a,
e =x—x|+ly —ye=d+h
(ar)’ —(ap)’ = 2h; (ar —df. )?
a;=|x2_x1|

+a,a; + arh,.

ar =x,—x |

(@) = (a} ) =y -arhy, = ay(af-hy)

(15.13)

Taxibal geometrisinde de
(1) -1<CosA<1

Oldugunu kullanirsak ve a;.,a; ,h; ,a; uzunluklan pozitif uzunluklar oldugundan (1)

den
-2aya, < -2a,-a"CosA < +2aya; =
(@) +(ay)’ —2ara) < (a,)*+ay)’ —2a,aCosA < (ay)’ +(ay)’ +2aray

(15.14)

=@3) (ay-a7)’ <(a})’+(ay)’ —2a,a;CosA < (ar+ay)’
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Bulunur. Diger yandan
2k, (a; +h; )1 —CosA>0
Oldugunu g6z 6niine alinarak

(@, —ay) + 2k (ap +hy Y1~ CosA) < (@) +@a})? —2a,a,CosA
+2h,a(a,r +h,,a)(1—CosA) (15.15)

<(a,+ay) + 2hy (ar + by )(1—CosA)

(ap +a7)’ + 2k (ar +hy Y1 —CosA) < (b )’ +(c;)* = 2(by )¢, )CosA

(15.16)
<(a;)* +2h, (a, +h YA~ CosA)
(ar=a7)’ +2hy (ar +hy YA —=CosA) < (b )’ +(c;)* = 2(by (¢, )CosA
(15.17)
<(a) +az)’ +2hy, (ap +hy )1 = CosA)
(@ —ay)’ <(by)’+c,)’ —2(b,)c;) S (d) +ab)’
(a7 +a7)* < (b, —¢;)" < (a7 +a7)’ (15.18)

’ ” ’ ”
a,—a; <b.—c; <a;—a;
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16. TAKSiCAB GEOMETRISINDE iKiZKENAR UCGEN

1¢

(0)‘35? - — e ‘ﬁ (y‘ b\é!
/O
an
/ RN
. { AN
B -
(Ofn—— — ‘f(/ % 4 \:i’()“x;‘é‘&)

i § |
; l

Seki] 16.1 Taksicab Geometrisinde ikifzkenar Ucgen

ar =dT(B,C)=|x3—-x2 |+|)’2_}’1| = a4 = XX,

bT =dT(A,C)=|x] =X |+‘y1_}’2|

¢ =d (A,B) = x, —x, |+ y, = y, |
a}=dT(B,H)=|x]—x2|+|y2—y2| = a;zlxl—le
a;sz(H’C)=|x3_x1|+|y1"y2| = a; =|x3_x1|
bT:dT(A’B):Ix]—x3I+|y1_y2|
| %, = x|+ y,
=>b =, >
= |X1—x2|+ly1

CTdT(A,B) :| X =X |+|y1 - Y |
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|x, —x, |=|x—x,|>d; =a;, = (a; +a; =a;) (16.2)
_ Y

" 7
ar ar

CT=dT(A’B)=|x1_x2|+|y1-y2|:a;+|y1_y2| a;:_c.l_T_
- 2 (16.3)

» _Qar

hT,,:dT(A’H)Zly]_Y2| aT__z—

” ar
Cr =ar+h1,, = ¢ =—?+hfa
by =d (A, C) =|x ~x|=|x,—x,|=a; —h;) (16.4)
—_— Y

’

A
ar ar

by :a;'*'hra = br=%+}’1

a
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SONUC

Bu calismada matematigin orijininde yer alan iki temel alandan Geometrinin,
farkli biri dalr olan Taxicab Geometriye degindik. Bilindigi gibi bilim tarihi icinde
matematiksel gelismelerin yeri ve Onemi biiyiiktiir. Yillarca geometrinin gelisimi

incelenmis ve degisik geometri dallar matematikg¢ilere giindem olusturmustur.

I1k bolimde Taxicab geometri nedir? Sorusunun cevabina yonelik calismalar
bulunmaktadir. Oklidyen diizlem geometrinin sagladign aksiyomlar ve yalmzca bir
tanesi olan kenar a¢1 kenar aksiyomunun saglanmamasi, taxicab geometrinin
tiiretilmesine sebep oldugu iizerinde durulmustur. Oklit ‘in elementlerindeki
aksiyomlarda var olan bazi belirsizlikler ve eksiklikler, uzun yillar boyunca
bilinmesine karsin aynen kullamlmislardir. Bu aksiyomlarin incelenmesi sonucu

Taxicab Geometri olusmus ve gelismistir.

Gelisme boliimiinde ,Krause diizenlemesindeki paralellik aksiyomu dahil 12
aksiyomun hepsini saglayan fakat sadece KAK (Ucgenlerde Eslik) Aksiyomunu
saglamayan bir geometri ¢esidi olmasinin dogurdugu sonuglara yonelik durumlar
detayli olarak incelenmistirBu baglamda,iicgenlerde taxicab geometri;taxicab
trigonometri; Kosiniis Teoreminin taxicab geometride ifadeleri ve ¢esitli uygulamalar

irdelenmistir.

Sonug¢ bolimiinde Euclid geometrisinde iiggenin alan formiilii, kiirelerde
taxicab uzakhiginin bulunmasi, Heron formiiliinii taxicab geometrisi vasitasiyla
ifadesi, Pisagor teoreminin Taxicab geometride ifadesi ve taxicab geometride

ikizkenar iicgenin incelenmistir.
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