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OZET

Integral hesapta eliptik integraller, bir elips yay uzunlugunun hesaplanmasi
problemiyle ortaya cikmig ve ilk olarak Giulio Fagnano ve Leonhard Euler tarafindan
incelenmistir.

Modern tanimiyla bir eliptik integral, R iki degiskenli rasyonel bir fonksiyon P
ticlincii ya da dordiincii dereceden katli kokii olmayan bir polinomun karekokii ve ¢

bir sabit olmak iizere
F() = [R(t, P(t))at

biciminde ifade edilebilen bir f fonksiyonudur.

Genel olarak eliptik integraller elemanter fonksiyonlar cinsinden ifade edilemezler.
Bu durumun istisnalari P polinomunun kath kokiiniin olmast ya da R(x,y)
fonksiyonunun y degiskeninin tek kuvvetlerini igerdigi hallerdir. Buna karsin
indirgeme formiilleriyle her eliptik integral rasyonel fonksiyonlarin ve birinci, ikinci,
tictincti tiir eliptik integraller olarak adlandirilan ii¢ kanonik formun integralleri
biciminde ifade edilebilir.

Bu formlar diginda eliptik integraller “Legendre Formu” ve “Carlson Simetrik
Formu” adi verilen bicimlerde de ifade edilebilirler. Belirsiz integral hakkinda
detayli bilgi ise Schwarz-Christoffel doniisiimii incelenerek elde edilebilir.

Bu calismanin ilk boliimiinde eliptik integrallerin tamimi ve sekilleri verilmistir.
Ikinci boliim ise eliptik integraller ve eliptik fonksiyonlar ile ilgili problemlerin
¢Oziimlerini icermekte olup iigiincii boliimde cift periyotlu fonksiyonlar ve bunlarin
ozellikleri incelenmistir. Son boliimde ise elipste yalinkat fonksiyonlarla ilgili bir

calisma yer almaktadur.
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SUMMARY

In integral calculus, elliptic integrals originally arose in connection with the problem
of giving the arc length of an ellipse and were first studied by Giulio Fagnano and

Leonhard Euler.

In the modern definition, an elliptic integral is any function f which can be expressed

in the form
F() = [R(t, P(t))at

where R is a rational function of its two arguments, P is the square root of a
polynomial of degree 3 or 4 (a cubic or quartic) with no repeated roots, and ¢ is a

constant.

In general, elliptic integrals cannot be expressed in terms of elementary functions;
exceptions to this are when P does have repeated roots, or when R(x,y) contains no
odd powers of y. However, with appropriate reduction formula, every elliptic integral
can be brought into a form that involves integrals over rational functions, and the

three canonical forms (i.e. the elliptic integrals of the first, second and third kind).

Besides the forms given below, the elliptic integrals may also be expressed in
Legendre form and Carlson symmetric form. Additional insight into the theory of the

indefinite integral may be gained through the study of the Schwarz-Christoffel
mapping.

The first part of this work contains of the definitions and form of elliptic integrals.
The second part contains the solutions of problems on elliptic integrals and the third
part includes doubly-periodic functions and their properties. The last part of the

present work is devoted to a study on univalent on univalent functions in the ellipse.
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GIRiS

Eliptik integral kavrami bir elips yaymin uzunlugunun belirtilmesinde kullanilan bir

yontemdir. Normal integral ile yay uzunlugu bulmaya ¢alisirken elde ettigimiz sonug

bize kesin uzunlugu vermemekte, hata pay1 icermektedir. Ancak eliptik integraller ile

kesin sonuca ulagilabilmektedir. Bunun sebebi ise seriye acarak sonuca ulasilmasidir.

Bu calismada
1. Eliptik integrallerin tanimlar
2. Eliptik integraller ile ilgili problemler
3. Eliptik fonksiyonlarin tanimlanmasi ve 6zellikleri
4. Cift periyotlu fonksiyonlarin 6zellikleri
5. Elipste yalinkat fonksiyonlar

incelenmistir.

viil



1. ELIPTiK INTEGRALLER

1.1 Birinci Tiir Tam Olmayan Eliptik Integraller

O<k<l

t de
(1.1)  u=Fk,¢) :!m
seklinde tanimlanir; ¢ ye F(k,¢) nin veya u nun genligi denir ve ¢ =amu yazilir, k
ya da u nun modiilii denir ve k =modu yazilir. Bu integrale birinci tiir eliptik
integralin Legendre sekli de denir.
Eger ¢ =7/2 ise integrale birinci tiir tam integral denir ve K(k) veya sadece K
notasyonu ile gosterilir. Biitiin amaclar i¢in £ nin verilmis bir sabit oldugu kabul

edilecektir.

1.2 ikinci Tiir Tam Olmayan Eliptik integraller

[4
(12)  Ek,¢)= I\/l—kzsinzedﬁ 0<k<l
0

seklinde tamimlanir. Buna ikinci tiir eliptik integralin Legendre sekli de denir. Eger
¢ =7/2 ise integrale ikinci tiir tam eliptik integral denir ve E(k) veya sadece E
notasyonu ile gosterilir. Bu integral bir elips yaymin uzunlugunun belirtilmesinde

ortaya cikar ve eliptik integral teriminin kullanilmasinin bir nedenini teskil eder.

1.3 Ugiincii Tiir Tam Olmayan Eliptik integraller

9
(13) k)= 49 0<k<l

o (1+nsin® @)V 1—k>sin” @

seklinde tamimlanir. Buna iiciincii tiir eliptik integralin Legendre sekli de denir.
Burada n sifirdan farkl bir sabit kabul edilmektedir. Ciinkii » =0 i¢in (1.3) integrali
(1.1) integraline indirgenmis olur. Eger ¢ =7x/2 ise integrale iiciincii tiir tam eliptik

integral denir.



1.4 Eliptik integraller Icin Jakobi Sekilleri

Yukaridaki eliptik integrallerin Legendre sekillerinde v =sin# doniisiimii yapilirsa
x=sing olmak iizere, asagidaki integraller elde edilir. Bunlara sirasiyla birinci,
ikinci, ticlincii tiir eliptik integrallerin Jakobi sekilleri denir ve x =1licin tam integral

elde edilir.

dv
H1-kH?)

(1.4)  F(k,x)= j\/(l
A%

1—k*?

(1.5) E,(k,x) :I
0

(1.6)  II,(k.n, i
(om0 = {(an )\/(1 V(1 = k22

Yukaridaki integraller sirasiyla birinci, ikinci, Ugiincii tiir eliptik integralleri icin

Jakobinin sekillerini gosterir.

1.5 Eliptik Tipe Indirgenebilen Integraller

Eger x ve y nin cebirsel rasyonel bir fonksiyonu yani x ve y cinsinden iki polinomun

bolimii  R(x,y) ise, IR(x, y)dx integrali elemanter fonksiyonlar (cebirsel,
trigonometrik, ters trigonometrik, iistel ve logaritmik fonksiyonlar) cinsinden

hesaplanabilir. (y =+/ax+b veya y =+ ax’+bx+c igin)

Eger a, b, ¢, d, e verilen sabitler olmak iizere y:\/ax3+bx2+cx+d veya

y= \/ ax* +bx’ +cx’ +dx+e ise I R(x,y)dx integrali birinci, ikinci, iiclincii tiir

eliptik integraller cinsinden veya 06zel hallerde elemanter fonksiyonlar cinsinden

hesaplanabilir.

Eger P(x) dortten yiiksek dereceli bir polinom olmak iizere y=,/P(x)

I R(x, y)dx integrali hiper eliptik fonksiyonlar yardimiyla integrallenebilir.



1.6 Jakobi Eliptik Fonksiyonlari

Birinci tiir eliptik integralin Jakobi seklindeki iist limit x, Legendre seklindeki iist
limit ¢ ye x=sing bagmtisiyla baghdir. ¢ =amu oldugundan x =sin(amu) dur.
Boylece eliptik fonksiyonlarin tanimina varmis oluruz:

(1.8) x=sin(amu)=snu

(1.9)  1-x* =cos(amu)=cnu

(1.10)  1-k%x? =+/1—k*n’u =dnu

(1.11) X snu

Bu fonksiyonlar, trigonometrik fonksiyonlarinkine benzeyen ve problemlerde
gosterilecek olan pek cok onemli 6zellige sahiptirler.

Ters eliptik fonksiyonlarin tanimlanmasi da miimkiindiir. Ornegin x=snu ise
u=sn"'x dir. u nun k ya bagimh olduguna dikkat ediniz. Bu bagimlilig1 iyice
belirtmek icin bazen u =sn”' (x,k) veya u=sn"' x, modk yazlr.

Simdi eliptik integralleri daha iyi kavrayabilmemiz icin ©rnek problemleri

inceleyelim.



2. COZULMUS PROBLEMLER

2.1 Eliptik Integrallerle ilgili Problemler

1. Eger O<k <1 ise
/2 2 ) 5
de T 1 ) 1-3 . 1-3-5 ]
K= | = =Tl S | K| S | K+ e | KO
“ ?’:m 2{ (2) (2-4) (2-4‘6j }
oldugunu ispat ediniz.

Oncelikle hazirligimizi yapalim.

Bir (a,b) araliginda n inci mertebeden tiirevi mevcut
f(x)=a,+ax +a,x’ +a,x’ +..+a,x" fonksiyonunu géz oniine alalim. Burada

a; (i=0,12,...,n) sabitlerdir. Bu fonksiyonun n inci mertebeye kadar tiirevlerini
hesaplayalim.

f'(x)=a, +2a,x+3ax’ +...+na,x""

f'(x)=2a,+3-2a,x+...+n(n— 1)anx”_2

bu sekilde devam edersek

F"(x)=nla,

bulunur. Simdi x yerine sifir yazalim. Bu durumda;

fO)=a,

f'0)=q

f"(0)=2aq,

bu sekilde devam edersek
" ©0)=nla,

olup buradan da q; leri hesaplarsak,

a, = f(0)
a, = f'(0)
2!
bu sekilde devam edersek

_ "0

n!

2

n



bulunur ki bu degerleri f(x) fonksiyonunda sirasiyla yerine koyarsak

2

f )= f0)+x" (0)+ f"(O) Sl f(")(O)

formiilii elde edilir. Bu formiile Maclaurin Formiilii denir. Simdi f(x) =+ x)"
fonksiyonunu ele alalim. Buradan;

f(x)=1+x)"

f'(x)=nl+x)""

) =nn-DA+x)""

bu sekilde devam edersek

f7(x) =n!

ve burada biitiin ifadelerde x=0 degerini koyarsak

f0)=1

f'0)=n

[ (0)=n(n-1

bu sekilde devam edersek

F70)=n!

bulunur. Yukaridaki degerleri de sirasiyla fonksiyonda yerine koyarsak
fx)=1+x)"=1+nx+ n(nz'_l) + n(n_lg(n_z) Sh+x"
fen=0-x"=1-nx+ ”(”2'_ D o nin= 13)‘(” 2 0 (-1 x"

olup burada n = —% alirsak

Amx) =l 13 2 199y
22 T2

/2 /2
yazabiliriz ve I d6 j(l —k*sin’ 0)*dO deyip x =k’sin> 6 alirsak
?sin’ )

/2 /2

HTJ

2 2 2
-z 1+(1j k2+(ﬁJ k4+(ﬁj kS +...
2 2 2-4 2.4.6

1+— k2sm 0+— 13 k4sin46’+ﬁkﬁsin66’+... de
2.4 2.4.6

sonucu cikar.



/2
2. J : integralini once bir eliptik integrale doniistiiriiniiz sonra ti¢ ondalikli
A/sin x

olarak hesaplayiniz.

x= % — y doniisiimiinii yaparsak dx =—dy olur ve integralin sinirlar sirasiyla

T
x=0=> y=—
Y75
T
x=—=y=0
) y
olur

yazabiliriz ve karekokten kurtulmak icin de cosy=cos’u doniisiimiinii yaparsak

—sin ydy = —2cosusinudu
2cosusinudu

dy=—"—""
sin y

olup sin” y+cos’ y =1 esitliginden ve cosy =cos’u yazilirsa

siny = \/l —cos’y =/1—cos*u = \/(1 —cos’u)(1+cos’u)
olur ve bu ifadeyi yukaridaki denklemde yerine koyarsak

2cosusinudu _ 2 cosu sin udu _ 2cosudu
sin y \/(l—cos2 u)(1+cos” u) \/1+coszu

dy =

olup bunu integralde yerine koyarsak

/2

o /sinx ”/2\/ (7: j \/cosy
270
=2”/2 cosudu

0 cosu\/l +cos’u



/2

’[\/211 (1/2)s1n uJ

/2

ZI o y1— (1/2)sm u

_ mfg,gj

bulunup ilk problemin sonucunda k = \/% konularak integral 2,622 degerini alir.

Bagka bir metot:
= dx 7
'f Teins integralinde yine x = 5 y doniisiimiinii yaparsak dx =—dy ve integralin
sinx

sinirlart sirasiyla

V4
x=0=>y=—
Y 2

b4
x=—=y=0
> y

olur. Dolayisiyla;

de _
sin x ”-/[2\/ H(Z—y) .[\/cosy

7/2 72 7/2

/2

|5

olup cosy =1-2sin*(y/2) yazarsak

_ dy
'[\/51nx - ’[ \/cosy '([\/1—2sin2(y/2)

olup ~/2sin(y/2) =sin¢ doniisiimii uygulanirsa

%cos(yﬂ)dy =cosgd¢

J2cos o
cos(y/2)

olur. Ote yandan

dy =

cos(y/2)= \/ 1—sin®*(y/2) = \/ 1- (1/ 2)sin’ ¢ ifadesini yukarida yerine koyarsak

=\/Ecos¢d¢= \/Ecosq‘)d(i)
cos(y/2) \/1—(1/2)sin2¢

bulunur ki bunu da integralde yerine

koydugumuz vakit



7/2 7/2 o B l
'[ \/smx N I \/cosy \/E;[ \/1—(1/2)sin2¢ _\/EK(\/;j

bulunur.

/2

3. I\/ cosxdx integralini eliptik integral cinsinden ifade ediniz.
0

Karekokten kurtulmak igin cos x = cos”u doniisiimiinii yaparsak;

—sin xdx = —2cosu sin udu
sin xdx = 2 cosu sin udu
2cosusindu

dx = -
sin x

bulunup sin x =~/1—cos’x =+/1-cos*u = \/(1 —cos’u)(1+cos’u) =sinuv1+cos’u
esitligini yukarida yerine koyalim.
2cosusinudu  2cosusinudu 2cosudu

sin x smu\/1+cos u \/1+coszu

/2
J.\/cosxdx- J. cosu( Zeosu

dx =

olur ve

N1+cos’u

/2 2
—» cos” u du
o V1+cos’u
:2jl+cos u— 1

N1+ cos’u
/z'/2 /2

du
=2 | vl1+cos*udu—-2
J J V1+cos’u

du
m
J\/ZI 1/2)sin’ujdu ~ ZI\/21 (1/2)sin’u)
:m’]mdu—fzh_afﬁ
zzﬁE([ j ‘/_F(\fz 2J

7:/2 /z'/2

—2IV —sin” udu — 2'[

elde edilir.



/2

4. J. V1+4sin® xdx integralini hesaplayiniz.

/2 /2

Verilen integrali J. 1+4(1—cos’ x)dx = J V5 —4cos® xdx seklinde yazip

x= % — y doniisiimiinii yaparsak dx =—dy olur integral sinirlar1 da sirasiyla

T
x=0=>y=—
)
T
x=—=y=0
) y

sekline doniisiir. Diizenleyip yazarsak;

/2 /2

J.\/1+4sm xdx = J\/S 4cos® xdx

0
= J. \/5—40082(%— yj(—dy)
/2

/2

= J‘w/5 4sin” ydy
= I J3l = @/5)sin* ylay
/2

—\/_'f1/1 (4/5)sin’ ydy
—\/_E(

&)

bulunur.
S. I\/l— 4sin’ udu integralini tam olmayan eliptik integraller cinsinden ifade ediniz.

0 < x <7/6 oldugu varsayilmaktadir.

V4sin®u =2sinu =sin¢ doniisiimii yapilirsa
2cosudu =cos ¢gd¢
du = O oo

2cosu

olup cosu yu ¢ cinsinden yazmak i¢in



cosu=+/1—sin’u = \/ 1- (1/ 4)sin® ¢ esitligini kullanmamz gerekir. Bu da yukarida
yerine yazilirsa;

cosgdg cos@dg
du =
2cosu  2,[1-(1/4)sin’ ¢

olup simirlar igin de ¢ =sin™'(2sinu) gergegi altinda

x ¢
~[\/1 —4sin’ udu:'fcos¢ cosg d¢
g v 2J1-(1/4)sin*¢

_1 1—sin’¢
2! JI-(1/4)sin® ¢

_'[ —3+4—sin’ ¢

29 J1-(1/4)sin’ ¢>
__? 3+ 41— (1/4)sin’ ¢]
29 |1- (1/4)s1n P

+ 2j,/1 (1/4)sin’ pd¢

3¢
B 2£Jl <1/4> sin’g 4

SUER

dx
6. | = | ———— integralinin eliptik tiirden integrale indirgenebildigini gosteriniz.
| ey e P ¢ BenehraiEm £

elde edilir

cosx =2cos (2) 1 esitliginden faydalanirsak

2—cosx=3- ZCOSZ(gj olup verilen integral

J' dx =J' dx
J3-2c0s?(x/2) 7 {/3l1-(2/3)cos?(x/2)]

= x
3 \/1— (2/3)cos*(x/2)

olup burada

DN

—u doniisimii yapilirsa dx=-2du olur. Bunu yukarda

0| =

kullanirsak

10



IZLJ. dx :ij' —du :_ij- du
V37 1=(2/3)cos*(x/2) V37 \1-(2/3)sin’u V37 \1-(2/3)sin’u

seklini alir.

/2

7. { ﬁ = % [F(\/% 7/2)-F(J2/3 ,7z/4)] oldugunu ispatlayiniz.

% = % —u doniisiimiinii yaparsak dx =—2du olup integral sinirlar sirasiyla
x=0=u= z
2
V4 V4
X=—=>u=—
2 4

haline doniisiirler ve Problem 6 dan yaralanarak

/4

dx 2

2 du

7
£V2—cosx_ \/5,52 1-(2/3)sin* u

_iﬂ/z du

- \/5,,’!.4,/1—(2/3)sin2u

_2 ”f du _”f“ du
V30 J1-(@3)sin?u 3 1= (2/3)sinu

:%{F(M,z/z)—F(m,z/@}

sonucuna varilir.

8. y=sinx, 0<x <z egrisinin yay uzunlugunu bulunuz.

Yay uzunlugu= [/(dx)’ +(dy)’ = [{/1+ (dy/dx)" dx
0 0

. dy
olup y=sinx = —=cosx
dx

/2

Yay uzunlugu =I\/1 +cos” xdx =2 'f V1+cos® xdx
0 0

/2

=2 | v2—sin? xdx
[+
0

/2
=2 [ y2[1-(1/2)sin’ xjax

11



/2
=242 [ 1= (1/2)sin” xdx
0

= 2\/5E[\g%j

9. x=asing, y=bcos¢ O<b<a elipsinin yay uzunlugunu bulunuz.

bulunur.

/2

Elipsin yay uzunlugu=4 J. (dx)* + (dy)* dir.
0

x=asing = dx=acos@gd¢
y=bcos¢ = dy=—-bsingd¢

olup bunlar1 yay uzunlugu formiiliinde yerine koyarsak

/2

Elipsin yay uzunlugu=4 J. \(dx)? + (dy)’

/2

:4J \/a2 cos’ @ +b’sin” pd¢
0

/2

=4 I Ja?(1-sin® §) + b*sin® pdg

/2 _b2
j\/ (1-L22 sin® g)dg
a

/2

—4aJ.w/1 e’sin® ¢d ¢

2 _ 32

bulunur ki burada 0< e’ = <1 olup €” elipsin eksantirisitesinin karesidir.

2 2
10. % + y? =1 elipsinin ¢evre uzunlugunu bulunuz.
Bu elipsin parametrik denklemleri x =3sin@ , y=2cosé olup

dx=3cos@d6 ve dy=-2sin8d@ dir.

/2

Elipsin yay uzunlugu=4 j \(dx)’ + (dy)

/2

:4] J9cos? @ +4sin’ 646

/2

=4[ \/9(1-sin" 6)+ 4sin 66
0

12



/2

=4 9—5sin*6d6
[V
0

/2
=4 j Joli-(5/9)sin>6jd6

7r/2

_12j J1=(5/9)sin’> 6d6

el 53]

bulunur.

/2

dx
11.
}[ sin® x+ 2cos? x

integralini eliptik integraller cinsinden yaziniz.

cos’ x=1-sin’ x esitligini kullanirsak

/2 dx /2 dx

2[ JsinZx+2cos’x \/sin2x+2(l—sin2x)

3

_ ¢ dx

- }[ N2 —sin’ x

j- dx

0 \/211 (1/2)sin’ xJ
17

V2 ! Ji- (1/2)sm X

et

3
S

S

bulunur.
12. J.L integralini eliptik integraller cinsinden ifade ediniz.
o v1—3sin’x

V3sinx =sinu doniigiimiinii yaparsak

\/g cos xdx = cosudu

dy = 508 udu __ cos udu
V3cosx  +33/1—sin®x
_ cosudu
BY1-(/3)sin’u
cosudu

V3 —sin’u



olup ¢:sin"1(\/§ sint) bagintiyla da ¢, 1t ye bagh olacak sekilde integral

sinirlarimiz degisir. Dolayisiyla;

_[ _ cosudu
\/1 3sin’ x ()cosu\/3—sin2u

[4
J). —Sln u
[4
I) 31— (1/3)sm ul

1§ du

ﬁ‘!‘w/l—(lﬁ)sinzu
1 (i

TF(M

olarak eliptik integraller cinsinden ifade edilir.

13. J. integralini eliptik integraller cinsinden ifade ediniz.
2 /(4= x)(9—x*)

1.Yol: x=2sint doniisiimiinii yaparsak
dx =2costdt olup integral sinirlar
x=0=1t=0
x=2=t=7x/2
olacak sekilde degisir. Dolayisiyla;

/2

J' J- 2costdt
0 J(d=x)O—x) 1 AJ(4—4 sin’r)(9—4sin’?)
:”J/‘z 2costdt
\/4(1—sin2t)(9—4sin2t)
/2
- I J9—4sin’s
7:/2
:J~ dt
2 91— (4/9) sin’t)
7r/2

_I o AJ1— (4/9)s1n t

L2z
3 {32

bulunur.
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2.Yol: x=3sin¢ doniisiimiinii yaparsak dx =3costdt olup integralin sinir degerleri

x=0 i¢cin t=0 ve x=2 ic¢in t=arcsin§ haline  doniisiir.  Burada

. X . . [ x < . . <
x=3sint = 3 =sint = arcsm(gj =t bagmtist ile x in ¢ ye bagl olarak sinirlari

degismistir.
j dx i 3costd
1J@—x)O-x7) o +/(4-9 sin*£)(9—9sin’r)

arcsin2/3

_ J' dt
2 Jall-9/4)sin*¢)

arcsin2/3
1

1 dt

2 ! J1—(9/4)sin’t

olup burada %sint =sin ¢ doniistimiinii yaparsak %cos tdt = cos ¢d¢ bulunur ki;

dt=2COS¢d¢= 2cosgdg 2cosgd¢ __2cosgdg
3cost  3yl-sin’t  31-(4/9sin’¢ 9-4sin’

esitligi  cikar.

Integral sinirlart ise ¢ = arcsin(% sin tJ bagintisina bagli olarak

t=0=¢=0
t = arcsin(2/3) = ¢ = x/2
seklinde degisir. O halde;

1 arcs]PM dt _ i3 cos ¢d ¢
2 5 J1-9/4)sin’t % cosgy/9—4sin ¢
:ﬂ'f2 d¢
) /91— (4/9)sin’ )
/2

_1 [ d¢
33 \J1-(4/9)sin’ ¢

sults

bulunur.
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14. J. d integralini eliptik integraller cinsinden ifade ediniz.
Ja+x

H(1+2x%)

x=tanu doniisiimiinii yaparsak dx=sec’udu olup integral sinirlar1 olan x=0 ve
x=1 sirastyla u =0 veu =% e doniisiir. Dolayistyla;
/4

dx sec’ udu

I A+ x3)(1+2x° )_'j (1+ tan® u)(1 + 2 tan> u)
2

/4
_ j- cosusec’ udu

o V1+2tan’u

/4

du

o cosun/1+2tan’u

A du

0 \/C052 u+2sin’u

A du

\/cos2 u+2(1-cos’u)

/4

_‘[\/2 cos’u

olup u = % —t doniisiimiinii yaparsak du =—dt ve integralin de sinirlar1 sirasiyla

u=0:>l=z
2

4
u==—=r==
4 4

haline doniisiir. Diizenleyip yazarsak;

/4 /4

J

—dt
\/2 cos’u ,,2\/2 sin’¢
/

/2

dt
_ﬂivz—mﬁr
/2

_ dt
2y 2(1=(1/2)sin? 1)

i T

J=/2)sin’t 5 \[1-(1/2)sin* 1
GRS

16
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do . e o . .
15. | -——=——— integralini eliptik integraller cinsinden ifade ediniz.
J. J1+k*sin® ¢

0
ksing = tanu doniisiimiinii yaparsak k cos@d¢ = sec” udu ve boylelikle

_sec’udu _ sec’udu

~ kcosg k\/l—sinzgiﬁ

sec’ udu

2
k /1_ tallcl2 u

sec’ udu
Vk? —tan’u

olur. Diizenleyip bastan yazarsak;

“i do =j cosusec” udu
2\l +Kk>sin’ ¢ 3 VA —tan’u
du
cosuvk> —tan’ u
du
k*cos® u—sin’u
du
k*(1—sin® u)—sin’ u
du
k*— (k> +1)sin’ u

Il
Ol T O O T

Il
O ——y =
2 2 2

:'T du
2
0 \/k{l—{kk—;—l}inzu}
17 du

= 2
0 \/l—(k jljsinzu
k

2 2
sinu =sinx dersek

olup burada ! cosudu = cos xdx ve buradan

k cos xdx k cos xdx

du = =
V2 +1cosu k2 +141—sinu

17



k cos xdx
2

k? +1\/1—(kf 1Jsinzx
+

u X

1 I du 1 I k cos xdx

_ p 2
° (cos x)Vk? +1\/1—(kfljsin2 X
+

ve sonugta da

k 2 Tk
0 \/1—(kj1]sin2u
k

_ 1 F( k ’xj
V2 +1 Wk +1
bulunur. Yapilan islemlerde geriye dogru gidilerek son integralde iist limit x in ilk
2 .
VK FISIG | i le bagh bulundugu
J1+k*sin® ¢

integraldeki iist limit ¢ ye x:sin'l[

goriiliir.

dx
16.
! Jx=D(x-2)(x-3)

integralini eliptik integraller cinsinden ifade ediniz.

x=u’+3 doniisiimiinii yaparsak dx =2udu olup integral sinirlari
x=4=u=1
x=6=u=43

haline doniisiir. Dolayisiyla;

J~ dx _ J- 2udu
AN =D =2)(x=3) 1/ +2)w® + D’

du
=2
!\/(zf +2)W? +1)

ve bu son integralde u = tant doniisiimiinii kullamrsak du =sec’tdt olup integralin

sinir degerleri;

u:1:>t=% ve u=\/§:>t=% olur. Buradan;

dx V3
j ) JG—D(x-2)x-3) I @+’ +1)

/3

PN sec’ tdt

4y (2+tan® £)(1+ tan> 1)

18



/3

_ 2J' dt
7/4COSTN 2+ tan’ ¢
/3 dl

=2
Jav2cos’t +sin’ ¢
/3 dt

=2
Jay2(1—sin® 1) +sin’ 1

~ 27]/.3 dl
JaN2—sin’t
/3

=2

Jan20- (1/2)s1n t)

/3

,L J1- (1/2) sin’¢

| (R
2 J1-(1/2)sin’r 4 |J1-(1/2)sin’¢

Al )

Genel olarak, P (x) reel koklii liglincii dereceden bir polinom ise j

sekline girer.

dx . .
integrali
VB ()
isaret edilen metotla bir eliptik integrale doniistiiriilebilir.

17. j du integralini hesaplayiniz.
J@ =D’ +3)

Burada u =sect doniisiimiinii yaparsak du =secttantdt olup integral sirlart olan

u=1 ve u=oo sirastyla =0 ve ¢ 2% ye doniisiir. Dolayisiyla;

I :I sect tantdt
@ D@ +3) 5 +J(sec’t—1)(sec*t +3)

/2

dt

}[ costysec’ r+3

/2

- I V1+3cos*t

19



/2

~ dt
- { J1+3(1=sin’7)
2 dr
- '([ 4 —3sin’t
&3 dr

) { Jall-3/4)sin’1)
/2 dt
J1—=(3/4)sin’t

1
:5£

_1 (B
271272

18. J. dx integralinin eliptik integraller cinsinden nasil
Jx=D(x—2)(x=3)(x—4)

sonucu bulunur.

hesaplanabilecegini gosteriniz.

x= a;t iz kesirli lineer doniisiimiinii yapalim ve a,b,c,d yi dyle tarzda secelim ki
c

x=1,2,3 degerleri i¢in t=0,1,00 degerlerine karsilik gelsin. Yani;

x=1li¢in ¢t =0 hali:
b
Bu durumdal= ; olur.

x =2 icin t=1 hali:

a+b
c+d

Bu durumda2 = olur.

x =3 i¢in t =co hali:

=

Bu durumda3=——"2=% olur ve buradan gerekli islemler yapilirsa a=3d,
¢
z(Hj

t

b=d, c=d elde edilir. Bdylece x=3t—+11 sonucuna varilir. Bu doniisiimii
t+

2dt
(r+1

kullanmirsak dx =

>~ bulunup bunlari integralde yerine koyarsak asagidaki

islemler ¢ikar. O halde;

20



dx J 2dt

Jx=D(x=2)(x=3)(x—4) (r+1)2\/( 21 j(t—lj(—2j(—t—3j
t+1 N\ t+1 ) t+1 t+1

dt
_J Jtt =Dt +3)

ve burada da t = u” doniisiimiinii yaparsak df = 2udu olup

_[ dt :J- 2udu
=D +3) 7 i@ =)’ +3)

du
=2
I\/(u2 —D)(u? +3)

haline integralimiz doniismiis olur ki biz bir Onceki problemde bu integrali
¢O6zmiistiik. Bundan sonraki islemler aynen bir onceki problemde yaptigimiz gibi
devam edip sonuca ulasilir.

Genel olarak eger P,(x) reel koklii dordiincii dereceden bir polinom ise J.L

VE(x)

integrali isaret edilen metotla eliptik bir integrale doniistiiriilebilir.

dx

19. I= I integralini eliptik integraller cinsinden ifade
JO&E = 2x+10)(x% +x+7)

ediniz.
Oncelikle kok altindaki polinomun reel kokiiniin bulunup bulunmadigini inceleyelim.

X =2x+10=x>-2x+1+9=(x+1)>+9 =0 olup reel kokii yoktur.

2
x2+x+7:x2+x+i+%=(x+%) +27,7=0 olup reel kok yoktur.

Sonugta kok altindaki polinomun higbir reel kokii bulunmadigindan problem 18 deki
metot uygulanamaz. Asagidaki tarzda hareket ediyoruz.
a bir sabit olmak lizere x=y+a donilisiimiinii yapalim. Buradan dx=dy olup
diizenlersek;

1= dy
o +a 20y +a)+10](y+a)* + (y +a) +7]

'[\/{y2+2ay+a2—2y—2a+10}{y2+2ay+a2+y+a+7}

21



J.\/{yz+(2c1—2)y+c12—2a+10}{yz+(2a+1)y+c12+a+7}

seklini alir.
a y1 oyle tarzda secgelim ki kuadratik ifadelerden her birindeki sabit terimler esit
olsun. Yani a°—2a+10=a’+a+7esitligi saglansin. Buradan a =1 elde edilir.
Boylece;

1= dy
VG +9)07 +3y +9)

olur. Simdi ise S pozitif bir sabit olmak iizere y=fu doniisiimiinii yapalim.
Buradan dy = fdu olup integralimiz

du
I =
'BI J(Bu? +9) (B2’ +3fu+9)

olur. B y1 dyle tarzda secelim ki kuadratik terimlerden her birinde 3> katsayisi sabit

terime esit olsun. Yani $* =9 olsun. Buradan S =3 elde edilir ve integral

1 du
I=—|
39 @ + D@ +u+1)
. . . . 1+1¢ t
sekline girer. Simdi u = 17 yazalim du = s olur ve

dt
1=2
J\/(t2 +1)(* +3)

ve en son olarak ¢ = tan@ dersekdr = sec> &6 olup

Izﬁj dt :\/EJ. sec’ 616
J@& D) +3) J(+ tan® 6)(3+tan’ 0)

adeo
_ cos
’[ cos? O3 +tan? 6

G dé

cos O3 +tan O

de
=2
I\/?)cosz 6+sin’ 0
Zﬁf de
J3(1—sin® §) +sin> 6

22



_of——929
J\/3—2sin249

~ de
=2 Sli-@/3)sin 6]
_ \E f de

37 1-(2/3)sin* 6

sonucu bulunur.

20. 1= dx
JO2 = 2x+10)(x* = 2x+7)

integralini bir eliptik integraller cinsinden

ifade ediniz.

Aynen bir Onceki problemde oldugu oncelikle kok icindeki polinomlarin reel

kokiiniin olup olmadigini arastiralim.
x*=2x+10=x>-2x+1+9=(x—1)>+9=0 olup reel kok yoktur.
X =2x+7=x"-2x+1+6=(x—1)>+6=0 olup reel kok yoktur.
Simdi x = y+a doniisiimii yaparsak dx =dy olup

1= 2
Jo+a? -2 +a)+10f(y+a) -2y +a) +7}

dy
J.\/{yz+2ay+a2—2y—2a+10}{y2+2ay+a2—2y—2a+7}
I =
Jb?+@a-2)y+a* —2a+10fy> +2a-2)y+a*>—2a+7}

sekline girer.

Bu agsamada sabit terimleri birbirine esitlersek yani

a—-2a+10=a—-2a+7 gibi imkansiz bir denklem elde ederiz ki bu bize x—1=1y
doniigiimiintin kullanilmast gerektigini gosterir. Buradan dx =dy bulunup yerine
koyarsak

dy
I =
IJ@¢+%@*+®

integrali elde edilir ve burada da son olarak

y= J6 tanu dontigiimiinii yaparsak dy = J6sec? udu olur .Dolayisiyla;

_ dy _ sec’ udu
I_.[\/( 2 2 _\/g.[ 2 2
¥ +9)(y* +6) J(6tan’u +9)(6tan’ u + 6)
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Jcosu\/6tan ‘u+9
:J- du
V9 cosu+6sin’u
du

z‘[\/9(1—sin2 u)+6sin” u

du
_‘[\/9—3sin2u

_J- du
I oli-/3)sin?u]
_lj du

37 1-(1/3)sin’u

sonucu elde edilir.

oo

21. du integralini hesaplayimiz.

L Gu® + Dy =) +3)

u=sece konursa du =sec@tan@d@ olup integral smrlar1 olan u=1 ve u=oo

sirasiyla ¢ =0 ve @ = % ye doniisiir. Dolayisiyla;

T _ ”jz sec @tan gd ¢
! (3u’ +1)\/(u ~DW’+3) o Bsec® @+1)y/(sec’ p—1)(sec’ ¢+3)
=”/2 cos’ pdg

5 (3+cos> @)y/1+3cos” @

/2

_ (3+cos2 go)—3
o (3+cos’ ¢)\/1+ 3cos’ @

de

/2 /2

dg de
= -3
0 \/1+3coszq) 0 (3+coszq))\/1+3cosz¢)

/z'/ 2 7:/ 2

2 I W 8 I (1=(1/4)sin’ <o) ~(3/4)sin’ ¢
— F3/2.2/2)- 21143 2.~ 14, 7)2)

seklini alir. Burada ikinci integral tigiincil tiir tam integraldir.
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dx
Xy (x = D(x = 2)(x = 3)(x— 4)

nasil hesaplanabilecegini gosteriniz.

22. I = I integralinin eliptik integraller cinsinden

Problem 19 daki gibi islem yapalim ve x= artb
ct+d

kesirli lineer doniisiimiinii

diigiinelim ve a,b,c,d yi Oyle tarzda secelim ki x=1,2,3 degerleri icin t=0,1,
degerlerine karsilik gelsin. Yani;

x=1li¢in ¢t =0 hali:
b
Bu durumdal = E olur.

x =2 icin t=1 hali:

Bu durumda2 = atb olur.

c+d
x=3i¢in t =co hali:

-

Bu durumda3 = TN £ olur ve buradan gerekli islemler yapilirsaa =3d,
t(c + tj ¢

b=d, c=d elde edilir. Boylece x:?’l——‘_l1 sonucuna varilir. Bu doniigiimii
t+

kullanirsak dx = bulunup bunlari integralde yerine koyalim.

1)

_ j dx I 2dt

X (x=D(x=2)(x =3)(x—4) ) 2(3”1)\/( 2t j(z—lj(—2j(—r—3j
(t+1)
t+1 t+H1 e+ N+ t+1

:I (t+1dt
(Bt +1)J2(z = 1)(t +3)

sekline doniisiir. Simdi ¢ =u’ yazalim df = 2udu ve dolayisiyla;

=] (t +Ddt 2 (u” + Ddu
Gt + D1t =D( +3) G’ +1)y (@’ = 1)(u® +3)

s f (1/3)3u” +1)+2/3

du
Gu+Dy @ =D +3)
:gJ‘ du +£J‘ du
30 Ja? =D +3) 37 Gu+ Dy D +3)
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olup u =secw dersek du = sec wtan wdw olur. Dolayisiyla;

sec wtan wdw 4 J sec wtan wdw

EJ JGsec w—D)sec® w+3) 37 (3sec® w+1)y/(sec® w—1)(sec® w+3)

cos’ wdw

dw 4
—_ —+_
3".\/3c0s2w+1 3~[(3+c0s2w)\/3c0s2w+1

4J- (3+cos> w—3)dw

2 w
= | ——+—
3’[\/3c0s2 w+l 37 (3+cos’> wi3cos? w+1

=_I d +i I dw _3I dw
37 [3a-sin®wy+1 3| BBd=sin®wy+1 7 [B+(1=sin® w)|31—sin® w)+1

I I dw 3J dw
4—3sin® w Ja-3sin®w (4—sin® wyW4—3sin® w

_lj dw +i lj dw _EI dw
30 1I=@/@sin*w 3|27 I—@/asin’w 87 [I-(1/4)sin’ w]1-(3/4)sin’ w

bulunur.

1
23. J‘L integralini hesaplayiniz.
o Vx(I=x)1+ x)

deyip x=sint dersek dx=costdt olup integral

I x :I dx
A= 0A+1) 5 fx(1- )

sinirlari olan x=0 ve x=1 sirasiyla t =0 ve t = x ye doniisiir. Dolayisiyla;

cos tdt £5

y/4
= olup simdi de t=—-u dersek
!\/X(l—xz) '<[ \/Sint(l—sinzt) I \/smt 2

dt = —du ve sinirlarin degismesini de dikkate alirsak;
/2

= olup cosu =cos’ y doniisiimii ile de
'[\/smt ”/zx/cosu J.\/cosu P Y

2cos ysin ydy 2cos ysin ydy

du =
sinu \/ 1—cos’u

_ 2cos ysin ydy
J1-cos*y
_ 2cos ysin ydy
J(1=cos® y)(1+cos® y)
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_ 2cosydy
J1+cos®y

olup bunlar1 yerine koyarsak;

= du _”J/-z 2cos ydy

o cosu - 0 cosy\/l+cos2y

:2[ &
o A1+ (1—sin’y)
/2
dy
=2
! V2= (1/2)sin’ y)
/2
_ 2 4
! J1-a

Y
/2)sin2 y

_ m(@%}

bulunur.

V3
dx
24. | —————— integralini hesaplayinz.
'!. Vxt+4x*+3

V3 V3
I dx = I dx olup x=tanu dersek dx=sec’udu olup
Vx A 43 14 D3 +3)

integral smirlart olan x=1 ve x=43 sirasiyla u:Z ve qu e doniislir.

Diizenlersek;

/3
! sec’ udu

i d
[——=]
O+ D +3) Jay/(1+ tan® )3+ tan® )

/3

du
s cosun/3+tan’ u
73 i
B Ja3cos” u+sin u
73 du
- /4 \/3(1 —sin’u)+sinu

_Lﬂ/3 du
V3 2 1-2/3)sin’u
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7rj.3 du 7rJ/.4 du
J1=@/3)sin*u 3 \1-(2/3)sin’u

AR
sonucu bulunur.

Todx 1 1
25. =—K| — | oldugunu gosteriniz.
'1[ Vxt -1 \/5 (\/5 j

yazip x=secu dersek dx=secutanudu olup

J~ _T dx
\/x —1 1/ =DE+1)
integral smirlart x=1 ve x=coicin swrasiyla u=0 ve u:% ye doniisiir.

Dolayisiyla;

secu tan udu

‘1[\/)64—1 B '([ \/(seczu—l)(secqurl)

_ﬂ‘i} du
o V1+cos’u
du
1+ (1—sin

du

{ J2ll-@/2)sin>u)

214)

bulunur.

dx
26.
‘!\/(16—x2)(25—x2)

integralini eliptik integraller cinsinden ifade ediniz.

Burada x=4sint dersek dx=4costdt olup integral sinirlar1 olan x=0 ve x=2

sirastyla r =0ve ¢ = % ye doniisiir. Diizenlersek;

/2

I dx _I 4costdt
(16— x)(25-x%) o 16(1—sin’)(25—16sin’1)

7:/ 2

J~ dt
J1-(16/25)sin’ ¢

28



bulunur.

I PR
27. J A / :1)’_ ;Cz dx integralini eliptik integraller cinsinden yaziniz.
0
([3-x (V3-x7
Wizl
o V1-x 0 :

1-x

W

dx olup x=sint dersek dx=costdt olup integral

stnirlart x=0 i¢in =0 ve x=1 i¢in ¢ :% ye doniisiir. Dolayisiyla;

j~\/3—x2 :”J/-2 costv3—sin’t
0 \/1—)62

3
dt
0 cos?
/2

=3 [ \1-(1/3)sin’ td

:ﬁE(\E,%J

sonucu bulunur.

5
28. I d integralini eliptik integraller cinsinden ifade ediniz.
(2 =9)(25— x%)

Burada x=5sint doniisiimiinii yaparsak dx =5costdt olup integral sinirlar1 olan

x=3 ve x=5, arcsin(gj =t bagintisina baglh olarak sirasiyla ¢ = arcsin(gj ve

t= % ye doniisiir. Dolayisiyla;

j~ dx B T Scostdt
(2 =9)(25-x%) 7 54/(25sin’r—9)25(1sin’1)
5
/2

dt

‘[ 34/25sin’1 -9

arcsin—

olup ¢ = % —u dersek dt =—du ve buna bagh olarak integraldeki sinir degisimini de

dikkate alirsak;

29



/2

arcsin—

- L _ i _ —du
3V25sin*t =9 x ° 3+/25c0s’u—9
2 5
ﬁ—axcsing
2 5

J “

o 25(1—sin*u)—9

/4 .3
——arcsin—
1 2 5

_1 I du
4 5 J1-25/16)sin’ u

olup %sin u =sinw dersek

%cos udu = cos wdw

4cos wdw
dy=————-—
Scosu

_ 4coswdw

- 51-sin’u

_ 4coswdw

25— 16sin’ w
olup diizenlersek;

V4 .3
—=—arcsin—
2

_1

j 4coswdw
0

1
J1- (25/16)sm u 4 SCosw\/l—(16/25)sin2w

i
5 0 \/1 (16/25)sm w
:lF(i,zj

5 \5 2

. . T 4sinw |
sonucu bulunur. En son inetgraldeki sinir degisiminin sinu =——— bagintisina

baghh olarak degistirildigine dikkat edelim. Buna goére u=0 icin w=0 ve

u=—- arcsinE icin
2 5

4sinw
5

sin(% — arcsin%) = cos(arcsing) = w= % bulunmustur.
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29. I xdx integralini eliptik integraller cinsinden ifade ediniz.
J&* +16)(x* +25)

x> =4tanu doniisiimiinii yaparsak 2xdx =4sec’udu olup integral simrlari olan

x=0 ve x=co sirasiyla u =0 ve u =% ye doniisiir. Diizenlersek;

xdx ”/ : 4sec’ udu

‘[\/(x 10 +25) '[\/(16+16tan2u)(25+16tan2u)

_lj du
2 % cosun25+16tan’ u

_lj du
25 \/25COS u+16sin’ u

lj‘ du
2 3 J25(1—sin® u) +16sin u

du
25 5\1-(9/25)sin’ u

137
10 \5 2

30. I = j integralini hesaplayimiz.
1 (1 —4x+5)(x% —4x+10)

Oncelikle kok igindeki ifadenin reel kokiiniin bulunup bulunmadigini inceleyelim.
X' —4x+5=x"—4x+4+1=(x-2)"+1=0 olup reel kok yoktur.
X' —4x+10=x>—4x+4+6=(x-2)"+6=0 olup reel kok yoktur.
Burada x=y+a doniisimiinii yaparsak dx=dy olur ve verilen integrali bu
doniisiim degisimine gore bastan diizenlersek;
_ dy
- 1L \/{(y + a)2 —4(y+a) +5}{(y + a)2 —4(y+a)+ 10}

dy
‘[\/{y +2ay+a’ —4y— 4a+5}{y +2ay+a’ —4y— 4a+10}
I 2
A+ Qa-y+ad —da+5]y’ + Qa—4)y+a’+—4da+10]
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ifadesi elde edilir. Burada kok igindeki sabit terimleri birbirine esitlersek ¢oziimii

imkansiz olan a’—4a+5=a"—4a+10 esitligi bulunur ki bu da bize x—2=u
doniisiimiinii yapmamiz1 soyler. Buradan dx = du olup sinirlardaki degisimi de goz

Oniinde bulundurursak;

J. bulunup son olarak u=tant dersek du=sec’tdt ve
\/(l+u )6+ u?)
dolayistyla;

2
g sec’ tdt

I=
I\/(l+u 2)(6+u°) ,J,./4)\/(1+tanzt)(6+tan2t)

/2

dt
_(,'[/4) cost\/6+ tan’ ¢
i3 dt
~(z/4) \/6cos2 f+sin’t
i3 dr
~(z/4) \/6(1 —sin’7) +sin*¢

/2

dt
,'!./4 V6 —5sin’t

_ /rJ/.Z dt
)y 6l1— (5/6)sin’¢]

7/2 —(z/4) dt
{’[w/l (5/6)sin’t ! 1/1—(5/6)sin%}

31. I = I dx integralini hesalayiniz.
V& —4x +5)(x> —4x+10)

sonucu cikar.

Oncelikle kok igindeki ifadenin reel kokiiniin bulunup bulunmadigii inceleyelim.
X' —4x+5=x"—4x+4+1=(x—2)> +1=0 olup reel kok yoktur.
X' —4x+10=x>—4x+4+6=(x-2)"+6=0 olup reel kok yoktur.

Burada x = y 4+ a doniisiimiinii yaparsak dx =dy olup
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1L \/{(y+a)2 —4(y+a)+5}{(y+a)2 —4(y+a)+10}

oo

- dy
12a \/{yz+2ay+a2—4y—4a+5}{y2+2ay+a2—4y—4a+10}

dy
I\/{y +Qa-4)y+a’ —4a+5}y’ +(2a—-4)y +a’>+—4a +10}

olup burada kok igindeki sabit terimleri birbirine esitlersek ¢oziimii imkansiz olan
a’*—4a+5=a’-4a+10 esitligi bulunur ki bu da bize x—2=u doniisiimiinii
yapmamizi sOyler. Buradan dx=du olup smirlardaki degisimi de goz Oniinde

bulundurursak;

1= I bulunup son olarak u=tanr dersek du=sec’tdt ve
\/(1+u )(6+u )
dolayisiyla;

2
g sec’ tdt

I =
J.\/(1‘i'bt )6+u’) ,‘!./4 \/(1+tan 1)(6 +tan’ 1)

/2

dt
_(,'!./4) cost\/6+tan” ¢

/2

dt
~(z/4) \/60052 t+sin’t
/2

z'[ dt

~(z/4) \/6(1 —sin? 1+ sin® ¢

/2

dt
,'!./4 \V6—5sin’ ¢

/2

J‘ dt
_mAJ6ll—(5/6)sin* 1]

/2 ~(z/4)
{’[w/l (5/6)sin*t J J1- (5/6)s1n t}

3T

bulunur.
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2.2 Eliptik Fonksiyonlarla Ilgili Problemler

32. (a) i(sn u)=(cnu)(dnu)
du

(b) i (cnu)=—(snu)(dn u)
du

oldugunu ispat ediniz.

¢
Tanim geregince u = j il oldugundan du = 1 ve

o V1—k’sin’ @ d¢  \J1-k’sin’ ¢
dolayistyla ? =l-k’sin’* ¢ dir.
u

snu =sin@ =sin(amu) ve cnu =cos¢ =cos(amu) oldugunu biliyoruz.

O halde;
4= sind) =L (sind?? = cosd2? — cn ul— s
(a) du(snu) du(81n¢) d¢(s1n¢)du cos;/)du cnuql—k’sn” @)
=(cnu)(dnu)
4 enmy=2 4 9 __ino%? — _onu1—kPsn?
(b) o (cnu) o (cos¢) d¢(cos¢) " s1n¢du snu/1—k’sn” @
=—(snu)(dnu)
bulunur.

33.(a) i(dn u) =—k*(snu)(cn u)
du

d dnu
b) —(tnu) =
( )du( “) cn’ u

oldugunu ispat ediniz.

(a) x=snu vel—k’x* =dnu olmak iizere;

%(dn u) = i(\ll—kz)c2 )z%(\/l—kzxz )%

du
=—-k“x")2(2k"x)—
2( ) ( )du

—k’x  dx

) V1I-k*x? du
..dx _ d o S .. .
olup x=snu icin T = T (snu)=(cnu)(dnu) oldugunu biraz 6nce gostermistik. O
u du

halde bunlar1 yerine koyarsak;
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—k*(snu)
nu

di(dn u)= (cnu)(dn u) =—k>(sn u)(cn u)
u

bulunur.

(b) i(tnu)—i _ X |_4|_x (&__ 1 d
du du\ J1—2 ) dx\J1—=5? Jdu (1-x*7* du

seklinde yazarsak ve +/1-x”> =cnuve ? =(cnu)(dnu) esitliklerini yukarida
u

kullanirsak;

d cnu)(dnu dnu
—(tn Lt) = ( )§ ) = >
du cn’ u cn” u
bulunur.

34.(a) sn (—u)=-snu
(b) cn(—u)=cnu
(¢) dn(—u)=dnu
(d tn(—u)=—tnu

oldugunu ispat ediniz.

(a) u= TL ve v= _J?L olarak tanimlayalim
o VI—k?sin* @ o V1—k?sin* @
sn u =sin¢@ oldugunu biliyoruz. Ayn1 mantikla

sn v =sin(—¢) = —sing = —sn u yazabiliriz. Simdi ikinci integralde 8 = —-w koyarsak

-9 9
dée —dw
d@ =—dw olup bu integral v= =
'([\/l—kzsinza }[\/l—kzsinzw

ve bu esitligi yukarida yerine koyarsak sn (—u) =—snu oldugu goriiliir.

=—u seklini alir

(b) cnu =+1-sn”u oldugundan cn (—u) = \/l—sn2 (—u) =\/1—sn2 u=cnu

(¢) dnu=+1-k%n’u oldugundan dn (-u)=+/1-k’sn> (—u) =/1—k’sn’ u = dn u

sn (—u snu
W __ =—tnu

(d) tn(-u)=

cn (—u) "~ cnu

sonucu cikar.
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/2
35. Eger K= | s

v V1—k>sin* @

(@) sn(u+2K)=-snu

ise

(b) ecn(u+2K)=——cnu
(¢c) dn(u+2K)=dnu
(d) tn(u+2K)=tnu

oldugunu gosteriniz.

@u= TL olmak iizere
o V1—k*sin’ @

o+ o+
J -] + s
\/1 k2sm o \/1 k2sm o \/1 k*sin’ @

Simdi esitligin sag tarafindaki iki integrali de ayr ayri inceleyelim.

dir.

/2

‘[\/1 k* sin® 9_2'[\/1 k*sin”

@ = 7 +w doniisiimiinii yaparsak

=2K olur. Ote yandan ikinci integral icin

4 deo _ I dw
s J1=k2sin?0 3 1—k2sin®w

=u

‘”}” dé
o V1—k’sin* @

sn (u+2K) =sin(¢+ ) =—sing = —sn u bulunur.

yazabiliriz. Sonucta =u+2K dir. Yani

(b) cn (u+2K)=cos(¢+7)=—-cos¢g=—cnu

(¢) dn (u+2K)=/1—k’sn> (u+2K) =J1—-k’sn’ u = dn u

) tn(u+2K)= D@20 Zsnuw
cn(u+2K) —cnu

36. snu ve cnu fonksiyonlarmin 4K periyotlu, dnu ve tnu fonksiyonlarinin 2K
periyotlu olduklarin ispat ediniz.

Problem 34 de u yerine u+2K konularak
sn(u+4K)=sn(u+2K+2K)=—sn(u+2K)=—(—snu)=snu
cn(u+4K)=cn(u+2K+2K)=—cn(u+2K)=—(—cnu)=cnu

Bir onceki problemden dn (u+2K)=dnu ve tn (u+2K) = tn u esitlikleri de dn u ve

tn u fonksiyonlarinin 2K periyotlu oldugunu gosterir.
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1
Ja=x)HA-kx)

37. (a) isn'l()c,l’c) =
dx

( dv
b
( )l VA== k)

oldugunu ispat ediniz.

=sn"'(x,k) = F(k,sin”" x)

(a) kK modiiliine bagimlilik kendiliginden anlagilmis olmak iizere sn ' (x,k) yerine

sn”' xyazacagiz. x=snu ise u=sn"' x dir.

A _ 4wy =(enu)dnu) =1— A l—kx’ = JA= )1 -k*x)
du du
olur ve buradan da du = i(sn"1 x)= !
dx dx Ja=x) Ak
bulunur.
L
(b) u=sn'x= J.— olmak iizere v=sinf doniisiimii yaparsak
o V1—k*sin* @

dv = cos @16 ve buradan da

:f de :T dv
2 V1—k>sin® @ /1= v)(1—kH?)

u=sn"'x

elde edilir.

dv . . . . . o
~ =sin "x olup trigonometrik fonksiyonlar ile benzerligine
-V

Burada k=0 icin I
1
0

dikkat ediniz. Eliptik fonksiyonlar trigonometrik fonksiyonlarin genellestirilmesidir.
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3. PERiYODIiK FONKSiYONLAR

Tanmm 3.1. W(z) fonksiyonu i¢in W(z+w)=W(z) esitligini saglayan w kompleks
sayisina periyot denir. Tanimin ilk sonuglart olarak w periyot ise 2w nun da periyot
oldugu anlasilir. Ciinkii W (z+ 2w) fonksiyonu i¢in w periyot oldugundan;
W(z+2w)=W(z+w+w)=W(z+w)=W(z) yazabiliriz. Dolayisiyla;

W(z+2w) =W (z) esitliginden 2w nun da periyot oldugu anlasilir. Bu ifadeyi
genellestirirsek her n dogal sayis1 i¢in nw nun da periyot oldugu gercegine ulasilir.
w periyot oldugundan W(z) fonksiyonu i¢in z nin w kadar artist fonksiyonda
tekrar  kendisine  tekabiil  edeceginden W(z—w) fonksiyonu  igin
W(z—w)= W[z + (—w)]: W(z) yazabiliriz. Bu ise bize w nun periyot olma
durumunda —w nun da aym sekilde fonksiyonun periyodu oldugunu gosterir. Bunu
yukaridaki ifadeyle birlestirdigimiz taktirde su sonug ortaya cikar;

w periyot ise nw da periyottur. Burada n herhangi bir tamsayidir.

Teorem 3.1. Biitiin periyot degerlerinin bir pozitif alt sinir1 vardir.

Ispat: Teoremi ispatlamak igin iddianin dogru olmadigim varsayalim. Yani periyot
degerlerinin bir pozitif alt sinir1 olmasin. Bunu su sekilde de ifade edebiliriz.

Wy, Wy, W,...,W ... pozitif terimli dizinin eger pozitif alt sinir1 yoksa limw, =0 dir.

n—oo

Ciinkii eger sifira esit olmasaydi pozitif bir alt siir1 olurdu. Simdi z, diizgiin
noktasini diisiinelim. w, ler periyot oldugundan W(z,) =W(z,+w,) yazabiliriz.
(n=1,2,...) Simdi W(z)-W(z,) fonksiyonunu ele alalim. Bu fonksiyon z=z,+w,
(n=1,2,...) noktalarinda sonsuz defa sifir degerini alir. Ciinkii W(z)-W(z,)
fonksiyonu z=z,+w, (n=1,2,...) noktalarinda W(z,+w,)—W(z,) haline doniisiir
ve w, ler periyot oldugundan bu ifade sifira esittir. O halde z, noktas: bir yi1gilma
noktasidir. Bu nedenledir ki W(z)-W(z,) Ozdes olarak sifira esittir. Yani

W(z)=W(z,) = sabit sonucuna varilir ki bu da fonksiyonun periyodik olduguyla

celisir. Yani teorem dogrudur.

Tamm 3.2. w,,w,,w;,...,w, ... lerin alt sinirina esas periyot ya da ilkel periyot denir.
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Teorem 3.2. Periyotlar hi¢bir sonlu noktada yigilmazlar.

ispat: W, W,, Wy,...,Ww, ... periyotlar olsunlar. n,,n,,n,,...,n .. ler de dogal sayilar
olsunlar. Bu taktirde n,w, +n,w, +n,w, +...n, w, toplami da periyottur. Ciinkii;

w, periyot ise nw, de periyottur. w, periyot ise n,w, de periyottur. Bu sekilde
devam edersek w, periyot ise n,w, de periyottur.O halde nw, ,n,w,,....nw,

terimleri ayr ayr esas periyodun bir tamsay1 katidir. Sonucta bunlarin toplami da

esas periyodun bir tamsay1 kat1 olacagindan n,w, +n,w, +n,w, +..n,w, toplam: da
periyottur. Simdi periyotlarin sonlu bir z, noktasinda yigildiklarini farz edelim. Yani
z, merkezli istenildigi kadar kiiciik € =0 yaricaph dairenin i¢inde diziye ait sonuz
eleman, dairenin disinda da sonlu eleman vardir. Simdi bu dairenin i¢inde w,, w,
noktalarini alalim. Dairenin yarigcapt € oldugundan w, in w, ye uzaklhigl mutlaka
captan kiiciik olacaktir. Yani |w1 - w2| <2¢ yazabiliriz. Bu ifadeyi her &£ igin

diisiiniirsek bu periyodu istedigimiz kadar kiiciiltebiliriz anlamina gelir. Oysa periyot
degerlerinin bir pozitif alt sinir1 oldugundan istedigimiz kadar kiiciiltemeyiz. Yani

periyotlar hicbir sonlu noktada yigilmazlar.

Sekil 2.1
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Yukaridaki sekilde cift periyotlu fonksiyonlar i¢in w, birinci tiir periyotlarin bir
pozitif alt siir1, w, ise ikinci tiir periyotlarin bir pozitif alt sinir1 olsun. / ve ['
dogrularina paraleller c¢izerek diizlemi periyot paralelkenarlarina ayiralim.
0, w,, w,, w,+w, koseli tarali paralelkenar ilkel (esas) periyot paralelkenaridir.
Paralelkenarlarin kdse noktalar1 en genel haliyle nw, +n,w, (n,,n,e Z) seklinde
gosterilir.
Teorem 3.3. Sabit olmayan bir fonksiyon en ¢ok iki periyotlu olabilir. w, ve w,
periyotlarinin birbirine orani reel degildir. Cift periyotlu fonksiyonlara eliptik
fonksiyonlar denir.
Ispat: periyot=nw, +n,w, (n.n,eZ)
oldugundan
W(z+nw +n,w,)=W(z)
olup Re% =0 olamayacagin1 gosterelim.

2

W WIVZ _ (Rew, +iImw, (Rew, —iTmw, )

2
Wy,  WW, |W2|
Rew,  Imw,
Imw, Rew,
Rew, 1

Imw, tang,

Imw,
—= =tang@,
Rew,

oldugundan tang@ tan@, =—1 olur ki bu bize egimlerin carpiminin degerini

vermektedir. Yani mm, =—1 bulunur. Bu ise bize bu iki acimin birbirine dik

oldugunu gosterir. Dolayisiyla paralelkenarimiz dikdortgen olur.
Tanmm 3.3. Sonluda hicbir siingiiler noktasi olmayan fonksiyonlara tam fonksiyon

denir. Ornek olarak polinomlar, ¢ok terimliler, iistel fonksiyonlar1 verebiliriz. Yani

w=a,+a,z+a,z° +..+a,z" yada w=e* fonksiyonlari tam fonksiyondur.

Genel olarak tam fonksiyon=e"“ f(z) seklinde verilir. Burada f(z) sonsuz sifir

yerleri olan bir fonksiyondur. Sonsuz carpim seklinde gosterilebilir.
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Tanmm 3.4. Singiiler noktalar1 yalmiz kutup noktalar1 olan fonksiyonlara meromorf
Jonksiyon denir. Rasyonel fonksiyonlar bunlarin 6zel bir halidir. Basit periyotlu
fonksiyonlar olarak sin z, cos z, tan z, cot zi, e- gosterilebilir.

Bu fonksiyonlar1 ¢ nin rasyonel fonksiyonlari olarak ifade edebiliriz. Syle ki;

e” =cosz+isinz

e " =cos(—z)+isin(—z) =cosz—isinz

yazabiliriz ¢iinkii cos(z) fonksiyonu ¢ift fonksiyon oldugundan cos(—z) =cos(z) ve

sin(z) fonksiyonu tek fonksiyon oldugundan sin(—z) =—sin(z) dir. Dolayisiyla e”

ve e “ fonksiyonlarin taraf tarafa toplamak ve ¢ikarmak suretiyle

Sil’l(z) = %(eiz _e—iz)

cos(z) = %(e"Z + e"iz) olur ve bunlara bagli olarak ta

sin(z) 1 e —e®

tan(z) = . —
cos(z) ie“+e™”

cos(z) ; e e
sin(z) e“—e™®

cot(z) =

sonuclarina ulagilmis olur.
Bunun disinda e* =cosz +isinz
=cos(z+2nx)+isin(z+2nx) (ne 2)
= i
=e"e™"”
fonksiyonunun periyodunun 2nz oldugu anlasilir. Burada ne Z dir. Dolayisiyla

ilkel periyodu 27z dir.

Bagka bir ornek olarak e* fonksiyonunun periyodunu bulmaya calisalim. x

2n7m

fonksiyonun periyodu ise e® =e***" =e¢%e® yazabiliriz. Buradan e* =l=¢

2n7i

bulunur ki x i ¢cekersek x = olup ilkel periyot 27 cikar.
o

3.1 Cift Periyotlu Fonksiyonlarm Ozellikleri

W(z+n,w, +n,w,)=W(z) olsun. Bu durumda asagidaki teoremi verelim.

Teorem 3.4. Cift periyotlu bir fonksiyonun periyot paralelkenarlarina ait

kutuplarinin rezidiileri toplami sifirdir.
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Ispat:

Y

Sekil 2.2

Bu paralelkenarin cevresine P diyelim

Rezidii teoremi geregince;

IW(z)dz = 2711‘2 Re zidii dir.
P

n,w, +n,w, toplam da periyot oldugundan W(z) =W (z+ nw, +n,w,) yazabiliriz. O

halde;

IW(z)dz = IW(z)dz+ IW(z)dz+ IW(z)dz+ jW(z)dz olup bu toplamin
P AB BC CD DA

degerlerini bulmaya calisalim.

IW(z)dz = J. W(z+w,)dz = J. W(z)dz=- J.W(z)dz ve dolayisiyla da
AB DC DC CD

() [W@dz+ [W(2)dz=0

bulunur. Benzer mantikla

J. W(z2)dz = J. W(z+w)dz = J. W(z)dz = —.[W(z)dz yazabiliriz. Buradan da
BC AD AD DA

@ [W@dz+ [W(2)dz=0

bulunur. (1) ve (2) ifadelerini toplarsak

[W(yde = [W(2yde+ [ W(Rdz+ [W(2)dz+ [W(2)dz=0

bulunur. Baska deyisle
ZRezidu’:O elde edilir. Bu nedenledir ki W(z) fonksiyonunun basit kutbu

olamaz.
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Teorem 3.5. Cift periyotlu bir fonksiyonun periyot paralelkenari iginde a; sifir
noktalari, b; kutup noktalari olduguna gére
2.a;=2 b=w
j=1 j=1
dir. Burada w periyottur. Yani w=nw, +n,w, (neZ) ve a j» b, mertebeleri ile

alinmislardir.

Ispat:

>,
A
@

Y

A W1 B
Sekil 2.3

ABCD paralelkenarinin ¢evresine P diyelim

I Z W (2) dz = 2711'2 Re zidii oldugunu biliyoruz.
» W(2)
... Wi(2) . o ..
Simdi z fonksiyonuna rezidiiler teoremini uygulayalim.

(Z —aj)’"-"

W(z)=A olup her iki tarafin logaritmasi alinirsa
(= T :

logW(z) =log A+m;log(z—a;)—n;log(z—b;) olur. Tiirev alirsak

W(z) =M olur. ZW (z fonksiyonuna ulasmak icin z ile genisletelim
W(z) z—a; z-b W(z)
ZW (2) = oy olup sifir eklersek
W(z) z—a; z-b
ZW.(Z) _ (z—a;+ay)m; (z-D; +b)n; —m,+ am, - nb,
W(z) z—a; z-b; z—a, z—b,

olur ve a i noktasindaki rezidii=Re z{z ‘;/VV((Z))} =am; =a,
Z%uj Z
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b noktasindaki rezidii= Rebz{ z ((Z))} = —”jbj = _bj
Z—> Z

bulinur. Y Rezidii=| Ya,~3b,| olp [ 2 Daz=2m|Sa -3,
j=1 j=1 P W(z) j j
bulunur. Ote yandan

W@, W@, 1 W@, Wiy
[o® = [t e L we * Fv

seklinde

yazip bu toplami bulmaya caligalim.

W'(z) W'(z+w2)
j —dz —j( +w,)———=d

cD W(z) .[(Z+W2) (Z)

W( 2) W(z )
=—'f(z+w2)W'(Z)dz
AB W(2)
_ W'(Z) w (Z)
=]
5 W(Z) Wz )
oldugundan;
W'(z) W'(z) W'(z) , P
(1) sz(Z) dz e 2 g = jW(Z) dz—wzlogW(z)Bl—Mmzwz

sonucu cikar. Ayni mantikla;

[ XDy, _j( W(”Wl Wiztwi), _j( )2y,
o W(2) +w) W(z)
=—'f(z+w1)W'(Z)dz
BC W(2)
:_J‘ZW'(z) J~ W(z) iz
c W(z) "W(2)
W(Z) W'(z) W'(z) , A
) sz(Z) Bjc Wi & j T8 dz=w, logW(z)Bl—2ﬂmlwl

bulunur. (1) ve (2) esitliklerini birlestirdigimiz taktirde

J~ W(z) J W(z) J- W'(z)dZ+JZW'(z)dZ+IZW'(Z)d
> W(z) W(Z) e W(2) o W(2) o W)

=27 (n,w, +n,w,)
=27mw
=27} a, - b))

elde edilir ki buradan da w=)a, — > b, sonucu ¢ikar.
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3.2 6(z) Fonksiyonunun incelenmesi

E()=—+ Z{ +— ! + iz} olarak tammlanir. o(z) fonksiyonu da
=W w w

2

\ d
¢'(z)=——logo(z)
dz
esitligine bagl olarak tanimlanir.

ifadesinden tiirev almakla

f(z)—

E(2)= 9 _ 1 + Z{ ! + 1 + iz} bulunur. Bu son ifadeyi integre ettigimizde
o z =W W w

logaritma fonksiyonu geleceginden £(z) fonksiyonu tek degerli degildir.

) i P R e=rirad

< w‘<p i—w w w w‘>p>z i—w w w

ifadesinde sag taraftaki ikinci toplam |z| < p dairesinde diizgiin yakinsaktir. O halde
terim terime integre edebiliriz.

Z

z 2
J{ —+ —}dz =log(z—w)+— + >
o lz— w w

2w o

2
Z

2
w

=log(z — w) —log(—w) +~+
w

2
Z F A 4
=log|1-— |+—+
g( wj wo 2w

olur. Sag taraftaki birinci toplamdaki rasyonel fonksiyonlar1 integre edersek uygun

bir sabit se¢mek suretiyle

f(2)= If(z)dz

2 2
z z
=logz+ log| 1—— |+— + log| 1——
ocs Tlal1- et S5 ) o]

bulunur. |z| <p< |w| oldugundan | | <1 dir. Bu toplam w degerleri istisna edilirse

[

|Z| < p icin tek degerli ve diizgiindiir.

f(2)= If(z)dz =logo(z) oldugundan o(z)=e’“ olarak tanimlanan o

fonksiyonu tek degerlidir.
f(z)=logz+ P(z) P(0)=0 olmak iizere
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2

P(z)=P(0)+zP'(0) +X > P"(0)+..

f(2)

Ote yandan o(z) =e’*” oldugundan

zelog z+P(z)

P0)+2P'(0)+Z-P"(0)+...
=zle 2!

= 7. oPOH:F

bulunur. Burada zP' (0)+ P"(0)+ [z]2 olarak alinmistir. ¢(0) =0 oldugundan

o nun baslangigta bir sifir noktas1 vardir. Ayni seyi w lar icin de sdyleyebiliriz.

Demek ki her w da bir sifir noktasi vardir.

logz+ Y+ Z{log[l—;)+w+2: } zlog[l‘*J Z Z

o(z)=e'P=e M=z =z

o 1-2 e e
w w

2w?

bulunur.

3.3 Weierstrass £(z) ve o(z) Fonksiyonlari

E(D)=—+ Z{ l + i} olarak tanimlanir. o(z) fonksiyonu da
I-w W w

2

£(2) = %log o(2)
Z

esitligine bagli olarak tanimlanir. Buradan;

0'(2)

__1 =
$(2) 0go(z) = o(2)

sonucuna varilir. f(z)—l+ { ! +l+i2} ifadesinde bu serini mutlak
z

-w w w
yakinsak oldugunu gosterelim. |w| >|Z| oldugu halde serinin mutlak yakinsak

oldugunu gostermek icin genel terimini alalim.

2 _ _ 2
1 +l+i2: w+ W(Z W) +2Z(Z W) — Z - Olup i < 1 Oldugunu
I-w w w (z—w)w (z—w)w w
kullanirsak;
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2z 1 | 1]z ’

3
s =5
W W(z_lj ] [w { "
w

serisi yakinsaktir. O halde Z( ! +l+ij serisi z # w icin mutlak ve

Z

w

<
+ =
w

+ } bulunur.

3

Zi

w

2
I—w w W

w

+— 1 +i} kutup noktalart z=0 ve

i—w w w

diizgiin yakinsaktir. &(z)=—+ Z{
z

Z=w=mw, +m,w, noktalaridir. Burada z=w =m,w, + m,w, noktalar basit kutup
noktalaridir. Simdi iddia ediyoruz ki £(z) fonksiyonu cift periyotlu bir fonksiyon

degildir. Ciinkii &(z) in  z=w noktas1i civarindaki Laurent agilim

$(x)= +P(z w)

Seklinde olup Rez &(z) =1 dir. Oysa ¢ift periyotlu fonksiyonlarda rezidiiler toplami

sifir oldugundan ¢ fonksiyonu ¢ift periyotlu degildir. Dolayisiyla &(z+w,)—&(2)
fonksiyonu i¢in

Sz+w)=8(x)+27,

E(z+w,) =&(z) +2n, yazabiliriz. Burada 77, =77, =0 olamayacagim gordiik. Bu &
fonksiyonuna iki defa aditif periyodik denir.

3.4 Legendre Bagintisi

f(z)——+2{ it +—}

-w w w
olmak iizere z=0 kutup noktasi periyot paralelkenarlarinin ortak noktast olsun.

z =0 noktasindaki rezidii RE)OZ &(z)=1 olup

[E)dz =22y Rez =27 dir,

ABCDA

'[ E(2)dz = I«f(Z)dZ+ I«f(z)dz+ Jg‘(z)dz+ I &(2)dz esitligi igin

ABCDA

| §@de= [&rwyde = [[E@)+2m, Mz = [&()dz+217,2

= [&(2dz—2m,m,
BA BA

ve buradan da
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'[ E(z2)dz+ If (z)dz = -2m,w, elde edilir. Benzer sekilde;
AB

= [&(@)dz+2mw,

[ @z =[S +wde = [l +2mbie= [ Srde+2m

ve buradan da
J. E(z)dz + J.f(z)dz =2nw, elde edilir. Bu esitlikleri birlestirdigimiz taktirde

If (2)dz =2(n,w, —n,w,) =27 ve sonugta 1,w, —1,w, =7 esitligi elde edilir ki bu

ABCDA
bagintiya Legendre Bagmintist denir. Burada paralelkenarlarda aldigimiz siranin

. . w
izlenmesi i¢in Im—% >0 olmalidir.

Wl
Im22 = Im—(wz)1 * l_(wz)z olup
w, (w), +i(w,),

Imﬁi: [(Wz)l'H(Wz) ][(Wl)l i(w), ]
wp w |W1|

= (W), (W), _z(wl)z(wz)l >0 olmasi igin W), >—(W1)2 yani @, > ¢,
|Wl| (Wz)l (W1)1

olmalidir.

3.5 75, ve 1, Sabitlerinin ¢ Fonksiyonu Tarafindan Belirlenmesi

Oncelikle &£(z) fonksiyonunun tek ya da cift fonksiyon olup olmadigini bulalim.

f(Z)——+Z{ L +—} fonksiyonu i¢in
z-w w W

_ ] L1z

S2)= _Z+Z{Z+W w+w2H

= —+Z{ +— Hz—«f(z)
z-w (W) (—w)?
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bize £(z) fonksiyonunun tek fonksiyon oldugunu gosterir. Simdi z:% alalim.

Daha once

E(z+w) = &(z) + 27, bulmustuk.

(o)

olur. Benzer sekilde n, = f(%) sonucuna ulagilir.

3.6 Tam Fonksiyonlarin Weierstrass Carpim Formiilii

o(z) higbir singiiler noktas1 olmayan tam fonksiyon olsun. o(z) in sonsuz sayida
sifir noktalar1 vardir. Bu sifir noktalar1 z=0 ve z=w=mw, + mw, dir. $imdi z nin
w, ya da w,kadar atti§1 zaman o(z) nin nasil degistigini inceleyelim.

1) F)=f(z+w)-f(z)

2) o(zx)=e'"

3 =]

ifadelerini kullanarak
F'(2)=f'"(z+w)—f'(2) = f'(z) =&(2) elde edilir. Bunu (1) ve (3) ifadelerinin
tiirevini alarak elde ettik. Dolayisiyla;
F'(2)=8(z+w)—¢(2)
=¢(2)+ 27, -45(2)
=21,
bulunur. Bu son ifadeyi integre edelim. O zaman F(z)=2n,z+ C, yazabiliriz. Bunu
da (1) esitliginde yerine koyarsak;
f(z+w)= f(2)+2n,z+C, elde edilir.
Ote yandan o(z) =’ idi. O halde;

o(z+w)=e’ "
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— ef(Z)+27711+C1

— ef(Z)+27712 G

e
ifadesiyle de w, kadar artinm oldugunda fonksiyondaki degisim ile ilgili ilk adim

atilmig olur. Simdi o(z) nin tek fonksiyon oldugunu gosterelim;

o(z)=z H(l - i)ew+2wz oldugundan;
w w

2
-2,z

o(=z)=(-2)" H(l + i)ew+2‘“’2 yazilabilir. w periyot iken —w da periyot oldugundan
w w

yerine koyarsak;

o(~2) =(—z)-H[1—£je-w+2w2 =—0(z) bulunur ki bu da tek fonksiyon oldugunu
w w
gosterir.

Simdi z= —% alalim. Bu takdirde;

W
2 —ey

Wiy Wi\ T e w
oY) =0o(-—L)e =e o(——+
(2) ( 2) ( 2)

=— 0'(%)6"'71”’1 *“ bulunup tek fonksiyon olma 6zelligini kullanip sadelestirme

yaparsak;

I=—e e = e =—¢™ sonucu ¢ikar. O halde

Z+H W

o(z+w)=0(2)e’" ifadesinde e =—e™" sonucunu kullanirsak

W

m(z+—)

2
M) = _g(7)e 2 ve benzer sekilde de

o(z+w)=-0(2)e

wy

21, (z4—5) . . -
o(z+w,)=-0(z)e 2 bulunur. Yani z nin w, ya da w, kadar attig1 zaman o(z)

nin nasil degistigini bulmus olduk.
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4. ELIPSTE YALINKAT FONKSiYONLAR

a+b a—b
Z+
2

Teorem 4.1. w= f(z) = z seklinde tanimlanan fonksiyon birim diskte

injektiftir.

Ispat: z, =z, = x, +iy, =x, +iy, > x,=x, ve y, =y,

ifadelerinden
(1) {xl =X
=0

esitlikleri elde edilir. Diger yandan

a+b a-b - a+b

. a—>b .
f(z)= 3 7+ 2 3= 2 (x1+l)’1)+T(x1_W1)
(a+b a—bj .(a+b a—bj
= X, | ————— |y,
2 2 2 2
= ax, +iby,

() f(z)=ax +iby,

bulunur. Benzer tarzda hareket edersek

3)  f(z,)=ax, +iby,

esitligi elde edilir. (1), (2) ve (3) esitliklerinden

f(z)=f(z,) © ax, +iby, = ax, +iby,

X=X, Ve y, =Y,

bulunur ki bu da iddianin dogrulugunun ispatidir.

Lemma 4.1. w=2 ;— b 7+ a=b z seklinde tammlandigina gore zvez ifadelerini
bulunuz.
a ;b b ifadelerinin reel sayilar oldugu g6z oniine alinirsa
1) w= a+bz+ a—b%
2 2

icin w ifadesi
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(2) v—v:a—bz+a+b2
2 2

esitligi ile gosterilir. Ayrica

f— — 2 —_— —
W:a+bz+a bz:>(a+b)w=(a+b) Z_i_(a+b)(a b)Z
2 2 2 2
— — — — —_— 2 —_— —
W:a bz+a+sz(a—b)w=(a b) Z_'_(a b)(a+b)Z
2 2 2 2

oldugundan bu esitlikleri diizenleyip yazarsak

a’ +2ab + b* a*-b* -
_ n z

3 +b)yw=

3) (a+bw 5 it
~ 2 2 2 52

@ (a-byw="2 2gb+b z+2 zb z

esitlikleri elde edilir. (3) ve (4) esitlikleri taraf tarafa cikarilirsa

_a’+2ab+b’ _c12—2ab+b2 .

(a+byw—(a—b)w= 5 z 5

=2abz

ve buradan da

z—i{(mb)w—(a—b){v}

_2ab
1 {(a+b) (a—b)}
=— w— w
ab 2 2

bulunur. Dolayisiyla

- 1 [(a+b) - (a—b) }
7=— w— w
ab 2 2

esitligi bulunur.

Teorem 4.2. f(z)=z+a,z’ +a,z° +... fonksiyonu basit baglantuli D bolgesinde
tanimlanmis analitik ve yalinkat olsun. Bu taktirde

f'(z)_ 9 ;
ReszZZ)= rglog|f(re q

esitligi vardir.
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Ispat:

w= f(2) 1<)
—

v

D bolgesi
C egrisi D" bolgesi

ol egrisi

Sekil 4.1

Sekilde gosterildigi gibi z —diizlemindeki bir z noktast w— diizleminde bir w= f(z)
noktasina resmedilsin. Benzer sekilde w= f(z) fonksiyonu vasitasiyla C egrisi C~

egrisine, D bolgesi de D” bolgesine resmedilsin. Bu taktirde bir kompleks sayinmn

yazilisindan dolay1
() f@)=|f(2)e"”
yazilisim1 elde ederiz (w—diizleminde). Diger yandan z-—diizleminde kutupsal

¢

koordinatlar z=re” seklindeyse bu durumda (1) esitligi her iki tarafin

logaritmasinin da alinmasiyla

@) log f(re)= lozcg(lj”(lfe"”j Xe“g)

seklinde yazilabilir. (2) yazilisindan hareket edersek
(3) log f(re®)=logf(re” ) +i6

esitsizligini elde ederiz. (3) esitsizliginin r ye gore tiirevini alirsak

ei"’f'(rei“’) 0 ip
@ T T - log Flre?)
esitsizligi elde edilir. (4) esitsizliginin her iki tarafi r iler ¢arpilirsa
ei‘”f'(re’”’) d 6
(5) r?m—wr:rglog‘f(re l

esitsizligini elde ederiz ve buradan da

53



re

[ i¢
io J (r € ) _ J io
(6) Re(re WJ = Re(rglog‘f(re lj
elde edilir. (6) esitsizliginin sag tarafi hep reel oldugundan re” = z alinarak

Re[ &J = r%log‘f(re"q

1@
ya da
Re[z %) = r% 10g|f(z)|
seklinde yazilabilir.
. X y?
Teorem 4.3. w=f(z) fonksiyonu FE = {xﬂy ?+b_2 < 1} de tanimlanmis

f(0)=0 ve E de sifirdan farkli her z icin f(z)#0ve f'(z)#0 kosullarm

gerceklesin. Bu taktirde

Re( I '(Z)j |

L f@) cos{Arg(z—f (Z)H
L@ (@)
f(@)

esitsizligi vardir.

Ispat:
4 v

v

Sekil 4.2

Sekilde goriildiigii gibi z noktast w= f(z) fonksiyonu ile w= f(z) noktasia

resmedilir. Dolayisiyla

_Ref(2)

1 6=
(I) cos |f(z)|
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esitsizligini yazabiliriz. (1) esitsizliginden

2) 0= Arccoy L)
|f(2)

esitsizligi yazilabilir. Ayrica @ acisinin w= f(z) noktasinin primitif argiimani

oldugundan (1) yazilis1 aym1 zamanda

R
(3)  cos(Argf(2))= e/ ()
|f (2)
seklinde de yazilabilir. Yukarnidaki w= f(z) noktasi i¢in yapilanlar z f ((Z)) icinde
Z

yapilirsa

= A
cos ¢ cos[ rg(z 7@ Zf'(Z)

f(2)

of 1)
f'(z)ﬂ _ f(2)

esitligi elde edilir.
Teorem 4.4. g(z)fonksiyonuD:{z||z|<1} tanimlanmis analitik ve injektif olsun.

a+b a—b

z seklinde tanimlansin. Bu taktirde g(f(z)) fonksiyonu birim

diskte injektiftir.

w=g(f(2)

Sekil 4.3

Ispat: w= f(z) injektif oldugundan
() z=2,=f(z)=f(z,) (Adainjektif)
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w = g(z) injektif oldugundan

@ fa)=f()=8(f(@))=8(f(z)) (B deinjektif)

esitlikleri yazilabilir. (1) ve (2) esitliklerinden
a=25=f(2)=f(z)=8(f(2)=8(f(z))

sonucu bulunur ki bu da g(f(z)) fonksiyonunun injektif oldugunu gosterir. Biz
w = f(z) fonksiyonunun injektif oldugunu gostermistik. g(z) fonksiyonu da injektif

oldugundan g(f(z)) fonksiyonu da injektif olur.

Lemma 4.2. w=f(z)= a ; b re® + 4 ;b re” seklinde ifade edilen fonksiyon

2 2
c UV e
|z| =r <1 birim diskini — + o7 <1 bolgesi iizerine resmeder.
a

Ispat: f(z)= a;—b re® +4 ;b re”?

= a;br(cosé’+isin9)+ a=b

a+b a->b (a+b a-b) .
= + rcos@+ir - sin @
2 2 2 2

r(cos@ —isin @)

=arcos@+ibrsin @

seklinde yazalim. Buradan

2

u u
u=u(r,0)=arcos® =—=rcos@ = — =r’cos’ 0
a a

2
v=v(r,9)=brsin9:>£=rsin9:>2—2=rzsinzﬁ

ve boylece

2

+V—2:r2(00529+sir12 6)=r’<l1
b

u2
2
Cl+b i9 a_b —i6

elde edilir. bu bize w=f(z)=———=re"+=—=re™ fonksiyonunun ld=r<1

o ut Y e e
bolgesini — +-— <1 bolgesi iizerine resmettigini gosterir.
b

Teorem 4.5. w= f(z) fonksiyonu I', egrisi lizerinde tamimlanmus, analitik ve T
egrisinin w= f(z) fonksiyonu altindaki resmi I', olsun. w, noktas1 I', resim egrisi
lizerinde olmayan bir nokta olmak iizere I', egrisinin w, noktasma gore yildizil

olmasi igin
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im{&z'(t)}ZO a<t<b
f(Z)_W()

esitsizliginin gerceklenmesi gerekir.

Ispat:
A
y
=
=
[, egrisi D bolgesi

D * bolgesi

Sekil 4.4

I', nin kendi kendini kesmeyen bir egri oldugunu diisiiniiyoruz. Dolayisiyla

1) z@®)=x@)+iy(t) a<t<bh

seklinde ifade edilebilir. Ayn1 zamanda I', egrisinin yonlendirilmis bir egri oldugunu
da not edebiliriz. Dolayisiyla bir resim egrisinin bir w, noktasina gore yildizil olma
tanim1 “w, = f(z,) noktas1 I', resim egrisinin lizerinde azalan olmayan bir nokta

olmak iizere
@ Arg(w-w,)=Arglf(2)- f(z))]
ifadesi 7 nin [a,b] araligindaki degerleri i¢in ¢ nin azalmayan bir fonksiyonu olmasi

halinde I', resim egrisi yildizildir. ” denir. Bu tanim ayn1 zamanda

) Slargbo—w))=Larslr@)- )20 asr<p

seklinde ifade edilebilir. Aym1 zamanda z kompleks sayisinin
z=|zle"” = logz =log|z|+i¢

yaziligindan dolay1

4) Argz=im(logz)

seklinde yazilabilir. (4) esitligini (2) esitliginde kullanirsak
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(5)  Arg(w—w,)= Arg[f(2) - f(z,)]=imllog(f (2) - £ (z,))]

esitligi elde edilir. (3) esitligindeki tiirevler (6) esitligine uygulanirsa

< arglww) =< (arg (£ )~ £ (2))
t dt

= di[im(log(f (D)= £ (z))]
1
:im[%aogu(@—f(zo)»}

. f'(2) .
= —— ') |20 <t<b
lm[f(z)—f(zo)z ( )} (@ )

bulunur ki bu da iddianin ispatidir. Simdi egrinin ¢ember olmasi durumunda ifadenin

alacag sekli inceleyelim.
©) |z|=r=z=re" =z (t)=ire" =iz

yazabiliriz. Buradan da

i — =1 & '
_Arglv=w,)) zm[ - f(zo)z(z)}

= lm|:¢lz:|
F(2)= f(z)

:R{ZL}ZO
f(D)—- f(Zo)

sekline girer. w, = f (zo):O olarak almirsa baslangic noktasmna kars1 gelen

yildizillik ¢cember durumunda

@) Re{z &} >0

f(2)
seklinde ifade edilir.
. | X2 yz
Lemma 4.3. w= f(z) fonksiyonu FE= x+iy|(1 2 + —ay <1 de
+a -a

tanimlanmis analitik olsun. £(0)=0 ve Vze (E—-{0}) icin f(z)#0ve f'(z)#0

kosullarini gerceklesin. Bu taktirde w= f(z) fonksiyonu E de yildizil ise

Re(zm—aimjzo
f(2) f(2)

esitsizligini gercekler.
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Bir daha o6nce w= f(z) fonksiyonunun ayni

yildizillik kosununun

f (z)j
f(2)

oldugunu gostermistik ve gostermistik ki

1) zm(z ()

2) 2@ =re +are™®

kosullar1 gerceklemesi halinde

fonksiyonu birim ¢emberi bir elips iizerine resmeder. Dolayisiyla

3) 7'(@)=ire’ —iare™ = i(reia — a're*"'g)

esitsizligi elde edilir. Dolayisiyla (3) esitligi (1) de yerine konursa

f'(@) . i6 L0 (2)
0< 0 - —
zm{z 0) j im t(re are )f(z)

=im i(rew &J - i(are
f(2)

f(@)

im| i

ve buradan da

Re(zf'(z) Zf(z)] 0
f(2) f(2)

bulunur ki bu da iddianin dogrulugunu gosterir.

Lemma 44. w=f(z) fonksiyonu FE= {x+iy x_2+
a

{Z f'(2) _az f'(2)
f(2) f(2)
=Re(z f'@_ o f'@

f(2) f(2)

f'(z)D
f(2)

2 2

y—2<1, a>b>0} de
b

tanimlanmus ve analitik olsun. Vze (E—{0}) i¢in f(z)#0ve f'(z) 0 kosullarim

gergeklesin. Bu taktirde w= f(z) nin yildizil olma kosulunu bulunuz.

Daha 6nce f(z) nin yildizillik kosulunun

f' (z)j
f(2)

oldugunu bulmustuk. Ayrica

1) lm(z 0)

a+b ,, a-b
z€+ retH

2 2=
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2 2
fonksiyonunun |z| =r <1 bolgesini u_2+% <1 elipsel bolge iizerine resmettigini
a
gosterdik. Dolayisiyla
+b rel® .a=-b _,

—1 re

3 2O=i"

bulunur. (3) esitligi (1) de kullanilirsa

OSim( (9)f (Z)J im[i(a+brei€—a_bre_i‘gj—f'(Z)}
f(2) 2 2 f(2)

= im[i(a b re' f @) _a-b re"’ f'(Z)ﬂ
2 flz)y 2 f(2)
:R{§+bsz@_a—b5f%@J
2 fl 2 f(2)

oldugundan

a+beT@_a—b2meJ20
2 f 2 f2

sonucu ¢ikar. (4) esitsizligi ayn1 zamanda

a+bRe(z f'(z)]_a—bR (Zf (Z)J
2 [ 2 f(2)

seklinde de ifade edilebilir.

“) Re(

2 2

Lemma 4.5. w=f(z) fonksiyonu E—{x+wx +%—<1 a>b>0} de
a

tammlanmis  analitik, f(0)=0 ve Vze (E—{0}) icin f(z)#0ve f'(z)#0

kosullarini gerceklesin. Bu taktirde

a+bcos(Arg( A (Z)B COS(A g( S (Z)D
2 f(2) 2 f(2)

esitsizliginin daima gerceklendigini gosteriniz.

Biz bundan 6nce

(1) “+bR{zf%@J—a_bR(zf(@J

2 f(@) 2 f()

oldugunu bulmustuk. Bu esitsizlik ise

o a+bR( f(@) R{Zf%@J
2 f@)" 2 £

seklinde ifade edilir. Ote yandan
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‘ £@ H‘f(z) ||f(z)|_‘ £@)
o Flreol rol [ ro)
oldugundan
o [LOl]ro

@) [ f)|

esitligini elde ederiz. (2) ve (3) denklemlerinden

Re( f(z)j Re( f(z)j
@ b U f@) a-b U f@
2 L@ 2 @

f (2) f (2)

esitsizligi bulunur ki (4) esitsizligi ayn1 zamanda

ath cos(Arg{z&D >470 (Arg{ A (Z)JJ
2 f(2) 2 f(2)

seklinde de gosterilebilir. Bu da istenen ispattir.

Teorem 4.6. I', z—diizleminde kendi kendini kesmeyen yoOnlendirilmis bir egri
olmak iizere w= f(z) fonksiyonu da I', egrisi iizerinde tammlanmis ve analitik
olsun. I', egrisinin w= f(z) fonksiyonu altindaki resmi I' olsun. “a <t <) olmak
tizere I, resim egrisinin bir w= f(z) noktasindaki tegetinin argiimani ¢ nin
azalmayan bir fonksiyonu ise I', resim egrisi konveks bir egridir denir.” Tanimindan

yararlanarak I', resim egrisinin konveks olma kosulunun ayn: zamanda

R EA QA ()j>0 a<t<b

2@ f(2)
ya da

@ im i(1+zmﬂ:Re(( f"(z)B
L f'(z) f(z)

oldugunu gosteriniz.
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I',, egrisi

N
ef(Z)

v

D * bolgesi

r egrisi
D bolgesi
Sekil 4.5

Konveks olmanin yukaridaki tanimi kullanilacak olursa 6€(r) fonksiyonu igin
a <t <b i¢in ¢ nin azalmayan bir fonksiyonudur. Yani

d
—(

0 0(1))=0

3)

esitsizligi gerceklenir. Diger taraftan I, egrisi

@) z=z()=x@®)+iy®) a<t<bh

seklinde parametrelenebilir. Diger yandan I, yonlendirilmis egri oldugundan I
egrisinin tegetinin dogrultusu

(5)  Argz'(r) =tegetin dogrultusu

seklinde ifade edilir ve w= f(z) fonksiyonu bu teget vektoriinii

©)  Argf'(2)=Arg(f(z(0))= Arg(2 () f (2(1))

acis1 tizerinde dondiiriir. Dolayisiyla I' egrisinin konveks olmasi icin

w

dg d

7N —=—Arglzf'(z®))20 a<t<b
dt dt

ifadesi gerceklenmelidir. Dolayisiyla (7) ifadesi ayn1 zamanda
de d d

®)  —-=—Arg(2 O f ()= (Argz (1) + Argf ' (2(1))) 2 0
dt dt dt

seklinde yazilabilir. Diger taraftan herhangi bir nokta i¢in
O f@=[f@)e? (Argf(2)#0)

seklindeki yazilis g6z Oniine alinirsa
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log f(z) =log| f (2)|e"
=log|f (z)|+loge”
=log|f ()| +i¢
(10)  log f(z)=log|f (2)|+iArgf ()
esitligi elde edilir. Dolayisiyla (10) esitliginden
(1) Argf(z)=im(log f (2))
esitligi yazilabilir. Bu yazilistan dolay1 (8) yazilisi

46 d ey d .
< _EArg(z Of'(2))= . (Argz' (1) + Argf'(2(1)))

=%[im(logz'<r>)+im(log )

(12) =%[im(log Z'(t)+log f'(z))]

= m{% (log z'(t) +log f'(z))}

_ im{zu(t) . f"(z)z‘(t)} 50
70 f(2)

esitsizligini elde ederiz ki bu da lemmada sozii gegen ilk esitsizliktir. Eger I', egrisi

C, cemberi ise

a3) ldl=R=z=Re", 0<1<2r =7()=iRe" =iz
Z'=i’Re" =—Re" =~z

esitlikleri yazilir. (13) esitlikleri (12) esitliklerinde kullanilirsa

N EO A ©] (t)} { ie f"(z)}
0 @ iz (@)

. f"(z)}

=im| —+iz

i '@

—im i+iz—}
<
=im i(1+z—f”(7’)ﬂ
i f'(@)

. f"(2)
14 1 0
(14) zm[(+zf(z)ﬂ

esitsizligini elde ederiz. Diger yandan z bir kompleks say1 olmak iizere
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(15)  im(iz) = im[i(x +iy)| = im(ix— y) =x=Rez

oldugu g6z oniine alinirsa (14) esitsizligi

im{i[mmﬂ:R{MMJzo
f'(2) f'(2)

seklinde yazilir ki bu da lemmada sozii gecen ikinci esitsizliktir.

Teorem 4.7. w= f(z) fonksiyonu |z| =r c¢emberi lizerinde ve ¢emberin siirladigi
|z|< r bolgesinde tanimlanmis analitik ve yalinkat olsun. Eger |z|:r cemberinin
w= f(z) fonksiyonu ile yapilan tasvirde elde edilen egri I'=f (|z|:r) ise bu
durumda

(i) Tegetin x—ekseni ile pozitif yonde yaptig1 agimin (izf'(z))

(@) Yukaridaki sikta tegete cizilen dis normalin (— izf'(2))

ifadeleri ile verilebilir.

Ispat:

Dis Normal
A y

N

90
z
90 ¢+§:a 0+==p

v

Sekil 4.6

Yaricap tegete degme noktasinda diktir ve bir tiggende bir dis a¢1 kendisine komsu

olmayan iki i¢ aginin toplamina esittir gerceklerinden hareket ederek

V1
1 =@Q+—
1) a=¢ 2

2 p=6 +% (D1s normalden dolay)

64



yazabiliriz. Diger yandan tegetin degme noktasindaki egimi
3) m=f'(2)

seklinde ifade elde edilir. Bu ise ayn1 zamanda
w=f(z)=>dw= f'(z)dz = Argdw = Argf'(2) + Argdz
ifadesinden faydalanarak

@) Argdw=Argf'(2)+ Argdz

esitligi yazilabilir. (1), (2) ve (4) esitliklerinden

(5) Argdw=ﬂ=6’+%

6) Argdz=a= q0+%

ifadelerini yazabiliriz. Diger yandan

(7  Argz=¢
T

8) —=Argi

(8) S = Arg

olduklarini da (4) ve (6) bagintilarinda kullanirsak

) Argdw= Argz+ Argi+ Argf'(z)

esitligi bulunur. (9) esitligi aym1 zamanda

(10)  Argdw= Argizf'(z)

seklinde de yazilabilir. (10) esitliginden

D)  dw=izf'(2)

esitligi elde edilir. (11) ifadesi bize tegetin (izf'(z)) vektorii ile verildigini gosterir.
Ote yandan teget ve normal birbirlerine dik olduklarindan m, normalin egimi
oldugundan

mm= f'(z)m =-1

olur ki buradan da

1
@
esitligi elde edilir. Diger yandan
w=f(z)=>dw= f'(2)dz

(12) m, =

ifadesinden
(13) L =— !
dw f'(2)dz
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esitligi bulunur. (13) esitliginden

1 1
Arg (%j =—Arg (f'(z)dzJ

yazilabilir ve buradan da

(14)  Argl—Argdw= —[Argl —Argf'(z)— Argdz]

esitligi elde edilir. Ayrica

Argl=0

oldugunu da (14) esitliginde kullanirsak
—Argdw = Argf'(2) + Argdz

esitligi elde edilir ki biz bu esitligi de

(16) —Argdw=Argf'(z)dz= dw=—-izf"'(2)

esitligi elde edilir ki bu da problemin ¢oziimiidiir.

Teorem 4.8. w= f(z) fonksiyonu |z| =r cemberi lizerinde ve onun kapattigi |z| <r
dairesel bolgesinde tanimlanmis analitik ve yalinkat olsun. |z|: r c¢emberinin

w= f(z) fonksiyonu altindaki resmi I' = f (|z| = r) olsun. I"egrisinin egrilidi

Re[y+zf"“Z)J
f'(2)

|2 (2)|

p:

dir.

Ispat: Bir egrinin egrilik tanimi

Teget acisinin @ ye gore tiirevi

(1) Egrilik = p = —— .
Goriintii egrisinin ¢ ye gore tiirevi

seklindedir.
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| | I'= f(]z|: r) egrisi
z|=r ¢emberi

Sekil 4.7

Diger taraftan w —diizlemindekibir kompleks sayinin kutupsal koordinatlardaki

yazilis1 géz Oniine alinirsa
(2) f'(Z) =|f|(z)|elAng'(Z)
seklindedir. Simdi z kompleks sayisinin kutupsal koordinatlardaki yaziligin

kullanirsak (2) bagintist
3) f‘(rei"’) = ‘f'(re"”}em’gf'(”’w)
esitligi yazilabilir. (3) ifadesinden hareketle
log f'(re™® )= long'(re"” XeiA’gf'('eip))
= log‘f'(rei"’ X +log ¢ e
= log‘f'(rei"’l + iArgf'(reiV’)
diizenleyip yazarsak
@ log f(re)=1og|f'(re | +iArgf(re)
esitligi elde edilir. (4) ifadesinin her iki tarafinin sanal kisimlar1 diisiiniiliirse
) im(log f'(re'®))= Argf ' (re'®)

esitligi elde edilir. (5) esitliginin ¢ ye gore tiirevi alinirsa

©6) %(im(logf‘(re“”)))=;—(/,(Argf‘(re’”’))
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elde edilir. (6) esitliginin her iki tarafina 1 eklersek
7 1+ ;—(p(im(log F(re?))=1+ ;—q)(Argf'(rei‘”))

bulunur. Diger taraftan bundan 6nceki problemde bulunan teget agisinin ¢ ye gore

tirevi
' 7 .
®) 6=0p)=p+Argf()+7 = Arglizf'(2))
ifadesinden tiirev alinirsa
9 6O@=1+ iArgf'(re’"”)
dg
bulunur. (7) ve (9) ifadelerinin karsilastirilmasiyla

9 - 3 |
10)  6'(p) = : o)) o
(10) o' (p)=1+ ago(lm(l()g fl(re®)))=1+ a(D(Argf (re'?))

esitligi elde edilir. Simdi
log f'(rei“’) = log‘f'(re"“’x +iArgf’ (rei"’)
ifadesinin ¢ ye gore tiirevini alirsak

. f"(”ei(p) J i . d i
11) ire” —~=—\log|f'\re'” ))+i—\Argf'\re"’
(A e L = ol e )i (arar ()
esitligini elde ederiz. (11) esitliginin her iki tarafinin i ile boliinmesi ile
e e 19
f'(re') iode
esitligi ya da
" ip .
oo L (e ):%i
['(@re?) i dgp
bagka bir deyisle de

G%VWﬂﬁ%QWWW»

ﬁ@qup%@@ww»

. " i¢ . .
(1) re” J;p ((::,»q,)) - —i%(log\f '(re’“’l)+;—¢(Argf'(re””))

esitligini elde ederiz. (12) esitliginin her iki tarafina 1 eklenerek

) " ip . .
(13)  1+re” % = _iBa_go (log‘f' (re’¢1)+ 1+ (Sa_go (Argf' (re”” ))j

esitligini elde ederiz. (10) ve (13) esitliklerinden

(14) Re(l +re'’ ]}"v((:;:a))] = (1 + aa_q) (Argf (re® ))j
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esitligi elde edilir. (14) ve (10) esitliklerinin karsilastirilmasiyla
) " ip a )
6'(p)=Re l+re””—f (re' ) |- 1+—\Argf'\re”
) ( e a¢( of(re”)

(15)
=1+ % (im(log f'(rei“’ )))

esitligi elde edilir. Demek ki teget acisinin ¢ ye gore tiirevi (15) esitliginden
goriildiigii gibi

(16)  6'(p)= Re(l +re'? f(—wj

fi(re®)

esitligi ile verilir. Buradan goriintii egrisinin ¢ ye gore tiirevinin uzunlugunu bulmak
kaliyor. Bu ise

w=f(z2)=>w= flre®)= dw=ire f'(re)

|aw| = ‘irei“’f‘(rei"’l = |i”re"‘”f‘(re"‘”1

|dw| = ‘re"‘”f‘(rei‘”}

ya da

(17)  |dw]=|zf"(2)|

esitligi ile verilir. Egrilik taniminda (16) ve (17) ifadeleri kullanilirsa

Re[l + zf"(Z)J

p= f'(@)
|2 (2)|
esitligi elde edilir.
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SONUC

Elipste yalinkat fonksiyonlar boliimiinde en 6nemli olan nokta, tanim kiimesinin
birim c¢ember yerine bir elips olarak alinmasidir. Bunun {izerine caligmalar
yapilmistir. Bundan Onceki bolimlerde ise eliptik fonksiyonlarin kompleks olan
baska periyotlara da sahip bulunduklar i¢in eliptik fonksiyonlara bazen ¢ift periyotlu
fonksiyonlar da denir gercegi altinda c¢ift periyotlu fonksiyonlar ve ozellikleri ve
bunlarla baglantili olarak ta eliptik integral ile eliptik fonksiyonlar kavrami

incelenmis bulunmaktadir.
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