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ÖZET 

 

İntegral hesapta eliptik integraller, bir elips yay uzunluğunun hesaplanması 

problemiyle ortaya çıkmış ve ilk olarak Giulio Fagnano ve Leonhard Euler tarafından 

incelenmiştir. 

Modern tanımıyla bir eliptik integral, R iki değişkenli rasyonel bir fonksiyon P 

üçüncü ya da dördüncü dereceden katlı kökü olmayan bir polinomun karekökü ve c  

bir sabit olmak üzere 

∫=
x

c

dttPtRxf ))(,()(  

biçiminde ifade edilebilen bir  f  fonksiyonudur. 

Genel olarak eliptik integraller elemanter fonksiyonlar cinsinden ifade edilemezler. 

Bu durumun istisnaları P polinomunun katlı kökünün olması ya da R(x,y) 

fonksiyonunun y değişkeninin tek kuvvetlerini içerdiği hallerdir. Buna karşın 

indirgeme formülleriyle her eliptik integral rasyonel fonksiyonların ve birinci, ikinci, 

üçüncü tür eliptik integraller olarak adlandırılan üç kanonik formun integralleri 

biçiminde ifade edilebilir. 

Bu formlar dışında eliptik integraller “Legendre Formu” ve “Carlson Simetrik 

Formu” adı verilen biçimlerde de ifade edilebilirler. Belirsiz integral hakkında 

detaylı bilgi ise Schwarz-Christoffel dönüşümü incelenerek elde edilebilir. 

Bu çalışmanın ilk bölümünde eliptik integrallerin tanımı ve şekilleri verilmiştir. 

İkinci bölüm ise eliptik integraller ve eliptik fonksiyonlar ile ilgili problemlerin 

çözümlerini içermekte olup üçüncü bölümde çift periyotlu fonksiyonlar ve bunların 

özellikleri incelenmiştir. Son bölümde ise elipste yalınkat fonksiyonlarla ilgili bir 

çalışma yer almaktadır.  
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SUMMARY 

In integral calculus, elliptic integrals originally arose in connection with the problem 

of giving the arc length of an ellipse and were first studied by Giulio Fagnano and 

Leonhard Euler.  

In the modern definition, an elliptic integral is any function f  which can be expressed 

in the form 

∫=
x

c

dttPtRxf ))(,()(  

where R is a rational function of its two arguments, P is the square root of a 

polynomial of degree 3 or 4 (a cubic or quartic) with no repeated roots, and c is a 

constant. 

In general, elliptic integrals cannot be expressed in terms of elementary functions; 

exceptions to this are when P does have repeated roots, or when R(x,y) contains no 

odd powers of y. However, with appropriate reduction formula, every elliptic integral 

can be brought into a form that involves integrals over rational functions, and the 

three canonical forms (i.e. the elliptic integrals of the first, second and third kind). 

Besides the forms given below, the elliptic integrals may also be expressed in 

Legendre form and Carlson symmetric form. Additional insight into the theory of the 

indefinite integral may be gained through the study of the Schwarz-Christoffel 

mapping. 

The first part of this work contains of the definitions and form of elliptic integrals. 

The second part contains the solutions of problems on elliptic integrals and the third 

part includes doubly-periodic functions and their properties. The last part of the 

present work is devoted to a study on univalent on univalent functions in the ellipse. 
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GİRİŞ 

Eliptik integral kavramı bir elips yayının uzunluğunun belirtilmesinde kullanılan bir 

yöntemdir. Normal integral ile yay uzunluğu bulmaya çalışırken elde ettiğimiz sonuç 

bize kesin uzunluğu vermemekte, hata payı içermektedir. Ancak eliptik integraller ile 

kesin sonuca ulaşılabilmektedir. Bunun sebebi ise seriye açarak sonuca ulaşılmasıdır. 

 

Bu çalışmada 

1. Eliptik integrallerin tanımları 

2. Eliptik integraller ile ilgili problemler 

3. Eliptik fonksiyonların tanımlanması ve özellikleri 

4. Çift periyotlu fonksiyonların özellikleri 

5. Elipste yalınkat fonksiyonlar   

incelenmiştir. 
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1. ELİPTİK İNTEGRALLER 

1.1 Birinci Tür Tam Olmayan Eliptik İntegraller 

(1.1)     ∫
−

==
φ

θ

θ
φ

0
22 sin1

),(
k

d
kFu      10 << k                                                                          

şeklinde tanımlanır; φ  ye ),( φkF  nin veya u nun genliği denir ve u am=φ  yazılır, k 

ya da u nun modülü denir ve uk mod=  yazılır. Bu integrale birinci tür eliptik 

integralin Legendre şekli de denir. 

Eğer 2πφ =  ise integrale birinci tür tam integral denir ve )(kK  veya sadece K 

notasyonu ile gösterilir. Bütün amaçlar için k nın verilmiş bir sabit olduğu kabul 

edilecektir. 

1.2 İkinci Tür Tam Olmayan Eliptik İntegraller 

(1.2)     θθφ
φ

dkkE ∫ −=
0

22 sin1),(      10 << k  

şeklinde tanımlanır. Buna ikinci tür eliptik integralin Legendre şekli de denir. Eğer 

2πφ =  ise integrale ikinci tür tam eliptik integral denir ve )(kE  veya sadece E 

notasyonu ile gösterilir. Bu integral bir elips yayının uzunluğunun belirtilmesinde 

ortaya çıkar ve eliptik integral teriminin kullanılmasının bir nedenini teşkil eder. 

1.3 Üçüncü Tür Tam Olmayan Eliptik İntegraller 

(1.3)     ∫
−+

=∏
φ

θθ

θ
φ

0
222 sin1)sin1(

),,(
kn

d
nk      10 << k  

şeklinde tanımlanır. Buna üçüncü tür eliptik integralin Legendre şekli de denir. 

Burada n sıfırdan farklı bir sabit kabul edilmektedir. Çünkü 0=n  için (1.3) integrali 

(1.1) integraline indirgenmiş olur. Eğer 2πφ =  ise integrale üçüncü tür tam eliptik 

integral denir. 
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1.4 Eliptik İntegraller İçin Jakobi Şekilleri 

Yukarıdaki eliptik integrallerin Legendre şekillerinde θsin=v  dönüşümü yapılırsa 

φsin=x  olmak üzere, aşağıdaki integraller elde edilir. Bunlara sırasıyla birinci, 

ikinci, üçüncü tür eliptik integrallerin Jakobi şekilleri denir ve 1=x için tam integral 

elde edilir. 

(1.4)     ∫
−−

=
x

vkv

dv
xkF

0
2221
)1)(1(

),(                                                                                      

(1.5)     dv
v

vk
xkE

x

∫ −

−
=

0
2

22

1 1

1
),(                                                                                                

(1.6)     ∫
−−+

=∏
x

vkvnv

dv
xnk

0
22221
)1)(1()1(

),,(                                                                    

Yukarıdaki integraller sırasıyla birinci, ikinci, üçüncü tür eliptik integralleri için 

Jakobinin  şekillerini  gösterir. 

1.5 Eliptik Tipe İndirgenebilen İntegraller 

Eğer x ve y nin cebirsel rasyonel bir fonksiyonu yani x ve y cinsinden iki polinomun 

bölümü R(x,y) ise, ∫ dxyxR ),(  integrali elemanter fonksiyonlar (cebirsel,                                                                              

trigonometrik, ters trigonometrik, üstel ve logaritmik fonksiyonlar) cinsinden 

hesaplanabilir. ( baxy +=  veya cbxaxy ++= 2  için) 

Eğer a, b, c, d, e verilen sabitler olmak üzere dcxbxaxy +++= 23  veya 

edxcxbxaxy ++++= 234  ise ∫ dxyxR ),(  integrali birinci, ikinci, üçüncü tür 

eliptik integraller cinsinden veya özel hallerde elemanter fonksiyonlar cinsinden 

hesaplanabilir. 

Eğer )(xP  dörtten yüksek dereceli bir polinom olmak üzere )(xPy =  ise 

∫ dxyxR ),(  integrali  hiper eliptik fonksiyonlar yardımıyla integrallenebilir. 
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1.6 Jakobi Eliptik Fonksiyonları 

Birinci tür eliptik integralin Jakobi şeklindeki üst limit x, Legendre şeklindeki üst 

limit φ  ye φsin=x  bağıntısıyla bağlıdır. u am=φ  olduğundan ) amsin( ux =  dur. 

Böylece eliptik fonksiyonların tanımına varmış oluruz: 

(1.8)       uux sn ) amsin( ==   

(1.9)       uux cn ) amcos(1 2 ==−                                                                                       

(1.10)     uukxk dn  sn11 2222 =−=−                                                                          

(1.11)     u
u

u

x

x
tn 

cn 

sn 

1 2
==

−
                                                                                      

Bu fonksiyonlar, trigonometrik fonksiyonlarınkine benzeyen ve problemlerde 

gösterilecek olan pek çok önemli özelliğe sahiptirler. 

Ters eliptik fonksiyonların tanımlanması da mümkündür. Örneğin ux sn =  ise 

xu  sn 1−=  dir. u nun k ya bağımlı olduğuna dikkat ediniz. Bu bağımlılığı iyice 

belirtmek için bazen ),( sn 1 kxu −=  veya xu  sn 1−= , kmod  yazılır. 

Şimdi eliptik integralleri daha iyi kavrayabilmemiz için örnek problemleri 

inceleyelim. 
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2. ÇÖZÜLMÜŞ PROBLEMLER 

2.1 Eliptik İntegrallerle İlgili Problemler 

1.  Eğer 10 << k  ise 













+








⋅⋅

⋅⋅
+









⋅

⋅
+








+=

−
= ∫ ...

642

531

42

31

2

1
1

2sin1
)( 6

2

4

2

2

22

0
22

kkk
k

d
kK

π

θ

θ
π

 

olduğunu ispat ediniz. 

Öncelikle hazırlığımızı yapalım. 

Bir ),( ba  aralığında n inci mertebeden türevi mevcut 

n

n xaxaxaxaaxf +++++= ...)( 3
3

2
210  fonksiyonunu göz önüne alalım. Burada 

),...,2,1,0( niai =  sabitlerdir. Bu fonksiyonun n inci mertebeye kadar türevlerini 

hesaplayalım. 

n

n

n

n

n

n

anxf

xannxaaxf

xnaxaxaaxf

!)(

edersek devam şekildebu 

)1(...232)(''

...32)('

)(

2
32

12
321

=

−++⋅+=

++++=
−

−

 

bulunur. Şimdi  x yerine sıfır yazalım. Bu durumda; 

n

n anf

af

af

af

!)0(

edersek devam şekildebu 

2)0(''

)0('

)0(

)(

2

1

0

=

=

=

=

 

 olup buradan da ia  leri hesaplarsak, 

 

!

)0(

edersek devam şekildebu 
!2

)0(''

)0('

)0(

)(

2

1

0

n

f
a

f
a

fa

fa

n

n =

=

=

=
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bulunur ki bu değerleri )(xf  fonksiyonunda sırasıyla yerine koyarsak         

)0(
!

...)0(''
!2

)0(')0()( )(
2

n
n

f
n

x
f

x
xffxf ++++=  

formülü elde edilir. Bu formüle Maclaurin Formülü denir. Şimdi nxxf )1()( +=  

fonksiyonunu ele alalım. Buradan; 

!)(

edersek devam şekildebu 

)1)(1()(''

)1()('

)1()(

)(

2

1

nxf

xnnxf

xnxf

xxf

n

n

n

n

=

+−=

+=

+=

−

−

   

ve burada bütün ifadelerde x=0 değerini koyarsak 

!)0(

edersek devam şekildebu 

)1()0(''

)0('

1)0(

)( nf

nnf

nf

f

n =

−=

=

=

 

bulunur. Yukarıdaki değerleri de sırasıyla fonksiyonda yerine koyarsak 

nnn

nn

xx
nnn

x
nn

nxxxf

xx
nnn

x
nn

nxxxf

)1...(
!3

)2)(1(

!2

)1(
1)1()(

...
!3

)2)(1(

!2

)1(
1)1()(

32

32

−+
−−

−
−

+−=−=−

++
−−

+
−

++=+=

 

olup burada 
2

1
−=n  alırsak  

...
642

531

42

31

2

1
1)1( 3221 +

⋅⋅

⋅⋅
+

⋅

⋅
++=− − xxxx  

 yazabiliriz ve ∫
−

2

0
22 sin1

π

θ

θ

k

d
θθ

π

dk
21

2

0

22 )sin1( −

∫ −=  deyip θ22 sinkx =  alırsak 

∫
−

2

0
22 sin1

π

θ

θ

k

d
= θθθθ

π

dkkk∫ 





++++

2

0

664422 ...sin
6.4.2

5.3.1
sin

4.2

3.1
sin

2

1
1  

                            =












+








⋅⋅

⋅⋅
+









⋅

⋅
+








+ ...

642

531

42

31

2

1
1

2
6

2

4

2

2

2

kkk
π

 

sonucu çıkar. 
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2. ∫
2

0 sin

π

x

dx
 integralini önce bir eliptik integrale dönüştürünüz sonra üç ondalıklı 

olarak hesaplayınız.  

yx −=
2

π
 dönüşümünü yaparsak dydx −=  olur ve integralin sınırları sırasıyla  

0
2

2
0

=⇒=

=⇒=

yx

yx

π

π

 

olur. 

∫
2

0 sin

π

x

dx
= ∫∫ =









−

−
2

0

0

2 cos

2
sin

π

π π y

dy

y

dy
  

yazabiliriz ve karekökten kurtulmak için de uy 2coscos =  dönüşümünü yaparsak  

y

uduu
dy

uduuydy

sin

sincos2

sincos2sin

=

−=−

                                                                                         

olup 1cossin 22 =+ yy  eşitliğinden ve  uy 2coscos =  yazılırsa 

)cos1)(cos1(cos1cos1sin 2242 uuuyy +−=−=−=   

olur ve bu ifadeyi yukarıdaki  denklemde yerine koyarsak 

=dy  
y

uduu

sin

sincos2
=

u

udu

uu

uduu

222 cos1

cos2

)cos1)(cos1(

sincos2

+
=

+−
 

olup bunu integralde yerine koyarsak 

∫
2

0 sin

π

x

dx
∫∫ =









−

−
=

2

0

0

2 cos

2
sin

π

π π y

dy

y

dy
 

                  =2 ∫
+

2

0
2cos1cos

cos
π

uu

udu
 

                 ∫
+

=
2

0
2cos1

2
π

u

du
 

 

                 ∫
−

=
2

0
2sin2

2
π

u

du
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[ ]











=

−
=

−
=

∫

∫

2
,

2

1
2

sin)21(1
2

sin)21(12
2

2

0
2

2

0
2

π

π

π

F

u

du

u

du

 

bulunup ilk problemin sonucunda 
2

1
=k   konularak integral 2,622 değerini alır. 

Başka bir metot: 

∫
2

0 sin

π

x

dx
 integralinde yine yx −=

2

π
 dönüşümünü yaparsak dydx −=  ve integralin 

sınırları sırasıyla  

0
2

2
0

=⇒=

=⇒=

yx

yx

π

π

 

olur. Dolayısıyla; 

∫
2

0 sin

π

x

dx
= ∫∫ =









−

−
2

0

0

2 cos

2
sin

π

π π y

dy

y

dy
 olup ( )2sin21cos 2 yy −=   yazarsak 

∫
2

0 sin

π

x

dx
= ∫ ∫

−
=

2

0

2

0
2 )2(sin21cos

π π

y

dy

y

dy
 

olup φsin)2sin(2 =y  dönüşümü uygulanırsa 

( )

( )2cos

cos2

cos2cos
2

2

y

d
dy

ddyy

φφ

φφ

=

=

                                                    

olur. Öte yandan  

φ22 sin)21(1)2(sin1)2cos( −=−= yy  ifadesini yukarıda yerine koyarsak 

( )2cos

cos2

y

d
dy

φφ
= =

φ

φφ
2sin)21(1

cos2

−

d
 bulunur ki bunu da integralde yerine 

koyduğumuz vakit 
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∫
2

0 sin

π

x

dx
= ∫ =

2

0 cos

π

y

dy










=

−
∫ 2

1
2

sin)21(1
2

2

0
2

K
d

π

φ

φ
 

bulunur. 

3. dxx∫
2

0

cos
π

 integralini eliptik integral cinsinden ifade ediniz. 

Karekökten kurtulmak için ux 2coscos =  dönüşümünü yaparsak; 

x

duu
dx

uduuxdx

uduuxdx

sin

sincos2

sincos2sin

sincos2sin

=

=

−=−

 

bulunup uuuuuxx 22242 cos1sin)cos1)(cos1(cos1cos1sin +=+−=−=−=   

eşitliğini yukarıda yerine koyalım. 

u

udu

uu

uduu

x

uduu
dx

22 cos1

cos2

cos1sin

sincos2

sin

sincos2

+
=

+
==  olur ve  

dxx∫
2

0

cos
π

= du
u

u
u∫ 









+

2

0
2cos1

cos2
cos

π

 

                  ∫
+

=
2

0
2

2

cos1

cos
2

π

du
u

u
 

       du
u

u
∫

+

−+
=

2

0
2

2

cos1

1cos1
2

π

 

                  ∫∫
+

−+=
2

0
2

2

0

2

cos1
2cos12

ππ

u

du
duu  

                  

( )
( )











−









=

−
−−=

−
−−=

−
−−=

∫∫

∫∫

∫∫

2
,

2

1
2

2
,

2

1
22

sin)21(1
2sin)21(122

sin)21(12
2sin)21(122

sin2
2sin22

2

0
2

2

0

2

2

0
2

2

0

2

2

0
2

2

0

2

ππ

ππ

ππ

ππ

FE

u

du
duu

u

du
duu

u

du
duu

 

elde edilir. 

 

 



 9 

 

 

4. dxx∫ +
2

0

2sin41
π

 integralini hesaplayınız. 

Verilen integrali ∫∫ −=−+
2

0

2
2

0

2 cos45)cos1(41
ππ

dxxdxx  şeklinde yazıp 

yx −=
2

π
 dönüşümünü yaparsak dydx −=  olur integral sınırları da sırasıyla  

0
2

2
0

=⇒=

=⇒=

yx

yx

π

π

 

şekline dönüşür. Düzenleyip yazarsak; 

∫∫ −=+
2

0

2
2

0

2 cos45sin41
ππ

dxxdxx  

                            ∫ −







−−=

0

2

2 )(
2

cos45
π

π
dyy  

                            dyy∫ −=
2

0

2sin45
π

 

                            [ ]dyy∫ −=
2

0

2sin)54(15
π

 

                            









=

−= ∫

2
,

5

2
5

sin)54(15
2

0

2

π

π

E

dyy

 

bulunur. 

5. duu

x

∫ −
0

2sin41  integralini tam olmayan eliptik integraller cinsinden ifade ediniz. 

60 π≤≤ x  olduğu varsayılmaktadır. 

φsinsin2sin4 2 == uu   dönüşümü yapılırsa 

u

d
du

dudu

cos2

cos

coscos2

φφ

φφ

=

=

  

olup ucos  yu φ   cinsinden yazmak için 
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φ22 sin)41(1sin1cos −=−= uu  eşitliğini kullanmamız gerekir. Bu da yukarıda 

yerine yazılırsa; 

 
u

d
du

cos2

cos φφ
= =

φ

φφ
2sin)41(12

cos

−

d
                     

olup sınırlar için de )sin2(sin 1 u−=φ  gerçeği altında 

duu

x

∫ −
0

2sin41 = φ
φ

φ
φ

φ

d∫
−0

2sin)41(12

cos
cos  

                           = φ
φ

φ
φ

d∫
−

−

0
2

2

sin)41(1

sin1

2

1
 

                           

[ ]









+







−=

−+
−

−=

−

−+−
=

−

−+−
=

∫∫

∫

∫

φφ

φφ
φ

φ

φ
φ

φ

φ
φ

φ

φφ

φ

φ

,
2

1
2,

2

1

2

3

sin)41(12
sin)41(12

3

sin)41(1

sin)41(143

2

1

sin)41(1

sin43

2

1

0

2

0
2

0
2

2

0
2

2

EF

d
d

d

d

 

elde edilir 

6. ∫ −
=

x

dx
I

cos2
 integralinin eliptik türden integrale indirgenebildiğini gösteriniz. 

1
2

cos2cos 2 −







=

x
x  eşitliğinden faydalanırsak 









−=−

2
cos23cos2 2 x

x  olup verilen integral 

( )∫
− 2cos23 2 x

dx
=

[ ]∫
− )2(cos)32(13 2 x

dx
 

                              
( ) ( )∫

−
=

2cos3213

1
2 x

dx
 

olup burada u
x

−=
22

π
 dönüşümü yapılırsa dudx 2−=  olur. Bunu yukarıda 

kullanırsak 
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( ) ( )∫
−

=
2cos3213

1
2 x

dx
I = ∫

−

−

u

du

2sin)32(13

2
= ∫

−
−

u

du

2sin)32(13

2
 

şeklini alır. 

7. [ ])4,32()2,32(
3

2

cos2

2

0

ππ
π

FF
x

dx
−=

−∫  olduğunu ispatlayınız. 

u
x

−=
22

π
 dönüşümünü yaparsak dudx 2−=  olup integral sınırları sırasıyla 

42

2
0

ππ

π

=⇒=

=⇒=

ux

ux

 

haline dönüşürler ve Problem 6 dan yaralanarak 

( )∫∫
−

−=
−

4

2
2

2

0 sin3213

2

cos2

π

π

π

u

du

x

dx
 

                      
( )∫

−
=

2

4
2sin3213

2
π

π u

du
                                                                                      

                      
( ) ( )

{ })4,32()2,32(
3

2

sin321sin3213

2
2

0

4

0
22

ππ

π π

FF

u

du

u

du

−=













−
−

−
= ∫ ∫

                       

sonucuna varılır. 

8. ,sin xy =   π≤≤ x0  eğrisinin yay uzunluğunu bulunuz. 

Yay uzunluğu= dxdxdydydx ∫∫ +=+
ππ

0

2

0

22 )(1)()(  

olup x
dx

dy
xy cossin =⇒=   

Yay uzunluğu = dxxdxx∫ ∫ +=+
π π

0

2

0

22 cos12cos1  

                                                  

[ ]dxx

dxx

∫

∫

−=

−=

2

0

2

2

0

2

sin)21(122

sin22

π

π
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                                                  dxx∫ −=
2

0

2sin)21(122
π

                                                   

                                                  









=

2
,

2

1
22

π
E  

bulunur. 

9. φsinax = , φcosby =  0<b<a elipsinin yay uzunluğunu bulunuz. 

Elipsin yay uzunluğu= ∫ +
2

0

22 )()(4
π

dydx  dir. 

φφφ

φφφ

dbdyby

dadxax

sincos

cossin

−=⇒=

=⇒=
 

olup bunları yay uzunluğu formülünde yerine koyarsak 

Elipsin yay uzunluğu= ∫ +
2

0

22 )()(4
π

dydx  

                                  = φφφ
π

dba∫ +
2

0

2222 sincos4  

                                  

φφ

φφ

φφφ

π

π

π

dea

d
a

ba
a

dba

∫

∫

∫

−=

−
−=

+−=

2

0

22

2

0

2

2

2

2
2

2

0

2222

sin14

)sin1(4

sin)sin1(4

 

bulunur ki burada  10
2

22
2 <

−
=<

a

ba
e  olup 2e  elipsin eksantirisitesinin karesidir. 

10.  1
49

22

=+
yx

 elipsinin çevre uzunluğunu bulunuz. 

Bu elipsin parametrik denklemleri θsin3=x  ,  θcos2=y  olup 

θθddx cos3=  ve θθddy sin2−=  dır. 

Elipsin yay uzunluğu= ∫ +
2

0

22 )()(4
π

dydx  

                                 

θθθ

θθθ

π

π

d

d

∫

∫

+−=

+=

2

0

22

2

0

22

sin4)sin1(94

sin4cos94
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[ ] θθ

θθ

π

π

d

d

∫

∫

−=

−=

2

0

2

2

0

2

sin)95(194

sin594

 

                      











=

−= ∫

2
,

9

5
12

sin)95(112
2

0

2

π

θθ
π

E

d

  

bulunur. 

11. ∫
+

2

0
22 cos2sin

π

xx

dx
 integralini eliptik integraller cinsinden yazınız. 

xx 22 sin1cos −=  eşitliğini kullanırsak 

∫
+

2

0
22 cos2sin

π

xx

dx
∫

−+
=

2

0
22 )sin1(2sin

π

xx

dx
 

                                  
[ ]











=

−
=

−
=

−
=

∫

∫

∫

2
,

2

1

2

1

sin)21(12

1

sin)21(12

sin2

2

0
2

2

0
2

2

0
2

π

π

π

π

F

x

dx

x

dx

x

dx

 

bulunur. 

12. ∫
−

t

x

dx

0
2sin31

 integralini eliptik integraller cinsinden ifade ediniz. 

ux sinsin3 =  dönüşümünü yaparsak 

x

udu

x

udu
dx

uduxdx

2sin13

cos

cos3

cos

coscos3

−
==

=

 

                       

u

udu

u

udu

2

2

sin3

cos

sin)31(13

cos

−
=

−
=

 



 14 

olup )sin3(sin 1 t−=φ  bağıntıyla da φ ,  t ye bağlı olacak şekilde integral 

sınırlarımız değişir. Dolayısıyla; 

∫
−

t

x

dx

0
2sin31

∫
−

=
φ

0
2sin3cos

cos

uu

udu
 

                        
[ ]











=

−
=

−
=

−
=

∫

∫

∫

φ

φ

φ

φ

,
3

1

3

1

sin)31(13

1

sin)31(13

sin3

0
2

0
2

0
2

F

u

du

u

du

u

du

 

olarak eliptik integraller cinsinden ifade edilir. 

13. ∫
−−

2

0
22 )9)(4( xx

dx
 integralini eliptik integraller cinsinden ifade ediniz. 

1.Yol:  tx sin2=  dönüşümünü yaparsak 

            tdtdx cos2=  olup integral sınırları 

22

00

π=⇒=

=⇒=

tx

tx
   

  olacak şekilde değişir. Dolayısıyla; 

      ∫
−−

2

0
22 )9)(4( xx

dx
= ∫

−−

2

0
22 )sin49)(sin44(

cos2
π

tt

tdt
 

                                     ∫
−−

=
2

0
22 )sin49)(sin1(4

cos2
π

tt

tdt
 

                                     ∫
−

=
2

0
2sin49

π

t

dt
 

                                      

( )









=

−
=

−
=

∫

∫

2
,

3

2

3

1

sin)94(13

1

sin)94(19
2

0
2

2

0
2

π

π

π

F

t

dt

t

dt

                         

bulunur. 
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2.Yol: tx sin3=  dönüşümünü yaparsak tdtdx cos3=  olup integralin sınır değerleri 

x=0 için t=0 ve x=2 için t=
3

2
arcsin  haline dönüşür. Burada 

t
x

t
x

tx =







⇒=⇒=

3
arcsinsin

3
sin3  bağıntısı ile x in t ye bağlı olarak sınırları 

değişmiştir. 

∫
−−

2

0
22 )9)(4( xx

dx
= ∫

−−

32arcsin

0
22 )sin99)(sin94(

cos3

tt

tdt
 

                                =
( )∫

−

32arcsin

0
2sin)49(14 t

dt
 

                                ∫
−

=
32arcsin

0
2sin)49(12

1

t

dt
 

olup burada φsinsin
2

3
=t  dönüşümünü yaparsak φφdtdt coscos

2

3
=  bulunur ki; 

φ

φφ

φ

φφφφφφ
222 sin49

cos2

sin)94(13

cos2

sin13

cos2

cos3

cos2

−
=

−
=

−
==

dd

t

d

t

d
dt  eşitliği çıkar. 

İntegral sınırları ise 







= tsin

2

3
arcsinφ  bağıntısına bağlı olarak  

( ) 232arcsin

00

πφ

φ

=⇒=

=⇒=

t

t
 

şeklinde değişir. O halde; 

∫∫
−

=
−

2

0
2

32arcsin

0
2 sin49cos

cos

sin)49(12

1
π

φφ

φφd

t

dt
 

                                       

( )











=

−
=

−
=

∫

∫

2
,

9

4

3

1

sin)94(13

1

sin)94(19
2

0
2

2

0
2

π

φ

φ

φ

φ

π

π

F

d

d

 

bulunur. 
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14. ∫
++

1

0
22 )21)(1( xx

dx
 integralini eliptik integraller cinsinden ifade ediniz. 

ux tan=  dönüşümünü yaparsak ududx 2sec=  olup integral sınırları olan 0=x  ve 

x=1 sırasıyla 0=u  ve
4

π
=u  e dönüşür. Dolayısıyla; 

∫
++

1

0
22 )21)(1( xx

dx
= ∫

++

4

0
22

2

)tan21)(tan1(

sec
π

uu

udu
 

                                 

∫

∫

∫

∫

∫

−
=

−+
=

+
=

+
=

+
=

4

0
2

4

0
22

4

0
22

4

0
2

4

0
2

2

cos2

)cos1(2cos

sin2cos

tan21cos

tan21

seccos

π

π

π

π

π

u

du

uu

du

uu

du

uu

du

u

uduu

 

olup tu −=
2

π
 dönüşümünü yaparsak dtdu −=  ve integralin de sınırları sırasıyla  

44

2
0

ππ

π

=⇒=

=⇒=

tu

tu

 

haline dönüşür. Düzenleyip yazarsak; 

∫
−

4

0
2cos2

π

u

du
= ∫

−

−
4

2
2sin2

π

π t

dt
 

                         
( )























−









=













−
−

−
=

−
=

−
=

∫ ∫

∫

∫

4
,

2

1

2
,

2

1

2

1

sin)21(1sin)21(12

1

sin)21(12

sin2

2

0

4

0
22

2

4
2

2

4
2

ππ

π π

π

π

π

π

FF

t

dt

t

dt

t

dt

t

dt
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15. ∫
+

φ

φ

φ

0
22 sin1 k

d
 integralini eliptik integraller cinsinden ifade ediniz. 

uk tansin =φ  dönüşümünü yaparsak ududk 2seccos =φφ ve böylelikle 

φφ
φ

2

22

sin1

sec

cos

sec

−
==

k

udu

k

udu
d  

             

2

2

2

tan
1

sec

k

u
k

udu

−

=  

                        
uk

udu

22

2

tan

sec

−
=  

olur. Düzenleyip baştan yazarsak; 

∫
+

φ

φ

φ

0
22 sin1 k

d
= ∫

−

u

uk

uduu

0
22

2

tan

seccos
 

                         

∫

∫

∫

∫

+−
=

−−
=

−
=

−
=

u

u

u

u

ukk

du

uuk

du

uuk

du

uku

du

0
222

0
222

0
222

0
22

sin)1(

sin)sin1(

sincos

tancos

 

                         

∫

∫








 +
−

=
















 +
−

=

u

u

u
k

k

du

k

u
k

k
k

du

0 2
2

2

0 2
2

2
2

sin
1

1

1

sin
1

1

 

olup burada xu
k

k
sinsin

12

=
+

   dersek    xdxudu
k

k
coscos

12

=
+

 ve buradan 

uk

xdxk

uk

xdxk
du

222 sin11

cos

cos1

cos

−+
=

+
=  
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x
k

k
k

xdxk

2
2

2
2 sin

1
11

cos










+
−+

=  

ve sonuçta da 

∫∫









+
−+

=








 +
−

xu

x
k

k
kx

xdxk

k
u

k

k

du

k
0 2

2

2
20 2

2

2

sin
1

11)(cos

cos1

sin
1

1

1
 

                                      










++
= x

k

k
F

k
,

11

1
22

                                      

bulunur. Yapılan işlemlerde geriye doğru gidilerek son integralde üst limit x in ilk 

integraldeki üst limit  φ  ye 














+

+
= −

φ

φ
22

2
1

sin1

sin1
sin

k

k
x  eşitliği ile bağlı bulunduğu 

görülür. 

16. ∫ −−−

6

4 )3)(2)(1( xxx

dx
 integralini eliptik integraller cinsinden ifade ediniz. 

32 += ux  dönüşümünü yaparsak ududx 2=  olup integral sınırları 

36

14

=⇒=

=⇒=

ux

ux
 

 haline dönüşür. Dolayısıyla; 

∫∫
++

=
−−−

3

1
222

6

4 )1)(2(

2

)3)(2)(1( uuu

udu

xxx

dx
 

                                     ∫
++

=
3

1
22 )1)(2(

2
uu

du
 

ve bu son integralde tu tan=  dönüşümünü kullanırsak tdtdu 2sec=  olup integralin 

sınır değerleri; 

4
1

π
=⇒= tu  ve 

3
3

π
=⇒= tu  olur. Buradan; 

=
−−−∫

6

4 )3)(2)(1( xxx

dx
∫

++

3

1
22 )1)(2(

2
uu

du
 

                                      ∫
++

=
3

4
22

2

)tan1)(tan2(

sec
2

π

π tt

tdt
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( )∫

∫

∫

∫

∫

−
=

−
=

+−
=

+
=

+
=

3

4
2

3

4
2

3

4
22

3

4
22

3

4
2

sin)21(12
2

sin2
2

sin)sin1(2
2

sincos2
2

tan2cos
2

π

π

π

π

π

π

π

π

π

π

t

dt

t

dt

tt

dt

tt

dt

tt

dt

 

                                      ∫
−

=
3

4
2sin)21(1

2
π

π t

dt
 

                                     























−









=













−
−

−
= ∫∫

4
,

2

1

3
,

2

1
2

sin)21(1sin)21(1
2

4

0
2

3

0
2

ππ

ππ

FF

t

dt

t

dt

 

şekline girer. 

Genel olarak, )(3 xP  reel köklü üçüncü dereceden bir polinom ise ∫ )(3 xP

dx
   integrali 

işaret edilen metotla bir eliptik integrale dönüştürülebilir.                         

17. ∫
∞

+−1
22 )3)(1( uu

du
     integralini hesaplayınız. 

Burada tu sec=  dönüşümünü yaparsak tdttdu tansec=  olup integral sınırları olan 

1=u  ve ∞=u  sırasıyla  t=0 ve 
2

π
=t  ye dönüşür. Dolayısıyla; 

∫
∞

+−1
22 )3)(1( uu

du
∫

+−
=

2

0
22 )3)(sec1(sec

tansec
π

tt

tdtt
 

                               

∫

∫

+
=

+
=

2

0
2

2

0
2

cos31

3seccos
π

π

t

dt

tt

dt
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( )











=

−
=

−
=

−
=

−+
=

∫

∫

∫

∫

2
,

2

3

2

1

sin)43(12

1

sin)43(14

sin34

)sin1(31

2

0
2

2

0
2

2

0
2

2

0
2

π

π

π

π

π

F

t

dt

t

dt

t

dt

t

dt

 

sonucu bulunur. 

18. ∫ −−−− )4)(3)(2)(1( xxxx

dx
   integralinin eliptik integraller cinsinden nasıl 

hesaplanabileceğini gösteriniz. 

dct

bat
x

+

+
=  kesirli lineer dönüşümünü yapalım ve a,b,c,d  yi öyle  tarzda seçelim ki 

x=1,2,3 değerleri için  t=0,1, ∞    değerlerine karşılık gelsin. Yani; 

1=x için 0=t  hali: 

Bu durumda
d

b
=1  olur. 

2=x  için t=1 hali: 

Bu durumda
dc

ba

+

+
=2  olur. 

3=x  için ∞=t  hali: 

Bu durumda
c

a

t

d
ct

t

b
at

=









+









+

=3  olur ve buradan gerekli işlemler yapılırsa  ,3da =  

,db =  dc =  elde edilir.  Böylece 
1

13

+

+
=

t

t
x    sonucuna varılır. Bu dönüşümü 

kullanırsak 
2)1(

2

+
=

t

dt
dx  bulunup bunları integralde yerine koyarsak aşağıdaki 

işlemler çıkar. O halde; 
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∫ −−−− )4)(3)(2)(1( xxxx

dx
= ∫










+

−−









+

−









+

−









+
+

1

3

1

2

1

1

1

2
)1(

2

2

t

t

tt

t

t

t
t

dt
 

                                                = ∫ +− )3)(1( ttt

dt
 

ve burada da 2ut =  dönüşümünü yaparsak ududt 2=  olup 

∫ +− )3)(1( ttt

dt
= ∫

+− )3)(1(

2
222 uuu

udu
 

                           = ∫
+− )3)(1(

2
22 uu

du
 

haline integralimiz dönüşmüş olur ki biz bir önceki problemde bu integrali 

çözmüştük. Bundan sonraki işlemler aynen bir önceki problemde yaptığımız gibi 

devam edip sonuca ulaşılır. 

Genel olarak eğer )(4 xP     reel köklü dördüncü dereceden bir polinom ise ∫ )(4 xP

dx
   

integrali işaret edilen metotla eliptik bir integrale dönüştürülebilir.  

19.  ∫
+++−

=
)7)(102( 22 xxxx

dx
I   integralini eliptik integraller cinsinden ifade 

ediniz. 

Öncelikle kök altındaki polinomun reel kökünün bulunup bulunmadığını inceleyelim. 

09)1(912102 222 =++=++−=+− xxxxx  olup reel kökü yoktur. 

0
4

27

2

1

4

27

4

1
7

2

22 =+







+=+++=++ xxxxx  olup reel kök yoktur. 

Sonuçta  kök altındaki polinomun hiçbir reel kökü bulunmadığından problem 18 deki 

metot uygulanamaz. Aşağıdaki tarzda hareket ediyoruz. 

a  bir sabit olmak üzere ayx +=   dönüşümünü yapalım. Buradan dydx =  olup 

düzenlersek; 

                { }{ }∫
++++++−+

=
7)()(10)(2)( 22 ayayayay

dy
I

 

                  
{ }{ }∫

++++++−−++
=

7210222 2222 ayaayyayaayy

dy
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{ }{ }∫

++++++−+−+
=

7)12(102)22( 2222 aayayaayay

dy
 

şeklini alır. 

a  yı öyle tarzda seçelim ki kuadratik ifadelerden her birindeki sabit terimler eşit 

olsun. Yani  7102 22 ++=+− aaaa eşitliği sağlansın.  Buradan 1=a   elde edilir. 

Böylece; 

                ∫
+++

=
)93)(9( 22 yyy

dy
I  

olur. Şimdi ise β  pozitif bir sabit olmak üzere uy β=   dönüşümünü yapalım. 

Buradan dudy β=  olup  integralimiz 

               ∫
+++

=
)93)(9( 2222 uuu

du
I

βββ
β  

olur. β  yı öyle tarzda seçelim ki kuadratik terimlerden her birinde 2β  katsayısı sabit 

terime eşit olsun. Yani 92 =β olsun. Buradan 3=β elde edilir ve integral 

               ∫
+++

=
)1)(1(3

1
22 uuu

du
I  

şekline girer. Şimdi  
t

t
u

−

+
=

1

1
 yazalım 

21

2

t

dt
du

−
=  olur ve    

              ∫
++

=
)3)(1(

2
22 tt

dt
I  

ve en son olarak θtan=t  dersek θθddt 2sec=  olup 

             ∫
++

=
)3)(1(

2
22 tt

dt
I ∫

++
=

)tan3)(tan1(

sec
2

22

2

θθ

θθd
 

                                                      

∫

∫

∫

∫

+−
=

+
=

+
=

+
=

θθ

θ

θθ

θ

θθ

θ

θθ

θθ

22

22

2

22

sin)sin1(3
2

sincos3
2

tan3cos
2

tan3cos

cos
2

d

d

d

d
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[ ]

∫

∫

∫

−
=

−
=

−
=

θ

θ

θ

θ

θ

θ

2

2

2

sin)32(13

2

sin)32(13
2

sin23
2

d

d

d

 

sonucu bulunur. 

20. ∫
+−+−

=
)72)(102( 22 xxxx

dx
I   integralini bir eliptik integraller cinsinden 

ifade ediniz. 

Aynen bir önceki problemde olduğu öncelikle kök içindeki polinomların reel 

kökünün olup olmadığını araştıralım. 

09)1(912102 222 =+−=++−=+− xxxxx  olup reel kök yoktur. 

06)1(61272 222 =+−=++−=+− xxxxx  olup reel kök yoktur. 

Şimdi ayx +=  dönüşümü yaparsak dydx =  olup 

               
{ }{ }∫

++−+++−+
=

7)(2)(10)(2)( 22 ayayayay

dy
I  

       
{ }{ }

{ }{ }∫

∫

+−+−++−+−+
=

+−−+++−−++
=

72)22(102)22(

722210222

2222

2222

aayayaayay

dy

ayaayyayaayy

dy

 

şekline girer. 

Bu aşamada sabit terimleri birbirine eşitlersek yani 

72102 +−=+− aaaa  gibi imkansız bir denklem elde ederiz ki bu bize yx =−1  

dönüşümünün kullanılması gerektiğini gösterir. Buradan dydx =  bulunup yerine 

koyarsak 

            ∫
++

=
)6)(9( 22 yy

dy
I  integrali elde edilir ve burada da son olarak 

uy tan6= dönüşümünü yaparsak ududy 2sec6=  olur .Dolayısıyla; 

            ∫
++

=
)6)(9( 22 yy

dy
I = ∫

++ )6tan6)(9tan6(

sec
6

22

2

uu

udu
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∫

∫

∫

∫

−
=

+−
=

+
=

+
=

u

du

uu

du

uu

du

uu

du

2

22

22

2

sin39

sin6)sin1(9

sin6cos9

9tan6cos

 

                                                  
[ ]

∫

∫

−
=

−
=

u

du

u

du

2

2

sin)31(13

1

sin)31(19
 

sonucu elde edilir. 

21. ∫
∞

+−+1
222 )3)(1()13( uuu

du
 integralini hesaplayınız. 

ϕsec=u  konursa ϕϕϕ ddu tansec=  olup integral sınırları olan 1=u  ve ∞=u  

sırasıyla 0=ϕ  ve 
2

π
ϕ =  ye dönüşür. Dolayısıyla; 

∫
∞

+−+1
222 )3)(1()13( uuu

du
= ∫

+−+

2

0
222 )3)(sec1(sec)1sec3(

tansec
π

ϕϕϕ

φϕϕ d
 

                                             = ∫
++

2

0
22

2

cos31)cos3(

cos
π

ϕϕ

ϕϕd
 

                                             
( )

ϕ
ϕϕ

ϕ
π

d∫
++

−+
=

2

0
22

2

cos31)cos3(

3cos3
 

                                             ∫∫
++

−
+

=
2

0
22

2

0
2 cos31)cos3(

3
cos31

ππ

ϕϕ

ϕ

ϕ

ϕ dd
 

                                             
( ) ( ) ( )∫∫

−−
−

−
=

2

0
22

2

0
2 sin431)sin411(8

3

sin4312

1
ππ

ϕϕ

ϕ

ϕ

ϕ dd
 

                                             ( ) )2,41,23(
8

3
2,23

2

1
ππ −∏−= F  

şeklini alır. Burada ikinci integral üçüncü tür tam integraldir. 
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22. ∫ −−−−
=

)4)(3)(2)(1( xxxxx

dx
I    integralinin eliptik integraller cinsinden 

nasıl hesaplanabileceğini gösteriniz. 

Problem 19 daki gibi işlem yapalım ve 
dct

bat
x

+

+
=  kesirli lineer dönüşümünü 

düşünelim ve a,b,c,d yi öyle  tarzda seçelim ki x=1,2,3 değerleri için t=0,1, ∞    

değerlerine karşılık gelsin. Yani; 

1=x için 0=t  hali: 

Bu durumda
d

b
=1  olur. 

2=x  için t=1 hali: 

Bu durumda
dc

ba

+

+
=2  olur. 

3=x  için ∞=t  hali: 

Bu durumda
c

a

t

d
ct

t

b
at

=









+









+

=3  olur ve buradan gerekli işlemler yapılırsa ,3da =  

,db =  dc =  elde edilir. Böylece 
1

13

+

+
=

t

t
x    sonucuna varılır. Bu dönüşümü 

kullanırsak 
2)1(

2

+
=

t

dt
dx  bulunup bunları integralde yerine koyalım. 

∫ −−−−
=

)4)(3)(2)(1( xxxxx

dx
I = ∫










+

−−









+

−









+

−









+









+

+
+

1

3

1

2

1

1

1

2

1

13
)1(

2

2

t

t

tt

t

t

t

t

t
t

dt
 

                                                         ∫ +−+

+
=

)3)(1()13(

)1(

tttt

dtt
                                                   

şekline dönüşür. Şimdi  2ut =   yazalım ududt 2=  ve dolayısıyla; 

∫ +−+

+
=

)3)(1()13(

)1(

tttt

dtt
I =2

)3)(1()13(

)1(
222

2

+−+

+
∫

uuu

duu
 

                                            =
( )

du
uuu

u
∫

+−+

++

)3)(1()13(

32)13(31
2

22

2

 

                                           ∫∫
+−+

+
+−

=
)3)(1()13(3

4

)3)(1(3

2
22222 uuu

du

uu

du
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olup wu sec=  dersek wdwwdu tansec=  olur. Dolayısıyla; 

∫∫
+−+

+
+−

=
)3)(sec1(sec)1sec3(

tansec

3

4

)3)(sec1(sec

tansec

3

2
2222 www

wdww

ww

wdww
I  

∫∫
++

+
+

=
1cos3)cos3(

cos

3

4

1cos33

2
22

2

2 ww

wdw

w

dw
                  

[ ] 











+−−+
−

+−
+

+−
=

++

−+
+

+
=

∫ ∫∫

∫∫

1)sin1(3)sin1(3
3

1)sin1(33

4

1)sin1(33

2

1cos3)cos3(

)3cos3(

3

4

1cos33

2

2222

22

2

2

ww

dw

w

dw

w

dw

ww

dww

w

dw

                                           

[ ] 











−−
−

−
+

−
=













−−
−

−
+

−
=

∫∫∫

∫ ∫ ∫

ww

dw

w

dw

w

dw

ww

dw

w

dw

w

dw

2222

2222

sin)43(1sin)41(18

3

sin)43(12

1

3

4

sin)43(13

1

sin34)sin4(
3

sin343

4

sin343

2

 

bulunur.  

23. ∫ +−

1

0 )1)(1( xxx

dx
 integralini hesaplayınız. 

∫ +−

1

0 )1)(1( xxx

dx
= ∫

−

1

0
2 )1( xx

dx
 deyip tx sin=  dersek tdtdx cos=  olup integral 

sınırları olan 0=x  ve 1=x  sırasıyla 0=t  ve 
2

π
=t  ye dönüşür. Dolayısıyla; 

∫
−

1

0
2 )1( xx

dx
= ∫∫ =

−

2

0

2

0
2 sin)sin1(sin

cos
ππ

t

dt

tt

tdt
 olup şimdi de ut −=

2

π
 dersek 

dudt −= ve sınırların değişmesini de dikkate alırsak; 

∫
2

0 sin

π

t

dt
= ∫ ∫=

−
0

2

2

0 coscosπ

π

u

du

u

du
 olup yu 2coscos =  dönüşümü ile de 

u

ydyy

u

ydyy
du

2cos1

sincos2

sin

sincos2

−
==  

                                
y

ydyy

4cos1

sincos2

−
=  

                                
)cos1)(cos1(

sincos2
22 yy

ydyy

+−
=  
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y

ydy

2cos1

cos2

+
=  

olup bunları yerine koyarsak; 

∫
2

0 cos

π

u

du
= ∫

+

2

0
2cos1cos

cos2
π

yy

ydy
 

                

( )∫

∫

−
=

−+
=

2

0
2

2

0
2

sin)21(12
2

)sin1(1
2

π

π

y

dy

y

dy

 

                 











=

−
= ∫

2
,

2

1
2

sin)21(1
2

2

0
2

π

π

F

y

dy

 

bulunur. 

24. ∫
++

3

1
24 34xx

dx
 integralini hesaplayınız. 

∫∫
++

=
++

3

1
22

3

1
24 )3)(1(34 xx

dx

xx

dx
 olup ux tan=  dersek ududx 2sec= olup 

integral sınırları olan 1=x  ve 3=x  sırasıyla 
4

π
=u  ve 

3

π
=u  e dönüşür. 

Düzenlersek; 

∫ ∫
++

=
++

3

1

3

4
22

2

22 )tan3)(tan1(

sec

)3)(1(

π

π uu

udu

xx

dx
 

                               

∫

∫

∫

+−
=

+
=

+
=

3

4
2

3

4
22

3

4
2

sin)sin1(3

sincos3

tan3cos

π

π

π

π

π

π

uu

du

uu

du

uu

du

 

                               ∫
−

=
3

4
2sin)32(13

1
π

π u

du
 



 28 

                                























−









=













−
−

−
= ∫ ∫

4
,

3

2

3
,

3

2

3

1

sin)32(1sin)32(13

1
3

0

4

0
22

ππ

π π

FF

u

du

u

du

 

sonucu bulunur. 

25.  







=

−
∫
∞

2

1

2

1

11
4

K
x

dx
 olduğunu gösteriniz. 

∫∫
∞∞

+−
=

− 1
22

1
4 )1)(1(1 xx

dx

x

dx
 yazıp ux sec=  dersek uduudx tansec=  olup 

integral sınırları 1=x  ve ∞=x için sırasıyla 0=u  ve 
2

π
=u  ye dönüşür. 

Dolayısıyla; 

∫ ∫
∞

+−
=

−1

2

0
224 )1)(sec1(sec

tansec

1

π

uu

uduu

x

dx
 

                ∫
+

=
2

0
2cos1

π

u

du
 

                
( )









=

−
=

−+
=

∫

∫

2

1

2

1

sin)21(12

)sin1(1
2

0
2

2

0
2

K

u

du

u

du

π

π

                                                               

bulunur. 

26.  ∫
−−

2

0
22 )25)(16( xx

dx
 integralini eliptik integraller cinsinden ifade ediniz. 

 Burada tx sin4=  dersek tdtdx cos4=  olup integral sınırları olan 0=x  ve 2=x  

sırasıyla 0=t ve 
2

π
=t  ye dönüşür. Düzenlersek; 

∫
−−

2

0
22 )25)(16( xx

dx
= ∫

−−

2

0
22 )sin1625)(sin1(16

cos4
π

tt

tdt
 

                                   ∫
−

=
2

0
2sin)2516(15

1
π

t

dt
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                                   







=

2
,

5

4

5

1 π
F  

bulunur. 

27.  ∫ −

−
1

0
2

2

1

3
dx

x

x
 integralini eliptik integraller cinsinden yazınız. 

       dx
x

x
∫ −

−
1

0
2

2

1

3
= dx

x

x
∫

−

−
1

0
2

2

1

3
 olup tx sin=  dersek tdtdx cos=  olup integral 

sınırları 0=x  için 0=t  ve 1=x  için 
2

π
=t  ye dönüşür. Dolayısıyla; 

∫
−

−
1

0
2

2

1

3

x

x
= dt

t

tt
∫

−
2

0

2

cos

sin3cos
π

 

                











=

−= ∫

2
,

3

1
3

sin)31(13
2

0

2

π

π

E

dtt

 

sonucu bulunur. 

28.  ∫
−−

5

3
22 )25)(9( xx

dx
 integralini eliptik integraller cinsinden ifade ediniz. 

Burada tx sin5=  dönüşümünü yaparsak tdtdx cos5=  olup integral sınırları olan 

3=x  ve 5=x , t
x

=








5
arcsin  bağıntısına bağlı olarak sırasıyla 








=

5

3
arcsint  ve 

2

π
=t  ye dönüşür. Dolayısıyla; 

∫
−−

5

3
22 )25)(9( xx

dx
= ∫

−−

2

5

3
arcsin

22 )sin1(25)9sin25(

cos5
π

tt

tdt
 

                                  ∫
−

=
2

5

3
arcsin

2 9sin25

π

t

dt
 

olup ut −=
2

π
 dersek dudt −= ve buna bağlı olarak integraldeki sınır değişimini de 

dikkate alırsak; 
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∫
−

=
2

5

3
arcsin

2 9sin25

π

t

dt
= ∫

−
−

−
0

5

3
arcsin

2

2 9cos25π u

du
 

                                  ∫
−

−−
=

5

3
arcsin

2

0
2 9)sin1(25

π

u

du
 

                                  ∫
−

−
=

5

3
arcsin

2

0
2sin)1625(14

1
π

u

du
 

olup  wu sinsin
4

5
=  dersek  

wdwudu coscos
4

5
=  

 
u

wdw
du

cos5

cos4
=   

      

w

wdw

u

wdw

2

2

sin1625

cos4

sin15

cos4

−
=

−
=

 

olup düzenlersek; 

∫
−

−
=

5

3
arcsin

2

0
2sin)1625(14

1
π

u

du
= ∫

−

2

0
2sin)2516(1cos5

cos4

4

1
π

ww

wdw
 

                                                 









=

−
= ∫

2
,

5

4

5

1

sin)2516(15

1
2

0
2

π

π

F

w

dw

 

sonucu bulunur. En son inetgraldeki sınır değişiminin 
5

sin4
sin

w
u =  bağıntısına 

bağlı olarak değiştirildiğine dikkat edelim. Buna göre 0=u  için 0=w  ve 

5

3
arcsin

2
−=

π
u  için  

25

sin4
)

5

3
cos(arcsin)

5

3
arcsin

2
sin(

ππ
=⇒==− w

w
 bulunmuştur. 
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29.  ∫
∞

++0
44 )25)(16( xx

xdx
 integralini eliptik integraller cinsinden ifade ediniz. 

ux tan42 =  dönüşümünü yaparsak uduxdx 2sec42 =  olup integral sınırları olan 

0=x  ve ∞=x  sırasıyla 0=u  ve 
2

π
=u  ye dönüşür. Düzenlersek; 

∫
∞

++0
44 )25)(16( xx

xdx
= ∫

++

2

0
22

2

)tan1625)(tan1616(

sec4

2

1
π

uu

udu
 

                                     

∫

∫

∫

+−
=

+
=

+
=

2

0
22

2

0
22

2

0
2

sin16)sin1(252

1

sin16cos252

1

tan1625cos2

1

π

π

π

uu

du

uu

du

uu

du

  

                                     ∫
−

=
2

0
2sin)259(152

1
π

u

du
 

                                     







=

2
,

5

3

10

1 π
F  

bulunur. 

30. ∫
∞

+−+−
=

1
22 )104)(54( xxxx

dx
I  integralini hesaplayınız. 

Öncelikle kök içindeki ifadenin reel kökünün bulunup bulunmadığını inceleyelim. 

01)2(14454 222 =+−=++−=+− xxxxx  olup reel kök yoktur. 

06)2(644104 222 =+−=++−=+− xxxxx  olup reel kök yoktur. 

Burada ayx +=  dönüşümünü yaparsak dydx =  olur ve verilen integrali bu 

dönüşüm değişimine göre baştan düzenlersek; 

      
{ }{ }∫

∞

− ++−+++−+
=

a ayayayay

dy
I

1
22 10)(4)(5)(4)(

 

          
{ }{ }

{ }{ }∫

∫
∞

−

∞

−

+−++−++−+−+
=

+−−+++−−++
=

a

a

aayayaayay

dy

ayaayyayaayy

dy

1
2222

1
2222

104)42(54)42(

104425442
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ifadesi elde edilir. Burada kök içindeki sabit terimleri birbirine eşitlersek çözümü 

imkansız olan 10454 22 +−=+− aaaa  eşitliği bulunur ki bu da bize ux =− 2  

dönüşümünü yapmamızı söyler. Buradan dudx =  olup sınırlardaki değişimi de göz 

önünde bulundurursak; 

 ∫
∞

− ++
=

1
22 )6)(1( uu

du
I  bulunup son olarak tu tan=  dersek tdtdu 2sec=  ve 

dolayısıyla; 

 ∫
∞

− ++
=

1
22 )6)(1( uu

du
I =

( )
∫

− ++

2

4
22

2

)tan6)(tan1(

sec
π

π tt

tdt
 

                                      

( )

( )

( )
∫

∫

∫

−

−

−

+−
=

+
=

+
=

2

4
22

2

4
22

2

4
2

sin)sin1(6

sincos6

tan6cos

π

π

π

π

π

π

tt

dt

tt

dt

tt

dt

 

                                      

( )

[ ]( )

( )























−









=













−
−

−
=

−
=

−
=

∫ ∫

∫

∫

−

−

−

4

7
,

6

5

2
,

6

5

6

1

sin)65(1sin)65(16

1

sin)65(16

sin56

2

0

4

0
22

2

4
2

2

4
2

ππ

π π

π

π

π

π

FF

t

dt

t

dt

t

dt

t

dt

 

sonucu çıkar. 

31. ∫
∞

+−+−
=

1
22 )104)(54( xxxx

dx
I  integralini hesalayınız. 

Öncelikle kök içindeki ifadenin reel kökünün bulunup bulunmadığını inceleyelim. 

01)2(14454 222 =+−=++−=+− xxxxx  olup reel kök yoktur. 

06)2(644104 222 =+−=++−=+− xxxxx  olup reel kök yoktur. 

Burada ayx +=  dönüşümünü yaparsak dydx =  olup 
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{ }{ }∫

∞

− ++−+++−+
=

a ayayayay

dy
I

1
22 10)(4)(5)(4)(

 

         
{ }{ }∫

∞

− +−−+++−−++
=

a ayaayyayaayy

dy

1
2222 104425442

 

          
{ }{ }∫

∞

− +−++−++−+−+
=

a aayayaayay

dy

1
2222 104)42(54)42(

 

olup burada kök içindeki sabit terimleri birbirine eşitlersek çözümü imkansız olan 

10454 22 +−=+− aaaa  eşitliği bulunur ki bu da bize ux =− 2  dönüşümünü 

yapmamızı söyler. Buradan dudx =  olup sınırlardaki değişimi de göz önünde 

bulundurursak; 

 ∫
∞

− ++
=

1
22 )6)(1( uu

du
I  bulunup son olarak tu tan=  dersek tdtdu 2sec=  ve 

dolayısıyla; 

 ∫
∞

− ++
=

1
22 )6)(1( uu

du
I =

( )
∫

− ++

2

4
22

2

)tan6)(tan1(

sec
π

π tt

tdt
 

                                      
( )
∫

− +
=

2

4
2tan6cos

π

π tt

dt
 

                                      
( )

( )
∫

∫

−

−

+−
=

+
=

2

4
22

2

4
22

sin)sin1(6

sincos6
π

π

π

π

tt

dt

tt

dt

 

                                      
( )
∫

− −
=

2

4
2sin56

π

π t

dt
 

                                      

[ ]( )

( )























−









=













−
−

−
=

−
=

∫ ∫

∫

−

−

4

7
,

6

5

2
,

6

5

6

1

sin)65(1sin)65(16

1

sin)65(16

2

0

4

0
22

2

4
2

ππ

π π

π

π

FF

t

dt

t

dt

t

dt

 

bulunur. 
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2.2 Eliptik Fonksiyonlarla İlgili Problemler 

32. (a) )dn )(cn ()sn ( uuu
du

d
=        

      (b) )dn )(sn ()cn ( uuu
du

d
−=  

olduğunu ispat ediniz. 

Tanım gereğince ∫
−

=
φ

θ

θ

0
22 sin1 k

d
u  olduğundan  

φφ 22 sin1

1

kd

du

−
=  ve 

dolayısıyla φ
φ 22 sin1 k

du

d
−=    dir. 

) amsin(sinsn uu == φ  ve ) amcos(coscn uu == φ  olduğunu biliyoruz. 

O halde; 

(a)  ) sn1cn cos)(sin)(sin)sn ( 22 φ
φ

φ
φ

φ
φ

φ ku
du

d

du

d

d

d

du

d
u

du

d
−====  

                      )dn )(cn ( uu=  

(b)  φ
φ

φ
φ

φ
φ

φ  sn1sn sin)(cos)(cos)cn ( 22ku
du

d

du

d

d

d

du

d
u

du

d
−−=−===  

                      )dn )(sn ( uu−=  

bulunur. 

33. (a) )cn )(sn ()dn ( 2 uuku
du

d
−=   

      (b) 
u

u
u

du

d

 cn

dn 
)tn (

2
=  

olduğunu ispat ediniz. 

(a) uxkux dn 1  vesn 22 =−=  olmak üzere; 

)dn ( u
du

d ( ) ( )
du

dx
xk

dx

d
xk

du

d 2222 11 −=−=  

                

( )

du

dx

xk

xk

du

dx
xkxk

22

2

22

1
22

1

)2(1
2

1

−

−
=

−−=
−

 

olup )dn )(cn ()sn (için   sn uuu
du

d

du

dx
ux ===  olduğunu biraz önce göstermiştik. O 

halde bunları yerine koyarsak; 
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(
du

d
dn u) )cn )(sn ()dn )(cn (

dn 

)sn ( 2
2

uukuu
u

uk
−=

−
=           

bulunur.    

(b)  
du

dx

xdu

dx

x

x

dx

d

x

x

du

d
u

du

d
23222 )1(

1

11
)tn (

−
=









−
=









−
=  

şeklinde yazarsak ve )dn )(cn (  vecn 1 2 uu
du

dx
ux ==−  eşitliklerini yukarıda 

kullanırsak; 

u

u

u

uu
u

du

d

 cn

dn 

 cn

)dn )(cn (
)tn (

23
==  

bulunur. 

34. (a) uu sn )(sn −=−  

      (b) uu cn )(cn =−  

      (c) uu dn )(dn =−  

      (d) uu tn )(tn −=−  

olduğunu ispat ediniz. 

(a) ∫
−

=
φ

θ

θ

0
22 sin1 k

d
u  ve  ∫

−

−
=

φ

θ

θ

0
22 sin1 k

d
v  olarak tanımlayalım. 

φsinsn =u  olduğunu biliyoruz. Aynı mantıkla  

uv sn sin)sin(sn −=−=−= φφ  yazabiliriz. Şimdi ikinci integralde w−=θ  koyarsak 

dwd −=θ  olup bu integral u
wk

dw

k

d
v −=

−

−
=

−
= ∫∫

− φφ

θ

θ

0
22

0
22 sin1sin1

 şeklini alır 

ve bu eşitliği yukarıda yerine koyarsak uu sn )(sn −=−  olduğu görülür. 

(b) uu  sn1cn 2−=  olduğundan uuuu cn  sn1)( sn1)(cn 22 =−=−−=−  

(c)  uku  sn1dn 22−=  olduğundan uukuku dn  sn1)( sn1)(dn 2222 =−=−−=−  

(d) u
u

u

u

u
u tn 

cn 

sn 

)(cn 

)(sn 
)(tn −=−=

−

−
=−   

sonucu çıkar. 
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35.  Eğer   ∫
−

=
2

0
22 sin1

π

θ

θ

k

d
K   ise 

(a) uKu sn )2(sn −=+  

(b) uKu cn )2(cn −=+  

(c) uKu dn )2(dn =+  

(d) uKu tn )2(tn =+   

olduğunu gösteriniz. 

 (a) ∫
−

=
φ

θ

θ

0
22 sin1 k

d
u  olmak üzere 

∫ ∫∫
++

−
+

−
=

−

π πφ

π

πφ

θ

θ

θ

θ

θ

θ

0
2222

0
22 sin1sin1sin1 k

d

k

d

k

d
 dir. 

Şimdi eşitliğin sağ tarafındaki iki integrali de ayrı ayrı inceleyelim. 

K
k

d

k

d
2

sin1
2

sin1

2

0
22

0
22

=
−

=
−

∫∫
ππ

θ

θ

θ

θ
 olur. Öte yandan ikinci integral için 

w+= πθ  dönüşümünü yaparsak 

∫∫ =
−

=
−

+ φπφ

π θ

θ

0
2222 sin1sin1

u
wk

dw

k

d
  

yazabiliriz. Sonuçta ∫
+

+=
−

πφ

θ

θ

0
22

2
sin1

Ku
k

d
 dır. Yani   

uKu sn sin)sin()2(sn −=−=+=+ φπφ  bulunur. 

(b) uKu cn cos)cos()2(cn −=−=+=+ φπφ  

(c) uukKukKu dn  sn1)2( sn1)2(dn 2222 =−=+−=+  

(d) u
u

u

Ku

Ku
Ku tn 

cn 

sn 

)2(cn 

)2(sn 
)2(tn =

−

−
=

+

+
=+  

36. usn  ve ucn  fonksiyonlarının 4K periyotlu, udn ve utn  fonksiyonlarının 2K 

periyotlu olduklarını ispat ediniz. 

Problem 34 de u yerine u+2K konularak 

uuKuKKuKu sn )sn ()2(sn )22(sn )4(sn =−−=+−=++=+  

uuKuKKuKu cn )cn ()2(cn )22(cn )4(cn =−−=+−=++=+  

Bir önceki problemden uKuuKu tn )2(  tn  vedn )2(dn =+=+ eşitlikleri de udn ve 

utn  fonksiyonlarının  2K periyotlu olduğunu gösterir. 
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37. (a) 
)1)(1(

1
),(

222

1

xkx
kxsn

dx

d

−−
=−  

      (b) )sin,(),(
)1)(1(

1

0

1

222
xkFkxsn

vkv

dv
x

−− ==
−−

∫  

olduğunu ispat ediniz. 

(a) k modülüne bağımlılık kendiliğinden anlaşılmış olmak üzere ),( sn 1 kx−   yerine    

x sn 1− yazacağız. ux sn =   ise xu  sn 1−=  dir. 

)1)(1(11)dn )(cn ()sn ( 222222 xkxxkxuuu
du

d

du

dx
−−=−−===  

olur ve buradan da  
)1)(1(

1
) sn(

222

1

xkx
x

dx

d

dx

du

−−
== −  

bulunur. 

(b) ∫
−

== −

φ

θ

θ

0
22

1

sin1
sn 

k

d
xu  olmak üzere θsin=v  dönüşümü yaparsak 

θθddv cos=  ve buradan da  

∫∫
−−

=
−

== −
x

vkv

dv

k

d
xu

0
222

0
22

1

)1)(1(sin1
 sn

φ

θ

θ
 

elde edilir. 

Burada k=0 için x
v

dv
x

1

0
2

sin
1

−=
−

∫  olup trigonometrik fonksiyonlar ile benzerliğine 

dikkat ediniz. Eliptik fonksiyonlar trigonometrik fonksiyonların genelleştirilmesidir. 
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3. PERİYODİK FONKSİYONLAR 

Tanım 3.1. )(zW fonksiyonu için )()( zWwzW =+  eşitliğini sağlayan w kompleks 

sayısına periyot denir. Tanımın ilk sonuçları olarak w periyot ise 2w nun da periyot 

olduğu anlaşılır. Çünkü  )2( wzW +  fonksiyonu için w periyot olduğundan; 

)()()()2( zWwzWwwzWwzW =+=++=+  yazabiliriz. Dolayısıyla; 

)2( wzW + )(zW=  eşitliğinden 2w nun da periyot olduğu anlaşılır. Bu ifadeyi 

genelleştirirsek her n doğal sayısı için nw nun da periyot olduğu gerçeğine ulaşılır.    

w periyot olduğundan )(zW  fonksiyonu için z nin w kadar artışı fonksiyonda      

tekrar kendisine tekabül edeceğinden )( wzW −  fonksiyonu için 

[ ] )()()( zWwzWwzW =−+=−  yazabiliriz. Bu ise bize w nun periyot olma 

durumunda –w nun da aynı şekilde fonksiyonun periyodu olduğunu gösterir. Bunu 

yukarıdaki ifadeyle birleştirdiğimiz taktirde şu sonuç ortaya çıkar; 

w periyot ise nw da periyottur. Burada n herhangi bir tamsayıdır. 

Teorem 3.1. Bütün periyot değerlerinin bir pozitif alt sınırı vardır. 

İspat: Teoremi ispatlamak için iddianın doğru olmadığını varsayalım. Yani periyot 

değerlerinin bir pozitif alt sınırı olmasın. Bunu şu şekilde de ifade edebiliriz. 

,...,...,,, 321 nwwww   pozitif terimli dizinin eğer pozitif alt sınırı yoksa  0lim =
∞→

n
n

w  dır. 

Çünkü eğer sıfıra eşit olmasaydı pozitif bir alt sınırı olurdu. Şimdi 0z  düzgün 

noktasını düşünelim. nw  ler periyot olduğundan )()( 00 nwzWzW +=  yazabiliriz.  

(n=1,2,…) Şimdi )()( 0zWzW −  fonksiyonunu ele alalım. Bu fonksiyon nwzz += 0  

(n=1,2,…) noktalarında sonsuz defa sıfır değerini alır. Çünkü )()( 0zWzW −  

fonksiyonu nwzz += 0  (n=1,2,…) noktalarında )()( 00 zWwzW n −+  haline dönüşür 

ve 
nw  ler periyot olduğundan bu ifade sıfıra eşittir. O halde 0z  noktası bir yığılma 

noktasıdır. Bu nedenledir ki )()( 0zWzW −  özdeş olarak sıfıra eşittir. Yani 

sabitzWzW =≡ )()( 0  sonucuna varılır ki bu da fonksiyonun periyodik olduğuyla 

çelişir. Yani teorem doğrudur. 

Tanım 3.2. ,...,...,,, 321 nwwww  lerin alt sınırına esas periyot ya da ilkel periyot denir. 
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Teorem 3.2. Periyotlar hiçbir sonlu noktada yığılmazlar. 

İspat: ,...,...,,, 321 nwwww  periyotlar olsunlar. ,...,...,,, 321 nnnnn  ler de doğal sayılar 

olsunlar. Bu taktirde nmwnwnwnwn ...332211 +++  toplamı da periyottur. Çünkü; 

1w  periyot ise 11wn  de periyottur. 2w  periyot ise 22wn  de periyottur. Bu şekilde 

devam edersek 
nw  periyot ise 

nnwn  de periyottur.O halde 11wn , 22wn ,…,
nnwn  

terimleri ayrı ayrı esas periyodun bir tamsayı katıdır. Sonuçta bunların toplamı da 

esas periyodun bir tamsayı katı olacağından  nnwnwnwnwn ...332211 +++  toplamı da 

periyottur. Şimdi periyotların sonlu bir 0z  noktasında yığıldıklarını farz edelim. Yani 

0z  merkezli istenildiği kadar küçük 0≥ε yarıçaplı dairenin içinde diziye ait sonuz 

eleman, dairenin dışında da sonlu eleman vardır. Şimdi bu dairenin içinde ,1w  2w  

noktalarını alalım. Dairenin yarıçapı ε  olduğundan 1w  in 2w  ye uzaklığı mutlaka 

çaptan küçük olacaktır. Yani ε221 <− ww  yazabiliriz. Bu ifadeyi her ε  için 

düşünürsek bu periyodu istediğimiz kadar küçültebiliriz anlamına gelir. Oysa periyot 

değerlerinin bir pozitif alt sınırı olduğundan istediğimiz kadar küçültemeyiz. Yani 

periyotlar hiçbir sonlu noktada yığılmazlar. 

 

 

      

                                         

                                                  

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
                                              Şekil 2.1 
 

2w2  

-w2 

-2w2  

w1 2w1 

-w1 -2w1 

w2  
w1+ w2  

 

O 

l 

'l  
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Yukarıdaki şekilde çift periyotlu fonksiyonlar için 1w  birinci tür periyotların bir 

pozitif alt sınırı, 2w  ise ikinci tür periyotların bir pozitif alt sınırı olsun. l ve 'l  

doğrularına paraleller çizerek düzlemi periyot paralelkenarlarına ayıralım. 

2121   ,  ,  ,0 wwww +  köşeli taralı paralelkenar ilkel (esas) periyot paralelkenarıdır. 

Paralelkenarların köşe noktaları en genel haliyle 2211 wnwn +   ( Znn ∈21, ) şeklinde 

gösterilir. 

Teorem 3.3. Sabit olmayan bir fonksiyon en çok iki periyotlu olabilir. 1w  ve 2w  

periyotlarının birbirine oranı reel değildir. Çift periyotlu fonksiyonlara eliptik 

fonksiyonlar denir. 

İspat: 2211 wnwnperiyot +=     ( Znn ∈21, )    

olduğundan  

)()( 2211 zWwnwnzW =++   

olup 0Re
2

1 =
w

w
 olamayacağını gösterelim. 

( )( )
2

2

2211

22

21

2

1 ImReImRe

w

wiwwiw

ww

ww

w

w −+
==                                     

11

1

2

2

1

1

tan

1

Im

Re

Re

Im

Im

Re

ϕ
=

−=

w

w

w

w

w

w

 

2

2

2 tan
Re

Im
ϕ=

w

w
 

olduğundan 1tantan 21 −=ϕϕ  olur ki bu bize eğimlerin çarpımının değerini 

vermektedir. Yani 121 −=mm  bulunur. Bu ise bize bu iki açının birbirine dik 

olduğunu gösterir. Dolayısıyla paralelkenarımız dikdörtgen olur. 

Tanım 3.3. Sonluda hiçbir süngüler noktası olmayan fonksiyonlara tam fonksiyon 

denir. Örnek olarak polinomlar, çok terimliler, üstel fonksiyonları verebiliriz. Yani 

n

n zazazaaw ++++= ...2
210  ya da zew =  fonksiyonları tam  fonksiyondur. 

Genel olarak tam fonksiyon= )()( zfe zh  şeklinde verilir. Burada )(zf  sonsuz sıfır 

yerleri olan bir fonksiyondur. Sonsuz  çarpım şeklinde gösterilebilir. 
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Tanım 3.4. Singüler noktaları yalnız kutup noktaları olan fonksiyonlara meromorf 

fonksiyon denir. Rasyonel fonksiyonlar bunların özel bir halidir. Basit periyotlu 

fonksiyonlar olarak izezizzz  ,cot ,tan ,cos ,sin  gösterilebilir. 

Bu fonksiyonları ize  nin rasyonel fonksiyonları olarak ifade edebiliriz. Şöyle ki; 

zizzize

zize

iz

iz

sincos)sin()cos(

sincos

−=−+−=

+=
−

 

yazabiliriz çünkü )cos(z  fonksiyonu çift fonksiyon olduğundan )cos()cos( zz =−  ve 

)sin(z fonksiyonu tek fonksiyon olduğundan )sin()sin( zz −=−  dir. Dolayısıyla ize  

ve ize−  fonksiyonlarını taraf tarafa toplamak ve çıkarmak suretiyle  

( )iziz ee
i

z −−=
2

1
)sin(  

( )iziz eez −+=
2

1
)cos(  olur ve bunlara bağlı olarak ta 

iziz

iziz

iziz

iziz

ee

ee
i

z

z
z

ee

ee

iz

z
z

−

−

−

−

−

+
==

+

−
==

)sin(

)cos(
)cot(

1

)cos(

)sin(
)tan(

 

sonuçlarına ulaşılmış olur. 

Bunun dışında zizeiz sincos +=  

     )2sin()2cos( ππ nzinz +++=       )( Zn ∈  

      
π

π

niiz

nzi

ee

e

2

)2(

=

= +

 

fonksiyonunun periyodunun πn2  olduğu anlaşılır. Burada Zn ∈  dir. Dolayısıyla 

ilkel periyodu π2  dir. 

Başka bir örnek olarak zeα fonksiyonunun periyodunu bulmaya çalışalım. x 

fonksiyonun periyodu ise xzxzz eeee αααα == + )(  yazabiliriz. Buradan xeα =1=e inπ2  

bulunur ki x i çekersek 
α

πin
x

2
=  olup ilkel periyot 

α

πi2
 çıkar. 

3.1 Çift Periyotlu Fonksiyonların Özellikleri 

)()( 2211 zWwnwnzW =++  olsun. Bu durumda aşağıdaki teoremi verelim. 

Teorem 3.4. Çift periyotlu bir fonksiyonun periyot paralelkenarlarına ait 

kutuplarının rezidüleri toplamı sıfırdır. 
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İspat: 

 

 

      

 

 

 

 

 

Şekil 2.2 

       

Bu paralelkenarın çevresine P diyelim 

Rezidü teoremi gereğince; 

∫ ∑=
P

zidüidzzW Re2)( π  dir.  

2211 wnwn +  toplamı da periyot olduğundan )()( 2211 wnwnzWzW ++=  yazabiliriz. O 

halde; 

∫ ∫ ∫ ∫ ∫+++=
P AB BC CD DA

dzzWdzzWdzzWdzzWdzzW )()()()()(  olup bu toplamın 

değerlerini bulmaya çalışalım. 

∫ ∫ ∫ ∫−==+=
AB DC DC CD

dzzWdzzWdzwzWdzzW )()()()( 2  ve dolayısıyla da 

(1)     ∫ ∫ =+
AB CD

dzzWdzzW 0)()(   

bulunur. Benzer mantıkla 

∫ ∫ ∫ ∫−==+=
BC AD AD DA

dzzWdzzWdzwzWdzzW )()()()( 1  yazabiliriz. Buradan da 

(2)     ∫ ∫ =+
BC DA

dzzWdzzW 0)()(  

bulunur. (1) ve (2) ifadelerini toplarsak 

∫ ∫ ∫ ∫ ∫+++=
P AB BC CD DA

dzzWdzzWdzzWdzzWdzzW )()()()()( =0  

bulunur. Başka deyişle  

0Re =∑ zidü  elde edilir. Bu nedenledir ki )(zW  fonksiyonunun basit kutbu 

olamaz. 

A B 

C D 

w1 

w 2 
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Teorem 3.5. Çift periyotlu bir fonksiyonun periyot paralelkenarı içinde ja  sıfır 

noktaları, jb  kutup noktaları olduğuna göre 

wba
n

j

j

m

j

j =−∑∑
== 11

 

dir. Burada w periyottur. Yani 2211 wnwnw +=  ( )Zn ∈  ve ,ja  jb  mertebeleri ile 

alınmışlardır. 

İspat: 

 

 

 

 

  

 

Şekil 2.3 

  

ABCD paralelkenarının çevresine P diyelim 

∫ ∑=
P

zidüidz
zW

zW
z Re2

)(

)('
π  olduğunu biliyoruz. 

Şimdi 
)(

)('

zW

zW
z  fonksiyonuna rezidüler teoremini uygulayalım. 

( )
( ) j

j

n

j

m

j

bz

az
AzW

−

−
=)(  olup her iki tarafın logaritması alınırsa 

)log()log(log)(log jjjj bznazmAzW −−−+=  olur. Türev alırsak 

j

j

j

j

bz

n

az

m

zW

zW

−
−

−
=

)(

)('
 olur. 

)(

)('

zW

zW
z  fonksiyonuna ulaşmak için z ile genişletelim 

)(

)('

zW

zW
z

j

j

j

j

bz

zn

az

zm

−
−

−
=  olup sıfır eklersek 

)(

)('

zW

zW
z

j

jj

j

j

jj

j

j

jjj

j

jjj

bz

bn
n

az

ma
m

bz

nbbz

az

maaz

−
−−

−
+=

−

+−
−

−

+−
=

)()(
 

olur ve ja  noktasındaki rezidü= jjj
az

ama
zW

zW
zz

j

==








→ )(

)('
Re  

A B 

C D 

w1

w2
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        jb  noktasındaki rezidü= jjj
bz

bbn
zW

zW
zz

j

−=−=








→ )(

)('
Re  

bulunur. ∑ zidüRe = 









−∑ ∑

= =

m

j

n

j

jj ba
1 1

 olup ∫ =
P

idz
zW

zW
z π2

)(

)('










−∑ ∑

= =

m

j

n

j

jj ba
1 1

 

bulunur. Öte yandan 

dz
zW

zW
z

P

∫ )(

)('
∫ ∫ ∫∫ +++=

BC CD DAAB

dz
zW

zW
zdz

zW

zW
zdz

zW

zW
zdz

zW

zW
z

)(

)('

)(

)('

)(

)('

)(

)('
 şeklinde 

yazıp bu toplamı bulmaya çalışalım. 

dz
zW

zW
wzdz

wzW

wzW
wzdz

zW

zW
z

BABACD

∫∫∫ +=
+

+
+=

)(

)('
)(

)(

)('
)(

)(

)('
2

2

2
2  

                     

∫ ∫

∫

−−=

+−=

AB AB

AB

dz
zW

zW
wdz

zW

zW
z

dz
zW

zW
wz

)(

)('

)(

)('

)(

)('
)(

2

2

 

olduğundan;  

(1)     2222 2)(log
)(

)('

)(

)('

)(

)('
winzWwdz

zW

zW
wdz

zW

zW
zdz

zW

zW
z

CD AB BA BA

π===+∫ ∫ ∫                      

sonucu cıkar. Aynı mantıkla; 

dz
zW

zW
wzdz

wzW

wzW
wzdz

zW

zW
z

CBCBDA

∫∫∫ +=
+

+
+=

)(

)('
)(

)(

)('
)(

)(

)('
1

1

1
1  

                     

∫ ∫

∫

−−=

+−=

BC BC

BC

dz
zW

zW
wdz

zW

zW
z

dz
zW

zW
wz

)(

)('

)(

)('

)(

)('
)(

1

1

 

(2)     1111 2)(log
)(

)('

)(

)('

)(

)('
winzWwdz

zW

zW
wdz

zW

zW
zdz

zW

zW
z

DA BC CB BA

π===+∫ ∫ ∫                     

bulunur. (1) ve (2) eşitliklerini birleştirdiğimiz taktirde 

dz
zW

zW
z

P

∫ )(

)('
∫ ∫ ∫∫ +++=

BC CD DAAB

dz
zW

zW
zdz

zW

zW
zdz

zW

zW
zdz

zW

zW
z

)(

)('

)(

)('

)(

)('

)(

)('
 

                    = )(2 2211 wnwni +π  

                   iwπ2=  

                    = ( )∑ ∑− jj baiπ2  

elde edilir ki buradan da ∑ ∑−= jj baw sonucu çıkar.   
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3.2 )(zσ  Fonksiyonunun İncelenmesi 

∑








++
−

+=
w w

z

wwzz
z

2

111
)(ξ  olarak tanımlanır. )(zσ  fonksiyonu da 

)(log)('
2

2

z
dz

d
z σξ =   

eşitliğine bağlı olarak tanımlanır. 

[ ])(log)('
2

2

z
zd

d
z σξ =    ifadesinden türev almakla 

∑








++
−

+==
2

111'
)(

w

z

wwzz
z

σ

σ
ξ   bulunur. Bu son ifadeyi integre ettiğimizde 

logaritma fonksiyonu geleceğinden )(zξ   fonksiyonu tek değerli değildir. 

∑ ∑
≤ >> 








++
−

+








++
−

+=
ρ ρ

ξ
w zw w

z

wwzw

z

wwzz
z

22

11111
)(  

ifadesinde sağ taraftaki ikinci toplam ρ≤z  dairesinde düzgün yakınsaktır. O halde 

terim terime integre edebiliriz. 

∫ ++−=








++
−

z z

w

z

w

z
wzdz

w

z

wwz
0 0

2

2

2 2
)log(

11
 

                                    =
2

2

2
)log()log(

w

z

w

z
wwz ++−−−  

 
2

2

2
1log

w

z

w

z

w

z
++








−=  

olur. Sağ taraftaki birinci toplamdaki rasyonel fonksiyonları integre edersek uygun 

bir sabit  seçmek suretiyle 

∫= dzzzf )()( ξ  

         ∑∑
>≤ 








++







−+









++







−+=

ρρ ww w

z

w

z

w

z

w

z

w

z

w

z
z

2

2

2

2

2
1log

2
1loglog  

bulunur. wz ≤≤ ρ  olduğundan 1<
w

z
 dir. Bu toplam w değerleri istisna edilirse 

ρ≤z   için tek değerli ve düzgündür.  

∫ == )(log)()( zdzzzf σξ  olduğundan )()( zfez =σ  olarak tanımlanan  σ    

fonksiyonu tek değerlidir. 

)(log)( zPzzf +=      0)0( =P  olmak üzere 
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...)0(''
!2

)0(')0()(
2

+++= P
z

zPPzP  

Öte yandan )()( zfez =σ  olduğundan 

                            = )(log zPze +  

                          

[ ]2

2

)0(

...)0(''
!2

)0(')0(

zP

P
z

zPP

ez

ez

+

+++

⋅=













=
 

bulunur. Burada [ ]2
2

...)0(''
!2

)0(' zP
z

zP =++  olarak alınmıştır. 0)0( =σ  olduğundan 

σ  nun başlangıçta bir sıfır noktası vardır. Aynı şeyi w lar için de söyleyebiliriz. 

Demek ki her w da bir sıfır noktası vardır. 

)()( zfez =σ
∑∑

= >≤

++
ρρ ww

z

e

log ∑
⋅=













++







−

2

2

2
1log

w

z

w

z

w

z

ez
∑∑∑

⋅=








−

2

2

2

1log

w

z
w

z

w

z

eeez  

                    =
2

2

21 w

z

w

z

w

e
w

z
z

+









−∏⋅  

bulunur. 

3.3 Weierstrass )(zξ ve )(zσ  Fonksiyonları 

∑








++
−

+=
w w

z

wwzz
z

2

111
)(ξ  olarak tanımlanır. )(zσ  fonksiyonu da 

)(log)('
2

2

z
dz

d
z σξ =   

eşitliğine bağlı olarak tanımlanır. Buradan; 

)(

)('
)(log)(

z

z
z

dz

d
z

σ

σ
σξ ==   

sonucuna varılır. ∑








++
−

+=
w w

z

wwzz
z

2

111
)(ξ  ifadesinde bu serini mutlak 

yakınsak olduğunu gösterelim. zw >  olduğu halde serinin mutlak yakınsak 

olduğunu göstermek için genel terimini alalım. 

2

11

w

z

wwz
++

−
=

2

2

2

2

)()(

)()(

wwz

z

wwz

wzzwzww

−
=

−

−+−+
 olup 1<

w

z
 olduğunu 

kullanırsak; 
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











+++=









−

=++
−

...1
1

1

111
23

2

2

2 w

z

w

z

w

z

z

w

z
w

w

z

w

z

wwz
 bulunur. 

∑
w w

z
3

serisi yakınsaktır. O halde ∑ 







++

−w w

z

wwz 2

11
 serisi wz ≠  için mutlak ve 

düzgün yakınsaktır. )(zξ = ∑








++
−

+
w w

z

wwzz 2

111
 kutup noktaları 0=z  ve 

2211 wmwmwz +==  noktalarıdır. Burada 2211 wmwmwz +==  noktaları basit kutup 

noktalarıdır. Şimdi iddia ediyoruz ki )(zξ  fonksiyonu çift periyotlu bir fonksiyon 

değildir. Çünkü )(zξ  in wz =  noktası civarındaki Laurent açılımı 

)(
1

)( wzP
wz

z −+
−

=ξ  

Şeklinde olup 1)(Re =
=

zz
wz

ξ  dir. Oysa çift periyotlu fonksiyonlarda rezidüler toplamı 

sıfır olduğundan ξ  fonksiyonu çift periyotlu değildir. Dolayısıyla )()( zwz i ξξ −+  

fonksiyonu için 

11 2)()( ηξξ +=+ zwz  

22 2)()( ηξξ +=+ zwz  yazabiliriz. Burada 021 ==ηη  olamayacağını gördük. Bu ξ  

fonksiyonuna iki defa aditif periyodik denir. 

3.4 Legendre Bağıntısı 

)(zξ = ∑








++
−

+
w w

z

wwzz 2

111
 

olmak üzere 0=z  kutup noktası periyot paralelkenarlarının ortak noktası olsun. 

0=z  noktasındaki rezidü 1)(Re
0

=
=

zz
z

ξ  olup 

∫ ∑ ==
ABCDA

izidzz ππξ 2Re2)(  dir. 

∫ ∫ ∫ ∫ ∫+++=
ABCDA AB BC CD DA

dzzdzzdzzdzzdzz )()()()()( ξξξξξ  eşitliği için 

∫ ∫ +=
CD BA

dzwzdzz )()( 2ξξ [ ]∫ =+=
BA

dzz 22)( ηξ ∫∫ −=+
BABA

BA

wdzzzdzz 122 2)(2)( ηξηξ  

ve buradan da  
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∫ ∫ −=+
CD AB

wdzzdzz 122)()( ηξξ  elde edilir. Benzer şekilde; 

∫ ∫ +=
BC AD

dzwzdzz )()( 1ξξ [ ]∫ =+=
AD

dzz 12)( ηξ ∫∫ +=+
ADAD

AD

wdzzzdzz 211 2)(2)( ηξηξ  

ve buradan da  

∫ ∫ =+
BC DA

wdzzdzz 212)()( ηξξ  elde edilir. Bu eşitlikleri birleştirdiğimiz taktirde 

iwwdzz
ABCDA

πηηξ 2)(2)( 1221 =−=∫  ve sonuçta iww πηη =− 1221  eşitliği elde edilir ki bu 

bağıntıya Legendre Bağıntısı denir. Burada paralelkenarlarda aldığımız sıranın 

izlenmesi için 0Im
1

2 >
w

w
 olmalıdır.  

2111

2212

1

2

)()(

)()(
ImIm

wiw

wiw

w

w

+

+
=  olup 

[ ][ ]
2

1

21112212

1

1

1

2 )()()()(
ImIm

w

wiwwiw

w

w

w

w −+
=  

                0
)()()()(

2

1

12211122 >
−

=
w

wwww
 olması için 

11

21

12

22

)(

)(

)(

)(

w

w

w

w
>  yani 12 ϕϕ >  

olmalıdır. 

3.5 1η  ve 2η  Sabitlerinin  ξ  Fonksiyonu Tarafından Belirlenmesi 

 Öncelikle )(zξ  fonksiyonunun tek ya da çift fonksiyon olup olmadığını bulalım. 

∑








++
−

+=
2

111
)(

w

z

wwzz
zξ  fonksiyonu için 

∑






 −

++
−−

+−=−
2

111
)(

w

z

wwzz
zξ  

          ∑








+−
+

−−=
2

111

w

z

wwzz
 

olup w periyot olduğundan –w da periyot olur. Bunu kullanırsak 


















+−
+

+−=− ∑ 2

111
)(

w

z

wwzz
zξ  

          )(
)()(

111
2

z
w

z

wwzz
ξ−=

















−
+

−
−

−
+−= ∑  
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bize )(zξ  fonksiyonunun tek fonksiyon olduğunu gösterir. Şimdi 
2

1w
z =  alalım. 

Daha önce 

11 2)()( ηξξ +=+ zwz  bulmuştuk. 









=⇒

=







⇒

+







−=+








−=








+−=









2

2
2

2

2
2

2
222

1
1

1
1

1
1

1
1

1
11

w

w

ww
w

ww

ξη

ηξ

ηξηξξξ

 

olur. Benzer şekilde 







=

2
2

2

w
ξη  sonucuna ulaşılır. 

3.6 Tam Fonksiyonların Weierstrass Çarpım Formülü 

)(zσ  hiçbir singüler noktası olmayan tam fonksiyon olsun. )(zσ  in sonsuz sayıda 

sıfır noktaları vardır. Bu sıfır noktaları z=0 ve 2111 wmwmwz +==  dir. Şimdi z nin 

1w  ya da 2w kadar attığı zaman )(zσ  nin nasıl değiştiğini inceleyelim. 

(1)     )()()( 1 zfwzfzF −+=                                                                                               

(2)     )()( zfez =σ                                                                                                                   

(3)     ∫=
z

zzf
0

)()( ξ                                                                                                                

ifadelerini kullanarak 

)()(')(')(')(' 1 zzfzfwzfzF ξ=⇒−+=  elde edilir. Bunu (1) ve (3) ifadelerinin 

türevini alarak elde ettik. Dolayısıyla; 

)()()(' 1 zwzzF ξξ −+=   

          
1

1

2

)(2)(

η

ξηξ

=

−+= zz
 

bulunur. Bu son ifadeyi integre edelim. O zaman 112)( CzzF += η  yazabiliriz. Bunu 

da (1) eşitliğinde yerine koyarsak; 

111 2)()( Czzfwzf ++=+ η  elde edilir. 

Öte yandan )()( zfez =σ  idi. O halde; 

)(
1

1)( wzf
ewz

+=+σ  
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                112)( Czzf
e

++= η  

                112)( Czzf
ee

η+=  

ifadesiyle de 1w  kadar artırım olduğunda fonksiyondaki değişim ile ilgili ilk adım 

atılmış olur. Şimdi )(zσ  nin tek fonksiyon olduğunu gösterelim; 

)(zσ
2

2

21 w

z

w

z

w

e
w

z
z

+









−∏⋅=  olduğundan; 

)( z−σ
2

2

21)( w

z

w

z

w

e
w

z
z

+
−









+∏⋅−=  yazılabilir. w periyot iken –w da periyot olduğundan 

yerine koyarsak; 

)( z−σ )(1)(
2

2

2 ze
w

z
z w

z

w

z

w

σ−=







−∏⋅−=

+
−

−

 bulunur ki bu da tek fonksiyon olduğunu 

gösterir. 

Şimdi  
2

1w
z −=  alalım. Bu takdirde; 

)
2

()
2

()
2

( 12
2

11 111
1

1
1 w

ee
ww cw

c
w

−=−= +−
+−

σσσ η
η

 

           = 111)
2

( 1 cw
e

w +−− ησ  bulunup tek fonksiyon olma özelliğini kullanıp sadeleştirme 

yaparsak; 

1= 111111 wccw
eeee

ηη −=⇒− −  sonucu çıkar. O halde  

1112
1 )()( wz

ezwz
ηησσ +=+  ifadesinde 111 wc

ee
η−=  sonucunu kullanırsak 

)
2

(2
)2(

1

1
1

11 )()()(
w

z
wz

ezezwz
+

+ −=−=+
η

η σσσ  ve benzer şekilde de 

)
2

(2

2

2
2

)()(
w

z

ezwz
+

−=+
η

σσ  bulunur. Yani z nin 1w  ya da 2w kadar attığı zaman )(zσ  

nin nasıl değiştiğini bulmuş olduk. 
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4. ELİPSTE YALINKAT FONKSİYONLAR 

Teorem 4.1. 
_

22
)( z

ba
z

ba
zfw

−
+

+
==  şeklinde tanımlanan fonksiyon birim diskte 

injektiftir. 

İspat: 2121221121   ve yyxxiyxiyxzz ==⇒+=+⇒=  

ifadelerinden 

(1)     




=

=

21

21

yy

xx
 

eşitlikleri elde edilir. Diğer yandan 

11

11

1111

_

111

         

2222
         

)(
2

)(
222

)(

ibyax

y
baba

ix
baba

iyx
ba

iyx
ba

z
ba

z
ba

zf

+=








 −
−

+
+







 −
+

+
=

−
−

++
+

=
−

+
+

=

 

(2)     111)( ibyaxzf +=  

bulunur. Benzer tarzda hareket edersek 

(3)     222 )( ibyaxzf +=  

eşitliği elde edilir. (1), (2) ve (3) eşitliklerinden 

2121

221121

  ve

)()(

yyxx

ibyaxibyaxzfzf

==

+=+⇔=
 

bulunur ki bu da iddianın doğruluğunun ispatıdır. 

Lemma 4.1. 
_

22
z

ba
z

ba
w

−
+

+
=  şeklinde tanımlandığına göre 

_

  ve zz  ifadelerini 

bulunuz. 

2

ba +
 ve  

2

ba −
 ifadelerinin reel sayılar olduğu göz önüne alınırsa  

(1)     
_

22
z

ba
z

ba
w

−
+

+
=   

için 
_

w  ifadesi  
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(2)     
__

22
z

ba
z

ba
w

+
+

−
=  

eşitliği ile gösterilir. Ayrıca 

_2___

_2_

2

))((

2

)(
)( 

22

2

))((

2

)(
)(

22

z
baba

z
ba

wbaz
ba

z
ba

w

z
baba

z
ba

wbaz
ba

z
ba

w

+−
+

−
=−⇒

+
+

−
=

−+
+

+
=+⇒

−
+

+
=

 

olduğundan bu eşitlikleri düzenleyip yazarsak 

(3)     
_2222

22

2
)( z

ba
z

baba
wba

−
+

++
=+       

(4)     
_2222_

22

2
)( z

ba
z

baba
wba

−
+

+−
=−  

eşitlikleri elde edilir. (3) ve (4) eşitlikleri taraf tarafa çıkarılırsa 






 −
−

+
=







−−+=

=

+−
−

++
=−−+

_

_

2222_

2

)(

2

)(1
   

)()(
2

1

 daburadan  ve

2                                
2

2

2

2
)()(

w
ba

w
ba

ab

wbawba
ab

z

abz

z
baba

z
baba

wbawba

 

bulunur. Dolayısıyla 






 −
−

+
= w

ba
w

ba

ab
z

2

)(

2

)(1 __

 

eşitliği bulunur. 

Teorem 4.2. ...)( 3
3

2
2 +++= zazazzf  fonksiyonu basit bağlantılı D  bölgesinde 

tanımlanmış analitik ve yalınkat olsun. Bu taktirde 

( )φiref
r

r
zf

zf
z log

)(

)('
Re

∂

∂
=  

eşitliği vardır. 
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İspat:  

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 4.1 

 

Şekilde gösterildiği gibi −z düzlemindeki bir z noktası −w düzleminde bir )(zfw =  

noktasına resmedilsin. Benzer şekilde )(zfw =  fonksiyonu vasıtasıyla C  eğrisi *C  

eğrisine, D bölgesi de *D  bölgesine resmedilsin. Bu taktirde bir kompleks sayının 

yazılışından dolayı 

(1)     θiezfzf )()( =  

yazılışını elde ederiz ( −w düzleminde). Diğer yandan −z düzleminde kutupsal 

koordinatlar φirez =  şeklindeyse bu durumda (1) eşitliği her iki tarafın 

logaritmasının da alınmasıyla 

(2)     ( ) ( )( )θφφ iii erefref loglog =  

şeklinde yazılabilir. (2) yazılışından hareket edersek 

(3)   ( ) ( ) θφφ irefref ii += log log    

eşitsizliğini elde ederiz. (3) eşitsizliğinin r ye göre türevini alırsak 

(4)     
( )

( ) ( )φ

φ

φφ
i

i

ii

ref
rref

refe
log

'

∂

∂
=  

eşitsizliği elde edilir. (4) eşitsizliğinin her iki tarafı r iler çarpılırsa 

(5)     
( )

( ) ( )φ

φ

φφ
i

i

ii

ref
r

r
ref

refe
r log

'

∂

∂
=  

eşitsizliğini elde ederiz ve buradan da  

z 

)(zfw =  

D bölgesi 

C eğrisi 

θ 

)(zf  

*D  bölgesi 
*C  eğrisi 

v 

u x 

y 
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(6)     
( )
( ) ( )









∂

∂
=







 φ

φ

φ
φ i

i

i
i

ref
r

r
ref

ref
re logRe

'
Re  

elde edilir. (6) eşitsizliğinin sağ tarafı hep reel olduğundan zrei =φ  alınarak 

( )φi
ref

r
r

zf

zf
z log

)(

)('
Re

∂

∂
=








 

ya da 

)(log
)(

)('
Re zf

r
r

zf

zf
z

∂

∂
=








 

şeklinde yazılabilir. 

Teorem 4.3. )(zfw =  fonksiyonu 








<++= 1 
2

2

2

2

b

y

a

x
iyxE  de tanımlanmış 

0)0( =f  ve E de sıfırdan farklı her z için 0)('  ve0)( ≠≠ zfzf  koşullarını 

gerçeklesin. Bu taktirde  

















=










)(

)('
cos

)(

)('

)(

)('
Re

zf

zf
zArg

zf

zf
z

zf

zf
z

 

eşitsizliği vardır. 

İspat:  

 
 

 

 

 

 

 

 

Şekil 4.2 

 

Şekilde görüldüğü gibi z noktası )(zfw =  fonksiyonu ile )(zfw =  noktasına 

resmedilir. Dolayısıyla  

(1)     
)(

)(Re
cos

zf

zf
=θ  

z 
)(zfw =  

θ 

)(zfw =  

v 

u x 

y 

)(Re zf  

)(zimf  

 

O A
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eşitsizliğini yazabiliriz. (1) eşitsizliğinden 

(2)     









=

)(

)(Re
cos

zf

zf
Arcθ  

eşitsizliği yazılabilir. Ayrıca θ  açısının )(zfw =  noktasının primitif argümanı 

olduğundan (1) yazılışı aynı zamanda 

(3)     ( )
)(

)(Re
)(cos

zf

zf
zArgf =  

şeklinde de yazılabilir. Yukarıdaki )(zfw =  noktası için yapılanlar 
)(

)('

zf

zf
z  içinde 

yapılırsa 

)(

)('

)(

)('
Re

)(

)('
coscos

zf

zf
z

zf

zf
z

zf

zf
zArg










=















=φ  

eşitliği elde edilir. 

Teorem 4.4. { }1 fonksiyonu )( <= zzDzg  tanımlanmış analitik ve injektif olsun. 

_

22
)( z

ba
z

ba
zf

−
+

+
=  şeklinde tanımlansın. Bu taktirde ( ))(zfg  fonksiyonu birim 

diskte injektiftir. 

 
 

 

 

 

 

 

 

                                                                     

Şekil 4.3 

 

İspat: )(zfw =  injektif olduğundan 

(1)     )()( 2121 zfzfzz =⇒=      (A da injektif) 

 

z 

)(zfw =  )(zgw =  

)(zf  
( ))(zfg  

A

B C

( ))(zfgw =  
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)(zgw =  injektif olduğundan  

(2)     ( ) ( ))()()()( 2121 zfgzfgzfzf =⇒=      (B de injektif) 

eşitlikleri yazılabilir. (1) ve (2) eşitliklerinden 

( ) ( ))()()()( 212121 zfgzfgzfzfzz =⇒=⇒=  

sonucu bulunur ki bu da ( ))(zfg  fonksiyonunun injektif olduğunu gösterir. Biz 

)(zfw =  fonksiyonunun injektif olduğunu göstermiştik. )(zg  fonksiyonu da injektif 

olduğundan  ( ))(zfg  fonksiyonu da injektif olur. 

Lemma 4.2. θθ ii re
ba

re
ba

zfw −−
+

+
==

22
)(  şeklinde ifade edilen fonksiyon 

1<= rz  birim diskini 1
2

2

2

2

<+
b

v

a

u
 bölgesi üzerine resmeder. 

İspat: θθ ii re
ba

re
ba

zf −−
+

+
=

22
)(  

                   )sin(cos
2

)sin(cos
2

θθθθ ir
ba

ir
ba

−
−

++
+

=  

                   θθ sin
22

cos
22








 −
−

+
+







 −
+

+
=

baba
irr

baba
 

                   θθ sincos ibrar +=  

şeklinde yazalım. Buradan 

1)sin(cos

böylece ve

sinsinsin),(

coscoscos),(

2222

2

2

2

2

22

2

2

22

2

2

<=+=+

=⇒=⇒==

=⇒=⇒==

rr
b

v

a

u

r
b

v
r

b

v
brrvv

r
a

u
r

a

u
arruu

θθ

θθθθ

θθθθ

 

elde edilir. bu bize θθ ii re
ba

re
ba

zfw −−
+

+
==

22
)(  fonksiyonunun 1<= rz  

bölgesini 1
2

2

2

2

<+
b

v

a

u
 bölgesi üzerine resmettiğini gösterir. 

Teorem 4.5. )(zfw =  fonksiyonu zΓ  eğrisi üzerinde tanımlanmış, analitik ve zΓ  

eğrisinin )(zfw =  fonksiyonu altındaki resmi wΓ  olsun. 0w  noktası wΓ  resim eğrisi 

üzerinde olmayan bir nokta olmak üzere wΓ  eğrisinin 0w  noktasına göre yıldızıl 

olması için  
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                0)('
)(

)('

0

btatz
wzf

zf
im ≤≤≥









−
 

eşitsizliğinin gerçeklenmesi gerekir. 

İspat:    

 

 
 

 

 

 

Şekil 4.4 

 

zΓ  nin kendi kendini kesmeyen bir eğri olduğunu düşünüyoruz. Dolayısıyla  

(1)     btatiytxtz ≤≤+=      )()()(  

şeklinde ifade edilebilir. Aynı zamanda zΓ  eğrisinin yönlendirilmiş bir eğri olduğunu 

da not edebiliriz. Dolayısıyla bir resim eğrisinin bir 0w  noktasına göre yıldızıl olma 

tanımı “ )( 00 zfw =  noktası 
wΓ  resim eğrisinin üzerinde azalan olmayan bir nokta 

olmak üzere 

(2)     ( ) [ ])()( 00 zfzfArgwwArg −=−  

ifadesi t nin [ ]ba,  aralığındaki değerleri için t nin azalmayan bir fonksiyonu olması 

halinde wΓ  resim eğrisi yıldızıldır. ” denir. Bu tanım aynı zamanda 

(3)     ( )( ) [ ]( ) btazfzfArg
dt

d
wwArg

dt

d
≤≤≥−=−      0)()( 00  

şeklinde ifade edilebilir. Aynı zamanda z kompleks sayısının 

φφ izzezz i +=⇒= loglog  

yazılışından dolayı 

(4)     )(log zimArgz =  

şeklinde yazılabilir. (4) eşitliğini (2) eşitliğinde kullanırsak 

Γw eğrisi v 

u 

y 

)(zfw =  

zΓ  eğrisi D bölgesi 

z 0z  )(zfw =  

)( 00 zfw =  

*D  bölgesi 

x 
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 (5)     ( ) [ ] ( )[ ])()(log)()( 000 zfzfimzfzfArgwwArg −=−=−  

eşitliği elde edilir. (3) eşitliğindeki türevler (6) eşitliğine uygulanırsa 
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dt
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wwArg
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bulunur ki bu da iddianın ispatıdır. Şimdi eğrinin çember olması durumunda ifadenin 

alacağı şekli inceleyelim.  

(6)     iziretzrezrz itit ==⇒=⇒= )('  

yazabiliriz. Buradan da 
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şekline girer. ( ) 000 == zfw  olarak alınırsa başlangıç noktasına karşı gelen 

yıldızıllık çember durumunda 

(7)     0
)(

)('
Re ≥









zf

zf
z  

şeklinde ifade edilir. 

Lemma 4.3. )(zfw =  fonksiyonu 








<
−

+
+

+= 1
)1()1(

 
2

2

2

2

αα

yx
iyxE  de 

tanımlanmış analitik olsun. 0)0( =f  ve { }( )0−∈∀ Ez  için 0)('  ve0)( ≠≠ zfzf  

koşullarını gerçeklesin. Bu taktirde )(zfw =  fonksiyonu E de yıldızıl ise 

0
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


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
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eşitsizliğini gerçekler. 
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Bir daha önce )(zfw =  fonksiyonunun aynı koşulları gerçeklemesi halinde 

yıldızıllık koşununun  

(1)     0
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)('
)(' ≥









zf

zf
zim θ  

olduğunu göstermiştik  ve göstermiştik ki 

(2)     θθ αθ ii rerez −+=)(  

fonksiyonu birim çemberi bir elips üzerine resmeder. Dolayısıyla 

(3)     ( )θθθθ ααθ iiii
rereireiirez

−− −=−=)('  

eşitsizliği elde edilir. Dolayısıyla (3) eşitliği (1) de yerine konursa 

( ) 







−=








≤ −

)(

)('

)(

)('
)('0

zf

zf
rereiim

zf

zf
zim

ii θθ αθ  

                                 









−=



















−=



















−







= −

)(

)('

)(

)('
Re

)(

)('

)(

)('

)(

)('

)(

)('

_

_

zf

zf
z

zf

zf
z
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ve buradan da 

0
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≥
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
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


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zf

zf
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bulunur ki bu da iddianın doğruluğunu gösterir. 

Lemma 4.4. )(zfw =  fonksiyonu 








>><++= 0   ,1 
2

2

2

2

ba
b

y

a

x
iyxE  de 

tanımlanmış ve analitik olsun. { }( )0−∈∀ Ez  için 0)('  ve0)( ≠≠ zfzf  koşullarını 

gerçeklesin. Bu taktirde )(zfw =  nin yıldızıl olma koşulunu bulunuz. 

Daha önce )(zf  nin yıldızıllık koşulunun 
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fonksiyonunun 1<= rz  bölgesini 1
2

2
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b

v

a

u
 elipsel bölge üzerine resmettiğini 

gösterdik. Dolayısıyla 

(3)     θθθ ii re
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−

+
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bulunur. (3) eşitliği (1) de kullanılırsa 
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olduğundan 
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sonucu çıkar. (4) eşitsizliği aynı zamanda 
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şeklinde de ifade edilebilir. 

Lemma 4.5. )(zfw =  fonksiyonu 

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



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tanımlanmış  analitik,  0)0( =f  ve { }( )0−∈∀ Ez  için 0)('  ve0)( ≠≠ zfzf  

koşullarını gerçeklesin. Bu taktirde 
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eşitsizliğinin daima gerçeklendiğini gösteriniz. 

Biz bundan önce  
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olduğunu bulmuştuk. Bu eşitsizlik ise  
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şeklinde ifade edilir. Öte yandan 
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olduğundan 
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eşitliğini elde ederiz. (2) ve (3) denklemlerinden 
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eşitsizliği bulunur ki (4) eşitsizliği aynı zamanda 
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şeklinde de gösterilebilir. Bu da istenen ispattır. 

Teorem 4.6. −Γ zz   düzleminde kendi kendini kesmeyen yönlendirilmiş bir eğri 

olmak üzere )(zfw =  fonksiyonu da zΓ  eğrisi üzerinde tanımlanmış ve analitik 

olsun. zΓ  eğrisinin )(zfw =  fonksiyonu altındaki resmi 
wΓ  olsun. “ bta ≤≤  olmak 

üzere wΓ  resim eğrisinin bir  )(zfw =  noktasındaki teğetinin argümanı t nin 

azalmayan bir fonksiyonu ise wΓ  resim eğrisi konveks bir eğridir denir.” Tanımından 

yararlanarak wΓ  resim eğrisinin konveks olma koşulunun aynı zamanda 
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olduğunu gösteriniz. 
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Şekil 4.5 

 

Konveks olmanın yukarıdaki tanımı kullanılacak olursa )(tθ  fonksiyonu için 

bta ≤≤  için t nin azalmayan bir fonksiyonudur. Yani 

(3)     ( ) 0)( ≥t
dt

d
θ  

eşitsizliği gerçeklenir. Diğer taraftan zΓ  eğrisi 

(4)     btatiytxtzz ≤≤+==      )()()(   

şeklinde parametrelenebilir. Diğer yandan zΓ  yönlendirilmiş eğri olduğundan zΓ  

eğrisinin teğetinin doğrultusu 

(5)     =)(' tArgz teğetin doğrultusu 

şeklinde ifade edilir ve )(zfw =  fonksiyonu bu teğet vektörünü 

(6)     ( )( ) ( )( ))(')('')()(' tzftzArgtzfArgzArgf ==  

açısı üzerinde döndürür. Dolayısıyla wΓ  eğrisinin konveks olması için  

(7)     ( )( ) btatzftzArg
dt

d
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d
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ifadesi gerçeklenmelidir. Dolayısıyla (7) ifadesi aynı zamanda 
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dt

d
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şeklinde yazılabilir. Diğer taraftan herhangi bir nokta için  

(9)     ( )0)(     )()( ≠= zArgfezfzf iφ  

şeklindeki yazılış göz önüne alınırsa 
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)(zfw =  

D bölgesi 
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(10)     )()(log)(log ziArgfzfzf +=  

eşitliği elde edilir. Dolayısıyla (10) eşitliğinden 
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eşitsizliğini elde ederiz ki bu da lemmada sözü geçen ilk eşitsizliktir. Eğer zΓ  eğrisi 
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eşitlikleri yazılır. (13) eşitlikleri (12) eşitliklerinde kullanılırsa 
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eşitsizliğini elde ederiz. Diğer yandan z bir kompleks sayı olmak üzere 



 64 

(15)     [ ] zxyiximiyxiimizim Re)()()( ==−=+=  

olduğu göz önüne alınırsa (14) eşitsizliği 
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şeklinde yazılır ki bu da lemmada sözü geçen ikinci eşitsizliktir. 

Teorem 4.7. )(zfw =  fonksiyonu rz =  çemberi üzerinde ve çemberin sınırladığı 

rz <  bölgesinde tanımlanmış analitik ve yalınkat olsun. Eğer rz =  çemberinin 

)(zfw =  fonksiyonu ile yapılan tasvirde elde edilen eğri ( )rzf ==Γ  ise bu 

durumda 

)(i   Teğetin −x ekseni ile pozitif yönde yaptığı açının ( ))(' zizf  

)(ii  Yukarıdaki şıkta teğete çizilen dış normalin ( ))(' zizf−  

ifadeleri ile verilebilir. 

İspat:  

 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 4.6 

 

Yarıçap teğete değme noktasında diktir ve bir üçgende bir dış açı kendisine komşu 

olmayan iki iç açının toplamına eşittir gerçeklerinden hareket ederek 
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yazabiliriz. Diğer yandan teğetin değme noktasındaki eğimi 

(3)     )(' zfm =  

şeklinde ifade elde edilir. Bu ise aynı zamanda 

ArgdzzArgfArgdwdzzfdwzfw +=⇒=⇒= )(')(')(  

ifadesinden faydalanarak 
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eşitliği yazılabilir. (1), (2) ve (4) eşitliklerinden 
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ifadelerini yazabiliriz. Diğer yandan 
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π
 

olduklarını da (4) ve (6) bağıntılarında kullanırsak  

(9)     )(' zArgfArgiArgzArgdw ++=  

eşitliği bulunur. (9) eşitliği aynı zamanda 

(10)     )(' zArgizfArgdw =  

şeklinde de yazılabilir. (10) eşitliğinden 

(11)     )(' zizfdw =  

eşitliği elde edilir. (11) ifadesi bize teğetin ( )(' zizf ) vektörü ile verildiğini gösterir. 

Öte yandan teğet ve normal birbirlerine dik olduklarından 1m  normalin eğimi 

olduğundan 
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eşitliği bulunur. (13) eşitliğinden 
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yazılabilir ve buradan da 

(14)     [ ]ArgdzzArgfArgArgdwArg −−−=− )('11  

eşitliği elde edilir. Ayrıca  

01 =Arg  

olduğunu da (14) eşitliğinde kullanırsak 

ArgdzzArgfArgdw +=− )('  

eşitliği elde edilir ki biz bu eşitliği de  

(16)     )(')(' zizfdwdzzArgfArgdw −=⇒=−  

eşitliği elde edilir ki bu da problemin çözümüdür. 

 

Teorem 4.8. )(zfw =  fonksiyonu rz =  çemberi üzerinde ve onun kapattığı rz <  

dairesel bölgesinde tanımlanmış analitik ve yalınkat olsun. rz =  çemberinin 

)(zfw =  fonksiyonu altındaki resmi ( )rzf ==Γ  olsun. Γ eğrisinin eğriliği 
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


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+
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dir. 

İspat: Bir eğrinin eğrilik tanımı   

 

(1)      

 

şeklindedir. 

 

 

 

 

 

 

 

Teğet açısının ϕ  ye göre türevi 

Görüntü eğrisinin ϕ  ye göre türevi 
Eğrilik = ρ  = 
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Şekil 4.7 

 

Diğer taraftan kidüzleminde−w bir kompleks sayının kutupsal koordinatlardaki 

yazılışı göz önüne alınırsa 

(2)     )(')(')(' ziArgfezfzf =  

şeklindedir. Şimdi z kompleks sayısının kutupsal koordinatlardaki yazılışını 

kullanırsak (2) bağıntısı 

(3)     ( ) ( ) )('''
ϕϕϕ i

reiArgfii erefref =  

eşitliği yazılabilir. (3) ifadesinden hareketle 

( ) ( )( ))(''log'log
ϕϕϕ i

reiArgfii erefref =  

                   
( )
( ) ( )ϕϕ

ϕ ϕ

ii

reiArgfi

reiArgfref

eref
i

''log

log'log )('

+=

+=
 

düzenleyip yazarsak 

(4)     ( ) ( ) ( )ϕϕϕ iii reiArgfrefref ''log'log +=  

eşitliği elde edilir. (4) ifadesinin her iki tarafının sanal kısımları düşünülürse 

(5)     ( ) )(')('log ϕϕ ii reArgfrefim =  

eşitliği elde edilir. (5) eşitliğinin ϕ  ye göre türevi alınırsa 

(6)    ( )( ) ( ))(')('log ϕϕ

ϕϕ
ii reArgfrefim

∂

∂
=

∂

∂
  

rz =  çemberi 

u 

 

x 

y 

)(zfw =  

( )rzf ==Γ  eğrisi 

R 

P 

v 

r 
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elde edilir. (6) eşitliğinin her iki tarafına 1 eklersek 

(7)     ( )( ) ( ))('1)('log1 ϕϕ

ϕϕ
ii reArgfrefim

∂

∂
+=

∂

∂
+  

bulunur. Diğer taraftan bundan önceki problemde bulunan teğet açısının ϕ  ye göre 

türevi 

(8)     ( ))('
2

)(')( zizfArgzArgf =++==
π

ϕϕθθ  

ifadesinden türev alınırsa 

(9)     )('1)(' ϕ

ϕ
ϕθ ireArgf

∂

∂
+=  

bulunur. (7) ve (9) ifadelerinin karşılaştırılmasıyla  

(10)     ( )( ) ( ))('1)('log1)(' ϕϕ

ϕϕ
ϕθ ii reArgfrefim

∂

∂
+=

∂

∂
+=  

eşitliği elde edilir. Şimdi 

( ) ( ) ( )ϕϕϕ iii reiArgfrefref ''log'log +=  

ifadesinin ϕ  ye göre türevini alırsak 

(11)     ( )( ) ( )( )ϕϕ

ϕ

ϕ
ϕ

ϕϕ
ii

i

i
i reArgfiref

ref

ref
ire ''log

)('

)(''

∂

∂
+

∂

∂
=  

eşitliğini elde ederiz. (11) eşitliğinin her iki tarafının i ile bölünmesi ile 

( )( ) ( )( )ϕϕ

ϕ

ϕ
ϕ

ϕϕ
ii

i

i
i reArgfref
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ref
re ''log

1
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∂

∂
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∂
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eşitliği ya da 

( )( ) ( )( )ϕϕ

ϕ

ϕ
ϕ

ϕϕ
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i

i
i reArgfref

i

i

ref

ref
re ''log

)('

)(''
2 ∂

∂
+

∂

∂
=  

başka bir deyişle de 

(12)     ( )( ) ( )( )ϕϕ

ϕ

ϕ
ϕ

ϕϕ
ii

i

i
i reArgfrefi

ref

ref
re ''log

)('

)(''

∂

∂
+

∂

∂
−=  

eşitliğini elde ederiz. (12) eşitliğinin her iki tarafına 1 eklenerek 
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i
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re '1'log
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eşitliğini elde ederiz. (10) ve (13) eşitliklerinden 
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eşitliği elde edilir. (14) ve (10) eşitliklerinin karşılaştırılmasıyla 
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eşitliği elde edilir. Demek ki teğet açısının ϕ  ye göre türevi (15) eşitliğinden 

görüldüğü gibi 
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+=
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)(''
1Re)('

ϕ

ϕ
ϕϕθ

i

i
i

ref

ref
re  

eşitliği ile verilir. Buradan görüntü eğrisinin ϕ  ye göre türevinin uzunluğunu bulmak 

kalıyor. Bu ise 

( ) ( )
( ) ( )
( )ϕϕ

ϕϕϕϕ

ϕϕϕ

ii

iiii

iii

refredw

refreirefiredw

refiredwrefwzfw

'

''

'  )(

=
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=⇒=⇒=

 

ya da 

(17)     )(' zzfdw =  

eşitliği ile verilir. Eğrilik tanımında (16) ve (17) ifadeleri kullanılırsa 

)('
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1Re
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eşitliği elde edilir. 
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SONUÇ 

Elipste yalınkat fonksiyonlar bölümünde en önemli olan nokta, tanım kümesinin 

birim çember yerine bir elips olarak alınmasıdır. Bunun üzerine çalışmalar 

yapılmıştır. Bundan önceki bölümlerde ise eliptik fonksiyonların kompleks olan 

başka periyotlara da sahip bulundukları için eliptik fonksiyonlara bazen çift periyotlu 

fonksiyonlar da denir gerçeği altında çift periyotlu fonksiyonlar ve özellikleri ve 

bunlarla bağlantılı olarak ta eliptik integral ile eliptik fonksiyonlar kavramı 

incelenmiş bulunmaktadır.  
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