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ABSTRACT

This study which examines BCH codes consist of six chapters.

Chapter 1 develops those concepts from Abstract Algebra that are necessary to an
uderstanding of BCH codes. Finite fields and structure of finite fields are introduced
in this chapter.

Chapter 2 is devoted to presantation of polynomials over finite fields.
Construction of irreducible polynomials are also given.

Chapter 3 contains an introduction to coding theory. In this chapter linear codes,
generator matrix of a code, dual code and parity-check matrix are considered.

Hamming codes are introduced in chapter 4.

The properties of cylic codes, generator polynomial of cylic codes are presented
in chapter 5.

Chapter 6 covers in detail BCH codes. Primitive element, primitive polynomial
and minimal polynomiala are examined. A class of BCH codes for t —error
correction is presented. Further, in this chapter the new developments of BCH codes
and Goppa codes are presented.

Key Words: Finite fields, roots of unity and cyclotomic polynomials, order of
polynomials, irreducible polynomials, linear codes, Hamming codes, cylic codes,
generator polynomial, primitive element, primitive polynomial, minimal
polynomials, designed distance, BCH codes, Reed-Solomon codes, Goppa codes.
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OZET

BCH kodlarmin ele alindig1 bu ¢alisma, alt1 béliimden olugsmaktadir.

Boliim 1°de BCH kodlari igin gerekli cebirsel bilgiler verilmistir. Sonlu cisimler
ve sonlu cisimlerin yapisi incelenmistir.

Boliim 2’de sonlu cisimler iizerinde polinomlardan s6z edilmis, indirgenemez
polinomlarin kurulusu ele alinmstir.

Boliim 3°te kodlar teorisine bir giris yapilmistir. Bu boliimde lineer kodlar, bir
kodun iirete¢ matrisi, dual kod ve eslik-denetim (parity-check) matrisi incelenmistir.

Boliim 4’te Hamming kodlarindan s6z edilmistir.

Boliim 5’te devresel kodlarin 6zelikleri, devresel kodlarin {ireteg polinomu
gosterilmistir.

Boliim 6’da BCH kodlar1 detayli bir sekilde incelenmistir. Primitif eleman,
primitif polinom ve minimal polinomlar anlatilmistir. t —hata diizelten BCH
kodlarmin bir sinifi ele alinmistir. Ayrica bu boliimde, BCH kodlart hakkindaki son
gelismeler ve Goppa kodlar1 anlatilmistir.

Anahtar kelimeler: Sonlu cisimler, birimin kokleri ve cyclotomic polinomlar,
polinomlarin mertebesi, indirgenemez polinomlar, lineer kodlar, Hamming kodlari,
devresel kodlar, tirete¢ polinomu, primitif eleman, primitif polinom, minimal
polinomlar, tasarlanmis mesafe, BCH kodlari, Reed-Solomon kodu, Goppa kodlar1.
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BOLUM 1
SONLU CiSIMLER

Bu béliim, tezin asil konusu olan BCH kodlar1 igin gerekli cebirsel bilgilerin

Ozetlenmesine ayrilmistir. Bu nedenle ¢ogu teorem, ispatsiz olarak verilecektir.

Sonlu cisim, sonlu sayida elemana sahip olan bir cisimdir. Bu eleman sayzsi,

cismin mertebesi olarak adlandirilir.
Sonlu cisimlerin mertebeleriyle ilgili, asagidaki 6nemli teoremi verelim.

Teorem 1.1. q mertebeli bir cismin var olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, g nun bir
asal sayinin kuvveti seklinde olmasidir. Yani; h pozitif bir tam say1 olmak iizere,

q=p" biciminde ifade edilir. I

q mertebeli bir cisim genellikle, g mertebeli bir GALOIS CiSMI olarak
adlandirilir ve “GF(q)” seklinde gosterilir. (Kodlar tizerine ¢alisirken, agirlikli

olarak “GF(q)” yerine “F,” notasyonu kullanilmaktadir. Caligmalarimizda

“GF(q)” ve “F,” ayni anlamda kullanilacaktir.
1.1. Cisim Genislemeleri

F bir cisim olsun. F nin bir K alt kiimesi, F deki islemlere gore bir cisim ise
F cismine, K nin bir cisim genislemesi denir. K ya da, F nin bir alt cismi

denmektedir. K # F halinde K, bir 6z alt cisim adin alir.

K, F, (p asal) sonlu cisminin bir alt cismi ise bu durumda K, 0 ve 1

elemanlarini igermelidir.



Tamm 1.1.1. Oz alt cisimler icermeyen bir alt cisim, asal cisim adini alir.

Bu ifade; p mertebeli ( p asal) herhangi bir cismin, bir asal cisim oldugunu

gosterir. Q rasyonel sayilar cismi, asal cisme diger bir drnektir.

Verilen bir F cisminin alt cisimlerinin bos olmayan toplulugunun bir kesigimi,
yine F nin bir alt cismidir. F nin tiim alt cisimlerinin bir kesisimi ise, kesinlikle bir

asal cisimdir.

Teorem 1.1.1. R, asal karakteristikli bir komiitatif halka olsun. R nin karakteristigi
p asal sayisi ise,
(atb)* =a® +b"”
ve
(a-b)”=a”-b” (a,beR veneN)

dir.

Teorem 1.1.2. Bir F cisminin asal alt cismi; F nin karakteristigi, p asali veya sifir
olarak diigtinilirse, F; veya Q rasyonel sayilar cisminin ikisinden birine

izomorfiktir.

Tamm 1.1.2. K, F cisminin bir alt cismi ve M, F nin herhangi bir alt kiimesi
olsun. Bu durumda K(M); K ve M nin her ikisini de i¢ceren, F nin tiim alt

cisimlerinin kesisimi olan cisim olarak tanimlanir ve K nin elemanlarinin

eklenmesiyle elde edilen bir cisim genislemesi adini alir.

Sonlu M ={4,,...,0,} kiimesi icin K(M) olarak, K(M) = K(4,.,...,0,) yazilr.
M, bir tek 6 € F elemanini igeriyorsa bu durumda L = K(#), K nin bir basit

genislemesi olarak ifade edilir ve &, K iizerinde L nin tanimlayici bir elemani adini



alir. K(M) kesinlikle K ve M nin her ikisini de iceren F nin en kiigiik alt

cismidir.

Tanmm 1.1.3. K, F nin bir alt cismi ve 8 € F olsun. 8, K daki katsayilarla trivial

olmayan bir polinom denklemini sagliyorsa, yani
a,0"+a, 0" +..+a, 0+a,=0 (a €K)

(hepsi birden sifir degil) ise bu durumda & ya, K iizerinde cebirseldir denir.
L nin her eleman1 K {izerinde cebirsel ise; K nin bir L genislemesi, K iizerinde

bir cebir veya K nin bir cebirsel genislemesi olarak adlandirilir.

Tamm 1.1.4. 8 € F, K fizerinde cebirsel ise bu durumda J = {f € K[x]: f(8) =0}
idealini iireten, bir tek sekilde belirli monik g € K[X] polinomuna, 8 nin K

tizerinde minimal polinomu adi verilir.

K iizerinde € nin derecesi ile g nin derecesi anlasilacaktir.

Tamm 1.1.5. L, K nin bir cisim genislemesi olsun. L, K {iizerinde bir sonlu vektor

uzay1 olarak diistiniiliirse L ye, K nin bir sonlu genislemesi ad1 verilir. K {izerinde

L vektdr uzayinin boyutu, K iizerinde L nin derecesi olarak adlandirilir ve [L: K]

ile gosterilir.

Teorem 1.1.3. L, K nin bir sonlu genislemesi ve M, L nin bir sonlu genislemesi

ise bu durumda M, K nin bir sonlu genislemesidir.

[M:K]=[M :L][L:K]



Ispat. [M :L]=m,
[L:K]=n,

L lizerinde M nin bir tabam1 {¢,...,,} ve K lizerinde L nin bir tabam

{p,,..., B, } olsun. Bu durumda,

a,VaeM i¢ina=y, a,+.. ¢y, a,, (r;€L 1<i<m)

m?°

seklinde bir lineer kombinasyondur ve y; lerin her birini f; taban elemanlar

cinsinden ifade edersek,

elde edilir.

mn tane fB;; (1<i<m, 1< j<n)elemanlarmin K lizerinde lineer bagimsiz

oldugu gosterilebilirse, ispat tamamlanmis olur. Bu amagla,

n

2.2 8iBa =0, (s;€K)

i=1 j=I

oldugunu kabul edelim.

O zaman,

> syhpa =0

i=l j=l1

dir ve L iizerinde ¢; nin lineer bagimsizligindan,
D 5B =0 (1<i<m)
i=1

sonucu elde edilir. Fakat ; ler K iizerinde lineer bagimsiz olduklarindan, tim

s; ler “0” dur.



Teorem 1.1.4. K nin her sonlu genislemesi, K {izerinde cebirseldir.

Ispat. L, K nn bir sonlu genislemesi ve [L: K]=m olsun. @ € L igin,

1, 0,..., 0™ gibi m+1 tane eleman, K iizerinde lineer bagimli olmalidir ve bu

nedenle
a,+ad+.+a,4" =0, (a € K)

dir.

Bu ifade, 8 nin K iizerinde cebirsel oldugunu gosterir.

1.2. Sonlu Cisimlerin Yapis1

Yardimci Teorem 1.2.1. F, g elemanli bir K alt cismini i¢eren sonlu cisim olsun.

Bu durumda m =[F : K] olmak {izere,
[Fl=q"
dir. | F | ile, F cisminin eleman sayis1 gosterilmektedir.

Ispat. F, K iizerinde bir vektor uzay1 ve F sonludur. Bu nedenle F, K iizerinde
sonlu bir vektor uzay: olarak diistiniilebilir. [F : K]=m ise F; b, b,,..., b, gibi

m tane eleman igeren, K iizerinde bir tabana sahiptir. Bu nedenle F nin her

elemani bir tek sekilde,
ab +ab, +..+a,b, (a,a,,..., a, €K)
olarak gosterilebilir. Her a; katsayisi, q ¢esit deger alabileceginden F cismi,

kesinlikle " elemanlidir.

Teorem 1.2.1. F, bir sonlu cisim olsun. F nin karakteristigi p asali ve onun asal

alt cismi tizerinde F nin derecesi n oldugunda, F nintam p" eleman: vardir.



Ispat. F sonluise, F nin karakteristigi bir p asalidir. Buna gére teorem 1.1.2.

geregince, F nin asal alt cismi K, F_ ye izomorfiktir. Bu nedenle F nin eleman

sayisi, p" dir.

Yardimci Teorem 1.2.2. F, g elemanli bir sonlu cisim ise,
VaeF i¢in a%=a
dir.

Ispat. a® = a ozdesligi, a =0 igin apacik bellidir. Diger yandan; F nin sifirdan

farkli elemanlari, carpma islemi altinda, mertebesi g —1 olan bir grup olusturur.
Bu nedenle;
a’' =1 (VaeF, a=z0)

dir.
Ispatlanmasi gereken de budur.

Yardimci Teorem 1.2.3. F, ¢ elemanli bir sonlu cisim ve K, F nin bir alt cismi

olsun. O zaman K[x] deki x* —x polinomu, F[x] de

X! —x=]](x-a)

aeF
seklinde ¢arpanlarina ayrilir. Burada F, X% —x in K {izerinde bir par¢alanis
cismidir.
Teorem 1.2.2. (Sonlu Cisimlerin Varhgi ve Tekligi)
Her p asali ve her pozitif n tam sayisi i¢in, p" elemanl bir sonlu cisim vardir.

q= p" elemanl herhangi bir sonlu cisim, F, tizerinde X" — X in parcalanis cismine

izomorfiktir.



Ispat. (Varhk)

q=p" olmak lizere F [x] de x?-X elealnsinve F, onun F iizerindeki
parcalanig cismi olsun. Bu polinom, F de q tane farkli koke sahiptir ve polinomun

tirevi F [X] de,
g —1=-1
dir.
Bu yiizden kok, x? —x ile ortak kdke sahip olmaz.
S={acF:a"-a=0}

olsun. Bu durumda S, F nin bir alt cismidir.

(i) S, 0 ve 11iigerir.

(i) a, be S ve teorem 1.1.1. geregince,
(a-b)=a%-b*=a-b
anlamina gelir ve buradan,
a-beS

elde edilir.
(iii) a,be S ve b =0 igin;
(ab™)=a'b ™ =ab”’

ve bu yiizden ab™ €S tir. S, tiim X —x in kdklerini icerdiginden, bu ifade S de

parcalanmalidir.



Bunedenle F =S ve S nin q tane elemani vardir. Dolayisiyla F, q elemanh

bir sonlu cisimdir.
(Teklik)

F, q=p" elemanl bir sonlu cisim olsun. Bu durumda teorem 1.2.1. geregince,

F nin karakteristigi p dir ve F, F gibi bir alt cisim igerir. Yardimci teorem 1.2.3.
geregince F, F iizerindeki x" —X in bir parcalanis cismidir. Pargalams cismi de

tektir. (Izomorfikler aym sayilmak kosuluyla.)

Teorem 1.2.3. (Alt Cisim Oliitii)

F,» d=p" elemanl bir sonlu cisim olsun. F, nun her alt cismi, n nin pozitif

bir boleni m olmak tizere, p™ mertebelidir. Karsit olarak n nin pozitif bir boleni m

ise F, nun p™ elemanli bir tane alt cismi vardir.

Ispat. F, nun bir K alt cisminin mertebesi, uygun bir m <n pozitif tam say1si igin,

p™ dir. Yardimc1 teorem 1.2.1. den dolayi;

q=p", p" nin bir kuvveti olmak durumundadir. (p" =(p™)")

Boylece,
m| n

bulunur.

Tersine; N nin pozitif bir bdleni m ise,
p" —11p" -1

dir. Boylece, F[x] de x"" ' ~1 polinomu, x"* ' —1 polinomunu béler.

Sonug olarak; x? — X polinomu, x? —x = x% —x polinomunu béler.



F,, F, tUzerindeki X P" _ X in bir parcgalanis cismi gibi goriilen bir alt cisim

icermelidir ve teorem 1.2.2. nin ispatinda, bir pargalanis cisminin mertebesinin p™

oldugu gosterilmisti. l

Teorem 1.2.3 {in ispati; n nin pozitif bir béleni m oldugunda p"

mertebesinin, Fpn nin bir tek alt cismine ait oldugunu gosterir. Bu alt cisim,

Fpn deki x”" —xe F,[x] polinomunun koklerini kesinlikle igerir.

Tamm 1.2.1. Bir F; sonlu cismi i¢in, F, nun sifirdan farkli elemanlarmin ¢arpim

grubu, F, ile gosterilir.

Teorem 1.2.4. Her F, sonlu cismi i¢in, F, nun sifirdan farkli elemanlarinin ¢arpim

grubu F,, devreseldir.

Tanim 1.2.2. Fq* devresel grubunun bir tireteci, F, nun primitif bir elemani olarak

adlandirlir.

Teorem 1.2.5. F, bir sonlu cisim ve F_, bir sonlu cisim geniglemesi olsun. Bu
durumda F,, F, nun basit bir cebirsel genislemesidir ve F, nin her primitif

elemani, F, iizerinde F, nin tammlayici elemant olarak iglev gortir.

Ispat. F. nin bir primitif eleman1 & olsun. F, (&) < F, oldugu agiktir. Bagka bir
ifadeyle F, (&), & nin tiim kuvvetlerini ve sifiri igerir. Bu nedenle F (&), F, nin

tiim elemanlarini igerir. Dolayisiyla,
F = Fy()

dir.



Teorem 1.2.6. Her F, sonlu cismi ve her pozitif n tam sayisi i¢in F [X] de,

derecesi n olan indirgenemez bir polinom vardir.

Ispat. F,, F, cisminin genislemesi ve F, nin mertebesi q" olsun. Bu durumda,
[F :F,]=n

dir. Teorem 1.2.5. geregince,
3¢ eF, icin F =F (&)

dir. O halde, F, tizerinde £ nin minimal polinomu, F,[x] de n dereceli

indirgenemez bir polinomdur.

Not. Her q asal sayis1 ve her pozitif n tam sayisi i¢in, F, lizerinde n dereceli
indirgenemez bir polinom vardir. Bu sonug, her n > 1 tam say1si i¢in Fqn cisminin

varligin1 gosterir.

Yardimcr Teorem 1.2.4. f € F [X], F, iizerindem dereceli indirgenemeyen bir

polinom olsun. Bu durumda f(X) in, X7 —x ibolmesi icin gerek ve yeter kosul,

m nin N yi bolmesidir.

Ispat. f(x) in X7 —x 1 boldiigiini kabul edelim. &, F; iizerinde f nin parcalanis

cismi i¢indeki bir kokii olsun.

Bu durumda,

a' =a
dir ki,
ack,

dir.

10



F, (@), Fqn nin bir alt cismidir. Fakat,
[Fy(@):F,]=m ve [Fqn tF1=n
idi. Bu da teorem 1.1.3. geregince, m nin n yi boldiigiinii gosterir.

Karsit olarak m, n yi boliiyorsa teorem 1.2.3. geregince, Fqn nin qu yi bir alt

cisim olarak i¢erdigi anlagilmaktadir.
F {izerinde f nin pargalanis cismi i¢indeki f nin bir kokii « ise,
[F,(@):F,]=m
ve
F, () = qu

dir.

Sonug olarak; o € Fqn ve boylece,

olur. Bunedenle o, x¥ —x e F,[X] in bir kokiidiir.

Dolayisiyla f(x), x% —x ibéler.

Teorem 1.2.7. F [x] de m dereceli indirgenemez bir polinom f ise, f nin qu de
bir ¢ kokii vardir. Bundan bagka, f nin tiim kokleri basit koktiir ve F, nun m tane

qul

2 . eq e
farkli elemani olan «, a®, a® , ..., a® ile verilirler.

Ispat. F, tizerinde f nin parcalams cismi iginde f nin bir kokii « olsun.

Bu durumda,

11



[Fy(@):F,]=m
dir. Boylece,
F, ()= qu

ve Ozel olarak,

aecF
q

dir.
pe qu , T nin bir kokii ise S nun da, f nin bir kokii oldugunu gosterecegiz.
a; € F, olacak sekilde,
f(x)=a,x" +...+a,x+3a,, (0<i<m)

yazilsin. Bu durumda yardime1 teorem 1.2.2. ve teorem 1.1.2. geregince;

f()=a,8" +..+a%+a,=2a," " +..+3," B +a,°
=@,p" +..+ap+a,)" = 1()*'=0

dir.

qul

Bundan dolay1; a, af, aqz, ey O elemanlar1, f nin kokleridir. Bu

elemanlarin farkli oldugu gosterilmelidir.

Tersini kabul edelim. Yani, bu elemanlar farkli olmasin.
a® =a% (bazi j ve k tam sayilari igin) (0< j<k<m-1)

kabul edelim. Bunun g™ kuvveti alinirsa,
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elde edilir.

Bu durumda f(x), x?"" —x ibbdler. Yardimet teorem 1.2.4. geregince bu

durum sadece m, m—Kk + j yi bolerse miimkiindiir. Fakat,
O<m—-k+j<m

idi. Bu nedenle kabuliimiiz yanlistir.

Sonu¢ 1.2.1. f, F,[x] de m dereceli indirgenemez bir polinom olsun. Bu durumda

F, lizerinde f nin pargalanis cismi, qu ile verilir.

Ispat. Teorem 1.2.7. , qu de f nin pargalandigini gosterir. Ayrica qu deki

f nin bir o kokii i¢in,
Foa,a% a%, .., a" )=F/(a)= Fo

dir.

Sonug 1.2.2. F,[x] de dereceleri ayni olan herhangi iki indirgenemez polinom,

izomorfik parcalanis cismine sahiptir.

Tamm 1.2.3. qu , F, nun bir geniglemesi ve a € qu olsun. Bu durumda

m-1 . . .
elemanlarina F, ya goére & nin eslenikleri denir.

ae qu nin esleniklerinin farkli olmast i¢in gerek ve yeter kosul, & nin F,

tizerinde minimal polinomunun derecesinin m olmasidir. Aksi halde; bu minimal
polinomun derecesi d , m nin bir 6z bolenidir ve bu durumda « nin eslenikleri

q qt"

a,a’,...,a I olup, her biri m/d kez tekrarlanir.
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Teorem 1.2.8. F, nun herhangi bir alt cismine gére o € Fq* nin eslenikleri, Fq*

grubu igerisinde ayni dereceye sahiptir.

Ispat. Teorem 1.2.4. geregince Fq* , bir devresel gruptur. F nun karakteristiginin

her kuvveti, Fq* i -1 mertebesi ile aralarinda asaldir.

Sonug 1.2.3. Eger «, F, nun bir primitif eleman1 ise Fq* nin herhangi alt cismine

gore tiim eslenikleri de, primitif elemandir.

Ornek 1.2.1. a € F,, f(x)=x"+x+1¢e F,[X] in bir kokii olsun. O zaman « nimn

F, ye gore eslenikleri,
a,a’, at =a+l
ve
a®=a’ +1

olur.

Esleniklerin her biri, F, nin primitif elemanlaridir.

a nmn F, e gore eslenikleri, o ve

at=a+1

dir.
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1.3. Birimin Kokleri ve Cyclotomic Polinomlar

Tamm 1.3.1. n, pozitif bir tam say1 olsun. Bir K cismi tizerinde x" —1 in

pargalanis cismi, K iizerinde “n. cyclotomic cisim” adini1 alir ve “K ™ ” ile
gosterilir. K™ de x" —1 in kokleri, K iizerinde “birimin n. kokleri” adini alir ve bu

koklerin tamaminin kiimesi, “ E™ ” ile gosterilir.

Teorem 1.3.1. n, pozitif bir tam say1 ve K, p karakteristikli bir cisim olsun.

Bu durumda;

@) p, n yi bdlmezse bu durumda E™, K™ deki carpmaya gore n mertebeli

bir devresel gruptur.

(ii) p, n yibolerse, pozitif m ve e tam sayilari ile
n=mp°

yazilir ve m, p ile boliinemez. Bu durumda;
K™ =KK™ E®™_gM™

ve

K™ de x" —1 in kokleri, E™ nin m tane elemanidir. Bu elemanlarimn her biri

p® ile ¢arpilarak elde edilir.

Tamm 1.3.2. K, p karakteristikli bir cisim ve n, p ile boliinemeyen pozitif bir

tam say1 olsun. Bu durumda E™ devresel grubunun bir iireteci, K iizerinde “birimin

n . primitif koki” adini alir.

Tamm 1.3.3. K, karakteristigi p olan bir cisim; n, p ile boliinemeyen pozitif bir

tam say1 ve £, K iizerinde birimin n. primitif kokii olsun.
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Bu durumda,
Q=[[(x=¢%, ((s,n)=D)
s=1
polinomu, K iizerinde “n . cyclotomic polinom” adini alir.

Teorem 1.3.2. K, karakteristigi p olan bir cisim ve n, p ile boliinemeyen pozitif

bir tam say1 olsun. Bu durumda;
@ x"-1=T7,,Q 0,

(ii) Eger K nin asal alt cismi rasyonel sayilar cismi ise Q,(X) in katsayilari,

K nin asal alt cismine ve Z ’e aittir.

Ornek 1.3.1. r bir asal say1 ve k e N olsun. Bu durumda,

2rk— k-1

Q. ) =1+x" + x> .+ xr

dir.

Ciinkii teorem 1.3.2. (i) geregince,

k

x" -1 X" —1

Q(0Q, (0-Qu () X 1

Qrk (x)=

idi.
k=1 i¢in Q (X)=1+Xx+Xx>+..+x""

olur.
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Teorem 1.3.3. K™ cyclotomic cismi, K nin basit bir cebirsel genislemesidir.

Dahasi,

(i) Eger K, rasyonel sayilar cismi ise bu durumda Q, cyclotomic polinomu, K

tizerinde indirgenemezdir ve

[K™ :K]=g¢(n)

dir.

(i) (g,n) =1 iken K = F, ise bu durumda Q,, K[X] de her biri aym d dereceli

olan ¢(n)/d tane monik indirgenemez garpanlara ayrilir. K™ cismi, K iizerinde

herhangi bdyle indirgenemez ¢arpanin pargalanis cismidir ve
[K™:K]=d

dir. Burada d, q° =1 mod n seklindeki en kiigiik pozitif tam sayidir.

Bu teoremi bir 6rnek tizerinde agiklayalim:

Ornek 1.3.2. K = F,, ve Q,(X) = x* —x* +1 € F,,[X] olsun. Teorem 1.3.3. (ii) den

dolay1 d =2 olur. Q,,(x),
Q,(X) = (X* +5X+1)(X* =5x+1)

seklinde ¢arpanlarina ayrilir. Carpanlarina ayrilan ¢arpanlarin her ikisi de F,[X] de

indirgenemezdir. K"* cyclotomic cismi, F,,, e esit olur.

Teorem 1.3.4. F, sonlu cismi, kendi alt cisimlerinin herhangi biri tizerinde

(g —1) nci cyclotomic cisimdir.

Yardimeai teorem 1.3.1. d, pozitif n tam sayisinin (1 <d < n) bir boleni ise bu

durumda Q, (x), x" —1/x" —1 ifadesini boler.
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1.4. Sonlu Cisimlerin Elemanlarmin Gosterilmesi

f, F,[x] de n dereceli indirgenemez bir polinom ise bu durumda

teorem 1.2.7 ye gore f, F, dabir a kokiine sahiptir. Dolayisiyla,
F, =F, (@)

dir. O halde; F, nun her elemani, F tizerinde derecesi n den daha kiigiik bir
polinom olarak bir tek sekilde ifade edilir. F, ya, F [x]/(f) kalan smnif halkas
olarak bakilabilir.

Ornek 1.4.1. F, un elemanlarmi bu yolla géstermek igin F, a; F, iin, derecesi 2
olan, basit bir cebirsel genislemesi olarak bakariz. Bu, F, lizerinde indirgenemez ve

ikinci dereceden bir polinomun bir & kokiinii eklemekle elde edilir.
f(x)=x>+1eF[x]

diyelim.

Boylece,
f(a)=a’+1=0¢eF,

dir ve F, un 9 tane elemani, a, + a,a seklinde verilir. (a,, a, € F;)

Ayrintili olarak,
F,={0,1,2, o, 1+, 2+, 2a, 1+ 2a, 2+ 2a}

yazilabilir.
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BOLUM 2
SONLU CiSIMLER UZERINDE POLINOMLAR
2.1. Polinomlarin Mertebesi ve Primitif Polinomlar

Yardimer Teorem 2.1.1. f € F [x], f(0)= 0 olacak sekilde derecesi m >1 olan

bir polinom olsun. Bu durumda pozitif bir e <q™ —1 tam sayis1 vardir 6yle ki f (x),

x® —1 ibdler.
Bu teoremden yola ¢ikilarak asagidaki tanim verilir:

Tamm 2.1.1. f e F [x], sifirdan farkli bir polinom olsun. f(0)# 0 ise bu durumda;

f(x) in boldiigii x° —1 i¢in en kiigiik pozitif e tam sayisi, f nin mertebesi olarak

adlandirilir ve
ord(f)=ord(f(x))
ile gosterilir.
f(0) =0 ise bu durumda f(x),
f(x)=x"g(x) (heN ve geF,[x], g(0)=0)

gosterimi ile bir tek sekilde ifade edilir. Boylece ord (), ord(g) olarak tanimlanir.

f polinomunun mertebesi bazen f nin periyodu veya f nin kuvveti (exponenti)

olarak da adlandirilir.
Not. n, pozitif bir tam say1 ve b tam sayisi n ile aralarinda asal ise b* =1 (mod n)

oldugunda, en kii¢iik pozitif k tam sayisi, b nin (modiil n) e gore carpimsal

mertebesi adini alir.
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Teorem 2.1.1. f e F [x], f(0)=0 olacak sekilde F, lizerinde m dereceli
indirgenemez bir polinom olsun. Bu durumda ord (), Fq*m carpimsal grubundaki

f nin herhangi bir kokiiniin mertebesine esittir.

Ispat. Sonug 1.2.1 e gore qu , F, tzerinde f nin pargalanis cismidir. f nin
kokleri teorem 1.2.8. geregince, Fq*m grubunda ayni1 mertebeye sahiptir. o € Fq*m ,

f nin herhangi bir kokii olsun. Bu durumda a® =1 olmasi igin gerek ve yeter kosul,

f(x) in x° —1 i bolmesidir.

Sonug 2.1.1. f € F [x], F, lizerinde m dereceli indirgenemez bir polinom ise bu

q

durumda ord( f), q" —1 ibdoler.

Ispat. f(x)=cx, ce Fq* ise ord( f )=1 dir ve sonug, asikardir. Baska bir ifadeyle;

teorem 2.1.1. geregince Fq*m , " —1 mertebeli bir gruptur.

Teorem 2.1.2. F,[X] de derecesi m ve mertebesi € olan, indirgenemez monik

polinomlarin sayisi, ¢(e)/m dir.

(Burada e >2 ve q nun (modiil e) ye gore ¢arpimsal mertebesi m dir.)

Yukarida sozii edilen indirgenemez monik polinomlarin sayisi, eger m=e =1 ise

ve diger bitiin durumlarda sifir ise, 2 ye esittir. F,[X] de mertebesi e olan

indirgenemez bir polinomun derecesi; (modiil ) ye gore,  nun ¢carpimsal

mertebesine esit olmalidir.

Ispat. f, f(0)# 0 olacak sekilde F,[X] de, indirgenemez bir polinom olsun.
Teorem 2.1.1. e gore; ord(f) =e olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, f nin tim

koklerinin, F, tzerinde birimin e. primitif kokii olmasidir.
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Baska bir ifadeyle; ord(f) =e olmasi igin gerek ve yeter kosul, f nin Q,
cyclotomic polinomunu bdlmesidir. Teorem 1.3.3. (i1) geregince, Q, nin herhangi bir

indirgenemez monik ¢arpaninin derecesi, aymt m sayisidir. m, q" =1 (mode)

olacak sekilde, en kiiciik pozitif tam sayidir. Carpanlarin sayisi da ¢(e)/m dir.

m =e =1 i¢in indirgenemez monik polinom,
f(x)=x
dir.
Yardimc1 Teorem 2.1.2. ¢, pozitif bir tam say1 olsun. Bu durumda; f(0) # 0 olacak

sekilde bir f e F [x] polinomunun x° —1 i bolmesi i¢in gerek ve yeter kosul,

ord(f) nin, ¢ yi bolmesidir.

Ispat. e = ord(f), ¢ yibélerse; f(x), x*—1 ibdlerve x°* —1, x° —1 ibdéler.
Dolayisiyla f(x), x°—1 ibdéler.
Tersine; f(x), x°—1 ibdlerse,
c=me+r (c=eidi),(meN ve 0<r<e)
yazilabilir.
X =1=x"™-Dx"+(x" =1)

idi.

Sadece r =0 oldugunda f(x), x" —1 iboler. Buradan; e nin, ¢ yi boldigii goriiliir.

Sonug¢ 2.1.2. €, ve e, pozitif tam sayilar ise bu durumda F [X] de, X" —1 ve

x® —1 in en biliyiik ortak boleni, x? —1 dir. Burada d, e, ve e, nin en biiylik ortak

bolenidir.
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ispat. f(x), X% —1 ve x* —1 in en biiyiik ortak boleni olsun. x* —1, x% —1 in en
biiyiik ortak boleni idi. (i =1, 2, ...) Bunedenle x® —1, f(X) i boler. Diger taraftan
f(x), x% —1 in ortak bolenidir (i =1, 2, ...) ve yardimci teorem 2.1.2. ye gore

ord(f), e, ve e, yibdler.

Sonug olarak; ord(f), d yibéler ve bu nedenle yardimci teorem 2.1.2.

geregince f(x), x* —1 iboler.

Boylece, f(x)=x" -1 esitligi elde edilir.

Teorem 2.1.3. g € F [x], g(0)# 0 olacak sekilde F, tlizerinde indirgenemez bir

polinom ve f =g" olsun. Burada ord(g) =e ve b, pozitif bir tam sayidur. t,
p' > b olacak sekilde en kiiciik tam say1 olsun. ( p, F, sonlu cisminin

karakteristigidir.) Bu durumda,
ord(f)=ep'
dir.
Teorem 2.1.4. g,,...,g, polinomlari, F, lizerinde sifirdan farkli polinomlar ve bu

polinomlar, ikiser ikiser aralarinda asal olsunlar. f = g,...g, seklinde bir polinom ise

bu durumda ord(f); ord(g,),...,ord(g, ) nin en kiigiik ortak katina esittir.

Ornek 2.1.1. f(x)=x" +x’ + x> + x> +1 € F,[x] polinomunun mertebesini

hesaplayalim.

F, tizerinde f(X) polinomunun kanonik ¢arpanlarina ayrilisi,
f)=(x>+x+1D)°(x* +x+1)

bigimindedir.
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Teorem 2.1.3. geregince;

ord(x*> + x+1)=3 ve ord((x* +x+1)°) =12
olarak hesaplanir. Ayrica,

ord(x* +x+1)=15

dir. Teorem 2.1.4. e gore ord(f), 12 ve 15 in en kiigiik ortak katina esittir.

Dolayisiyla,
ord(f) =60

tir.
ord(f), sonug 2.1.1. de gosterildigi gibi, 2'° —1 i bdlemez.

Teorem 2.1.5. F,, karakteristigi p olan sonlu cisimve f e F [x], f(0)=0 olacak
sekilde pozitif dereceli bir polinom olsun. f = aflb‘...fkbk ifadesi, F,[x] de, f nin
kanonik carpanlarma ayrihgidir. (a€ F;, b;,..,b, e N ve f,... f, F[x]de

birbirinden farkli, indirgenemez monik polinomlardir.) Bu durumda,
ord(f)=ep'

dir. (e; ord(f,),...,ord(f,) nin en kiigiik ortak kat1 ve t, p' > max(b,,...,b, ) olacak

sekilde, en kii¢iik tam sayidir.)

Tamm 2.1.2. f(x)=a,x"+a, ,x"" +..+ax+a, € F[x], (a, #0) olsun. Bu

durumda, f polinomunun tersi olan f polinomu;
f * _yh f 1 _ n n-1
(X)=x (;)_aox +a, X +..+a,,X+a,

seklinde tanimlanir.
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Teorem 2.1.6. f, F [x] de sifirdan farkli bir polinom ve f ", f nin ters polinomu

olsun.

Bu durumda,
ord(f)=ord(f")

dir.

Not. f(—x) ve f(X) in mertebeleri arasinda gizli bir iligki vardir. Karakteristigi 2
olan bir cisim i¢in, f(X)= f(—x) idi. Bu bilgi, karakteristigi tek say1 olan sonlu

cisimlerin mertebelerinin bulunmasi igin yeterlidir.

Tamim 2.1.3. Derecesi m 21 olan bir f e F [X] polinomu, qu nin bir primitif

elemanmin F, tizerinde minimal polinomu ise, F, tizerinde, primitif polinom adini
alir. Bu nedenle, F, lizerinde derecesi m olan bir primitif polinom, F, {izerinde

indirgenemez monik polinom olarak tanimlanabilir ve qu nin ¢arpimsal grubunu

ureten bir ¢ € qu kokiine sahiptir.

Teorem 2.1.7. Derecesi m olan bir f e F [X] polinomunun F, iizerinde bir primitif
polinom olmasi igin gerek ve yeter kosul; f(0) =0, f monik polinom ve

ord(f)=q" —1 olmasidir.

Ispat. f, F, lizerinde primitif polinom ise f, monik polinom ve
f(0)=0

dir. f polinomu, F, iizerinde indirgenemezdi. Teorem 2.1.1. e gore,
ord(f)=q" -1

dir. Gergekten, f polinomunun bir kokii, qu nin bir primitif elemanidir.
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Diger taraftan;
ord(f)=q" -1
olmasi, m>1 olmasini gerektirir.

f polinomunun F, tizerinde indirgenemez oldugunu iddia ediyoruz. Simdi, f
polinomunun F, iizerinde indirgenebilir oldugunu kabul edelim. Bu durumda f

polinomu, indirgenemez bir polinomun kuvvetidir veya f polinomu, derecesi pozitif

olan aralarinda asal iki polinomun ¢arpimi seklinde yazilabilir.

[lk durumda; F, iizerinde indirgenemez g F,[x] (9(0) # 0) polinomu i¢gin

q
f=g"veb>2

idi. Bu durumda teorem 2.1.3. ¢ gére ord(f), F, nun karakteristigi ile boliinebilir.

Fakat q™ —1 i bélmez. Bu bir ¢eliskidir. Su halde birinci durum gergeklesmez.

Ikinci durumda,

f:glgz

idi. g,, g, € F [x] aralarinda asal monik polinomlarinin dereceleri sirasiyla, pozitif

m, ve m, sayilardir.
e, =ord(g,), (i=1,2)ise ord(f)<egpe,
dir. (Teorem 2.1.4. e gore)
Ayrica yardimci teorem 2.1.1. geregince,
e, <q™ -1, (i=12)

dir.
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Bu nedenle,
ord(f)<(@™ -D)(@™ -1)<q™™ -1=q9" -1

dir. Bu ise, bir geliskidir. f polinomunun F, iizerinde indirgenebilir oldugunu kabul
ederek ¢eliskiye diistiik. Dolayisiyla f polinomu F, tizerinde indirgenemezdir ve

teorem 2.1.1. e gore, f polinomu F, {izerinde bir primitif polinomdur.

Teorem 2.1.8. Derecesi m > 1 olan f e F,[x] monik polinomunun, F, lizerinde
primitif polinom olmasi igin gerek ve yeter kosul, (-=1)" f (0) ifadesinin, F, nun bir
primitif elemani olmasi ve F, nun bazi elemanlarina (mod f (x)) e gore kongriient

olan, X" deki en kiigiik pozitif r tam sayisinin,

r=0q"-1/q-1)
olmasidir.

F, lizerinde f nin primitif oldugu durumda,

X" = (=)™ f(0) (mod f (X))

dir.

Ornek 2.1.2. f(x)=x*+Xx’ +Xx*> +2x+2 € F,[x] polinomunu inceleyelim.
IR Y y

f, F, lizerinde indirgenemezdir. Teorem 2.1.5. e gore, kullanacagimiz yontemin

taslagini olusturabiliriz.
ord(f)=80=3"-1

dir.
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Sonug olarak, teorem 2.1.7. geregince f, F, iizerinde primitif polinomdur.

teorem 2.1.8. e gore ise,
x* =2 (mod f(x))

dir.
2.2. indirgenemez Polinomlar

f, pozitif dereceli bir polinom ve f nin F [X] de her ¢arpanlarma ayrilisi

sabit bir polinom igeriyorsa, f € F,[x] polinomu, F, {izerinde indirgenemezdir.

Teorem 2.2.1. Herhangi bir b € F elemaninin, f € F[x] in ¢ok katl bir kokii

olmast i¢in gerek ve yeter kosul b nin, f polinomunun ve f polinomunun tiirevinin

(f') bir kokii olmasidir.

Teorem 2.2.2. Vne N ve her F; sonlu cismi i¢in, F, {izerinde, dereceleri n yi

bdlen, biitlin indirgenemez monik polinomlarin ¢arpimu, X7 —X e esittir.

Ispat. Yardimci teorem 1.2.4. e gore; F,[x] de, g(x) = x9 —x polinomunun
kanonik ¢arpanlarinda ortaya ¢ikan, F, tzerinde indirgenemez monik polinomlar,

g(X) in derecesi olan n yi bolerler.

g (x)=-1
dir.

Teorem 2.2.1. e gére g polinomu, F, iizerinde kendi pargalanig cismi i¢inde gok
katli koklere sahip degildir. Dolayisiyla, F, iizerinde, dereceleri n yi bolen her bir

indirgenemez monik polinom, F [X] de, g nin kanonik ¢arpanlari i¢inde tam bir kez

ortaya ¢ikar.
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Sonug 2.2.1. F,[X] de derecesi d olan indirgenemez monik polinomlarin sayisi

N, (d) ise bu durumda,

q"=>_dN,(d) (Her neN igin) (2.2.1)

djn

dir. Burada toplam, n nin biitlin pozitif bolenleri iizerinde alinir.

Ispat. g(x) polinomunun kanonik ¢arpanlarinin toplam derecesi ile g(X) = x7 —x

polinomunun derecesi karsilastirildiginda, teorem 2.2.2. den, (2.2.1.) 6zdesligi elde

edilir.

Tamm 2.2.1. Moebius x fonksiyonu, N de tanimli bir fonksiyondur.

1, n=1 ise,
k
pn) =1 (=17, n, k tane farkli asal saymin ¢arpimi ise,

b

n, bir asal sayimin karesi ile boliinebiliyorsa,

n e N nin tim pozitif d bolenleri tizerinde bir toplam belirtmek i¢in, (2.2.1.)

ifadesindeki gibi z toplam semboliinii kullaniriz. Benzer bir yaklasimla ¢arpim

d|n

sembolii olarak, H semboliini kullaniriz.
din

Yardimei Teorem 2.2.1. n € N i¢in Moebius u fonksiyonu,

kosullarini saglar.
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Ispat. n > 1 igin, sadece n nin pozitif d bolenlerini hesaplayalim. d =1 veya d,
farkli asal sayilarin bir garpimi iken, #(d) # 0 dir. Bu nedenle; n nin farkl asal

bolenleri p,, p,,..., P, ise,

k

Dou(d)=p()+ Y w(p)+ D (P, P)+ ot (P, Py Py )

dfn i=1 1<i <i <k

=1 K 1 K 1)° K 1)
=1+ 1(—)+ 2(—) 4.+ k(—)

= (1+(-1)“ =0

dir. Bu ifade, n =1 durumunda apacik bellidir.

Teorem 2.2.3. F,[X] de, derecesi n olan, indirgenemez monik polinomlarin sayisi

Nq(n)=%2ﬂ(§)qd =%Zu(d)qn/d

din din

esitligi ile verilir.
(Burada " " ile Moebius Fonksiyonu ifade edilmektedir.)

Bu formiil, her F, sonlu cismi ve Vne N i¢in, F,[X] de, derecesi n olan

indirgenemez bir polinomun varligin1 gosterir.
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Ornek 2.2.1. F,[x] de derecesi 20 olan indirgenemez monik polinomlarin sayisi,

N,(20) = %(ﬂ(l)q20 +4(2)9" + u(H)Q” + p(5)q* + p(10)g” + £(20)0)

20

1
=—(@*-9"-q*+q°)

20
dir.

Teorem 2.2.4. «; Fq nun qu cisim genislemesinin bir eleman1 olsun. Kabul

edelim ki, F, tizerinde a nin derecesi d ve g € F [x], F, lizerinde @ nin minimal

polinomu olsun. Bu durumda:

() g polinomu, F, iizerinde indirgenemezdir ve g nin derecesi d, m yi bdler.

(i) Bir f € F,[x] polinomunda f(a)=0 olmasi igin gerek ve yeter kosul; g

polinomunun, f polinomunu bélmesidir.

@ii) f, f(a)=0 olacak sekilde F,[x] de, indirgenemez monik polinom ise bu

durumda, f =g dir.
(iv) g, x® —x ve x —x ibdler.

(v) g polinomunun kokleri @, &9, ..., «®  dirve g, F, iizerinde bu

elemanlarin hepsinin minimal polinomudur.

(vi) a # 0 ise bu durumda ord(Q), Fq*’“ carpimsal grubundaki & nin mertebesine

esittir.
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(vii) g nin F_ iizerinde primitif polinom olmast i¢in gerek ve yeter kosul; & nin,

Fq*m deki mertebesinin q% —1 olmasidur.

2.2.1. indirgenemez Polinomlarin Kurulusu

Bu boliimde oncelikle indirgenemez bir polinomun bilinmesiyle, yeni bir

indirgenemez polinomun nasil kurulacag: tizerinde durulacaktir.

Yardimei Teorem 2.2.1.1. S>2 ve e > 2 aralarinda asal tam sayilar ve m,

S nin( modiil e) ye gore carpimsal mertebesi olsun. t > 2, asal carpanlar1 e yi bolen

fakat (s™ —1)/e sayisin1 bolmeyen bir tam say1 olsun.

t=0 (mod 4) iken s™ =1 kabul edelim. Bu durumda; s nin (modiil et) ye gore

carpimsal mertebesi, mt dir.

Teorem 2.2.1.1. f (x), f,(X),..., fy(X) polinomlari, F [X] de m dereceli, e

mertebeli farkli indirgenemez monik polinomlar olsun ve t > 2, asal ¢arpanlari e yi

bolen fakat q™ —1/e yi bolmeyen bir tam say1 olsun. Ustelik, t =0 (mod 4) iken
g™ =1 (mod 4) oldugunu kabul edelim. Bu durumda; f (x'), f,(x"),..., f,(x")
polinomlari, F [X] de, derecesi mt ve mertebesi et olan, indirgenemez farkli

polinomlardir.

Ornek 2.2.1.1. F,[X] de, derecesi 4 ve mertebesi 15 olan indirgenemez polinomlar,
(x* +x+1) ve (x* +x° +1)

dir.

Bu durumda; F,[X] de, derecesi 12 ve mertebesi 45 olan indirgenemez polinomlar,

(X7 + x> +1) ve (xX* +x° +1)

dir.
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F,[X] de, derecesi 60 ve mertebesi 225 olan indirgenemez polinomlar,
(X +x" +1) ve (X* +x* +1)

dir.

F,[X] de, derecesi 100 ve mertebesi 375 olan indirgenemez polinomlar,

100

(X' +x% +1) ve (X' +x” +1)

dir.
Teorem 2.2.1.2. f (x), f,(X),..., fy(X) polinomlari, F [X] de, tek m dereceli ve e
mertebeli, farkli monik polinomlar olsun.
q=2%u-1, t=2 (a,b>2)
olsun.

Burada u, v tek sayidir ve t nin tiim asal ¢arpanlar1 € yi bolsiin, fakat

q" —1/e yi bolmesin.

k, @ ve b den daha kiigiik olan bir say1 olsun. Bu durumda; her f, (x")
polinomu, F [X] de, derecesi mt2'™* olan, 2% —1 tane indirgenemez monik g;; (%)
polinomlarinin bir ¢arpimu seklinde ifade edilir. 2“' N tane g;; (X) polinomu,
F,[x] de, derecesi mt2'™* ve mertebesi et olan, farkli indirgenemez monik

polinomlardir.

Teorem 2.2.1.3. f, F [X] de, m dereceli, indirgenemez monik bir polinom olsun.
ae qu, f polinomunun bir kokii ve Vt e N i¢in f,, F, {lizerinde a e qu nin

karakteristik polinomu olsun. Bu durumda;

L0¢) = ()™ T £ (w,x)
i=1
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tir.
Burada w,,...,w, ler, F, tizerinde birimin t. kokidiir. (Katliliga gore sayilan)

ispat. f nin tiim kokleri, o = «,, @,, ..., &, olsun. Bu durumda; f, nin, carpmaya

gore hesaplanan kokleri, af, a;, e a,; olsun.

Bu nedenle;

o) =T - )

yazilir.
Ozdeslikteki katsayilarm karsilastirilmast,
t
X' —1=TJ(x-w;)
j=1
oldugunu gosterir ki,

H Wj — (_1)t+1

j=1

dir ve dolayisiyla,
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.I:t (Xt) — (_l)m(t+l)HH(Wj—lX —a, )

j=1 i=l

_ (_l)m(m)ﬁ f(ijl X) = (_l)m(m)ﬁ f(Wj X)
j=1 j=1

elde edilir.

w..., W, ' koklerinin hepsi, F, tzerinde, birimin t. kokudir.

Ornek 2.2.1.2. F,[x] de, f(X)=x"+x+1 indirgenemez polinomu gdzoniine

alinsin. f, karakteristik polinomu hesaplansin.

F, lizerinde birimin 3. kokleri 1, w, w? dir. Burada w, F, te x> +X+1 in bir

kokiidiir.
Bu durumda;
f.(%) = (=1)" f(x) f (wx) f (W’x)
= (X" + x+D(wx* +wx+DHWx* +w’x+1)
= X2 +x" +x*+x* +1
dir.
Dolayistyla,
f.(0)=x"+x + x> +x+1

polinomu elde edilir. B
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f, karakteristik polinomunu hesaplayan bir baska metod, matris teorisi lizerine

kurulmustur.
f(x)=x"-a, X" —..—ax-a,

seklinde bir polinom ve A, f polinomunun eslik matrisi olsun. A, mxm tipinde

bir matristir.
0 o 0 _
1 0 .
A=0 1 )
10 0 1 a,,]

Bu durumda f polinomu, lineer cebir anlaminda, A nin karakteristik

polinomudur. F, iizerinde mxm tipindeki | birim matrisi ile
f (X) = det(xl — A)

dir.

Herbir te N igin f,, A" nin (A nm t. kuvveti) karakteristik polinomudur. Bu

nedenle, A nin kuvvetleri hesaplanarak, f, polinomlar1 bulunmus olur.

Ornek 2.2.1.3. f, karakteristik polinomlari, F,[x] de indirgenemezdir.

Teorem 2.2.1.3. e gore; f, nin F [X] de indirgenemez olmasi igin gerek ve yeter

kosul, kK =m olmasidir. kK =m olmasi i¢in gerek ve yeter kosul; m nin, g nun

(modiil d =e/(t,e)) ye gore ¢arpimsal mertebesi olmasidir.

Ormegin; q =2, m=6, e =63 durumu incelensin.
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g nun ¢arpimsal mertebesi; € nin bir béleninin modiiliine gére, M nin bir béleni

olmalidir. m nin bélenleri, k =1, 2, 3 tiir.

O halde;
g -1=1,3,7 ve g =1 (mod d)

dir. Bu durum, sadece d =1, 3, 7 oldugunda gerceklesir. Bu nedenle f,,
(t,63)=9, 21, 63

ise kesinlikle F,[X] de indirgenebilir.

1 <t <63 kosulu ile t nin degerlerini hesaplamak yeterlidir.

t=09,18, 21,27, 36,42, 45, 54, 63 oldugunda f,, F,[x] de indirgenemezdir. I

Pratikte; indirgenemez polinomlar, sik sik bir cisim genislemesindeki

elemanlarin minimal polinomlar1 olarak karsimiza ¢ikarlar.

Yukarida sozii edilen f polinomu, F, iizerinde primitif polinom ise,
e=q" -1

dir. Bu durumda « nin kuvvetleri; qu nin, sifirdan farkli tiim elemanlar1 arasinda

yer alir. Bu nedenle yukarida s6zii edilen metodlar; Fq*m nin her bir elemaninin, F,

tizerindeki minimal polinomunu hesaplamak i¢in kullanilabilir.
Asagidaki metod ile minimal polinomlar ifade edilebilir:

0, F, lzerinde, qu nin tanimlayici bir elemani olsun. Dolayisiyla;
{I, 0,..., 0™} kiimesi, F, iizerinde, F,» nin bir tabamdir. F, iizerinde
pe Fq*m nin g minimal polinomunu bulmak igin, tabani olusturan elemanlar

cinsinden B°, B',..., " kuvvetlerini yazalim.
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ﬁ”=ibij0"“ 1<i<m+1)
i1
dir.
g polinomunu,
9(X) =, X" +...4+C,X+C,

seklinde yazariz. g nin, g(f) =0 olacak sekilde, en kii¢iik pozitif dereceli, monik

polinom olmasini istiyoruz.

g(p)=c,B" +..+C f+C, =0

kosulu,

m+1

deby =0 (d<j<m (2.2.1.1.)
i=l
lineer homojen denklemler sistemine gotiirtir.

Burada ¢, C,, ..., C,, ler, bilinmeyenlerdir. B, sistemin katsayilar matrisi olsun.
B; (i, J) elemanlart by olan, (m+1)xm tipinde bir matristir. r, B nin rank1 olsun.

Bu durumda; sistemin ¢6ziim uzayinin boyutu, S=m+1—-r dir. (1<r<m ve

1<s<m idi.)
Eger
s=lisec, =1
ve eger
s>liseCc,=C,,=..=C =0 vecC

m-1

dir.

37



Ornek 2.2.1.4. F,[x] de, 8 € F,, elemani, X° + X +1 indirgenemez polinomunun

bir kokii olsun. S =6 +6* igin,
p =1
ﬂl — 03 +04

B=1+60+60°+6°

B =0+6"+06
B=0+0"+6"
p=1+6+6*

pe=1+0+6"+6*

olur. Bu durumda B matrisi,

100000
000110
111100

B=(0 1 1 1 0 0
01 1010
100110

11101 0

seklinde olusturulur. B matrisinin ranki, 3 tiir.

Boylece,
s=m+l-r=4

tiir. Dolayisiyla,
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olur.

Diger katsayilar,
q" =2 dN,(d)
din

ifadesinden bulunur.

Buradan;

degerleri elde edilir.

Sonug olarak; F, tlizerinde £ nin minimal polinomu,
g(x)=x> + x> +1

dir.

Minimal polinomlar1 bir baska sekilde tarif etmek i¢in, teorem 2.2.4. (v)

kullanilir.

F, Uzerinde, S € qu elemaninin g minimal polinomu bulunmak istenirse;

d

B =pB

olacak sekilde en kiigiikk d tam sayisi bulunana kadar g, g%, g @ ... kuvvetleri

hesaplanir. Bulunan d tam sayisi, g nin derecesidir. g polinomu,

g(x) = (x= B)(X~ B (x~ )

bigiminde ifade edilir. 5, 89, ..., ,Bqdfl elemanlari; F, ya gore, # nin farkl

eslenikleridir. g ise, bu elemanlarin hepsinin F, iizerinde minimal polinomudur.
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Ornek 2.2.1.5. F, iizerinde, F,, min tiim elemanlarinin, minimal polinomlarini

bulalim.

0 € F, elemam, F, iizerinde x* + X +1 primitif polinomunun bir kékii olsun.

F,, nin sifirdan farkli her elemani, @ nin bir kuvveti seklinde yazilabilir.

F, icin, indisler tablosu:

Tablo 2.2.1.1.
L

0 |1

1 |6

2 | @?

3 14

4 | 1+46

5 | 0+6°

6 | 0°+6°

7T 1+ 6+6°
8 | 1+6°

9 |o+6°

10/ 1+0+6°
11| 6+6°+6°
121 1+6+0°+6°
131 1+6*+6°
14| 1+6°
seklindedir.
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F, tizerinde £ elemanlarinin minimal polinomlart:

=0
B=1
B=0
p=0"
p=0
p=0

9, (X) =X

D 0,(X)=x+1

: F, ye gore, @ nin farkli eslenikleri, 8, 6>, 8*, 6° dir ve minimal
polinom,

9;(0) = (x=0)(x = 0*)(x = 0*)(x - 6°)

= x*+x+1
dir.
: F, ye gore, € nin farkl eslenikleri, 6, 6°, 6%, 0% =6° dir ve
minimal polinom,
9,00 =(x=8")(x=0°)(x~60")(x~6")
= X'+ X+ X7+ x+1
dir.
: B* = B idi. F, ye gore, bu elemanin farkl eslenikleri, 8°, ' dur ve
minimal polinom,
g5(¥) = (x=6")(x-6")
=X +x+1

dir.

: F, ye gore, @’ nin farkli eslenikleri, 87, 8", 8** =0, 0°° =0" dir

ve minimal polinom,
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gs(X) = (x=0")(x=0")(x=0")(x~0")

=x*+x*+1
dir. ||

Diger 6nemli bir konu, primitif polinomlarin belirlenmesidir.

. L o . _om
F, Uzerinde, m dereceli tim primitif polinomlarin ¢arpimi, € =q" —1 olacak
sekilde, Q, cyclotomic polinomuna esittir. Buradan, F, tzerinde derecesi m olan

tiim primitif polinomlar; Q, cyclotomic polinomuna uygulanan, ¢arpanlara ayirma

algoritmalar1 yardimiyla bulunabilir.

Bir bagka yontem, qu nin bir primitif elemaninin kurulmasina ve bunun F,

tizerinde minimal polinomunun yukarida anlatilan yolla belirtilmesine

dayanmaktadir.

qu nin bir primitif elemanini bulmak i¢in; Fq*m grubundaki, mertebesi q™ —1

olan bir elemandan baglanir ve garpanlar, q™ —1 = h,...h, seklindedir. Buradaki

h, ,..., h, pozitif tam sayilari, aralarinda asaldur.

Her bir i (1<1i<K) i¢in, mertebesi h, olan bir ¢, € Fq*m elemani

bulunabiliyorsa, bu durumda «,..., ¢arpiminin mertebesi, q" —1 dir. Bu nedenle

a,..o, carpimi, qu nin bir primitif elemanidir.

Ornek 2.2.1.6. F, iizerinde, derecesi 4 olan bir primitif polinom bulalim.
3*-1=16.5

idi. Tlk olarak; F,, grubunun, sirastyla mertebesi 16 ve 5 olan iki tane elemanini

yazalim.
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Mertebesi 16 olan elemanlar,
Q,(x)=x*+1eF,[x]

cyclotomic polinomunun kokleridir. 3 {in (modiil 16) ya gore ¢arpimsal mertebesi,

4 tir.
(3* =1 (mod 16))

Q,¢ polinomunun carpanlar1; F;[x] de derecesi 4 olan, indirgenemez monik

polinomlardir.
X +1=(x* -1 =x*
= (x' =1+ xH)(x* =1-x%)

dir.

Dolayistyla, f(x)=x*—x*-1 polinomu, F, iizerinde indirgenemezdir. f nin

bir kokii € olmak lizere,

Fe = F(9)

dir.

Ayrica 0; F,, grubunun, mertebesi 16 olan bir elemanidir. Mertebesi 5 olan bir

a elemanini bulmak igin,
a=a+hf+ch’>+dd> (a,b,c,deF,)
yazariz ve
a’ =1

elde etmemiz gerektiginden,
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l=c’a=(a+b8’ +co" +d0” Y a+bh+cH’ +da%)

= (a-bf+cH’ -d@’)a+bd+ch> +do’)

(a+ch*)’ — (b6 +dE’°)?

a’ +(2ac-b*)@* +(c* —2bd)g* —d*0°

a’+c>—d?>+bd+(c*>+d* -b* —ac+bd)s?

yazilir.

Katsayilarin karsilastirilmasi ile,

a’+c*—d*+bd=1, c*+d*-b*—ac+bd=0
elde edilir.

a=d =0 olursa, b> =c* =1
elde edilir.

b =c =1 alalim. Bu durumda,

a =0+ 6” nm mertebesinin 5 oldugu kolayca goriiliir.

Buradan, ¢ = 6 = 6” + 6’ nin mertebesi, 80 dir. Bu nedenle; ¢, F, cisminin,

bir primitif elemanidir.

F, tlizerinde ¢ nin g minimal polinomu,

g =(x—g)x—¢H(x—¢")Nx—¢"")
= (X=0>—0*)X-1+0+0")(x-0>+0*)(x-1-0+6%)

=x*+x* +x*=x -1
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dir. Dolayisiyla; F, iizerinde, derecesi 4 olan bir primitif polinom bulmus oluruz.

Not. F, tizerinde, derecesi m olan, bir g primitif polinomu biliniyorsa; diger

primitif polinomlar, qu de, g nin bir & kokii ile hesaplanarak bulunabilir ve F,

lizerinde, tiim @' elemanlarimin, minimal polinomu bulunur. Burada t, <q™ —1

olan, tiim pozitif tam sayilar1 alir. t ile Q" —1 aralarinda asaldur.
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BOLUM 3
LINEER KODLAR

Lineer kodlar incelenirken F, alfabesi, GF(q) Galois cismi olarak alinir.

(Burada q, bir asal saymin kuvveti seklindedir.) (F,)", F, cismi iizerinde bir vektér

uzayidir.

GF(q) uzerinde bir lineer kod, (F, )" vektor uzayinin bir alt uzayidir. Bu

durumda, (F,)" vektor uzaymin bir C alt kiimesi ancak ve ancak

(i) Yu,veC iginu+veC,

(ii) vueC, reGF(q) icin rueC

kosullarim1 gercekliyorsa, lineer bir koddur.

Sonug olarak; ikili (binary) bir kod, ancak ve ancak herhangi iki kodsdzciigliniin

toplami yine bir kods6zciigii ise lineerdir.

Tamim 3.1. C, (F,)" vektdr uzaymi K -boyutlu bir alt uzayi ise, bu lineer C

koduna, bir [n, k]-kod denir. Eger C nin, d minimum uzakligin1 da belirtmek

gerekirse bu kod, bir [n, k, d]-kod olarak adlandirilir.

Tamm 3.2. Satirlar, lineer bir [n, K]-kodun bir tabanini olusturan k x n matrise,

kodun bir {irete¢ matrisi denir.
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Ornek 3.1.

—_— = OO
_— o = O
S = = O

kodunu ele alalim.

C, lirete¢ matrisi

{o 1 1}
G=
10 1],

olan, ikili bir [3, 2, 2]-koddur.

G iirete¢ matrisi, lineer kodlarin denkligi kavramindan yararlanilarak
G =[I, | A] sekline donistiiriilebilir. G =[I, | A] seklindeki iirete¢ matrisine,

standard formdadir denir.

Ornek 3.2. Ornek 3.1 deki ikili bir [3, 2, 2]-kod olan C kodunun,

irete¢ matrisinde satirlarin yerleri degistirilerek, C kodu i¢in standart formdaki,

Cimo|l 01
[LIAI=1 0
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iirete¢ matrisi elde edilir.

Ornek 3.3. Ikili bir [7, 4, 3]-kod olan C kodunun iirete¢ matrisini, standart forma

doniistiirelim.

1 11 1 111 1111111
1oo0oo0101 .. |0111010 ,
G= —h2hth _honn
1 100010 1100010
01 10001 0110001

1 1 1 1 1 11 1 00 01 01
o111010 ., . (01110710 ., .

—1207h E A S RN

001 1101 001 1101

01 100 01 01 10001

1 0 0 01 0 1] 1 0001 0°1

o1 11010 ., (01007111 . .

223) 334)

0011101 0011101
0001 0 1 1] 000 10T11

1 0 0 01 0 1]

0100111_[||A]

001011 0| -*

0001 0 1 1]

3.1. Dual Kod ve Eslik-Denetim (Parity-Check) Matrisi

(F)" de, u=(u,, U,,..., u) ve V= (v, V,,..., V,) vektorlerinin i¢ garpimu,
uv=u\Vv, +u,v, +...+u, Vv, seklinde tanimlanan skalerdir. Yani, GF(q) nun bir

elemanidir.

Tanmm 3.1.1. uv =0 ise U ve Vv vektorlerine, ortogonaldir denir.
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Tamm 3.1.2. C, lineer bir [n, k]-kod olmak iizere, C nin her bir kod sdzctigiine
ortogonal olan (F,)" in vektérlerinin kiimesine, “C nin dual kodu” denir ve

“C*” ile gosterilir.
C'={ve (F)" lvu=0, VueC}

Yardimer Teorem 3.1.1. C, iirete¢ matrisi G olan bir [n, k] -kod olsun. Bu
durumda, (F,)" in bir v vektdriiniin C * ne ait olmas1 igin gerek ve yeter kosul;

V nin, G iirete¢ matrisinin her bir satirina ortogonal olmasidir. Yani,
veCt < vG' =0

dir.

(Burada G' ile G nin transpozesi belirtilmektedir.)

Teorem 3.1.1. C, GF(q) tizerinde lineer bir [n, k] -kod olsun. Bu durumda

C nin C* dual kodu, lineer bir [n, n —k]-koddur.

Ornek 3.1.1.
0 0 0O
1 1 00 . L.
C= ise C~ ni bulalim.
0 0 1 1
1 1 1 1

Bu durumda,
1 1.0 0
G=
{0 0 1 J
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dir.

O O =
—_— = O O

olur.

T
VG =(V,V,,V5,Y,)

O O =

elde edilir. Dolayisiyla,

C* ={0000, 1100, 0011, 1111}

olur.

Teorem 3.1.2. Herhangi bir [n, k]-kod C ig¢in,
(CH)' =C

dir.

Ispat. C deki her bir vektor, C* deki her vektore ortogonal oldugundan,
Cc(CH*

dir. Fakat,

dim(C*)* =n—(n-k) =k =dimC
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dir. Dolayisiyla,
(CH)'=C

olur.

Tamm 3.1.3. C, bir [n, k]-kod olmak iizere, C* nin bir H {irete¢ matrisine,
C nin bir eslik-denetim (parity-check) matrisi denir.Bu durumda H, bir

(n—k)xn matristir ve G.H™ =0 esitligini gercekler.

H, C nin bir eslik-denetim matrisi ise,
C :{Xe(Fq)n IxH' =0}

dir.

Bu yolla lineer bir kod, bir eslik-denetim matrisi ile tamamen belirlenebilir.

Teorem 3.1.3. C, bir [n, k] -kod olmak {izere, C nin standart formdaki {ireteg

matrisi G =[I, | A] ise, C igin bir eslik-denetim matrisi,

H=[-A"[I,]
dir.
Ispat.
1 0 a, a; n
G- L
0 1 akl ak,n—k

oldugunu kabul edelim.
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olsun.

Bu durumda H, bir eslik-denetim matrisi i¢in istenen boyuttadir ve H nin

satirlart lineer bagimsizdir. Boylece H nin her bir satirinin, G nin her bir

satirina ortogonal oldugunu gdstermek yeterlidir.

G nin i. satiriile H nin j. satirinin i¢ ¢arpimi,
0+..40+(-a;)+0+...40+3; +0+..+0=0

dir.

Dolayistyla ispat tamamlanmus olur.

Ornek 3.1.2. Ornek 3.3 iin standart formdaki iirete¢ matrisi,

[|4|A]:

S o o =
S o = O
S = O O
- O O
S = = =
=
—_ O =

idi. Bu durumda GF(2) de,

S )
—_ O =

4x3
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olur.

O halde,
1 110
~AT=l0 1 1 1
110 1

3x4

seklinde bir matristir. Bu durumda eslik-denetim matrisi,

1110100
H=/0 1 1 1 01 0
1101 0 01 -
olur.

Tanim 3.1.4. Bir H eslik-denetim matrisi igin,
H=[B[l, ]

ise H ye, standart formda denir.

Eger bir kod, standart formdaki bir H =[B |, _, ] eslik-denetim matrisi ile

belirlenirse, bu kod i¢in bir iirete¢ matrisi,
G=[l|-B"]

dir.
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BOLUM 4
HAMMING KODLARI
Hamming kodlari, lineer kodlardir ve herhangi GF(Qq) sonlu cismi iizerinde

tanimlanabilir. Bir Hamming kodu en uygun sekilde, eslik-denetim (parity-check)

matrisi ile belirtilir.

Tamm 4.1. 1, pozitif bir tam say1 ve H ; siitunlari, (F,)" in sifirdan farkli vektérleri

olan bir rx (2" —1) matris olsun. Eslik-denetim matrisi H olan bir koda, “ikili

(binary) Hamming kodu” denir ve “Ham(r,2)” ile gosterilir.

Ham(r, 2) i¢in agagidaki 6zelikler hemen goriiliir:

@) Ham(r,2) kodunun uzunlugu n=2" -1, boyutu k =n—r dir.

Burada r = n—k , her bir kodsoézciigiindeki kontrol sembollerinin sayisidir.

(ii) H nin siitunlar1 herhangi bir sirada alinabileceginden, verilen r

tam sayis1 i¢cin Ham('r, 2) kodu, denk kodlardan biridir.

(iii)  Ikili Hamming Ham(r, 2) kodu, bir [2" —1, 2" —1—r, 3] -koddur.

Ornek 4.1. r =3 icin Ham(3, 2) yi olusturalim.

(GF(2))’ nin birbirinden farkl1 ve sifir olmayan vektdrlerini siitunlara yazarak bir

H matrisi olusturalim.
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0 11 0111100
H=/0 1 1 0 0 I 1| —/m*=50 1100 1 [|—22>
1 U 1 01 01 01
0111100 01 11100
011001 1|—>==31201T1H0T1720
1 01 0 01 1 1010 01
(H nin standart formdaki yazimzi)
Buna gore;
0 1 1
0 1 11
. 1 01
-A =1 0 11| , A=
1 1 01 bro
3x4 1 1 14X3
olur. Buradan,
1 00 00T 1
G=[l. |Al=[l, | Al= 01 001 01
TR0 01 01010
000 1 111

4x7

matrisi elde edilir. Dolayistyla Ham(3, 2), bir [7, 4, 3]-koda denktir.
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Teorem 4.1. ikili Himming kod Ham(r,2), r >2 igin;

() Bir[2" -1, 2" —1—r]-koddur.

(ii) Minimum uzaklig: 3 tiir. (Bu nedenle, tek hata diizeltir.)

(iii)  Bir yetkin koddur.

Teorem 4.2. GF(q) iizerinde eslik-denetim matrisi H olan lineer bir kod, C olsun.

C nin minimum mesafesinin (uzakliginin) d olmasi igin gerek ve yeter kosul,

H nin siitunlarindan segilen her (d —1) tane siitununun lineer bagimsiz, fakat lineer

bagimli d tane stitunun var olmasidir.

4.1. Ham(r,q) nun Kurulusu

Lineer bir [n, n—r, 3]-kod kurmaya calisalim.
Burada d =3 alinmistir. Yani C nin, minimum mesafesi 3 olan bir kod olmasi i¢in,

H nin her siitun ikilisi, (d —1=3—-1=2 oldugundan) lineer bagimsiz olmak

zorundadir. O zaman H nin siitunlari;

1) Sifirdan farkli olmals,

2) Biri, digerinin skaler kati olmamalidir.

(F, )" nin sifirdan farkli vektorleri arasindan; biri, digerinin skaler kat:

olmayanlar se¢ilmelidir. (Skaler dedigimiz, GF(Q) nun elemanlaridir.)

(Fq)r =(GF(q))" nin q" —1 tane sifirdan farkli eleman: vardir. Bunlar iginde;

biri digerinin skaler kat1 olmayanlarin sayist ise,

q" -1
qg-1
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dir.

r

q -1
q-1

tane vektor, slitunlara yazilarak H matrisi olusturulur.

Ornek 4.1.1. Ham(2,11) igin;
r=2, q=11
dir.

r 2
g -1_11°-1_120
q-1 11-1 12

tane, biri digerinin skaler kat1 olmayan, sifirdan farkli vektor vardir. Bunlari

siitunlara yazarak H matrisini olusturalim.

011111111111 arar
H= —2n+n
1 01 23 45 6 7 8 9 10 12

1123 456 78 910 0 E D)
— 1 1 )
1 0123456 728 9 10

1010 9 8 7654321 0] .,
— 2270
1 012345678910

(10 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0] .,
= —27nTe
10 0 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1]

10 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0]

1 2 34567 8910 0 1
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Buradan,

AT__10 109 8 7 6 5 43 2
11 2 3 456 7 8 9 10/

10 1 1 10]

10 2 19

9 3 2 8

8 4 37
a7 S| a8
6 6 55

5 7 6 4

4 8 7 3

39 8 2

2 10| 9 1]

matrisleri elde edilir.

O halde G iirete¢ matrisi,

1 10
1 9
2 8
3 7
G=|Il :4 6
55
6 4
7 3
g8 2
L 9 1 18x10
seklindedir.
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BOLUM 5
DEVRESEL KODLAR

Devresel kodlar, kodlarin 6nemli bir sinifidir. Zengin bir cebir yapisi vardir.
Ayrica; ikili Hamming kodlari, Golay kodlar1 ve BCH kodlar1 gibi birgok 6nemli
koda denktir.

Tamm 5.1. Lineer bir C kodu,
v(c,, C,..., ¢, ,)€C iken (¢, ,,C), C,..., C,,)€C

1se devreseldir.

Teorem 5.1. (F,)" de, lineer bir C kodunun devresel olmasi igin gerek ve yeter

kosul; C nin, Fq[x]/(xn —1) halkasinda bir ideal olmasidir.

Ispat.

(i) C, F,[X]/(x" —1) de bir ideal ve ¢(X) =C, +C X +...+ ¢, x"" polinomu,

herhangi bir kodso6zciigii ise bu durumda xc(X) polinomu da bir kodsozciigiidiir.
(¢,,>Cy»Cy..., C,,)eC

(x ile carpma, bir devresel kaymaya karsilik gelir.)

(ii) Tersine; C devresel ise bu durumda, her ¢(X) kodsozciigii icin,

xc(x) e C
dir. Buradan, her i i¢in,
x'c(x)eC

dir ve C, lineerdir.
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Her a(X) polinomu igin,
a(x)c(x)eC

dir.

Bu nedenle C, bir idealdir.

Tanim 5.2. Sifirdan farkli bir C devresel kodunda; en kii¢iik dereceli monik

polinom, C nin iirete¢ polinomu olarak adlandirilir.

Ornek 5.1. F, iizerinde, ikili devresel kodlarin hepsini bulalim.

X> —1=(X+D(X* +x+1)

dir. (x+1 ve x> + Xx+1 polinomlari, F, iizerinde indirgenemediginde)

Buna dayanarak, 3 uzunluklu ikili devresel kodlarin listesinin tamami, agsagida

verilmistir.

3 Uzunluklu ikili Devresel Kodlar

Tablo 5.1.
Ureteg Polinom F,[Xx]/(x*> =1) deki Kod (GF(2))® de Karsilik Gelen
Kod
1 F,[x]/(x> =1) in tamam (GF(2))’ nin tamanu
x+1 (0, 1+% x+x2, 1+x?} | {000, 110,011, 101}
X +x+1 {0, 1+ X+ x*} {000, 111}
xX*-1=0 {0} {000}
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5.1. Urete¢c Matris Ve Denetim Polinomu

g(x), bir C devresel kodunun n uzunluklu iirete¢ polinomu olsun. g(X) in
derecesi n—k ise bu durumda g(x), xg(X), ..., x*"'g(x) kodsozciikleri, C igin bir

taban olustururlar. C, bir [n, k]-koddur.

k

Bu nedenle; g(X) =0, + g, X+...+ g, X" ise bu durumda,

9 9 - G 0 0o - 0
G: 0 gO gn—k—l gn—k 0 0
o o - 9o 91 o Onx

matrisi, C i¢in bir iirete¢ matristir.
Bu ifade;
aG =(a, +a,x+...+a,_,x"g(x)

seklinde bir (a,, a,, ..., a,_,) dizisinin kodlanmas1 anlamina gelmektedir.
Uretec matrisin bir baska ifadesi;

i >n-K igin, X' = g(x)q; (X) + ;(X)
ile bulunur.
Burada r,(X); derecesi, (n—k) dan kiigiik olan bir polinomdur. (x' —r, (X))

polinomlari, C nin kodsdzciikleridir ve C nin, standart formdaki iirete¢ matrisini

ortaya ¢ikaran kod i¢in, bir taban olusturur.
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(a,, &, ..., a,_,) dizisi, asagidaki gibi kodlanir:

(@, +a,X+...+a,_,x")x"™ polinomu, g(x) ile béliiniir ve kalan,
(@, +a,X+...+a,_,x“")x"* polinomundan gikarilir. Buradan, bir kodsézciigii elde

edilir.

g(x), (x" —1) in bir boleni idi. Bu durumda; dyle bir h(x) = h, +h x+...+h, x*

polinomu vardir ki,

g(x)h(x) = x" -1 e F[x]
dir.

F,[X]/(x" —1) halkasinda g(x)h(x) =0
1di.

Yani,

ghy +9,h, +..+9,h . =0 (i=0,1,...,n-1)

dir.
0 0 h, . hy
- 0 h, h, h, 0
h, h, h, O 0

matrisi, C kodu i¢in, bir eslik-denetim matrisidir. h(x) polinomu, C nin “denetim

polinomu” olarak adlandirilir.

C kodu, c(x)h(x) =0 seklindeki c(X) lerin tiimiinii igerir.
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G irete¢ matrisi ile H eslik-denetim matrisi karsilastirilirsa; tireteg matrisi h(X)

2

olan bir kodun, C kodunun dualine denk oldugu goriiliir. Bu kod, “C nin dual kodu

olarak adlandirilir.

Ornek 5.1.1. 4 uzunluklu iiglii devresel kodlarm tamamini bulalim ve bu devresel

kodlarin her biri i¢in bir iirete¢ matris yazalim.

GF (3) iizerinde, (x* —1) in indirgenemez polinomlari,
X! —1=(X=D(X + x>+ x+1) = (X=D(X+1)(x* +1)
dir.

F,[x] de, (x* =1) in 2° =8 tane béleni vardir. Bunlar sadece, uzunlugu 4 olan

ticlii devresel kodlardir. Bu kodlar, {irete¢ polinomlar1 ve onlara karsilik gelen iireteg

matrisler ile agsagida belirtilmistir.

2 boyutlu kodlarin minimum uzaklig1 3 tiir. Bu yiizden, {i¢lii Hamming

[4, 2, 3]-kodu, devresel degildir.
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4 Uzunluklu Uclii Devresel Kodlarin Urete¢ Polinomlari ve Urete¢ Matrisleri

Tablo 5.1.1.

Ureteg Polinom

Urete¢ Matris

1 [l,]
=1 1 0 0
X—1 0 -1 1 0
0 0 -1 1
1 1.0 0
X+1 1 1 0
0 0 1 1
1 01 0
X2+1 0101

(X=D(x+1)=x>-1

-1 0 1 0
0 -1 0 1

X=DC+D)=x=x>+x-1 | [-1 1 -1 1]
X+DX+D) =X +x>+x+1 | [I 1 1 1]
x'—1=0 [0 0 0 o0
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Teorem 5.1.1. n=(q" -1)/(qg-1) ve B, qu de birimin n. primitif kokii olsun.

Ayrica,
(m, q-1)=1

dir. Bu durumda;
C={c®)|c(B)=0}

devresel kodu, F, tizerinde [n, n —m]-Hamming koduna denktir.

Ispat.

Nn=(Q-D)@">+29™ +..+m-1)+m, (n,g-1)=(m, g-1)
dir. Buradan;

LD %1 (i=1,2,...,n=1)

dir. Dolayisiyla,

2 n-1 . . . . o e . .
qu de, 1, B, B°,..., B vektorleri olarak gosterilen H matrisinin siitunlari, F,

tizerinde ikiser ikiser lineer bagimsizdir.

Bu yiizden H matrisi, bir [n, n —m]-Hamming kodunun eslik-denetim matrisidir.

Ornek 5.1.2. Birimin 9. primitif kokiinii igeren F, cisminin en kiigiik cisim

genislemesi, F dir. @, bu cismin bir primitif elemani ise bu durumda,

a®=1ve f=a’,
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birimin 9. primitif kokiidiir.
£ minimal polinomunun kokleri;
ﬂ ﬂZ ﬂ4 ﬂS ﬂ16 :ﬂ7 ﬂ14 :ﬂS
tir. Bu polinom,
(X =D/(x* =) =x"+x> +1
olmalidir.
Bu nedenle,
(X7 =) =x=DX* +x+DX* + x> +1) = f,(x) £, (x) f,(X)

dir.
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BOLUM 6

BCH KODLARI

Bu kisimda, GF(2™) Galois cisimlerinden faydalanarak, devresel kodlarin BCH

kodlar1 denen, 6zel bir sinifi incelenecektir.

Oncelikle, sikca kullanilacak olan bazi kavramlar agiklanmalidir.

Tamim 6.1. (Primitif Eleman) GF(Q) cisminde, bir a # 0 elemaninin mertebesi
q—1 ise yani, a" =1 seklindeki en kii¢iik pozitif n tam sayis1 g —1 ise a ya, bir

“primitif eleman” denir. Bu tanimin alternatif bir sekli, tanim 1.2.2. de verilmistir.

O zaman, GF(Q) nun sifirdan farkli elemanlari, @ nin kuvvetleriyle elde edilir.

Ornek 6.1. GF(7) de,

3'=3

3?2 =2

3} =6

3 =4

3 =5

30 =1
dir.
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Yani,
391 =371 =3 =1

olup, 3 bir primitif elemandir. [ |

GF(2) tizerinde bir p(X) polinomu ele alinsin. p(x) in derecesi m olsun. Eger
p(X) polinomu; GF(2) iizerinde, derecesi m den kiiciik, sifirdan biiyiik bir

polinomla boliinemiyorsa; p(X) e, GF(2) de indirgenemez bir polinom denir.

Tanim 6.2. (Primitif Polinom) Indirgenemez bir p(X) polinomu ele alnsin.
p(x) in derecesi m olsun. Eger p(x)|x" +1 seklindeki en kiiglik pozitif n

tam sayis1 N =2" —1 ise p(x) polinomuna, bir “primitif polinom” denir.

Daha genel bir anlatimla; p(X) € F,[X], deg p(x) =1 olan bir p(x) polinomu,

qu nin bir primitif elemanmin F, tizerindeki minimal polinomu ise p(X)

polinomuna, F, iizerinde bir primitif polinomdur denir.

q

Ornek 6.2. p(x) = x* +x+1 olsun.
p(X)|x"” +1
dir.
Fakat 1 <n <15 igin,
p(x) | x" +1
dir.

Su halde;

n=15=2%-1, m=4 olup, p(x) = x* + x+1 polinomu, primitiftir.
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Ornek 6.3. x* +x’ +x* + X+1 polinomu, GF(2) de indirgenemezdir. Fakat

primitif degildir. Ciinkii;
m=4, 2* —1=15 ve 5<15 icin,
X XX+ X +1

dir.

Ornek 6.4. X’ +Xx+1 polinomu, GF(2) iizerinde indirgenemezdir. Bu nedenle

F,[X] / (x* + x+1), 8 mertebeli bir cisimdir. Ustelik x, bu cismin bir primitif

elemanidir.
FIX/ (¢ +x+D)={0,1, x, X2, x> =x+1, x* =x* +x, X’ = x> + x+1,
X0 =x>+1}

dir.

Not. Verilen bir m sayist icin, m dereceli primitif polinomlarin sayisi, birden fazla

olabilir.

Tamim 6.3. Derecesi m den daha kiiclik olan F[x] deki tiim polinomlarin kiimesi,

F™[x] olarak tanimlanir. F™ deki her bir sézciik, F™[x] deki bir polinoma

karsilik gelir.

Ornek 6.5 h(x)=1+x+x"* polinomu ele almsm. GF(2*) de (1101)(0101)

carpiminin sonucunu bulalim.

(1101)(0101) <> (14 X + X )(X + X*)

=X+ x> +x>+x°

X=X+X"+x +x° mod (1+x+x")
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ifadesi elde edilir.

Bu nedenle,
(1101)(0101)=0100 <> x
bulunur.

Ornek 6.6. Carpmanin tanimi ile h(X) =1+ X+ x° primitif polinomunu kullanarak,

GF(2*) cismini kuralim.

Sozciik Ya x' mod h(x)
100 1
010 X
001 x?
110 x> =1+X
011 X' =x+x?
111 X =1+ x+x’
101 Xt =1+x2
Tabloya gore;
(110)(001) <> (1+ x)x?
= X3X2
= X5
=1+Xx+X (mod (h(X))

olarak bulunur. Dolayisiyla;

(110)(001)=111
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dir.

Bir primitif polinom kullanarak GF(2™) cismini kurmak, primitif olmayan,

indirgenemeyen bir polinom kullanmaktan daha kolaydir.

m dereceli bir primitif h(x) polinomu verildiginde; (mod (h(x)) e gore X ¢

karsilik gelen sozciik, a € F™ ile gosterilsin. O zaman,

a' < x' (mod(h(x))
tir.

1+ X" (mod (N(x))

ifadesi,
0=1+x" (mod(h(x))

anlamina gelmektedir.

Bu nedenle,

h(x) |1+ x"

dir. Bizim bildigimiz h(X) polinomu,

n<2™-1

i¢cin

h(x) |1+ x"
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dir ve h(x) primitiftir.

Bu nedenle,
n<2™-1

i¢in

dir.

al=a' (jzi) @a =a'a'

dir ve bu ifade,
alt =1

anlamina gelmektedir.

Fm/{o}:{ai |i:0, I,..., 2" _2}

dir.

Not. F™ deki sifirdan farkli her kodsozcligii, @ nin herhangi bir kuvveti ile

gosterilebilir. Bu, cisimdeki ¢arpma isleminin bir 6zeligidir.
Ornek 6.7. p(x) =1+ x+x* polinomunu kullanarak, GF(2*) cismini kuralim.

P(X) =1+ X+ x* polinomunun, GF(2) iizerinde primitif bir polinom oldugu

bilinmektedir.
p(a)=l+a+a* =0

dir. Buradan, a* =1+« esitligi kullamlarak, GF(2*) cismi kurulabilir.
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Ornegin;
a’=aa’ =a(l+a)=a+a’
a’=a’a’ =a’(l+a)=a’ +a’

dir. Islemlere bu sekilde devam edilirse, p(x) =1+ x+ x* ile iiretilen GF(2*) iin

elemanlari, asagidaki tabloda verildigi gibi bulunur.

p(x) =1+ x+x" ile Uretilen GF(2*) iin Elemanlar1

Tablo 6.1.

Siral1 4-1ii olarak | Polinom olarak | & nin kuvveti
0000 0 -

1000 1 a’ =1
0100 a a
0010 o’ a’
0001 o’ a’
1100 l+a a’
0110 a+a’ o’
0011 a’+a’ a’
1101 l+a+a’ o’
1010 1+a’ a®
0101 a+a’ a’
1110 l+a+a’ a
0111 a+a’+a’ o
1111 l+a+a’+a’ | a”
1011 l+a’ +a’ a”
1001 1+a’ o't
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BCH kodlarmin kurulumunda minimal polinomlar, biiyiik 6nem tagimaktadir.

Bu nedenle, minimal polinomlar1 ayrintili olarak incelemek, yararli olacaktir.

6.1. Minimal Polinomlar

GF(2™) nin sifirdan farkli 2™ —1 elemani, x> ' +1 in tiim koklerini

olusturur. GF(2™) nin 0 elemani, X polinomunun kokii oldugundan, GF(2™) nin
elemanlari, X*" + X polinomunun tiim koklerini olusturur. Buna gére GF(2™) nin

herhangi bir £ elemant, x>+ X polinomunun bir kokii oldugundan; £, GF(2)

tizerinde, derecesi 2™ den kiigiik olan bir polinomun kokii olabilir.

#(X), GF(2) iizerinde ¢(f) =0 seklindeki en kii¢iik dereceli polinom olsun.
(Bunun, bir tek oldugu bellidir.) Bu ¢(X) polinomuna, £ nin “minimal polinomu”

denmektedir.
Omegin; GF(2™) nin 0 1n1n minimal polinomu X, 1 inin ise X +1 dir.
Minimal polinomun 6zeliklerine gegmeden Once, eslenik kavramini inceleyelim.

Eger £, p(X) in bir kokii ise ( £, GF(2) nin genislemesi) , ﬂzl nin de p(X) in
bir kokii oldugu bilinmektedir. Bu g ? elemanina, £ nin bir eslenigi denmektedir.

Boylece S nin tiim eslenikleri, GF(2™) nin de elemanidirlar ve ayn1 zamanda

p(X) in kokleridir.

Ornek 6.1.1. p(x) =1+x +x* +x* + x° polinomunun bir kékii a* tiir ve a*,

GF(2*) iin elemanidur.

Bu, agagidaki yolla kolaylikla gosterilebilir:
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pa)=1+a” +a +a® +a™

=1+a12 +al4a2 +al4a6 +al4a10

=l+a” +(1+ad )’ +(1+a’)a’ +(1+a’)a'

=l+a” +a’+a’ +a’ +a’ +a" +a®

=l+l+a+a’+a’ +a’+a+a’ +a*+a +a+a’ +lra+a’ +1+a’ +a’

olur.

a* iin eslenikleri;

(a4)2 :a8,
2
(a4)2 :a16’

(a,4)23 :a32 :az

dir.
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a2 = a ot
=(l+a)(1+a’)a*
=(l+a’+a’ +a’)a’
=(1+a®)a’
R

=l+a+l+a+a’

I
N

dir.

Ornek 6.1.2. Ornek 6.7 de p(x) =1+ x+x* polinomu kullanilarak, GF(2*)
p

cismini kurmustuk.
pl@)=1+a+a’*=0

oldugundan «, @’ ve &’ in minimal polinomlari sirasiyla,

A(X)=1+x+x"
P (X) =1+ X+ x>+ x> +x*

P (X) =1+ X+ X

dir. Bunlarin nasil elde edildigini kisaca agiklayalim.
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Biliyoruz ki, GF(2™) de bir # elemaninin minimal polinomu ¢(x) oldugunda,

ﬂze = [ seklindeki en kiiciik tam say1 € ise
e—1 5
g0 =[x+ 8%)
i=0
dir.

[ =a’ alalim. S ni eslenikleri,

dir. B =ca’ iin minimal polinomu,
d(X)=(X+a’ ) x+a®)x+a?)(x+a’)
olur.
Gerekli ¢arpimlar yapilinca,
dX) =X+ x>+ x> +x+1

polinomu elde edilir.
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Teorem 6.1.1. GF(2™) nin bir elemani, & # 0 olsun. ¢, (X), @ nin minimal

polinomu olsun. Bu durumda,

(i 4,(X), F lzerinde indirgenemezdir.

(ii) p(x), F iizerinde herhangi bir polinom ise p(«) =0 dir. O zaman

@, (X), p(X) polinomunun bir ¢arpanidir.

(iii)  Minimal polinom tektir.

(iv)  4,(X) minimal polinomu, 1+ x> in bir carpanidir.

Ispat.

(@) ¢.()=90()h(x)

ise
() =0
dir.
Bu da,
g(a)h(a) =0

anlamina gelir.

Bu nedenle, ya

9(2) =0
dir ya da
h(a)=0
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dir. Zira ¢, (X), en kiigiik dereceli polinomdur dyle ki

9, (X)=0

dir.

O zaman ya
9(x) =1

dir ya da
h(x)=1

dir.

Dolayisiyla ¢, (X), F iizerinde indirgenemezdir.

(ii) Bolme algoritmasi ile;

r(x) =0 veya degr(x) <degg, (X)

oldugunda,

p(X) = ¢, (X)g(X) +r(X)

tir.

Simdi p(a) =0 ise,

p(@) =¢,(@)9(a)+1(a) =0.9(a)+r(a) =r(a)
dir.
ra)=0

oldugunu biliyoruz.
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¢, (X) in derecesinin minimalliinden,
r(x)=0

bulunur. Buradan,
P(X) =4, (X)9(X)

elde edilir.

O halde ¢,(X), p(X) polinomunun bir ¢arpanidir.

(iii) Kabul edelim ki, ¢,(X) ve ¢ (X) gibi iki tane minimal polinom olsun. ¢ (X),

derecesi en kii¢iik olan polinom ise,
¢ (@)=0

dir. (ii) geregince @, (X), ¢ (X) in bir garpamdir ve ¢ (X), @, (X) in bir ¢arpamdir.
Buradan,
¢, (X)=¢ (%)

sonucu elde edilir.

Dolayisiyla minimal polinom, tektir.

(@iv) B, GF(2™) nin bir primitif eleman1 ve & = ' olsun.

aszl :(ﬂi)szl — (ﬂmel)i :li :1
dir.
pPX)=1+x""= p(@)=1+a* "' =1+1=0

dir.
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Bu nedenle o, 1+ x> polinomunun bir kokiidiir ve (i1) geregince @, (X),

2M—1

I+x in bir ¢carpanidir.

Not. GF(2) tizerinde | > 0 i¢in

[POOT = p(x*)
dir.
(Burada p(x) ile GF(2) iizerinde bir polinom gosterilmektedir.)

Bunu gorelim:
p(x)=a, +a,x+a,x’ +..+a,x"
olsun.
P’ (X)=(a, +a,X+a,x> +..+ax")’
=[a, + (X +a,x" +...+a,x")]’

=a; +2a,(aX+...+a,x")+(ax+a, x> +..+a,x")’
0

=a, +(@x+a,x’ +..+a,x")’
=a, +[a,x+(a,x* +..+a,x")]’
2

=a, +(a,X)" +2a,x(a,X* +...+a,X") + (a,x* +...+a,x")

=a,+a X" +(a,x* +a,x’ +...+a,x")’?

elde edilir. Isleme devam edilirse,
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p’(X)=a, +a,x> +a,(x*)* +a,(x*)’ +...+a,(x*)"
bulunur. Tekrar tekrar kare alinarak,

[p)I* = p(x*)'

oldugu goriiliir. (GF(2) de)

GF(2™) deki tiim elemanlar i¢in minimal polinomlar araniyorsa, asagidaki

yontem kullanilabilir:

p(x)* = p(x*)

oldugu g6z Oniine alinirsa,

(gaix‘)z =§aﬁ(x‘)2 =Za (x?)
bulunur.
(@+b)’=a’+b’ve a =a,, a €[0,1])
Bu nedenle,
p(a)) =0
1se
p(a®) = (p(a))? =0

dir ve a”, p(x) polinomunun bir kokiidiir.

Benzer olarak,

p(a*) = (p(a*))* =0
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ve p(x) polinomunun bir kékii « ise &, &, a*,..., & ,...de p(X)

polinomunun bir kokiidiir.

Teorem 6.1.2. ¢, (X) minimal polinomu ile GF(2™) de bir eleman « olsun. Bu

durumda {a, a’, a*,..., a® 7'} kiimesi, ¢, (X) polinomunun tiim koklerinin

kiimesidir.

¢, (X) polinomunun derecesi,

m_
Ha, a’,...,a> '}

dir.

Ornek 6.1.3. p(x) =1+ X+ x* polinomu ile iiretilen GF(2*) cismindeki tiim

elemanlarin minimal polinomlar1 asagidaki tabloda verilmistir.

P(X) =1+ x+ x* Polinomu ile Uretilen GF(2*) Cismindeki Tiim Elemanlarin

Minimal Polinomlar1

Tablo 6.1.1.
Eslenik Kokler Minimal Polinomlar
0 X
1 1+ X
a,a’,at, ot 1+ x+x*
a’,al, a’, a” T+ X+ x> +Xx> +x*
a’, a 1+ X+ x>
0(7, an’ 0{13, o 14x® + x4
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Ornek 6.1.4. a=p’°, p° € GF(2*) in minimal polinomu, ¢(X) olsun. Zira,

{a’a2’ c14’ a8}:{ﬂ5’ ﬂlO}

dir.

X) polinomunun kokleri 8° ve B' elemanlaridir.
5 p

Dolayisiyla,

deg(¢s (X)) =2

dir.

Bu nedenle,
P (X) =a, +a,x+a,x’
0 =a,l+ap +a,p"

=a,(1000) + a,(0110) +a, (1110)

dir.

Ve
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6.2. BCH Kodlan

1960 yilinda R. C. Bose ve D. K. Ray-Chaudri ile bunlardan bagimsiz olarak
1959 yilinda A. Hocquenghem tarafindan bulunmustur. Bu nedenle,
Bose-Chaudri-Hocquenghem’in isimlerinin bas harfleriyle, yani BCH ile

isimlendirilmistir.

BCH kodlar1, devresel kodlarin 6nemli bir sinifin1 olusturmaktadir. Uygulama

alan1 oldukca genistir.

Oncelikle, anlagilmas: giigliik gdsteren ve BCH kodlarini minimum mesafesi

icin olduk¢a 6nemli olan, “tasarlanmis mesafe” kavrami agiklanacaktir.

6.2.1. Tasarlanms Mesafe

BCH kodlarmin kurulusunda 6nemli bir problem, kodun boyutu k ve minimum

d mesafesinin belirtilmesindeki gii¢liiktiir.

Tasarlanmig mesafe, gergek d mesafesi hakkinda verilen bir alt sinirdir. Bu alt
sinirin, yani “tasarlanmis mesafenin” bilinmesi, oldukc¢a yararli olmaktadir.
Ornegin, bir devresel kod verilmisse ve onun iirete¢ polinomunun d —1 elemanl
bir kdk dizisine sahip oldugunu (ki bunlar, verilen bir kokiin ardisik kuvvetlerinden
olusmustur.) gosterebilirsek, o zaman kodun minimum mesafesi, en azindan d dir.
Bu sinir, s6zkonusu kodun tipi géz oniine alinmaksizin, BCH sinir1 olarak

diistiniiliir.

Daha acik bir anlatimla; t —hata diizelten BCH kodunun minimum mesafesi, en

az 2t +1 dir. Bu, daha sonra bir teorem olarak ispatlanacaktir.

Buradaki 2t +1 mesafesi, ogunlukla t —hata diizelten BCH kodunun
tasarlanmis mesafesi olarak adlandirilir. Bir BCH kodunun ger¢cek minimum
mesafesi, tasarlanmis mesafeye esit olur veya olmayabilir. Gergek minimum

mesafenin, tasarlanmis mesafeye esit oldugu bir¢ok durum var olmasina karsin;
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gercek minimum mesafenin, tasarlanmis mesafeden biiytlik oldugu durumlar da

vardir.

Tanim 6.2.1.1. b, negatif olmayan bir tam say1 ve « € qu , birimin n. primitif

kokii olsun. Burada m, g nun (modiil n) e gore ¢arpimsal mertebesidir. F, tzerinde
n uzunluklu ve d tasarlanmis mesafeli (2 <d <n) olan bir BCH kodu, iireteg

polinomun &”, &, ..., " kokleriyle taniml1 bir devresel koddur.

b =1 ise BCH kodlar1, “Dar anlamda BCH kodlar1” olarak adlandirilan kodlara
karsilik gelir.

n=q" —1 ise BCH kodlari, “primitif” olarak adlandirilir.

n=q-1ise F, tizerinde n uzunluklu bir BCH kodu, “Reed-Solomon Kodu”

olarak bilinir.

Teorem 6.2.1.1. Tasarlanmis mesafesi d olan bir BCH kodunun minimum uzakligi

enaz d dir.

Ispat. BCH kodu,

1 o’ a® o (VP
o 1 o™ o 20 U CE
1 o2 D) (n-Db+d-2)

matrisinin null (sifir) uzayidir.

Bu matrisin en az (d —1) tane siitununun lineer bagimsiz oldugu
gosterilmelidir. H nin her (d —1) tane farkli siitununun determinanti alinirsa bu

durumda,
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o ot oV
o i o i e g Die -

O e (b+d D)y

1 1 1
iy iy e -1

g Pz ectis 1) 0{ a. . a. _

PG R () g1 @2)

ab(il”z*-"”d—l) H(O{ij _ aik ) + O
1<k< j<d-1
bulunur.

Buradan, kodun minimum uzakliginin an az d oldugu goriiliir.
6.2.2. BCH Kodunun Kurulusu
Herhangi m>3 ve t < 2™ pozitif tam sayilar1 ele alinsin. Bu durumda,
S6zciik Uzunlugu :n=2"-1

Eslik-Denetim Sembolleri Sayisi : n—k <mt

Minimum Mesafe cd . >22t+1
parametrelerine sahip ikili (binary) BCH kodu mevcuttur. Bu kod, t veya daha az

hatay1 diizeltebilir. Bu nedenle, t —hata diizelten BCH kodu adin1 alir. Bu kodun

tireteg polinomu, GF(2™) Galois cismindeki kokleri cinsinden belirlenir.
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GF(2™) deki bir primitif eleman « olsun. 2™ —1 uzunluklu, t —hata diizelten
BCH kodunun g(X) iirete¢ polinomu, o, a°, a’,..., a” leri kok kabul eden,

GF(2) tizerindeki en kiigiik dereceli polinomdur. (yani g(a') =0, 1<i<2t)

Katsayilar1 GF(2) de bulunan bir p(X) polinomu ele alinsa; &, GF(2) nin bir

cisim genislemesinde bulunsa, herhangi | > 0 i¢in o’ nin, p(X) polinomunun bir

kokii oldugu bilinmektedir.

Bu nedenle, g(X) polinomunun kdklerinin hepsi , ’,..., @' ve bunlarin
eslenikleridir. &' nin minimal polinomu ¢, (X) olsun. O zaman g(X) polinomu;

@, (X), ¢,(X),..., ¢, (X) polinomlarinin en kiigiik ortak kat1 olur.

Yani,

g(x) =ekok {#(X), 4,(X),..., d (X)} (6.2.2.1)
dir.
Eger i bir gift say1 ise,
i=i2 (6.2.2.2))

seklinde yazilabilir. Burada i bir tek say1 ve | >1 dir.

O zaman,
ai — (ai’)2|

ifadesi, &' niin bir eslenigidir. Boylece de o' ve a' elemanlari, ayni minimal

polinoma sahiptir. Yani minimal polinomlar,
¢i (X) = ¢i' (X)

tir.
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a,a’,a’,..,a” (6.2.2.3)

dizisinde « nin her bir ¢ift kuvveti, dizide kendinden 6nce gelen tek kuvvetli

elemanla ayn1 minimal polinoma sahiptir.

Boyle olunca, (6.2.2.1.) ile verilen 2™ —1 uzunluklu t —hata diizelten ikili

(binary) BCH kodunun g(x) iirete¢ polinomu,

g(x) =ekok {4 (), 4,(X),.... #,, ()} (6.2.2.4)

ifadesine indirgenir.

Herbir minimal polinomun derecesi m veya daha az olduguna gore, g(X)

polinomunun derecesi en fazla mt ye esit olabilir. Yani, n—Kk olan eslik-denetim
sembollerinin sayisi en fazla mt olabilir. n—k y1 saymak i¢in basit bir formiil

yoktur. Fakat, eger t kiigiikse, kesinlikle n—k = mt olur.
Yukaridaki gibi tanimlanan BCH kodlarina, primitif (veya dar-anlamda) BCH

kodlar1 denmektedir. (6.2.2.4.) ten dolay1, 2™ —1 uzunluklu tek-hata diizelten BCH
kodu,

9(x) =4 (X)

ile retilir.

GF(2™) nin primitif eleman1 & oldugundan; ¢, (X) polinomu, derecesi m olan

primitif bir polinomdur. O zaman 2™ —1 uzunluklu, tek-hata diizelten BCH kodu, bir

Hamming kod adini alir.

Ornek 6.2.2.1. q=2, n=15 ve d =4 olsun. Bu durumda x* + X +1 polinomu,

GF (2) iizerinde indirgenemezdir ve X* + X +1 in kokleri, GF(2*) iin primitif

89



elemanlaridir. Koklerden biri « ise bu durumda o de bir koktiir ve o,

(x* + x> + x> + x+1) polinomunun bir kokiidiir. Bu nedenle d =4 olacak sekilde

dar anlamda bir BCH kodu,
g(x) = (x* +x+D(X* +x° +x* +x+1)

ile iiretilir. Ustelik g(x) polinomu, d =5 olacak sekilde bir BCH kodu igin

iiretectir. o, (Xx* + X +1) in bir kokiiydii. Bu kodun boyutu,

15-deg(g(x)) =7

dir.

Ornek 6.2.2.2. n=31, m=5, q=2, d =8 olsun. &, GF(2*) in bir primitif

elemani olsun. & nin minimal polinomu,
(X—a)x-a*)x—a ) (x—a*)(x-a')

dir.

Ayni yolla ¢,(X) polinomunu da buluruz. Fakat,

#s(¥) = (x=a’)(x—a")x—a™)(x-a’)(x=a'") = 4,(x)

tir.

g(x); ¢,(X), @;(X), d5(X), ¢, (X) ve @,(X) polinomlarinin, en kiigiik ortak

katidir. Buradan, tasarlanmis mesafesi 8 olan bir primitif BCH kodunun minimum

uzakliginin, en az 11 oldugu goriiliir.

Ornek 6.2.2.3. Omek 6.7 de p(x) =1+ X+ x* polinomu kullanilarak, GF(2*)

cismi kurulmustu. ¢ , bu cismin bir primitif elemani idi.
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Bu polinom i¢in, n =2* —1=15 uzunluklu iki-hata diizelten BCH kodu,

9(x) = ekok {4 (x), ¢,(X);

polinomu ile iretilir.

Omek 6.1.2de a, &’ ve &’ elemanlarmin minimal polinomlari sirastyla,

A (X)=1+x+x"
A (X) =1+ X+ x> + x> +x*

P (X) =1+ X+ X

idi. ¢,(X) ve ¢,(X), iki farkli indirgenemeyen polinom oldugundan,

9(x) = ¢, (X)¢; (X)
=1+ X+ xXHA+x+ x>+ x> +x%)

=1+ x*+x°+x7 +x8

olarak bulunur.
Sozkonusu kod, d . >5 olan (15, 7)-parametreli devresel bir koddur. Ureteg

polinomu, 5 agirlikli bir kod polinomu oldugundan, minimum mesafe kesinlikle 5

tir.
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Uc-hata diizelten 15 uzunluklu BCH kodu ise,

g(x) =ekok {4 (X), 4;(X), ¢5(X)}

=1+ X+ X2+ x P+ x° +x3+x"°

polinomu ile iretilir.

Bu kod, (15, 5)-parametreli bir devresel koddur.

d,. =7

min

dir. Fakat iirete¢ polinom 7 agirlikli oldugundan, minimum mesafe kesinlikle 7

olarak bulunur.

Yardimci Teorem 6.2.2.1. Asagidaki H matrisi; o, GF(2™) de bir primitif
eleman ve iirete¢ polinom, g(X) = ¢, (X)¢@, (X) oldugunda, 2™ —1 uzunluklu iki-hata

diizelten BCH kodu i¢in bir eslik-denetim matrisidir.

a’ a’
o' o’
a’ af
H=| : :
ai a3i
azm—z as(z’”—z)

B', GF(2™) nin bir elemamidir. #', m uzunluklu bir sézciigii temsil eder. Bu

yiizden H , bir (2™ —1)x(2m) matristir. Ustelik,

92



deg(4, (X)) = m = deg(¢; (X))

deg(g(x)) = deg(¢, (X)) + deg(¢; (X))

=m+m

=2m

dir ve bu nedenle kodun boyutu,
k=n-2m=2"-1-2m
dir.

Ornek 6.2.2.4. Iki-hata diizelten BCH kodu C,, i kuralim.

Bunun igin, p(X) =1+ x+ X" polinomu ile kurulan GF(2*) cismini kullanalim.

1 1] [1000 1000 ]
a o 0100 0001
a’ of 0010 0011
a® o 0001 0101
at o 1100 1111
a’ o 0110 1000
A 0011 0001
a’ a®|<|1101 0011|=H
o o 1010 0101
a’ a” 0101 1111
a” o 1110 1000
a' o’ 0111 0001
a? af 1111 0011
a” o 1011 0101
a” a7 1001 1111

C,; in eslik-denetim matrisi.
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C,s, 15x8 eslik-denetim matrisi H ve g(X) = ¢, (X)¢, (X) iirete¢ polinomu ile

lineer bir kod olarak tanimlanir.

Teorem 6.2.2.1. Herhangi bir m > 4 tam sayis1 igin k = 2™ —2m—1 boyutlu,
n=2" —1 uzunluklu iki-hata diizelten bir BCH kodu ve d =35 uzaklikh

g(X) = ¢,(X)@,(X) tireteg¢ polinomu vardir.

Ispat. Uzakligin 5 oldugunu ispat etmek icin, iki-hatanin diizeltilebilecegi
gosterilmelidir. Bu nedenle uzaklik, en az 5 tir. Eslik-denetim matrisinin

tanimindan,
n=2"-1

dir. ¢,(X) ve @,(X) polinomlarinin her birinin derecesinin m oldugu

goriilmektedir.
Dolayisiyla,
deg(g(x))=n—-k =2m

ve
k=2"-2m-1

dir.

Ornek 6.2.2.5. ¢ (X)=1+Xx+x* polinomu, & € F,, nin F, iizerinde minimal

polinomu olsun. &' (0 <i<14) kuvvetleri; 1, &, @, o’ elemanlarmin lineer

kombinasyonlar1 seklinde gosterilsin. Buradan, (15, 11)-Hamming koduna denk bir

kodun eslik-denetim matrisi,

S O O =
o o = O
o = O O
—_- o O O
S O = =
S = = O
—_— - O O
—_ O = =
S = O =
-0 = O
O = =
_ = = O
—_ = = =
e e =
—_—0 O =
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2 4 1 11 12 1 14
=laa*a atad’a®a aa’a a a?a® a?)

Bu kod, GF(2) {izerinde tasarlanmis mesafesi d = 3 olan “dar anlamda BCH

kodu” gibi goriilebilir. (&>, @ (X) in bir kokiidiir.) Kodun minimum uzaklig: 3 tir.

Bundan dolay1 bu kod, bir- hata diizeltebilir.

6.2.3. n=63 i¢in Tiim BCH Kodlarinin Olusturulmasi

P(X) =1+ X + X° primitif polinomu kullanilarak GF(2°) Galois cismi kolaylikla

kurulabilir.

. p(a) =1+a+a® =0 almarak GF(2°) nin elemanlarini; & *nin

kuvveti olarak, polinom olarak, siral1 6-11 olarak yazalim.
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P(X) =1+ X + X Primitif Polinomu Kullanilarak Olusturulan GF(2°) nin

Elemanlari

Tablo 6.2.3.1.

a nin Kuvveti | ¢ Cinsinden Polinom Olarak | Siral1 6-11 Olarak
0 0 (000000)
1 1 (100000)
a a (010000)
a’ a’ (001000)
a’ a’ (000100)
at a’ (000010)
a’ a’ (000001)
al l+a (110000)
a’ a+a’ (011000)
ot a’+a’ (001100)
a’ a’ +at (000110)
a’ at+a’ (000011)
a' l+a+a’ (110001)
o’ 1+a’ (101000)
a® a+a’ (010100)
o™ o’ +at (001010)
ab a+a’ (000101)
a'f l+a+a’ (110010)
oV a+a’+a’ (011001)
a' l+a+a’ +a’ (111100)
a” a+a’+a’+at (011110)
a® at+at+at+a’ (001111)
a’ l+a+a’ +a' +a’ (110111)
a” l+a’+a' +a’ (101011)
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a” l+a’ +a’ (100101)
a” l+o* (100010)
a® a+a’ (010001)
a® l+a+a’ (111000)
e ot d (011100)
5 SRR (001110)
a”® ad+at+a’ (00011T1)
a’ l+a+a* +a’ (110011)
a’ l+a* +a’ (101001)
a’ 1+a’ (100100)
a’ a+at (010010)
a™ a’+a’ (001001)
s tard (110100)
JED a+a’+a’ (011010)
5 RN (001101)
a® l+a+a’ +a* (110110)
a® a+at+at+a’ (O11011)
a® l+a+a’+a’ +a’ (111101)
a” l+a’+a’ +a' (101110)
a® a+a’+a’+a’ (010111)
a® l+a+a’ +a*+a’ (111011)
" ta’+a’ 1o’ (101101

(Bu tablonun devami, ekler boliimiinde verilmistir.)

GF(2°) daki elemanlarin minimal polinomlar1, asagidaki tabloda

verildigi gibidir:
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GF(2°) daki Elemanlarin Minimal Polinomlar:

Tablo 6.2.3.2.

Elemanlar Minimal Polinomlar
a,a’,at,a’,a’, a” 1+ X+ X°
a’,ab, o, a™, a®, 0P | 1+x+x2+x+x°
a’,a, a”, a”, a”, o | 1+x+x2+x>+x°
a7, a14,a28’a56,a49,a35 1+X3+X6

a’,a, a’ 1+x*+x°

all) a22’a44’a25,a50’a37 1+X2+X3+X5+X6
a®, %, a7, a", a”, o | 1+ x+ X +xF +x°
alS,a30’ a60,a57,0{51,6¥39 1+X2+X4+X5+X6
a®, a® 1+ X+ x>

a®, a®, a”,a®, a”, a® | 1+ x+x" +x° +x°
a’, ™, a® 1+ x+x°

a31’a62’ aﬁl’ a59’ aSS’ a47 1+X5 +X6

e O halde, n=63 uzunluklu tiim ikili primitif BCH kodlariin parametreleri

ve lirete¢ polinomlari, asagidaki gibi olur:
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n =63 Uzunluklu Tiim Ikili Primitif BCH Kodlarinin Parametreleri ve Ureteg

Polinomlari

Tablo 6.2.3.3.

nitk |t |gXx

63|57 |1 | g,(x)=1+x+x°

5112 | g,()=(1+x+xX)A+x+x> +x" +x°%)

4513 | g;() =(1+x+x>+x> +x°)g,(X)

3914 1 9,00 =(1+% +x")g;(x)

365 | 9,00 =01+ x> +x)g,(x)

3006 | g.()=(1+x"+x>+%x*+x%)g,(X)

24|17 | g,(0=(1+x+x +x* +x°)g,(X)

18110 g, (xX)=1+x>+x*+x* +x°)g,(X)

16| 11 gll(x) =(1+x+ Xz)glo(x)

107131 9,0 = @+ x+x" +%* +x)g,,(X)

715 ng(X):(1+X+X3)g13(X)

° t —hata diizelten, n = 2™ —1 uzunluklu bir BCH kodunun tanimindan da
anlasilacag gibi, her kod polinomunun kékleri «, a’, ..., @ ve bunlarin
eslenikleridir.

e Katsayilar1 GF(2) den alinan,
v(X)=v, +V,X+..+v, X"

polinomu ele alinsin.
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Eger v(X) polinomu,

2 2t
a, a,..,a

yi kok kabul ederse, v(X) polinomu, a, &, ..., & nin ¢,(X), ¢,(X), ..., ¢, (X)
minimal polinomlariyla bdliinebilir. Cilinkdi, 6rnegin v(X) polinomu, ¢, (X) ile

boliiniirse,
v(X) =¢,()a(X) +r(x), degr(x) <degd,(x)

olur.

Denklemde « yerlestirilerek,

v(a) = ¢ ()d(a) +r(a)

elde edilir.

v(a)=¢(a)=0
oldugundan,
ra)=0
elde edilir.
Eger r(x) # 0 ise degr(X) <degg, (X) olmalidir. Buise ¢ (X) in tanimina

aykiridir. Yani, ¢,(X) in minimal olusuna aykiridir. Dolayistyla, r(x) =0 olmak

zorundadir.

Sonug olarak,
¢ (X) [ v(X)

bulunur. Digerleri de benzer tarzda gosterilebilir.
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6, (X)[v(X), ¢,(X)|V(X),..., ten ¢ (X),..., ¢, (X) lerin en kii¢iik ortak kat1 da

v(X) polinomunu boler.

9(x) = ekok {¢ (X), #,(X), ..., #, (X)}

olup, g(X) iiretec polinomu, v(X) polinomunu boler. Boéylece v(X), bir kod

polinomudur. Buradan yararlanilarak, n = 2™ —1 uzunluklu, t —hata diizelten BCH

kodu tanimlanabilir:
Ikili bir
V=W Vi Voy)

stralt n — lisinin bir kods6zciigii olmasi igin gerek ve yeter kosul,
v(X)=v, +V,X+..+v, X"

polinomunun

leri, kok kabul etmesidir.

Bu tanim yardimiyla, kodun minimum mesafesi de kolaylikla belirlenebilir:

° n=2" —1 uzunluklu, t —hata diizelten bir BCH kodunun bir kod
polinomu,
v(X)=v, +V,X+...+v, X" (6.2.3.1.)

olsun. 1<i <2t i¢in &' eleman1 v(X) polinomunun bir kokii oldugundan,
vi@y=v, +va' +v,a” +..+v,_a" =0 (6.2.3.2)

olur. Bu esitligi matrislerle ifade edersek;
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Vs Vis s Vi) | @™ |20, (<i<2t) (6.2.3.3.)

)

(6.2.3.3.)ise, (Vy, Viy..., v, ) ile (1, ', a™,..., a™™"") vektoriiniin ig

carpiminin sifir olmasi demektir.

(6.2.3.3.) matris esitliginde 1 <1 <2t oldugunu hatirlayarak, i =1, 2,..., 2t igin,

1, a, o™, av,..., a™

elemanini,

(1.@), @), @), @)

(a’)

seklinde diistinerek, i =1, 2, 3,..., 2t satirlarin1 olusturarak, asagidaki H matrisini

yazalim:
1« a’ a> - a™ ]
1 aZ (a2)2 (a2)3 . (aZ)nfl
H=(1 o (') (@) - (@) (6.2.34))
1 azt (azt)Z (a2t)3 . (a2t.)n71

gibi 2t xn matris elde edilir. Bu matriste (’)> dendiginde; 3. satir, 3. siitun elemani

anlagilir. Yani (')’ elemans; i.satir, (j +1).siitun elemamdir. O zaman (6.2.3.3.)

esitliginden dolayz,
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V=4, Viseees Vi)

bir kodsozcligii ise t —hata diizelten BCH kodunda,

yHT =0 (6.2.3.5)

olur.

Diger yandan, eger v = (v,, V,, ..., v,,) sirali n—lisi, v.H" =0 kosulunu, yani

kosul (6.2.3.5.)"i saglarsa, (6.2.3.3.) ve (6.2.3.2.)’den dolay1, 1 <i <2t i¢in &' ler,

v(X) polinomunun kokii olurlar. Boylece de v, t—hata diizelten BCH kodunun bir

kodsozciigii olur. Boylece s6zkonusu kod, H matrisinin null (sifir) uzayidir. Burada

H, kodun eslik-denetim matrisidir.

Eger i ve j degerleri (pozitif tam sayilar) icin &', «' nin bir eslenigi ise,

vieH)=0=v(a')=0

dir. Bunun anlami; v = (v, v, ..., v,;) ile H nin i. satiriin i¢ carpimi sifir ise, v

ile H nin j. siitununun i¢ ¢arpiminin sifir olmasi1 demektir.

Bu nedenle, H nin j. satir1 atilabilir. O zaman (6.2.3.4.) ile verilen H matrisi,

asagidaki sekle indirgenmis olur:

1 « o’ a’ e g™
1 a3 (a3)2 (a3)3 (aS)n—l

H=(1 o (&) (@) - ()" (6.2.3.6.)
1 az.tfl (a2t.71)2 (a2t-71)3 .:. (a2t—.1)n—1
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olur. Burada j ile, &' nin eslenigi olan ¢! deki j anlatilmaktadir. Ayrica
belirtilmeli ki; H deki elemanlar, GF(2™) nin elemanlaridir. GF(2™) deki her
eleman, GF(2) deki elemanlarin sirali m — lisi olarak yazilir ve siitunlara

yerlestirilirse, kodun bir binary eslik-denetim matrisi elde edilir.

Bunu asagidaki 6rnekle aciklayalim:

Ornek 6.2.3.1. n =2* —1=15 uzunluklu, ¢ift-hata diizelten BCH kodu ele alinsin.
Bu, bir (15, 7)-koddur. GF(2*) te primitif bir eleman « olsun. Eslik-denetim

matrisi,

2 3 4 5 6 . 14

3 6 9 12 15 18 42

olur.

a" =1 oldugu bilindigine gore, siitunlardaki elemanlarim sirali-dértliiler

halindeki gosteriligleri H de yazilirsa, kodun binary eslik-denetim matrisi elde

edilir.
1 0001 001101011 1]
01 0011010111100
0010011071 0T1T1T1T1F®0
0001 00T1T1O0101T1T1°1
1 0001100011000 1
0001 1000T1T1°U00°U0T1°1
0010100101 00T1O0°1
o1 111011110111 1]

(@”=a” =a®) vb. (modn)
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6.2.4. iki-Hata Diizelten BCH Kodunu C6zmek

g(X) = ¢,(X)@;(X) trete¢ polinomlu iki-hata diizelten
(2™ -1, 2" =2m -1, 5)- BCH kodu i¢in eslik-denetim matrisi H ,

yardime1 teorem 6.2.2.1. deki gibi tanimlidir.

W sOzcligiiniin alindig1 kabul edilsin.
W <> W(X)

tir. O zaman W nin sendromu,
wH =[wW(a), w(e*)]=[S,, S;]

olur. S, ve S; sozciiklerinin her birinin uzunlugu m dir.

Gonderme sirasinda hi¢ hata ortaya ¢ikmamigssa sendrom,
wH =0

dir.

Gonderme sirasinda bir-hata ortaya ¢ikmigsa o zaman hata polinomu,
e(x) = x'
dir.
Bu nedenle,
WH =eH =[e(a), e(a’)]=[a', a]1=[S,, S;]

dir. Buradan,
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Gonderme sirasinda | ve j konumlarinda (i # j) iki-hata ortaya ¢ikmissa,
e(x)=x"+x!
ve
WH =eH =[e(a), e(a’)]=[a' +a’, a® +a’1=[S,, S,]

dir.

denklemlerini ¢arpanlarina ayiralim.

(@' +ae® +a" M +at=a¥ +a’
ve

S =(a' +a') =a” +a”

dir.

S,=a” +a’
=(a' +a e +a* +a'"h)
=S,(S” +a')

dir.

a' ve a', kuadratik denklemin kokleridir.
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X+ +a)x+a" =0

Ve
2 83 2
X" +SX+(—+S,7)=0
1

dir.

Bu denklem ¢oziilerek, hatalarin yerleri bulunabilir. Denklemin sol tarafindaki

polinom, “hata yerlestiren polinom” olarak adlandirilir.
6.2.5. BCH Kodlari i¢in Genel Kod Coézme Algoritmasi
BCH kodlar1 i¢in genel kod ¢dzme algoritmasi asagidaki gibi tanimlanabilir:

Gonderilen Kod Polinomu : w(Xx)

Alman Polinom : V(X)

Hata Polinomu :e(x)
olsun.

Dolayisiyla,

V(X) = W(X) + e(X)

tir.

[lk olarak v nin sendromunu bulalim.
S(v)=Hv' = (CI TN SbHH)T

dir.
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Burada

S;=v(a’)=w(a’)+e(a’) , (b<j<b+d-2)
dir.
r <t tane hata ortaya cikiyorsa bu durumda,

e(x) = Zr: c,x™

=)

olur. a,,...,a, , {0, 1,..., n—1} in farkli elemanlaridir.

m=a"eF,

elemanlari, “hata yerlestirme sayilar1” olarak adlandirilir.

*

c ek,

elemanlari, “hata degerleri” adini alir.
Bu nedenle v nin sendromu ig¢in,
S, :e(aj):icinij (b<j<b+d-2)
i=l
ifadesi elde edilir.

Clinkii qu de hesaplama kurallari,

r A\ r . r .
qu =[Zcif7ijj chiqﬂijq chim’q :qu
=1 i1 =1
dir.

Bilinmeyen nicelikler; (77;, C;) ¢iftleri, S(v) sendromunun S,

koordinatlaridir. Bu bilinmeyenler, alinan v vektoriinden hesaplanarak bulunabilir.
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Ikili durumda herhangi bir hata, yalniz 7, ile karakterize edilir. Bu durumda

¢; lerin tiimi 1 dir.

Kod ¢6zme algoritmasinin sonraki agsamasinda,

H(m -X) =Y. (Do, X' =0, -0, X+...+(-1) oy
i=1 i=0

0zdes polinomu ile tanimli o, katsayilari tanimlanir. Bu nedenle o, =1 ve

O\sees Oy 5 1y5e.rn1], de tanimli temel simetrik polinomlardir. X in yerine 7,

yazarak,

-D'e, S, +(-D"0, S+t (Do +1" =0, (i=L...1)

elde edilir.

Bu denklemi Cinij ile ¢arpip, sonra denklemleri toplayarak,
-D'o,S;+(-D""0,,S;, ..+ (DS, +S,,, =0,

(i=L.,r),J=b,b+1,....,b+r-1)

sonucu elde edilir.
Yardime Teorem 6.2.5.1.
icim" =S,, (j=bb+1,.,b+r-1
i1
denklemler sisteminde 7; Fq*m nin farkli elemanlari ise sistem ¢oziilebilir. (c; ler,

bilinmeyenlerdir.)
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Ispat.

b b b

m 7, e T

77 b+1 77 b+1 77 b+1

| ) r _ _b_ b b
: =y en Tl —n)#0
: : : : I<i<j<r

b+r-1 b+r-1 b+r-1

1 2 r

dir.

Yardimci Teorem 6.2.5.2.
(-D'o,S;+(-D"0, S, +..+ (DS, +S;,, =0
(j=b,b+1,...., b+r-1)

denklemler sisteminin ¢dziilebilmesi i¢in gerek ve yeter kosul, r tane hatanin ortaya

¢ikmasidir. (-1)'o;, (i=1,2,..., r) bilinmeyenlerdir.

Ispat. Sistemin matrisi,

Sp Sear  Spera
S S

k?+1 b.+2 b‘+r — VDVT
Sb-¢-r—1 Sb+r e Sb+r—2

olarak ifade edilebilir.
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Burada,

1 1 1 C1771b 0O - 0
b
V= m 77.2 7r ve D= O Cz’?z O
771r—l 772 r-1 . nrr—l O 0 . crmb

dir.

Verilen denklemler sisteminin matrisinin singiiler olmamasi i¢in gerek ve yeter
kosul, v ve D nin singiiler olmamasidir. v nin bir Vandermonde matrisi gibi

singiiler olmamasi i¢in gerek ve yeter kosul, 7, lerin (i =1,...,r) farkli olmasidir.
D nin singiiler olmamasi i¢in gerek ve yeter kosul, 7, lerin tiimiiniin ve ¢, nin

sifirdan farkli olmasidir. Her iki durumun saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul, r

tane hatanin ortaya ¢ikmasidir.
6.2.5.1. Hata Yerlestiren Polinom
Hata yerlestiren polinom,
r r X .
S =[Ja-7x =2 (-D'oX
i=1 i=0

dir. Buradaki o, yukarida tarif edilmisti. S(X) in kokleri 771_1, 7., ..., n; dir. Bu

kokleri bulmak i¢in, Chien’e atfedilen bir arastirma metodu kullanilabilir.

a=a """, S(x) in bir kokii ise «""', bir hata yerlestirme sayisidir.
S(a)=0

dir.

Daha genel olarak "™, (m=1, 2,..., n) aym yolla test edilir. ikili durumda hata

yerlestiren polinomlari tesbit etmek, hatalar1 diizeltmek olarak da diisiiniilebilir.
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(-1 icin 7, yazarak, BCH kodunun kod ¢6zme algoritmas1 asagidaki gibi

Ozetlenebilir:

Tasarlanmig mesafesi d > 2t +1 olan bir BCH kodu kullanarak génderilen

bir w kodsozciigiinde, en fazla t hata ortaya ¢iktig1 kabul edilsin.
1. Adim: v alici sozciigiiniin sendromu tanimlanir.
S(V)=(Sy, Spurs--» Sprga)'» S = icinij, (b<j<b+d-2)
i=1
olsun.

2.Adm: S, +S; 7,+..+5;7, =0, (b<j<b+r-1) denklemler

j+r-1
sisteminde r <t olan maximum say1 tanimlanir. z;, singiiler olmayan bir katsay1

matrisine sahiptir. Bu nedenle bulunan r sayisi, ortaya ¢ikan hatalarin sayisidir.

Bu durumda hata yerlestiren polinom,

s =[Ja-nx=Yrx
i=1 i=0
dir. S; den 7; katsayilar1 bulunur.

3. Adim: S(X) deki o nin kuvvetlerinin yerine konulmasi ile S(X) =0
denklemi ¢6ziiliir. Buradan 7, hata diizeltme say1st bulunur. (Chien

Aragtirmasi)

4. Admm: c, hata degerlerini tantmlamak i¢in ilk olarak, 1. adimin r tane

denklemindeki 7, ifadesi tanimlanir. Bu durumda,
W(X) = V(X) —e(X)

ifadesinden, gonderilen w kodsozciigii bulunur.
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Ornek 6.2.5.1.1. Tasarlanns mesafesi d =5 olan bir BCH kodu hesaplansin. Bu
kod, herhangi tek veya cift hatay1 diizeltebilir.

b=1, n=15, g=2

olsun. ¢,(x); a € F,, primitif eleman oldugunda, F, iizerinde &' nin minimal

polinomunu belirtiyorsa ¢, (X* +X+1) in bir kokiidiir.

Bu durumda;

B (X) = 4,(X) = 4, (X) = g (¥) = 1+ x+ X,

P, (X) =B (X) = @, (X) = By (X) =1+ X+ x* + x> + x*
olur.

Buradan BCH kodunun tirete¢ polinomu,

9(xX) = (), (X) =1+ x* +x° +x" +x*

olacaktir.
(15, 7)-kodu, eslik-denetim polinomu ile
h(x)=(x" =1D/g(X) =1+ x* +x° +x’

dir. Vektorleri esleyerek elde ettigimiz g(x), xg(x), x’g(x), x’g(x), x*g(x),
x’g(x), x°g(X) polinomlar1, (15, 7)-BCH kodunun taban1 olarak diisiiniilebilir ve

irete¢ matrisi,
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1 000101 1100O0O0OTO0O0
01000101 T1TTTO0OO0O0O0O0
001 00O0O1O0T1TT1TTO0OTUO0OO0OO0

G=0 001 0001 01T1TT1TUO0OTO0SPO
0000T1O0OO0OO0OT1O0OT1T11O00O0
0000O0OT1O0O0O0OT1TO0OT1TT1TTO
0000001 O0O0O0OTO0OT 1 1]

seklindedir.

Simdi, v alict vektoriiniin 100100110000100 seklinde veya
V(X) =1+ %> +Xx° + x” +x'? seklinde bir polinom oldugunu kabul edelim. 1. adima

gore sendromu hesaplayalim. Isimizi kolaylastirmak igin,
qu :(Zcinijj :Zciqﬂijq :zcinilq :qu
i=1 i=1 i=1

ifadesini kullanalim:

S, =e(a) =V(a) =1,
S, =e(a’)=Vv(a’) =1,
S, =e(@’)=Vv(a’)=a",

S, =e(a@’)=v(a*)=1

olarak buluruz.
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7, bilinmeyenlerinde (2. adim) lineer denklemler sisteminin en bilyiik ihtimali,

S,7,+S,7, =S,
S;r,+S,7, =S,

veya

_ 4
T +T,=a

4 -
a'r +7,=1

dir.

Bu sistem, singiiler olmayan bir katsay1 matrisine sahiptir. Buradan 2 hata ortaya

¢ikmalidir. Zira, r = 2 dir. Bu denklemler sistemini ¢ozelim. 7, =1, 7, = o olarak

bulalim. S(x) deki bu degerleri yerine yazip, 7, =1 oldugunu hatirlarsak,
S(X)=1+X+ax’

elde ederiz.

F¢ daki kokler gibi,
-1 6

8 -1
nm=a,n, =a

buluruz.

Bununla birlikte,
m=a’, n,=a’

dur. Kodsozciiglinlin hatalariin 8 ve 10 konumlarinda ortaya ¢ikmasi gerektigini

biliyoruz. Alic1 polinomdaki bu hatalar1 diizeltirsek,
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W(X) = V(X) —e(X)
=(1+xX+x°+x"+xH)=(x" +x%)
=1+x> +x°® +x° +x"

buluruz.

Buna karsilik gelen kodsozciigii,

100100100100100

dir.

[1k bastaki mesaj, hata diizelten polinomla tekrar elde edilebilir. Génderilen kod

polinomu,

w(x)/g(x)

tir.

w(x)/g(x) =1+x> +x*

tiir. Ortaya ¢ikan bu sonug, 1001100 mesaj sdzciigiine karsilik gelir.

6.3. Son Gelismeler

Oncelikle minimum mesafe ve tasarlanmis mesafe hakkindaki dzelikleri

ozetleyelim.

1) n=2" —1 uzunluklu, tasarlanmis mesafesi & =2' —1 olan primitif BCH kodunun

minimum mesafesi 6 olur.
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2) Tasarlanmis mesafesi & olan bir primitif BCH kodunun minimum d mesafesi

icin d <26 —1 dir.

3) Ikili bir primitif BCH kodunun minimum agirhig1 bir tek sayidir.

4) F, tzerinde n =q—1 uzunluklu primitif bir BCH kodu, bir Reed-Solomon Kodu

(RS Kodu) adin1 alir. Bu kodun bir¢ok dnemli uygulamasi vardir. Boyle bir kodun

iireteci,
d-1 )
900 =] (x-a")
i=1

seklinde olup, &, F, de primitiftir.

6.4. Goppa Kodlar

BCH kodlar1 yardimiyla tanimlanan bir koddur. S6zciik uzunlugu n, birimin

N . bir primitif kokii S, tasarlanmis mesafesi d olan bir BCH kodunda bir

(CO, Cih.ons Cn_l)
kodsozciigii ele alinsin. O zaman tanim olarak,
n-1 o
dc(B) =0 (1<j<d igin)
i=0

dir.

Bu kosulu, diger bir yolla yazmay1 deneyelim:

Zﬂ_l n-1

. n71 .
~ Zk (ﬂfl )n—l—k — Zﬂl(k+l)zk
z _ﬂ k k=0

0

Buradan, uygun bir p(z) polinomu igin,

ri G _ 2" p(2)

=7-p"  "-1
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yazilabilir.

Eger g(z) herhangi bir polinom ve g(y) # 0 ise mod g(z)’e gore tek olan

tanimlanabilir. Burada,
Z—y

Z-7)— =1 (modg(2)),
21—y

yani

1o -l {g(z)—gmj
2=y 9\ z-7y

dir.

Bunlar yardimiyla Goppa kodu, asagidaki gibi tanimlanir.
Tamm 6.4.1. qu tizerinde t dereceli ve monik g(z) polinomu ele alinsin.
|ILI=n ve 0<i<n-1ig¢in g(y,)# 0 olacak sekilde,

L = {7/03 7/15 ceey }/n—l} c qu

kiimesi belirlensin. Goppa polinomu g(z) olan I'(L, g) Goppa kodu alfabesi, F,

alfabesi tizerinde

> 5= (modg(@)

olacak sekilde belirtilmektedir.
Eger
g(z)=z"", L={p"|0<i<n-1} (B: F, debirimin primitif n.
kokii)

almirsa I'(L, g) Goppa kodu, tasarlanmig mesafesi d olan dar anlamda BCH

kodu olur. I
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BCH kodlar1 hakkinda bazi yeni gelismeler, asagidaki gibi 6zetlenebilir:

e (Grassl M. ve Beth T. “Quantum BCH Codes, 1999” adiyla yaptiklari
calismada klasik BCH kodlar1 lizerine quantum hata-diizeltme kodlarinin

nasil kuruldugunu gostermislerdir.

e Robert W. Fitzgerald, “A Characterization of Primitive Polynomials
Over Finite Fields” isimli ¢aligmasinda, indirgenemez polinomlar
arasinda primitif polinomlarin yeni bir karakterizasyonunu vererek

sonucu, maximal tasarlanmis mesafeli BCH kodlara uygulamistir:

m = 2% —1 ve tasarlanmis mesafesi d olan bir BCH kod, C — GF (2¥)

olsun. O zaman,
(@) BoyC =k +1
(ii) C nin ger¢ek minimum mesafesi o dir.

(iii) p(X), k dereceli bir primitif polinom olmak {izere, C nin

denetim polinomu,
h(x) = (x=1)p(x)
dir.

Bunun sonucu olarak & = 2" —1 alinirsa g(X) iireteg polinomunun agirhig

2" —1 olur. Bu da, C nin minimal agirhigidur.

e Eric Ferard ise “Weight of Duals of BCH Codes and Exponential Sums”
isimli makalesinde, uzunlugu n = 2" —1 olan ikili BCH kodlarinda m nin
tek say1 olma durumunda C nin dualinin mesafesi tizerindeki siniri

gelistirmistir.
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EKLER (¥)

P(X) =1+ X + x° Primitif Polinomu Kullanilarak GF(2°) nin Elemanlar1

Tablo A.1

a® | 1+a’ +a* (100110)
a® | a+at+a’ (010011)
a’ | l+a+a’+a’ (111001)
a® | 1+a’ +a’ (101100)
a¥ | a+a’+a’ (010110)
| at+at+a’ (001011)
& | l+a+a’+a’ (110101)
a? | 1+’ +a' (101010)
a” | a+a’+a’ (010101)
a? | l+a+a’ +a’ (111010)
a” | a+a’+a’+a’ (011101)
a* | l+a+a’ +a’ +a' (111110)
a7 | a+at+a’ +at+a’ (011111)
a® | l+a+a’+a’ +a' +a° | (111111)
a” | 1+a’+a’ +at +a’ (101111)
a® |1+’ +at+a’ (100111)
a® | 1+at+a’ (100011)
a® | 1+a’ (100001)

a® =1

(*) Bu tablolarm belirlenmesinde, biiyiik 6l¢iide Costello, D.J. and JR” nin (Shu Lin University of Hawaii,
Texas A&M University Prentice-Hall, Inc. Englewood Cliffs, New Jersey.) adli kitabindan yararlanilmustir.
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