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OZET

Yalinkat fonksiyonlar 1907 yilinda Koebe tarafindan tanimlandiktan sonra yalinkat
fonksiyonlar iizerine pek ¢ok calisma yapilmistir. 1930°1lu yillarda W. Alexander ve
J. Dieudonné konveks fonksiyonlar sinifin1 tanimlayarak bu caligmanin ana yapisini
olusturan bilgileri vermislerdir. Bu c¢alismanin ilk dokuz bdliimde yalinkat
fonksiyonlar teorisinin temelleri denebilecek onbilgiler verilmis ve 6zel yalinkat
fonksiyonlar siniflarinin genel 6zellikleri incelenmistir. Onuncu boliimde ise 1969
yilinda P.T. Mocanu tarafindan tanimlanan ve daha sonra P.T. Mocanu, Maxwell O.
Read ve S. Miller tarafindan gelistirilen a-Konveks fonksiyonlar sinifi
genigletilmistir. Bu fonksiyon sinifina “Mocanu-Janowski Tipinde o-Konveks
Fonksiyonlar” adi verilmis ve fonksiyon simnifina ait, genellestirilmis Marx-
Strohhacker esitsizlikleri, gosterilim teoremi, distorsiyon teoremi, konvekslik
yarigapi, katsayi esitsizlikleri verilmistir.

vil



SUMMARY

Much has been done on univalent functions since they were defined in 1907 by
Koebe. The central axis of this work is the class of convex functions defined by W.
Alexander and J. Dieudonné around 1930’s. The first nine parts of this work consists
of basic knowledge of univalent functions and investigation of properties of special
classes of univalent functions. In the tenth part the class of a-convex functions,
which was defined by P.T. Mocanu and developed by P.T. Mocanu, Maxwell O.
Read and S. Miller, has been generalized. This new class is named as “a-convex
functions of Mocanu-Janowski type,” and then generalized Marx-Strohhacker
inequalities, representation theorem, distortion theorem, radius of convexity and
coefficient inequalities for this class are given.

viil



GIRIS

Birim ¢emberde analitik ve yalinkat olan tek kompleks degiskenli fonksiyonlar

ilk olarak 1907 yilinda Koebe tarafindan incelenmistir. 1930°1u yillarda W. Alexander

ve J. Dieudonné tarafindan konveks fonksiyonlar sinifi tanimlanmistir. Daha sonra da

cesitli matematik¢iler bu siniflar1 genellestirerek c¢esitli yalinkat fonksiyon siniflari

ortaya koymuslardir.

Tek kompleks degiskenli analitik fonksiyonlarin incelenmesinde temel amag;

ortaya atilan fonksiyon smifinin Taylor a¢ilimindaki a, katsayisina ait modiiliin iist

smirin1  bulmak, fonksiyon sinifina ait distorsiyon teoremlerini, yildizillik ve

konvekslik yarigaplarin1 vermek, Schwarzian ve pre-Schwarzian tiirevlerini bulmak ve

Koebe bolgelerini ifade etmektir.

Bu c¢alismada Maconu-Janowski tipinde oa-konveks fonksiyon simnifi

tanimlanarak bu sinifa ait

1.

2
3.
4
5

verilmistir.

Genellestirilmis Marx-Strohhacker esitsizlikleri,
Gosterilim teoremi,

Distorsiyon teoremleri,

. Konvekslik yarigapi,
. Katsayi esitsizlikleri



1. SUBORDINASYON PRENSIBI

TEOREM 1.1: (Maksimum Modiil Teoremi) w= f(z) fonksiyonu basit
baglantili kapali C egrisinin kapattigt D bolgesinde tanimlanmis, analitik, sabitten

farkli bir fonksiyon olmak {izere | f (z)| ifadesi maksimum degerini D bdlgesinin

siirindan alir.

ISPAT:

D Bolgesi
C Egrisi

y Egrisi <

Sekil 1.1

Sekil 1.1°de goriildiigi gibi tamamen D bdlgesinin i¢inde kalan diizgiin, kapali y
egrisinin bir i¢ noktas1 z, olsun. z, noktasinin, y Jordan egrisi (basit baglantili ve
siirekli iki fonksiyon ile ifade edilebilen x=x(z), y=y(¢) gibi bir egriye Jordan
egrisi ad1 verilir) igindeki » yarigapli uygun bir civart bulunabilir. Mademki f(z)

fonksiyonu D bdlgesinin her yerinde analitik ve tanimlanmistir Cauchy-integral

teoremine gore

D fe= g T

-z,



ifadesi yazilabilir. Yukarida sdylenenlerden dolay1 (1.1) ifadesindeki y egrisi yerini
z,’1n uygun bir civarini siirlayan |§ — zo| =r g¢emberini alabiliriz. Dolayisiyla (1.1)
esitliginden

1

12 fe= [ L

27[1 ‘{—zo‘:r él - ZO

dg

ifadesi yazilabilir.
(13) |§_ZO| =r= é’_ZO :reit‘) — C:ZO +I”€i9 — dé/:i}’eigde.

(1.3) esitlikleri (1.2) de kullanilirsa
1 27 .
(14 f) =7 f(z+re’)do
27

esitligi elde edilir ki bu da Gauss ortalama deger teoremidir. (1.4) ifadesi bize
merkezdeki fonksiyon degerlerinin, ¢evre degerlerinin aritmetik ortalamasi oldugunu

sOyler.

1. Calisma Hipotezi: | f (z)| ifadesi maksimum degerini bir i¢ nokta olan z, da alsin.

Bu durumda

[f |2 |/ Gy +re)| = £ (z0)| | (2o +re”)| 2 0=

J [|f(zo)| -| s+ reie)ﬂd@ >0

0
ifadesi gegerli olacaktir. Yani pozitif bir fonksiyonun belli araliklar i¢indeki integrali

de pozitiftir. Son ifadeden hareketle

0< m S| f o +re”)|Jao = j | ()6~ j £z, +re”)do =

0<|f(z)| 6] - H f(zy+re”)d0 =27 f(z,)] - j |/ (zy+re”)d0 =

2

1 ;
(1.5) [f )2 [|f(zy+re”)dO
27
esitsizligi elde edilir. Diger yandan (1.4) ifadesinden modiil alinacak olursa

(16 f)=oo | S +re 0=/ -

1 2z )
— | f(z, +7re?)d6
2r J; ‘

esitligi elde edilir. Ayrica egrisel integralin 6zelliklerinden



[zt

< [|£ eyl
C
esitsizligini yazabiliriz. Bu ifadeyi (1.6)’da kullanirsak

1/ (z))] =

1 2r )
— | f(z,+ re“g)dﬁ
27 ! 0

si]\ f(zy+7e")dO =

2

7 lelsy flre e

esitsizligini elde ederiz. (1.5) ve (1.7) esitsizliklerine dikkat edilecek olursa bir

celiski oldugu ortaya ¢ikar. Dolayisiyla bu ¢eliskiyi ortadan kaldirmak i¢in ¢alisma

hipotezinden vazge¢mek gerekir. Yani | f (z)| maksimum degerini bir i¢ noktada

alamaz.

2. Calisma Hipotezi: Her 8 argiimani i¢in

(1.8) £ @) =|f(z+re")

Zy

b J
4 i¢c nokta

Sekil 1.2

esitliginin daima gergeklendigini kabul edelim. Bodylece bir i¢ noktadaki degerin

smirdaki degere esit oldugunu one stirmiis oluyoruz. Bu ¢alisma hipotezi altinda z,

merkezli ve

K<h<n<..<r_ <r <.



yarigcapli ¢cemberleri diisiiniirsek (1.8) esitligi yaricaplar gittikce kiigiilen cemberler

tizerinde siirekli olarak gergekleniyorsa gostermeliyiz ki f(z) analitik fonksiyonu
ancak sabittir. | f(z, )|= ¢ (c sabit say1) esitliginde z, noktas1 D bolgesinde segilen
herhangi bir nokta olduguna gore bu esitlik bolge i¢inde bulunan biitiin noktalar i¢in
gecerlidir. Dolayisiyla | f (z)| =c¢ dir. Yani w= f(z) fonksiyonu basit bir

fonksiyondur. Gergekten;
w= £(2)=u(x,y)+v(x,y) = | f(2) =y @) + (1(x,))* =

(19 [f@f =@ey) + 0z )’ =¢.
Ote yandan w= f(z) fonksiyonu D bilgesinde analitik oldugundan Cauchy-

Riemann denklemlerini gercekler. Yani w= f(z) =u(x, y)+iv(x,y) olmak lizere

ou_ v
& 0
(1.10) Y
ou__ v
oy ox

esitlikleri gecerlidir. Simdi (1.9) ifadesinden x’e ve y’ye gore tlirev alalim ve

bulunan ifadelerde Cauchy-Riemann denklemlerini kullanalim,

2ua—u+2v@=0:>ua—u+v@=Ojua—u—va—u:O
(1.11) ox ox ox  Ox ox Oy
2ua—u+2v@=():>ua—u+v@=02>va—u—ua—u=0
& O d Oy ox Oy

(1.11) denklem sisteminde Z—u,g—u bilinmeyenler olarak kabul edildiginde bu
x oy

denklem sistemi lineer homojen denklem sistemine doniisiir ki, ¢oziimiiniin

olabilmesi i¢in katsayilar determinantinin sifir olmasidir. Yani,

=O:>u +v =0:>M=O,V=0:>
v u

u(x,y)=0,v(x,y)=0.
Simdi

ifadelerinde tekrar Cauchy-Riemann denklemleri kullanilirsa



u——v—-=20
ox Oy
= u(x,y)=0,v(x,y)=0
ov ov
v——u—=0
ox Oy

bulunur. Bu sonuglarda bize gosterir ki u(x,y) ve v(x,y) fonksiyonlar1 sabittir.
Dolayisiyla w= f(z) =u(x,y)+iv(x,y) seklinde ifade edilen fonksiyon da sabittir.
Teoremin ifadesinde f(z) fonksiyonunun D bdlgesinde sabitten farkli analitik bir

fonksiyon oldugunu soOylemistik. Bu c¢eliskiyi ortadan kaldirmak icin ¢alisma

hipotezinden vazgegmek gerekir. Yani
|f(zo)| # ‘f(zo + reig)‘
dir.
f(z) fonksiyonu reel degiskenli D ’de analitik ve siirekli oldugundan | f (z)|
maksimum degerini D ’de alir. Ancak yukarida gosterildi ki bu nokta hi¢ bir zaman
i¢ nokta olamayacaktir. O halde | f (z)| maksimum degerini ancak sinirda alir. Bu da

maksimum modiil teoremini ispatlar.

LEMMA 1.1: (Schwarz Lemmas1) w(z)=cz+c,z’ +... fonksiyonu birim disk
D= {z||z| <1} de tanmimlanmis ve analitik olsun. Ayrica w(0)=0 ve |w(z)| <1
kosullarii gergeklesin. Bu durumda
|W(Z)| < |z| ve |w'(0)| <1

esitsizlikleri gergeklenir. Esitlik hali ancak ve ancak w(z) =4z,

k| =1 fonksiyonu i¢in

gecerlidir.

ISPAT:

2
(1L12)  h(r=2B)_azvezte oL
zZ z

fonksiyonunu goéz Oniine alalim. Bu fonksiyon birim diskte tanimli ve analitiktir.
Teorem 1.2°den dolay1 fonksiyon maksimum degerini sinirda alir. Yani

w(z)
z

<1

(1.13) |h(z)| :‘

esitsizligi gecerlidir. (1.13) ifadesinden asagidaki islemleri yaparak



% <l= |w(z)| < |Z|
z

oldugunu goriirliz. Simdi limitin

7'(0)= hmw

z—0 z— O
tanimini kullanirsak

w(z)

z

lim w(z)
z—0 z

=lim
z—0

lim

z—0

W) =i

w(z+0)-w(0)| _ .
z—0

1im—W(Z)_O| -
z—0 z

lim|a(z)[<1=[w(0) <1
bulunur. Esitlik hali

h(z)zM:‘M :1:M:|l|:>w(z):|l|.z:>

w(z)=kz (k=|l))

oldugu goriiliir.

TANIM 1.1: (Subordinasyon Prensibi) f(z) ve g(z) fonksiyonlar

D:{z||z|<1} bolgesinde tanimlanmis, analitik iki fonksiyon olsun. w(z)

fonksiyonu D de tanimli, analitik ve w(0)=0,

w(z)| <1 kosullarin1 gergekleyen bir

fonksiyon olmak iizere f(z)=g(w(z)) seklinde ifade -edilebiliyorsa, f(z)

fonksiyonu g(z) fonksiyonuna “Subordine” dir denir ve f(z)< g(z) olarak yazilir.

Subordinasyon prensibi Schwarz lemmasinin genellestirilmisidir. w(z) ==z
olarak alindiginda (w(z)=z fonksiyonu |k|:1:>k:1 hali i¢in Schwarz

lemmasinda esitlik halini veren fonksiyondur) subordinasyon prensibi Schwarz
lemmasina indirgenir.

Subordinasyon prensibinin genel 6zellikleri asagidaki sekilde siralanabilir.

TEOREM 1.2: f(z) ve g(z) fonksiyonlart D birim diskinde tanimlanmig

analitik iki fonksiyon olsun. Eger f(z)< g(z) ise f(D)c g(D) dir.



Y
A w=f(z2) K
z-diizlemi _ w-diizlemi
w=g(z)
» X / /_) > 1
L) /
g(D)
D Bolgesi C Egrisi f(C) Egrisi g(C) Egrisi

Sekil 1.3

ISPAT: Teoremin ispatina gegmeden dnce geometrik yorumunu yapalim. Sekil
1.3 de gosterildigi gibi, D birim diskinin f(z) fonksiyonu altindaki resim bolgesi
f(D), g(z) fonksiyonu altindaki resim bolgesi g(D) ise f(D) bolgesi g(D)

bolgesinin alt ciimlesidir.

Subordinasyon prensibinin Schwarz lemmasinin genellestirilmis hali oldugunu
Tanim 1.1°de belirtmistik. Dolayisiyla Subordinasyon, Schwarz lemmasinin

kosullarini gergekler. Bu gercekten hareketle
(1.14)  |[w(2)| <|z|= w(2)| =|z| & w(z) = kz,

k=1
ifadesini yazabiliriz. Ote yandan

z, e w(D) = z, = w(z) olacak sekilde bir z e D vardur.

9

z, =w(z)= |Z1| :|w(z)| < |z z| <l= |Zl| = |w(z)| < |z| <l=

(1.15)
|z|<1=z €D bulunur.

Yani, z, e w(D) ise z, € D olur. Bu ise bize
(1.16) w(D)c D
oldugunu gosterir. Diger taraftan f(z)< g(z) subordinasyonunun (1.16) ifadesinde

kullanilmasi ile

f(2)=gm(z) = f(D)=gw(D)) < g(D)=



f(D)cg(D)

buluruz ki bu da ispatlanmasi istenen ifadedir.

SONUC 1.1: f(z)=z+a,z’ +..., g(z)=z+b,z* +... agilimlarma sahip f(z)
ve g(z) fonksiyonlari

f(0)=0, f(0)=1ve g(0)=0, g'(0)=1

olacak sekilde normalize edilmis olsunlar. Eger f(z)< g(z) ise

f(0)=g(0)
esitligi gerceklenir.

ISPAT: Gergekten,
f(2)<g(2)= f(2)=gW(2))
w(0)=0= f(0)=g(w(0))

sonucu elde edilir.

}3f(0) =g(0)

SONUC 1.2: 0<r <1 olmak lizere f(z)< g(z) subordinasyonu varsa
{f(2)|2| <r} < {g(2)||z| < r}

bagintis1 ger¢eklenir. Yani
f(D,)cgD,)
dir.

SONUC 1.3: f(z) < g(z) subordinasyonu gegerli ise

Max|f(z2)| < ]\‘Zl‘grx| g(2)|

‘z‘ér

esitsizligi gerceklenir.

ISPAT: Gergekten, f(z) ve g(z) fonksiyonlar: D={z||z|<1} bolgesinde

tanimlanmis analitik fonksiyonlar olduklarindan maksimum modiil teoreminden

dolay1r maksimum degerlerini D bolgesinin sinirinda alir. Teorem 1.2 den dolay1
(L17)  f(D)cg(D)

bagintisinin ger¢eklendigini biliyoruz. Teorem 1.1 ve (1.17) ifadelerinden



Max| f(2)| < Max

‘z‘ér ‘Z‘Sr

g(2)|

esitsizligi elde edilir.

SONUC 1.4: f(z)< g(z) subordinasyonu gegerli ise

Max((1-|2)] /') ) < Max (- |2)]g'(2))

‘Z‘Sr ‘Z‘Sr

esitsizligi gerceklenir.

ISPAT: Gergekten, f(z)=<g(z) oldugundan, w(z) fonksiyonu Schwarz

lemmasinin kosullarint ger¢ekleyen bir fonksiyon olmak iizere

(1.18) f(z)=g(w(z)) (Subordinasyonun tanimindan)

(1.19) |w(z)| < |z| (Schwarz Lemmasindan)

(1200 (-|]Z))|f'@)| <=2

bagintilar1 yazilabilir. (1.18) esitliginden
(121 A=l @f=0-[)HwE)gomnz)

ifadesine ulasilir. (1.21) bagintisina Schwarz lemmas1 uygulanacak olursa
(1=|zP)|f @)= A=W ()]|gw2)| < A=) )] g (w(2))] =

(122) (=Pl @< A-w)]g 0w=)

elde edilir. (1.22) esitsizliginde (1.19) kullanilirsa

(123) (=Pl @I<a-)lg'E)

esitsizligini elde ederiz. (1.23) ifadesinde maksimum modiil teoremi kullanilirsa

(1.24)  Max((-[z)] /)] < Max(a-[)]g'2)

w’(z)| | g'(w(z))| (Schwarz Lemmasindan)

), (O<r<l

bulunur ki bu da ispati istenen ifadedir.

SONUC 1.5: f(z) < g(z) subordinasyonu gegerli ise

f(0)[<]g'(0)|

esitsizligi gergeklenir.

ISPAT: Gergekten, Sonug 1.4’iin ispatinda

10



(125 (=[Pl @)= a=[wElg =)
esitsizligini elde etmistik. (1.25) ifadesinde w(0) =0 oldugunu kullanirsak
1£'(0)]<|g'(0)]

esitsizligine ulasilir.

TEOREM 1.3: f(z) ve g(z) fonksiyonlar1 D birim diskinde tanimlanmis
analitik fonksiyonlar olsunlar. g(z) fonksiyonu D bélgesinde yalinkat ise f(z)
fonksiyonunun, g(z) fonksiyonuna subordine olmasi igin gerek ve yeter sart

/(0)=g(0) ve f(D)< g(D)

olmasidir.

ISPAT: (Gereklilik) g(z) fonksiyonu D bolgesinde yalinkat ve f(z)< g(z)
olsun. 3. boliimde verilen yalinkat olmanin tanimindan dolay1
(1.26) z, #2, = g(z,)# g(z,)
dir. Ayrica f(z) fonksiyonu, g(z) fonksiyonuna subordine oldugundan
(1.27) w(z), D de analitik
(1.28) w(0)=0, (jz]<1'de)
(1.29) 2| <1 igin [w(2)| <1
olacak sekilde bir w(z) fonksiyonu vardir. (1.26), (1.27), (1.28) ve (1.29)
ifadelerinin birlikte diisiiniilmesi ile asagidaki sonuca varilabilir.

z,ew(D,) (0<r<1) igin z =w(z) olacak sekilde bir zeD, vardiwr.
Dolayisiyla

z,=w(z) =|z|=|w(z)|<1=|z|<1=z €D,

buluruz. Bu ise bize
(1.30) w(D.)c D,
oldugunu gosterir. (1.26) esitligi (1.30) ifadesi ile birlikte diisiiniiliirse
(131)  gmD,))cegD,)
bagintisi elde edilir. Diger taraftan
(1.32)  f(2)=<g2)= f(2)=gM(z2)) = f(D,)=gW(D,))

esitligini de géz Oniine alirsak (1.31) ve (1.32) ifadelerinden
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(1.33)  f(D,)<cg(D,)
yazilabilir. (1.33) bagintisinda » — 1 alinirsa
(1.34)  f(D)cgD)
buluruz. Ote yandan verilen tanimlar1 kullanarak
f(2)<g(2)= f(2) = gw(2))
= f(0)=g(0)
w(0)=0= f(0)=g(w(0))

elde ederiz.

(Yeterlilik) g(z) fonksiyonu D bolgesinde yalinkat, f(0)=g(0) ve
f(D)c g(D) olsun. Gostermeliyiz ki f(z) =< g(z) dir.

g(z), D de yalinkat oldugundan (1.26) bagintisin1 kullanarak

w=g(z) e z=g" (W)

fonksiyonunun g(D) de analitik ve yalinkat oldugunu sdyleyebiliriz. Diger yandan
f(D)c g(D) oldugundan z=g '(w) fonksiyonu ayni zamanda f(D) de
yalinkattir. Simdi
(135  wz)=g (f(2)
fonksiyonunu tanimlayalim. (1.35) seklinde tanimlanan fonksiyon yukarida

sOylediklerimizden otiiri g(D) de analitiktir. f(D)c g(D) oldugundan w(z)
fonksiyonu f(D)’de de analitiktir. Ayrica

f(0)=g(0)=0=g"(f(0)

bulunur ki bu bagint1 bize
w(z)=g ' (f(w))
g (f(0)=0

esitligini verir. Ayrica w(z) = g~'(f(z)) fonksiyonuna ait biitiin degerler z = g~'(w)

}3w(0):0

fonksiyonu ile verilebileceginden w(z)=g '(f(z)) fonksiyonu D’de analitiktir ve

|w(z)| <1 kosulunu gercekler. Sonug olarak w(z), D de analitik, w(0)=0,

w(z)| <1
kosullarini gercekleyen fonksiyon olmak tizere

w(z) =g (f(2)) = f(2)=g(m(2))
seklinde yazilabilir ki bu da subordinasyon tanimindan dolay1

f(2)<g(2)

oldugunu gosterir.
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PROBLEM 1.1: (Lindelof Prensibi) Subordinasyon prensibini kullanarak
w= f(z) fonksiyonu i¢in
Mz(’”)£|f(z)|§M1(r)

esitsizliginin gergeklendigini gdsteriniz.

COZUM: Problemin ¢oziimii i¢in asagidaki sekilde hareket edilir.
f(z)=< 1+—Z olsun. Bu durumda p,(z)= i-i—_z fonksiyonunun |z| =r ¢emberini
—z -z

nasil ¢cemberler {lizerine resmettigini bulalim. D={z||z|<1} birim diskinin resmi,

subordinasyon prensibinden dolayi, f(D)c p,(D) olacagindan f(z) resim

¢emberinin i¢inde olacaktir.

o ) 1+ . ..
Ornegin, Teorem 2.1’den dolay1 p,(z) = I—Z fonksiyonu |z| =r ¢emberini
—Z
. 1477 .
merkezi c¢(r)= 7 yaricapt p(r)= 2 olan c¢emberler iizerine resmeder.
—r —r
Dolayistyla asagidaki sekil ¢izilebilir.
Y % 1-r
.. . A .. . A o
z-diizlemi w-diizlemi 1+7
1+z A
Py (2)= B
-z !
—_ |
/ w= £(2) 5
= !
\ > X u
D Bélgesi
Resim Bolgesi
Sekil 1.4

Bu ise ¢apin u¢ noktalarinin
1-r L+

M=—— N=——
1+7 1-r
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oldugunu gosterir. Sekil 1.4 de goriildigi gibi f(D) bolgesi bu ¢emberin iginde
olacagindan

1+7

I-r

—=<\|f () E—
I+7 |f( )| l-r

esitsizligini elde ederiz. Dolayisiyla Lindelof Prensibine gore f(z)< g(z) ise

f(D,)c g(D,) dir. Buna ait sekil asagidaki gibidir.

Yy v
.. . ‘ ‘ .. .
z-diizlemi w-diizlemi

w=f(2)

w=g(2)

f (D) Resim Bolgesi

D Egrisi D

r

Sekil 1.5
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2. POZITIiF REEL KISMA HAIZ FOKSIiYONLAR

Birim diskte analitik pozitif reel kisma haiz fonksiyonlar siifi Carathedory
tarafindan insa edilmistir. Bu siif yalinkat fonksiyonlar teorisinde ¢ok 6nemli yere

sahiptir.

TANIM 2.1: (Pozitif Reel Kisma Haiz Fonksiyonlar Simifi) D :{z||z| < 1}

bolgesinde tamimlanmug analitik ve p(z) =1+ p,z+ p,z* +... Taylor agilimina sahip,

p(0)=1, Rep(z)>0 kosullarm gercekleyen p(z) fonksiyonlarindan olusan

climleye “Pozitif Reel Kisma Haiz Fonksiyon Sinifi” denir. Bu smif ayrica

“Carathedory Sinifi” olarak da adlandirilir ve “P ” ile gosterilir.

1+7°
1—72

TEOREM 2.1: W=i+—z fonksiyonu |z| =r ¢emberini merkezi C(r)=
—Zz

de bulunan ve yarigap1 p(r) =

- olan ¢emberler lizerine resmeder.

ISPAT:
1+z
w:l_z<:>w—wz=l+z©w—l=wz+zc>w—1:z(1+w)c>
w—1 w-—1 2, |W—1|2 5 |u+iv—1|2
e L e
w+ w+l |w+l| |u+iv+1|

2_|(u—1)+iv|2 , W= +v w -2u+1+v
|(u+1)+,'v|2 (u+1)’+v*  u*+2u+1+V°

WAV 2u+l=ru* +r v +ur’ + ' =

w v =2u+l1—-u*r =Vt =2ur’—r*=0=>

15



(=t +(1=r" ) =2u(l+ %)+ (1=’ = 0=

1+7*

(2.1) w v =2 u+1=0

1—72

cember denklemini buluruz (x> + y* + Ax + By + C = 0) . Bu ¢gemberin merkezi

21+r2
A -2 1+7°
a=——= = 5 1+r2
2 2 1-r" = C(r)= 1_2,0
2 2
yaricapi
2\? 22
[—21”2] +0-41  [4UFr) 4
() A*+B*-4C I-r v d=rr
r 2 2 2
(1+r2)2
2 2 2_1 4 2 4 2
(r) = 1=r") A+ 27 = (147 = 2r7) N
r 2 (l—rz)2
() = l+r4+2r2—1—r4+2r2_ 4° N
r (l—rz)2 (1—1/2)2
2r
r)=
pr) _—

olarak bulunur. Bu ifade ayn1 zamanda

1+7° 2r
f@- <
I-r l-r
olarak da yazilabilir.
1+

TEOREM 2.2: w=_ “ fonksiyonu D ={z|[z|<1} birim diskini Rew>0
—Zz

sag yarim diizlemi lizerine resmeder.

ISPAT: w fonksiyonunun tanimindan hareketle

1+z
w= _ Sw—w=l+zeow-l=w+z
w—1 |w—1|
w—l=z(1+w)©z=—<:>l>|z|= =
w+1 |w+l|
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|w+1|>|w—1|

elde edilir. Burada w=u+iv oldugu kullanilirsa
|u+iv+l|>|u+iv—1|:>|(u+1)+iv|>|(u—1)+iv|:>
WD)+ > =1 +vV =2 +2u+1+vV >u” “2u+1+v' =
2u>-2u=4u>0=2u>0=>

(2.2) u=Rew>0

bulunur. Ayrica

142z w—1 jw=1
W _ o=

1-z w+1

|(u+1)+iv|2 :|(u—l)+iv|2 =u'+2u+1+v =u’ -2u+1+v’ =
2u=-2u=4u=02u=0=>
(2.3) Rew=u=0

yazilabilir.

(2.3) esitlizgi bize w:r z

fonksiyonunun |z| =1 ¢emberini w-diizleminde
-z

Rew=u =0 dogrusu (sanal eksen) iizerine resmettigini gosterir.

(2.2) esitsizligi ise w= 1”
—Z

fonksiyonunun D = {z| |z| < 1} bolgesini w-
diizleminde Rew =u >0 sag yarim diizlemi {izerine resmettigini gosterir.

Yy v
A

z-diizlemi w-diizlemi

1+z
W=

11—z

v
=
v

D Bolgesi

Sekil 2.1
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NOT 2.1: Yukarida incelenen w= f(z) = r—z fonksiyonun P sinifina aittir ve

extremal fonksiyondur.

TEOREM 23: p(z)=1+pz+p,z°+.. fonksiyonu D= {z||z| <1} de
tanimlanmis, analitik p(0)=1, Re p(z) >0 kosullarin1 gercekleyen bir fonksiyon

olsun. Bu taktirde p(z) fonksiyonu, w(z), D de analitik w(0)=0,

W(Z)| <1

kosullarii gercekleyen bir fonksiyon olmak iizere

_ I+w(z2)

p(2) —

seklinde yazilabilir.

ISPAT:

2.4) w=w(z)= 1”

-z
Seklinde tanimlanan fonksiyonu Teorem 2.2 de incelemistik ve D:{z||z|<1}
bolgesini Rew >0 sag yar diizlem iizerine resmettigini gordiik. Diger yandan
Teorem 1.2 den biliyoruz ki “f(z) ve g(z) fonksiyonlar1 D birim diskinde
tanimlanmis analitik fonksiyonlar olsunlar. g(z) fonksiyonu D bolgesinde yalinkat
ise f(z) fonksiyonunun, g(z) fonksiyonuna subordine olmasi i¢in gerek ve yeter
sart f(0)=g(0) ve f(D)c g(D) olmasidir”.
Dolayisiyla,
(1)  p(0)=1, verilen hipotez sart1

(i) w0)= % =1, (w = 1 il Z] lineer transformasyonu
- -z

z .
, Mobius transformasyonu yalinkattir
zZ

(i) w(z)=

1+
1_

+z

(iv) Rep(0)>0, ReG j >0, (p(D)cw(D) demektir)

-z
ifadeleri subordinasyon prensibinin kosullarinin ger¢eklendigini gosterir. Yani

2.5) ()< 1”

ifadesini yazabiliriz. Subordinasyon prensibi tanimi kullanilirsa
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1+z _1+w(z)
A et (G s

yazilir ki bu da teoremin ispatini verir.

TEOREM 2.4: p(z) fonksiyonu P siifina ait ise

1+7

1-r
T S PEETy

dir.

ISPAT: Sonug¢ 1.2 de gosterdik ki “O<r<1 olmak iizere f(z)< g(2)
subordinasyonu varsa { f (z)||z| <ryc{ g(z)||z| <r} bagintis1 gerceklenir.”

Ayrica Teorem 2.1 den dolay1

1+z

w= 1 fonksiyonu |z| =r ¢emberini merkezi C(r)= L+r”
-z

(13

de bulunan ve

—I"

2 .
yarigapr p(r) = " d - olan gemberler lizerine resmeder.”

sonucunu yazabiliriz ve yine Teorem 2.3 te ispatladik ki
) 1 )
“p(z)eP ise p(z)< 1+—Z dir.”
-z

ifadesi gecerlidir. Bu ii¢ ifadeden dolay1
2r

1—7°

1+r

2.7) <

p(z)—

esitsizligi yazilabilir. Diger yandan herhangi iki z, ve z, kompleks sayisi icin
yazilabilen
(2.8) |Zl|—|Zz| < |z1 —zz|

ifadesi (2.7) esitsizliginde kullanilirsa

1+r 2r
|p(Z)|— ()— =
l—r
2r 1472 r +2r+1 1+7)* 1+
|p(z)|£ + ( )
1-7? 1-7? (1+r)(1 r) -7
1+7r
@9 |pE@s

esitsizligi elde edilir. Simdi asagidaki yardimer teoremi ispatlayalim.
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Eger p(z) fonksiyonu P sinifina ait ise fonksiyonu da P sinifina aittir.

p(z)

Gergekten, p(z) fonksiyonu P siifina ait olsun. Simdi

1
p(2)

q(z) =

fonksiyonunu tanimlayalim ve ¢(z) fonksiyonunun pozitif reel kisma haiz

fonksiyonlar sinifinin 6zelliklerini sagladigini gosterelim.

1
4(0)—m—1—1:>

2.10)  ¢(0)=1

__ri@ _ p@
p(2) p(p() |p()

q(z) =

<>[ p(i]z L re(p3)) =
p(2)|" ) |p(2)

1 -
2.11 R = R
(2.11)  Req(2) e e(p(2)=

Son esitlikte, bir kompleks sayinin ve esleniginin reel kisimlarinin esit oldugu, yani
(2.12) Re(p(z))=Rep(z) =

ifadesi kullanilirsa

RCQ(Z) = ﬁRe(%) = ﬁRGp(z) =

(2.13) Reg(z) =

>Re p(z)
p(2)|

esitligi elde edilir. Ote yandan

>0, Rep(z)>0
|p(2)|

esitsizlikleri (2.13) de kullanilirsa
(2.14) Reg(z)>0
elde edilir.
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p(z)=1+pz+p,z°+.. fonksiyonu D de analitik oldugundan g¢(z)

fonksiyonu da D de analitiktir. Dolayisiyla buldugumuz bu 6zelliklerden dolay1

q(z)= fonksiyonunun da P sinifina ait oldugunu gostermis oluruz.

Yardimc1 teoremden hareketle

1 1 1+7
Q(Z)—%:ﬂf](zﬂ—‘%‘ﬁmi

@215 | p(z)|21_—r
1+7

buluruz. (2.9) ve (2.15) ifadeleri birlikte diigtintiliirse

1+7

1-r
e SIS

esitsizligi elde edilir ki bu da bize teoremin ispatini verir.

LEMMA 2.1: (LS. Jack Lemmasi) w(z) fonksiyonu birim diskte

(D= {z| |z| <1} ’de) tanimlanmis, analitik w(0) =0,

w(z)| <1 kosullarin1 gergekleyen

bir fonksiyon olsun. Bu durumda |w(z)

z| =r ¢emberi lizerinde bir z, noktasinda

maksimum degerini alirsa, k €[] © — {0} olmak tizere
ZW'(z)) = kw(z,)

esitligi gergeklenir ([14]).

ISPAT: |z| =r g¢emberi lizerinde |w(z)| ‘niin maksimum degerini M (r,w) ile
gosterelim. log M (r,w) fonksiyonunun siirekli ve konveks, ayrica w(0)=0
esitliginden log7 'nin artan bir fonksiyonu oldugunu biliyoruz.

|z| =r ¢emberi lizerinde herhangi bir noktada
(2.16) (w(2)| =M (r,w)

olsun. z=re” ve w(z)=Re” (R#0) olmak iizere maksimum alma durumundan
dolay1
(w(z)=Re”?, z=re” = |W(z)| = ‘Rei‘”‘ = |w(z)| =R=> |W(Z)| = R(r,0))
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OR

2.17 —=0
(2.17) 20
esitligi yazilabilir. Diger yandan
aR
1 OR
2.18 —(logR = =——=
(2.18) (g(¢)) R(e) R o0

bulunur. Ayrica

(2.19) log w(z) =log(Re”) =1log R +loge” =log R +i¢

yazilig1 goz ontine alinirsa

(2.20) Re(logw(z)) =log R(r,0)

esitligi elde edilir. Dolayisiyla (2.18) ve (2.20) esitlikleri birlikte diistliniiliirse

2.21) or—ag w-%%: ﬂ%mm&ﬂ

ifadesi bulunur. Diger taraftan

logw(z) = log(|w(z)| e”f) =log|w(z)|+ip = log R(r,0) = log w(re”’) =
(222)  logw(z) =log(w(re”))

oldugu diisiiniiliirse ve (2.22) esitliginden her iki tarafin 6 ’ya gore tiirevi alinirsa

OR

' 60 ~
23) e ) _00 1R
w(re”) R R OO

esitligi elde edilir. (2.23) ayn1 zamanda

i0
o' w(re”)

w(re”?)

(2.24) =Z=X+iY

oldugunu diistinerek her iki tarafini i ile ¢arparsak

i0 W’(”elp)

(2.25)  ire =iZ=iX-Y

w(re’y )

esitligi elde edilir. (2.20), (2.21), (2.22), (2.23), (2.24) ve (2.25) ifadelerinden

o[ e W)Y o (8
(2.26) Im(re w(reig)j Re(@elogw(z)j

bulunur. Dolayistyla yukaridaki esitliklerden

1R _ 0 _Rrel & | o W (e
(2.27) 0= R 20 86’( gR) Re(aelogw(z)j Im(re w(reig)j

bulunur. Bu ise
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(2.28) —Im(re’p W'(reig)j =0

w(re”)
oldugunu gosterir. (2.28) bize k(r) = k(|z1 |) olmak tizere w(z) fonksiyonunun |z| =r
cemberi lizerinde bir z, noktasinda maksimum degerini almas1 durumunda

w(z) _
(2.29) z, o) k(|z,))

seklinde bir reel degere esit oldugunu gosterir.

Simdi k£ >1 oldugunu gosterelim. w(z) fonksiyonu w(0)=0 kosulunu
gerceklediginden w(z) fonksiyonunun z =0 civarindaki Taylor agilim1
(2.30) w(z)=az+a,z" +..+a,z" +..
seklindedir. Yani w(z) fonksiyonunun sabit terimi sifirdir. Diger yandan (2.30)

ifadesinden tiirev alip z ile ¢arparsak

(2.31) w(z)=a,+2a,z+...
(2.32) W (z)=a,z+2a,z" +...

sonuglari elde edilir. (2.29) ifadesinin

2 B k) e 2z = k() =
w(z,)

(2.33) az+2a,z +3a,2° +..+naz" +..=kaz+ka,z’ +ka,z’ +..+ka z" +...
seklinde yazilabilecegi gbz Oniline alinirsa k =n oldugu goriliir. Burada n, w(z)

fonksiyonunun z=0 noktasi civarinda Taylor a¢ilimindaki #’inci katsayiy1
gostermektedir. Yukarida sOylenenlerden dolayr bu agilimda sabit terim sifirdir

oldugundan n>1 dir. Yani £ >1 dir. Eger k(|zl|) = k(r) fonksiyonunun r ’nin artan

fonksiyonu oldugunu gosterirsek n >1 esitsizligini gostermis oluruz.

log M (r,w) fonksiyonu (logr) 'nin konveks fonksiyonu oldugundan

d(log M (r,w)) _, M'(r,w)

(2.34)
d(logr) M(r,w)

M'(r,w)

raw

ifadesini yazabiliriz. (2.34) esitligi bize (r J ifadesinin, (logr) nin ve ayni

zamanda 7 'nin artan fonksiyonu oldugunu gdosterir. Ayrica

23



d(logM (r,w))
d(logr)

tiirevi bu tiir noktalarda vardir. Tiirevin bu tiir noktalarda olmadigini farz etmemiz
halinde; sag ve sol tilirevlerin bu tiir noktalarda var oldugunu biliyoruz ve yine
biliyoruz ki bu tiir noktalarda sol tiirev sag tlirevi gecemez. Bdyle herhangi bir

M'(r,w)

durumda | r
M((r,w)

j artandir. Buna karsin 7 ’nin fonksiyonunun siirekli olmasi

gerekmez. Fakat

o ED ol YED ) e @ qomnen )
k(r)=z, wz) —Re( | w(21)J—rRe(ar (logw(z)) Z=z})
OR
=ralOgR =ri LRl  =M(r,w)
or R =2

=

z=z

oldugu g6z oniine alinirsa £ >1 oldugu goriiliir.

TEOREM 2.5: p(z) fonksiyonu D:{z||z|<1} bolgesinde analitik,

Rep(z)>0 ve p(O)=a+if (a,f>0 ve reel say1) kosullarin1 saglayan bir

fonksiyon olsun. Bu taktirde
1 .
(2.35) q(2) =E(p(2)—l,5)

seklinde tanimlanan fonksiyon P simifina aittir.

ISPAT: p(z) fonksiyonu D de analitik oldugundan, fonksiyonun bir pozitif

reel say1 ile carpilmasi ve paralel kaydirmaya tabi tutulmasi analitikligini bozmaz.
Dolayisiyla
(2.36) p(z)—if (paralel kaydirma)

(2.37) 1 (p(z)—ip) (reel sayiyla garpma)
a

fonksiyonlart da analitik olacaktir. Buna gore (2.35) seklinde tanimlanan fonksiyon

D de analitiktir. Diger yandan
1 . 1 s 1
9(0)=—(p(0)—if)=—(a+if-if)=—(a)=1=
a a a

q(0)=1
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kosulunu gergekler. Ayrica
Reg(z)= Re[l (p(z)— iﬂ)} = Re(lp(z)j = lRe p(z2)>0=
a a a

Req(z)>0

sonucuna ulagilir ki bu bize ¢(z) fonksiyonunun P simifina ait oldugunu gosterir.

TEOREM 2.6: p(z)=1+pz+p,z> + p,z°+..+ p,z" +... fonksiyonu birim
disk D= {z||z| < l} de tanimlanmis ve analitik olsun. p(z) fonksiyonunun P sinifina

ait olmast i¢in gerek ve yeter sart, w(z) fonksiyonu D de analitik,

w(0)=0, w(z)| <1 kosullarmi gergekleyen bir fonksiyon olmak iizere,
I+w(z
pz)= 1)
1-w(z)

seklinde ifade edilmesidir.

ISPAT: (Gereklilik) p(z)eP  olsun, dolayisiyla asagidaki {i¢ kosul
gerceklenir.
(2.38) p(z) fonksiyonu D de analitiktir.
(2.39) p(0)=1 dir.
(2.40) Re p(z) >0 dir.
Diger yandan,

2.41)  wz)= z:

lineer kesirsel transformasyonu Rez >0 sag yarim diizlemini birim disk igine

resmeder. Dolayisiyla (2.40) kosulu (2.41) esitliginde kullanilirsa

_p(2)-1
(2.42) w(z) = )11

fonksiyonunda sag yarim diizlemini birim disk i¢ine resmeder. Simdi (2.42)

fonksiyonundaki durumlar1 inceleyelim.

_pO-1_1-1_

M= e 1r

(243)  w(0)=0

dir. Diger yandan sag yarim diizlem birim disk i¢ine resmedildiginden
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(2.44) w(z)|<1

p(z)-1
p(z)+1
p(z)-1

p(z)+1

kosulu gerceklenir. Ote yandan w(z) = seklinde tanimlanan fonksiyon goz

Oniline alindiginda, p(z) analitik oldugundan Mobius transformasyonu da

analitiktir. Yani sonu¢ olarak (2.42) esitligi ile tanimlanan w(z) fonksiyonu

D= {z||z| < 1} de analitiktir.

W)= LI e p =
esitligi elde edilir.
(Yeterlilik) w(z) fonksiyonu D = {z||z| < l} de tamimlanmis
(1) w(0)=0
(ii) w(z)| <1
(ii) w(z), D= {z]z| <1} de analitik
kosullarini ger¢ekleyen fonksiyon olsun. w(z) fonksiyonu yardimiyla

1+ w(z)

Q49 @)=

fonksiyonunu tanimlayalim. (2.45) ifadesindeki fonksiyon bir lineer transformasyon
oldugundan, f(z), D= {z||z| < 1} de analitiktir ve

I+w(0) 140
= =1=
I-w(0) 1-0

(2.46)  f(0)=1

kosulunu saglar. Ayrica

g . —Z:l 1+ w(z) m
Ref(Z)—z.f( )+ /( )] 2Lw(z)+[lw(2)ﬂ:>

J(0)=

C11vwe)  1TvwE)

Re J(2)= 2| 1-w(2) " l—w(z)} -

Re £z~ L] (@)= w@) + @)=z |
2| (1-w(z))(1-w(2))
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1 [1- 9@ + )= @) +1- () + w2 = )
Re/=7 1+ w(2)(1+ w(2))
1| 2-2w@) |_1=pea)f’
R ——
¢/ 2 i |1 - w(z)|2 |1 w(z)|

(247)  Ref(z)>0

1+w(z2)

kosulu gerceklenir. (2.45), (2.46) ve (2.47) yaziliglar1 bize f(z)= )
-w(z

fonksiyonunun P sinifina ait oldugunu gosterir.

TEOREM 2.7: w= f(z) fonksiyonu P simifina ait ise

12 Ref(zy< it
1+7r 1-r

distorsiyonu gergeklenir.

ISPAT: Teorem 2.1°de w= f(z) fonksiyonu P smifina ait ise

2r
l—r2

1+r

(2.48) ‘f( )1

esitsizligini gerceklenecegini gostermistik. Ayrica herhangi bir z kompleks sayisi
i¢in
(2.49) —|z| <Rez< |z|

2

bagintis1 vardir. Eger w= f(z)— i+ ! 5 almirsa

(f(z)_l-i-r J ‘f( )_1+r

esitligi elde edilir. (2.48) ve (2.50) esitsizlikleri birlikte diisiiniiliirse,

I+r
(f (z )— J
yazilir. Bu ise ayn1 zamanda

SRe(f(z)—1+r j 2r

1+r

(2.50) ‘f( )10

2r
l—r2

1+r 1+r

2.51) -

A

5 2

@5 - 2r2

1-r 1—-r?

demektir ve
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2r 1+r 2r

PSR f(D) -y ST

2r 1+r 2r 1+r2
— <Ref(z2)<

l—r2 1- /(@)= —r2 1-72
_ 2 2
1 2r4;r SRef(z)Sl+2rtr N
1-r 1-r

(1-r)? <Re f(2) < (1+7r)? .
(I-r)(1+r) B B (A-r)1+7r)

1- r<Ref(z)<1+r
1+r

-r

seklinde ifade edilir.

TEOREM 2.8: |a| <1 kosulunu saglayan bir kompleks say1 i¢in

1+|a|

1+al_
1+|a|

1-a

esitsizligi daima vardir.

ISPAT: Kompleks sayilarda ki iiggen esitsizliginden
(253)  [l+d|<1+]d]
ifadesini yazabiliriz. Ayrica,
1:|1|:|1—a+a|£|1—a|+|a|:
(2.54)  1-|d/<|l-q|
bagintisini (2.53) esitsizliginde kullanirsak

|1+a|£1+|a| |1+ | l+|a|
i=d “1-Ja ~ [1=a| " 17

elde edilir ki buda bize teoremin ispatini verir.

TEOREM 2.9: w= f(z) fonksiyonu P siifina ait ise

2
' <=
|f (Z)| (1 _ |Z|)2

esitsizligi gerceklenir.
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ISPAT: w= f(z) fonksiyonu P smifina ait ise, ¢(z) fonksiyonu Schwarz

lemmasinin kosullarin1 saglayan bir fonksiyon olmak iizere

_1+9(2)
@59 @)=

seklinde yazilabilir. (2.55) ifadesinden tiirev alirsak
, 'O =@(2))+ @' (21 +@(z
F2)= 2=+ N1+ 0(2)

(I-g@2) -
F(z)= 2 D=2 Ee()+ co'(f) +9(2)¢'(2)
(1-0(2))
' 2¢'(z)
flR= s
(1-¢(2))
2lp'(2)
2.56)  |f(z)=——%
7l 1-o(2)

esitligi  bulunur. Ayrica ¢(z) fonksiyonu Schwarz Lemmasiin kosullarin
gerceklediginden

1-|p(z)

2.57
(2.57) |

9'(z)|<

yazilabilir. (2.56) ve (2.57) birlikte diisliniildiiglinde

2(1|¢<z)|2]
&)\ 1l ) 20-lee))
l—p)[  l-e@]  (-|I-e@)
2(1-|p(2))) (1+]o(2)))
(A-[pA+|D[- ()

esitsizligini elde ederiz. Diger yandan ¢(z) fonksiyonunun |g0(z)|£|z| esitsizligini

f'(2)|=

(2.58) 1f'(2)|<

sagladigi goz oniine alinirsa

I+|p(2)] _ |

(259)  l+|p(2)| <1+ = <
l+|Z|

ifadesi bulunur ki (2.59) ifadesi (2.58) de kullanilirsa

2(1-p(2))

(2.60) 1f'(2)|< -
(1= |2pI-o(2)|

elde edilir.
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Ayrica z, ve z, herhangi iki kompleks say1 olmak tlizere
(2.61) |z1 —22|£|zl|—|zz|
esitsizligi daima gegerlidir. Bu ifadede z, =1 ve z, = ¢(z) olarak alinirsa
2
2.62)  |l-p(2) <l-|p(z)|=I-0(2) <(-|p(=))
elde edilir. (2.62) ifadesi (2.60) da kullanilirsa

o) 2@ 20l
(A= -eE) ~ A=|zDA-|p(=)

2
(1= |21 ~|e(2)))

bulunur. |g0(z)| £|z| esitsizligi (2.63) ifadesinde kullanilirsa

(2.63) 1f'(2)|<

) 2
' < <
2
' < -
£ (1-|2)’

elde edilir.

SONUC 2.1: w= f(z) fonksiyonu P sinifina ait ise
1-r 1+r 2
—<|f@)|L— ve |[f'(2)f——
1+ ) 1-r ) 1=z’
esitsizlikleri gergeklendiginden P sinifi normal bir aile olusturur ve P sinifi kompak

bir fonksiyon ailesidir.

SONUC 2.2:

= | f '(0)| <2 esitsizligi vardir. Bu ise

2
' <=
f'@) e}

f(z):1+plz+p222+...:f’(z):p1+2pzz+...:>f'(0):p1

oldugu goz Oniine alinirsa
1O =|p|<2

demektir.

TEOREM 2.10: f(z) fonksiyonu P sinifina ait ise 0<t <27 olmak iizere

f(e"z) fonksiyonu da P sinifina aittir.
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ISPAT: f(z)eP oldugundan
(2.64) f(2)=1+pz+p,z° +..
acilimina sahip, D = {z‘ |z| < 1} bolgesinde analitik ve
(2.65) Re f(z)>0
(2.66) f(0)=1
kosullarii gergekler. Simdi
(2.67) h(z)= f(e"z)=1+pe"z+ p,e™z" +...
fonksiyonunu diigiinelim. (2.67) yazilisindan dolay1 /4(z) fonksiyonu D = {z‘ |z| < 1}
de analitiktir, 4£(0) =1 kosulunu gergekler.

=e"z=|¢]=

e" |Z| = |z| <1

e'z

ifadesi g6z Oniine alacak olursak { € D = {z||z| < 1} dir ve

h(z)= f(e"z) = Reh(z)=Re f(£)>0

kosulunu gercekler. Yani /(z) fonksiyonu P sinifina aittir.

TEOREM 2.11: w= f(z) =1+ p,z+ p,z" +... fonksiyonu P sinifina ait ise

<2

D,
dir.

ISPAT: Teoremin ispatinda asagidaki integral kullanilir.

1 . 17dz
(2.68)  I=—— j f(z)[2—z Z”:|Z

Clz|=1
integralini géz ontline alalim. (2.68) integrali ayn1 zamanda

=L | f(z)[z—z” —Ln}é:
z z

4z C:‘z‘:l

(2.69) I=—- j 2@612—# jz"-lf(z)dz—L j EACIp
27

n+l
2721 C:‘z‘:l z 2721 C:‘z‘:l C:‘z‘:l z

(i) (if) (i)
seklinde ifade edilebilir. (2.69) yazilisindaki
(1) integral;
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2
L‘ Zf(z)dz:i‘ _[ 21+plz+p22 +de:
2721 C:‘z‘:l z 2721 C:‘z‘:l z
1

— .[ 2(l+p1 +pzz+...jdz
2721 C:‘z‘:l z

seklinde yazilirsa integralin sadece z =0 noktasinda rezidiisii vardir (Laurent agilimi
diistiniiliir). Rezidii teoreminden dolayi, integralin degeri Laurent agilimindaki ilk

katsaytya esit oldugundan (i) integralinin degeri 2 olarak bulunur.

(1) integral;
1

1
— I 2" f(2)dz =— I A+ pz+p, 2+ p 2 +.)dz =
27i Clz|=1 7l Clz|=1

1 - -_—
=— I '+ p+p, 2™+ p 2T+ )z
Clz=1

seklinde yazilirsa Cauchy-Integral Teoremine gore integralin degeri 0 olarak

bulunur.

(ii1) integral;
1@,

2721 Zn+1

Clz|=1
Integrali oldugu goéz ©Oniine alimirsa Cauchy-Tiirev formiiliinden dolay1 p,

katsayisina esittir.

Buldugumuz sonuglar1 (2.69) ifadesinde yazarsak, / integrali

1 :L. J. 2&612—# J’z”_lf(z)dz—i‘ I fgi) dz =
2721 C:‘z‘:l z 7z C:‘z‘:l 2721 C:‘z‘:l

(2) (0) (Py)

(2.70) I1=2-p,
olarak bulunur.
I integralinin diger bir ¢6zlimii ise asagidaki sekilde yapilabilir.

1= I f<2)[2—2”—ﬂ%=i [ r@[2-z-2 %:

27i Clzl=1 27i Clzl=1
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(2.71) 1:% | f(z)[2—(z"+z")]%

C:‘z‘:l
z=e? =>dz=iedf, z" =", 27" =e ™"’
n -ny\ __ in@ —in@N __
2—(z"+z")=2—(e""+e"") =
2—(cosn@+isinn@+cosnf—isinnf)=

2—(2cosnf)=2—-2cosnf =

2(1-cosnf)=2(1—cosb)) =2 sin2ﬁ+coszﬁ—cos(ﬂ—ﬁ) =
& 2 2 2 2

, 6, né

2(sin’ ﬁ+ cos’ ﬂ—cos2 ﬂ+ sin® ﬁ) = 4sin”* - = 4sin® — =
2 2 2 2

2—(z"+zT")= 4sin? ﬁ
2
(2.71) integralinde yukarida buldugumuz ifadeler yazilacak olursa
1 n —-n dZ
I=— J. f(z)[Z—(z +z )]—=
2 C:‘z‘:l z
, n@ie”

[ 7e”)4sin ~ ad0=

z‘:l

1
27zi‘
1 : né
2.72 I=— e'’)4sin® —do
(2.72) > j () asin’
esitligi bulunur. Diger taraftan 0<60<27 = 0<nf <27 oldugu aciktir. |z| =1

cemberi lizerinde calistigimizdan (2.72) integrali

, né

@73)  I=—| f(e"“))4sm7

z‘=l

L do = LTf(emMsinzn—ed@
27r‘ 2 2

seklinde yazilabilir. Ayrica f(z) fonksiyonu P smifina ait oldugundan
Re f(z2)>0= Re f(e'?) >0 esitsizligi saglanir. Dolayisiyla

27
Re[:Re(2—pn)=Re[gjf(eig)sinz%dﬁlz 0=>
4 0

(2.74) Re(2-p, )20 Rep, <2=
esitsizligi elde edilir. Diger yandan P smifinin orijin etrafindaki rotasyon altinda
invaryant kaldigmi, yani f(z)eP ise f(e“z)eP oldugunu, Teorem 2.10 da

gostermistik.
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int

f(e"z) fonksiyonunun Taylor agilimindaki n’inci katsaymin ¢ p, oldugu goz
ontine alinirsa (7) esitsizligi,
(2.75) Re(e™p,)<2, 0<t<2rx

seklinde ifade edilebilir. 7 ’nin 6zellikle

— eiargpn = e_iargpn —
276) P, =|p.| P, =|p.
nt=—argp, < nt+argp, =0

olacak sekilde degeri secilirse (2.75) ve (2.76) esitliklerinden
Re(e" p,)=|p,|<2

oldugu bulunur.

TEOREM 2.12: f(z) fonksiyonu P sinifina ait ise

1+e z

/()= j —dy(0), 72m)-7(0)=1

seklinde yazilabilir. Burada
1 | :
y(t,r)= —J.Re f(re'®)do
27y,

seklinde bir fonksiyondur.

ISPAT: Teoremin ispati, analitik fonksiyonlar igin Schwarz formiilii
kullanarak yapilir. Analitik fonksiyonlar i¢in Schwarz formiilii asagidaki sekilde

ifade edilir.

h(z) fonksiyonu |z| < R de analitik olsun. Bu durumda

dg

1 ﬂu(g)?m

yazilis1 gecerlidir. Burada ¢ keyfi reel say1, u(¢) fonksiyonu, /(z) fonksiyonunun
reel kismudir.
|§|:r:>§:re” =d¢ =ire'dt =
it

_L g“+z :L e+z [,Z'I”L
f(2)= zm-J o f(:) > j (re")" " dt =

re +z

(2.77) f(z)—— j ~Re f(re"dt
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Diger yandan Helly se¢cme teoremine gore, [a,b] araliginda sonsuz elemana

sahip bir F ={f(x)} ailesi tanimlanmis olsun. Aileye ait biitiin fonksiyonlar ve bu

fonksiyonlarin toplam degisimi sinirh, yani Vf(x)e F igin | f (x)|£K ve

b
V f(x)<K ise, F ailesinden bir {f (x)} dizisi segmek miimkiindiir ki {f, (x)}

dizisi [a,b] nin her noktasinda bir ¢(x) fonksiyonuna yakinsar. 7 — oo igin r, — 1

olmak tizere {r,} dizisi, y(¢t,r,) fonksiyonunun biitiin siireklilik noktalar1 i¢in y(¢)

fonksiyonuna yakinsar. Burada y(¢,7,) = 2L .[ Re f(r,e")d0 dir. Dolayisiyla (2.77)
T 0

esitligi
f(z):zij re’ +ZR F(reydt =
0
2t
re' +z i re’ +z
f(z2)= j ( Re f(re )dtj [= ~dy (1)
O 0
dy (1)
seklinde yazilabilir.

TEOREM 2.13: w= f(z) fonksiyonu P sinifina ait olsun. Bu durumda

y(t,r)= ij;Re f(re’®)do

seklinde tanimlanan fonksiyon 0 <7 <27 aralifinda monoton artan bir fonksiyondur.

ISPAT: w= f(z) fonksiyonu P smifina ait oldugundan
(2.78) Re f(z)>0

kosulunu gercekler. Dolayisiyla

t
2.79)  y(t,r)= L j Re f(re?)d6 >0

27y,
dir. §imdi 0<¢ <t, <27 olmak lizere
1T 1 1

(2.80)  O<y(t,r)=— j Re f(re'®)dO :—jRe f(re )d¢9+—jRe F(re”)do

27, 27, 27 !

ifadesini yazalim. Diger taraftan
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Q281)  y(t,,r) 1 [Ref(re” 0+ [Re f(re*)d0 L [Re f(re*)d0
27, 27 ! 27,

y(,r)
oldugunu goz oniine alinirsa
7(129r)>7/(119r)

bulunur ki buda teoremin ispatini verir.

SONUC 2.3: y(27z,r)=1, y(0,r) =0 esitlikleri gegerlidir.

Gergekten,

27

1
f@=-]

0

re' +z

Re f(re")dt

re'" —z

ifadesinde z =0 alinacak olursa

2t
F(O)=1=-L [“rRe f(re"ydt =
27 J re'

0
1= %Re f@re")dt=yQ2n,r)= yQm,r)=1
V4
bulunur. Ayrica
1 | .
y(t,r)=— j Re f(re®)d0
27,
taniminda ¢ =0 alinirsa
17 :
7(0,7) =— j Re f(re')d0=0=> y(0,r)=0
27

elde edilir.

TEOREM 2.14: p(z)=1+pz+p,z° +.. fonksiyonu D={z|z|<1} de

tanimlanmis ve analitik olsun ve Re p(z) >0, p(0)=1 kosullarin1 gergeklesin. Eger

Re p(2),

z| = r ¢emberi lizerinde bir z, noktasinda minimum degerini aliyorsa

2,p'(2) =t(1=(p(2,))"), (lﬁ—%j

esitligi gecerlidir. Daha fazla olarak p(z,) =0+ 4i bagntis1 gerceklenirse

2P () =101+ A1) <=
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esitsizligi gecerlidir.

ISPAT: p(z) fonksiyonu yardimiyla

_p2)-1
(2.82) w(z) = T

fonksiyonunu tanimlayalim. w(z) fonksiyonu D de analitik ve p(0)=1 oldugundan

w(0)=0 kosulu gergeklenir. Ayrica lineer transformasyonu sag yarim

z+1

diizlemi, birim g¢embere resmettiginden (2.82) den dolay1 |w(z)|<1 kosulunu

gercekler. Diger taraftan Re p(z),

z| =r ¢emberi ilizerinde bir z, noktasinda

minimum degerini aliyorsa (2.82) yazilisindan dolayr w(z) ayni noktada maksimum
degerini alir. Dolayisiyla 1.S. Jack lemmasindan (Lemma 2.1)

(2.83) zgW(z,) =kw(z,), k=1

esitsizligini yazabiliriz. Diger taraftan (2.82) ifadesinden tiirev alirsak

_ P @@+ -p'()(p()-1)
(p(2)+1)°

P'@p(2)+p'(2)-p'(2)p(2)+p'(2)
(p(z)+1)?

w'(z)

w(z)=

, 2p'(z)
2.84 =7
R P S ISIE

esitligini elde ederiz. (2.84) esitliginin her iki tarafi z ile carpilirsa
2.85)  zw(n)=—22)_

ifadesi elde edilir. (2.82) ve (2.85) bagintilarindan hareketle
zw'(z) _ 2zp'(z) p(2)+1 _ 2zp'(z)
wz)  (p(2)+1)’ p(2)-1 p*(2)-1
(2.86) _zw'(2) _ 2zp 2(Z)
w(z) 1-p(2)
elde edilir. (2.83) esitligi (2.86) da kullanilirsa
_Io(z) _ Zop;(zo) :—E: Zop;(zo) N
2w(z,) 1-p7(z,) 2 1-p(z)

(2.87) %ﬁuo=—§a—p%%»
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ifadesi elde edilir. Diger taraftan

(2.88) k21:>—k£—1:>—§é—%

bulunur. (2.87) ve (2.88) bagintilar1 birlikte diisiiniiliirse

/ k 1
2P/ (20) =10 p*(z,). 1= =3 <=

olarak bulunur. Eger
p(zy) =0+ Ai
ise bu durumda
Pi(z)=(0+4i)’ = A%* =-A°

bulunur.

, k
Zyp (Zo):_z(l_pz(zo))
' k 2
(2.89) ZoP (20)2—5(1-1-14 )
2 . k 1
Aell > 4" >0, k21 oldugundan —k<-1= —ES—E:

(2.90) —%0+A63—%0+A5

esitligi elde edilir.
1+4>>1= —(1+4°)<-1.

L+ _ 1

2 2
(2.90) ve (2.91) esitlikleri birlikte diisiiniiliirse

(2.91)

k 1 1
2.92 ——(+A4H)<——(1+4)<——
(2.92) 2( ) 2( ) 5

esitsizligi elde edilir. (2.92) ve (2.89) beraber diisiiniiliirse

(2.93) %p@0=—§a+A63—%

bulunur. ¢ = —% alinirsa (2.93) ifadesi

2P () =11+ A1) <=

sekline gelir.
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TEOREM 2.15: p(z)=1+pz+p,z°+.. fonksiyonu D={z|z[<1} de

tanimlanmis, analitik olsun ve Re p(z)>0, p(0)=1 kosullarim1 gergeklesin. w(z),

<1 kosullarini saglayan bir fonksiyon olmak {izere

A(z)—B(z) <Re zw'(z) < A(z)+ B(z)
4 - 1-w?(z)) 4

esitsizligi
r2|p(z) + 1|2 —|p(z) - 1|2
(1-r*)p(2)|

Az) = Re(p(z)—%} B(z)=

acilimina sahip fonksiyonlar i¢in gerceklenir.

ISPAT: p(z)=1+pz+p,z° +... fonksiyonu D de tanmimlanmus analitik
p(0)=1, Re p(z) >0 kosullarin1 gercekleyen fonksiyon olmak iizere

1+w(z):> I I-w(z)
1-w(z)  p(z) 1+w(z)

294  p(2)=

seklinde yazilabilir. Dolayisiyla (2.94) esitliklerinden
I 1+w(z) 1-w(z2) N

P T oz 1ew(a)
1 4w(z)
2.95 _ _
(2.95) (P(Z) p(z)J ()

ifadesi elde edilir. (2.95) den hareketle

) pd A
(296)  A(z)= Re(ﬂz) ()j Re(l—wz(z)j

bulunur. Benzer tarzda hareket ederek (2.94) yazilisindan

r2|p(z)+1|2 _ 2 M_,_l |1+W(Z)+l w(z)| _ | |2
1-w(z) 1-w(z) | - w(z)|
@971 Pl =
1= w(2)|
ifadesi elde edilir. Diger taraftan
p() -1 =22 ‘ w@ -1+ w@)[ [ 2w) [
l-wiz) | | 1-wiz) | [1-w>)
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4|w(z)|2

2.98)  |p()-1[ = T

dir. (2.97) ve (2.98) ifadelerinin birlikte kullanilmasiyla

47? 3 4|w(z)|2
B(z)= P |p(z)+ 1|22 —|p(z)—1|2 _ |l— w(z)|2 |l— w(§)|2 N
(1=r7)|p(2)| L1+ w(z)
(I=r)|—7—=
1-w(z)
299)  Bz=— =D

(1- rz)‘l +w (z)‘2
bulunur. Diger taraftan w(z) fonksiyonu
, r’ —|w(z)|2
(2.100)  |zw'(2)—w(2)|< Y
—-r
esitsizligini gergekler. (2.100) ifadesini ‘1 -w (z)‘ ile bolersek

W@ —wz)| )

(2101) | I—WZ(Z) |_(1_r2)‘1_w2(2)‘

bagintisint buluruz. z herhangi bir kompleks say1 olduguna gore
(2.102)  —|z/<Rez<l
esitsizligi ger¢eklenir. Dolayisiyla (2.102)’ye gore (2.101) ifadesinden

Re(zw’(z)—w(z)jS|zw’(z)—w(z)|S ”2—|W(Z)|2 N
1-w’(z) )| 1-w*(2) | A=r)f1-w(2)

mﬂ@—an< =)

(2.103) Re( _ <
1—w(z) (1-r")I-w’(2)

esitsizligi yazilabilir. (2.103) ifadesi ayn1 zamanda

Re(zw’(z)—w(z)j<Re( wW(z)  w2) J< r? ~|w(z)] _
I-w'@) ) =@ 1-w'(2)) A-r)l-w(2)|

(2.104) Re( w'(z) Js r* =) +Re(LZ)J
1=w(2)) " (1=r)l=w’(2) 1-w(z)

seklinde yazilabilir. (2.96) ve (2.99) ifadeleri (2.104) esitsizliginde g6z Oniine

alinirsa
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(2.105) Re( () j<A(Z) L B@)

1-w?(z)) 4 4
elde edilir. Ayrica (2.101) ve (2.102) ifadelerinden

Re(zw’(z)—w(z)j>_ ”2—|W(Z)|2 N
I=w'(z) ) (A=r)I-w’(2)

Re( w(z) j_R({ w(z) j>_ r? —|w(z)] _
1-w’(2) 1-w’(z) ) (l—rz)‘l—wz(z)‘

(2.106) Re[MJZRC( w(z) J_ r2_|W(z)|2
Y B Ve s

esitsizligi yazilir. (2.106) ifadesinde (2.96) ve (2.99) kullanilirsa

zw'(z2) S A(z) B(2)
1-w’(z)) 4 4

(2.107) Re[

bulunur. (2.105) ve (2.107) esitsizliklerinden

A(z)—B(z) <Re zw'(z) < A(z)+ B(z)
4 B 1-w?(z) ) 4

elde edilir.

TANIM 2.2: (Genellestirilmis Pozitif Reel Kisma Haiz Fonksiyonlar
Simnifi): w= f(z) fonksiyonu birim diskte analitik, w(0)=0,

w(z)|<1 ve A4, B reel

sayilar olmak tizere —1< B < 4 <1 kosullarini gerceklesin. Eger
(2.108)  p(z)=1+pz+p,z° +..
acilimina sahip p(z) fonksiyonu

1+ Aw(z)

(2.109) p(z2)= I+ Bu(2)

seklinde ifade edilebilirse “ p(z) fonksiyonu P (4, B) sinifina aittir” denir.

(2.109) yazilis1, subordinasyon prensibi ve

1+ Az

(2.110) po(z)=1+BZ

fonksiyonu gz oniine alindiginda (2.108) acilimina sahip bir fonksiyonun P (4, B)

sinifina ait olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart

41



1+ A4z
1+ Bz

2.111)  p(2)<

subordinasyonunu gergeklemesidir.

Bu fonksiyon smnifi W. Janowski tarafindan tanimlanmisti ve yalinkat
fonksiyonlar teorisindeki en genel fonksiyon sinifi olma 6zelligini tasir. Bu durum

asagidaki sekilde agiklanabilir.

1+w(z2)

1. Durum: A=1, B=-1 ise (2.109) yazilisindan dolay1 p(z)= ooy
—-w(z

haline gelir

ki P (1,—1) sinifi, pozitif reel kisma haiz fonksiyon sinifidir.

2. Durum: 4=1-2a, B=-1, 0<a <1 olmasi halinde p(z) fonksiyonu, p(0)=1,

Re p(z) > a kosullarin1 ger¢ekleyen birim diskte analitik fonksiyonlarin sinifindadir.

3. Durum: A=1, B=0 olmast durumunda P(1,0) simfi, birim diskte analitik

p0)=1 ve | p(z)— 1| <1 kosullarini gergekleyen fonksiyonlarin sinifidir.

4. Durum: A=a, B=0, 0<a <1 olmast durumunda P(«,0) smifi, birim diskte

analitik p(0)=1 ve | p(z)— 1| < a kosullarini gergekleyen fonksiyonlarin sinifidir.

5.Durum: A4=1, B= —1+L, M >l olmasi durumunda P 1,—17LL sinifi, birim
M 2 M

diskte analitik p(0)=1 ve | p(z2)-M |<M kosullarmi gergekleyen fonksiyonlarin

smifidir.

6. Durum: 4=a, B=-a, 0<a <1 olmasi durumunda P (&,— &) simifi, birim diskte

p(z)-1

analitik p(0)=1 ve )21 < a kosullarmi gergekleyen fonksiyonlarin sinifidir.
p(2)+

Bu fonksiyon sinifina ait genel 6zellikler agagidaki sekilde verilebilir.
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OZELLIK 2.1: p(z) e P(4,B) ise P(D) resim bolgesi

1-4 1+ A4
D = -)=——, D, = N=—"
= p(=1) 1—B , = po(D) 1+ B

noktalar1 bir ¢capin ug¢ noktalar1 olan ve merkezi reel eksen lizerinde bulunan diskin
icindedir. Bagka bir degisle, 0 <D, <1< D, kosullarmi ger¢ekleyen bir nokta ¢ifti
icin —1<B < A<1 kosullarin1 gercekleyen 4 ve B reel sayilar1 vardir ki P (D), D,

ve D, noktalarimi bir ¢apin ug noktalar1 kabul eden disktir.

Gergekten, w=u+iv olmak lizere

W=1+AZ<:>W+BWZ=1+AZ<:>W—1=(A—BW)Z<:>Z= vl
1+ Bz A—Bw
= (@+iv) -1 =D+ =17+
| A= B(u+iv)|"  |(A—Bu)—iBv)]"  (A~Bu)*+(Bv)’
2 (u—17>+V w =2u+1+v

= = -

(4 —Bu)2 + (Bv)2 A* =2 ABu+ B*u* + B»?
u = 2u+1+v = Ar* + 24Br*u— B*r*u* - B***v* =0 =
(=B +(1-B*r* W =2(1— ABr)u+(1- 4r*) = 0=

2 2.2
uz+vz—21 Aljrzu-i-l A2r2=O
1-B°r 1-Br

cember denklemini buluruz (x> + y* + Ax + By + C = 0) . Bu ¢gemberin merkezi

21—ABr2
A “1_py2 1-4BF
a=-= = 2 2 1— ABr*
2 2 1-B7 L= C(r) =| —22 0
0 1-Br
2 2
yarigapi
2
1— ABr? 1- 4%
R 20 o | TO-4 o h s
) NA?+B?—4C 1-Br 1-Br
r)= = =
P 2 2
) 1=4B? ) 1=47 1= 4BrY —(1=B)(1—4*)
L 1-B*r* 1-B*r* (1-B*r?)’
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() = 1—-2A4Br* + A*B*r* —1+ A*r* + B*r* — A*B*r*
p (1_32r2)2

A*r* —=2A4Br* + B*r? A* —24AB+B® (A-B)’
p(r)= =

(1_32r2)2 (1—B2r2)2 (1_32r2)2
_(A-B)r
POV

olarak bulunur. Bu ifade ayrica

1-4Br?| _(4-B)r
1-B**| " 1-B*?

p(z)—

seklinde ifade edilebilir. Ozelligin geometrik ifadesi asagidaki Sekil 2.2°de

verilmigtir.
y
z-diizlemi i w-diizlemi
1+ 4z
P& =1,
e

AN,
<

D Bolgesi

v
Po(D)
Resim Bélgesi

Sekil 2.2

Iki nokta arasindaki uzaklik formiiliinden yada orta nokta formiiliinden hareket

edilirse

IDD,| |[(1+4 1-4Y 4-B
= - = (cap)

2 1+B 1-B) 1-RB>
1+4 A-BY 1-A4B
\/(1+B_1—sz =g (merkez)

olarak bulunur.
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OZELLIK 2.2: p(z) fonksiyonu P(4,B) smifina, ¢(z) fonksiyonu ise
P(1,—1) smifina ait fonksiyonlar olsun. Bu iki fonksiyon arasindaki baginti,

bulunduklar1 siniflarin tanimlarindan hareketle asagidaki sekilde ifade edilebilir.

q(z) fonksiyonu P(1,—1) sinifina ait bir fonksiyon (pozitif reel kisma sahip
fonksiyon) oldugundan

1+W(Z)c>q(z)—<1+—z

(2.112)  ¢q(z)e P(,-1) < q(2)=
1-w(z) -z
bagintilar1 gegerlidir.

p(z) fonksiyonu P(A4,B) smifina ait bir fonksiyon oldugundan

1+Aw(z)<:>p(z)_< 1+ Az

(2.113)  p(z)e P(4,B) & p(z) :m 5

bagintilar1 gegerlidir.
(2.112) ve (2.113) ifadelerindeki w(z) fonksiyonu Schwarz Lemmasinin

kosullarimi gergekleyen bir fonksiyondur. (2.112) bagintisindan hareket ederek w(z)
fonksiyonunu ¢(z) cinsinden ifade edersek

1+ w(2)
1= 06

q(z)=1=w(2)(q(2)+1) =

< q(2)—q(z2)w(z) =1+ w(z) <

2114)  w(z)=LB-1
QI we)=25

yazabiliriz. (2.114) esitligi (2.113) de kullanilirsa
1449271
q(z)+1 N
11341
q(z)+1
_(A+4)q(z)+dA-4)
(1+B)g(z)+(1-B)

p(z)=

2.115)  p(z)

ifadesine ulagilir. (2.115) esitligi P (4, B) sinifi ile P(1,—1) smifi arasindaki bagintiy1
gosterir.

OZELLIK 23: p(z)=1+pz+p,z°+..+p,z" +.. fonksiyonu P(4,B)

sinifina ait ise

P.|<(4-B)
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esitsizligi gerceklenir.

Bu ozelligin ispatinda Mobius transformasyonlar1 icin Y. POLATOGLU

tarafindan verilen asagidaki lemma kullanilir. Buna gore a, b, ¢, d kompleks sayilar

az+b Mobius

olmak {izere birim disk D = {z||z| <1} de tanimlanmis olan f(z)=
cz+

transformasyonunun Taylor agilimindaki »n. katsayinin modiilii

n

ef 1o ﬁ‘zl
d| |bd| ™ " |d
kosullarini gerceklerse
@116) a|<|* 1 =[ad -
: a,|< Y a c

ifadesi gecerlidir. Buna gore

1+ Aw(z) 1+ Az
(2.117)  p(z)e P (4,B) @p(z)——HBW(Z) @p(2)<—1+BZ
1
RS B 1 =(4-B)=|p,|<(4-B)

bulunur.

OZELLIK 2.4: p(z) eP(4,B) olsun. Bu durumda

1-Ar 1+ Ar
2.118 <|p(2) <
( ) 1-Br |p( )| 1+ Br
1-Ar 1+ Ar
2.119 <Rep(z)<
( ) 1-Br P 1+ Br

esitsizlikleri gerceklenir.

Gergekten, herhangi bir z kompleks sayisi i¢in
(2.120)  —|z|<Rez<|]
esitsizliginin gegerli oldugunu biliyoruz. Bu ifadeyi Ozellik 2.1°de gsterdigimiz

1—ABr2|< (A—B)r

2.121 - <
( ) P) 1—Bzr2‘ 1-B**

esitsizliginde kullanirsak

1— ABr?

Re[mz)——jz“mz)—l‘ABrz'>—(A‘B)r

1— B*? |_ 1— B*?

1— B*r?
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1—ABr2>_(A—B)r l—ABrZ_(A—B)r

Re p(z) - > = Rep(z) 2
p( ) I_BZI,-Z l_Bzrz p( ) 1_B2r2 1_32r2
1-(A-B)r— ABr’
2.122 Re p(z) =
( ) p(2) 1— B2
elde edilir. Buradan
1-(A-B)r—ABr* =0=
(A= B)%/(A-B)* +44B
12 = =
2AB
_(A=B)tJ A -24B+ B +44B _
b2 2A4B
_(A-B)INA +B +24B _(A-B)+(4+B) _
b2 2AB 2AB
. _(A-B)£(4+B)
12 2A4B
1:(A—B)—(A+B):—A+B—A—B:_ 24 :—l:>Br+1:0
2AB 2AB 24B B
2:(A—B)WL(A+B):—A+B+A+B: 2B :l:I—Ar:O
2AB 2AB 2AB A

(2.123)  1=(A—B)r—ABr* =(1+ Br)(1— Ar)
ifadesini yazabiliriz. (2.123) esitligi (2.122) esitliginde kullanilirsa

1-(A-B)r—ABr* (14 Br)(1-Ar) 1-Ar

Re p(z) 2> = =
P) 1- B (1+Br)(1—-Br) 1-Br

(2.124)  Rep(z)> 1_ Ar

elde edilir. Ayrica
|p(2)|= Re p(2)
esitligini (2.124) esitligine uygularsak

1-Ar
1-Br

(2.125)  |p(2)|=

bulunur. Diger yandan z, ve z, herhangi iki kompleks say1 olmak tizere
AR AN EREA

esitsizligini yazabiliriz. Bu esitsizlikten hareketle
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1- ABr> 1- ABr*| _(4-B)r
Z)—|———=1<|p(z)— <
|p( )| ‘I—Bzr2 ‘p( ) 1—Bzr2‘ 1-B*?
1-ABr* _(A—-B)r (A-B)r 1-ABr*
zZ)— < = z)| < +
|p( )| 1-B*»*  1-B%* |p( )| 1-B*»* 1-B%*
1+(A—B)r— ABr’
|p(2)| < (4-B)

1-B**
elde edilir.
1+(A—B)r—ABr* = (1+ Ar)(1- Br)
ve
(2.126)  Rep(z)<|p(2)|
ifadeleri (2.126) esitliginde kullanilirsa

(1+Ar)(1-Br) 1+A4r
(1-Br)(1+Br) 1+Br

Re p(z) <|p(2)| <

1+ A4r
=

(2.127)  |p(z)< B

1+ Ar
1+ Br

bulunur. (2.124), (2.128) ve (2.125), (2.127) esitlikleri birlikte diisiiniiliirse

1-Ar
1-Br

(2.128) Rep(z)<

1+ Ar
<
1+ Br

<|p(2)|

esitsizlikleri elde edilir ki bu da 6zelligin gergeklestigini gosterir.

TEOREM 2.16: p(z)=1+pz+p,z° +.. fonksiyonu D={z[|z|<1} de
tanimlanmis ve analitik olsun. w(z) fonksiyonu birim diskte analitik, w(0)=0,
|w(z)| <1 kosullarimi gergekleyen bir fonksiyon olmak {izere

1+ Aw(z)

, (-1€£B<A4<1)
1+ Bw(z)

p(z)=

seklinde yazilabilsin. Bu taktirde

@“?a’?(—p(Z)Hj:H*'b'(A_B) . bel -
zt=tr z r 2 1+ Br

esitligi gecerlidir.
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ISPAT: Ozellik 2.1°den

_1—ABr2|< (A-B)r

2.129 z <
N s o

esitsizligi yazilabilir. (2.129) ifadesinden hareketle

1-4Br*| _(4-B)r

z)+1-1- <
p() 1—- B*? ‘ 1— B*?
2—(4B+B)r*| _(4-B)r
2.130 Z)+1)— <
Q130 |(p(@) )T S

esitsizligini elde ederiz. Burada iliggen esitsizliginin
AR AN EREA

ifadesi kullanilirsa

2—(4B+B*)r?| 2—(4B+B)r*| _(4-B)r

z)+1|— < z)+1)— <

P+ ‘ 1-B | AR o | 1-B%
2 2

|p(z)+1|£(A Byr 2-(4B+BY)r _

1- B** 1- B*r*

2+(A-B)r—(AB+B*)r?
1-B*r*

(2.131)  |p(2)+1]<

bulunur. (2.131) esitsizliginden

2|b|+|b|(A4 - B)r —|b| (4B + B*)r’?
2(1-Br?)

(2.132) H|p(z)+1| <
: 5 <

|b||p(2)+1|< 2|b|+|b|(A_B)r_|b|(AB+B2)r2

20 2 | 2| 1=B%7) - [A=r
alinarak
(2.133) ‘ép(z)+1|£2|b|+|b|(A—B)r—|b|(AB+BZ)r2, d=r
2 oz | 2r(1- B*r)

esitsizliklerini elde ederiz. Maksimum kavramini kullanarak

Hmax(p(z)“j_l2|b|+|b|(A—B)r—|b|(AB+BZ)r2
2 |e=rt B 2 1"(1—32}"2)

(2.134)

z
yazilabilir. Simdi sag taraftaki ifadeyi carpanlarina ayiralim.
2|b|+[b|(A=B)r—|p|(4B+B*)* X ¥ A

="+ + =
r(1-Br)(1+ Br) r 1+Br 1-Br
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_X(-B’r*)+Yr(1-Br)+ Zr(1+ Br) .
B r(1+ Br)(1— Br)

20| +[b[ (4= B)r = |b| (4B + B*)r* _ X +(Y + Z)r +(~XB - YB + ZB)r’ N

r(1-Br)(1+ Br) r(1+ Br)(1-Br)

X =2/

, Y=[b|(4-B), Z=0=

2[b|+|bl(4—Byr —|p| (4B + B*)r* _2[p| |bl(4-B) _
2r(1-Br)(1+ Br) oy 1+ Br
l2|b|+|b|(A—B)r—|b|(AB+Bz)r2 |b|+|b|(A—B) 1

(2.135) =1
2 2r(1-Br)(1+ Br) r 2 1+ Br

(2.134) ve (2.135) ifadelerinden

HmaX(M)zmw—B) !
2 z r 2 1+8Br

esitsizligi elde edilir.

TEOREM 2.17:  p(z)=1+pz+p,z°+.. fonksiyonu birim

disk

D={z||z|<1} de tanimlanmis ve analitik olsun. w(z) fonksiyonu birim diskte

analitik, w(0)=0,

1+ Aw(z)

, (-1£B<A4L1)
1+ Bw(z)

p(z)=

seklinde yazilabilsin. Bu taktirde

@n}ax(p(z)_l]: |b|(A_B) , bell _{0}
il z 1+ Br

esitligi gecerlidir.

ISPAT: Ozellik 2.1°den biliyoruz ki

1- ABr?| _(4-B)r
2.136 - <
( ) P) 1-B*r* ‘ 1-B**

esitsizligi vardir. Burada asagidaki gibi hareket ederek

1—ABr2|< (A—B)r

z)+1-1- <
Pz) 1-B% | 1- B
(B> - 4B)r*| _(4-B)r
2.137 z)-1)- <
QI (@)D= S
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esitsizligini elde ederiz. Uggen esitsizliginin
2| ~|z.] <]z - 2|
ifadesi (2.137) de kullanilirsa

—AB)r| _(A-B)r

(B> — AB)r*
1 B’ \ 1- B

1— B*r?

\p(2)-1|- <|(p(z)-1)—

[(A-=B)—B(A-B)r]r
1-B*?

(2.138)  |p(2)-1]<

elde edilir. (2.138) esitsizligi ayn1 zamanda

]| p(z)-1| _[Bll(4~B)~B(4-B)rlr
2 z | 2|Z| (1-B*»*

z| =r almarak

2

Hp(z)—l |b|[(A B)- B(A B)r]r:>
2| z 2(1-B°r
8] p(2)-1 |b|[(A B)— B(A-B)r] |b|[(A B)-B(A-B)r] _
2| z 2(1-B*r?) (1-B*r%)
Bl p(2)-1 g |b](A-B)(1-Br) _ b (4~ B)
2 z | (-Br)1+Br) (1+ Br)
a0 Mlp@-1_ple-8)
2| z (1+ Br)

seklinde yazilabilir. (2.139) ifadesinde maksimum kavramini kullanirsak

Hmax(p(z)_lj: bl(4-B)
jztl=tr 1+ Br

z

elde edilir.

TEOREM 2.18: f(z)=z+a,z’ +... fonksiyonu birim disk D ={z||z[<1} de

tanimlanmis, analitik, —-1< B < A<1 ve B # 0 olmak {izere

(2.140) 2{1+ ( EAC) lﬂ—l:w,beﬂ — {0}
b f(2) 1+ Bw(z)

kosulunu gerceklerse

|blc4-B) |t 4-B)

=By 25 <[ ()| <A Br) 28

esitsizligi vardir. Burada w(z) fonksiyonu birim diskte analitik, w(0)=0, <1

kosullarii gercekleyen bir fonksiyondur.
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ISPAT: Ozellik 2.1°de gosterdik ki

p(2) =1+ p,z+ p,z° +... fonksiyonu birim diskte analitik bir fonksiyon olmak

uzere

REYE)

(2.141) p(2)= T+ Br(2)

seklinde yazilabiliyorsa

1-A4Br*| _(A-B)r

2.142 z)— <
( ) P l—Ber‘ 1- B**

esitsizligini gergekler.

(2.141) yazilis1 (2.140) ifadesi ile karsilastirilirsa
(2.143) 2{L+l[szﬁ)—1j}—1=;xz)
b\ f(2)

esitligi yazilabilir. (2.143) ifadesinden hareketle

1 fl» ) 1 ~ f'2 __b _
Z[Zm lj—z(p(z)+l) 1:>Zf(z) 1—2(p(z)+1) b=

f'@_b _
(2.144) =z IS =3 (p(z)+1)+(1-b)
yazilisini elde ederiz.

1- ABr?| _(4-B)r
—~ <
P 1-B** ‘ 1-B**

_2—u¥+AByﬂ<(A—By
21-B%%) |7 2(1-B*?)

S+

_2b-b(B’ + A4B)r
2(1-B*r?)

|b|(A—B)r
2(1- B*r?)

20+ 2%3

2b—b(B* + AB)r
2(1-B*r?)

|6 (4-B)r
2(1-B*r?)

g(p(z)+1)+(l—b)—(l—b)— 2%3

_2—pBZ+mBZ—AByﬁﬂ<wKA—BV
2(1- B*?) | 20-B%)

(2.145) [%(p(z)+l)+(l—b)}

Ote yandan (2.144) esitliginden

146) L@ b= L@ L@, (1-b)

f(z) 2 fzy 2z z
elde ederiz. (2.146) ifadesinde integral alirsak
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bt p)+1
log f(2) :(l—b)logz+§£Td§:

log /(2)~log " =~ j %g = log 79 =2 j p(? =

/) :exijp(?”dg}:

Z(1-0)

Q.147)  f(z)=20" exp{%j%(}

esitligi bulunur. (2.147) ifadesinden

o ool

yazilabilir. Ote yandan Teorem 2.16 dan

p(zr)+1j Pl Bl4-B) -,

r 20+ Br)’ =0~

(2.149) Hrnax Re(

2 ‘zt‘:tr z

elde edilir. (2.149) ifadesinden integral alirsak
bl | 1 b|(A-B
Uj.maxR (p(zt)+1jd J-|_gd _[| |( )
2y e 02T 2(1+ Br)

1 —
|b| J.max Re (det =log Py |b|(124—BB)log(l +Br)=
0

bl |pl4-B)
(2.150) %jmax Re(mjd log Y (1+Br) 2%
g z
0

bulunur. (2.148) ve (2.150) ifadelerinden

p|(4-B)
2) <[r | exp| log " .1+ Br) 22 |=
£ (2)] <[r*"|exp]| logr™.(1+ Br)

|b|(4-B)

@151 |f@[<[ A+ Bry 2

esitsizligi elde edilir. Tamamen benzer sekilde hareket edersek alt sinir iginde

|pl(4-B)
2.152)  |[r|Fa-Br) 2 <|f(2)
ifadesini buluruz. (2.151) ve (2.152) esitsizlikleri bize
[plc4-B) |pl(4-B)

‘ lb‘ \b\(l Br) 28 |f(Z)|<‘ lb‘ ‘b‘(l-i-Br) 5
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ifadesini verir.
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3. YALINKAT FONKSIYONLAR

TANIM 3.1: (Yalinkat Fonksiyonlar) w= f(z) fonksiyonu basit baglantili D
bolgesinde tanimlanmis ve analitik olsun. Eger
z,2,€D, z, £z, & f(z) # f(z,)

injektiflik (bire-bir) kosulu gerceklenirse f(z) fonksiyonuna “Yalinkat Fonksiyon”

denir. Bire-bir olma kosulu asagidaki sekilde de ifade edilir.

z,z,€D, z,=2, & f(z) = f(z,).

Yalinkat fonksiyonlara 6rnek olarak; genisletilmis, basit baglantili kompleks
diizlemde Mobius transformasyonlari verilebilir. Ger¢ekten

az,+b az,+b
cz;+d  cz,+d

f(Zl): =f(22)<:>

(az, +b)(cz, +d)=(az, +b)(cz, +d) & z, =z,

TANIM 3.2: (S Smfi) f(z)=z+a,z’+... fonksiyonu birim disk
D= {z||z| < 1} ’de tanimlanmus, analitik ve yalinkat olsun. f(z) fonksiyonu f'(0)=1

ve f(0)=0 olacak sekilde normalize edilmistir. Bu tiir fonksiyonlarin climlesini “S
Smif1” olarak adlandiracagiz.

Bu normalizasyon, asagidaki sekilde ifade edilen Riemann Tasvir
Teoremindeki f(£)=0, f'({) >0 kosullarindan saglanmaktadir.

“Kompleks diizlemin 6zel basit baglantili bir alt climlesini goz oniine alalim.
¢, D bolgesinde verilen bir nokta olmak tizere, f(£)=0, f'({)>0 kosullarimi
gercekleyen ve D’yi birim disk {lizerine konform olarak resmeden bir tasvir vardir ve

bu tasvir tek tirli belirlidir.”
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S sinifina ait 6nemli fonksiyonlar agsagidaki sekilde siralanabilir.

OZELLIK 3.1: w=f(z)=z idantik fonksiyonu (birim fonksiyon) D

bolgesini D bolgesi lizerine resmeder.

OZELLIK 3.2: w=f (z)=li fonksiyonu D bdlgesini Rew>—% yar1
-z

diizlemi lizerine resmeder.

Gergekten, w=u+iv alinirsa

z w w
w:l_z<:>w—wz:z<:>w:z(1+w)<:>z:—<:>|z|=m =
|Z|2=l=i:>1= |1/l+iV|2 _ u2+V2

14w’ (A+wy+i[ A+u)* +v?

(1+u)2+v2 =u’+1v’ =

(I+u)? +v? —u? —v? :O:>1+2u:O:>u:—%

: 1 : o
bulunur. Buna gore |z|=1 cemberi Rew:u:—z dogrusu Tlizerine resmedilir.

Dolayistyla D bolgesi

2 .2
|W| |u+zv| u2 +v2

1w [Qrwy+af  A+u)+9

= +u)’ +v >u’+v°

(I+u)* +v* —u* =v* >O:>1+2u>0:>u:Rew:Ref(z)>—%

yarim diizlemi lizerine resmedilir.

OZELLIK 3.3: w= %log[i-’_—z] fonksiyonu D bolgesini dik —% <Imw< %
-z

seritsel bolge iizerine resmeder.

Gergekten, 7= 1+ z

ara transformasyonu D:{z||z|<1} birim diskinin
—Zz

w=u, +iv, alinirsa,
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77=1+Z<:>77—772=1+z<:}>77—1=z(77+1)<:>z=77—_1<:}>|z|= 77—_1‘
-z n+l1 n+1
2 2
1>|z|:@:l>|z|2 :|77_1|2 =1> |77_1|2 :|77+1|2 >|77—1|2 =
-+ n+1 i+
|(u1 +1)+iv1|2 >|(u1—1)+iv1|2 = (u, +1)> +v > W, —1)> +v) = u, >0

Ren =u, >0 sag yarim diizlemine resmedildigini buluruz. Diger yandan sag yarim
diizlemde bulunan kompleks sayilarin argiimanlarinin —% ile % arasinda oldugu
g6z Online alinirsa
/4 V4

3.1 ——<argn<—

.1 L Saen<
esitsizligi elde edilir.Ayrica

(3.2) w= llog n= llog|77| e’ = llog|77| e’ e

2 2 2
oldugunu diisiiniirsek

_1 Logermen = L 1 _1 1
w= 5 log|77|+ 5 loge 5 log|77| +i 5 argnloge 5 log|77|+z 5 argn

(3.3) Imw:%argn
esitligi bulunur. (3.1) ve (3.3) birlikte diisiiniiliirse
/A V4 V4 V4
——<—-argn<—<-——<Imw<—
4 2 4 4 4

elde edilir ki buda iddianin dogru oldugunu gosterir.

OZELLIK 3.4: w=k(z)= fonksiyonu D birim diskini —%’den

z
(1-z)*

sonsuza kadar negatif eksen boyunca kesilmis tiim diizleme resmeder.

Gergekten,
z 1 4z 12242z 1 1-142z+42z+42z>—Z*
w=k(z)= 2, 2, 2 4 2
(1-2) 4(1-2) 4(1-2) 4 (1-2)
1 42z+z))-(1-2z+7z* 1 | (1+2) (1-2)
wke) - L. - )_1[0r2? a2y
4 (1-2) 4 (-2 (A-2)
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YRy e Ta:) T

1 (1+2)° 1 l(l+zj2 1

-z
olarak w = k(z) fonksiyonu yazlabilir. Simdi Ozellik 3.3 de oldugu gibi

1+z
(3.4) 77:1

—Z
ara transformasyonunu diisiinelim. Bu transformasyon altinda |z| =1 ¢emberinin

resmi 77 =1, +in, olarak alinir ve yukaridaki tarzda hareket edilirse

7]=1+Z<:>7]—772=1+Z<:>77—1=Z(77+1)<:>Z=77—_1<:>|Z|=77—_1
-z n n+l1
2 2
I i OOTCI N TI . O
7+1 n+1 7+

.2 .2
|(771+1)+”72| :|(771_1)+”72| :>(771+1)2+7722:(771_1)2"‘7722:771:0

bulunur. Bu da |z| =1’in resminin u = Ren =0 oldugunu gosterir. Dolayisiyla

w=k(z)=—" 2:1(1+zj _1_
-2 4li-—z) 3

, 1

1
4T 7

ifadesi gdz Oniine alinirsa 7, =0 1, yani 7 diizleminde imajiner eksenin, resmi 2
noktasindan —oo ’a kadar giden dogrudur. Sekil asagida gosterildigi gibidir.

y m A
A A ) A
z-diizlemi n -diizlemi w-diizlemi

1+z

C1-z

ap
> > » U
X m _l
4

Sekil 3.1

TEOREM 3.1: Yalinkat iki fonksiyonun bileske fonksiyonu da yalinkattir.
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ISPAT: Ispat1 iki adimda yapariz. Birinci adimda “Injektif iki fonksiyonun
bileske fonksiyonu da injektiftir” oldugunu gdsterelim.
f1D—D, = f(D)
z, > f(z)
z, = f(z,)
seklinde tanimlanan f(z) fonksiyonu injektif ise
(3.5) z,2,€D, z, £z, = f(z)) # f(z,)
bagintis1 ger¢eklenir. Diger taraftan
g:f(D) > H
f(z) = g(f(z))
f(z,) > g(f(2,))

seklinde tanimlanan fonksiyon injektif ise

(3.6) f(z), f(z,)e f(D), f(z)# f(z,)=g(f(z))#g(f(2,))

bagintisi gergeklenir. (3.5) ve (3.6) bagintilari birlikte diistliniiliirse

(3.7) z,z,€D, z, 22z, = g(f(z) = g(f(z,))

bagintisini yazabiliriz. Bu bize (g o f)(z) fonksiyonunun injektif oldugunu gosterir.
Ispatin ikinci adiminda (go f)(z) fonksiyonunun analitik oldugunu

gostermeliyiz. Bunun icinde bileske fonksiyonunun tiirevinin var oldugunu

gostermemiz gerekir.

i U= _ g (D=8 Go)) ()= f ()

2z, z—2z, 73z, zZ—z, f(Z)_f(ZO)

gU@Daﬂﬂ%»:m{gdwbwiﬂ%Dﬂ@—ﬂ%q
f@-fz) -z

w= f(2), wy = f(2y), 2>z, W W,

lim
72, z— ZO Z22

hmgU&D—ﬂﬂ%D:nguvn—ﬂf@mlmnﬂ@—fﬁw}
2z, z—2z, 7z, f(Z) — f(ZO) 2z, z—2z,
ngUUD—Af@m=[mnﬂWFgwmenﬂd—ﬂ%q
22 z—2z, W w—w, 2=z z—2z,
ggaf&g:ffwd):gﬁ%vx%)

Bu esitlik bize tiirevin var oldugunu gosterir. Bu ise teoremi ispatlar.
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TEOREM 3.2: [ J fonksiyonunun yalinkat olmasi i¢in gerek ve yeter sart

f(2)

f(z) fonksiyonunun yalinkat olmasidir.

ISPAT: (Gereklilik) g(z)=l fonksiyonunu goz Oniine alalim. g(z)
z

fonksiyonu her D* = {z| zell -(0)} bolgesinde yalinkattir. Zira

1 1
z, Z,€D=>—#—=g(z)# g(z,)
Z I

dir. Teorem 3.1’den dolay1
df@N=—1=1()
/(2

yazabiliriz. Bu da bize f(z) ’nin yalinkat oldugunu gdsterir.

(Yeterlilik)  f(z) yalinkat olsun. Benzer tarzda g(z):l yalinkat
z

fonksiyonunu goz dniine alalim. Onceki teoremden

1
g(f(2)) —%

] fonksiyonu yalinkattir.
z

bileske fonksiyonu yalinkat oldugundan (fl

S smifin1 koruyan bazi Onemli elemanter transformasyonlar asagida

tanimlanmuistir:

TANIM 3.3: (Eslenik Transformasyonlar)) w=f(z)=z+a,z’ +...

fonksiyonu S sinifina ait olsun. g(z)= f(Z) =z +a,z’ +... seklinde tanimlanan f(Z)

fonksiyonu da S sinifina aittir.

Gergekten, S sinifinin normalizasyonu

g(2)=f(Z)=z+a,z" +..= g(0)=0

g'(2)=1+2a,z+..= g'(0)=1
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seklindedir. Diger taraftan f(z) yalinkat oldugundan
B8 z#n e f(2)%[(2)

(3.9) 2, %2, 7, 2 Z,

dir. (3.8) ve (3.9) ifadelerinden

5#25,0 fE)2f(T) e ()2 [(5) o g(z)#8(z,)

bagintisin1 elde ederiz. Bu da bize g(z)= f(z) fonksiyonunun S simifina ait

oldugunu gosterir.

TANIM 3.4: (Rotasyon Transformasyonlar)) w=f(z)=z+a,z’+...
fonksiyonu S sinifina ait olsun. Bu durumda g(z)=e"’ f(e’z) seklinde tanimlanan

g(z) fonksiyonu da S sinifina aittir.

Gergekten,
f(ez)=e’z+a,(e’z) +...=ez+a, e’’’ +..=
(3.10) g(z)=e"f(e’2)=z+a,e’z" +..
fonksiyonunda S sinifinin normalizasyonunu diislinlirsek
(3.11) 2(0)=0
ve
g'(z)=1+2a,e’z+..=
(3.12) g'0)=1
bulunur. (3.11) ve (3.12) esitlikleri S sinifi normalizasyonunun gerceklendigini
gosterir. Diger yandan injektiflik kosulundan
7%z, ez 2z, & f(e’2) % f(ez,) =
g(z)=e"f(e"z)# e f("2,) = g(z,)
bulunur. Bu da g(z) fonksiyonunun yalinkat oldugunu gosterir. Sonu¢ olarak

g(z)=e™" f(e"’z) fonksiyonunun S smifina ait oldugunu sdyleyebiliriz.

TANIM 3.5: (Genisleme yada Daralma Transformasyonlari)

w= f(z)=z+a,z’ +... fonksiyonu S sinifina ait olsun. Bu durumda, 0 <r <1 olmak

lizere g(z)=r"f(rz) seklinde tanimlanan g(z) fonksiyonu da S sinifina aittir.
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Gergekten,
g@)=r"fz)=z+ayz’ +a;r’2’ +.=
2(0)=0, g'(0)=1
esitliklerinden S siifi normalizasyonunun gerceklendigi goriiliir. Ayrica
O<r<l=z#z, &z 21z, g(z)=r"f(rz) 21" f(rz,) = g(z,)
oldugundan g(z) fonksiyonu bire-birdir. Bu ise bize g(z)=r"'f(rz) scklinde

tanimlanan fonksiyonun S sinifina ait oldugunu gosterir.

TANIM 3.6: (Disk Transformasyonlar) w= f(z)=z+a,z’ +... fonksiyonu

S sinifina ait olsun. Bu durumda,

a| <1 olmak tizere

f(”“j—f(a)

1+az
(1-|a) f"(a)

seklinde tanimlanan g(z) fonksiyonu da S sinifina aittir.

g(z)=

Gergekten,
(3.13) f( zta j

1+az

transformasyonunu gdz Oniine alalim. Bu transformasyon

birim diskini invaryant biraktigindan (yani birim disk iizerine resmeden Mobius
transformasyonu oldugundan) yalinkattir. Yalinkat iki fonksiyonunun bileske
fonksiyonu da yalinkat oldugundan (3.13) seklinde tanimlanan fonksiyon yalinkattir.

Ayrica bu fonksiyonun z =0 noktasindaki Taylor agilimi

z+a

(3.14) f(l

+az

):f(a)+@(1—|a|2)z+...

seklindedir. Dolayisiyla (3.14) esitliginden
z+a
(742) o

1+az
g(Z): 2 =z+
(1-|d) f"(a)
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yazilabilir. Bu son ifade g(z) fonksiyonu S sinifina ait normalizasyonu gercekler ve

injektiftir. Dolayisiyla g(z) fonksiyonu S siifina aittir.

TANIM 3.7: (Karekok Transformasyonlart) w=f(z)=z+a,z’ +...

fonksiyonu S siifina ait olsun. Bu durumda, g(z)=4+/f(z*) seklinde tanimlanan

g(z) fonksiyonu da S sinifina aittir.

Gergekten,
g(z)= \/f(zz) = \/z2 ta,zt+...= \/zz(l+a222 +.)>

g(2)=zJ(Il+a,z’ +..)=z+...

yazilabileceginden g(0)=0 ve g'(0)=1 esitlikleri ger¢eklenir. Ayrica

8(z) =/ () =) =g(z)=

f@)=f(z)=>zl =2 =z =1z
bulunur. f(z) fonksiyonu bire-bir oldugunu z, = £z, ifadesinde kullanirsak z, =z,
elde edilir ki bu ayn1 zamanda g(z) = m seklinde tanimlanan fonksiyonun bire-

bir oldugunu gosterir. Bu ise g(z) fonksiyonu S sinifina aittir demektir.

TANIM 3.8: (AllInmayan Deger Transformasyonlari)
w= f(z)=z+a,z’ +... fonksiyonu S smifina ait olsun. S simifinin tamimindan dolay1
f(z) fonksiyonu D= {z||z| <1} bolgesinde tanimlanmig, analitik ve bire-bir
fonksiyondur. Yani,

(3.15) z,z,€D ve z, #z, i¢gin f(z,)# f(z,)
dir.

ze D ig¢in f(z) fonksiyonu tarafindan alinmayan bir deger ¢ olsun. Yani
(3.16) VzeD i¢in f(z)#c
bagintist ger¢eklensin.

_ J©)
2~ f(2)

seklinde tanimlanan fonksiyon S sinifina aittir.

(3.17) g(2)
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Gergekten,
zy %z, iin f(z)# f(z,) = cf(z) #cf(2,) ve — f(z)#—f(z,) =
(3.18) c—f(z)#c—f(z,)

ifadesinden
z,z,€D ve z #z, i¢in g(z)= cc—f}Z(lz)l) # cc—fj(fz(zz)z) =g(z,)=>
g(z)#g(z,)
bulunur. Diger yandan
_cf(0) 0
g0= "0 "0
2'(z)= of ") ec—f(2)-f(2)ef (2) _ c’f'(2) ~
(c=f(2)’ ¢’ =2¢f(2)+ f*(2)
2'(0) = c’ £(0) 3 c’l

26/ (04 /2(0) & —2c040 "

yazilirsa g(z) fonksiyonunun S siifina ait oldugu bulunmus olur.

TANIM 3.9: (M-Fold Simetri Transformasyonlar1) Bu transformasyonlar

genel olarak asagidaki sekilde tanimlanir.

(319) f(Z) =z Zamm—lzmm—l =z+ am+1Z’"+1 + a2m+122m+1 +...

n=l1

fonksiyonu D = {z||z| <1} birim diskinde tanimlanmuis, analitik ve bire-bir olsun. Bu
durumda f(z) fonksiyonuna “birim diskte m-fold simetri fonksiyonu” ad1 verilir ve

bu fonksiyonlarin simifi S ile gosterilir. Asikar olarak S sinifinda

f(0)=0
f(0)=1

normalizasyonu vardir. Dolayistyla f(z) €S olmak iizere

(3.20) {

g(z)=(f")"

seklinde tanimlanan g(z) fonksiyonu S sinifina aittir (bunun terside dogrudur).
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NOT 3.1: m=2 hali karekdk transformasyonunu verir ve bu transformasyon
ayni zamanda S smifindaki f(—z)=—f(z) esitligini gercekleyen tek yalinkat

fonksiyon sinifidir.
Yalinkat fonksiyonlara ait genel 6zellikler asagidaki sekilde verilebilir.

TEOREM 3.3: Yalinkat fonksiyonlar topolojik kavramlari korurlar. Yani

topolojik ozellikler yalinkat fonksiyonlar altinda invaryant kalir.

ISPAT: Eger yalinkat fonksiyonun makus fonksiyonunun tiirevinin daima var
oldugunu gosterirsek iddiay1 ispatlamis oluruz.

) f_l(w)—f_l(wo)_ ) z—z, L 1
T T AT fG) PR TO TG

z—z,
O RUD 1 1
1 _ =
WLI&) w—Ww, limM f(zy)
752, zZ-z,

f'(z,) >0 oldugundan

ifadesi daima tanimlidir. Bu da bize teoremin ispatini

!

Zy

Verir.
TEOREM 3.4: Yalinkat fonksiyonlar birer konform homomorfizmadir.

ISPAT: C egrisi, a <t <b olmak iizere z(¢)=x(¢t)+iy(¢t) denklemiyle verilsin
(Diizgiin, basit baglantili, yani kendi kendini kesmeyen egri veya Jordan yayi).
w= f(z) yalinkat fonksiyonu ile C egrisinin resim egrisi f(C) de diizgiin bir Jordan
yay1 olacaktir. Dolayisiyla
(3.21) Z'(t) # 0, z(¢) strekli

ifadeleri yazilabilir. z, = z(¢,) olmak lizere f(z,) noktasinda f(C) egrisinin tegeti

df dz
=arg| — arg| —
t=t, dt z=z dt t=t,

ile pozitif eksen dogrultusundaki aci

f d:
z=z, dt

(3.22) arg [—
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esitligi ile verilir. Burada 6nemli belirtmek gerekir ki (3.22) esitliginde z, =00 ve

f(z,) = durumlar1 goz ard1 edilmistir.

Simdi z-diizleminde w= f(z) fonksiyonunun tanim bolgesinde bulunan,
a<t<pf ve a, <s< f olmak iizere C,:z(t), C,:z(s) seklinde iki egri diisinelim
oyle ki z, = z(¢,) = z(s,) esitligi gergeklensin. Yani, asagidaki sekilde goriildiigii gibi
C, ve C, egrileri aym z, noktasinda gegsinler. Baska bir degisler C, ve C, egrileri

z, noktasinda kesissinler.

D Bolgesi D, Bolgesi

I' Egrisi I', Egrisi

Sekil 3.2

w= f(z) yalinkat fonksiyonu ile I' egrisi I, egrisi lizerine, D bdlgesi
lizerinde ve z, noktasinda kesisen C, ve C, egrileri sirasiyla f(C,) ve f(C,)
egrilerine resmedilsin. Yukarida anlatilanlardan dolay1
(3.23) wi(t,) = f"(z,)z'(¢,) ( f(C)) egrisi diizgiin Jordan yay1)
(3.24) wi(sy)=f"(z,)z'(s,)  (f(C,) egrisi diizgiin Jordan yay1)
esitlikleri yazilabilir. Ote yandan (3.23) ve (3.24) esitliklerinden hareketle
(3.25) argw, (t,) =arg(f'(z,)z'(¢,)) =arg f'(z,) +argz'(t,)

(326)  argw(s,) =arg(f'(z))z'(s,)) = arg f(z,) + argz'(s,)
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ifadelerini elde ederiz. (3.25) ve (3.26) taraf tarafa ¢ikarilacak olursa
argw, (f,) —argw,(s,) = argz'(t,) —arg z'(s,)

yada,

w, (1) _ z'(ty) _
(3.27) arg—W; 50) = arg—z,(so) =>0=¢

esitligi bulunur. (3.27) ifadesi agilarin korundugunu gosterir.

TEOREM 3.5: w= f(z) fonksiyonu basit baglantili kapali C egrisinin
kapattigt D bolgesinde tanimlanmis ve yalinkat olsun. D bdlgesinin w= f(z)

yalinkat fonksiyonu altindaki resmi (D) ise

(3.28) Alanf(D):” £ dxdy

dir.

ISPAT: w= f(z) fonksiyonu D bolgesinde analitik ve yalinkat oldugundan

Cauchy-Riemann denklemlerini gergekler. Bu ise

ou Ov Ou ov
3.29 = = N + . :>_=—, _— —_——
(3.29) w= f(2)=u(x,y)+iv(x,y) o o ox

denklemlerinin saglanmas1 demektir. Diger taraftan analitik bir f(z) fonksiyonunun

tirevi

(3.30) f'(z):g_”HaV:_i@_h@:a_“_-a_” v oy
X

o oy oy ox oy ox oy

esitlikleri ile verilebilir. (3.30) esitliklerinin kullanilmasi ile
P 2 o 2 P 2 o 2 P 2 P 2
(3.31) |f’(z)|2=(—uj +(_Vj e I =(_”J e
Ox Ox oy oy ox oy
esitligi bulunur.

Diger taraftan Alanf (D) ifadesi

(3.32)  Alanf(D)= |[dudv
f(D)

ile verilir.
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Ayrica cok kath integrallerde ki degisken doniisimii gbz Oniline alinarak

Cauchy-Riemann denklemlerinin kullanilmasi ile

ou ou
633 T G| =6—u@—6_u@:a_u6_u_(_@}@:
v=v(x,y) v vl axdy dyox  Ox Ox Ox ) Ox
ox 0oy
2 2
(3.34) dudv:(a—uj +(@) =)
ox ox
esitligini buluruz. Dolayistyla (3.32) esitligi
ou ou
ox O '
(3.35)  Alanf(D)= ﬂ dudv = j j a’v“ aﬁ dxdy =j j| f(@)[ dxdy
£(D) D|l— = D
ox Oy
bulunur.

PROBLEM 3.1: w= f(z) fonksiyonu basit baglantili C egrisinin kapattig1 D

bolgesinde tanimlanmis ve analitik olsun. Bu taktirde

0
=y—
or

Re[z f’(z))
f(2)

esitliginin gergeklendigini gosteriniz.

log|/ (re"")

COZUM: Sekil 3.3 de gosterildigi gibi w= f(z) fonksiyonu ile C egrisi C,

y %
A A
z-diizlemi w-diizlemi
> u
u
C Egrisi o C; Egrisi
D Bolgesi D, Bélgesi
Sekil 3.3
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egrisi lizerine, D bolgesi D, bolgesi lizerinde resmedilsin. Resim bolgelerindeki her
w= f(z) noktas1 i¢in
(336)  f()=|f()]e"
esitligini yazabiliriz. (3.36) esitliginden hareketle
log f(z) =log(|/(2)|e” ) = log| £ (2)| +log e’ =log| f(2)|+i0 =
(337)  log f(z)=log|f(z)|+i6
ifadesini elde ederiz. z = re” alimirsa
(3.38) log f(z) =log| f(z)| +i6

bulunur. (3.38) ifadesinden 7 ’ye gore tiirev alirsak

i0 f'(reig) _i i0
(339) e e "o log| f (")

esitligini elde ederiz. (3.39) esitliginin her iki yanin1 » ile ¢arparsak

(3.40)  re” J} ((Zg)) - r%log‘ f(re”)

bulunur. (3.40) esitligi de ayn1 zamanda

(3.41) AC rilog|f(z)|
fzy or
seklinde yazilabilir. (3.41) ifadesinin reel kismi1 alinirsa
Re zf(Z) :rilog|f(z)|
f(2) or

bulunur ki bu da ispati istenen ifadedir.

TEOREM 3.6: (1/4 Distorsiyon Teoremi) w= f(z)=z+a,z" +a,z’ +...
fonksiyonu S smifina ait olsun. D:{z||z|<1} bolgesinin w= f(z) fonksiyonu

altindaki tasvir noktalarinin w =0 noktasina olan uzaklig1 1/4’den kiigiik olamaz.

ISPAT: ¢ noktas1 D = {z||z| <1} bolgesinin disinda bir nokta olsun.

(3.42) F(Z)=cc_f—;f;)=z+(a2+%)22+...

fonksiyonu da S sinifina aittir. ¢ ¢ D oldugundan c¢— f(z) #0 dir. Dolayisiyla F(z)

fonksiyonu D’de analitiktir ve
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(3.43) F(Z):z+(a2+ljzz+...:>F(0):O
c

(3.44) P@yﬂ+{%+l}+mjﬁqm=1
C

kosullarin1 gergekler. Diger taraftan z,,z,e€D ve z #z, olsun. Bu durumda
f(z) €S oldugundan

(345  fz)# f(z,)

bagintis1 gergeklenir. (3.45) ifadesinden hareket edersek

(3.46)  f(z)# f(z)= cf(z)#cf(2,)

B47) S f()= - f(2)#-f(z)= c~f(z)#c-f(z,)

esitsizliklerini elde ederiz. (3.46) ve (3.47) ifadelerinden

_ cf(z) " cf(z,) _F
c=f(z)) c¢c—f(z)

(3.48) F(z)# F(z,)
bagintisint buluruz. (3.43), (3.44) ve (3.48) ifadeleri birlikte diigtiniiliirse (3.42)

F(z))

(z)=

esitligi ile tanimlanan F'(z) fonksiyonunun S sinifina ait oldugu gortiliir.
Bieberbach-Branges teoreminin
“S smifina ait bir w= f(z)=z+a,z’ +...+a,z" +... fonksiyonunun Taylor
acilimindaki a, katsayisi
(3.49) la,|<n (n=1,2,..)
esitsizligini gergekler”

ifadesi (3.42) yazilisinda kullanilirsa

(3.50) <2

1
a, +—
c
esitsizligi elde edilir. Ote yandan

1 |1
(3.51) —|=-+a,—a,|<
c|l |c

1
—+ ay| +]a,|
C

oldugu goz oniine alinirsa (3.49), (3.50) ve (3.51) ifadelerinden

1 l+a2 +la,| <242
C C

Veas Less |c|>l
c |c| 4
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esitsizligi elde edilir.
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4. YILDIZIL FOKSIYONLAR

TANIM 4.1: (Yildiz1l Bolge) Basit baglantili bir C egrisinin sinirladigi basit

baglantili bir D bolgesini géz oniine alim.

Orijinden gecen bir dogru C egrisinin sinirini tek bir noktada kesiyorsa, bu

durumda bolgeye “Orijine Gore Yildizil Bolge” denir.

D bolgesi bir “w, Noktasina Gore Yildizil Bolge” ise, w, noktasindan gecen

bir dogru bolgenin sinirin1 bir noktadan kesiyor demektir.

Bu 6zellikler goz ontine alindiginda yildizil bolge Sekil 4.1 de gosterilmistir.

X y=mx ¢ Y= mx

0 X o W X
Basit Baglantili Basit Baglantili
Kapali C Egrisi Kapali C* Egrisi
Orijine Gore Yildizil Bélge w, Noktasina Gére Yildizil Bolge
Sekil 4.1
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TEOREM 4.1: f(z)=a,z+a,z" +... fonksiyonunun D = {z||z| <1} de yildizil

olmasi i¢in gerek ve yeter sart

f(2)= alzexp[zj log-——~ d}/(t)}, (z[<1)

esitliginin  gerceklenmesidir. Burada y(¢#) fonksiyonu monoton artan ve

y(27)—y(0) =1 olan bir fonksiyondur.

ISPAT: f(z) fonksiyonu D de yildizil olsun. Yildizil fonksiyonun tanimindan,

p(z) pozitif reel kisma haiz fonksiyonlar sinifindan bir fonksiyon olmak tizere

f'(2)
(4.1) STy =p(z)

esitligi yazilabilir. p(z) fonksiyonu pozitif reel kisma haiz bir fonksiyon oldugundan

1+e z

42 plo)= j —dy(0), ym)-y(0)=1

seklinde ifade edilebilir. Burada y(¢#) fonksiyonu 0<7 <27 de monoton artan bir

fonksiyondur. (4.1) ve (4.2) yaziliglar1 g6z oniine alinarak

fi(2) Fl+e'z
(4.3) 2 ! e AC

esitligi yazilabilir. (4.3) ifadesinden hareketle

L@ j“e 2 dr0- 1o [Llre ~dy() -l - 7(O0)]

e 1—e -z

lzjdym
f'(2) Fl+ez l+e7z
T 1_51_6 dy(t)- jdy(t) j{ —1}17@)@

f'(z2) | Fl+e'z—l+e"z 26_”
zm—ug A= j —dy(0) <

&_lzzzfe_i
f(z) =z o 1—ez

dy(t) & (integral alinirsa)

2z
log f(z)~logz ==2 [ log(1—e"2)dy (1) &
0
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og -2 jlog(l ey S (f(0)=a,=log [/(0) = loga,)

0g 7@ () —log £'(0) = 2Tlog(l—e’”z)d7/(t)<:>

f( ) _ _zflog(l_e”z)d;/(t) =

f 0) 0
f( ) 2jlog L —dr
za1 —e
/) :exp{Zflog — d}/(t)}@
za, 0 l-e"z

f(z)= alzexp{ jlog dy(t)} (2| < 1)

bulunur ki bu da iddianin ispatin1 verir.

TEOREM 4.2: C egrisi, z-diizleminde basit baglantili ve pozitif yonde

yonlendirilmis bir egri olsun. C egrisinin w= f(z) analitik fonksiyonu altindaki
resmi C, olsun. w, noktast C, resim egrisi lizerinde olmayan bir nokta olmak iizere

C, egrisinin w, noktasina gore yildizil olma kosulu

Im(&z'(t)] >0, a<t<bh
f(2)—w,

ifadesi ile verilir.

ISPAT: Sekil 4.2 de gosterildigi gibi basit baglantili kapali T egrisi ve onun

kapattigi D bolgesinde tanimlanmig w = f(z) fonksiyonunu g6z oniine alalim.
I' egrisi ve D bolgesinin w= f(z) fonksiyonu altindaki resimleri I', ve D,

olsun. Benzer sekilde D bolgesinde tanimli basit baglantili C egrisinin bu fonksiyon
altindaki resmi C, olarak tanimlansin.

C egrisinin denklemi
(4.4) z(t)=x(t)+iy(t), (@<t <b)

esitligi ile tanimlanir.
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™

C
Egrisi

Boélgesi Bolgesi

Sekil 4.2

Ote yandan, w, = f(z,) noktast C, resim egrisi iizerinde olmayan bir nokta
olmak tizere
(4.5) arg(w—w,) =arg(f(z) - f(z,))
ifadesi ¢’nin a <¢t<b aralifindaki degerleri i¢in azalmiyorsa C, egrisine “Yildizil

Egri” adi verilir. Bu tanim ayn1 zamanda

@6 laretwow)]= fare(£()- f )20, (@se<h)

seklinde ifade edilir. Ayrica herhangi bir z kompleks sayisi i¢in
z=|ze" = logz =log(z]e”) =log|z| +loge™ =log|z|+igp =

4.7) z=loglz|+i¢

yazilisindan dolay1

(4.8) 0 =argz =Im(logz)

esitligini elde ederiz. (4.8) ve (4.6) esitliklerinin birlikte diisiiniilmesi ile

4.9) arg(w—w,) =arg(f(z) - f(z,)) = Im(log(f (2) - /(2,)))

esitligini yazabiliriz. Buradan

0< %[arg(w ~w,)]|= %[arg( f(2) = f(z,))]= %[Im(logOr (2)— f(z,))]

OSIm[%log( fz@t) - f(z(to)))j|=lm|:zr(t) S'(z(0) }

fz@) = f(z(1,))
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0< Im{z’(t)L}
f(2)=f(z,)

esitligi elde edilir ki buda ispat1 istenen ifadedir.

ORNEK 4.1: C egrisinin |z|:R cemberi olarak verilmesi durumunda

yildizillik ve konvekslik kosulunu asagidaki sekilde elde ederiz.

Konvekslik kosulunu elde etmek icin, gember denklemini yazalim.
|Z|=R=z=Re", 0<t<27 = z(f)=Rcost +iRsint =
Z(t)=iRe"dt = (t)=iz=2"(t)=i’z=> 2 () = -2z

Yani neticede
Z'(t)=iz
Z"(t)=-z

(4.10) {

esitlikleri elde edilir. Simdi (4.10) esitlikleri kullanilarak

o<t 20 2 fﬂ(l)} - Im{_.—z " izm} - Im{_—.l+ iz&} =
L z'(0) '@ iz f() i 0

0< Im_i +iz f”(t)} — Im{i(l g 0] J:| -
A £'(7)

4.11)  0<Im i(1+zf”(t)ﬂ

1'®

ifadesini elde ederiz.

Herhangi bir z kompleks sayist1 i¢in
(4.12) Im(iz) = Im(i(x + iy)) = Im(ix + i’ y) = Im(ix — y) = x =Re z
yazabiliriz. (4.12) esitligini (4.11) ifadesinde kullanirsak

0< Im[i(l + Z&H = Re[l + z&) =
/'@ S0

Re(1+2&j >0
S'@)

bulunur. Bu ifade |z| = R ¢emberinin konvekslik kosuludur.

Benzer tarzda hareket ederek yildizillik kosulunu asagidaki sekilde buluruz.
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J f'(Z) , i f’(z)
0<—larg(w—wy)|=Im| ———=——2'(r) |=Im| | z7————"—
< o) m[f(z)—f(zo) (t)} mH fe-f (ZO)H

4.13) Re(zLj >0,
f(2)=f(zy)
(4.13) ifadesinde f(z,) = f(0) =0 esitligi kullanilirsa
Re(z &j >0
f(2)

elde edilir. Bu da bize yildizillik kosulunu verir.
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5. JANOWSKI YILDIZIL FONKSIYONLARI

Bu kisimda 1973 yilinda W. Janowski ([15]) tarafindan tanimlanan ve bazi
ozellikleri incelenen yildizil fonksiyonlarin bir alt smifi olan Janowski yildizil
fonksiyonlariin genel 6zelliklerini ele alacagiz. Bu smif i¢in genel 6zellikler M.K.

Aouf ([2]),Y. Polatoglu, M. Bolcal, ve A. Sen ([30], [31], [32]) incelenmistir.

TANIM 5.1: f(z)=z+a,z’ +... fonksiyonu birim disk D={z[[z]<1} de
tanimlanmis ve analitik olsun. p(z) € P(A4, B)olmak iizere

1+ Aw(z)

f'(z)
SO P& = o)

f(z)

seklinde yazilabilirse f(z) fonksiyonuna “Janowski yildizil fonksiyon™ adi verilir.

Bu tiir fonksiyonlarm smifin1 S” (4, B) ile gosteririz. (5.1) yazilist f(z)€ S (4, B)

olmasi i¢in gerek ve yeter sarttir.

TEOREM 5.1: f(z)=z+a,z’ +... fonksiyonu eger

’ (A—B)Z_
(5.2) LZ%_I} 1ig _h@. B2

Az = F,(z), B=0,
subordinasyonunu gergeklerse S (A4, B) sinifina aittir.

ISPAT: f(z)=z+a,z’ +... fonksiyonu yardimiyla
A-B
B
(5.3) f(z): (1+Bw(z)) 2, B#0,

eAW(Z), B — 0,
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A-B

fonksiyonunu tanimlayalim. Burada (1+Bw(z)) 2 ve e™?

ifadelerinin z =0 daki
degerinin 1’e esit olacak sekilde Riemann ylizeyi secilmistir. Bu durumda w(z)
fonksiyonu birim disk D’de analitik, w(0) =0 kosullarin1 gercekler. Eger |w(z)| <1

oldugunu gosterirsek teoremi ispatlamis oluruz.

Diger yandan
(A_—B)Z’ B# 0’
5.4 w=9q 1+ Bz
Az, B=0,

lineer transformasyonu |z|=r cemberini merkezi C(r) ve yarigapt p(r) olan

cemberler iizerine resmeder. Burada C(r) ve p(r)

R 2 —
e =| -BLB o) o= pa
(5.5) 1-B°r 1-B°r
C(r)=(0,0), p(r)=|4|r, B=0,
seklindedir.
(5.3) ifadesinden logaritmik tiirev alirsak,
, (A-B)zw'(z) , B £0,
(5.6) (ZM_lj: 1+ Bw(z)
1) ,
Azw'(2), B =0,

esitligini buluruz. Simdi w(z) fonksiyonunun |z| =r c¢emberi lizerinde bir z,
noktasindan maksimum degerini aldigini, yani |w(z)| =1 oldugunu goz 6niine alalim.
Bu taktirde 1.S. Jack lemmasinin kullanilmasi ile

(5.7 zW'(zy)=kw(z,), k=1

esitligi elde edilir. (5.7) ifadesini (5.6) da kullanilirsa

: A=-B)wz,) _
(5.8) [ A (ZO)—1J= B @)D, B0,

2y
S kAw(z,) = F,(i(z,)) & Fy(D), B0,

esitsizligini elde ederiz. (5.8) esitligi (5.2) subordinasyonu ile geligki yaratir. Bu
celiskiye neden w(z) fonksiyonunun |z| =r ¢emberi lizerinde maksimum degerini
almasi yani |w(z)| =1 olmasidir. Bu ¢eliskiyi ortadan kaldirmak |w(z)| <1 almaliy1z.

Diger yandan (5.2) subordinasyonundan hareketle
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' ((4-B)z
[Zf(Z)—1J<<—’ B;tO,:>

1+ Bz
A |4z, B=0,
, [(4-B)w(2)
[2&—1J=< 1+ Bw(z) ’ B;&O’:
S [ Aw(2), B=0,

, 1+ Aw(z)
Lzﬂ} 1+ Bw(z)’ B20,
@) s awz).  B=o.

bulunur. Bu da bize teoremin ispatini verir.

SONUC 5.1: f(z) fonksiyonu S”(4, B) smifina ait olsun. Bu taktirde
A-B
(59) f(Z)= Z(1+BW(Z)) B , B¢0,
ze™?, B=0,
gosterilisine sahiptir. (5.9) gosterilisinde w(z) =z olarak alinirsa

(5.100  f(2)= 2(14B2) 7, B0,

ze™, B=0,

ekstremal fonksiyonu elde edilir.

TEOREM 5.2: f(z) fonksiyonu S” (4, B) sinifina ait olsun. Bu taktirde
A1) G = A=B)S[f()SC(m 4, B)

distorsiyonu gecerlidir. Burada

A-B
CI(T"; A, B)= 7"(1+Bl") B 5 B¢O,
re”, B=0,

dir. Bu sinirlar kesindir. Zira ekstremal fonksiyon (5.10) esitligi ile verilir.

ISPAT: p(z)e P(A, B) olsun. Bu taktirde

1—ABr2|<(A—B)r

5.12 - <
( ) P l—Bzr2| 1—B*r?
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e e . I+4z . .
esitsizligi vardir. Yani po(z)=ﬁ lineer transformasyonu |z|=r ¢cemberini
+ Bz

1— ABr () = (A-B)r

A- .
— > ———~5 olan ¢ember lizerine resmeder. Bu
1-B°r 1-B°r

merkezi C,(r)=

durum (5.12) esitsizligi ile verilir. Bu esitsizlik W. Janowski tarafindan bulunmustur
[15]. (5.12) esitsizligi ve S" (4, B) smifinin tanimindan

f'(z) _1-4Br*| _(4=B)r

(.13) f(z) 1-B**|" 1-B*?

esitsizligi elde edilir. (5.13) ifadesinden basit hesaplamalarla

(5.14) UA=Br-dBr SRG[Z f'(Z)}< L+ (A= B)r— ABr*

1-B*r* f(z) ) 1-B*r*

bulunur. Diger yandan,

b

(5.15) Rez% = r§10g|f(z)

oldugunu (5.14) esitliginde kullanirsak

Z|=l"

1—-(A=B)r—ABr* _ 0
<1 <
1—B*r? or 0g|f(z)|

1+(A—-B)r— ABr’

5.16
( ) 1- B*r?

ifadesini elde ederiz. (5.16) esitligini 0’dan 7 ’ye kadar integre edersek (5.11) ifadesi
elde edilir.

TEOREM 5.3: f(z)=z+a,z’ +... fonksiyonu S"(4, B) sinifina ait olsun. Bu

durumda
ﬁ|(A—B)+kB| B0
A7) o<l K
g = B#0
r S k+1 ’

esitsizlikleri gegerlidir. Bu esitsizlikler kesindir. Ciinkii ekstremal fonksiyon

z

o 16]=1, B#0,

f(2)=y(1-Bsz) *
ze™, B=0.

ISPAT: S"(4, B) smifinin tanimindan B # 0 igin
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(5.18) z?(())—p( z)

esitligini yazabiliriz. (5.18) ifadesinde p(z) ve f(z) fonksiyonlarinin Taylor
acilimlarini kullanirsak
(z+2a,z° +3a,2° +..+na,z" +..)=
(5.19)
=(z+a,z° +..+a,z" +. )1+ pz+p,z° +..+pz" +..)
esitligini elde ederiz. (5.19) ifadesinde z”’li terimlerin katsayilar1 esitlenirse
(5.20) naz"=a,+pa, +p,a, ,+.+p,,
buluruz. Diger taraftan,

(5.21)

P,|<(4-B)
esitsizliginin gegerli oldugunu biliyoruz. (5.21) esitsizligi (5.20) esitliginde
kullanilirsa

(522)  (n-Dla,|<|4-B|(1+|a,|+]a

an—l )
ifadesi elde edilir ki bu da

a

n

(5.23)

seklinde ifade edilebilir.

(5.17) ifadesinin gergeklendigini indiiksiyon prensibiyle gosterelim. (5.23)
esitligi ile (5.17) esitliginin sag yanlar1 aslinda ayni esitlikleri gercekler. Gergekten,
(1) n=2 igin,

n (7’1 1) | =l= |a2| <
(5.24) 4By B) o
+
o sTI2 s s la-s

(i) n=3 igin,

82



(5.25)

[ _|4-B]& 1
MJSL_J%}M=5M—MOH%D:

a SlA—Bz+1
3

(4- B)+Mﬂ|A NA By+m

—2
|
<||£I >

MJSEM—BWA—M+HﬂS%M—BMA—M+H:>

1 1
MJSEM—BF+EM—BL

Bu esitlik #n = p i¢in dogru olsun. Buna gore

(5.26)

(5.27)

IA—I

= (1+|a2|+|a3|+...+‘a

2 |(4- Bﬁ%ﬂ
k+

PJﬂH
ply 1

|a1|=1:>‘ap‘s

-

‘ <

a,
/s G

dir. (5.26), (5.27) ve indiiksiyon hipotezinden

(5.28)

yazabiliriz. Eger (5.28) ifadesinde x = |A — B| > 0 oldugunu kullanirsak

(5.29)

a8
(o1 (+|a, |+ [as|+...+]a, ) =
1
- (p_1)||A_B|(|A_B|+1)(|A—B|+2)...(|A—B|+(p_2))

(1+|a2|+|a3|+...+‘ap ‘)

X
(p=1) (p- )

p-1 )5

|4- B|(A— B|+1)(4— B|+2)...(4- B|+ (p-2)).

x(x+D(x+2)...(x+(p—2))

oldugunu buluruz. (5.29) esitliginden basit igslemler yaparsak

Latp-n)
P

1+ |ay |+ |as |+ +‘ ‘

(p=1)

=§#x+D@+2xx+$muﬁwp—2»&+(P—

:>1|:(p )(1+|a2| |a3|+ +‘ pl‘)i| |: (1+|a2|+|a3|+...+‘ap_l‘)i|

=E(x+1)(x+2)(x+ 3..x+(p-2)(x+(p-—
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1 1
= ;‘ap‘+[;(1+|a2|+|a3|+...+‘ap_l‘)} =
= i'(x+ D(x+2)(x+3)..x+(p=-2)x+(p-1)=>
p!
X
—(1+|a2|+|a3|+...+‘ap_1‘+‘ap‘) =
(5.30)
X
= ;(x+1)(x+ 2)(x+3)...(x+(p=-2)(x+(p-1)
esitligini elde ederiz. (5.30) ifadesi bize esitligin n= p+1 i¢in de dogru oldugunu

gosterir. Dolayistyla (5.17) ifadesi gerceklenir.

SONUC 5.2: Eger A=1, B=-1 alinirsa

e (e

k=0

esitsizligini elde ederiz ki bu esitsizlik M.K. Aouf tarafindan gosterilmistir ([2]).
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6. KONVEKS FONKSIYONLAR

TANIM 6.1: (Konveks Egri) C egrisi z-diizleminde basit baglantili pozitif
yonlendirilmis (yani saat ibresinin donme yOniiniin tersi yonde olan dénme yoniinde

yonlendirilmis) bir egri olsun. C egrisinin w= f(z) analitik fonksiyonu altindaki
resim C, olsun. a<t<b olmak ilizere C, egrisinin bir w= f(z) noktasindaki
tegetinin arglimani #’'nin azalmayan bir fonksiyonu ise C, egirsi “Konveks” tir denir.

TANIM 6.2: (Konveks Bolge) Genel olarak konveks bir bolge asagidaki

sekilde tanimlanir. Bolge icinde alinan iki noktayi birlestiren dogru tamamen bolge

icinde kaliyorsa bolgeye “Konveks Bolge™” denir.

Bu tanim goz oniine alindiginda bir konveks bolge i¢in asagidaki 6zellikler

siralanabilir.

(1) Konveks bolge genel olarak asagidaki sekilde gosterilebilir.

VA

Y

VA

./ h
A
Basit Baglantili asit Baglantili
Kapali D Bélgesi Kapali D* Bolgesi
Bélge icinde alman A ve B Bolge icinde alman A ve B’
noktalarini  birlestiren AB dogru  noktalarimi  birlestiren A'B'  dogru
pargast  tamamen bolge icinde par¢asimin C', D' kismi bolge icinde

kaldigindan bolge konvekstir.

kalmadigindan bolge konveks degildir.

Sekil 6.1
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(1) Yildiz1l bolge tanimi1 gbéz Oniline alindiginda, her noktasina gore yildizil olan

bolge konveks bolgedir.

TEOREM 6.1: Yukarida belirtilen C, resim egrisinin konveks olma kosulu

m(&+z'(t)&j20, a<t<h

z'(1) A
dir.
ISPAT:
y v
A C’ A
¢ E grlisi
Egrisi
w= f(2) d, Tegetin
- > Argiimani

/ " N a
d

Egrisi
D
Bolgesi

Sekil 6.2

Sekil 6.2 de gosterildigi gibi tasvir bolgeleri ve tasvir egrileri g6z dniine alinsin.

Yani, basit baglantili kapali T" egrisi ve kapattigi D bolgesinin resimleri w= f(z)
fonksiyonu altinda I', ve D, olsun. Benzer sekilde D bdlgesinde tanimli basit
baglantili C egrisinin bu fonksiyon altindaki resmi C, ise bu durumda verilen
konveks olma tanimini kullanarak

(6.1) %(0(:)) >0

esitsizligi yazilabilir. Burada € acisi resim egrisi C,’e teget olan d, dogrusunun

arglimanidir ve ¢ ’nin a <t <b araliginda tanimlanmis fonksiyonudur.

86



Ote yandan C egrisi z -diizleminde
(6.2) zt)=x(t)+iy(t),(a<t<b)
seklinde parametrelenebilir. Diger yandan C egrisi yonlendirilmis egri oldugundan,
C egrisinin tegetinin dogrultusu
(6.3) argz'(t) =teget dogrultusu
seklinde ifade edilir. Dolayisiyla w= f(z) fonksiyonu bu teget vektoriinii
(6.4) arg f'(z) = arg(f (2(1)))" = arg(z'(1) f'(2(1)))
acs1 iizerinden dondiirtir. Tanimdan dolay1 C, egrisinin konveks olmasi i¢in gerek

ve yeter sart

65 e O G0N0, (a<1b)
esitsizliginin gerceklenmesidir. (6.5) ifadesi argiiman 6zelliklerinin kullanilmast ile
66 Lo (arg((0) 1 (z0)) = arg (1) +arg /(1)) 2 0

' ddo e ae 8 -

seklinde ifade edilebilir. Diger yanda resim bolgesindeki herhangi bir w= f(z)
noktasi i¢in
(6.7) f@)=|f(2)e”, (Argf(z)=0)
ifadesi yazilabilir. (6.7) esitliginden
log f(z) =log(|f (2)|e"") =log| f (z)| +loge” =log|f (z)|+i6 =

(6.8) log f(z) =log|f (z)|+i6

bulunur. (6.7) ve (6.8) ifadelerinden

(6.9) arg f(z) = Im(log /(2))

esitligini elde ederiz. (6.9) yazilisini (6.6) ifadesinde kullanirsak

%9 = (argz'(0) +arg ['(2(1)) = [Im((logz )+ (log /()] =

% - [m[ ((logz () +(log f (Z(t)))):l {

20, S0 ,(t)}
(OANEG

bulunur ki buda teoremin ispatini verir.

LEMMA 6.1: f(z) fonksiyonu bir D boélgesinde tanimlanmis, analitik ve

yalinkat olsun. |Cf |

, z|<1, z # ¢ olmak iizere
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2zf'(z2) z+(
f@)-f() z-¢

seklinde tanimlanan F(z,{’) fonksiyonu |§ | <1,

F(z,6)=

z|<1 de analitiktir.

ISPAT: f(z) fonksiyonu bir D bdlgesinde tanimlanmis ve analitik oldugundan
D de kutbu yoktur. Ayrica yalinkat olmasinda &tiirii
(6.10) z# ¢ icin f(z)# f(&)
bagintis1 gergeklenir. Ayrica
(6.11) z# ¢ oldugundan z—-¢ #0

dir. (6.10) ve (6.11) bagintilar1 gbz oniline alinirsa F(z,¢) fonksiyonunun |§’ |<1,

|z| <1 de analitik oldugu goriiliir. Diger yandan

lim F(z,¢) = lim{ 24'() __z+ ﬂ -
o S - 1) 2=¢

(z=0)2:f"(2) = (f(2) = f ()= +]) N
(f@)-F(ENz=9)
L@, G
& f(2) f'(2)

esitligi bulunur ki bu da iddianin dogru oldugunu gosterir.

lim F =i
lim F(z,£)=lim

limF (2.¢) =

SONUC 6.1: Eger Re F(z,{) >0 kosulu her |§ | <ligin gergeklenirse

RezL D). 1
/)2

dir.

ISPAT:

2zf"'(2) z+¢
6.12 ReF(z,{)=R - 0
(612)  ReFize) e(f(z)—f(éf) z—4]>

esitsizligini sonucun hipotez kosulundan yazabiliriz. Bu esitsizlik her |§ |<1 icin

gerceklestiginden ¢ =0 ic¢in de dogrudur. Dolayisiyla

Re F(z,0) = Re( 25'(z) _z+ 0] _ RG[M_IJ N
f(@)-f0) z-0 f(2)-1(0)
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(6.13)  ReF(z,0)= R{L'(Z)— 1}
f(2)-f(0)

esitligi yazilabilir. Diger yandan f(z)=z+a,z’ +... agilimma sahip oldugundan

f(0)=0 dir. Dolayisiyla (6.13) yazilis1 ayn1 zamanda

ReF(z,0)= Re(il(z) —lj = Re(2z&— lj >0=
f(2)-0 (2)

RezL D). 1
/)2

oldugu bulunur.

LEMMA 6.2: w= f(z)=log(l1+2z) fonksiyonu konvekstir.
ISPAT: ispat1 iki ayr1 yoldan yapabiliriz.

I. YOL.

f()=logll+2)=> f'()=—— =

log f'(z)= logL =logl-log(l+z)=
1+ z

O @2 "o 1
f'(2) 1+z f'(2) 1+z f'(2) l+z 1+z

(6.14) 1+ z& L
f'(z) 1+z
esitliginden hareketle

RG(H_Z&j:Re(LJ:l( 1 J_{ 1 ﬂ:l{ 1 N 1_}:
f'(2) 1+z) 2(\1+z 1+z 2114z 14z
1[1+Z+1+Z]_l[2(1+Rez)1+Rez

2 2

1+’ i+ | o

(6.15) Re(1+zf”(Z)J I+Rez

S'@) o
yazilabilir. Diger yandan z € D oldugundan
(6.16)  |z<le—z>-1

dir. Bir kompleks say1 i¢in
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(6.17)  —|z|<Rez<|]
esitsizliginin gegerli oldugunu biliyoruz. (6.16) ve (6.17) birlikte diisiintiliirse
(6.18)  —l<-|z/<Rez<|z<l=-1<Rez<l
ifadesi bulunur. (6.18) esitsizliginden
l-1<1+Rez<1+1=0<Rez<2=
(6.19) 1+Rez>0
esitsizligi elde edilir.
Bir kompleks sayinin modiilii daima pozitif olacagindan
(6.20) |1+ >0

dir. Simdi (6.15), (6.19) ve (6.20) birlikte diisiiniiliirse
(6.21) Re(l+z&}>0
/'(2)
oldugunu elde ederiz. Bu bize w= f(z)=log(l+z) fonksiyonunun konveks

oldugunu gosterir.

II. YOL. Bir diger ispat, w= f(z)=log(l+z) fonksiyonu altinda D ={z|z|<1}
bolgesinin resim bolgesi olan f (D) nin konveks oldugu gosterilerek yapilir.
Simdi w, =1+ z fonksiyonu
w=ut+iv=Il+x+iy=

6.22) {ul =u, (x,y)=1+x
v =v(x,y)=y
seklinde yazilirsa bu transformasyonu altinda D’nin resmini bulalim.
(6.23)  D={zf<B={("+y" ) +y" <1}
oldugunu diisiinerek
u =u(x,y)=l+x=>x=u-1= x> =(u, -1)’
viEv(xy)=y=yt=v
(6.24) X+t =, =1) +v/
yazabiliriz. (6.23) ve (6.24) esitlikleri birlikte diisiiniiliirse
(6.25) (u, —D*+v} <1
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bulunur. (6.25) esitsizligi merkezi (1,0) da, yaricapt 1 olan ¢ember denklemidir.
Dolayisiyla (6.24) transformasyonu (yada w,=1+z fonksiyonu) altinda D
bolgesinin resmi merkezi (1,0) da, yaricapt 1 olan ¢emberin i¢ bolgesidir.

Transformasyonun sekli asagidaki gibidir.

y Y
A
z-diizlemi w=l+z . dizlemi
//’1 ]
> X >
\\\ (1.0) “
D bolgesi
Sekil 6.3

Simdide /(D)= {(u,,v))|(u, =1)* +v <1}  bolgesinin  w=logw, tasviri
altindaki resim bolgesini bulalim. f(D) boélgesinde bulunan noktalarin primitif
argiimanlari (—7/2) ile (/2) arasindadir. Dolayistyla

w=logw, &w, =e" =u, +iv, =" =
u, +iv, =e"e” yada Re" =e"e” =
(6.26) R=¢€", ¢=v

esitlikleri bulunur. Ote yandan yukarida belirttigimiz iizere

T T
6.27 —S<g<—
(6.27) S <9<3

dir. Buna gore (6.26) ifadesinden v,

628) —Z<v<Z
2 2

haline gelir. Bu da bize f(D) resim bolgesinin w=logw, fonksiyonu altinda

v=—", v=5 seritsel bolgesi lizerine resmettigini gosterir. Transformasyonun

2
sekli asagidaki gibidir.
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v y
A A

w, diizlemi w=logw, w-diizlemi  |7/2

-7z/2

Sekil 6.4

Dolayisiyla w-diizlemindeki —%S v S% seritsel bolgesi konveks oldugundan

w= f(z)=log(l+z) fonksiyonu D’de konvekstir.
LEMMA 6.3: w= f(z)= IL fonksiyonu Re f(z) >% esitsizligini gergekler.
+z
ISPAT: z=x+iy olarak aliirsa,

1Y 1l 1 i1 1
Ref(Z)=Re(E)=§ (1+2)+(1+Zﬂ=5[1+2+1+2]:>

1{1+z+1+z 1| 2(1+Rez 1+Rez

i+ | 2| e | e

1+x 1+x
2 2. 2
|1+x+ly| (I+x)"+y

Re f(2) =

1+x
1+2x+(x* + %)

(6.29)  Ref(z)=

esitsizligini elde ederiz. Diger taraftan x° + y* <1 oldugundan (6.29) ifadesi

Re f(z)= 1+x I+x  1+x _

> =
1+2x+(x*+y*) 1+2x+1 2(1+x)

1
=
2

1
Ref(z)>§

bulunur.
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LEMMA 6.4: Rew, >% ve Rew, >% ise Re /w,w, >% dir.

ISPAT: Lemma 6.2 ve Lemma 6.3’de
(6.30) f,(z) =log(1+z) fonksiyonunun konveks

1 1
(6.31) f,(z)=——=Re f,(2)>—
I+z 2
oldugunu gosterdik. Simdi
1 1

s Wy, =
1+ 2z, 1+2z,

(632)  w, =

fonksiyonlarini tanimlayalim. Bu fonksiyonlardan hareketle

1 1 1 1
AWW, = = logww, =lo =
. \1+z, 1+ z, SV g\’l+zll+z2
1

2
log1/w1w2=log( 1 ! } =%[10g ! + log 1 }:>

I+2z 1+z,

1 11 1
6.33 log./w,w, =—lo +—1lo
(6.33) BV = g1+z1 2 g1+z2

esitligini yazabiliriz. Diger taraftan (6.31) ifadesi bize f,(z) =1L fonksiyonunun
+z

konveks oldugunu gosterir. Zira resim bolgesi Re f,(z) >% sag yarim diizlemidir.

Bu ise Sekil 6.5 gibi ifade edilebilir.

x A
z-diizlemi W= L w diizlemi
l1+z
/ ] —
> X > u
1/2
\ /(D)
D bolgesi resim bolgesi
Sekil 6.5

Konveks bolge olmanin analitiklik tanimindan z, z, € f(D) icin z, € f(D)
vardir ki 0< A <1 i¢in

(6.34) My (z)+ A=) f,(2,) = f,(25)
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dir. (6.34) ifadesinde 4 :% alinmasi halinde

1 1 1
log\ww, = 10 +—lo =lo
SV, g1+z1 2 g1+z2 gl+z3

bulunur. Yani,

(6.35) AW W, = !

1+z,

esitligi gegerlidir. (6.35) esitliginden

Re,/w,w, =Re ! >l
1+z, 2

oldugu bulunur.

SONUC 6.2: f(z)=z+a,z’+... fonksiyonu D = {z|z| <1} de konveks olsun.

Bu durumda Re ./ f'(z) >% dir.

ISPAT: f(z)=z+a,z’+.. fonksiyonu D={z|z|<1}’de konveks ise

LSO e S@)
/)2 z

IAC) RN AC)
T M

Re wlwzzRe/ ?(()) f(Z)_R f’(z)>%

d1r Lemma 6.4 den dolay1

alinarak

dir.
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7. C(A, B) SINIFI VE OZELLIKLERI

TANIM 7.1: f(z)=z+a,z’ +... fonksiyonu birim disk D’de tanimlanmis ve

analitik olsun. p(z)=1+ p,z+ p,z> +... fonksiyonu P(4, B) smifina ait bir

fonksiyon olmak tizere

1+ Aw(z)

/") _
(7.1) l+z—F=p(z)= I+ Bw(2)

/'@
esitligini saglarsa f(z) fonksiyonu konvekstir. Bu tiir fonksiyonlarin siifi C(4, B)

ile gosterilir.

(7.1) ifadesi f(z) fonksiyonunun C(A4, B) simifina ait olmast i¢in gerek ve
yeter sarttir. Ayrica 4=1, B=-1 i¢in C(l, —1) smfin1 elde ederiz ki, bu sinif birim

diskte konveks fonksiyonlar smifidir. 4 ve B’nin 6zel degerleri icin (bu degerler

P(4, B) smifinin incelenmesinde ayrintili  olarak  belirtilmistir)  degisik

matematikgiler tarafindan incelenen konveks fonksiyonlarin alt siniflar1 elde edilir.

C(4, B) smifi ile S'(4, B) smifi arasindaki iliskiyi inceleyebilmek igin

asagidaki klasik Alexander teoremini verelim.

TEOREM 7.1: f(z)=z+a,z" +... fonksiyonunun birim disk D’de C(4, B)

smifina ait olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart zf'(z) fonksiyonunun S°(4, B)

sinifina ait olmasidir.

ISPAT: g(z)=zf"(z) olarak tammlarsak ve her iki tarafin logaritmik tiirevini

alirsak
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A
/')

esitligini elde ederiz. (7.2) esitligi bize teoremin ispatin1 verir.

g@ _,
g(z)

(7.2) g@)=z"2) ez

TEOREM 7.2: f(z)=z+a,z’ +... fonksiyonunun birim disk D’de

tanimlanmus, analitik ve f(0)=0, f'(0)=1 kosullar1 ile normalize edilmis olsun.

Eger |Z|<1, §|<1, ¢ # z olmak lizere
’ (A—B)Z_ -
(7.3) [ 24/'(2) _z+§}_1< Mo =E@. B2,
f@)=-f(&) z-¢ Az =F,(2) B0,

subordinasyonu ger¢eklenirse f(z)e C(A4, B) dir.

ISPAT: f(z) fonksiyonu yardimiyla, z|< 1, |& |< 1, { #z olmak iizere
2 A-B
(74) Z(f(z)—f(é)] _lz04Bwz) P, B0,
z=¢ ze™® B=0,
A-B

() ifadelerinin z = 0 *daki

fonksiyonunu tanimlayahm. Burada (1+Bw(z)) ¢ ve e
degerinin 1’e esit olacak sekilde Riemann yiizeyi secilmistir. Bu durumda w(z)
fonksiyonu birim disk D’de analitik, w(0)=0 kosullarin1 gercekler. Eger |w(z)| <1

oldugunu gosterirsek teoremi ispatlamis oluruz. (7.4) ifadesinden logaritmik tiirev

alirsak
, (A= B)zw'(2)
(7.5) [ 24/ (2) —Z+§)—1= B T
f@-1@ =) 50

esitligini elde ederiz. Simdi w(z) fonksiyonunun |z| =r cemberi lizerinde bir z,
noktasindan maksimum degerini aldigini, yani |w(z)| =1 oldugunu goz 6niine alalim.
Bu taktirde I.S. Jack lemmasinin kullanilmasi ile

(7.6) zoW'(z,) =kw(z,), k21

esitligi elde edilir. (7.6) ifadesinin (7.5) ifadesinde kullanilmasi ile

/ (A= B)kw(z,) _
3.7 [ 22/'(2) _z+4j_1= Bz~ MG £ F(D).B20,

f(Z)_f(é/) Z_é/ Akw(zo)=F2(W(ZO))§EF2(D), B=0,
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oldugunu buluruz. (7.7) esitligi (7.3) subordinasyonu ile celisir. Bu ¢eliskiye neden

w(z) fonksiyonunun |z| =r c¢emberi lizerinde maksimum degerini almasidir. Bu

celiskiyi ortadan kaldirmak i¢in birim diskteki z ’ler i¢in |w(z)|<1 almaliy1z. Bu

durumda (7.3) subordinasyonu ile

[ 2z1"(z2) _z+g)_1< M, B0,

1
-1 =) ) .

ise ¢ # z,

z|<1,

¢ | <1 olmak iizere

1+ Aw(z
2z21'(2) _z+gJ_1= HB—::EZ;, B#0,

f@=1() z=¢

(7.8) F(z, §)=(
1+ Bw(z), B=0,

esitligini elde ederiz. (7.8) esitligi kesindir. Zira,

Z[ 2zf'(z) _Z+§]2= Z(1+BZ)%, B#0,
f(@)-f() z-¢ ze™, B=0,
olmasi1 halinde
A-B
[ 22f'(2) _Z+§)—1< (1+BZ)Z’ 520
f(@)-f() z-¢ Az, B=0,

elde edilir ki buda sonucun kesin oldugunu gosterir.

F(z,¢),

z| <1’de |§ | <1 igin analitiktir. Zira

, L@
(7.9) 1{1{)1;1F(z,§)-1+z )

esitligi vardir. (7.8) ve (7.9) esitliklerinin birlikte diistintilmesi ile f(z)e C(4, B)

oldugunu elde ederiz.

SONUC 7.1: f(z)e C(4, B) ise

A-B A-B
r(1-Br) 2 <|f(z)|<r(1+Br)2%, B0,
(7.10) 7G)
4, I,
re ? S|f(z)|$re2 , B=0

dir. Gergekten,
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1+ Aw(z)

F(z,é’)=( 227(2) —Z+§J—1= 1+ Bw(z)’ B#9,
fO-FO =) | g, o
esitligi

1+ 478 0

, 2 Bz,
a1y L] 1B ’
f(2)

1+§ng B=0,

ifadesini gergekler. Diger taraftan

A+ B
1+ z
2 Bz,
W:W(Z): 1+BZ
1+£z, B=0,
2

fonksiyonu |z| =r ¢emberini merkezi C(r) ve yarigapt p(r) olan ¢emberler iizerine

resmeder. Burada C(r) ve p(r) asagidaki sekildedir.

1—B(A;Bjr2 (A;Bjr
C(r)= ,01, =7 B=#0,
(r) 1- B*? () 1- B**
(7.12)
4]
C(r)=(1,0), p(r) =T, B=0,

Dolayistyla (7.12) ifadesinden

LAY A
— <Rez! &)< — , B0,
(7.13) 1-Br f(2) 1-Br

2 f(2) 2
esitsizlikleri elde edilir. Diger taraftan,
(7.14) RezfX?)=r£zbgUTﬂ, z|=r

flz or

oldugunu goz oniine alirsak ve (7.14) bagintisini (7.13) ifadesinde kullanirsak
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1—(A;B)r—B(A;Bjr2 5 1+(A;BJF—B(A;B)}’2
<—1 < ,B?EO,
(7.15) (- B o el ) r(1- B
1 |4 _a 1|4
e TP | <-4+ B=0,
r 2 or og|f(z)| ro 2

esitsizligi elde edilir. (7.15) ifadesini 0’dan r’ye kadar integre edersek (7.10)

esitligini elde ederiz.

Yukaridaki teorem ve sonu¢ Y. Polatoglu, M. Bolcal, A. Sen ve E. Yavuz

tarafindan ispatlanmigtir.
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8. TASVIR EGRILERININ OZELLIKLERI

PROBLEM 8.1: w= f(z) fonksiyonu |z| =r g¢emberi lizerinde ve sinirladigi
|z|<r bolgesinde tanimlanmis, analitik ve yalinkat olsun. |z|=r cemberinin
w= f(z) fonksiyonu ile yapilan tasvirinde elde edilen egri I'=f (|z|:r) ise

asagidaki ifadeler gegerlidir.

(1) Tegetin x-ekseni ile pozitif yonde yaptig1 ac1
izf'(2)
ile ifade edilebilir.

(11) (1) sikkindaki tegete cizilen dis normal
—izf"(2)

ile ifade edilebilecegini gdsteriniz.

COZUM: Yarigapin, tegete degme noktasinda dik oldugunu ve bir liggende bir
dis acinin kendisine komsu olmayan iki i¢ a¢inin toplamina esit oldugunu biliyoruz.

Buna gore,

T
8.1 a=Qp+—
(3.1) o+

9+
(8.2) p=0+

esitlikleri yazilabilir. Diger yandan tegetin degme noktasindaki egimi
(8.3) m=f"(z)
seklinde ifade edilebilir. Ayrica,

w= f(z)=>dw= f'(z)dz = Argdw= Arg(f'(2)dz) =
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(8.4) Argdw= Argf'(z) + Argdz
esitligini yazabiliriz.

y \%
A A

w=£(z) Dis Normal

r= (=

Sekil 8.1

(8.5)  Argdw= ﬂ=6+%

(8.6) Argdz=a =¢ +% (Tegetin x-ekseni ile pozitif yonde yaptig1 ac1)
Yukaridaki (8.5) ve (8.6) ifadeleri (8.4) esitliginde yerine yazilirsa,
(8.7) Argdw=g +%+ Aref'(z)

elde edilir. Diger yandan,
(8.8) p=Argz

(8.9) %: Argi

oldugunu (8.7) ifadesinde kullanirsak,
Argdw= Argz+ Argi+ Argf'(z) = Argdw= Arg(izf'(z)) =
(8.10) dw=1izf"(z)

bulunur. Buda tegetin (izf'(z)) vektorii ile verildigini gosterir.

Teget ve normal birbirlerine dik olduklarindan m; normalin egimi ise,

mm, = f'(z)m, =—-1=
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esitligini yazabiliriz. Ote yandan,
w=f(z)=>dw= f'(z2)dz =

812 o1
dw  f'(z)dz

oldugunu buluruz. (8.11) ve (8.12) bagintilar1 birlikte diigtiniiliirse,
L = ! = Arg(Lj =—Arg ! =
dw  f'(z)dz dw f(2)dz

(8.13) Argl— Argdw=—(Argl— Argf'(z) — Argdz)

esitligi elde edilir. Diger yandan,
Argl=0
oldugunu goz dniine alirsak (8.13) bagintisi
(8.14) — Argdw = Argf'(z) + Argdz
haline doniisiir. (8.6), (8.8) ve (8.9) esitlikleri (8.14) ifadesinde kullanilirsa
(8.15) dw=—izf"(z)

bulunur.

PROBLEM 8.2: w= f(z) fonksiyonu |z| =r cemberi lizerinde ve kapattigi D

bolgesinde tanimlanmis, analitik ve yalinkat olsun. |z|:r cemberinin w= f(z)
fonksiyonu altindaki resmi
(8.16) I'=f(z=r)
olsun. ' egrisinin egriligi
Re(1+zf'(Z)J
f(2)
|2/"(2)

ifadesi ile verilebilecegini gosteriniz.

8.17)  p=

COZUM: Coziime bir egrinin egrilik tanimi nedir ve nasil tanimlanir sorularini

cevaplayarak baglayalim.

102



y v
A w=£z) A

_

P
7< Q
.
x > \ >
= f(‘z‘ =r)
Sekil 8.2

I egrisinin egriligi su sekilde tanimlanabilir: Sekil 8.2 de gosterildigi gibi,

r=f¢ (|z| =r) egrisi lizerinde bulunan herhangi iki nokta P ve Q ise bu noktalardan
I' egrisine ¢izilen tegetlerin olusturduklar aciya ﬁQ yayinin egriligi denir ve

Teget acisinin ¢ ’ye gore tiirevi

(8.18) Egrilik = p=—"—"—"""""— Ny P
Gorlintii egrisinin uzunlugunun ¢ ’ye gore tiirevi

ile formiiliize edilir.

z kompleks sayisinin kutupsal koordinatlardaki yazilisindan dolayi,
(8.19) f!(rei(p) — ‘f!(rei(p )‘eiArgf'r(reﬂP)
ifadesini verebiliriz. (8.19) esitliginden hareketle

log f"(re") = log[ f'(re” )‘ +log ¥ <)

] o

(820)  logf'(re’) =log|f'(re”)|+idrgf'(re”)
bagintisini elde ederiz. (8.20) ifadesinde her iki tarafin sanal kisimlar1 alinirsa
(8.21) Im(log f'(re'?)) = Argf'(re'’)

bulunur. (8.21) ifadesinden ¢ ’ye gore tiirev alinirsa,

%(Im(logfr(reirp))): %(Argf’(rew)):

(8.22) 1+i(lm(1og £'(re?))) = 1+i(Argf'(re"¢’))
dp op
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ifadesini elde ederiz. Ote yandan teget agisinin ¢ ’ye gore tiirevini hesaplarsak,

0=0(p) = p+ Argf'(2) +§ = Arg(izf'(2) =

(8.23) d'(p)=1+ Gi (Argf’'(re'?))
®
elde ederiz. (8.22) ve (8.23) ifadelerinin karsilagtirilmasiyla,
(8.23) 0'(p)=1+ i(Im(Argf'(re"‘/’))) =1+ 9 (Argf'(re”))
op op
esitligini yazabiliriz. Simdi,
log f'(re'?) = log f’(re"”)‘ +idrg(f'(re'))

ifadesinden ¢ ’ye gore tiirev alalim.

) 0
(8.24) ire e 6(p(10g

(8.24) esitliginin her iki tarafinin 7 ile boliinmesi ile

/e )+ i%(arg( 7'(re))).

29 ren LD gl e oL ot )

yada,
i f”(’,.eifﬂ) . a ' i a ' i

8.26 re' =——==—-i—1I\lo re'”) |+ —I\ar re'’

(8.26) o zaw( g/ '(re)) 5 lare(r e )

esitligi elde edilir. (8.26) ifadesi ayn1 zamanda,

i f"(rew) . 0 e i 0 e
8.27 l+re” ——= |=| —i—1\lo re'”)|)|+| 1+—»\ar re'’
(8.27) ( e a¢( g/'(re)) 5, e o)
seklinde yazilabilir. (8.27) ifadesinin her iki tarafinin reel kisimlarinin alinmasi ile
" ip
(8.28) Re(l tre® M] —1+ i(arg( 1'(re)))
S'(re™) op

esitligi elde edilir. (8.23) ve (8.28) esitliklerinin karsilastirilmasi ile,
i [ (re"”)

a ' ip
f'(re"”) J = 1+£(Argf (re ))

0'(p)= Re(l +re
(8.29)

1+ 2 (imargs )

ifadesine ulasilir. Buna gore teget agisinin ¢ ’ye gore tiirevi (8.29) esitliginden dolay1

8.30)  O(p)= Re(l +re” —;g:(p)) ]
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ile verilir. (8.30) esitliginde z =re’® almmasiyla,
(8.31) 0'(p) :Re(1+z&]
1)
elde edilir. Ote yandan gériintii egrisinin uzunlugunun ¢ ’ye gore tiirevini bulmak

istersek,

w=f(z)=>w= f(re?’)=>dw=ire'” f'(re"’) =
jan{=lire” f'(re'”)| = aw = |i|re” ' (re)| =
(832)  |dw|=|re f'(re™)
ifadesinde ulagilir. (8.32) esitliginde z = re” alimirsa,

(833)  |dwl=|z/"(2)
bulunur. (8.31) ve (8.33) ifadeleri (8.18) ifadesinde yerine yazilacak olursa,
Re(l +z f,(Z)j
/'(2)
|2/"(2)

p:

elde edilir.
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9. a-KONVEKS FONKSiYONLAR

a -konveks fonksiyon smifi P.T. Mocanu tarafinda tanimlanmigtir. Bu sinifin

genel tanimi agagidaki sekildedir.

TANIM 9.1: (o-Konveks Fonksiyonlar) f(z)=z+a,z’ +a,z’ +...

fonksiyonu birim disk D = {z||z| <1} ’de tanimlanmis analitik bir fonksiyon olsun ve

S ()
z

bu fonksiyon birim diskteki her z noktasi i¢in # 0 kosulunu gergeklesin.

0 < a <1 olmak tizere

©O1)  Re((a f <Z>)>=R{(l_a)z%w[m%ﬂw

esitsizligini gergekleyen f(z) fonksiyonuna « -konveks fonksiyon adi verilir. Bu tiir

fonksiyonlarin sinifi M () ile gosterilir.

.. . y . . v
z-diizlemi A w-diizlemi A

w=f(2) \

f(re'”)

r
Z=l"€i9

Sekil 9.1
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f(z)=z+a,z" +a,z’ +... fonksiyonunun tasviri altinda, D= {z||z| <r< 1}
diskinin resmi C, ile gdsterilsin ve bu ¢ember iizerindeki bir z=re’ noktasmin
resmi f(re'’) olsun. Bu durumda @ =arg f(re’’) yazabiliriz. f(re’’) noktasindan
C, egrisine gizilen tegeti gdz Oniine alirsak bu tegetin acis1 W = arg(ire® f'(re'’))
ifadesi ile verilebilir. Birim diskte analitik olan f(z) fonksiyonlarinin bazi

ozellikleri gergekleyip gergeklemeyecegi tamamen € ve W agilarina baglidir. Bu

acilarin gergekledikleri 6zelliklere gore f(z) analitik fonksiyonlar1 siniflandirilirlar.

Ornegin f(z) fonksiyonunun birim diskte y1ldizil olmasi igin gerek ve yeter sart

09
(9.2) 520

olmasi ile karakterize edilebilir. Benzer sekilde f(z) fonksiyonunun birim diskte

konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart

oY
9.3 —=20
©3) 00

esitsizligini saglamasidir.

Yukarida  soylenenlerden dolayr  « -konveks fonksiyonlarin  genel
karakterizasyonu ise yine €, ¢ ve ¥ agilari lizerine bazi sartlarin konulmasi ile elde
edilir. Buise 0<a <1 i¢in
(9.4) u=1-a)p+a¥
seklinde tanimlanan ve adina Mocanu agis1 ad1 verilen aginin birim disk D ’deki her
z i¢in

ou
9.5 >0
(9.5) 20

olmasi durumunda f(z) fonksiyonu D ’de « -konvekstir denir.
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10. MOCANU-JANOWSKI TiPINDE a-KONVEKS FONKSIYONLAR

Bu boéliimde Maconu-Janowski fonksiyonlarimi tanimlayarak bu sinifin genel
ozelliklerini (gosterilim teoremi, genellestirilmis Marx-Strohhacker esitsizlikleri,
distorsiyon teoremleri, katsayr esitsizlikleri) inceleyecegiz. Bunun igin asagidaki

tanim ve teoremlere ihtiyacimiz vardir.

TANIM 10.1: (Janowski Yildizil Fonksiyon) f(z)=z+a,z’ +a,z’ +...

fonksiyonu birim disk D’de tamimlanmis, analitik bir fonksiyon olsun. p(z),
genellestirilmis pozitif reel kisma haiz fonksiyon sinifina ait bir fonksiyon olmak

uzere

f'(2) _ 1+ Aw(z)
0.0 = =P = s

seklinde yazilabilirse f(z) fonksiyonuna Janowski yildizil fonksiyon adi verilir. Bu

fonksiyon sinifi ™ (4, B) ile gosterilir.

TANIM 10.2: (Janowski Konveks Fonksiyon) f(z)=z+a,z’ +a,z’ +...
fonksiyonu birim disk D’de tanimlanmis, analitik bir fonksiyon olsun. p(z),

genellestirilmis pozitif reel kisma haiz fonksiyon sinifina ait bir fonksiyon olmak
uzere

1+ Aw(z)

/() _
(10.2) l+z——==p(2)= T+ Bu(2)

£
seklinde yazilabilirse f(z) fonksiyonuna Janowski konveks fonksiyon ad1 verilir. Bu

fonksiyon sinifi C(A4, B) ile gosterilir. C(A, B) smnifina ait ilk ¢aligmalar Y.

Polatoglu, M. Bolcal ve A. Sen tarafindan yapilmstir.
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TANIM 10.3: (Mocanu-Janowski Tipinde a-Konveks Fonksiyon)
f(z2)=z+a,z’ +a,z’ +... fonksiyonu birim disk D ’de tanimlanmus, analitik bir
fonksiyon olsun. p(z), genellestirilmis pozitif reel kisma haiz fonksiyon sinifina ait

olmak tizere 0 < <1 kosulu altinda,

14 Aw(2)

(10.3) J(a, f(z))=|:(1—a)z&+ a(l+zf (Z)J:| =p(z)= 1+ Bn(2)

f(2) /()
diferansiyel denklemini ger¢ekleyen f(z) fonksiyonlarina Mocanu-Janowski tipinde
a-konveks fonksiyon adi verilir. Bu tiir fonksiyonlarin simifi M(«, 4, B) ile

gosterilir.

S*(4, B) ve C(4,B) smiflarmin tanimlarma dikkat edilirse M(a, 4, B)

smifi, P.T. Mocanu tarafindan tanimlanan « -konveks fonksiyon sinifinin

genellestirilmisidir. Bu genellestirmeyi asagidaki sekilde verebiliriz.
(1) a=1li¢in M(1, 4, B)=C(A4, B) smifi.
(i) a=0 i¢in M(0, 4, B)=S (4, B) smifl.
(1) A=1,B=-11i¢in M(a, 1, —1)= M () o -konveks fonksiyonlar sinifi.
Burada 6nemle belirtmek gerekir ki genellestirilmis pozitif reel kisma ait

fonksiyonlarin 6zel durumlari goz 6niine alinirsa M («, 4, B) sinifina ait alt siniflari

elde ederiz. Bunun i¢in 4 ve B ’yi asagidaki sekilde se¢mek yeterlidir.

(iv) A4=1-24,B=-1,0<1<1 olmasi halinde M(a,1-24,—1) smifi bulunur.

Bu simif A ’inc1 mertebeden « -konveks fonksiyonlar sinifidir.

(v) A=1,B=0 igin |J (a, 1,0, f(2)— 1| <1 kosulunu ger¢ekleyen « -konveks

fonksiyonlar sinifini elde ederiz.
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(vi) A=2,B=0 i¢in |J(a, 4,0, f(z))-1/< A kosulunu gercekleyen « -konveks
fonksiyonlar siifini elde ederiz.

1 1 1
i) A=1,B=—-1+—,M>— icin |J(a, 1, |-1+—|, -M
(vii) M > isin |J(a ( Mj /(2)

<M kosulunu

gercekleyen o -konveks fonksiyonlar sinifini elde ederiz.

\J(a, 2, -2, f(2) -]
I (@, A, =2, f(2)—1]

(iix) A=4,B=-4,0<A<I i¢in < A kosulunu gercekleyen

fonksiyonlar sinifin1 elde ederiz.

TEOREM 10.1: f(z)=z+a,z" +a,z’ +... fonksiyonu birim disk D ’de

tanimlanmis, analitik bir fonksiyon olsun. Eger f(z) fonksiyonu
(A-B)z
: " ———=F, B#0
(104) (l_a)ZM+a(l+Z&J—l-< 1+BZ 1(2)’ s
f(Z) f (Z) Azz F;(Z), B= 0’

subordinasyonunu gergeklerse M («, A, B) simifina aittir.

ISPAT:  w =h(z)= (:1_—3)2

2 lineer transformasyonu |z|=r cemberlerini,
+ bz

merkezi C,(r) ve yarigap1 p,(r) olan ¢emberler {izerine resmeder. Burada C,(r) ve

p,(r) asagidaki sekildedir.

B(A-B)r* (A-B)r
C(ry=—"—2""—, == 2 B=z0,

(10.5) (== g A= T
C,(r)= (0, 0), p(r)=|4r, B=0.

Ayrica, f(z)=z+a,z’ +a,z’ +... fonksiyonu yardimiyla

(10.6) f(2) (Z&Ja _Ja+ Bw(z))%, B#0,
z f(2) M) B=0,

A-B

fonksiyonunu tanimlayalim. Burada (14 Bw(z)) ? ve e™®

ifadelerinin z =0 ’daki

degeri 0’a esit oldugu Riemann dallar1 se¢ilmistir. Bu durumda w(z) fonksiyonu
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D’de analitiktir ve w(0)=0 kosullarin1 gercekler. Eger |w(z)|<1 oldugunu

gosterirsek teoremi ispatlamis oluruz. (10.6) ifadesinden logaritmik tiirev alirsak

A—B
—log(1+ B B#0
log f(z)=logz+alogz+alog f'(z)—alog f(z)={ B og(l+Bw(z)), B0,

Aw(z)loge, B=0,
, . , A—B BW(z2)
M—l+ocl+azf,(z)—otf(Z)= B 1+ Bw(z)’ o
@ =0T 0T e 5e0
: " : (4=B)zw(z)
RG] (Z)—1+a+azf,(z)—azf(z)= 1+ Bw(z) e
/) CIEN N 520
, , (A-B)zw'(2)
(10.7) (l_a)Z&-l_a[HZ&J_l: 1+ Bw(z) e
1@ S Azw'(2), B=0,

ifadesine ulasiriz. Diger yandan, w(z) fonksiyonu |z| =r g¢emberleri lizerinde bir z,
noktasinda maksimum degerini aliyorsa I.S. Jack lemmasi geregi

(10.8) z,W'(z,)) =kw(z,)

esitligi gergeklenir. (10.8) ifadesini (10.7) de kullanirsak

(10.9)
' " (4= B)w(zy)

{(I—Q)Zﬂ+a[l+zo f'(ZO)J:|—1= g 1+ Bw(z,) ¢ b (w(z)) e K(D), B0,
Sf(z) S(z) Aw(z)) & F,(w(z,)) & F,(D), B=0,

esitligini elde ederiz. Bu ise teoremin hipotezi olan

4 " (A—B)Z _
{(l_a)ZMJ’“[HZ&H—H W—E(Z), B#0,
/(2) /(@) Az =F(2) B0,

subordinasyonu ile geligir. Bu ¢eligkiye neden w(z) fonksiyonunun |z| =r g¢emberi
lizerinde bir z, noktasindaki maksimum degerini almas1 neden olmustur. Dolayistyla

bu c¢eliskiyi ortadan kaldirmak ig¢in |w(z)|<1 almmalidir. Bu ise bize (10.4)

subordinasyonunun gerceklendigini gosterir.

Diger taraftan w(z) fonksiyonu Schwarz lemmasinini kosullarini sagladigindan
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(A-B):z

(l—a)z%+a[l+z% —1< Al;BZ : ij(o):@
, " (A-B)w(z)

(l—a)zm+a(l+2& —1={ 1+Bw(z) ’ 820,
/) ) e sz

seklinde yazmak subordinasyon prensibinden dolay1 miimkiindiir. Bu ise bize

, ) 1+ Aw(z)
(l—a)zf(z)+a(l+zf,(z)J= B
/) FO) e oo,

oldugunu yani gercekten f(z)’in M(«, 4, B) sinifina ait oldugunu gosterir. Burada

ekstremal fonksiyon

NAGN (148 . B0,
/! )( f(Z)) ZeAz’ B=0,

dir.

SONUC 10.1: Teorem 10.1°den

1 &jA-BLZf'(z)JH_I 50

B\ =z f(2)
w(z) =1 _ 1 3
log (&jA LZM]A , B=0,
z /()

esitligi elde edilir. w(z) fonksiyonunun tanimi goéz Oniine alinirsa |w(z)|<1

oldugundan dolay1
(10.10) (&)A_B(Z&JA_B—I <|Bl, B=0,
z f(2)
f(Z))[ f’(z)j“ _
10.11 1 A, B=0,
(10-1h 0‘{( : \* 70 ]<|

esitsizlikleri elde edilir. (10.10) ve (10.11) esitsizlikleri Marx-Strohhacker
esitsizliklerinin genellestirilmisidir. Bu esitsizligi , A ve B parametrelerine 6zel

degerler vererek
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(1) a=1, A=1, B=-1 olmasi durumunda konveks fonksiyonlar i¢in
L
VS(2)

esitsizliklerini elde ederiz ki bu iki esitsizlik konveks fonksiyonlar i¢in ¢ok iyi

bilinen Marx-Strohhacker esitsizlikleridir [10, sayfa 129].

<1 ve Re4/ f'(2) >% (B #0 hali igin)

(1) =0, A=1, B=-1 olmast durumunda yildizil fonksiyonlar i¢in

z

f(2

esitsizligi bulunur. Bu esitsizlik 1932 yilinda Marx-Strohhacker tarafindan ve 1936

-1<1

yilinda M.S. Robertson tarafindan ispatlanmistir [10, sayfa 128].

(ii1)) A=1, B=—1 olmasi1 durumunda « -konveks fonksiyonlar i¢in

\/L[MJ il
O\ F'G)

seklinde tamamen yeni « -konveks fonksiyonlar i¢in bir esitsizlik elde edilir.

(iv) A=1, B=0 olmasi durumunda (B =0 halinde) « -konveks fonksiyonlar

o )55 -

esitsizligini buluruz. Bu esitsizlik de yukaridaki esitsizlik gibi yenidir.

i¢cin

<1

SONUC 10.2: f(z)e M(a, A, B) ve w(z) Schwarz lemmasmin kosullarini

saglamak iizere

ifga"<1+Bw(:»a_Bd§} . B=0,
o 0
f2)=1"

1A
l.llé'a lea (§)d§:|
(04

0

a
3

B#0,

L

seklinde yazilabilir.
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IPAT: Teorem 10.1 de f(z)e M(a, A, B) ise

A-B

(1012) f( )( f(Z)j — Z(1+BW(Z))T, B#0,
1@ ze™®) B=0,

esitliginin gegerli oldugunu biliyoruz. Burada w(z) Schwarz lemmasinin kosullarini

gercekler. (10.12) esitliginden hareketle

(f(z ))a( A (Z>) (4 BuE) T, B0,
1)) Lo ho
(10.13) S Z;_I(HBW(Z))T_B, B#0,
(F@)7 [ze, B=0,

esitligini elde ederiz. (10.13) ifadesinden integral alinirsa

1

f(2)=t= f'(2)dz=dL, (f(z))l_Z i a

] i;;_l(l SBWO) P S, B0,
a(f(2)* =1"

z

1,4,
J.é'll lea (g)dé,, B:O’
0

ifadesi elde edilir. Bu son esitlik ayn1 zamanda

lf:fi“(HBw(:))ﬁdg} . B=0,
a
(10.14)  f(z)=4" "

z 1 7‘4
Sfee “)d:} B=0,
(24

L 0

seklinde de yazilabilir.

TEOREM 10.2: f(z)e M(a, A, B) olsun. Bu durumda g(z)e S (4, B)

olmak tuzere

(10.15)  f(z)= [ j; (g@»ad;}

seklinde bir integral gosterilisine sahiptir.

ISPAT: (10.14) ifadesi aym zamanda
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éjc*(:aww@);)adg} . B0,
(10.16)  f(z)=4- '

Lo eAW“))”I‘dJ} , B=0
L%

\

seklinde yazilabilir. Diger yandan g(z) e S™(4, B) ise bu taktirde g(z) fonksiyonu

A-B
(1017) g(z)= Z(1+BW(Z)) B , B#O,
ze™®) B=0,

seklinde yazilabilecegini biliyoruz. (10.17) yazilisin1 (10.16)’da yerine yazarsak
(10.5) ifadesi elde edilir.

HAZIRLIK 10.1: M(a, 4, B) smifi i¢in distorsiyon teoremini verebilmek
icin hipergeometrik fonksiyonlar1 kullanarak K(a, 4, B, r) ile gosterilen yeni bir

fonksiyon tanimlayacagiz. Rea>0 ve Re(c—a)>0 olmak iizere hipergeometrik

fonksiyon
Gla. b, c: 2) = I'(c) Z”:F(a+k)r(b+k)i:
7 F(a(b)S T(c+k) k!
(10.18) re |
c a-1 c—a-1 -b
= —F(a)F(b)'!.u A=) (—uz)"du

seklinde tanimlanir. Diger yandan (10.14) yazilisinda w(¢{)=¢ olarak alinacak
olursa
(12 1 a5 "

—[¢a+B P d¢ | B#0,

a
(10.19)  fi(2)=1- "

1: L4 T

—[¢ e d{} , B=0,
[ %%

\

seklinde ifade edilebilir. Simdi (10.18) ve (10.19) yazilislar1 orasinda bir benzerlik

kurulacak olursa

115



1 1
a-1=—-1=a=—,
(04 (04

1
(10.20) <sc—a-1=0=>c=a+1=>c=—+1],

a
A-B A-B
—b=A_B= B_—p=—"=~B_|
aB o a
esitlikleri elde edilir. (10.20) esitlikleri
1 1 1
Re(a) = Re(—j >0, Re(c—a)= Re(—+1——j =Rel=1>0
a a a

kosullarin1 gergekler, dolayisiyla f,(z) fonksiyonu hipergeometrik fonksiyonlar

cinsinden

[~ a

1t
s

li{‘:‘_l(HBg) “dc|, Bwo,
aO
1021)  fi(z)=1l

B o

z 1 A
Leerag | B=0,
aO

seklinde yazabiliriz. Ayrica
(10.22) ({=uz=d{ =zdu

alinmasi durumunda (10.21) ifadesi

-

1 : 1, z
—I(uz)“ (1+Buz) * zdu| , B#0,
a
A=
_1 i L—1 ézu “
—[(z)" e« zdu | , B=0,
k—ao
(T A-B @
1 1 i—l B
z —I(u)“ (1+ Bzu) « du| , B#0,
a
(1023)  f,(z)=1 ’
BRI
z —I(u)“ e’ dul , B=0,
L —ao

haline doniisiir. (10.18), (10.20) ve (10.23) esitliklerinin birlikte diistiniilmesi halinde
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[~ a

N
[>]

1 k1 B
z2|=[u* (+Bzu) « du| ,B#0,
aO

(1024)  fi(a, A, B, r)=K(a, A, B, z) =+

-1 p l—1 ﬁzu “
z —J.u“ e* dul , B=0,
oy

fonksiyonunu elde ederiz. (10.24) yazilisindan hareket ederek ve Gamma

fonksiyonlarinin tanimini kullanarak

r r(lﬂj
(10.25) ©___ . 3
I'(@)I(c-a) r(ljr(lﬂ_l) r(ljr(l)
a a a o

oldugunu (10.24) yazilisinda kullanirsak

a

A-B

K(a,A,B,r)=rGl,— B ,i+l;r =
a a o

[ A-B a

(10.26) 1B B
—[p+Bp) = dp| . Bo,
aO

I
=

(1 1a4, ‘
—Ip“ e* dp| , B
aO

ifadesi yazilabilir.

TEOREM 10.3: f(z)e M(«, 4, B) olsun. Bu taktirde
(1027)  —K(a, 4, B,—r)<|f(z)|<K(a, 4, B, r)

dir. Bu esitsizlik kesindir. Zira extremal fonksiyon (10.21) esitligi ile verilen

-
[~ a

lz l—l 1
—[¢a+Bg) @ ds| . B0,
aO

1t
s

fo(@) =4l

B a

z 1 A
Leerag | B=0,
aO

|

fonksiyonudur.
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ISPAT: f(z)eM(a, 4,B) oldugundan Teorem 10.2’den  dolay

2(z) e S (4, B) olmak iizere

(1028)  f(2)= B [¢! (g(g“»adc}

seklinde yazilabilir. Eger |z|=r ve ¢{=pe” = d{=e"dp olarak alir (10.28)

esitligini pozitif reel eksen boyunca integre edersek

= fpe” (g(p))ae“"dp}

(1029 f2)=| - p-‘(g<p>>adp}

esitligini elde ederiz. Diger taraftan g(z) e S (4, B) oldugundan

A-B A-B

r(1-Br) ® <|g(z)|<r(1+Br) *, B=#0,

re " < |g(z)| <re", B =0,

(10.30)

esitsizliklerini gercekler. Dolayisiyla (10.30) ifadesi

A-B

q0s1y e <praeBp L B0
g(p)le < pret”, B=0,

seklinde yazilabilir. Diger taraftan (10.29) esitliginden

1032 (f)" - éip”(g(p»;dp

yazabiliriz. (10.31) esitsizligi (10.32) de kullanilirsa

[f ()]« < lfﬂ‘l ()« dp=>
a 0

N
&

1e o, + _B_
—Ip p*(d+Bp) * dp, B#0,
as —

(e <

1 ¢ L4,
—[ppeedp. B=0,
a 0
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1 n l—l E
—fp“ (I+Bp) « dp| , B#0,
(94
(1033)  |f(=)|<{Ll ° —
_1 oo Lla 4, ’
—J.p“ e“ dp| , B=0,
L %%

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlik (10.26) ifadesi ile karsilastirilacak olursa
(10.34)  |f(r)|<K(a, 4, B,r)

oldugunu buluruz. (10.34) esitsizligi (10.27) esitsizliginin sag tarafidir.

(10.27) esitsizliginin sol tarafini ispatlarken asagida agiklanan durumlart goz
oniine aliriz. g(z)€ S (4, B) oldugundan orijini f(z) = Re" noktasma birlestiren
bir I' dogrusunu goz oniine aliniz. f(z) fonksiyonu birim disk D ’de analitik

oldugundan T dogrusu D birim diskinde orijini bir z =re” noktasinda birlestiren

1
bir Jordan yaymin resmidir. Diger taraftan (f(z))* tasviri altinda bir y yayimin

resmi orijinden ¢ikan ve her birinin uzunlugu

(10.35) R* = If(z)ll = <]

d(f(z)*

olan bir ¢ok dogru parcasi olacaktir. Diger taraftan f(z) fonksiyonunun integral

gosteriliminden
1% LT
/()= [— | :*@(;))ad(} =
o 0
g4 1
(fE) ==[¢ @) ds =
a 0

g .
AN == [ (e

olacaktir. Boylece p=|§’ | ise

A-B A-B

r(1-Br) ¢ <|g(2)|<r(1+Br) 5, B=#0,
re" < |g(z)| <re”, B=0,

ifadesinden hareketle
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' A—

Re = [lc @@y |lac|z L [ o a-Bp) < lag]=
a 7 a e

sV

ES
[so]

B

146 - _B_
=—[p"(-Bp) « dp, B=0,
aO

. 1 1 1
Re =~ [l @7 |[de|z [ o7 e |dg] =
a@ /4 @ 4
1 ¢ 1o
=—j.p0’ e*dp, B=0,
a 0

esitsizlikleri elde edilir. Eger p=ru almirsa, hipergeometrik fonksiyon ve
K(a, A, B, r) fonksiyonunun tanimi altinda
(10.37)  |f(2)2-K(a, 4, B,~r)

esitsizligini elde ederiz. (10.34) ve (10.37) esitsizlikleri bize teoremin ispatini verir.

TEOREM 10.4: f(z)=z+2anz” eM(a, 4,B) ve S, Zixi =n kosulunu

n=2 i=1

gercekleyen, negatif olmayan (x,, x,, x;,...,x,) n’lilerinin climlesi olsun ve her bir
n’li i¢in

Z X =4,

i=1

olarak tanimlanmig olsun. Burada n=1,2,3,... icin (y(a,q)=a(a-1)(a-2)...,

y(a,0)=a)

X

(a,q—Dc"cy*..c;

(1038)  |a,.,|< 3L

sy lxlxlix,!
dir. Burada toplam S(») ’deki » ’liler lizerinden alinir ve ¢, ’ler

1 n—1
c, = B—-A)+kBal, n=1,2,3,...
" n!a"B”‘1(1+na)g[( ) ]

dir.

ISPAT: Bu smifa ait katsayinin esitsizliginin gosterilmesinde A.W. Goodman

tarafindan gelistirilen teknigi kullaniriz. Buna gore,
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r a

N
[so]
[>]

lié":’_l(l+B{;)“d§ , B#0,
aO
fe=1L

z 1 A @
ljga leagdg} : B=0,
\—a 0

yazilisindaki kuvvetlerin esas degerleri alinirsa
(10.39)  fi(z)=zH(2)

seklinde yazilabilir. Burada
(10.40) H(z)= [1+ chz":|

(10.41) ¢, = T H[(B A)+kBa], n=1

dir. Eger
f(z)=z+ Zanz"
n=2
ise

(n)
L H(0)

|an+1| -

,n=1,23,..
dir. (10.39) ve (10.40) yazilislarindan
(1042)  H(z)=[h)]" =z+ i a,,z"
varolduguna gore burada
h(z)= icnz”
n=l
dir. (10.42) ifadesinden logaritmik tiirev alirsak

h(( ))H(z) ;namz

elde ederiz. Bu yazilista h(z), 4'(z), H'(z), H(z) nin kuvvet serileri ile yazilmasi

H'(z)=

halinde

(10.43) (i na, z"" J(l + icnﬂz”j = a(i nc,z"" J(l + inan+lz"+)
n=1 n=1

n=l n=1

n=1o:

bulunur. »>1 sabit sayisi i¢in (10.43) yazilisindan z"~ ’in katsayilar esitlenerek
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Ylk-a(n-b]e,  a,,=0
k=1

n—=1s:

ifadesine ulasilir. Gergekten (10.43) ifadesinde her iki taraftan z" ’in katsayilarin

hesaplayalim. Ilk 6nce sol tarafi bulalim.

) 0 o ) ®
n—1 n | _ n—1 n—1 n
( E }’lan_HZ J(l'i‘ E CnZ J— E nan +( E }’lan_HZ J( E CnZ )3
n=1 n=1 n=1

n=1 n=1

=(a, +2a,z+3a,z> +...+na, z"" +.)+(a, +2a;z+..+na, z"”" +..)

(cz+c,z° +.tc,z" +..)

ifadesinden z"~'’li terimin katsayisin1 bulalim.
n
=(na,, +a,c, ,+2asc, ,+3a,c,_;+..(n—1a,c)= chn_kak+1 .
k=0

Simdi sag tarafin

a(i ne,z"”" J[l + Z‘O: nanﬂz”“] =
n=1

n=1
= a(z ne,z"" j + (Z ne,z"" ](Z na,, z" j
n=1 n=1 n=1

ifadesinden z"~'’li terimin katsayilarin1 hesaplarsak

Z a(n - k)cn—kak+1

k=0
bulunur. Dolayisiyla

chn-kak+1 - (ZZ (n—k)c, a;,, =0

k=0 =0
veya
(10.44)  Ylk-am-b]ec,a,, =0

k=0

olarak bulunur. ¢, =1 oldugu gbéz Oniine almirsa buradan n=1,2,..,(n—-1)

birakilarak (10.44) bagintisindan a,,, ’1 ¢6zersek

n—1
(1045) a4y =S [k—am-b]e, a5,
N y=o

bulunur. (10.45) denklemi bir rekiirasyon formiilii olup bize a,,,’in daha kiiglik
indekslerden hesaplama olanag: verir. Oyle ki a,,,’in bir dizisini bir tek tavirda

hesaplama olanag1 verir. Boylece bu teoremi ispatlamak i¢in her n sayisi i¢in
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Xn

X X
< Z y(a,qg=1)c"cy*..c,
sy alxlxlix,!

an+1

esitligi ile tanimlanan a,,, katsayilarin gercekte

1 a0
Apn = __Z[k —a(n— k)] Crk et
M=o

bagintisint sagladigini géstermek yeter. Bunun i¢in indiiksiyon ile islem yapariz. Bu

demektir ki her £ =1,2,..n—1 igin

(a,j—=Dc"cy?..c)"

(10.46) a,, =37

x 11l x, !
k 7
vardir. Burada j= Zxk ve toplam S(k) tizerinde alinir (in =k nin gergekledigi
i=l i=l
biitlin negatif olmayan (x,,x,,...,x,) k& ’hlarin tizerinden alinir).
Eger k<n ise yeterli derecede sifirlar ilave ederek k —tuplesinden, n-—
tuplesine genisletilebilir. Boylece
k
(1047)  n)ix,=k,k<n
i=1
ifadesinin negatif olmayan sayilar dahilinde ¢oziimii i=k+1,k+2,..,n i¢in x, =0

X;

i
ci

verilmelidir ve (10.46) ifadesindeki faktoriiniin kapsami degeri degistirmez.

x,!

1

Ciinkii bu faktorler i=k+1,k+2,...,n icin 1°dir. Boylece (10.46) denklemi

. X,
a,j—Dcc?...c)
" k<n

(1048)  a, =32

x1x, !l x !
ile yer degistirebilir. Burada j=2xi dir ve toplam (10.47) ifadesinin negatif
i=1

olmayan sayisal ¢oztimleri lizerinden alinir. (10.48) bagintisini
1 n—1
an+l = __Z[k - a(n - k)] cn—kak+l
M=o

ifadesinin sag R tarafinda kullaniriz. Burada

n—1 *n

R=-1%Y% [k—an -]y (e, j-De, ek ..c!

N2 50 x 1l x, !

elde edilir. Simdi (y;,y,,...,y,), S(n) nin i¢inde herhangi bir sabit n—tuple olsun.
Oyleki
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Ziyi =n, Zyi =q
i=l i=1

olsun. R ’nin esitliginde c¢;"c;?...c;” nin C katsayisim1 belirlememiz gerekir. Bu

katsay1 toplamdaki ¢esitli terimleri birlestirerek ortaya cikabilir. Gergekte bu terimler

ancak ve ancak

R ) Yn — V1 L2 Yn
Cn_kcl CZ ...Cn _Cl 6’2 ...Cn

varsa ortaya ¢ikabilir. Spesifik olmak i¢in, y, >1°1 gercekleyen bir indeks « ; i #a

ise x, =y, ve x, =y, —1 olsun. Busabit a i¢in j= Zx,. =g —1 esitligi elde edilir.

i=1

n—1 Xn

R=-1%Y% [k—a(n-Bly(a,j-De,_cied..c

N2 50 x 1l x, !

ifadesinde n—k =a olarak alirsak ve eger 4, y,#0’1 gergekleyen a’nmn bir

cumlesi ise buradan

ey Hmazaa)y(ag=2)

oy xxxtx)!

bulunur. Bu bagintinin da pay ve paydasina y_ faktorii koymakla

czzya(n—a—aa)y(a,q—Z)z y(a.q=2) S 3.y (n—a—aa)
pey ny!y,lyslp,! nynlyty "

elde edilir. Eger y, =0 ise toplamda ona tekabiil eden terim sifirdir. Boylece

Diy,=n, Y y,=¢q
i=1 i=1

ifadelerini kullanarak

y(@,q=2) <
= (aay,+ay,—ny,)=
n-yl!yzlyﬁ---yn!;
__raq=2) n(a—(q—1)) = y(a,q=2)
Dy loy | 1 TR
ViV Vs Y, ViV, Vs Y,
elde edilir ki bu da

X X X,
~V(a,g=1)c"c? ..,
B _Z PRLANES
x 1, x) !
ifadesinin sag tarafinda ihtiya¢ duyulan c¢"¢;?...c;” nin katsayisidir. Her sabit

n

(»,»Y4,--y,) icin miinakasa gercekligini korudugundan
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a,g—c"c? ...
a,, = Z 7/( q )Cl C, C,

*n

x 1l x, !

ifadesindeki sinirlar kesindir ve « > 0 igin

f(2)=1

f

— 4 a

li;a'l (1+BS) « df| B0,
o 0

s

r o

z 1 A
ljga ‘edtds B=0,
L%

olarak tanimlanan fonksiyon i¢in esitlik elde edilir.
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