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ÖZET 

 
Yalınkat fonksiyonlar 1907 yılında Koebe tarafından tanımlandıktan sonra yalınkat 
fonksiyonlar üzerine pek çok çalışma yapılmıştır.  1930’lu yıllarda W. Alexander ve 
J. Dieudonné konveks fonksiyonlar sınıfını tanımlayarak bu çalışmanın ana yapısını 
oluşturan bilgileri vermişlerdir. Bu çalışmanın ilk dokuz bölümde yalınkat 
fonksiyonlar teorisinin temelleri denebilecek önbilgiler verilmiş ve özel yalınkat 
fonksiyonlar sınıflarının genel özellikleri incelenmiştir. Onuncu bölümde ise 1969 
yılında P.T. Mocanu tarafından tanımlanan ve daha sonra P.T. Mocanu, Maxwell O. 
Read ve S. Miller tarafından geliştirilen α-Konveks fonksiyonlar sınıfı 
genişletilmiştir. Bu fonksiyon sınıfına “Mocanu-Janowski Tipinde α-Konveks 
Fonksiyonlar” adı verilmiş ve fonksiyon sınıfına ait, genelleştirilmiş Marx-
Strohhacker eşitsizlikleri, gösterilim teoremi, distorsiyon teoremi, konvekslik 
yarıçapı, katsayı eşitsizlikleri verilmiştir. 



 

 viii

SUMMARY 

Much has been done on univalent functions since they were defined in 1907 by 
Koebe. The central axis of this work is the class of convex functions defined by W. 
Alexander and J. Dieudonné around 1930’s. The first nine parts of this work consists 
of basic knowledge of univalent functions and investigation of properties of special 
classes of univalent functions. In the tenth part the class of  α-convex functions, 
which was defined by P.T. Mocanu and developed by P.T. Mocanu, Maxwell O. 
Read and S. Miller, has been generalized. This new class is named as “α-convex 
functions of Mocanu-Janowski type,” and then generalized Marx-Strohhacker 
inequalities,  representation theorem, distortion theorem, radius of convexity and 
coefficient inequalities for this class are given.  
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GİRİŞ 

Birim çemberde analitik ve yalınkat olan tek kompleks değişkenli fonksiyonlar 

ilk olarak 1907 yılında Koebe tarafından incelenmiştir. 1930’lu yıllarda W. Alexander 

ve J. Dieudonné tarafından konveks fonksiyonlar sınıfı tanımlanmıştır. Daha sonra da 

çeşitli matematikçiler bu sınıfları genelleştirerek çeşitli yalınkat fonksiyon sınıfları 

ortaya koymuşlardır.  

 

Tek kompleks değişkenli analitik fonksiyonların incelenmesinde temel amaç; 

ortaya atılan fonksiyon sınıfının Taylor açılımındaki na  katsayısına ait modülün üst 

sınırını bulmak, fonksiyon sınıfına ait distorsiyon teoremlerini, yıldızıllık ve 

konvekslik yarıçaplarını vermek, Schwarzian ve pre-Schwarzian türevlerini bulmak ve 

Koebe bölgelerini ifade etmektir. 

 

Bu çalışmada Maconu-Janowski tipinde α-konveks fonksiyon sınıfı 

tanımlanarak bu sınıfa ait  

1. Genelleştirilmiş Marx-Strohhacker eşitsizlikleri, 

2. Gösterilim teoremi, 

3. Distorsiyon teoremleri, 

4. Konvekslik yarıçapı, 

5. Katsayı eşitsizlikleri 

verilmiştir. 

 

 

 

 



 2

 

1. SUBORDİNASYON PRENSİBİ 

 TEOREM 1.1: (Maksimum Modül Teoremi) )(zfw =  fonksiyonu basit 

bağlantılı kapalı C eğrisinin kapattığı D  bölgesinde tanımlanmış, analitik, sabitten 

farklı bir fonksiyon olmak üzere ( )f z  ifadesi maksimum değerini D  bölgesinin 

sınırından alır.  

 

 İSPAT:  

 

Şekil 1.1 

Şekil 1.1’de görüldüğü gibi tamamen D  bölgesinin içinde kalan düzgün, kapalı γ  

eğrisinin bir iç noktası 0z  olsun. 0z  noktasının, γ  Jordan eğrisi (basit bağlantılı ve 

sürekli iki fonksiyon ile ifade edilebilen )(),( tyytxx ==  gibi bir eğriye Jordan 

eğrisi adı verilir) içindeki r  yarıçaplı uygun bir civarı bulunabilir. Mademki )(zf  

fonksiyonu D  bölgesinin her yerinde analitik ve tanımlanmıştır Cauchy-integral 

teoremine göre  

(1.1)  0
0

1 ( )( )
2

ff z d
i zγ

ζ ζ
π ζ

=
−∫  

0z  
r

D Bölgesi 
C Eğrisi 

γ  Eğrisi 
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ifadesi yazılabilir. Yukarıda söylenenlerden dolayı (1.1) ifadesindeki γ  eğrisi yerini 

0z ’ın uygun bir civarını sınırlayan rz =− 0ζ  çemberini alabiliriz. Dolayısıyla (1.1) 

eşitliğinden  

(1.2)  
0

0
0

1 ( )( )
2 z r

ff z d
i zζ

ζ ζ
π ζ− =

=
−∫  

ifadesi yazılabilir.  

(1.3)  0 0 0
i i iz r z re z re d ire dθ θ θζ ζ ζ ζ θ− = ⇒ − = ⇒ = + ⇒ = . 

(1.3) eşitlikleri (1.2) de kullanılırsa 

(1.4)   
2

0 0
0

1( ) ( )
2

if z f z re d
π

θ θ
π

= +∫  

eşitliği elde edilir ki bu da Gauss ortalama değer teoremidir. (1.4) ifadesi bize 

merkezdeki fonksiyon değerlerinin, çevre değerlerinin aritmetik ortalaması olduğunu 

söyler.  

 

1. Çalışma Hipotezi: ( )f z  ifadesi maksimum değerini bir iç nokta olan 0z  da alsın. 

Bu durumda 

  
0 0 0 0

2

0 0
0

( ) ( ) ( ) ( ) 0

( ) ( ) 0

i i

i

f z f z re f z f z re

f z f z re d

θ θ

π
θ θ

⎧ ≥ + ⇒ − + ≥ ⇒
⎪
⎨

⎡ ⎤− + ≥⎪ ⎣ ⎦
⎩
∫

 

ifadesi geçerli olacaktır. Yani pozitif bir fonksiyonun belli aralıklar içindeki integrali 

de pozitiftir. Son ifadeden hareketle 

  
2 2 2

0 0 0 0
0 0 0

0 ( ) ( ) ( ) ( )i if z f z re d f z d f z re d
π π π

θ θθ θ θ⎡ ⎤≤ − + = − + ⇒⎣ ⎦∫ ∫ ∫  

  
2 2

2
0 0 0 00

0 0

0 ( ) ( ) 2 ( ) ( )i if z f z re d f z f z re d
π π

π θ θθ θ π θ≤ − + = − + ⇒∫ ∫  

(1.5)  
2

0 0
0

1( ) ( )
2

if z f z re d
π

θ θ
π

≥ +∫  

eşitsizliği elde edilir. Diğer yandan (1.4) ifadesinden modül alınacak olursa 

(1.6)  
2 2

0 0 0 0
0 0

1 1( ) ( ) ( ) ( )
2 2

i if z f z re d f z f z re d
π π

θ θθ θ
π π

= + ⇒ = +∫ ∫  

eşitliği elde edilir. Ayrıca eğrisel integralin özelliklerinden 
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  ( ( )) ( ( ))
C C

f z t dt f z t dt≤∫ ∫  

eşitsizliğini yazabiliriz. Bu ifadeyi (1.6)’da kullanırsak 

  
2 2

0 0 0
0 0

1 1( ) ( ) ( )
2 2

i if z f z re d f z re d
π π

θ θθ θ
π π

= + ≤ + ⇒∫ ∫  

(1.7)  ∫ +≤
π

θ θ
π

2

0
00 )(

2
1)( drezfzf i  

eşitsizliğini elde ederiz. (1.5) ve (1.7) eşitsizliklerine dikkat edilecek olursa bir 

çelişki olduğu ortaya çıkar. Dolayısıyla bu çelişkiyi ortadan kaldırmak için çalışma 

hipotezinden vazgeçmek gerekir. Yani ( )f z  maksimum değerini bir iç noktada 

alamaz. 

 

2. Çalışma Hipotezi: Her θ  argümanı için  

(1.8)  0 0( ) ( )if z f z re θ= +  

Şekil 1.2 

eşitliğinin daima gerçeklendiğini kabul edelim. Böylece bir iç noktadaki değerin 

sınırdaki değere eşit olduğunu öne sürmüş oluyoruz. Bu çalışma hipotezi altında 0z  

merkezli ve  

  1 2 3 1... ...n nr r r r r−< < < < < <  

nr  

1nr −  

3r  

2r  1r  

0z  
iç nokta 
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yarıçaplı çemberleri düşünürsek (1.8) eşitliği yarıçapları gittikçe küçülen çemberler 

üzerinde sürekli olarak gerçekleniyorsa göstermeliyiz ki )(zf  analitik fonksiyonu 

ancak sabittir. czf =)( 0  ( c  sabit sayı) eşitliğinde 0z  noktası D  bölgesinde seçilen 

herhangi bir nokta olduğuna göre bu eşitlik bölge içinde bulunan bütün noktalar için 

geçerlidir. Dolayısıyla czf =)(  dır. Yani )(zfw =  fonksiyonu basit bir 

fonksiyondur. Gerçekten; 

   ⇒+=⇒+== 22 )),(()),(()(),(),()( yxvyxuzfyxivyxuzfw  

(1.9)  2222 )),(()),(()( cyxvyxuzf =+= . 

Öte yandan )(zfw =  fonksiyonu D  bilgesinde analitik olduğundan Cauchy-

Riemann denklemlerini gerçekler. Yani ),(),()( yxivyxuzfw +==  olmak üzere 

(1.10) 

∂ ∂⎧ =⎪∂ ∂⎪
⎨∂ ∂⎪ = −
⎪∂ ∂⎩

u v
x y
u v
y x

 

eşitlikleri geçerlidir. Şimdi (1.9) ifadesinden x ’e ve y ’ye göre türev alalım ve 

bulunan ifadelerde Cauchy-Riemann denklemlerini kullanalım, 

(1.11) 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=
∂
∂

−
∂
∂

⇒=
∂
∂

+
∂
∂

⇒=
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

−
∂
∂

⇒=
∂
∂

+
∂
∂

⇒=
∂
∂

+
∂
∂

00022

00022

y
uu

x
uv

y
vv

y
uu

y
vv

y
uu

y
uv

x
uu

x
vv

x
uu

x
vv

x
uu

 

(1.11) denklem sisteminde 
y
u

x
u

∂
∂

∂
∂ ,  bilinmeyenler olarak kabul edildiğinde bu 

denklem sistemi lineer homojen denklem sistemine dönüşür ki, çözümünün 

olabilmesi için katsayılar determinantının sıfır olmasıdır. Yani, 

  ⇒==⇒=+⇒=
−

0,000 22 vuvu
uv
vu

  

  0),(,0),( == yxvyxu . 

Şimdi 

  0,0 =
∂
∂

−
∂
∂

=
∂
∂

−
∂
∂

y
uu

x
uv

y
uv

x
uu  

ifadelerinde tekrar Cauchy-Riemann denklemleri kullanılırsa 
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  0),(,0),(
0

0
==⇒

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

=
∂
∂

−
∂
∂

=
∂
∂

−
∂
∂

yxvyxu

y
vu

x
vv

y
vv

x
vu

 

bulunur. Bu sonuçlarda bize gösterir ki ),( yxu  ve ),( yxv  fonksiyonları sabittir. 

Dolayısıyla ),(),()( yxivyxuzfw +==  şeklinde ifade edilen fonksiyon da sabittir. 

Teoremin ifadesinde )(zf  fonksiyonunun D  bölgesinde sabitten farklı analitik bir 

fonksiyon olduğunu söylemiştik. Bu çelişkiyi ortadan kaldırmak için çalışma 

hipotezinden vazgeçmek gerekir. Yani 

  0 0( ) ( )≠ + if z f z re θ   

dır.  

 )(zf  fonksiyonu reel değişkenli D ’de analitik ve sürekli olduğundan )(zf  

maksimum değerini D ’de alır. Ancak yukarıda gösterildi ki bu nokta hiç bir zaman 

iç nokta olamayacaktır. O halde )(zf  maksimum değerini ancak sınırda alır. Bu da 

maksimum modül teoremini ispatlar. 

 

 LEMMA 1.1: (Schwarz Lemması) 2
1 2( ) ...w z c z c z= + +  fonksiyonu birim disk 

{ 1}D z z= <  de tanımlanmış ve analitik olsun. Ayrıca (0) 0w =  ve ( ) 1w z <  

koşullarını gerçeklesin. Bu durumda 

  ( )w z z≤  ve (0) 1w′ ≤   

eşitsizlikleri gerçeklenir. Eşitlik hali ancak ve ancak ( )w z kz= , 1k =  fonksiyonu için 

geçerlidir.  

 

 İSPAT:  

(1.12) 
2

1 2
1 2

...( )( ) ...c z c zw zh z c c z
z z

+ +
= = = + +   

fonksiyonunu göz önüne alalım. Bu fonksiyon birim diskte tanımlı ve analitiktir. 

Teorem 1.2’den dolayı fonksiyon maksimum değerini sınırda alır. Yani 

(1.13) ( )( ) 1w zh z
z

= ≤  

eşitsizliği geçerlidir. (1.13) ifadesinden aşağıdaki işlemleri yaparak 
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( )

1 ( )
w z

w z z
z

≤ ⇒ ≤  

olduğunu görürüz. Şimdi limitin 

  
0

( 0) (0)(0) lim
0z

h z hh
z→

+ −′ =
−

 

tanımını kullanırsak 

  
0 0 0 0

( 0) (0) ( ) 0 ( ) ( )(0) lim lim lim lim
0z z z z

w z w w z w z w zw
z z z z→ → → →

+ − −′ = = = = ⇒
−

 

  
0

lim ( ) 1 (0) 1
z

h z w
→

′≤ ⇒ ≤  

bulunur. Eşitlik hali 

  ( ) ( ) ( )( ) 1 1 ( ) 1 .w z w z w zh z w z z
z z z

= ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒  

  ( ) ( 1)w z kz k= =  

olduğu görülür. 

 

 TANIM 1.1: (Subordinasyon Prensibi) ( )f z  ve ( )g z  fonksiyonları 

{ 1}D z z= <  bölgesinde tanımlanmış, analitik iki fonksiyon olsun. ( )w z  

fonksiyonu D de tanımlı, analitik ve (0) 0w = , ( ) 1w z <  koşullarını gerçekleyen bir 

fonksiyon olmak üzere ( ) ( ( ))f z g w z=  şeklinde ifade edilebiliyorsa, ( )f z  

fonksiyonu ( )g z  fonksiyonuna “Subordine” dir denir ve ( ) ( )f z g zp  olarak yazılır. 

 

 Subordinasyon prensibi Schwarz lemmasının genelleştirilmişidir. ( )w z z=  

olarak alındığında ( ( )w z z=  fonksiyonu 1 1k k= ⇒ =  hali için Schwarz 

lemmasında eşitlik halini veren fonksiyondur) subordinasyon prensibi Schwarz 

lemmasına indirgenir. 

Subordinasyon prensibinin genel özellikleri aşağıdaki şekilde sıralanabilir. 

 

 TEOREM 1.2: ( )f z  ve ( )g z  fonksiyonları D birim diskinde tanımlanmış 

analitik iki fonksiyon olsun. Eğer ( ) ( )f z g zp  ise ( ) ( )f D g D⊂  dir. 
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Şekil 1.3 

  

 İSPAT: Teoremin ispatına geçmeden önce geometrik yorumunu yapalım. Şekil 

1.3 de gösterildiği gibi, D birim diskinin ( )f z  fonksiyonu altındaki resim bölgesi 

( )f D , ( )g z  fonksiyonu altındaki resim bölgesi ( )g D  ise ( )f D  bölgesi ( )g D  

bölgesinin alt cümlesidir. 

 

 Subordinasyon prensibinin Schwarz lemmasının genelleştirilmiş hali olduğunu 

Tanım 1.1’de belirtmiştik. Dolayısıyla Subordinasyon, Schwarz lemmasının 

koşullarını gerçekler. Bu gerçekten hareketle 

(1.14) ( ) ( ) ( ) , 1w z z w z z w z kz k≤ ⇒ = ⇔ = =  

ifadesini yazabiliriz. Öte yandan 

 

 

(1.15) 

 

Yani, 1 ( )z w D∈  ise 1z D∈  olur. Bu ise bize 

(1.16) ( )w D D⊂  

olduğunu gösterir. Diğer taraftan ( ) ( )f z g zp  subordinasyonunun (1.16) ifadesinde 

kullanılması ile  

  ( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( )f z g w z f D g w D g D= ⇒ = ⊂ ⇒  

C Eğrisi 

x 

( )g C  Eğrisi ( )f C  Eğrisi 

u
( )f D  

( )g D  

( )

( )

w f z

w g z

=

=
 

D Bölgesi 

1r =  

z-düzlemi w-düzlemi 

vy 

1 1( ) ( )z w D z w z∈ ⇒ =  olacak şekilde bir z D∈  vardır. 

1 1 1( ) ( ) , 1 ( ) 1z w z z w z z z z w z z= ⇒ = ≤ < ⇒ = ≤ < ⇒  

1 11z z D< ⇒ ∈  bulunur. 
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  ( ) ( )f D g D⊂  

buluruz ki bu da ispatlanması istenen ifadedir. 

 

 SONUÇ 1.1: 2
2( ) ...f z z a z= + + , 2

2( ) ...g z z b z= + +  açılımlarına sahip ( )f z  

ve ( )g z  fonksiyonları  

  (0) 0, (0) 1f f ′= =  ve (0) 0, (0) 1g g′= =  

olacak şekilde normalize edilmiş olsunlar. Eğer ( ) ( )f z g zp  ise  

  (0) (0)f g=  

eşitliği gerçeklenir. 

 

 İSPAT: Gerçekten,  

  
( ) ( ) ( ) ( ( ))

(0) (0)
(0) 0 (0) ( (0))

f z g z f z g w z
f g

w f g w

⇒ = ⎫⎪⇒ =⎬
= ⇒ = ⎪⎭

p
 

sonucu elde edilir. 

 

 SONUÇ 1.2: 0 1r< <  olmak üzere ( ) ( )f z g zp  subordinasyonu varsa 

  { ( ) } { ( ) }f z z r g z z r< ⊂ <  

bağıntısı gerçeklenir. Yani 

  ( ) ( )r rf D g D⊂  

dir. 

 

 SONUÇ 1.3: ( ) ( )f z g zp  subordinasyonu geçerli ise  

  ( ) ( )
z r z r

Max f z Max g z
≤ ≤

≤  

eşitsizliği gerçeklenir. 

 

 İSPAT: Gerçekten, ( )f z  ve ( )g z  fonksiyonları { 1}D z z= <  bölgesinde 

tanımlanmış analitik fonksiyonlar olduklarından maksimum modül teoreminden 

dolayı maksimum değerlerini D bölgesinin sınırında alır. Teorem 1.2 den dolayı  

(1.17) ( ) ( )f D g D⊂  

bağıntısının gerçeklendiğini biliyoruz. Teorem 1.1 ve (1.17) ifadelerinden 
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  ( ) ( )
z r z r

Max f z Max g z
≤ ≤

≤  

eşitsizliği elde edilir. 

 

 SONUÇ 1.4: ( ) ( )f z g zp  subordinasyonu geçerli ise  

  ( ) ( )2 2(1 ) ( ) (1 ) ( )
z r z r

Max z f z Max z g z
≤ ≤

′ ′− ≤ −  

eşitsizliği gerçeklenir. 

 

 İSPAT: Gerçekten, ( ) ( )f z g zp  olduğundan, ( )w z  fonksiyonu Schwarz 

lemmasının koşullarını gerçekleyen bir fonksiyon olmak üzere 

(1.18) ( ) ( ( ))f z g w z=  (Subordinasyonun tanımından) 

(1.19) ( )w z z≤  (Schwarz Lemmasından) 

(1.20) 2 2(1 ) ( ) (1 ) ( ) ( ( ))z f z z w z g w z′ ′ ′− ≤ −  (Schwarz Lemmasından) 

bağıntıları yazılabilir. (1.18) eşitliğinden 

(1.21) 2 2(1 ) ( ) (1 ) ( ) ( ( ))z f z z w z g w z′ ′− = −  

ifadesine ulaşılır. (1.21) bağıntısına Schwarz lemması uygulanacak olursa 

  2 2 2(1 ) ( ) (1 ) ( ) ( ( )) (1 ( ) ) ( ( ))z f z z w z g w z w z g w z′ ′ ′− = − ≤ − ⇒  

(1.22) 2 2(1 ) ( ) (1 ( ) ) ( ( ))z f z w z g w z′ ′− ≤ −  

elde edilir. (1.22) eşitsizliğinde (1.19) kullanılırsa 

(1.23) 2 2(1 ) ( ) (1 ) ( )z f z z g z′ ′− ≤ −  

eşitsizliğini elde ederiz. (1.23) ifadesinde maksimum modül teoremi kullanılırsa 

(1.24) ( ) ( )2 2(1 ) ( ) (1 ) ( )
z r z r

Max z f z Max z g z
≤ ≤

′ ′− ≤ − , (0 1)r< <  

bulunur ki bu da ispatı istenen ifadedir. 

 

 SONUÇ 1.5: ( ) ( )f z g zp  subordinasyonu geçerli ise  

  (0) (0)f g′ ′≤  

eşitsizliği gerçeklenir. 

 

 İSPAT: Gerçekten, Sonuç 1.4’ün ispatında 
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(1.25) 2 2(1 ) ( ) (1 ( ) ) ( ( ))z f z w z g w z′ ′− ≤ −  

eşitsizliğini elde etmiştik. (1.25) ifadesinde (0) 0w =  olduğunu kullanırsak 

  (0) (0)f g′ ′≤  

eşitsizliğine ulaşılır. 

 

 TEOREM 1.3: ( )f z  ve ( )g z  fonksiyonları D birim diskinde tanımlanmış 

analitik fonksiyonlar olsunlar. ( )g z  fonksiyonu D bölgesinde yalınkat ise ( )f z  

fonksiyonunun, ( )g z  fonksiyonuna subordine olması için gerek ve yeter şart 

  (0) (0)f g=  ve ( ) ( )f D g D⊂  

olmasıdır. 

 

 İSPAT: (Gereklilik) ( )g z  fonksiyonu D bölgesinde yalınkat ve ( ) ( )f z g zp  

olsun. 3. bölümde verilen yalınkat olmanın tanımından dolayı  

(1.26) 1 2 1 2( ) ( )z z g z g z≠ ⇒ ≠  

dir. Ayrıca ( )f z  fonksiyonu, ( )g z  fonksiyonuna subordine olduğundan 

(1.27) ( )w z , D de analitik 

(1.28) (0) 0, ( 1'de)w z= <  

(1.29) 1z <  için ( ) 1w z <  

olacak şekilde bir ( )w z  fonksiyonu vardır. (1.26), (1.27), (1.28) ve (1.29) 

ifadelerinin birlikte düşünülmesi ile aşağıdaki sonuca varılabilir. 

 1 ( ) (0 1)rz w D r∈ < <  için 1 ( )z w z=  olacak şekilde bir rz D∈  vardır. 

Dolayısıyla 

  1 1 1 1( ) ( ) 1 1 rz w z z w z z z D= ⇒ = < ⇒ < ⇒ ∈  

buluruz. Bu ise bize  

(1.30) ( )r rw D D⊂  

olduğunu gösterir. (1.26) eşitliği (1.30) ifadesi ile birlikte düşünülürse 

(1.31) ( ( )) ( )r rg w D g D⊂  

bağıntısı elde edilir. Diğer taraftan 

(1.32) ( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ) ( ( ))r rf z g z f z g w z f D g w D⇒ = ⇒ =p  

eşitliğini de göz önüne alırsak (1.31) ve (1.32) ifadelerinden 
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(1.33) ( ) ( )r rf D g D⊂  

yazılabilir. (1.33) bağıntısında 1r →  alınırsa 

(1.34) ( ) ( )f D g D⊂  

buluruz. Öte yandan verilen tanımları kullanarak 

  
( ) ( ) ( ) ( ( ))

(0) (0)
(0) 0 (0) ( (0))

f z g z f z g w z
f g

w f g w

⇒ = ⎫⎪⇒ =⎬
= ⇒ = ⎪⎭

p
 

elde ederiz. 

 (Yeterlilik) ( )g z  fonksiyonu D bölgesinde yalınkat, (0) (0)f g=  ve 

( ) ( )f D g D⊂  olsun. Göstermeliyiz ki ( ) ( )f z g zp  dir. 

 ( )g z , D de yalınkat olduğundan (1.26) bağıntısını kullanarak 

  1( ) ( )w g z z g w−= ⇔ =  

fonksiyonunun ( )g D  de analitik ve yalınkat olduğunu söyleyebiliriz. Diğer yandan 

( ) ( )f D g D⊂  olduğundan 1( )z g w−=  fonksiyonu aynı zamanda ( )f D  de 

yalınkattır. Şimdi 

(1.35) 1( ) ( ( ))w z g f z−=  

fonksiyonunu tanımlayalım. (1.35) şeklinde tanımlanan fonksiyon yukarıda 

söylediklerimizden ötürü ( )g D  de analitiktir. ( ) ( )f D g D⊂  olduğundan ( )w z  

fonksiyonu ( )f D ’de de analitiktir. Ayrıca 

  1(0) (0) 0 ( (0))f g g f−= ⇒ =  

bulunur ki bu bağıntı bize 

  
1

1

( ) ( ( ))
(0) 0

( (0)) 0

w z g f w
w

g f

−

−

⎫= ⎪⇒ =⎬
⎪= ⎭

 

eşitliğini verir. Ayrıca 1( ) ( ( ))w z g f z−=  fonksiyonuna ait bütün değerler 1( )z g w−=  

fonksiyonu ile verilebileceğinden 1( ) ( ( ))w z g f z−=  fonksiyonu D’de analitiktir ve 

( ) 1w z <  koşulunu gerçekler. Sonuç olarak ( )w z , D de analitik, (0) 0w = , ( ) 1w z <  

koşullarını gerçekleyen fonksiyon olmak üzere  

  1( ) ( ( )) ( ) ( ( ))w z g f z f z g w z−= ⇒ =  

şeklinde yazılabilir ki bu da subordinasyon tanımından dolayı 

  ( ) ( )f z g zp  

olduğunu gösterir. 
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 PROBLEM 1.1: (Lindelöf Prensibi) Subordinasyon prensibini kullanarak 

)(zfw =  fonksiyonu için 

  )()()( 12 rMzfrM ≤≤  

eşitsizliğinin gerçeklendiğini gösteriniz. 

 

 ÇÖZÜM: Problemin çözümü için aşağıdaki şekilde hareket edilir.  

 
z
zzf

−
+

1
1)( p  olsun. Bu durumda 

z
zzp

−
+

=
1
1)(0  fonksiyonunun rz =  çemberini 

nasıl çemberler üzerine resmettiğini bulalım. }1{ <= zzD  birim diskinin resmi, 

subordinasyon prensibinden dolayı, )()( 0 DpDf ⊂  olacağından )(zf  resim 

çemberinin içinde olacaktır. 

 

 Örneğin, Teorem 2.1’den dolayı 
z
zzp

−
+

=
1
1)(0  fonksiyonu rz =  çemberini 

merkezi 2

2

1
1)(

r
rrc

−
+

= , yarıçapı 21
2)(

r
rr

−
=ρ  olan çemberler üzerine resmeder. 

Dolayısıyla aşağıdaki şekil çizilebilir. 

 

Şekil 1.4 

 Bu ise çapın uç noktalarının  

  
r
rN

r
rM

−
+

=
+
−

=
1
1,

1
1  

D Bölgesi 

x 

y 

0
1( )
1

zp z
z

+
=

−
 

u

v 
w-düzlemi 

M  N  

r
r

+
−

1
1  

r
r

−
+

1
1  

)(zfw =  

z-düzlemi 

)(Df  
Resim Bölgesi 

1r =  
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olduğunu gösterir. Şekil 1.4 de görüldüğü gibi )(Df  bölgesi bu çemberin içinde 

olacağından    

  
r
rzf

r
r

−
+

≤≤
+
−

1
1)(

1
1  

eşitsizliğini elde ederiz. Dolayısıyla Lindelöf Prensibine göre )()( zgzf p  ise 

)()( rr DgDf ⊂  dir. Buna ait şekil aşağıdaki gibidir. 

 

Şekil 1.5 

r

rD  

x 

y 
z-düzlemi 

D Eğrisi 

( )

( )

w f z

w g z

=

=
 

u 

v 
w-düzlemi 

)(Df  Resim Bölgesi 

r−  
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2. POZİTİF REEL KISMA HAİZ FOKSİYONLAR 

 Birim diskte analitik pozitif reel kısma haiz fonksiyonlar sınıfı Carathedory 

tarafından inşa edilmiştir. Bu sınıf yalınkat fonksiyonlar teorisinde çok önemli yere 

sahiptir. 

 

 TANIM 2.1: (Pozitif Reel Kısma Haiz Fonksiyonlar Sınıfı) { }1D z z= <  

bölgesinde tanımlanmış analitik ve 2
1 2( ) 1 ...p z p z p z= + + +  Taylor açılımına sahip, 

(0) 1p = , Re ( ) 0p z >  koşullarını gerçekleyen ( )p z  fonksiyonlarından oluşan 

cümleye “Pozitif Reel Kısma Haiz Fonksiyon Sınıfı” denir. Bu sınıf ayrıca 

“Carathedory Sınıfı” olarak da adlandırılır ve “P ” ile gösterilir. 

 

 TEOREM 2.1: 1
1

zw
z

+
=

−
 fonksiyonu z r=  çemberini merkezi 

2

2

1( )
1

rC r
r

+
=

−
 

de bulunan ve yarıçapı 21
2)(

r
rr

−
=ρ  olan çemberler üzerine resmeder. 

 

 İSPAT:  

   1 1 1 1 (1 )
1

zw w wz z w wz z w z w
z

+
= ⇔ − = + ⇔ − = + ⇔ − = + ⇔

−
 

 
2 2

2 2 2
2 2

1 11 1
1 1 1 1

w u ivw wz z r z r r
w w w u iv

− + −− −
= ⇒ = = ⇒ = = ⇒ = ⇒

+ + + + +
 

   
2 2 2 2 2

2 2
2 2 2 2 2

( 1) ( 1) 2 1
( 1) 2 1( 1)

u iv u v u u vr r
u v u u vu iv

− + − + − + +
= ⇒ = = ⇒

+ + + + ++ +
  

   2 2 2 2 2 2 2 22 1 2u v u r u r v ur r+ − + = + + + ⇒  

   2 2 2 2 2 2 2 22 1 2 0u v u u r v r ur r+ − + − − − − = ⇒  
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   ⇒=−++−−+− 0)1()1(2)1()1( 2222222 urruvrur    

(2.1)   
2

2 2
2

12 1 0
1

ru v u
r

+
+ − + =

−
  

çember denklemini buluruz 2 2( 0)x y Ax By C+ + + + = . Bu çemberin merkezi 

 

2

22
2

2
2

12 11 12 2 1 ( ) , 0
1

0 0
2 2

r
A rra rr C r

r
Bb

⎫+
⎪+−= − = = ⎪ ⎛ ⎞+⎪− ⇒ =⎬ ⎜ ⎟−⎝ ⎠⎪
⎪= − = =
⎪⎭

  

yarıçapı 

 

22 2 2

2 2 22 2

1 (1 )2 0 4.1 4 4
1 (1 )4( )

2 2 2

r r
r rA B Crρ

⎛ ⎞+ +− + − −⎜ ⎟− −+ − ⎝ ⎠= = = ⇒  

 

2 2

2 2 4 2 4 2

2 2

(1 )2 1
(1 ) (1 2 ) (1 2 )( )

2 (1 )

r
r r r r rr

r
ρ

+ −
− + + − + −

= = ⇒
−

 

 
4 2 4 2 2

2 2 2 2

1 2 1 2 4( )
(1 ) (1 )

r r r r rr
r r

ρ + + − − +
= = ⇒

− −
 

 2

2( )
1

rr
r

ρ =
−

 

olarak bulunur. Bu ifade aynı zamanda  

  22

2

1
2

1
1)(

r
r

r
rzf

−
≤

−
+

−  

olarak da yazılabilir. 

 

 TEOREM 2.2: 1
1

zw
z

+
=

−
 fonksiyonu { }1D z z= <  birim diskini Re 0w >  

sağ yarım düzlemi üzerine resmeder. 

 

 İSPAT: w  fonksiyonunun tanımından hareketle 

  1 1 1
1

zw w wz z w wz z
z

+
= ⇔ − = + ⇔ − = + ⇔

−
 

  
111 (1 ) 1

1 1
www z w z z

w w
−−

− = + ⇔ = ⇔ > = ⇒
+ +
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  1 1w w+ > −  

elde edilir. Burada w u iv= +  olduğu kullanılırsa 

  1 1 ( 1) ( 1)u iv u iv u iv u iv+ + > + − ⇒ + + > − + ⇒  

  2 2 2 2 2 2 2 2( 1) ( 1) 2 1 2 1u v u v u u v u u v+ + > − + ⇒ + + + > − + + ⇒  

  2 2 4 0 0u u u u> − ⇒ > ⇒ > ⇒  

(2.2)  Re 0u w= >  

bulunur. Ayrıca 

  
11 1 1 1 1

1 1 1
wz ww z z w w

z w w
−+ −

= ⇔ = ⇔ = = ⇒ + = −
− + +

 

  2 2 2 2 2 2( 1) ( 1) 2 1 2 1u iv u iv u u v u u v+ + = − + ⇒ + + + = − + + ⇒  

  2 2 4 0 0u u u u= − ⇒ = ⇒ = ⇒  

(2.3)  Re 0w u= =  

yazılabilir.  

 (2.3) eşitliği bize 1
1

zw
z

+
=

−
 fonksiyonunun 1z =  çemberini w-düzleminde 

Re 0w u= =  doğrusu (sanal eksen) üzerine resmettiğini gösterir.  

 (2.2) eşitsizliği ise 1
1

zw
z

+
=

−
 fonksiyonunun { }1D z z= <  bölgesini w-

düzleminde Re 0w u= >  sağ yarım düzlemi üzerine resmettiğini gösterir. 

 

Şekil 2.1 

1r =  

D Bölgesi 

x 

y 
z-düzlemi 

1
1

zw
z

+
=

−
 

u 

v 
w-düzlemi 
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 NOT 2.1: Yukarıda incelenen 
z
zzfw

−
+

==
1
1)(  fonksiyonun P sınıfına aittir ve 

extremal fonksiyondur.  

 

 TEOREM 2.3: 2
1 2( ) 1 ...p z p z p z= + + +  fonksiyonu { 1}D z z= <  de 

tanımlanmış, analitik (0) 1p = , Re ( ) 0p z >  koşullarını gerçekleyen bir fonksiyon 

olsun. Bu taktirde ( )p z  fonksiyonu, ( )w z , D de analitik (0) 0w = , ( ) 1w z <  

koşullarını gerçekleyen bir fonksiyon olmak üzere  

  1 ( )( )
1 ( )

w zp z
w z

+
=

−
 

şeklinde yazılabilir. 

 

 İSPAT:   

(2.4)  1( )
1

zw w z
z

+
= =

−
 

Şeklinde tanımlanan fonksiyonu Teorem 2.2 de incelemiştik ve { 1}D z z= <  

bölgesini Re 0w >  sağ yarı düzlem üzerine resmettiğini gördük. Diğer yandan 

Teorem 1.2 den biliyoruz ki “ ( )f z  ve ( )g z  fonksiyonları D birim diskinde 

tanımlanmış analitik fonksiyonlar olsunlar. ( )g z  fonksiyonu D bölgesinde yalınkat 

ise ( )f z  fonksiyonunun, ( )g z  fonksiyonuna subordine olması için gerek ve yeter 

şart (0) (0)f g=  ve ( ) ( )f D g D⊂  olmasıdır”. 

 Dolayısıyla, 

(i) (0) 1p = , verilen hipotez şartı 

(ii) 1 0(0) 1
1 0

w +
= =

−
, 1

1
zw
z

+⎛ ⎞=⎜ ⎟−⎝ ⎠
 lineer transformasyonu 

(iii) 1( )
1

zw z
z

+
=

−
, Mobius transformasyonu yalınkattır 

(iv) Re (0) 0p > , 1Re 0
1

z
z

+⎛ ⎞ >⎜ ⎟−⎝ ⎠
, ( ( ) ( )p D w D⊂  demektir) 

ifadeleri subordinasyon prensibinin koşullarının gerçeklendiğini gösterir. Yani 

(2.5)  1( )
1

zp z
z

+
−

p  

ifadesini yazabiliriz. Subordinasyon prensibi tanımı kullanılırsa 
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(2.6)  1 1 ( )( ) ( )
1 1 ( )

z w zp z p z
z w z

+ +
⇔ =

− −
p  

yazılır ki bu da teoremin ispatını verir. 

 

 TEOREM 2.4: ( )p z  fonksiyonu P  sınıfına ait ise 

  1 1( )
1 1

r rp z
r r

− +
≤ ≤

+ −
 

dir. 

 

 İSPAT: Sonuç 1.2 de gösterdik ki “ 0 1r< <  olmak üzere ( ) ( )f z g zp  

subordinasyonu varsa { ( ) } { ( ) }f z z r g z z r< ⊂ <  bağıntısı gerçeklenir.” 

 Ayrıca Teorem 2.1 den dolayı  

 “ 1
1

zw
z

+
=

−
 fonksiyonu z r=  çemberini merkezi 

2

2

1( )
1

rC r
r

+
=

−
 de bulunan ve 

yarıçapı 21
2)(

r
rr

−
=ρ  olan çemberler üzerine resmeder.” 

sonucunu yazabiliriz ve yine Teorem 2.3 te ispatladık ki 

 “ ( )p z ∈P  ise 1( )
1

zp z
z

+
−

p  dir.” 

ifadesi geçerlidir. Bu üç ifadeden dolayı  

(2.7)  
2

2 2

1 2( )
1 1

r rp z
r r

+
− ≤

− −
 

eşitsizliği yazılabilir. Diğer yandan herhangi iki 1z  ve 2z  kompleks sayısı için 

yazılabilen 

(2.8)  1 2 1 2z z z z− ≤ −  

ifadesi (2.7) eşitsizliğinde kullanılırsa 

  
2 2

2 2 2

1 1 2( ) ( )
1 1 1

r r rp z p z
r r r

+ +
− ≤ − ≤ ⇒

− − −
 

  
2 2 2

2 2 2

2 1 2 1 (1 ) 1( )
1 1 1 (1 )(1 ) 1

r r r r r rp z
r r r r r r

+ + + + +
≤ + = = = ⇒

− − − + − −
 

(2.9)  1( )
1

rp z
r

+
≤

−
 

eşitsizliği elde edilir. Şimdi aşağıdaki yardımcı teoremi ispatlayalım. 
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 Eğer ( )p z  fonksiyonu P sınıfına ait ise 1
( )p z

 fonksiyonu da P sınıfına aittir. 

 

 Gerçekten, ( )p z  fonksiyonu P  sınıfına ait olsun. Şimdi 

  1( )
( )

q z
p z

=  

fonksiyonunu tanımlayalım ve ( )q z  fonksiyonunun pozitif reel kısma haiz 

fonksiyonlar sınıfının özelliklerini sağladığını gösterelim. 

  1 1(0) 1
(0) 1

q
p

= = = ⇒  

(2.10) (0) 1q =  

  2
1 ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

p z p zq z
p z p z p z p z

= = = ⇒  

  ( )2 2
( ) 1Re ( ) Re Re ( )
( ) ( )

p zq z p z
p z p z

⎛ ⎞
⎜ ⎟= = ⇒
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

(2.11) ( )2
1Re ( ) Re ( )
( )

q z p z
p z

= ⇒  

Son eşitlikte, bir kompleks sayının ve eşleniğinin reel kısımlarının eşit olduğu, yani 

(2.12) Re( ( )) Re ( )p z p z= ⇒  

 ifadesi kullanılırsa 

  ( )2 2
1 1Re ( ) Re ( ) Re ( )
( ) ( )

q z p z p z
p z p z

= = ⇒  

(2.13) 2
1Re ( ) Re ( )
( )

q z p z
p z

=  

eşitliği elde edilir. Öte yandan 

  2
1 0, Re ( ) 0
( )

p z
p z

> >  

eşitsizlikleri (2.13) de kullanılırsa 

(2.14) Re ( ) 0q z >  

elde edilir.  
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 2
1 2( ) 1 ...p z p z p z= + + +  fonksiyonu D de analitik olduğundan ( )q z  

fonksiyonu da D de analitiktir. Dolayısıyla bulduğumuz bu özelliklerden dolayı 

1( )
( )

q z
p z

=  fonksiyonunun da P  sınıfına ait olduğunu göstermiş oluruz. 

 

 Yardımcı teoremden hareketle 

  1 1 1( ) ( )
( ) ( ) 1

rq z q z
p z p z r

+
= ⇒ = ≤ ⇒

−
 

(2.15) 1( )
1

rp z
r

−
≥

+
 

buluruz. (2.9) ve (2.15) ifadeleri birlikte düşünülürse 

  1 1( )
1 1

r rp z
r r

− +
≤ ≤

+ −
 

eşitsizliği elde edilir ki bu da bize teoremin ispatını verir. 

 

 LEMMA 2.1: (I.S. Jack Lemması) )(zw  fonksiyonu birim diskte 

( { 1}D z z= < ’de) tanımlanmış, analitik (0) 0w = , ( ) 1w z <  koşullarını gerçekleyen 

bir fonksiyon olsun. Bu durumda ( )w z , z r=  çemberi üzerinde bir 1z  noktasında 

maksimum değerini alırsa, {0}k +∈ −�  olmak üzere 

  1 1 1( ) ( )z w z kw z′ =  

eşitliği gerçeklenir ([14]).  

 

 İSPAT: z r=  çemberi üzerinde ( )w z ’nün maksimum değerini ( , )M r w  ile 

gösterelim. log ( , )M r w  fonksiyonunun sürekli ve konveks, ayrıca (0) 0w =  

eşitliğinden log r ’nin artan bir fonksiyonu olduğunu biliyoruz. 

 z r=  çemberi üzerinde herhangi bir noktada 

(2.16) ( ) ( , )w z M r w=  

olsun. iz re θ=  ve ( ) iw z Re φ=  ( 0R ≠ ) olmak üzere maksimum alma durumundan 

dolayı  

  ( ( ) , ( ) ( ) ( ) ( , ))i i iw z Re z re w z Re w z R w z R rφ θ φ θ= = ⇒ = ⇒ = ⇒ =  
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(2.17) 0R
θ
∂

=
∂

 

eşitliği yazılabilir. Diğer yandan 

(2.18) 1(log ( , )) 0
( , )

R
RR r

R r R
θφ

θ θ θ

∂
∂ ∂∂= = =
∂ ∂

 

bulunur. Ayrıca 

(2.19) log ( ) log( ) log log logi iw z Re R e R iφ φ φ= = + = +  

yazılışı göz önüne alınırsa 

(2.20) Re(log ( )) log ( , )w z R r θ=  

eşitliği elde edilir. Dolayısıyla (2.18) ve (2.20) eşitlikleri birlikte düşünülürse 

(2.21) 10 (log( , )) Re (log ( ))RR w z
R

φ
θ θ θ
∂ ∂ ∂⎛ ⎞= = = ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

 

ifadesi bulunur. Diğer taraftan 

  ( )log ( ) log ( ) log ( ) log ( , ) log ( )i iw z w z e w z i R r w reφ θφ θ= = + = = ⇒  

(2.22) ( )log ( ) log ( )iw z w re θ=  

olduğu düşünülürse ve (2.22) eşitliğinden her iki tarafın θ ’ya göre türevi alınırsa 

(2.23) ( ) 1
( )

i
i

i

R
w re Rire
w re R R

θ
θ

θ
θ

θ

∂
′ ∂∂= =

∂
 

eşitliği elde edilir. (2.23) aynı zamanda 

(2.24) ( )
( )

i
i

i

w rere Z X iY
w re

θ
θ

θ

′
= = +  

olduğunu düşünerek her iki tarafını i ile çarparsak 

(2.25) ( )
( )

i
i

i

w reire iZ iX Y
w re

θ
θ

θ

′
= = −  

eşitliği elde edilir. (2.20), (2.21), (2.22), (2.23), (2.24) ve (2.25) ifadelerinden 

(2.26) ( )Im Re log ( )
( )

i
i

i

w rere w z
w re

θ
θ

θ θ
′⎛ ⎞ ∂⎛ ⎞− =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂⎝ ⎠⎝ ⎠

 

bulunur. Dolayısıyla yukarıdaki eşitliklerden 

(2.27) 1 ( )0 (log ) Re log ( ) Im
( )

i
i

i

R w reR w z re
R w re

θ
θ

θθ θ θ
′⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎛ ⎞= = = = − ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

bulunur. Bu ise  
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(2.28) ( )Im 0
( )

i
i

i

w rere
w re

θ
θ

θ

′⎛ ⎞
− =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

olduğunu gösterir. (2.28) bize 1( ) ( )k r k z=  olmak üzere ( )w z  fonksiyonunun z r=  

çemberi üzerinde bir 1z  noktasında maksimum değerini alması durumunda  

(2.29) 1
1 1

1

( ) ( )
( )

w zz k z
w z
′

=   

şeklinde bir reel değere eşit olduğunu gösterir.  

 

 Şimdi 1k ≥  olduğunu gösterelim. ( )w z  fonksiyonu (0) 0w =  koşulunu 

gerçeklediğinden ( )w z  fonksiyonunun 0z =  civarındaki Taylor açılımı 

(2.30) 2
1 2( ) ... ...n

nw z a z a z a z= + + + +  

şeklindedir. Yani ( )w z  fonksiyonunun sabit terimi sıfırdır. Diğer yandan (2.30) 

ifadesinden türev alıp z  ile çarparsak 

(2.31)  1 2( ) 2 ...w z a a z′ = + +  

(2.32) 2
1 2( ) 2 ...zw z a z a z′ = + +  

sonuçları elde edilir. (2.29) ifadesinin 

  1
1 1 1 1 1 1

1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

w zz k z z w z w z k z
w z
′

′= ⇔ = ⇒  

(2.33) 2 3 2 3
1 2 3 1 2 32 3 ... ... ... ...n n

n na z a z a z na z ka z ka z ka z ka z+ + + + + = + + + + +  

şeklinde yazılabileceği göz önüne alınırsa k n=  olduğu görülür. Burada n , ( )w z  

fonksiyonunun 0z =  noktası civarında Taylor açılımındaki n ’inci katsayıyı 

göstermektedir. Yukarıda söylenenlerden dolayı bu açılımda sabit terim sıfırdır 

olduğundan 1n ≥  dir. Yani 1k ≥  dir. Eğer 1( ) ( )k z k r=  fonksiyonunun r ’nin artan 

fonksiyonu olduğunu gösterirsek 1n ≥  eşitsizliğini göstermiş oluruz.  

 

 log ( , )M r w  fonksiyonu (log )r ’nin konveks fonksiyonu olduğundan  

(2.34) (log ( , )) ( , )
(log ) ( , )

d M r w M r wr
d r M r w

′
=  

ifadesini yazabiliriz. (2.34) eşitliği bize ( , )
( , )

M r wr
M r w
′⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ifadesinin, (log )r ’nin ve aynı 

zamanda r ’nin artan fonksiyonu olduğunu gösterir. Ayrıca 
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  (log ( , ))
(log )

d M r w
d r

 

türevi bu tür noktalarda vardır. Türevin bu tür noktalarda olmadığını farz etmemiz 

halinde; sağ ve sol türevlerin bu tür noktalarda var olduğunu biliyoruz ve yine 

biliyoruz ki bu tür noktalarda sol türev sağ türevi geçemez. Böyle herhangi bir 

durumda ( , )
( , )

M r wr
M r w
′⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 artandır. Buna karşın r ’nin fonksiyonunun sürekli olması 

gerekmez. Fakat 

  =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ′
=

′
=

= 1
))((logRe

)(
)(Re

)(
)()(

1

1
1

1

1
1 zzzw

r
r

zw
zwz

zw
zwzrk   

  
1

log

zzr
Rr

=∂
∂

=
1

1

, ( , )
z z

z z

R
rr R M r w

R =

=

∂
∂= =  

olduğu göz önüne alınırsa 1k ≥  olduğu görülür. 

 

 TEOREM 2.5: )(zp  fonksiyonu }1{ <= zzD  bölgesinde analitik, 

0)(Re >zp  ve βα ip +=)0(  ( , 0α β >  ve reel sayı) koşullarını sağlayan bir 

fonksiyon olsun. Bu taktirde 

(2.35) ))((1)( β
α

izpzq −=  

şeklinde tanımlanan fonksiyon P  sınıfına aittir. 

 

 İSPAT: )(zp  fonksiyonu D  de analitik olduğundan, fonksiyonun bir pozitif 

reel sayı ile çarpılması ve paralel kaydırmaya tabi tutulması analitikliğini bozmaz. 

Dolayısıyla  

(2.36) βizp −)(   (paralel kaydırma) 

(2.37) ))((1 β
α

izp −  (reel sayıyla çarpma) 

fonksiyonları da  analitik olacaktır. Buna göre (2.35) şeklinde tanımlanan fonksiyon 

D  de analitiktir. Diğer yandan 

  ⇒==−+=−= 1)(1)(1))0((1)0( α
α

ββα
α

β
α

iiipq  

  1)0( =q  
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koşulunu gerçekler. Ayrıca 

  ⇒>=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −= 0)(Re1)(1Re))((1Re)(Re zpzpizpzq

αα
β

α
 

  0)(Re >zq  

sonucuna ulaşılır ki bu bize )(zq  fonksiyonunun P  sınıfına ait olduğunu gösterir. 

 

TEOREM 2.6: ......1)( 3
3

2
21 ++++++= n

n zpzpzpzpzp  fonksiyonu birim 

disk { }1<= zzD  de tanımlanmış ve analitik olsun. )(zp  fonksiyonunun P  sınıfına 

ait olması için gerek ve yeter şart, )(zw  fonksiyonu D  de analitik, 

1)(,0)0( <= zww  koşullarını gerçekleyen bir fonksiyon olmak üzere, 

  
)(1
)(1)(

zw
zwzp

−
+

=  

şeklinde ifade edilmesidir.  

 

 İSPAT: (Gereklilik) ∈)(zp P  olsun, dolayısıyla aşağıdaki üç koşul 

gerçeklenir. 

(2.38) )(zp  fonksiyonu D  de analitiktir. 

(2.39) 1)0( =p  dir. 

(2.40) 0)(Re >zp  dir. 

Diğer yandan, 

(2.41) 
1
1)(

+
−

=
z
zzw  

lineer kesirsel transformasyonu 0Re >z  sağ yarım düzlemini birim disk içine 

resmeder. Dolayısıyla (2.40) koşulu (2.41) eşitliğinde kullanılırsa 

(2.42)  
1)(
1)()(

+
−

=
zp
zpzw  

fonksiyonunda sağ yarım düzlemini birim disk içine resmeder. Şimdi (2.42) 

fonksiyonundaki durumları inceleyelim. 

  ⇒=
+
−

=
+
−

= 0
11
11

1)0(
1)0()0(

p
pw  

(2.43)  0)0( =w  

dır. Diğer yandan sağ yarım düzlem birim disk içine resmedildiğinden  



 26

(2.44)  1)( <zw  

koşulu gerçeklenir. Öte yandan 
1)(
1)()(

+
−

=
zp
zpzw  şeklinde tanımlanan fonksiyon göz 

önüne alındığında, )(zp  analitik olduğundan 
1)(
1)(

+
−

zp
zp  Mobius transformasyonu da 

analitiktir. Yani sonuç olarak (2.42) eşitliği ile tanımlanan )(zw  fonksiyonu 

{ }1<= zzD  de analitiktir.  

  
)(1
)(1)(

1)(
1)()(

zw
zwzp

zp
zpzw

−
+

=⇔
+
−

=  

eşitliği elde edilir. 

 (Yeterlilik) )(zw  fonksiyonu { }1<= zzD  de tanımlanmış 

(i) 0)0( =w  

(ii) 1)( <zw  

(iii) )(zw , { }1<= zzD  de analitik 

koşullarını gerçekleyen fonksiyon olsun. )(zw  fonksiyonu yardımıyla  

(2.45) 
)(1
)(1)(

zw
zwzf

−
+

=  

fonksiyonunu tanımlayalım. (2.45) ifadesindeki fonksiyon bir lineer transformasyon 

olduğundan, )(zf , { }1<= zzD  de analitiktir ve  

 ⇒=
−
+

=
−
+

= 1
01
01

)0(1
)0(1)0(

w
wf  

(2.46) 1)0( =f  

koşulunu sağlar. Ayrıca 

  [ ] ⇒
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
+

+
−
+

=+=
)(1
)(1

)(1
)(1

2
1)()(

2
1)(Re

zw
zw

zw
zwzfzfzf  

  ⇒⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−
+

+
−
+

=
)(1
)(1

)(1
)(1

2
1)(Re

zw
zw

zw
zwzf  

  ⇒⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−−
−++−+

=
))(1))((1(

))(1)()(1())(1))((1(
2
1)(Re

zwzw
zwzwzwzwzf  
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  ⇒
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

++

−+−+−+−
=

))(1))((1(

)()()(1)()()(1

2
1)(Re

22

zwzw

zwzwzwzwzwzw
zf  

  ⇒>
−

−
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−

−
= 0

)(1

)(1

)(1

)(22
2
1)(Re 2

2

2

2

zw

zw

zw

zw
zf  

(2.47)  0)(Re >zf  

koşulu gerçeklenir. (2.45), (2.46) ve (2.47) yazılışları bize 
)(1
)(1)(

zw
zwzf

−
+

=  

fonksiyonunun P  sınıfına ait olduğunu gösterir. 

 

 TEOREM 2.7: )(zfw =  fonksiyonu P  sınıfına ait ise 

  
r
rzf

r
r

−
+

≤≤
+
−

1
1)(Re

1
1  

distorsiyonu gerçeklenir.  

 

 İSPAT: Teorem 2.1’de )(zfw =  fonksiyonu P sınıfına ait ise 

(2.48) 22

2

1
2

1
1)(

r
r

r
rzf

−
≤

−
+

−  

eşitsizliğini gerçekleneceğini göstermiştik. Ayrıca herhangi bir z  kompleks sayısı 

için  

(2.49) zzz ≤≤− Re  

bağıntısı vardır. Eğer 2

2

1
1)(

r
rzfw

−
+

−=  alınırsa 

(2.50) 2

2

2

2

2

2

1
1)(

1
1)(Re

1
1)(

r
rzf

r
rzf

r
rzf

−
+

−≤⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
+

−≤
−
+

−−  

eşitliği elde edilir. (2.48) ve (2.50) eşitsizlikleri birlikte düşünülürse, 

(2.51) 22

2

2

2

2

2

2 1
2

1
1)(

1
1)(Re

1
1)(

1
2

r
r

r
rzf

r
rzf

r
rzf

r
r

−
≤

−
+

−≤⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
+

−≤
−
+

−−≤
−

−  

yazılır. Bu ise aynı zamanda  

(2.52) 22

2

2 1
2

1
1)(Re

1
2

r
r

r
rzf

r
r

−
≤⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
+

−≤
−

−  

demektir ve 
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  ⇒
−

≤
−
+

−≤
−

− 22

2

2 1
2

1
1)(Re

1
2

r
r

r
rzf

r
r  

  ⇒
−
+

+
−

≤≤
−
+

+
−

− 2

2

22

2

2 1
1

1
2)(Re

1
1

1
2

r
r

r
rzf

r
r

r
r  

  ⇒
−
++

≤≤
−
+−

2

2

2

2

1
21)(Re

1
21

r
rrzf

r
rr  

  ⇒
+−

+
≤≤

+−
−

)1)(1(
)1()(Re

)1)(1(
)1( 22

rr
rzf

rr
r  

  1 1Re ( )
1 1

r rf z
r r

− +
≤ ≤

+ −
 

şeklinde ifade edilir. 

 

 TEOREM 2.8: 1<a  koşulunu sağlayan bir kompleks sayı için 

   
a
a

a
a

+
+

≤
−
+

1
1

1
1  

eşitsizliği daima vardır. 

 

 İSPAT: Kompleks sayılarda ki üçgen eşitsizliğinden  

(2.53) aa +≤+ 11  

ifadesini yazabiliriz. Ayrıca,  

 ⇒+−≤+−== aaaa 1111  

(2.54) aa −≤− 11  

bağıntısını (2.53) eşitsizliğinde kullanırsak  

 
a
a

a
a

a
a

a
a

−
+

≤
−
+

⇒
−
+

≤
−
+

1
1

1
1

1
1

1
1

 

elde edilir ki buda bize teoremin ispatını verir. 

 

 TEOREM 2.9: )(zfw =  fonksiyonu P  sınıfına ait ise 

  2)1(
2)(
z

zf
−

≤′  

eşitsizliği gerçeklenir. 
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 İSPAT: )(zfw =  fonksiyonu P sınıfına ait ise, )(zϕ  fonksiyonu Schwarz 

lemmasının koşullarını sağlayan bir fonksiyon olmak üzere   

(2.55) 
)(1
)(1)(

z
zzf

ϕ
ϕ

−
+

=  

şeklinde yazılabilir. (2.55) ifadesinden türev alırsak 

 ( ) ( ) ( )
( )

⇒
−

+′+−′
=′

2)(1
)(1)()(1)(

z
zzzzzf

ϕ
ϕϕϕϕ

 
( )2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
1 ( )

z z z z z zf z
z

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ

′ ′ ′ ′− + +
= ⇒

−
 

 
( )

⇒
−

′
=′

2)(1
)(2)(

z
zzf

ϕ
ϕ  

(2.56) ( ) 2)(1

)(2

z

z
zf

ϕ

ϕ

−

′
=′  

eşitliği bulunur. Ayrıca )(zϕ  fonksiyonu Schwarz Lemmasının koşullarını 

gerçeklediğinden 

(2.57) 2

2

1

)(1
)(

z

z
z

−

−
≤′

ϕ
ϕ  

yazılabilir. (2.56) ve (2.57) birlikte düşünüldüğünde 

 22

2

2

2

2

2 )(1)1(

))(1(2

)(1

1

)(1
2

)(1

)(2
)(

zz

z

z

z

z

z

z
zf

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

−−

−
=

−

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

≤
−

′
=′   

(2.58) 2)(1)1()1(

))(1())(1(2
)(

zzz

zz
zf

ϕ

ϕϕ

−+−

+−
≤′  

eşitsizliğini elde ederiz. Diğer yandan )(zϕ  fonksiyonunun zz ≤)(ϕ  eşitsizliğini 

sağladığı göz önüne alınırsa 

(2.59) 1
1

)(1
1)(1 ≤

+
+

⇒+≤+
z
z

zz
ϕ

ϕ  

ifadesi bulunur ki (2.59) ifadesi (2.58) de kullanılırsa 

(2.60) 2)(1)1(

))(1(2
)(

zz

z
zf

ϕ

ϕ

−−

−
≤′  

elde edilir.  



 30

 Ayrıca 1z  ve 2z  herhangi iki kompleks sayı olmak üzere 

(2.61) 2121 zzzz −≤−   

eşitsizliği daima geçerlidir. Bu ifadede 11 =z  ve )(2 zz ϕ=  olarak alınırsa 

(2.62) 22 ))(1()(1)(1)(1 zzzz ϕϕϕϕ −≤−⇒−≤−  

elde edilir. (2.62) ifadesi (2.60) da kullanılırsa 

 ⇒
−−

−
≤

−−

−
≤′

22 ))(1)(1(
))(1(2

)(1)1(

))(1(2
)(

zz
z

zz

z
zf

ϕ
ϕ

ϕ

ϕ
 

(2.63) 
))(1)(1(

2)(
zz

zf
ϕ−−

≤′  

bulunur. zz ≤)(ϕ  eşitsizliği (2.63) ifadesinde kullanılırsa 

 ⇒
−−

≤
−−

≤′
)1)(1(

2
))(1)(1(

2)(
zzzz

zf
ϕ

 

 2)1(
2)(
z

zf
−

≤′  

elde edilir. 

 

 SONUÇ 2.1: )(zfw =  fonksiyonu P  sınıfına ait ise  

  
r
rzf

r
r

−
+

≤≤
+
−

1
1)(

1
1  ve 2)1(

2)(
z

zf
−

≤′  

eşitsizlikleri gerçeklendiğinden P  sınıfı normal bir aile oluşturur ve P sınıfı kompak 

bir fonksiyon ailesidir.   

 

 SONUÇ 2.2: 2)0(
)1(

2)( 2 ≤′⇒
−

≤′ f
z

zf  eşitsizliği vardır. Bu ise  

  121
2

21 )0(...2)(...1)( pfzppzfzpzpzf =′⇒++=′⇒+++=  

olduğu göz önüne alınırsa 

  2)0( 1 ≤=′ pf  

demektir.  

 

 TEOREM 2.10: )(zf  fonksiyonu P sınıfına ait ise π20 ≤≤ t  olmak üzere 

)( zef it  fonksiyonu da P  sınıfına aittir. 
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 İSPAT: ∈)(zf P  olduğundan  

(2.64) ...1)( 2
21 +++= zpzpzf  

açılımına sahip, { }1z <= zD  bölgesinde analitik ve 

(2.65) 0)(Re >zf  

(2.66) 1)0( =f  

koşullarını gerçekler. Şimdi 

(2.67) ...1)()( 22
21 +++== zepzepzefzh ititit  

fonksiyonunu düşünelim. (2.67) yazılışından dolayı )(zh  fonksiyonu { }1z <= zD  

de analitiktir, 1)0( =h  koşulunu gerçekler.  

    1<===⇒= zzezeze ititit ζζ  

ifadesi göz önüne alacak olursak { }1<=∈ zzDζ  dır ve  

  0)(Re)(Re)()( >=⇒= ζfzhzefzh it  

koşulunu gerçekler. Yani )(zh  fonksiyonu P sınıfına aittir.  

 

 TEOREM 2.11: ...1)( 2
21 +++== zpzpzfw  fonksiyonu P sınıfına ait ise 

   2≤np  

dır. 

 

 İSPAT: Teoremin ispatında aşağıdaki integral kullanılır.  

(2.68)  ∫
=

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−=

1:

12)(
2
1

zC
n

n

z
dz

z
zzf

i
I

π
 

integralini göz önüne alalım. (2.68) integrali aynı zamanda 

   ⇒⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−= ∫

=1:

12)(
2
1

zC
n

n

z
dz

z
zzf

i
I

π
 

(2.69)  
44 344 21444 3444 21444 3444 21

)(

1:
1

)(

1:

1

)(

1:

)(
2
1)(

2
1)(2

i2
1

iii

zC
n

ii

zC

n

i

zC

dz
z

zf
i

dzzfz
i

dz
z
zfI ∫∫∫

=
+

=

−

=

−−=
πππ

 

şeklinde ifade edilebilir. (2.69) yazılışındaki  

 (i) integral; 
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     =
+++

= ∫∫
== 1:

2
21

1:

...12
i2

1)(2
i2

1

zCzC

dz
z

zpzpdz
z
zf

ππ
 

   ∫
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++

1:
21 ...12

i2
1

zC

dzzpp
zπ

 

şeklinde yazılırsa integralin sadece 0=z  noktasında rezidüsü vardır (Laurent açılımı 

düşünülür). Rezidü teoreminden dolayı, integralin değeri Laurent açılımındaki ilk 

katsayıya eşit olduğundan (i) integralinin değeri 2 olarak bulunur. 

 

 (ii) integral; 

   1 1 2
1 2

: 1 : 1

1 1( ) (1 ... ...)
2 2

n n n
n

C z C z

z f z dz z p z p z p z dz
i iπ π

− −

= =

= + + + + + =∫ ∫  

   1 1 2 1
1 2

: 1

1 ( ... ...)
2

n n n n
n

C z

z p z p z p z dz
iπ

− + −

=

= + + + + +∫  

şeklinde yazılırsa Cauchy-İntegral Teoremine göre integralin değeri 0 olarak 

bulunur. 

 

 (iii) integral; 

   ∫
=

+
1:

1

)(
2
1

zC
n dz

z
zf

iπ
 

İntegrali olduğu göz önüne alınırsa Cauchy-Türev formülünden dolayı np  

katsayısına eşittir.  

 

 Bulduğumuz sonuçları (2.69) ifadesinde yazarsak, I  integrali 

   ⇒−−= ∫∫∫
=

+
=

−

= 44 344 21444 3444 21444 3444 21
)(

1:
1

)0(

1:

1

)2(

1:

)(
2
1)(

2
1)(2

i2
1

np

zC
n

zC

n

zC

dz
z

zf
i

dzzfz
i

dz
z
zfI

πππ
 

(2.70)  npI −= 2  

olarak bulunur.  

 I  integralinin diğer bir çözümü ise aşağıdaki şekilde yapılabilir. 

  
: 1 : 1

1 1 1( ) 2 ( ) 2
2 2

n n n
n

C z C z

dz dzI f z z f z z z
i z z i zπ π

−

= =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − − = − − ⇒⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫  
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(2.71) [ ]∫
=

−+−=
1:

)(2)(
2
1

zC

nn

z
dzzzzf

i
I

π
 

  θθθ diedzez ii =⇒= , θinn ez = , θinn ez −− =  

  =+−=+− −− )(2)(2 θθ ininnn eezz   

  =−++− )sincossin(cos2 θθθθ ninnin  

  =−=− θθ nn cos22)cos2(2  

  { =− )cos1(2
1θ

θn 2 21 1 1 1
12(1 cos ) 2 sin cos cos

2 2 2 2
θ θ θ θ

θ
⎡ ⎤⎛ ⎞− = + − − =⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

 

  ⇒==+−+
2

sin4
2

sin4)
2

sin
2

cos
2

cos
2

(sin2 21212121212 θθθθθθ n  

  
2

sin4)(2 2 θnzz nn =+− −  

(2.71) integralinde yukarıda bulduğumuz ifadeler yazılacak olursa 

  

[ ]

∫

∫

=

=

−

=

=+−=

1

2

1:

2
sin4)(

i2
1

)(2)(
2
1

z
i

i
i

zC

nn

d
e
ienef

z
dzzzzf

i
I

θθ
π

π

θ

θ
θ

 

(2.72) ∫
=

=
1

2

2
sin4)(

2
1

z

i dnefI θθ
π

θ  

eşitliği bulunur. Diğer taraftan ⇒≤≤ πθ 20 πθ 20 ≤≤ n  olduğu açıktır. 1=z  

çemberi üzerinde çalıştığımızdan (2.72) integrali 

(2.73) == ∫
=1

2

2
sin4)(

2
1

z

i dnefI θθ
π

θ ∫
π

θ θθ
π

2

0

2

2
sin4)(

2
1 dnef i  

şeklinde yazılabilir. Ayrıca )(zf  fonksiyonu P sınıfına ait olduğundan 

⇒≥ 0)(Re zf  0)(Re ≥θief  eşitsizliği sağlanır. Dolayısıyla 

  ⇒≥⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=−= ∫ 0

2
sin)(2Re)2(ReRe

2

0

2
π

θ θθ
π

dnefpI i
n  

(2.74) ⇒≤⇔≥− 2Re0)2(Re nn pp  

eşitsizliği elde edilir. Diğer yandan P sınıfının orijin etrafındaki rotasyon altında 

invaryant kaldığını, yani ∈)(zf P ise ∈)e( i zf t P olduğunu, Teorem 2.10 da 

göstermiştik.  
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 )e( i zf t  fonksiyonunun Taylor açılımındaki n’inci katsayının i nt
ne p  olduğu göz 

önüne alınırsa (7) eşitsizliği, 

(2.75) Re( ) 2, 0 2i nt
ne p t π≤ ≤ ≤  

şeklinde ifade edilebilir. t ’nin özellikle  

(2.76) 
arg arg

arg arg 0

n ni p i p
n n n n

n n

p p e e p p
nt p nt p

−⎧ = ⇔ =⎪
⎨

= − ⇔ + =⎪⎩
 

olacak şekilde değeri seçilirse (2.75) ve (2.76) eşitliklerinden 

  intRe( ) 2n ne p p= ≤  

olduğu bulunur. 

 

  TEOREM 2.12: )(zf  fonksiyonu P  sınıfına ait ise  

  1)0()2(),(
1
1)(

2

0

=−
−
+

= ∫ −

−

γπγγ
π

td
ze
zezf it

it

 

şeklinde yazılabilir. Burada 

  θ
π

γ θ drefrt
t

i∫=
0

)(Re
2
1),(   

şeklinde bir fonksiyondur. 

 

 İSPAT: Teoremin ispatı, analitik fonksiyonlar için Schwarz formülü 

kullanarak yapılır. Analitik fonksiyonlar için Schwarz formülü aşağıdaki şekilde 

ifade edilir. 

 )(zh  fonksiyonu Rz <  de analitik olsun. Bu durumda 

  icdu
z
z

i
zh

Rz

+
−
+

= ∫
= ζ

ζζ
ζ
ζ

π
)(

2
1)(  

yazılışı geçerlidir. Burada c  keyfi reel sayı, )(ζu  fonksiyonu, )(zh  fonksiyonunun 

reel kısmıdır.    

  ⇒=⇒=⇒= dtiredrer itit ζζζ  

  ⇒
−
+

=
−
+

= ∫∫
=

π

ζ πζ
ζζ

ζ
ζ

π

2

0

)(Re
2
1)(Re

2
1)( dt

re
ireref

zre
zre

i
df

z
z

i
zf it

it
it

it

it

r

 

(2.77) ∫ −
+

=
π

π

2

0

)(Re
2
1)( dtref

zre
zrezf it

it

it
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 Diğer yandan Helly seçme teoremine göre, [ ]ba,  aralığında sonsuz elemana 

sahip bir )}({ xfF =  ailesi tanımlanmış olsun. Aileye ait bütün fonksiyonlar ve bu 

fonksiyonların toplam değişimi sınırlı, yani Fxf ∈∀ )(  için Kxf ≤)(  ve 

Kxf
b

a
≤)(V  ise, F  ailesinden bir )}({ xfn  dizisi seçmek mümkündür ki )}({ xfn  

dizisi [ ]ba,  nin her noktasında bir )(xϕ  fonksiyonuna yakınsar. ∞→n  için 1→nr  

olmak üzere }{ nr  dizisi, ),( nrtγ  fonksiyonunun bütün süreklilik noktaları için )(tγ  

fonksiyonuna yakınsar. Burada θ
π

γ θ derfrt
t

i
nn ∫=

0

)(Re
2
1),(  dir. Dolayısıyla (2.77) 

eşitliği 

  
2

0

1( ) Re ( )
2

it
it

it

re zf z f re dt
re z

π

π
+

= ⇒
−∫  

  ∫∫ −
+

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

=
ππ

γ

γ
π

2

0

2

0
)(

)()(Re
2
1)( td

zre
zredtref

zre
zrezf it

it

td

it
it

it

444 3444 21

 

şeklinde yazılabilir.  

 

 TEOREM 2.13: )(zfw =  fonksiyonu P  sınıfına ait olsun. Bu durumda  

  θ
π

γ θ drefrt
t

i∫=
0

)(Re
2
1),(  

şeklinde tanımlanan fonksiyon π20 ≤≤ t  aralığında monoton artan bir fonksiyondur.  

 

 İSPAT: )(zfw =  fonksiyonu P  sınıfına ait olduğundan 

(2.78) 0)(Re >zf  

koşulunu gerçekler. Dolayısıyla 

(2.79) 0)(Re
2
1),(

0

>= ∫ θ
π

γ θ drefrt
t

i  

dır. Şimdi π20 21 ≤≤≤ tt  olmak üzere 

(2.80) θ
π

θ
π

θ
π

γ θθθ drefdrefdrefrt
t

t

i
t

i
t

i ∫∫∫ +==<
2

1

12

)(Re
2
1)(Re

2
1)(Re

2
1),(0

00

 

ifadesini yazalım. Diğer taraftan 
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(2.81) 
444 3444 21

),(

00
2

1

12

1

1

)(Re
2
1)(Re

2
1)(Re

2
1),(

rt

t
i

t

t

i
t

i drefdrefdrefrt

γ

θθθ θ
π

θ
π

θ
π

γ ∫∫∫ >+=  

olduğunu göz önüne alınırsa 

  ),(),( 12 rtrt γγ >  

bulunur ki buda teoremin ispatını verir. 

 

 SONUÇ 2.3: 1),2( =rπγ , 0),0( =rγ  eşitlikleri geçerlidir. 

 Gerçekten,  

  ∫ −
+

=
π

π

2

0

)(Re
2
1)( dtref

zre
zrezf it

it

it

 

ifadesinde 0=z  alınacak olursa 

  ⇒== ∫
π

π

2

0

)(Re
2
11)0( dtref

re
ref it

it

it

 

  1),2(),2()(Re
2
11 =⇒== rrdtref it πγπγ
π

 

bulunur. Ayrıca  

  ∫=
t

i drefrt
0

)(Re
2
1),( θ
π

γ θ  

tanımında 0=t  alınırsa 

  0),0(0)(Re
2
1),0(

0

0

=⇒== ∫ rdrefr i γθ
π

γ θ  

elde edilir. 

 

 TEOREM 2.14: ...1)( 2
21 +++= zpzpzp  fonksiyonu }1{ <= zzD  de 

tanımlanmış ve analitik olsun ve 1)0(,0)(Re => pzp  koşullarını gerçeklesin. Eğer 

Re ( ),p z z r=  çemberi üzerinde bir 0z  noktasında minimum değerini alıyorsa 

  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −≤−=′

2
1),))((1()( 2

000 tzptzpz  

eşitliği geçerlidir. Daha fazla olarak Aizp += 0)( 0  bağıntısı gerçeklenirse 

  
2
1)1()( 2

00 −≤+=′ Atzpz  
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eşitsizliği geçerlidir.  

 

 İSPAT: )(zp  fonksiyonu yardımıyla 

(2.82)  
1)(
1)()(

+
−

=
zp
zpzw  

fonksiyonunu tanımlayalım. )(zw  fonksiyonu D  de analitik ve 1)0( =p  olduğundan 

0)0( =w  koşulu gerçeklenir. Ayrıca 
1
1

+
−

z
z  lineer transformasyonu sağ yarım 

düzlemi, birim çembere resmettiğinden (2.82) den dolayı 1)( <zw  koşulunu 

gerçekler. Diğer taraftan )(Re zp , rz =  çemberi üzerinde bir 0z  noktasında 

minimum değerini alıyorsa (2.82) yazılışından dolayı )(zw  aynı noktada maksimum 

değerini alır. Dolayısıyla I.S. Jack lemmasından (Lemma 2.1) 

(2.83)   1),()( 000 ≥=′ kzkwzwz  

eşitsizliğini yazabiliriz. Diğer taraftan (2.82) ifadesinden türev alırsak 

   2)1)((
)1)()(()1)()(()(

+
−′−+′

=′
zp

zpzpzpzpzw  

  2)1)((
)()()()()()()(

+
′+′−′+′

=′
zp

zpzpzpzpzpzpzw  

(2.84) 2)1)((
)(2)(

+
′

=′
zp

zpzw  

eşitliğini elde ederiz. (2.84) eşitliğinin her  iki tarafı z  ile çarpılırsa 

(2.85) 2)1)((
)(2)(

+
′

=′
zp

zpzzwz  

ifadesi elde edilir. (2.82) ve (2.85) bağıntılarından hareketle 

  
1)(
)(2

1)(
1)(

)1)((
)(2

)(
)(

22 −
′

=
−
+

+
′

=
′

zp
zpz

zp
zp

zp
zpz

zw
zwz  

(2.86) 
)(1

)(2
)(
)(

2 zp
zpz

zw
zwz

−
′

=
′

−  

elde edilir. (2.83) eşitliği (2.86) da kullanılırsa 

  ⇒
−

′
=−⇒

−
′

=−
)(1

)(
2)(1

)(
)(2
)(

0
2

00

0
2

00

0

0

zp
zpzk

zp
zpz

zw
zkw  

(2.87) ))(1(
2

)( 0
2

00 zpkzpz −−=′  
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ifadesi elde edilir. Diğer taraftan 

(2.88) 
2
1

2
11 −≤−⇒−≤−⇒≥

kkk  

bulunur. (2.87) ve (2.88) bağıntıları birlikte düşünülürse 

  
2
1

2
)),(1()( 0

2
00 −≤−=−=′ ktzptzpz  

olarak bulunur. Eğer 

  Aizp += 0)( 0  

ise bu durumda  

  2222
0

2 )0()( AiAAizp −==+=  

bulunur. 

   ))(1(
2

)( 0
2

00 zpkzpz −−=′  

(2.89) )1(
2

)( 2
00 Akzpz +−=′  

 2 0, 1A A k∈ ⇒ > ≥�  olduğundan ⇒−≤− 1k ⇒−≤−
2
1

2
k  

(2.90) )1(
2
1)1(

2
22 AAk

+−≤+−  

eşitliği elde edilir.  

  1)1(11 22 −≤+−⇒≥+ AA . 

(2.91) 
2
1

2
)1( 2

−≤
+

−
A  

(2.90) ve (2.91) eşitlikleri birlikte düşünülürse 

(2.92) 
2
1)1(

2
1)1(

2
22 −≤+−≤+− AAk  

eşitsizliği elde edilir. (2.92) ve (2.89) beraber düşünülürse 

(2.93) 
2
1)1(

2
)( 2

00 −≤+−=′ Akzpz  

bulunur. 
2
kt −=  alınırsa (2.93) ifadesi 

  
2
1)1()( 2

00 −≤+=′ Atzpz  

şekline gelir. 
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 TEOREM 2.15: ...1)( 2
21 +++= zpzpzp  fonksiyonu }1{ <= zzD  de 

tanımlanmış, analitik olsun ve ,0)(Re >zp  1)0( =p  koşullarını gerçeklesin. )(zw , 

D  de analitik 1)(,0)0( <= zww  koşullarını sağlayan bir fonksiyon olmak üzere 

  
4

)()(
)(1

)(Re
4

)()(
2

zBzA
zw

zwzzBzA +
≤⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

′
≤

−  

eşitsizliği 

  
)()1(

1)(1)(
)(,

)(
1)(Re)( 2

222

zpr
zpzpr

zB
zp

zpzA
−

−−+
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=  

açılımına sahip fonksiyonlar için gerçeklenir. 

 

 İSPAT: ...1)( 2
21 +++= zpzpzp  fonksiyonu D  de tanımlanmış analitik 

1)0( =p , 0)(Re >zp  koşullarını gerçekleyen fonksiyon olmak üzere 

(2.94) 
)(1
)(1

)(
1

)(1
)(1)(

zw
zw

zpzw
zwzp

+
−

=⇒
−
+

=  

şeklinde yazılabilir. Dolayısıyla (2.94) eşitliklerinden 

  ⇒
+
−

−
−
+

=−
)(1
)(1

)(1
)(1

)(
1)(

zw
zw

zw
zw

zp
zp  

(2.95) 
)(1

)(4
)(

1)( 2 zw
zw

zp
zp

−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−  

ifadesi elde edilir. (2.95) den hareketle 

(2.96) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

)(1
)(4Re

)(
1)(Re)( 2 zw

zw
zp

zpzA  

bulunur. Benzer tarzda hareket ederek (2.94) yazılışından 

  ⇒
−

=
−

−++
=+

−
+

=+
2

2
2

2
2

222

)(1
2

)(1
)(1)(11

)(1
)(11)(

zw
r

zw
zwzwr

zw
zwrzpr  

(2.97) 2

2
22

)(1
41)(

zw
rzpr

−
=+  

ifadesi elde edilir. Diğer taraftan 

  ⇒
−

=
−

+−+
=−

−
+

=−
222

2

)(1
)(2

)(1
)(1)(11

)(1
)(11)(

zw
zw

zw
zwzw

zw
zwzp  
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(2.98) 
2

2
2

4 ( )
( ) 1

1 ( )
w z

p z
w z

− =
−

 

dır. (2.97) ve (2.98) ifadelerinin birlikte kullanılmasıyla 

  

22

2 2 2 22

22
2

4 ( )4
( ) 1 ( ) 1 1 ( ) 1 ( )

( )
(1 ) ( ) 1 ( )(1 )

1 ( )

w zr
r p z p z w z w z

B z
r p z w zr

w z

−
+ − − − −

= = ⇒
− +

−
−

 

(2.99) 
22

22 2

4( ( ) )
( )

(1 ) 1 ( )

r w z
B z

r w z

−
=

− +
 

bulunur. Diğer taraftan )(zw  fonksiyonu  

(2.100) 2

22

1
)(

)()(
r

zwr
zwzwz

−
−

≤−′  

eşitsizliğini gerçekler. (2.100) ifadesini )(1 2 zw−  ile bölersek 

(2.101) 
)(1)1(

)(
)(1

)()(
22

22

2 zwr
zwr

zw
zwzwz

−−

−
≤

−
−′

 

bağıntısını buluruz. z  herhangi bir kompleks sayı olduğuna göre 

(2.102) zzz ≤≤− Re   

eşitsizliği gerçeklenir. Dolayısıyla (2.102)’ye göre (2.101) ifadesinden 

  ⇒
−−

−
≤

−
−′

≤⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−′

)(1)1(
)(

)(1
)()(

)(1
)()(Re

22

22

22 zwr
zwr

zw
zwzwz

zw
zwzwz  

(2.103) 
)(1)1(

)(
)(1

)()(Re
22

22

2 zwr
zwr

zw
zwzwz

−−

−
≤⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−′
 

eşitsizliği yazılabilir. (2.103) ifadesi aynı zamanda  

  ⇒
−−

−
≤⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
−

′
≤⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−′

)(1)1(
)(

)(1
)(

)(1
)(Re

)(1
)()(Re

22

22

222 zwr
zwr

zw
zw

zw
zwz

zw
zwzwz  

(2.104) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+
−−

−
≤⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

′
)(1

)(Re
)(1)1(

)(
)(1

)(Re 222

22

2 zw
zw

zwr
zwr

zw
zwz  

şeklinde yazılabilir. (2.96) ve (2.99) ifadeleri (2.104) eşitsizliğinde göz önüne 

alınırsa 
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(2.105) 
4

)(
4

)(
)(1

)(Re 2

zBzA
zw

zwz
+≤⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

′
 

elde edilir. Ayrıca (2.101) ve (2.102) ifadelerinden  

  ⇒
−−

−
−≥⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−′

)(1)1(
)(

)(1
)()(Re

22

22

2 zwr
zwr

zw
zwzwz  

  ⇒
−−

−
−≥⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

′

)(1)1(
)(

)(1
)(Re

)(1
)(Re

22

22

22 zwr
zwr

zw
zw

zw
zwz  

(2.106) 
)(1)1(

)(
)(1

)(Re
)(1

)(Re
22

22

22 zwr
zwr

zw
zw

zw
zwz

−−

−
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

≥⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

′
 

eşitsizliği yazılır. (2.106) ifadesinde (2.96) ve (2.99) kullanılırsa 

(2.107) 
4

)(
4

)(
)(1

)(Re 2

zBzA
zw

zwz
−≥⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

′
 

bulunur. (2.105) ve (2.107) eşitsizliklerinden 

  
4

)()(
)(1

)(Re
4

)()(
2

zBzA
zw

zwzzBzA +
≤⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

′
≤

−  

elde edilir. 

 

 TANIM 2.2: (Genelleştirilmiş Pozitif Reel Kısma Haiz  Fonksiyonlar 

Sınıfı): )(zfw =  fonksiyonu birim diskte analitik, 0)0( =w , 1)( <zw  ve BA,  reel 

sayılar olmak üzere 11 ≤<≤− AB  koşullarını gerçeklesin. Eğer 

(2.108) 2
1 2( ) 1 ...p z p z p z= + + +  

açılımına sahip )(zp  fonksiyonu 

(2.109) 
)(1
)(1)(

zBw
zAwzp

+
+

=  

şeklinde ifade edilebilirse “ )(zp  fonksiyonu P (A, B) sınıfına aittir” denir. 

 

 (2.109) yazılışı, subordinasyon prensibi ve 

(2.110) 
Bz
Azzp

+
+

=
1
1)(0  

fonksiyonu göz önüne alındığında (2.108) açılımına sahip bir fonksiyonun P (A, B) 

sınıfına ait olabilmesi için gerek ve yeter şart 
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(2.111) 
Bz
Azzp

+
+

1
1)( p  

subordinasyonunu gerçeklemesidir. 

 

 Bu fonksiyon sınıfı W. Janowski tarafından tanımlanmıştı ve yalınkat 

fonksiyonlar teorisindeki en genel fonksiyon sınıfı olma özelliğini taşır. Bu durum 

aşağıdaki şekilde açıklanabilir. 

 

1. Durum: 1,1 −== BA  ise (2.109) yazılışından dolayı 
)(1
)(1)(

zw
zwzp

−
+

=  haline gelir 

ki P )1,1( −  sınıfı, pozitif reel kısma haiz fonksiyon sınıfıdır. 

 

2. Durum: α21−=A , 1−=B , 0 1α< <  olması halinde )(zp  fonksiyonu, (0) 1p = , 

α>)(Re zp  koşullarını gerçekleyen birim diskte analitik fonksiyonların sınıfındadır. 

 

3. Durum: 0,1 == BA  olması durumunda P )0,1(  sınıfı, birim diskte analitik 

1)0( =p  ve 11)( <−zp  koşullarını gerçekleyen fonksiyonların sınıfıdır. 

 

4. Durum: , 0, 0 1A Bα α= = < <  olması durumunda P )0,(α  sınıfı, birim diskte 

analitik 1)0( =p  ve α<−1)(zp  koşullarını gerçekleyen fonksiyonların sınıfıdır. 

 

5. Durum: 
2
1,11,1 >+−== M

M
BA  olması durumunda P ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−

M
11,1  sınıfı, birim 

diskte analitik 1)0( =p  ve MMzp <−)(  koşullarını gerçekleyen fonksiyonların 

sınıfıdır. 

 

6. Durum: 10,, <<−== ααα BA  olması durumunda P ),( αα −  sınıfı, birim diskte 

analitik 1)0( =p  ve α<
+
−

1)(
1)(

zp
zp  koşullarını gerçekleyen fonksiyonların sınıfıdır. 

 

 Bu fonksiyon sınıfına ait genel özellikler aşağıdaki şekilde verilebilir.  
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  ÖZELLİK 2.1: ∈)(zp  P ),( BA  ise P )(D  resim bölgesi  

  1 0 2 0
1 1( 1) , (1)
1 1

A AD p D p
B B

− +
= − = = =

− +
 

noktaları bir çapın uç noktaları olan ve merkezi reel eksen üzerinde bulunan diskin 

içindedir. Başka bir değişle, 21 10 DD <<<  koşullarını gerçekleyen bir nokta çifti 

için 11 ≤<≤− AB  koşullarını gerçekleyen A ve B reel sayıları vardır ki P )(D , 1D  

ve 2D  noktalarını bir çapın uç noktaları kabul eden disktir.  

 

 Gerçekten, w u iv= +  olmak üzere 

  1 11 1 ( )
1

Az ww w Bwz Az w A Bw z z
Bz A Bw

+ −
= ⇔ + = + ⇔ − = − ⇔ =

+ −
 

 
2 2 2 2

2 2
2 2 2 2

( ) 1 ( 1) ( 1)
( ) ( )( ) ( ) )

u iv u iv u vz r
A Bu BvA B u iv A Bu iBv

+ − − + − +
= = = = ⇒

− +− + − −
 

 
2 2 2 2

2
2 2 2 2 2 2 2

( 1) 2 1
( ) ( ) 2

u v u u vr
A Bu Bv A ABu B u B v

− + − + +
= = ⇒

− + − + +
 

 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 1 2 0u u v A r ABr u B r u B r v− + + − + − − = ⇒  

 2 2 2 2 2 2 2 2 2(1 ) (1 ) 2(1 ) (1 ) 0B r u B r v ABr u A r− + − − − + − = ⇒  

 
2 2 2

2 2
2 2 2 2

1 12 0
1 1

ABr A ru v u
B r B r

− −
+ − + =

− −
 

çember denklemini buluruz 2 2( 0)x y Ax By C+ + + + = . Bu çemberin merkezi 

 

2

22 2
2

2 2
2 2

12 11 12 2 1 ( ) , 0
1

0 0
2 2

ABr
A ABrB ra ABrB r C r

B r
Bb

⎫−
⎪−−= − = = ⎪ ⎛ ⎞−⎪− ⇒ =⎬ ⎜ ⎟−⎝ ⎠⎪
⎪= − = =
⎪⎭

  

yarıçapı 

 

22 2 2

2 2 2 22 2

1 12 0 4
1 14( )

2 2

ABr A r
B r B rA B Crρ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −
+ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −+ − ⎝ ⎠ ⎝ ⎠= = ⇒  

 
22 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

1 1 (1 ) (1 )(1 )( )
1 1 (1 )

ABr A r ABr B r A rr
B r B r B r

ρ
⎛ ⎞− − − − − −

= − =⎜ ⎟− − −⎝ ⎠
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2 2 2 4 2 2 2 2 2 2 4

2 2 2

1 2 1( )
(1 )

ABr A B r A r B r A B rr
B r

ρ − + − + + −
=

−
 

 
2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 ( )( )
(1 ) (1 ) (1 )

A r ABr B r A AB B A Br r r
B r B r B r

ρ − + − + −
= = =

− − −
 

 2 2

( )( )
1
A B rr

B r
ρ −

=
−

 

olarak bulunur. Bu ifade ayrıca 

  2222

2

1
)(

1
1)(

rB
rBA

rB
ABrzp

−
−

≤
−
−

−  

şeklinde ifade edilebilir. Özelliğin geometrik ifadesi aşağıdaki Şekil 2.2’de 

verilmiştir. 

 

Şekil 2.2 

 İki nokta arasındaki uzaklık formülünden yada orta nokta formülünden hareket 

edilirse 

  2

2
21

11
1

1
1

2 B
BA

B
A

B
ADD

−
−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

−
+
+

=  (çap) 

  2

2

2 1
1

11
1

B
AB

B
BA

B
A

−
−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

−
+
+  (merkez) 

olarak bulunur. 

1r =  

D Bölgesi 

x 

y 
z-düzlemi 

Bz
Azzp

+
+

=
1
1)(0  

u

v 
w-düzlemi 

1D  2D  O  

B
A

−
−

1
1  

B
A

+
+

1
1  

)(0 Dp  
Resim Bölgesi 
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 ÖZELLİK 2.2: )(zp  fonksiyonu  P ),( BA  sınıfına, )(zq  fonksiyonu ise 

P )1,1( −  sınıfına ait fonksiyonlar olsun. Bu iki fonksiyon arasındaki bağıntı, 

bulundukları sınıfların tanımlarından hareketle aşağıdaki şekilde ifade edilebilir. 

 

 )(zq  fonksiyonu P )1,1( −  sınıfına ait bir fonksiyon (pozitif reel kısma sahip 

fonksiyon) olduğundan 

(2.112) ∈)(zq  P )1,1( −
z
zzq

zw
zwzq

−
+

⇔
−
+

=⇔
1
1)(

)(1
)(1)( p  

bağıntıları geçerlidir.   

 )(zp  fonksiyonu  P ),( BA  sınıfına ait bir fonksiyon olduğundan 

(2.113)  ∈)(zp  P ),( BA
Bz
Azzp

zBw
zAwzp

+
+

⇔
+
+

=⇔
1
1)(

)(1
)(1)( p  

bağıntıları geçerlidir. 

 (2.112) ve (2.113) ifadelerindeki )(zw  fonksiyonu Schwarz Lemmasının 

koşullarını gerçekleyen bir fonksiyondur. (2.112) bağıntısından hareket ederek )(zw  

fonksiyonunu )(zq  cinsinden ifade edersek 

  
1 ( )( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( )
1 ( )

( ) 1 ( )( ( ) 1)

w zq z q z q z w z w z
w z

q z w z q z

+
= ⇔ − = + ⇔

−
− = + ⇔

 

(2.114) 
1)(
1)()(

+
−

=
zq
zqzw  

yazabiliriz. (2.114) eşitliği (2.113) de kullanılırsa 

    ⇒

+
−

+

+
−

+
=

1)(
1)(1

1)(
1)(1

)(

zq
zqB

zq
zqA

zp  

(2.115) 
)1()()1(
)1()()1()(

BzqB
AzqAzp

−++
−++

=  

ifadesine ulaşılır. (2.115) eşitliği P ),( BA  sınıfı ile P )1,1( −  sınıfı arasındaki bağıntıyı 

gösterir. 

 ÖZELLİK 2.3: ......1)( 2
21 +++++= n

n zpzpzpzp  fonksiyonu P ),( BA  

sınıfına ait ise  

  )( BApn −≤  
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eşitsizliği gerçeklenir. 

 

 Bu özelliğin ispatında Mobius transformasyonları için Y. POLATOĞLU 

tarafından verilen aşağıdaki lemma kullanılır. Buna göre , , ,a b c d  kompleks sayılar 

olmak üzere birim disk { 1}D z z= <  de tanımlanmış olan 
dcz
bazzf

+
+

=)(  Mobius 

transformasyonunun Taylor açılımındaki .n  katsayının modülü  

  1 1, 1
nc b

d bd d
≤ =  

koşullarını gerçeklerse 

(2.116) bcad
dc
ba

an −=≤  

ifadesi geçerlidir. Buna göre 

(2.117) ∈)(zp  P ),( BA
Bz
Azzp

zBw
zAwzp

+
+

⇔
+
+

=⇔
1
1)(

)(1
)(1)( p  

  )()(
1
1

BApBA
B
A

p nn −≤⇒−=≤  

bulunur. 

 ÖZELLİK 2.4: ∈)(zp P ),( BA  olsun. Bu durumda 

(2.118) 1 1( )
1 1

Ar Arp z
Br Br

− +
≤ ≤

− +
 

(2.119) 1 1Re ( )
1 1

Ar Arp z
Br Br

− +
≤ ≤

− +
 

eşitsizlikleri gerçeklenir. 

 

 Gerçekten, herhangi bir z  kompleks sayısı için  

(2.120) Rez z z− ≤ ≤  

eşitsizliğinin geçerli olduğunu biliyoruz. Bu ifadeyi Özellik 2.1’de gösterdiğimiz 

(2.121) 
2

2 2 2 2

1 ( )( )
1 1

ABr A B rp z
B r B r

− −
− ≤

− −
 

eşitsizliğinde kullanırsak 

  
2 2

2 2 2 2 2 2

1 1 ( )Re ( ) ( )
1 1 1

ABr ABr A B rp z p z
B r B r B r

⎛ ⎞− − −
− ≥ − − ≥ − ⇒⎜ ⎟− − −⎝ ⎠
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2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

1 ( ) 1 ( )Re ( ) Re ( )
1 1 1 1

ABr A B r ABr A B rp z p z
B r B r B r B r

− − − −
− ≥ − ⇒ ≥ − ⇒

− − − −
 

(2.122) 
2

2 2

1 ( )Re ( )
1

A B r ABrp z
B r

− − −
≥

−
 

elde edilir. Buradan 

  21 ( ) 0A B r ABr− − − = ⇒  

  

2

1,2

2 2

1,2

( ) ( ) 4
2

( ) 2 4
2

A B A B AB
r

AB
A B A AB B ABr

AB

− ± − +
= ⇒

− ± − + +
= ⇒

 

  
22 2

1,2
( ) ( )( ) 2

2 2
A B A BA B A B ABr

AB AB
− ± +− ± + +

= = ⇒  

  1,2
( ) ( )

2
A B A Br

AB
− ± +

=  

  1
( ) ( ) 2 1 1 0

2 2 2
A B A B A B A B Ar Br

AB AB AB B
− − + − + − −

= = = − = − ⇒ + =  

  2
( ) ( ) 2 1 1 0

2 2 2
A B A B A B A B Br Ar

AB AB AB A
− + + − + + +

= = = = ⇒ − =  

(2.123) 21 ( ) (1 )(1 )A B r ABr Br Ar− − − = + −  

ifadesini yazabiliriz. (2.123) eşitliği (2.122) eşitliğinde kullanılırsa 

  
2

2 2

1 ( ) (1 )(1 ) 1Re ( )
1 (1 )(1 ) 1

A B r ABr Br Ar Arp z
B r Br Br Br

− − − + − −
≥ = = ⇒

− + − −
 

(2.124) 1Re ( )
1

Arp z
Br

−
≥

−
 

elde edilir. Ayrıca 

  ( ) Re ( )p z p z≥  

eşitliğini (2.124) eşitliğine uygularsak 

(2.125) 1( )
1

Arp z
Br

−
≥

−
 

bulunur. Diğer yandan 1z  ve 2z  herhangi iki kompleks sayı olmak üzere  

  1 2 1 2z z z z− ≤ −  

eşitsizliğini yazabiliriz. Bu eşitsizlikten hareketle 
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2 2

2 2 2 2 2 2

1 1 ( )( ) ( )
1 1 1

ABr ABr A B rp z p z
B r B r B r

− − −
− ≤ − ≤ ⇒

− − −
 

  
2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

1 ( ) ( ) 1( ) ( )
1 1 1 1

ABr A B r A B r ABrp z p z
B r B r B r B r

− − − −
− ≤ ⇒ ≤ + ⇒

− − − −
 

  
2

2 2

1 ( )( )
1

A B r ABrp z
B r

+ − −
≤

−
 

elde edilir.  

  21 ( ) (1 )(1 )A B r ABr Ar Br+ − − = + −  

ve 

(2.126) Re ( ) ( )p z p z≤  

ifadeleri (2.126) eşitliğinde kullanılırsa 

  (1 )(1 ) 1Re ( ) ( )
(1 )(1 ) 1

Ar Br Arp z p z
Br Br Br

+ − +
≤ ≤ = ⇒

− + +
 

(2.127) 1( )
1

Arp z
Br

+
≤ ⇒

+
 

(2.128) 1Re ( )
1

Arp z
Br

+
≤

+
 

bulunur. (2.124), (2.128) ve (2.125), (2.127) eşitlikleri birlikte düşünülürse  

  1 1( )
1 1

Ar Arp z
Br Br

− +
≤ ≤

− +
 

  1 1Re ( )
1 1

Ar Arp z
Br Br

− +
≤ ≤

− +
 

eşitsizlikleri elde edilir ki bu da özelliğin gerçekleştiğini gösterir. 

 

 TEOREM 2.16: 2
1 2( ) 1 ...p z p z p z= + + +  fonksiyonu { 1}D z z= <  de 

tanımlanmış ve analitik olsun. ( )w z  fonksiyonu birim diskte analitik, (0) 0w = , 

( ) 1w z <  koşullarını gerçekleyen bir fonksiyon olmak üzere 

  1 ( )( )
1 ( )

Aw zp z
Bw z

+
=

+
,   ( 1 1B A− ≤ < ≤ ) 

şeklinde yazılabilsin. Bu taktirde 

  
( )( ) 1 1max

2 2 1zt tr

b b b A Bp z
z r Br=

−+⎛ ⎞ = +⎜ ⎟ +⎝ ⎠
, {0}b∈ −�  

eşitliği geçerlidir. 



 49

 İSPAT: Özellik 2.1’den  

(2.129) 
2

2 2 2 2

1 ( )( )
1 1

ABr A B rp z
B r B r

− −
− ≤

− −
 

eşitsizliği yazılabilir. (2.129) ifadesinden hareketle 

  
2

2 2 2 2

1 ( )( ) 1 1
1 1

ABr A B rp z
B r B r

− −
+ − − ≤ ⇒

− −
 

(2.130) 
2 2

2 2 2 2

2 ( ) ( )( ( ) 1)
1 1
AB B r A B rp z

B r B r
− + −

+ − ≤
− −

 

eşitsizliğini elde ederiz. Burada üçgen eşitsizliğinin 

  1 2 1 2z z z z− ≤ −  

ifadesi kullanılırsa 

  
2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 ( ) 2 ( ) ( )( ) 1 ( ( ) 1)
1 1 1
AB B r AB B r A B rp z p z

B r B r B r
− + − + −

+ − ≤ + − ≤ ⇒
− − −

 

  
2 2

2 2 2 2

( ) 2 ( )( ) 1
1 1
A B r AB B rp z

B r B r
− − +

+ ≤ + ⇒
− −

 

(2.131) 
2 2

2 2

2 ( ) ( )( ) 1
1

A B r AB B rp z
B r

+ − − +
+ ≤

−
 

bulunur. (2.131) eşitsizliğinden  

(2.132) 
2 2

2 2

2 ( ) ( )
( ) 1

2 2(1 )
b b b A B r b AB B r

p z
B r

+ − − +
+ ≤

−
 

  
2 2

2 2

2 ( ) ( )( ) 1 ,
2 2 (1 )
b b b A B r b AB B rp z z r

z z B r
+ − − ++

≤ =
−

  

alınarak 

(2.133) 
2 2

2 2

2 ( ) ( )( ) 1 ,
2 2 (1 )

b b A B r b AB B rb p z z r
z r B r

+ − − ++
≤ =

−
 

eşitsizliklerini elde ederiz. Maksimum kavramını kullanarak 

(2.134) 
2 2

2 2

2 ( ) ( )( ) 1 1max
2 2 (1 )zt rt

b b b A B r b AB B rp z
z r B r=

+ − − ++⎛ ⎞ =⎜ ⎟ −⎝ ⎠
 

yazılabilir. Şimdi sağ taraftaki ifadeyi çarpanlarına ayıralım. 

  
2 22 ( ) ( )

(1 )(1 ) 1 1
b b A B r b AB B r X Y Z

r Br Br r Br Br
+ − − +

≡ + + ⇒
− + + −
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2 2(1 ) (1 ) (1 )

(1 )(1 )
X B r Yr Br Zr Br

r Br Br
− + − + +

≡ ⇒
+ −

 

2 2 2 22 ( ) ( ) ( ) ( )
(1 )(1 ) (1 )(1 )

b b A B r b AB B r X Y Z r XB YB ZB r
r Br Br r Br Br

+ − − + + + + − − +
≡ ⇒

− + + −
 

  2 , ( ), 0X b Y b A B Z= = − = ⇒  

  
2 22 ( ) ( ) 2 ( )

2 (1 )(1 ) 1
b b A B r b AB B r b b A B

r Br Br r Br
+ − − + −

≡ + ⇒
− + +

 

(2.135) 
2 22 ( ) ( ) ( )1 1

2 2 (1 )(1 ) 2 1
b b A B r b AB B r b b A B

r Br Br r Br
+ − − + −

≡ + ⇒
− + +

 

(2.134) ve (2.135) ifadelerinden 

  
( )( ) 1 1max

2 2 1zt rt

b b b A Bp z
z r Br=

−+⎛ ⎞ = +⎜ ⎟ +⎝ ⎠
 

eşitsizliği elde edilir. 

 

 TEOREM 2.17: 2
1 2( ) 1 ...p z p z p z= + + +  fonksiyonu birim disk 

{ 1}D z z= <  de tanımlanmış ve analitik olsun. ( )w z  fonksiyonu birim diskte 

analitik, (0) 0w = , ( ) 1w z <  koşullarını gerçekleyen bir fonksiyon olmak üzere 

  1 ( )( )
1 ( )

Aw zp z
Bw z

+
=

+
,   ( 1 1B A− ≤ < ≤ ) 

şeklinde yazılabilsin. Bu taktirde 

  
( )( ) 1max

2 1zt tr

b b A Bp z
z Br=

−−⎛ ⎞ =⎜ ⎟ +⎝ ⎠
, {0}b∈ −�  

eşitliği geçerlidir. 

 

 İSPAT: Özellik 2.1’den biliyoruz ki 

(2.136) 
2

2 2 2 2

1 ( )( )
1 1

ABr A B rp z
B r B r

− −
− ≤

− −
 

eşitsizliği vardır. Burada aşağıdaki gibi hareket ederek 

  
2

2 2 2 2

1 ( )( ) 1 1
1 1

ABr A B rp z
B r B r

− −
+ − − ≤ ⇒

− −
 

(2.137) 
2 2

2 2 2 2

( ) ( )( ( ) 1)
1 1

B AB r A B rp z
B r B r
− −

− − ≤
− −
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eşitsizliğini elde ederiz. Üçgen eşitsizliğinin 

  1 2 1 2z z z z− ≤ −  

ifadesi (2.137) de kullanılırsa 

  
2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

( ) ( ) ( )( ) 1 ( ( ) 1)
1 1 1

B AB r B AB r A B rp z p z
B r B r B r
− − −

− − ≤ − − ≤ ⇒
− − −

 

(2.138) 2 2

[( ) ( ) ]( ) 1
1

A B B A B r rp z
B r

− − −
− ≤

−
  

elde edilir. (2.138) eşitsizliği aynı zamanda 

  2 2

[( ) ( ) ]( ) 1
2 2 (1 )
b b A B B A B r rp z

z z B r
− − −−

≤ ⇒
−

, z r=  alınarak 

  2 2

[( ) ( ) ]( ) 1
2 2(1 )
b b A B B A B r rp z

z B r r
− − −−

≤ ⇒
−

 

  2 2 2 2

[( ) ( ) ] [( ) ( ) ]( ) 1
2 2(1 ) (1 )
b b A B B A B r b A B B A B rp z

z B r B r
− − − − − −−

≤ ≤ ⇒
− −

 

  
( )(1 ) ( )( ) 1

2 (1 )(1 ) (1 )
b b A B Br b A Bp z

z Br Br Br
− − −−

≤ = ⇒
− + +

 

(2.139) 
( )( ) 1

2 (1 )
b b A Bp z

z Br
−−

≤
+

 

şeklinde yazılabilir. (2.139) ifadesinde maksimum kavramını kullanırsak 

  
( )( ) 1max

2 1zt tr

b b A Bp z
z Br=

−−⎛ ⎞ =⎜ ⎟ +⎝ ⎠
 

elde edilir. 

 

 TEOREM 2.18: 2
2( ) ...f z z a z= + +  fonksiyonu birim disk { 1}D z z= <  de 

tanımlanmış, analitik, 1 1B A− ≤ < ≤  ve 0B ≠  olmak üzere 

(2.140) 1 ( ) 1 ( )2 1 1 1
( ) 1 ( )

f z Aw zz
b f z Bw z

⎡ ⎤′⎛ ⎞ +
+ − − =⎢ ⎥⎜ ⎟ +⎝ ⎠⎣ ⎦

, {0}b∈ −�   

koşulunu gerçeklerse 

  
( ) ( )

1 12 2(1 ) ( ) (1 )
b A B b A B

b bb bB Br r Br f z r r Br
− −

− −− ≤ ≤ +  

eşitsizliği vardır. Burada ( )w z  fonksiyonu birim diskte analitik, (0) 0w = , ( ) 1w z <  

koşullarını gerçekleyen bir fonksiyondur. 
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 İSPAT: Özellik 2.1’de gösterdik ki   

 2
1 2( ) 1 ...p z p z p z= + + +  fonksiyonu birim diskte analitik bir fonksiyon olmak 

üzere 

(2.141) 1 ( )( )
1 ( )

Aw zp z
Bw z

+
=

+
 

şeklinde yazılabiliyorsa  

(2.142) 
2

2 2 2 2

1 ( )( )
1 1

ABr A B rp z
B r B r

− −
− ≤

− −
 

eşitsizliğini gerçekler.  

 (2.141) yazılışı (2.140) ifadesi ile karşılaştırılırsa 

(2.143) 1 ( )2 1 1 1 ( )
( )

f zz p z
b f z

⎡ ⎤′⎛ ⎞
+ − − =⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦
 

eşitliği yazılabilir. (2.143) ifadesinden hareketle 

  1 ( ) 1 ( )1 ( ( ) 1) 1 1 ( ( ) 1)
( ) 2 ( ) 2

f z f z bz p z z p z b
b f z f z

′ ′⎛ ⎞
− = + − ⇒ − = + − ⇒⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

(2.144) ( ) ( ( ) 1) (1 )
( ) 2

f z bz p z b
f z
′

= + + −  

yazılışını elde ederiz.  

  
2

2 2 2 2

1 ( )( )
1 1

ABr A B rp z
B r B r

− −
− ≤ ⇒

− −
 

  
2 2

2 2 2 2

1 2 ( ) ( )( ( ) 1)
2 2(1 ) 2(1 )

B AB r A B rp z
B r B r

− + −
+ − ≤ ⇒

− −
 

  
2 2

2 2 2 2

( )2 ( )( ( ) 1)
2 2(1 ) 2(1 )

b A B rb b b B AB rp z
B r B r

−− +
+ − ≤ ⇒

− −
 

  
2 2

2 2 2 2

( )2 ( )( ( ) 1) (1 ) (1 )
2 2(1 ) 2(1 )

b A B rb b b B AB rp z b b
B r B r

−− +
+ + − − − − ≤ ⇒

− −
 

(2.145) 
2 2 2

2 2 2 2

( )2 [2 ( ) ]( ( ) 1) (1 )
2 2(1 ) 2(1 )

b A B rb B b B AB rp z b
B r B r

−− + −⎡ ⎤+ + − − ≤⎢ ⎥ − −⎣ ⎦
. 

Öte yandan (2.144) eşitliğinden 

(2.146) ( ) ( ) ( ( ) 1) (1 )( ( ) 1) (1 )
( ) 2 ( ) 2

f z b f z b p z bz p z b
f z f z z z
′ ′ + −

= + + − ⇒ = +  

elde ederiz. (2.146) ifadesinde integral alırsak 
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0

( ) 1log ( ) (1 ) log
2

zb pf z b z dζ ζ
ζ
+

= − + ⇒∫  

  (1 )

0

( ) 1log ( ) log
2

z
b b pf z z dζ ζ

ζ
− +

− = ⇒∫ (1 )
0

( ) ( ) 1log
2

z

b

f z b p d
z

ζ ζ
ζ−

+
= ⇒∫  

  (1 )
0

( ) ( ) 1exp
2

z

b

f z b p d
z

ζ ζ
ζ−

⎡ ⎤+
= ⇒⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫  

(2.147) (1 )

0

( ) 1( ) exp
2

z
b b pf z z dζ ζ

ζ
− ⎡ ⎤+

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦
∫  

eşitliği bulunur. (2.147) ifadesinden 

(2.148) (1 )

0

( ) 1( ) exp max Re
2

z
b

zt rt

b pf z z dtζ
ζ

−

=

⎛ ⎞⎡ ⎤⎛ ⎞+
≤ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎣ ⎦⎝ ⎠

∫  

yazılabilir. Öte yandan Teorem 2.16 dan 

(2.149) 
( )( ) 1max Re

2 2(1 )zt tr

b b b A Bp zt
z r Br=

−+⎛ ⎞ = +⎜ ⎟ +⎝ ⎠
, {0}b∈ −�  

elde edilir. (2.149) ifadesinden integral alırsak 

  
1 1 1

0 0 0

( )( ) 1 2max Re
2 2 2(1 )zt tr

b b b A Bp zt dt dr dr
z r Br=

−+⎛ ⎞ = + ⇒⎜ ⎟ +⎝ ⎠∫ ∫ ∫  

  
1

0

( )( ) 1max Re log log(1 )
2 2

b

zt tr

b b A Bp zt dt r Br
z B=

−+⎛ ⎞ = + + ⇒⎜ ⎟
⎝ ⎠∫  

(2.150) 
( )1
2

0

( ) 1max Re log (1 )
2

b A B
b B

zt tr

b p zt dt r Br
z

−

=

+⎛ ⎞ = +⎜ ⎟
⎝ ⎠∫  

bulunur. (2.148) ve (2.150) ifadelerinden 

  
( )

(1 ) 2( ) exp log .(1 )
b A B

bb Bf z r r Br
−

−
⎡ ⎤

≤ + ⇒⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

(2.151) 
( )

(1 ) 2( ) (1 )
b A B

bb Bf z r r Br
−

−≤ +  

eşitsizliği elde edilir. Tamamen benzer şekilde hareket edersek alt sınır içinde 

(2.152) 
( )

1 2(1 ) ( )
b A B

bb Br r Br f z
−

− − ≤  

ifadesini buluruz. (2.151) ve (2.152) eşitsizlikleri bize 

  
( ) ( )

1 12 2(1 ) ( ) (1 )
b A B b A B

b bb bB Br r Br f z r r Br
− −

− −− ≤ ≤ +  
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ifadesini verir. 
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3. YALINKAT FONKSİYONLAR 

 TANIM 3.1: (Yalınkat Fonksiyonlar) ( )w f z=  fonksiyonu basit bağlantılı D 

bölgesinde tanımlanmış ve analitik olsun. Eğer  

  1 2,z z D∈ , 1 2 1 2( ) ( )z z f z f z≠ ⇔ ≠   

injektiflik (bire-bir) koşulu  gerçeklenirse ( )f z  fonksiyonuna “Yalınkat Fonksiyon” 

denir. Bire-bir olma koşulu aşağıdaki şekilde de ifade edilir.  

  1 2,z z D∈ , 1 2 1 2( ) ( )z z f z f z= ⇔ = . 

 

 Yalınkat fonksiyonlara örnek olarak; genişletilmiş, basit bağlantılı kompleks 

düzlemde Mobius transformasyonları verilebilir. Gerçekten 

  1 2
1 2

1 2

( ) ( )az b az bf z f z
cz d cz d

+ +
= = = ⇔

+ +
 

  1 2 2 1 1 2( )( ) ( )( )az b cz d az b cz d z z+ + = + + ⇔ =  

 

 TANIM 3.2: (S Sınıfı) 2
2( )f z z a z= + +…  fonksiyonu birim disk 

{ 1}D z z= < ’de tanımlanmış, analitik ve yalınkat olsun. ( )f z  fonksiyonu (0) 1f ′ =  

ve (0) 0f =  olacak şekilde normalize edilmiştir. Bu tür fonksiyonların cümlesini “S 

Sınıfı” olarak adlandıracağız. 

 Bu normalizasyon, aşağıdaki şekilde ifade edilen Riemann Tasvir 

Teoremindeki  ( ) 0f ζ = , ( ) 0f ζ′ >  koşullarından sağlanmaktadır. 

 “Kompleks düzlemin özel basit bağlantılı bir alt cümlesini göz önüne alalım. 

ζ , D bölgesinde verilen bir nokta olmak üzere, ( ) 0f ζ = , ( ) 0f ζ′ >  koşullarını 

gerçekleyen ve D’yi birim disk üzerine konform olarak resmeden bir tasvir vardır ve 

bu tasvir tek türlü belirlidir.” 
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 S sınıfına ait önemli fonksiyonlar aşağıdaki şekilde sıralanabilir. 

 

 ÖZELLİK 3.1: zzfw == )(  idantik fonksiyonu (birim fonksiyon) D 

bölgesini D bölgesi üzerine resmeder. 

 

 ÖZELLİK 3.2: 
z

zzfw
−

==
1

)(  fonksiyonu D bölgesini 
2
1Re −>w  yarı 

düzlemi üzerine resmeder. 

 

 Gerçekten, ivuw +=  alınırsa 

  ⇒
+

=⇔
+

=⇔+=⇔=−⇔
−

=
w

wz
w

wzwzwzwzw
z

zw
11

)1(
1

 

  ⇒
++

+
=

++

+
=⇒

+
== 22

22

2

2

2

2
2

)1()1(
1

1
1

vu
vu

ivu
ivu

w
w

z  

  ⇒+=++ 2222)1( vuvu  

  
2
10210)1( 2222 −=⇒=+⇒=−−++ uuvuvu  

bulunur. Buna göre 1=z  çemberi 
2
1Re −== uw  doğrusu üzerine resmedilir. 

Dolayısıyla D bölgesi  

  2222
22

22

2

2

2

2
2 )1(

)1()1(1
1 vuvu

vu
vu

ivu

ivu

w

w
z +>++⇒

++
+

=
++

+
=

+
=>  

  
2
1)(ReRe0210)1( 2222 −>==⇒>+⇒>−−++ zfwuuvuvu  

yarım düzlemi üzerine resmedilir. 

 

 ÖZELLİK 3.3: ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
−
+

=
z
zw

1
1log

2
1  fonksiyonu D bölgesini dik 

4
Im

4
ππ

<<− w  

şeritsel bölge üzerine resmeder. 

 

 Gerçekten, 
z
z

−
+

=
1
1η  ara transformasyonu { 1}D z z= <  birim diskinin 

11 ivuw +=  alınırsa, 
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1
1

1
1)1(11

1
1

+
−

=⇔
+
−

=⇔+=−⇔+=−⇔
−
+

=
η
η

η
ηηηηηη zzzzz

z
z  

  ⇒−>+⇒
+

−
>⇒

+

−
=>⇒

+
−

=> 22
2

2

2

2
2 11

1

1
1

1

1
1

1
1

1 ηη
η

η

η

η
η
η

zz  

  ⇒+−>++⇒+−>++ 2
1

2
1

2
1

2
1

2
11

2
11 )1()1()1()1( vuvuivuivu 01 >u

  

0Re 1 >= uη  sağ yarım düzlemine resmedildiğini buluruz. Diğer yandan sağ yarım 

düzlemde bulunan kompleks sayıların argümanlarının 
2
π

−  ile 
2
π  arasında olduğu 

göz önüne alınırsa 

(3.1)  
4

arg
4

πηπ
<<−  

eşitsizliği elde edilir.Ayrıca 

(3.2)  arg1 1 1log log log
2 2 2

i iw e eθ ηη η η= = =  

olduğunu düşünürsek 

  ηηηηη η arg
2
1log

2
1logarg

2
1log

2
1log

2
1log

2
1 arg ieiew i +=+=+=  

(3.3)  ηarg
2
1Im =w  

eşitliği bulunur. (3.1) ve (3.3) birlikte düşünülürse 

  1 arg Im
4 2 4 4 4

wπ π π πη− < < ⇔ − < <  

elde edilir ki buda iddianın doğru olduğunu gösterir. 

 

 ÖZELLİK 3.4: 2)1(
)(

z
zzkw
−

==  fonksiyonu D birim diskini 
4
1

− ’den 

sonsuza kadar negatif eksen boyunca kesilmiş tüm düzleme resmeder. 

 

 Gerçekten,  

  ⇒
−

−+++−
⋅=

−
+

=
−

=
−

== 2

22

222 )1(
2211

4
1

)1(
22

4
1

)1(
4

4
1

)1(
)(

z
zzzz

z
zz

z
z

z
zzkw  

  ⇒⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

−
−
+

⋅=
−

+−−++
⋅== 2

2

2

2

2

22

)1(
)1(

)1(
)1(

4
1

)1(
)21()21(

4
1)(

z
z

z
z

z
zzzzzkw  
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4
1

1
1

4
1

4
1

)1(
)1(

4
1)(

2

2

2

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
−
+

=−
−
+

⋅==
z
z

z
zzkw  

olarak )(zkw =  fonksiyonu yazılabilir. Şimdi Özellik 3.3 de olduğu gibi  

(3.4)  
z
z

−
+

=
1
1η  

ara transformasyonunu düşünelim. Bu transformasyon altında 1=z  çemberinin 

resmi 21 ηηη i+=  olarak alınır ve yukarıdaki tarzda hareket edilirse 

  
1
1

1
1)1(11

1
1

+
−

=⇔
+
−

=⇔+=−⇔+=−⇔
−
+

=
η
η

η
ηηηηηη zzzzz

z
z  

  ⇒−=+⇒
+

−
=⇒

+

−
==⇒

+
−

== 22
2

2

2

2
2 11

1

1
1

1

1
1

1
1

1 ηη
η

η

η

η
η
η

zz  

  ⇒+−=++⇒+−=++ 2
2

2
1

2
2

2
1

2
21

2
21 )1()1()1()1( ηηηηηηηη ii 01 =η  

bulunur. Bu da 1=z ’in resminin 0Re == ηu  olduğunu gösterir. Dolayısıyla 

  
4
1

4
1

4
1

1
1

4
1

)1(
)( 2

2

2 −=−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
−
+

=
−

== η
z
z

z
zzkw   

ifadesi göz önüne alınırsa 01 =η ’ın, yani η  düzleminde imajiner eksenin, resmi 
4
1

−  

noktasından ∞− ’a kadar giden doğrudur. Şekil aşağıda gösterildiği gibidir. 

 

Şekil 3.1 

 

  TEOREM 3.1: Yalınkat iki fonksiyonun bileşke fonksiyonu da yalınkattır. 

 

1r =  

x 

y 

z-düzlemi 

z
z

−
+

=
1
1η  

η -düzlemi 

1η  

2η  

w-düzlemi 

u 

v 

4
1

−  
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 İSPAT: İspatı iki adımda yaparız. Birinci adımda “İnjektif iki fonksiyonun 

bileşke fonksiyonu da injektiftir” olduğunu gösterelim. 

  
)(
)(

)(:

22

11

1

zfz
zfz

DfDDf

→
→

=→
 

şeklinde tanımlanan )(zf  fonksiyonu injektif ise  

(3.5)  )()(,, 212121 zfzfzzDzz ≠⇒≠∈  

bağıntısı gerçeklenir. Diğer taraftan 

  
))(()(
))(()(

)(:

22

11

zfgzf
zfgzf

HDfg

→
→
→

 

şeklinde tanımlanan fonksiyon injektif ise 

(3.6)  1 2 1 2 1 2( ), ( ) ( ), ( ) ( ) ( ( )) ( ( ))f z f z f D f z f z g f z g f z∈ ≠ ⇒ ≠  

bağıntısı gerçeklenir. (3.5) ve (3.6) bağıntıları birlikte düşünülürse  

(3.7)  ))(())((,, 212121 zfgzfgzzDzz ≠⇒≠∈  

bağıntısını yazabiliriz. Bu bize ))(( zfg o  fonksiyonunun injektif olduğunu gösterir. 

 İspatın ikinci adımında ))(( zfg o  fonksiyonunun analitik olduğunu 

göstermeliyiz. Bunun içinde bileşke fonksiyonunun türevinin var olduğunu 

göstermemiz gerekir.  

  
)()(
)()())(())((lim))(())((lim

0

0

0

0

0

0

00 zfzf
zfzf

zz
zfgzfg

zz
zfgzfg

zzzz −
−

−
−

=
−
−

→→
 

  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

−
−

=
−
−

→→
0

0

0

0

0

0 )()(
)()(

))(())((lim))(())((lim
00 zz

zfzf
zfzf

zfgzfg
zz

zfgzfg
zzzz

 

  0000 ,),(),( wwzzzfwzfw →→==  

  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

=
−
−

→→→
0

0

0

0

0

0 )()(lim
)()(

))(())((lim))(())((lim
000 zz

zfzf
zfzf

zfgzfg
zz

zfgzfg
zzzzzz

 

  
0 0 0

0 0 0

0 0 0

( ( )) ( ( )) ( ) ( ) ( ) ( )
lim lim lim
z z w w z z

g f z g f z g w g w f z f z
z z w w z z→ → →

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − −
= ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

  )()())(())((lim 00
0

0

0

zfwg
zz

zfgzfg
zz

′′=
−
−

→
 

Bu eşitlik bize türevin var olduğunu gösterir. Bu ise teoremi ispatlar. 
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 TEOREM 3.2: ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
)(

1
zf

 fonksiyonunun yalınkat olması için gerek ve yeter şart 

)(zf  fonksiyonunun yalınkat olmasıdır. 

 

 İSPAT: (Gereklilik) 
z

zg 1)( =  fonksiyonunu göz önüne alalım. )(zg  

fonksiyonu her * { (0)}D z z -= ∈�  bölgesinde yalınkattır. Zira 

  )()(11, 21
21

21 zgzg
zz

Dzz ≠⇒≠⇒∈  

dır. Teorem 3.1’den dolayı 

  )(

)(
1
1))(( zf

zf

zfg ==  

yazabiliriz. Bu da bize )(zf ’nin yalınkat olduğunu gösterir. 

 

 (Yeterlilik) )(zf  yalınkat olsun. Benzer tarzda 
z

zg 1)( =  yalınkat 

fonksiyonunu göz önüne alalım. Önceki teoremden  

  
)(

1))((
zf

zfg =  

bileşke fonksiyonu yalınkat olduğundan ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
)(

1
zf

 fonksiyonu yalınkattır.  

 

 S sınıfını koruyan bazı önemli elemanter transformasyonlar aşağıda 

tanımlanmıştır:  

 

 TANIM 3.3: (Eşlenik Transformasyonları) ...)( 2
2 ++== zazzfw  

fonksiyonu S sınıfına ait olsun. ...)()( 2
2 ++== zazzfzg  şeklinde tanımlanan )(zf  

fonksiyonu da S sınıfına aittir.  

 

 Gerçekten, S sınıfının normalizasyonu 

  ⇒++== ...)()( 2
2 zazzfzg 0)0( =g  

  1)0(...21)( 2 =′⇒++=′ gzazg  
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şeklindedir. Diğer taraftan )(zf  yalınkat olduğundan  

(3.8)  )()( 2121 zfzfzz ≠⇔≠  

(3.9)  2121 zzzz ≠⇔≠  

dır. (3.8) ve (3.9) ifadelerinden 

  1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )z z f z f z f z f z g z g z≠ ⇔ ≠ ⇔ ≠ ⇔ ≠  

bağıntısını elde ederiz. Bu da bize )()( zfzg =  fonksiyonunun S sınıfına ait 

olduğunu gösterir. 

 

 TANIM 3.4: (Rotasyon Transformasyonları) ...)( 2
2 ++== zazzfw  

fonksiyonu S sınıfına ait olsun. Bu durumda )()( zefezg ii θθ−=  şeklinde tanımlanan 

)(zg  fonksiyonu da S sınıfına aittir. 

 

 Gerçekten, 

  ⇒++=++= ......)()( 22
2

2
2 zeazezeazezef iiiii θθθθθ  

(3.10) ...)()( 2
2 ++== − zeazzefezg iii θθθ  

fonksiyonunda S sınıfının normalizasyonunu düşünürsek 

(3.11) 0)0( =g  

ve  

  ⇒++=′ ...21)( 2 zeazg iθ  

(3.12) 1)0( =′g  

bulunur. (3.11) ve (3.12) eşitlikleri S sınıfı normalizasyonunun gerçeklendiğini 

gösterir. Diğer yandan injektiflik koşulundan 

  ⇔≠⇔≠⇔≠ )()( 212121 zefzefzezezz iiii θθθθ  

  1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )i i i ig z e f e z e f e z g zθ θ θ θ− −= ≠ =  

bulunur. Bu da )(zg  fonksiyonunun yalınkat olduğunu gösterir. Sonuç olarak 

)()( zefezg ii θθ−=  fonksiyonunun S sınıfına ait olduğunu söyleyebiliriz. 

 

 TANIM 3.5: (Genişleme yada Daralma Transformasyonları) 

...)( 2
2 ++== zazzfw  fonksiyonu S sınıfına ait olsun. Bu durumda, 10 << r  olmak 

üzere )()( 1 rzfrzg −=  şeklinde tanımlanan )(zg  fonksiyonu da S sınıfına aittir. 
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 Gerçekten,  

  ⇒+++== − ...)()( 32
3

2
2

1 zrarzazrzfrzg  

  1)0(,0)0( =′= gg  

eşitliklerinden S sınıfı normalizasyonunun gerçeklendiği görülür. Ayrıca 

  1 1
1 2 1 2 1 1 2 20 1 ( ) ( ) ( ) ( )r z z rz rz g z r f rz r f rz g z− −< < ⇒ ≠ ⇔ ≠ ⇔ = ≠ =  

olduğundan )(zg  fonksiyonu bire-birdir. Bu ise bize )()( 1 rzfrzg −=  şeklinde 

tanımlanan fonksiyonun S sınıfına ait olduğunu gösterir. 

 

 TANIM 3.6: (Disk Transformasyonları) ...)( 2
2 ++== zazzfw  fonksiyonu 

S sınıfına ait olsun. Bu durumda, 1<a  olmak üzere  

  
)()1(

)(
1)( 2 afa

af
za
azf

zg
′−

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
+
+

=  

şeklinde tanımlanan )(zg  fonksiyonu da S sınıfına aittir. 

 

 Gerçekten, 

(3.13) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
+
+

za
azf

1
 

transformasyonunu göz önüne alalım. Bu transformasyon  

  
za

azzw
+
+

=
1

)(1  

birim diskini invaryant bıraktığından (yani birim disk üzerine resmeden Mobius 

transformasyonu olduğundan) yalınkattır. Yalınkat iki fonksiyonunun bileşke 

fonksiyonu da yalınkat olduğundan (3.13) şeklinde tanımlanan fonksiyon yalınkattır. 

Ayrıca bu fonksiyonun 0=z  noktasındaki Taylor açılımı 

(3.14) ...)1(
!1

)()(
1

2 +−
′

+=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
+
+ zaafaf

za
azf  

şeklindedir. Dolayısıyla (3.14) eşitliğinden 

  ...
)()1(

)(
1)( 2 +=

′−

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
+
+

= z
afa

af
za

azf
zg  
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yazılabilir. Bu son ifade )(zg  fonksiyonu S sınıfına ait normalizasyonu gerçekler ve 

injektiftir. Dolayısıyla )(zg  fonksiyonu S sınıfına aittir. 

 

 TANIM 3.7: (Karekök Transformasyonları) ...)( 2
2 ++== zazzfw  

fonksiyonu S sınıfına ait olsun. Bu durumda, )()( 2zfzg =  şeklinde tanımlanan 

)(zg  fonksiyonu da S sınıfına aittir. 

 

 Gerçekten, 

  ⇒++=++== ...)1(...)()( 2
2

24
2

22 zazzazzfzg  

  ......)1()( 2
2 +=++= zzazzg  

yazılabileceğinden 0)0( =g  ve 1)0( =′g  eşitlikleri gerçeklenir. Ayrıca 

  ⇒=== )()()()( 2
2
2

2
11 zgzfzfzg  

  21
2
1

2
1

2
2

2
1 )()( zzzzzfzf ±=⇒=⇒=  

bulunur. )(zf  fonksiyonu bire-bir olduğunu 21 zz ±=  ifadesinde kullanırsak 21 zz =  

elde edilir ki bu aynı zamanda )()( 2zfzg =  şeklinde tanımlanan fonksiyonun bire-

bir olduğunu gösterir. Bu ise )(zg  fonksiyonu S sınıfına aittir demektir.  

 

 TANIM 3.8: (Alınmayan Değer Transformasyonları) 

...)( 2
2 ++== zazzfw  fonksiyonu S sınıfına ait olsun. S sınıfının tanımından dolayı 

)(zf  fonksiyonu { 1}D z z= <  bölgesinde tanımlanmış, analitik ve bire-bir 

fonksiyondur. Yani, 

(3.15) Dzz ∈21,  ve 21 zz ≠  için )()( 21 zfzf ≠  

dir.  

 Dz∈  için )(zf  fonksiyonu tarafından alınmayan bir değer c olsun. Yani 

(3.16) Dz∈∀  için czf ≠)(  

bağıntısı gerçeklensin.   

(3.17) 
)(

)()(
zfz

zcfzg
−

=  

şeklinde tanımlanan fonksiyon S sınıfına aittir. 
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 Gerçekten, 

  21 zz ≠  için )()()()( 2121 zcfzcfzfzf ≠⇔≠  ve ⇒−≠− )()( 21 zfzf  

(3.18) )()( 21 zfczfc −≠−  

ifadesinden 

  Dzz ∈21,  ve 21 zz ≠  için ⇒=
−

≠
−

= )(
)(

)(
)(

)()( 2
2

2

1

1
1 zg

zfc
zcf

zfc
zcfzg  

  )()( 21 zgzg ≠  

bulunur. Diğer yandan 

  0
0

0
)0(

)0()0( =
−

=
−

=
z
c

fc
cfg  

  ⇒
+−

′
=

−
′−−−′

=′
)()(2

)(
))((

)())(())()(()( 22

2

2 zfzcfc
zfc

zfc
zcfzfzfczfczg  

  1
002

1
)0()0(2

)0()0( 2

2

22

2

=
+−

=
+−

′
=′

cc
c

fcfc
fcg  

yazılırsa )(zg  fonksiyonunun S sınıfına ait olduğu bulunmuş olur. 

 

 TANIM 3.9: (M-Fold Simetri Transformasyonları) Bu transformasyonlar 

genel olarak aşağıdaki şekilde tanımlanır. 

(3.19) ...)( 12
12

1
1

1

1
1 +++=+= +

+
+

+

∞

=

+
+∑ m

m
m

m
n

mn
mn zazazzazzf  

fonksiyonu { 1}D z z= <  birim diskinde tanımlanmış, analitik ve bire-bir olsun. Bu 

durumda )(zf  fonksiyonuna “birim diskte m-fold simetri fonksiyonu” adı verilir ve 

bu fonksiyonların sınıfı S )(m  ile gösterilir. Aşikar olarak S )(m  sınıfında 

(3.20) 
⎩
⎨
⎧

=′
=

1)0(
0)0(

f
f

  

normalizasyonu vardır. Dolayısıyla ∈)(zf S olmak üzere  

  mmzfzg
1

))(()( =  

şeklinde tanımlanan )(zg  fonksiyonu S )(m  sınıfına aittir (bunun terside doğrudur). 
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 NOT 3.1: 2=m  hali karekök transformasyonunu verir ve bu transformasyon 

aynı zamanda S sınıfındaki )()( zfzf −=−  eşitliğini gerçekleyen tek yalınkat 

fonksiyon sınıfıdır.  

 

 Yalınkat fonksiyonlara ait genel özellikler aşağıdaki şekilde verilebilir.  

 

 TEOREM 3.3: Yalınkat fonksiyonlar topolojik kavramları korurlar. Yani 

topolojik özellikler yalınkat fonksiyonlar altında invaryant kalır. 

 

 İSPAT: Eğer yalınkat fonksiyonun makus fonksiyonunun türevinin daima var 

olduğunu gösterirsek iddiayı ispatlamış oluruz. 

  
0 0 0

1 1
0 0

00 0

0

( ) ( ) 1lim lim lim ( ) ( )( ) ( )w w z z z z

f w f w z z
f z f zw w f z f z

z z

− −

→ → →

− −
= = ⇒

−− −
−

 

  
0

0

1 1
0

00 0

0

( ) ( ) 1 1lim ( ) ( ) ( )lim
w w

z z

f w f w
f z f zw w f z

z z

− −

→

→

−
= =

− ′−
−

 

0( ) 0f z′ >  olduğundan 
0

1
( )f z′

 ifadesi daima tanımlıdır. Bu da bize teoremin ispatını 

verir. 

 

 TEOREM 3.4: Yalınkat fonksiyonlar birer konform homomorfizmadır. 

 

 İSPAT: C eğrisi, a t b≤ ≤  olmak üzere ( ) ( ) ( )z t x t iy t= +  denklemiyle verilsin 

(Düzgün, basit bağlantılı, yani kendi kendini kesmeyen eğri veya Jordan yayı). 

( )w f z=  yalınkat fonksiyonu ile C eğrisinin resim eğrisi ( )f C  de düzgün bir Jordan 

yayı olacaktır. Dolayısıyla 

(3.21) ( ) 0, ( )z t z t′ ≠  sürekli 

ifadeleri yazılabilir. 0 0( )z z t=  olmak üzere 0( )f z  noktasında ( )f C  eğrisinin teğeti 

ile pozitif eksen doğrultusundaki açı 

(3.22) 
0 0 0 0 0

arg arg arg arg
z z z z t t z z t t

df df dz df dz
dz dt dt dt dt= = = = =

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= =⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 



 66

eşitliği ile verilir. Burada önemli belirtmek gerekir ki (3.22) eşitliğinde 0z = ∞  ve 

0( )f z = ∞  durumları göz ardı edilmiştir.  

 

 Şimdi z-düzleminde ( )w f z=  fonksiyonunun tanım bölgesinde bulunan, 

tα β≤ ≤  ve 1 1sα β≤ ≤  olmak üzere 1 : ( )C z t , 2 : ( )C z s  şeklinde iki eğri düşünelim 

öyle ki 0 0 0( ) ( )z z t z s= =  eşitliği gerçeklensin. Yani, aşağıdaki şekilde görüldüğü gibi 

1C  ve 2C  eğrileri aynı 0z  noktasında geçsinler. Başka bir değişler 1C  ve 2C  eğrileri 

0z  noktasında kesişsinler.  

 

Şekil 3.2 

  

 ( )w f z=  yalınkat fonksiyonu ile Γ  eğrisi 1Γ  eğrisi üzerine, D  bölgesi 

üzerinde ve 0z  noktasında kesişen 1C  ve 2C  eğrileri sırasıyla )( 1Cf  ve )( 2Cf  

eğrilerine resmedilsin. Yukarıda anlatılanlardan dolayı  

(3.23) )()()( 000 tzzftwt ′′=′  ( )( 1Cf  eğrisi düzgün Jordan yayı) 

(3.24) )()()( 000 szzfsws ′′=′  ( )( 2Cf  eğrisi düzgün Jordan yayı) 

eşitlikleri yazılabilir. Öte yandan (3.23) ve (3.24) eşitliklerinden hareketle 

(3.25) )(arg)(arg))()(arg()(arg 00000 tzzftzzftwt ′+′=′′=′   

(3.26) )(arg)(arg))()(arg()(arg 00000 szzfszzfsws ′+′=′′=′  

θ  

1C  

2C  

0z  

x  

y  

φ  

1( )f C  

2( )f C  0w  

u  

v  

Γ  Eğrisi 

D  Bölgesi 

1d  
2d  

1d ′  

2d ′  

1Γ  Eğrisi 

1D  Bölgesi 
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ifadelerini elde ederiz. (3.25) ve (3.26) taraf tarafa çıkarılacak olursa 

  )(arg)(arg)(arg)(arg 0000 sztzswtw st ′−′=′−′  

yada, 

(3.27) φθ =⇒
′
′

=
′
′

)(
)(arg

)(
)(arg

0

0

0

0

sz
tz

sw
tw

s

t  

eşitliği bulunur. (3.27) ifadesi açıların korunduğunu gösterir. 

 

 TEOREM 3.5: )(zfw =  fonksiyonu basit bağlantılı kapalı C  eğrisinin 

kapattığı D  bölgesinde tanımlanmış ve yalınkat olsun. D  bölgesinin )(zfw =  

yalınkat fonksiyonu altındaki resmi )(Df  ise 

(3.28) ∫∫ ′=
D

dxdyzfDAlanf 2)()(  

dir. 

 

 İSPAT: )(zfw =  fonksiyonu D  bölgesinde analitik ve yalınkat olduğundan 

Cauchy-Riemann denklemlerini gerçekler. Bu ise  

(3.29) ⇒+== ),(),()( yxivyxuzfw ,u v u v
x y y x
∂ ∂ ∂ ∂

= = −
∂ ∂ ∂ ∂

 

denklemlerinin sağlanması demektir. Diğer taraftan analitik bir )(zf  fonksiyonunun 

türevi 

(3.30) 
y
v

x
vi

y
ui

x
u

y
v

y
ui

x
vi

x
uzf

∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

−
∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

−=
∂
∂

+
∂
∂

=′ )(  

eşitlikleri ile verilebilir. (3.30) eşitliklerinin kullanılması ile 

(3.31) 
222222

2)( ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

=′
y
u

x
u

y
v

y
u

x
v

x
uzf  

eşitliği bulunur.  

 

 Diğer taraftan )(DAlanf  ifadesi 

(3.32) ∫∫=
)(

)(
Df

dudvDAlanf  

ile verilir.  
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 Ayrıca çok katlı integrallerde ki değişken dönüşümü göz önüne alınarak 

Cauchy-Riemann denklemlerinin kullanılması ile 

(3.33)         ⇒
∂
∂

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−−
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

=

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=⇒
⎭
⎬
⎫

=
=

x
v

x
v

x
u

x
u

x
v

y
u

y
v

x
u

y
v

x
v

y
u

x
u

dudv
yxvv
yxuu
),(
),(

 

(3.34) 2
22

)(zf
x
v

x
ududv ′=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

=  

eşitliğini buluruz. Dolayısıyla (3.32) eşitliği 

(3.35) ∫∫∫∫∫∫ ′=

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

==
DDDf

dxdyzfdxdy

y
v

x
v

y
u

x
u

dudvDAlanf 2

)(

)()(  

bulunur. 

 

 PROBLEM 3.1: ( )w f z=  fonksiyonu basit bağlantılı C eğrisinin kapattığı D 

bölgesinde tanımlanmış ve analitik olsun. Bu taktirde 

  ( )Re log ( )
( )

if zz r f re
f z r

θ′⎛ ⎞ ∂
=⎜ ⎟ ∂⎝ ⎠

 

eşitliğinin gerçeklendiğini gösteriniz. 

 

 ÇÖZÜM: Şekil 3.3 de gösterildiği gibi ( )w f z=  fonksiyonu ile C  eğrisi 1C   

 

Şekil 3.3 

z
u

v 

x

y 

( )w f z=  

D Bölgesi 
C Eğrisi 

z-düzlemi w-düzlemi

C1 Eğrisi 
D1 Bölgesi 

( )w f z u iv= = +  

u

v
θ  
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eğrisi üzerine, D  bölgesi 1D  bölgesi üzerinde resmedilsin. Resim bölgelerindeki her 

( )w f z=  noktası için  

(3.36) ( ) ( ) if z f z e θ=  

eşitliğini yazabiliriz. (3.36) eşitliğinden hareketle 

  ( )log ( ) log ( ) log ( ) log log ( )i if z f z e f z e f z iθ θ θ= = + = + ⇒  

 (3.37) log ( ) log ( )f z f z iθ= +  

ifadesini elde ederiz. iz re θ=  alınırsa 

(3.38) log ( ) log ( )f z f z iθ= +  

bulunur. (3.38) ifadesinden r ’ye göre türev alırsak 

(3.39) ( ) log ( )
( )

i
i i

i

f ree f re
f re r

θ
θ θ

θ

′ ∂
=
∂

 

eşitliğini elde ederiz. (3.39) eşitliğinin her iki yanını r  ile çarparsak 

(3.40) ( ) log ( )
( )

i
i i

i

f rere r f re
f re r

θ
θ θ

θ

′ ∂
=

∂
 

bulunur. (3.40) eşitliği de aynı zamanda 

(3.41) ( ) log ( )
( )

f zz r f z
f z r
′ ∂

=
∂

 

şeklinde yazılabilir. (3.41) ifadesinin reel kısmı alınırsa 

  ( )Re log ( )
( )

f zz r f z
f z r
′⎛ ⎞ ∂

=⎜ ⎟ ∂⎝ ⎠
 

bulunur ki bu da ispatı istenen ifadedir. 

 

 TEOREM 3.6: (1/4 Distorsiyon Teoremi) ...)( 3
3

2
2 +++== zazazzfw  

fonksiyonu S sınıfına ait olsun. }1{ <= zzD  bölgesinin )(zfw =  fonksiyonu 

altındaki tasvir noktalarının 0=w  noktasına olan uzaklığı 1/4’den küçük olamaz. 

 

 İSPAT: c noktası }1{ <= zzD  bölgesinin dışında bir nokta olsun.  

(3.42) ...1
)(

)()( 2
2 +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++=

−
= z

c
az

zfc
zfczF  

fonksiyonu da S sınıfına aittir. Dc∉  olduğundan 0)( ≠− zfc  dir. Dolayısıyla )(zF  

fonksiyonu D’de analitiktir ve  
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(3.43) 0)0(...1)( 2
2 =⇒+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++= Fz

c
azzF  

(3.44) 1)0(...121)( 2 =′⇒+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++=′ Fz

c
azF  

koşullarını gerçekler. Diğer taraftan Dzz ∈21,  ve 21 zz ≠  olsun. Bu durumda 

∈)(zf S olduğundan  

(3.45) )()( 21 zfzf ≠  

bağıntısı gerçeklenir. (3.45) ifadesinden hareket edersek 

(3.46) ⇒≠ )()( 21 zfzf )()( 21 zcfzcf ≠  

(3.47) ⇒≠ )()( 21 zfzf ⇒−≠− )()( 21 zfzf )()( 21 zfczfc −≠−  

eşitsizliklerini elde ederiz. (3.46) ve (3.47) ifadelerinden  

  ⇒=
−

≠
−

= )(
)(

)(
)(

)()( 2
2

2

1

1
1 zF

zfc
zfc

zfc
zfczF  

(3.48) )()( 21 zFzF ≠  

bağıntısını buluruz. (3.43), (3.44) ve (3.48) ifadeleri birlikte düşünülürse (3.42) 

eşitliği ile tanımlanan )(zF  fonksiyonunun S sınıfına ait olduğu görülür.  

 Bieberbach-Branges teoreminin 

 “S sınıfına ait bir ......)( 2
2 ++++== n

n zazazzfw  fonksiyonunun Taylor 

açılımındaki na  katsayısı  

(3.49) ( 1, 2,...)na n n≤ =  

eşitsizliğini gerçekler” 

ifadesi (3.42) yazılışında kullanılırsa  

(3.50) 21
2 ≤+

c
a  

eşitsizliği elde edilir. Öte yandan 

(3.51) 2 2 2 2
1 1 1a a a a
c c c
= + − ≤ + +  

olduğu göz önüne alınırsa (3.49), (3.50) ve (3.51) ifadelerinden  

  2 2
1 1 2 2a a
c c
= + + ≤ + ⇒  

  
4
14141

>⇒≤⇒≤ c
cc
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eşitsizliği elde edilir. 
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4. YILDIZIL FOKSİYONLAR 

 TANIM 4.1: (Yıldızıl Bölge) Basit bağlantılı bir C  eğrisinin sınırladığı basit 

bağlantılı bir D  bölgesini göz önüne alım.  

 

 Orijinden geçen bir doğru C eğrisinin sınırını tek bir noktada kesiyorsa, bu 

durumda bölgeye “Orijine Göre Yıldızıl Bölge” denir.  

 

 D bölgesi bir “ 0w  Noktasına Göre Yıldızıl Bölge” ise, 0w  noktasından geçen 

bir doğru bölgenin sınırını bir noktadan kesiyor demektir. 

 

 Bu özellikler göz önüne alındığında yıldızıl bölge Şekil 4.1 de gösterilmiştir. 

 

Şekil 4.1 

y y 

Basit Bağlantılı 
Kapalı C* Eğrisi 

x 

Basit Bağlantılı 
Kapalı C Eğrisi 

O  x 

xmy 1=  
xmy 2=  

Orijine Göre Yıldızıl Bölge 0w  Noktasına Göre Yıldızıl Bölge 

xmy 3=  

0w  O  
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 TEOREM 4.1: 2
1 2( ) ...f z a z a z= + +  fonksiyonunun { 1}D z z= <  de yıldızıl 

olması için gerek ve yeter şart 

  
2

1
0

1( ) exp 2 log ( ) , ( 1)
1 itf z a z d t z

e z

π

γ−

⎡ ⎤
= <⎢ ⎥−⎣ ⎦

∫  

eşitliğinin gerçeklenmesidir. Burada ( )tγ  fonksiyonu monoton artan ve 

(2 ) (0) 1γ π γ− =  olan bir fonksiyondur. 

 

 İSPAT: ( )f z  fonksiyonu D de yıldızıl olsun. Yıldızıl fonksiyonun tanımından, 

( )p z  pozitif reel kısma haiz fonksiyonlar sınıfından bir fonksiyon olmak üzere 

(4.1)  ( ) ( )
( )

f zz p z
f z
′

=  

eşitliği yazılabilir. ( )p z  fonksiyonu pozitif reel kısma haiz bir fonksiyon olduğundan 

(4.2)  
2

0

1( ) ( ), (2 ) (0) 1
1

it

it

e zp z d t
e z

π

γ γ π γ
−

−

+
= − =

−∫  

şeklinde ifade edilebilir. Burada ( )tγ  fonksiyonu 0 2t π≤ ≤  de monoton artan bir 

fonksiyondur. (4.1) ve (4.2) yazılışları göz önüne alınarak 

(4.3)  
2

0

( ) 1 ( )
( ) 1

it

it

f z e zz d t
f z e z

π

γ
−

−

′ +
=

−∫  

eşitliği yazılabilir. (4.3) ifadesinden hareketle 

  
2

0

2 2

0 0
1 ( )

( ) 1 11 ( ) 1 ( ) [ (2 ) (0)]
( ) 1 1

it it

it it

d t

f z e z e zz d t d t
f z e z e z

π

π π

γ

γ γ γ π γ
− −

− −

=

′ + +
− = − = − − ⇔

− −
∫

∫ ∫ 1442443
 

  
2 2 2

0 0 0

( ) 1 11 ( ) ( ) 1 ( )
( ) 1 1

it it

it it

f z e z e zz d t d t d t
f z e z e z

π π π

γ γ γ
− −

− −

′ ⎡ ⎤+ +
− = − = − ⇔⎢ ⎥− −⎣ ⎦

∫ ∫ ∫  

  
2 2

0 0

( ) 1 1 21 ( ) ( )
( ) 1 1

it it it

it it

f z e z e z e zz d t d t
f z e z e z

π π

γ γ
− − −

− −

′ + − +
− = = ⇔

− −∫ ∫  

  
2

0

( ) 1 2 ( )
( ) 1

it

it

f z e d t
f z z e z

π

γ
−

−

′
− = ⇔

−∫  (integral alınırsa) 

  
2

0

log ( ) log 2 log(1 ) ( )itf z z e z d t
π

γ−− = − − ⇔∫  
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2

1 1
0

( )log 2 log(1 ) ( ) ( (0) log (0) log )itf z e z d t f a f a
z

π

γ− ′ ′= − − ⇔ = ⇒ =∫  

  
2

0

( )log log (0) 2 log(1 ) ( )itf z f e z d t
z

π

γ−′− = − − ⇔∫  

  
2

0

( )log 2 log(1 ) ( )
(0)

itf z e z d t
zf

π

γ−= − − ⇔
′ ∫  

  
2

1 0

( ) 1log 2 log ( )
1 it

f z d t
za e z

π

γ−= ⇔
−∫  

  
2

1 0

( ) 1exp 2 log ( )
1 it

f z d t
za e z

π

γ−

⎡ ⎤
= ⇔⎢ ⎥−⎣ ⎦

∫  

  
2

1
0

1( ) exp 2 log ( ) , ( 1)
1 itf z a z d t z

e z

π

γ−

⎡ ⎤
= <⎢ ⎥−⎣ ⎦

∫    

bulunur ki bu da iddianın ispatını verir. 

 

 TEOREM 4.2: C  eğrisi, z -düzleminde basit bağlantılı ve pozitif yönde 

yönlendirilmiş bir eğri olsun. C  eğrisinin )(zfw =  analitik fonksiyonu altındaki 

resmi 1C  olsun. 0w  noktası 1C  resim eğrisi üzerinde olmayan bir nokta olmak üzere 

1C  eğrisinin 0w  noktasına göre yıldızıl olma koşulu 

  btatz
wzf

zf
≤≤≥⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′

−
′

,0)(
)(

)(Im
0

 

ifadesi ile verilir. 

 

 İSPAT: Şekil 4.2 de gösterildiği gibi basit bağlantılı kapalı Γ  eğrisi ve onun 

kapattığı D  bölgesinde tanımlanmış )(zfw =  fonksiyonunu göz önüne alalım.   

 Γ  eğrisi ve D  bölgesinin )(zfw =  fonksiyonu altındaki resimleri 1Γ  ve 1D  

olsun. Benzer şekilde D  bölgesinde tanımlı basit bağlantılı C  eğrisinin bu fonksiyon 

altındaki resmi 1C  olarak tanımlansın. 

 C  eğrisinin denklemi  

(4.4)  )()()( tiytxtz += , )( bta ≤≤  

eşitliği ile tanımlanır. 
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Şekil 4.2 

 Öte yandan, )( 00 zfw =  noktası 1C  resim eğrisi üzerinde olmayan bir nokta 

olmak üzere  

(4.5)  ))()(arg()arg( 00 zfzfww −=−  

ifadesi t ’nin bta ≤≤  aralığındaki değerleri için azalmıyorsa 1C  eğrisine “Yıldızıl 

Eğri” adı verilir. Bu tanım aynı zamanda  

(4.6)  [ ] [ ] )(,0))()(arg()arg( 00 btazfzf
dt
dww

dt
d

≤≤≥−=−  

şeklinde ifade edilir. Ayrıca herhangi bir z  kompleks sayısı için 

  ⇒+=+==⇒= φφφφ izezezzezz iii logloglog)log(log  

(4.7)  φizz += log  

yazılışından dolayı 

(4.8)  )Im(logarg zz ==θ  

eşitliğini elde ederiz. (4.8) ve (4.6) eşitliklerinin birlikte düşünülmesi ile  

(4.9)  )))()(Im(log())()(arg()arg( 000 zfzfzfzfww −=−=−  

eşitliğini yazabiliriz. Buradan 

  [ ] [ ] [ ])))()(Im(log())()(arg()arg(0 000 zfzf
dt
dzfzf

dt
dww

dt
d

−=−=−≤  

  0
0

( ( ))0 Im log( ( ( )) ( ( ))) Im ( )
( ( )) ( ( ))

d f z tf z t f z t z t
dt f z t f z t

⎡ ⎤′⎡ ⎤ ′≤ − = ⎢ ⎥⎢ ⎥ −⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 

x 

y 

z  

C    
Eğrisi 

D 
Bölgesi 

Γ  
Eğrisi 

u 

v 

1D  
Bölgesi 

1Γ  
Eğrisi 

1C  
Eğrisi 

)(zfw =  

)(zfw =  
0z  

)( 00 zfw =  
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  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
′

′≤
)()(

)()(Im0
0zfzf

tftz  

eşitliği elde edilir ki buda ispatı istenen ifadedir. 

 

 ÖRNEK 4.1: C  eğrisinin Rz =  çemberi olarak verilmesi durumunda 

yıldızıllık ve konvekslik koşulunu aşağıdaki şekilde elde ederiz. 

 

 Konvekslik koşulunu elde etmek için, çember denklemini yazalım. 

  , 0 2 ( ) cos sinitz R z Re t z t R t iR tπ= ⇒ = ≤ ≤ ⇒ = + ⇒  

  2( ) ( ) ( ) ( )itz t iRe dt z t iz z t i z z t z′ ′ ′′ ′= ⇒ = ⇒ = ⇒ = − . 

Yani neticede 

(4.10) 
⎩
⎨
⎧

−=′′
=′

ztz
iztz

)(
)(

 

eşitlikleri elde edilir. Şimdi (4.10) eşitlikleri kullanılarak  

  ⇒⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′
′′

+
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′
′′

+
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′
′′

′+
′
′′

≤
)(
)(1Im

)(
)(Im

)(
)()(

)(
)(Im0

tf
tfiz

itf
tfiz

iz
z

tf
tftz

tz
tz  

  ⇒⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′
′′

+=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′
′′

+≤
)(
)(1Im

)(
)(Im0

tf
tfzi

tf
tfizi  

(4.11) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′
′′

+≤
)(
)(1Im0

tf
tfzi  

ifadesini elde ederiz.  

 

 Herhangi bir z  kompleks sayısı için 

(4.12) 2Im( ) Im( ( )) Im( ) Im( ) Reiz i x iy ix i y ix y x z= + = + = − = =  

yazabiliriz. (4.12) eşitliğini (4.11) ifadesinde kullanırsak 

  ⇒⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′
′′

+=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′
′′

+≤
)(
)(1Re

)(
)(1Im0

tf
tfz

tf
tfzi  

  0
)(
)(1Re ≥⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′
′′

+
tf
tfz  

bulunur. Bu ifade Rz =  çemberinin konvekslik koşuludur. 

  

 Benzer tarzda hareket ederek yıldızıllık koşulunu aşağıdaki şekilde buluruz. 
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  [ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
′

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′

−
′

=−≤
)()(

)(Im)(
)()(

)(Im)arg(0
00

0 zfzf
zfzitz

zfzf
zfww

dt
d  

(4.13) 0
)()(

)(Re
0

≥⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
′

zfzf
zfz . 

(4.13) ifadesinde 0)0()( 0 == fzf  eşitliği kullanılırsa  

  0
)(
)(Re ≥⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ′
zf
zfz  

elde edilir. Bu da bize yıldızıllık koşulunu verir. 
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5. JANOWSKI YILDIZIL FONKSİYONLARI 

 Bu kısımda 1973 yılında W. Janowski ([15]) tarafından tanımlanan ve bazı 

özellikleri incelenen yıldızıl fonksiyonların bir alt sınıfı olan Janowski yıldızıl 

fonksiyonlarının genel özelliklerini ele alacağız. Bu sınıf için genel özellikler M.K. 

Aouf ([2]),Y. Polatoğlu, M. Bolcal, ve A. Şen ([30], [31], [32]) incelenmiştir. 

 

 TANIM 5.1: ...)( 2
2 ++= zazzf  fonksiyonu birim disk { 1}D z z= <  de 

tanımlanmış ve analitik olsun. ),()( BAPzp ∈ olmak üzere  

(5.1)  
)(1
)(1)(

)(
)(

zBw
zAwzp

zf
zfz

+
+

==
′

 

şeklinde yazılabilirse )(zf  fonksiyonuna “Janowski yıldızıl fonksiyon” adı verilir. 

Bu tür fonksiyonların sınıfını ),(* BAS  ile gösteririz. (5.1) yazılışı ),()( * BASzf ∈  

olması için gerek ve yeter şarttır.  

 

 TEOREM 5.1: ...)( 2
2 ++= zazzf  fonksiyonu eğer 

(5.2)  1

2

( ) ( ), 0,( ) 1 1
( ) ( ), 0,

A B z F z Bf zz Bz
f z Az F z B

−⎧′ = ≠⎛ ⎞ ⎪− +⎨⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎪ = =⎩

p  

subordinasyonunu gerçeklerse ),(* BAS  sınıfına aittir. 

 

 İSPAT: ...)( 2
2 ++= zazzf  fonksiyonu yardımıyla 

(5.3)  
( )

(1 ( )) , 0,( )

, 0,

A B
B

Aw z

Bw z Bf z
z

e B

−⎧
+ ≠⎪= ⎨

⎪ =⎩
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fonksiyonunu tanımlayalım. Burada B
BA

zBw
−

+ ))(1(  ve )( zAwe  ifadelerinin 0=z ’daki 

değerinin 1’e eşit olacak şekilde Riemann yüzeyi seçilmiştir. Bu durumda )(zw  

fonksiyonu birim disk D’de analitik, 0)0( =w  koşullarını gerçekler. Eğer 1)( <zw  

olduğunu gösterirsek teoremi ispatlamış oluruz. 

 Diğer yandan 

(5.4)  
( ) , 0,
1

, 0,

A B z B
w Bz

Az B

−⎧ ≠⎪= +⎨
⎪ =⎩

 

lineer transformasyonu rz =  çemberini merkezi ( )C r  ve yarıçapı )(rρ  olan 

çemberler üzerine resmeder. Burada ( )C r  ve )(rρ   

(5.5)  

2

2 2 2 2

( ) ( )( ) ,0 , ( ) , 0,
1 1

( ) (0,0), ( ) , 0,

B A B r A B rC r r B
B r B r

C r r A r B

ρ

ρ

⎧ ⎛ ⎞− −
= − = ≠⎪ ⎜ ⎟⎪ − −⎝ ⎠⎨

⎪
= = =⎪⎩

 

şeklindedir.  

 (5.3) ifadesinden logaritmik türev alırsak, 

(5.6)  

( ) ( ) , 0,( ) 1 ( )1
( )

( ), 0,

A B zw z Bf z Bw zz
f z

Azw z B

′−⎧ ≠′⎛ ⎞ ⎪ +− = ⎨⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎪ ′ =⎩

 

eşitliğini buluruz. Şimdi )(zw  fonksiyonunun rz =  çemberi üzerinde bir 0z  

noktasından maksimum değerini aldığını, yani 1)( =zw  olduğunu göz önüne alalım. 

Bu taktirde I.S. Jack lemmasının kullanılması ile   

(5.7)  1),()( 000 ≥=′ kzkwzwz  

eşitliği elde edilir. (5.7) ifadesini (5.6) da kullanılırsa  

(5.8)  
0

1 0 10
00

0
0 2 0 2

( ) ( ) ( ( )) ( ), 0,( ) 1 ( )1
( )

( ) ( ( )) ( ), 0,

A B w zk F w z F D Bf z Bw zz
f z

kAw z F w z F D B

−⎧ = ∉ ≠′⎛ ⎞ ⎪ +− = ⎨⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎪ = ∉ ≠⎩

 

eşitsizliğini elde ederiz. (5.8) eşitliği (5.2) subordinasyonu ile çelişki yaratır. Bu 

çelişkiye neden )(zw  fonksiyonunun rz =  çemberi üzerinde maksimum değerini 

alması yani 1)( =zw  olmasıdır. Bu çelişkiyi ortadan kaldırmak 1)( <zw  almalıyız. 

Diğer yandan (5.2) subordinasyonundan hareketle  
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( ) , 0,( ) 1 1

( ) , 0,

A B z Bf zz Bz
f z Az B

−⎧′ ≠⎛ ⎞ ⎪− ⇒+⎨⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎪ =⎩

p  

  
( ) ( ) , 0,( ) 1 ( )1

( )
( ), 0,

A B w z Bf z Bw zz
f z

Aw z B

−⎧ ≠′⎛ ⎞ ⎪ +− = ⇒⎨⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎪ =⎩

 

  
1 ( ) , 0,( ) 1 ( )

( )
1 ( ), 0,

Aw z Bf z Bw zz
f z

Aw z B

+⎧ ≠′⎛ ⎞ ⎪ += ⎨⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎪ + =⎩

 

bulunur. Bu da bize teoremin ispatını verir. 

 

 SONUÇ 5.1: )(zf  fonksiyonu ),(* BAS  sınıfına ait olsun. Bu taktirde  

(5.9)  
( )

(1 ( )) , 0,( )
, 0,

A B
B

Aw z

z Bw z Bf z
ze B

−⎧⎪ + ≠= ⎨
⎪ =⎩

 

gösterilişine sahiptir. (5.9) gösterilişinde zzw ≡)(  olarak alınırsa  

(5.10) (1 ) , 0,( )
, 0,

A B
B

Az

z Bz Bf z
ze B

−⎧⎪ + ≠= ⎨
⎪ =⎩

 

ekstremal fonksiyonu elde edilir. 

 

 TEOREM 5.2: )(zf  fonksiyonu ),(* BAS  sınıfına ait olsun. Bu taktirde  

(5.11) ),;()(),;( 11 BArCzfBArC ≤≤−−  

distorsiyonu geçerlidir. Burada  

  1
(1 ) , 0,( ; , )

, 0,

A B
B

Ar

r Br BC r A B
re B

−⎧⎪ + ≠= ⎨
⎪ =⎩

 

dır. Bu sınırlar kesindir. Zira ekstremal fonksiyon (5.10) eşitliği ile verilir.     

 

 İSPAT: ),()( BAPzp ∈  olsun. Bu taktirde 

(5.12) 2222

2

1
)(

1
1)(

rB
rBA

rB
ABrzp

−
−

≤
−
−

−  
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eşitsizliği vardır. Yani 
Bz
Azzp

+
+

=
1
1)(0  lineer transformasyonu rz =  çemberini 

merkezi 22

2

2 1
1)(

rB
ABrrC

−
−

= , 222 1
)()(
rB

rBAr
−
−

=ρ  olan çember üzerine resmeder. Bu 

durum (5.12) eşitsizliği ile verilir. Bu eşitsizlik W. Janowski tarafından bulunmuştur 

[15]. (5.12) eşitsizliği ve ),(* BAS  sınıfının tanımından  

(5.13) 2222

2

1
)(

1
1

)(
)(

rB
rBA

rB
ABr

zf
zfz

−
−

≤
−
−

−
′

 

eşitsizliği elde edilir. (5.13) ifadesinden basit hesaplamalarla 

(5.14) 22

2

22

2

1
)(1

)(
)(Re

1
)(1

rB
ABrrBA

zf
zfz

rB
ABrrBA

−
−−+

≤⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ′
≤

−
−−−  

bulunur. Diğer yandan, 

(5.15) ( )Re log ( ) ,
( )

f zz r f z z r
f z r
′ ∂

= =
∂

 

olduğunu (5.14) eşitliğinde kullanırsak 

(5.16) 22

2

22

2

1
)(1)(log

1
)(1

rB
ABrrBAzf

rrB
ABrrBA

−
−−+

≤
∂
∂

≤
−

−−−  

ifadesini elde ederiz. (5.16) eşitliğini 0’dan r ’ye kadar integre edersek (5.11) ifadesi 

elde edilir. 

 

 TEOREM 5.3: ...)( 2
2 ++= zazzf  fonksiyonu ),(* BAS  sınıfına ait olsun. Bu 

durumda  

(5.17) 

2

0
2

0

( )
, 0,

1

, 0,
1

n

k
n n

k

A B kB
B

k
a

A B
k

−

=

−

=

⎧ − +
≠⎪ +⎪≤ ⎨

⎪ ≠⎪ +⎩

∏

∏
 

eşitsizlikleri geçerlidir. Bu eşitsizlikler kesindir. Çünkü ekstremal fonksiyon 

  
( )

*

, 1, 0,
( ) (1 )

, 0.

A B
B

Az

z B
f z B z

ze B

δ
δ

−
−

⎧ = ≠⎪⎪= ⎨ −
⎪

=⎪⎩

 

 

 İSPAT: ),(* BAS  sınıfının tanımından 0≠B  için 
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(5.18) )(
)(
)( zp

zf
zfz =

′
 

eşitliğini yazabiliriz. (5.18) ifadesinde )(zp  ve )(zf  fonksiyonlarının Taylor 

açılımlarını kullanırsak 

(5.19) 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+++++++++=

=+++++

...)...1...)(...(

...)...32(
2

21
2

2

3
3

2
2

n
n

n
n

n
n

zpzpzpzazaz

znazazaz
 

eşitliğini elde ederiz. (5.19) ifadesinde nz ’li terimlerin katsayıları eşitlenirse 

(5.20) 12211 ... −−− ++++= nnnn
n

n papapazna  

buluruz. Diğer taraftan, 

(5.21) )( BApn −≤  

eşitsizliğinin geçerli olduğunu biliyoruz. (5.21) eşitsizliği (5.20) eşitliğinde 

kullanılırsa 

(5.22) 2 3 1( 1) (1 ... )n nn a A B a a a −− ≤ − + + + +  

ifadesi elde edilir ki bu da 

(5.23) ∑
−

=−
−

≤
1

1)1(

n

k
kn a

n
BA

a  

şeklinde ifade edilebilir.  

 (5.17) ifadesinin gerçeklendiğini indüksiyon prensibiyle gösterelim. (5.23) 

eşitliği ile (5.17) eşitliğinin sağ yanları aslında aynı eşitlikleri gerçekler. Gerçekten, 

(i) 2=n  için, 

(5.24) 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

−≤⇒
+
+−

≤

−≤⇒=
−
−

≤

∏

∑
−

=

−

=

.
1

)(

,1,
)1(

2

2

0

21

1

1

BAa
k

kBBA
a

BAaaa
n

BA
a

n

k
n

n

k
kn

 

(ii) 3=n  için, 
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(5.25) 

[ ] [ ]

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−+−≤

⇒+−−≤+−−≤

⇒
+−

−=
+
+−

≤

−+−≤

⇒+−=
−
−

≤

∏

∑

−

=

−

=

.
2
1

2
1

1
2
1

2
1

2
)(

1
)(

,
2
1

2
1

)1(
2
1

)1(

2
3

3

2

0
3

2
3

2

1

1
3

BABAa

BABABBABAa

BBA
BA

k
kBBA

a

BABAa

aBAa
n

BA
a

n

k

n

k
k

 

Bu eşitlik pn =  için doğru olsun. Buna göre 

(5.26) 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

++++
−
−

≤⇒=

−
−

≤

−

−

=
∑

),...1(
)1(

1

,
)1(

1321

1

1

pp

n

k
kn

aaa
p

BA
aa

a
n

BA
a

   

(5.27) 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−+−+−+−−
−

≤

+
+−

≤∏
−

=

)).2()...(2)(1(
)!1(

1

,
1

)(2

0

pBABABABA
p

a

k
kBBA

a

p

p

k
p

 

dir. (5.26), (5.27) ve indüksiyon hipotezinden  

(5.28) 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−+−+−+−−
−

=

=++++
−
−

−

))2()...(2)(1(
)!1(

1

)...1(
)1( 132

pBABABABA
p

aaa
p

BA
p

 

yazabiliriz. Eğer (5.28) ifadesinde 0>−= BAx  olduğunu kullanırsak 

(5.29) ))2()...(2)(1(
)!1(

1)...1(
)1( 132 −+++

−
=++++

− − pxxxx
p

aaa
p

x
p  

olduğunu buluruz. (5.29) eşitliğinden basit işlemler yaparsak 

  
⇒−+−++++=

=++++
−

−+ −

))1())(2()...(3)(2)(1(
!

1

)...1(
)1(

1))1((1
132

pxpxxxx
p

aaa
p

px
p p

 

  
⇒−+−++++=

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+++++⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++++

−
⇒ −−

))1())(2()...(3)(2)(1(
!

1

)...1(1)...1(
)1(

1
132132

pxpxxxx
p

aaa
p

aaa
p

x
p pp
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⇒−+−++++=

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+++++⇒ −

))1())(2()...(3)(2)(1(
!

1

)...1(11
132

pxpxxxx
p

aaa
p

a
p pp

 

(5.30) 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−+−++++=

=+++++ −

))1())(2()...(3)(2)(1(
!

)...1( 132

pxpxxxx
p
x

aaaa
p
x

pp

 

eşitliğini elde ederiz. (5.30) ifadesi bize eşitliğin 1+= pn  için de doğru olduğunu 

gösterir. Dolayısıyla (5.17) ifadesi gerçeklenir.  

 

 SONUÇ 5.2: Eğer 1,1 −== BA  alınırsa 

  
2

0

1 2
( 1)!

n

n
k

a k
n

−

=

≤ −
− ∏  

eşitsizliğini elde ederiz ki bu eşitsizlik M.K. Aouf tarafından gösterilmiştir ([2]). 



 85

6. KONVEKS FONKSİYONLAR 

 TANIM 6.1: (Konveks Eğri) C eğrisi z-düzleminde basit bağlantılı pozitif 

yönlendirilmiş (yani saat ibresinin dönme yönünün tersi yönde olan dönme yönünde 

yönlendirilmiş) bir eğri olsun. C eğrisinin ( )w f z=  analitik fonksiyonu altındaki 

resim 1C  olsun. a t b≤ ≤  olmak üzere 1C  eğrisinin bir ( )w f z=  noktasındaki 

teğetinin argümanı t’nin azalmayan bir fonksiyonu ise 1C  eğirsi “Konveks” tir denir. 

 TANIM 6.2: (Konveks Bölge) Genel olarak konveks bir bölge aşağıdaki 

şekilde tanımlanır. Bölge içinde alınan iki noktayı birleştiren doğru tamamen bölge 

içinde kalıyorsa bölgeye “Konveks Bölge” denir. 

 Bu tanım göz önüne alındığında bir konveks bölge için aşağıdaki özellikler 

sıralanabilir. 

(i) Konveks bölge genel olarak aşağıdaki şekilde gösterilebilir. 

 

Şekil 6.1 

x 

y 

Basit Bağlantılı 
Kapalı D Bölgesi 

x 

y 

Bölge içinde alınan A ve B 
noktalarını birleştiren AB doğru 
parçası tamamen bölge içinde 
kaldığından bölge konvekstir. 

'A

A  

B 'B  

'C  
'D  

Bölge içinde alınan A′  ve B′  
noktalarını birleştiren A B′ ′  doğru 
parçasının ,C D′ ′  kısmı bölge içinde 
kalmadığından bölge konveks değildir. 

Basit Bağlantılı 
Kapalı D* Bölgesi 
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(ii) Yıldızıl bölge tanımı göz önüne alındığında, her noktasına göre yıldızıl olan 

bölge konveks bölgedir. 

 

 TEOREM 6.1: Yukarıda belirtilen 1C  resim eğrisinin konveks olma koşulu  

  ( ) ( )Im ( ) 0,
( ) ( )

z t f tz t a t b
z t f t
′′ ′′⎛ ⎞′+ ≥ ≤ ≤⎜ ⎟′ ′⎝ ⎠

 

dir. 

 

 İSPAT:  

 

Şekil 6.2 

  

 Şekil 6.2 de gösterildiği gibi tasvir bölgeleri ve tasvir eğrileri göz önüne alınsın. 

Yani, basit bağlantılı kapalı Γ  eğrisi ve kapattığı D  bölgesinin resimleri )(zfw =  

fonksiyonu altında 1Γ  ve 1D  olsun. Benzer şekilde D  bölgesinde tanımlı basit 

bağlantılı C  eğrisinin bu fonksiyon altındaki resmi 1C  ise bu durumda verilen 

konveks olma tanımını kullanarak 

(6.1)  0))(( ≥t
dt
d θ  

eşitsizliği yazılabilir. Burada θ  açısı resim eğrisi 1C ’e teğet olan 1d  doğrusunun 

argümanıdır ve t ’nin bta ≤≤  aralığında tanımlanmış fonksiyonudur.  

 

D 
Bölgesi 

1D  
Bölgesi 

C  
Eğrisi 

x 

y 

z 

d  
Γ  

Eğrisi 

u 

v 

1d  

1Γ  
Eğrisi 

1C  
Eğrisi 

θ  

Teğetin 
Argümanı 

)(zfw =  

)(zfw =  
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 Öte yandan C  eğrisi z -düzleminde  

(6.2)  )()()( tiytxtz += , ( bta ≤≤ ) 

şeklinde parametrelenebilir. Diğer yandan C  eğrisi yönlendirilmiş eğri olduğundan, 

C  eğrisinin teğetinin doğrultusu 

(6.3)  =′ )(arg tz teğet doğrultusu 

şeklinde ifade edilir. Dolayısıyla )(zfw =  fonksiyonu bu teğet vektörünü 

(6.4)  )))(()(arg()))((arg()(arg tzftztzfzf ′′=′=′  

açısı üzerinden döndürür. Tanımdan dolayı 1C  eğrisinin konveks olması için gerek 

ve yeter şart 

(6.5)  0))))(()((arg( ≥′′= tzftz
d
d

dt
d

θ
θ , ( bta ≤≤ ) 

eşitsizliğinin gerçeklenmesidir. (6.5) ifadesi argüman özelliklerinin kullanılması ile  

(6.6)  0)))((arg)((arg))))(()((arg( ≥′+′=′′= tzftz
dt
dtzftz

d
d

dt
d

θ
θ  

şeklinde ifade edilebilir. Diğer yanda resim bölgesindeki herhangi bir )(zfw =  

noktası için  

(6.7)  θiezfzf )()( = , ( ( )Argf z θ= ) 

ifadesi yazılabilir. (6.7) eşitliğinden 

  ⇒+=+== θθθ izfezfezfzf ii )(loglog)(log))(log()(log  

(6.8)  θizfzf += )(log)(log  

bulunur. (6.7) ve (6.8) ifadelerinden 

(6.9)  ))(Im(log)(arg zfzf =  

eşitliğini elde ederiz. (6.9) yazılışını (6.6) ifadesinde kullanırsak 

  ( )[ ]⇒′+′=′+′= )))(((log))((logIm)))((arg)((arg tzftz
dt
dtzftz

dt
d

dt
dθ  

  ( ) 0)(
)(
)(

)(
)(Im)))(((log))((logIm ≥⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ′
′
′′

+
′
′′

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ′+′= tz

tf
tf

tz
tztzftz

dt
d

dt
dθ  

bulunur ki buda teoremin ispatını verir. 

 

 LEMMA 6.1: )(zf  fonksiyonu bir D bölgesinde tanımlanmış, analitik ve 

yalınkat olsun. 1<ζ , 1<z , ζ≠z  olmak üzere  
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ζ
ζ

ζ
ζ

−
+

−
−
′

=
z
z

fzf
zfzzF

)()(
)(2),(  

şeklinde tanımlanan ),( ζzF  fonksiyonu 1<ζ , 1<z  de analitiktir. 

 

 İSPAT: )(zf  fonksiyonu bir D bölgesinde tanımlanmış ve analitik olduğundan 

D de kutbu yoktur. Ayrıca yalınkat olmasında ötürü 

(6.10) ζ≠z  için )()( ζfzf ≠  

bağıntısı gerçeklenir. Ayrıca  

(6.11) ζ≠z  olduğundan 0≠−ζz  

dır. (6.10) ve (6.11) bağıntıları göz önüne alınırsa ),( ζzF  fonksiyonunun 1<ζ , 

1<z  de analitik olduğu görülür. Diğer yandan 

  

2 ( )lim ( , ) lim
( ) ( )

( )2 ( ) ( ( ) ( ))( )lim ( , ) lim
( ( ) ( ))( )

z z

z z

zf z zF z
f z f z

z zf z f z f zF z
f z f z

ζ ζ

ζ ζ

ζζ
ζ ζ

ζ ζ ζζ
ζ ζ

→ →

→ →

′⎡ ⎤+
= − ⇒⎢ ⎥− −⎣ ⎦

′− − − +
= ⇒

− −

 

  
)(
)(1

)(
)()(lim),(lim

zf
zfz

zf
zfzzfzF

zz ′
′′

+=
′

′′+′
=

→→ ζζ
ζ  

eşitliği bulunur ki bu da iddianın doğru olduğunu gösterir. 

 

 SONUÇ 6.1: Eğer 0),(Re >ζzF  koşulu her 1<ζ için gerçeklenirse  

  
2
1

)(
)(Re >

′
zf
zfz  

dir. 

 

 İSPAT:  

(6.12) 0
)()(

)(2Re),(Re >⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
+

−
−
′

=
ζ
ζ

ζ
ζ

z
z

fzf
zfzzF  

eşitsizliğini sonucun hipotez koşulundan yazabiliriz. Bu eşitsizlik her 1<ζ  için 

gerçekleştiğinden 0=ζ  için de doğrudur. Dolayısıyla 

  ⇒⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
′

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
+

−
−
′

= 1
)0()(

)(2Re
0
0

)0()(
)(2Re)0,(Re

fzf
zfz

z
z

fzf
zfzzF  
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(6.13) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
′

= 1
)0()(

)(2Re)0,(Re
fzf
zfzzF  

eşitliği yazılabilir. Diğer yandan ...)( 2
2 ++= zazzf  açılımına sahip olduğundan 

0)0( =f  dır. Dolayısıyla (6.13) yazılışı aynı zamanda  

  ⇒>⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

′
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
′

= 01
)(
)(2Re1

0)(
)(2Re)0,(Re

zf
zfz

zf
zfzzF  

  
2
1

)(
)(Re >

′
zf
zfz  

olduğu bulunur. 

 

 LEMMA 6.2: )1log()( zzfw +==  fonksiyonu konvekstir. 

 

 İSPAT: İspatı iki ayrı yoldan yapabiliriz. 

 

I. YOL.  

  
⇒+−=

+
=′

⇒
+

=′⇒+=

)1log(1log
1

1log)(log

1
1)()1log()(

z
z

zf

z
zfzzf

 

  ⇒
+

=
+

−=
′
′′

+⇒
+

−=
′
′′

⇒
+

−=
′
′′

zz
z

zf
zfz

z
z

zf
zfz

zzf
zf

1
1

1
1

)(
)(1

1)(
)(

1
1

)(
)(  

(6.14) 
zzf

zfz
+

=
′
′′

+
1

1
)(
)(1  

eşitliğinden hareketle 

  =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

+
+

+
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
+

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
+

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
+

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′
′′

+
zzzzzzf

zfz
1

1
1

1
2
1

1
1

1
1

2
1

1
1Re

)(
)(1Re  

  ⇒
+

+
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+

+
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+

+++
222 1

Re1
1

)Re1(2
2
1

1
11

2
1

z
z

z
z

z
zz  

(6.15) 21
Re1

)(
)(1Re

z
z

zf
zfz

+

+
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′
′′

+  

yazılabilir. Diğer yandan Dz∈  olduğundan  

(6.16) 11 −>−⇔< zz  

dir. Bir kompleks sayı için  
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(6.17) zzz ≤≤− Re  

eşitsizliğinin geçerli olduğunu biliyoruz. (6.16) ve (6.17) birlikte düşünülürse 

(6.18) 1Re11Re1 <<−⇒<≤≤−<− zzzz  

ifadesi bulunur. (6.18) eşitsizliğinden 

  ⇒<<⇒+<+<− 2Re011Re111 zz  

(6.19) 0Re1 >+ z  

eşitsizliği elde edilir.  

 Bir kompleks sayının modülü daima pozitif olacağından 

(6.20) 01 2 >+ z  

dır. Şimdi (6.15), (6.19) ve (6.20) birlikte düşünülürse 

(6.21) 0
)(
)(1Re >⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′
′′

+
zf
zfz  

olduğunu elde ederiz. Bu bize )1log()( zzfw +==  fonksiyonunun konveks 

olduğunu gösterir. 

 

II. YOL. Bir diğer ispat, )1log()( zzfw +==  fonksiyonu altında }1{ <= zzD  

bölgesinin resim bölgesi olan )(Df  nin konveks olduğu gösterilerek yapılır.  

 Şimdi zw +=11  fonksiyonu 

  ⇒++=+= iyxivuw 11  

(6.22) 
⎩
⎨
⎧

==
+==

yyxvv
xyxuu

),(
1),(

11

11  

şeklinde yazılırsa bu transformasyonu altında D’nin resmini bulalım. 

(6.23) }1)({}1{ 2222 <++=<= yxyxzzD  

olduğunu düşünerek 

  
2
1

2
11

2
1

2
111

),(

)1(11),(

vyyyxvv

uxuxxyxuu

=⇒==

−=⇒−=⇒+==
 

(6.24) 2
1

2
1

22 )1( vuyx +−=+  

yazabiliriz. (6.23) ve (6.24) eşitlikleri birlikte düşünülürse 

(6.25) 1)1( 2
1

2
1 <+− vu  
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bulunur. (6.25) eşitsizliği merkezi )0,1(  da, yarıçapı 1 olan çember denklemidir. 

Dolayısıyla (6.24) transformasyonu (yada zw +=11  fonksiyonu) altında D 

bölgesinin resmi merkezi )0,1(  da, yarıçapı 1 olan çemberin iç bölgesidir. 

Transformasyonun şekli aşağıdaki gibidir. 

 

Şekil 6.3 

 

 Şimdide }1)1(),({)( 2
1

2
111 <+−= vuvuDf  bölgesinin 1log ww =  tasviri 

altındaki resim bölgesini bulalım. )(Df  bölgesinde bulunan noktaların primitif 

argümanları )2( π−  ile )2(π  arasındadır. Dolayısıyla 

  ⇒=+⇒=⇔= +ivuw eivuewww 1111log  

  ivueeivu =+ 11  yada ⇒= ivui eeeR φ  

(6.26) veR u == φ,  

eşitlikleri bulunur. Öte yandan yukarıda belirttiğimiz üzere 

(6.27) 
22
πφπ

≤≤−  

dir. Buna göre (6.26) ifadesinden v , 

(6.28) 
22
ππ

≤≤− v  

haline gelir. Bu da bize )(Df  resim bölgesinin 1log ww =  fonksiyonu altında 

2
π

−=v , 
2
π

=v  şeritsel bölgesi üzerine resmettiğini gösterir. Transformasyonun 

şekli aşağıdaki gibidir. 

z-düzlemi

y 

x 
1 

D bölgesi 

1v  

1u  
1 

(1,0) 

zw +=11  
1w  düzlemi 
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Şekil 6.4 

 

 Dolayısıyla w-düzlemindeki 
22
ππ

≤≤− v  şeritsel bölgesi konveks olduğundan 

)1log()( zzfw +==  fonksiyonu D’de konvekstir. 

 

 LEMMA 6.3: 
z

zfw
+

==
1

1)(  fonksiyonu 
2
1)(Re >zf  eşitsizliğini gerçekler. 

 

 İSPAT: iyxz +=  olarak alınırsa, 

  ⇒⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

+
+

+
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
+

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
+

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
+

=
zzzzz

zf
1

1
1

1
2
1

1
1

1
1

2
1

1
1Re)(Re  

  ⇒
+

+
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+

+
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+

+++
= 222 1

Re1
1

)Re1(2
2
1

1
11

2
1)(Re

z
z

z
z

z
zzzf  

  ⇒
++

+
=

++

+
= 222 )1(

1
1

1)(Re
yx

x
iyx

xzf  

(6.29) 
)(21

1)(Re 22 yxx
xzf
+++

+
=  

eşitsizliğini elde ederiz. Diğer taraftan 122 <+ yx  olduğundan (6.29) ifadesi 

  ⇒=
+
+

=
++

+
>

+++
+

=
2
1

)1(2
1

121
1

)(21
1)(Re 22 x

x
x
x

yxx
xzf  

  
2
1)(Re >zf  

bulunur. 

 

1w düzlemi 
1v  

1u  
1 

(1,0) 

1log ww =  w-düzlemi

y 

x 

2π  

2π−  
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 LEMMA 6.4: 
2
1Re 1 >w  ve 

2
1Re 2 >w  ise 

2
1Re 21 >ww  dir. 

 

 İSPAT: Lemma 6.2 ve Lemma 6.3’de 

(6.30) )1log()(1 zzf +=  fonksiyonunun konveks 

(6.31) 
2
1)(Re

1
1)( 22 >⇒
+

= zf
z

zf  

olduğunu gösterdik. Şimdi 

(6.32) 
2

2
1

1 1
1,

1
1

z
w

z
w

+
=

+
=  

fonksiyonlarını tanımlayalım. Bu fonksiyonlardan hareketle 

  ⇒
++

=⇒
++

=
21

21
21

21 1
1

1
1loglog

1
1

1
1

zz
ww

zz
ww  

  ⇒⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

+
+

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

=
21

2
1

21
21 1

1log
1

1log
2
1

1
1

1
1loglog

zzzz
ww  

(6.33) 
21

21 1
1log

2
1

1
1log

2
1log

zz
ww

+
+

+
=  

eşitliğini yazabiliriz. Diğer taraftan (6.31) ifadesi bize 
z

zf
+

=
1

1)(2  fonksiyonunun 

konveks olduğunu gösterir. Zira resim bölgesi 
2
1)(Re 2 >zf  sağ yarım düzlemidir. 

Bu ise Şekil 6.5 gibi ifade edilebilir. 

 

Şekil 6.5 

 Konveks bölge olmanın analitiklik tanımından )(, 21 Dfzz ∈  için )(3 Dfz ∈  

vardır ki 10 ≤≤ λ  için  

(6.34) )()()1()( 322212 zfzfzf =−+ λλ  

z-düzlemi
y 

x 
1 

D bölgesi 

v  

u  
21  

z
w

+
=

1
1  w  düzlemi 

)(Df  
resim bölgesi 
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dir. (6.34) ifadesinde 
2
1

=λ  alınması halinde 

  
321

21 1
1log

1
1log

2
1

1
1log

2
1log

zzz
ww

+
=

+
+

+
=  

bulunur. Yani, 

(6.35) 
3

21 1
1
z

ww
+

=  

eşitliği geçerlidir. (6.35) eşitliğinden 

  
2
1

1
1ReRe

3
21 >⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=
z

ww   

olduğu bulunur. 

 

 SONUÇ 6.2: ...)( 2
2 ++= zazzf  fonksiyonu }1{ <= zzD ’de konveks olsun. 

Bu durumda 
2
1)(Re >′ zf  dir. 

 

 İSPAT: ...)( 2
2 ++= zazzf  fonksiyonu }1{ <= zzD ’de konveks ise 

2
1

)(
)(Re >

′
zf
zfz  ve 

2
1)(Re >

z
zf  dir. Lemma 6.4 den dolayı 

  
)(
)(

1 zf
zfzw

′
= , 

z
zfw )(

2 =  

alınarak 

  
2
1)(Re)(.

)(
)(ReRe 21 >′=

′
= zf

z
zf

zf
zfzww  

dir. 
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7. C(A, B) SINIFI VE ÖZELLİKLERİ 

 TANIM 7.1: ...)( 2
2 ++= zazzf  fonksiyonu birim disk D’de tanımlanmış ve 

analitik olsun. ...1)( 2
21 +++= zpzpzp  fonksiyonu ),( BAP  sınıfına ait bir 

fonksiyon olmak üzere  

(7.1)  
)(1
)(1)(

)(
)(1

zBw
zAwzp

zf
zfz

+
+

==
′
′′

+  

eşitliğini sağlarsa )(zf  fonksiyonu konvekstir. Bu tür fonksiyonların sınıfı ),( BAC  

ile gösterilir. 

 

 (7.1) ifadesi )(zf  fonksiyonunun ),( BAC  sınıfına ait olması için gerek ve 

yeter şarttır. Ayrıca 1,1 −== BA  için )1,1( −C  sınıfını elde ederiz ki, bu sınıf birim 

diskte konveks fonksiyonlar sınıfıdır. A ve B’nin özel değerleri için (bu değerler 

),( BAP  sınıfının incelenmesinde ayrıntılı olarak belirtilmiştir) değişik 

matematikçiler tarafından incelenen konveks fonksiyonların alt sınıfları elde edilir.  

 

 ),( BAC  sınıfı ile ),(* BAS  sınıfı arasındaki ilişkiyi inceleyebilmek için 

aşağıdaki klasik Alexander teoremini verelim. 

 

  TEOREM 7.1: ...)( 2
2 ++= zazzf  fonksiyonunun birim disk D’de ),( BAC  

sınıfına ait olabilmesi için gerek ve yeter şart )(zfz ′  fonksiyonunun ),(* BAS  

sınıfına ait olmasıdır. 

 

 İSPAT: )()( zfzzg ′=  olarak tanımlarsak ve her iki tarafın logaritmik türevini 

alırsak 
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(7.2)  
)(
)(1

)(
)()()(

zf
zfz

zg
zgzzfzzg

′
′′

+=
′

⇔′=  

eşitliğini elde ederiz. (7.2) eşitliği bize teoremin ispatını verir. 

 

 TEOREM 7.2: ...)( 2
2 ++= zazzf  fonksiyonunun birim disk D’de 

tanımlanmış, analitik ve 1)0(,0)0( =′= ff  koşulları ile normalize edilmiş olsun. 

Eğer 1<z , 1<ζ , z≠ζ  olmak üzere 

(7.3)  1

2

( ) ( ), 0,2 ( ) 1 1
( ) ( ) ( ), 0,

A B z F z Bzf z z
Bz

f z f z Az F z B

ζ
ζ ζ

−⎧′ = ≠⎛ ⎞+ ⎪− − +⎨⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎪ = =⎩

p  

subordinasyonu gerçeklenirse ),()( BACzf ∈ ’dir. 

 

 İSPAT: )(zf  fonksiyonu yardımıyla, 1<z , 1<ζ , z≠ζ  olmak üzere  

(7.4)  
2

( )

( ) ( ) (1 ( )) , 0,
, 0,

A B
B

Aw z

f z f z Bw z Bz
z ze B

ζ
ζ

−⎧⎛ ⎞− ⎪ + ≠= ⎨⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎪ =⎩
 

fonksiyonunu tanımlayalım. Burada B
BA

zBw
−

+ ))(1(  ve )( zAwe  ifadelerinin 0=z ’daki 

değerinin 1’e eşit olacak şekilde Riemann yüzeyi seçilmiştir. Bu durumda )(zw  

fonksiyonu birim disk D’de analitik, 0)0( =w  koşullarını gerçekler. Eğer 1)( <zw  

olduğunu gösterirsek teoremi ispatlamış oluruz. (7.4) ifadesinden logaritmik türev 

alırsak 

(7.5)  
( ) ( ) , 0,2 ( ) 1 ( )1

( ) ( )
( ), 0,

A B zw z Bzf z z Bw z
f z f z

Azw z B

ζ
ζ ζ

′−⎧ ≠′⎛ ⎞+ ⎪ +− − = ⎨⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎪ ′ =⎩

 

eşitliğini elde ederiz. Şimdi )(zw  fonksiyonunun rz =  çemberi üzerinde bir 0z  

noktasından maksimum değerini aldığını, yani 1)( =zw  olduğunu göz önüne alalım. 

Bu taktirde I.S. Jack lemmasının kullanılması ile   

(7.6)  1),()( 000 ≥=′ kzkwzwz  

eşitliği elde edilir. (7.6) ifadesinin (7.5) ifadesinde kullanılması ile 

(7.7)  
0

1 0 1
0

0 2 0 2

( ) ( )
( ( )) ( ), 0,2 ( ) 1 ( )1

( ) ( )
( ) ( ( )) ( ), 0,

A B kw z
F w z F D Bzf z z Bw z

f z f z
Akw z F w z F D B

ζ
ζ ζ

−⎧ = ∉ ≠′⎛ ⎞+ ⎪ +− − = ⎨⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎪ = ∉ =⎩
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olduğunu buluruz. (7.7) eşitliği (7.3) subordinasyonu ile çelişir. Bu çelişkiye neden 

)(zw  fonksiyonunun rz =  çemberi üzerinde maksimum değerini almasıdır. Bu 

çelişkiyi ortadan kaldırmak için birim diskteki z ’ler için 1)( <zw  almalıyız. Bu 

durumda (7.3) subordinasyonu ile  

  
( ) , 0,2 ( ) 1 1

( ) ( ) , 0,

A B z Bzf z z
Bz

f z f z Az B

ζ
ζ ζ

−⎧′ ≠⎛ ⎞+ ⎪− − +⎨⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎪ =⎩

p  

ise 1,1, <<≠ ζζ zz  olmak üzere 

(7.8)  
1 ( ) , 0,2 ( ) 1 ( )( , ) 1

( ) ( )
1 ( ), 0,

Aw z Bzf z z Bw zF z
f z f z

Bw z B

ζζ
ζ ζ

+⎧ ≠′⎛ ⎞+ ⎪ += − − = ⎨⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎪ + =⎩

 

eşitliğini elde ederiz. (7.8) eşitliği kesindir. Zira, 

  
2

2 ( ) (1 ) , 0,
( ) ( ) , 0,

A B
B

Az

zf z z z Bz Bz
f z f z ze B

ζ
ζ ζ

−⎧′⎛ ⎞+ ⎪ + ≠− = ⎨⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎪ =⎩
 

olması halinde 

  
( ) , 0,2 ( ) 1 1

( ) ( ) , 0,

A B z Bzf z z
Bz

f z f z Az B

ζ
ζ ζ

−⎧′ ≠⎛ ⎞+ ⎪− − +⎨⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎪ =⎩

p  

elde edilir ki buda sonucun kesin olduğunu gösterir.  

 ),( ζzF , 1<z ’de 1<ζ  için analitiktir. Zira 

(7.9)  
)(
)(1),(lim

zf
zfzzF

z ′
′′

+=
→

ζ
ζ

 

eşitliği vardır. (7.8) ve (7.9) eşitliklerinin birlikte düşünülmesi ile ),()( BACzf ∈  

olduğunu elde ederiz. 

 

 SONUÇ 7.1: ),()( BACzf ∈  ise  

(7.10) 
2 2

2 2

(1 ) ( ) (1 ) , 0,

( ) , 0

A B A B
B B

A A
r r

r Br f z r Br B

re f z re B

− −

−

⎧
− ≤ ≤ + ≠⎪

⎨
⎪ ≤ ≤ =⎩

 

dır. Gerçekten, 
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1 ( ) , 0,2 ( ) 1 ( )( , ) 1

( ) ( )
1 ( ), 0,

Aw z Bzf z z Bw zF z
f z f z

Bw z B

ζζ
ζ ζ

+⎧ ≠′⎛ ⎞+ ⎪ += − − = ⎨⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎪ + =⎩

 

eşitliği 

(7.11) 

1 ( )
2 , 0,( ) 1 ( )

( )
1 ( ), 0,

2

A B w z
Bf z Bw zz

f z
A w z B

+⎧ +⎪
≠⎪′ ⎪ += ⎨

⎪
⎪ + =
⎪⎩

 

ifadesini gerçekler. Diğer taraftan 

  

1
2 , 0,

1( )

1 , 0,
2

A B z
B

Bzw w z
A z B

+⎧ +⎪
≠⎪ += = ⎨

⎪
⎪ + =
⎩

 

fonksiyonu rz =  çemberini merkezi ( )C r  ve yarıçapı )(rρ  olan çemberler üzerine 

resmeder. Burada ( )C r  ve  )(rρ  aşağıdaki şekildedir. 

(7.12) 

2

2 2 2 2

1
2 2( ) ,0 , ( ) , 0,

1 1

( ) (1,0), ( ) , 0,
2

A B A BB r r
C r r B

B r B r

A r
C r r B

ρ

ρ

⎧ ⎛ ⎞+ −⎛ ⎞ ⎛ ⎞−⎪ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎜ ⎟= = ≠
− −⎪ ⎜ ⎟⎪ ⎜ ⎟⎨ ⎝ ⎠⎪

⎪
⎪ = = =
⎪⎩

 

Dolayısıyla (7.12) ifadesinden  

(7.13) 

2 2

2 2 2 2

1 1
( )2 2 2 2Re , 0,

1 ( ) 1

( )1 Re 1 , 0,
2 ( ) 2

A B A B A B A Br B r r B r
f zz B

B r f z B r

A r A rf zz B
f z

⎧ − + − +⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ′⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ≤ ≤ ≠⎪ − −⎨
⎪

′⎪ − ≤ ≤ + =⎪⎩

 

eşitsizlikleri elde edilir. Diğer taraftan, 

(7.14) ( )Re log ( ) ,
( )

f zz r f z z r
f z r
′ ∂

= =
∂

 

olduğunu göz önüne alırsak ve (7.14) bağıntısını (7.13) ifadesinde kullanırsak  
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(7.15)    

2 2

2 2 2 2

1 1
2 2 2 2log ( ) , 0,

(1 ) (1 )

1 1log ( ) , 0,
2 2

A B A B A B A Br B r r B r
f z B

r B r r r B r

A A
f z B

r r r

⎧ − + − +⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ≤ ≤ ≠⎪ − ∂ −⎨
⎪

∂⎪ − ≤ ≤ + =⎪ ∂⎩

 

eşitsizliği elde edilir. (7.15) ifadesini 0 ’dan r ’ye kadar integre edersek (7.10) 

eşitliğini elde ederiz. 

 

 Yukarıdaki teorem ve sonuç Y. Polatoğlu, M. Bolcal, A. Şen ve E. Yavuz 

tarafından ispatlanmıştır. 
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8. TASVİR EĞRİLERİNİN ÖZELLİKLERİ 

 PROBLEM 8.1: )(zfw =  fonksiyonu rz =  çemberi üzerinde ve sınırladığı 

rz <  bölgesinde tanımlanmış, analitik ve yalınkat olsun. rz =  çemberinin 

)(zfw =  fonksiyonu ile yapılan tasvirinde elde edilen eğri )( rzf ==Γ  ise 

aşağıdaki ifadeler geçerlidir. 

 

(i) Teğetin x-ekseni ile pozitif yönde yaptığı açı 

  )(zfiz ′  

ile ifade edilebilir. 

 

(ii) (i) şıkkındaki teğete çizilen dış normal 

  )(zfiz ′−  

ile ifade edilebileceğini gösteriniz.   

 

 ÇÖZÜM:  Yarıçapın, teğete değme noktasında dik olduğunu ve bir üçgende bir 

dış açının kendisine komşu olmayan iki iç açının toplamına eşit olduğunu biliyoruz.  

Buna göre, 

(8.1)  
2
πϕα +=  

(8.2)  
2
πθβ +=  

eşitlikleri yazılabilir. Diğer yandan teğetin değme noktasındaki eğimi 

(8.3)  )(zfm ′=  

şeklinde ifade edilebilir. Ayrıca, 

  ⇒′=⇒′=⇒= ))(()()( dzzfArgArgdwdzzfdwzfw  
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(8.4)  ArgdzzfArgArgdw +′= )(  

eşitliğini yazabiliriz.  

 
Şekil 8.1 

 (8.5)  
2
πθβ +==Argdw  

(8.6)  
2
πϕα +==Argdz  (Teğetin x-ekseni ile pozitif yönde yaptığı açı) 

Yukarıdaki (8.5) ve (8.6) ifadeleri (8.4) eşitliğinde yerine yazılırsa, 

(8.7)  )(
2

zfArgArgdw ′++=
πϕ   

elde edilir. Diğer yandan, 

(8.8)  Argz=ϕ  

(8.9)  Argi=
2
π  

olduğunu (8.7) ifadesinde kullanırsak, 

  ⇒′=⇒′++= ))(()( zfizArgArgdwzfArgArgiArgzArgdw  

(8.10) )(zfizdw ′=  

bulunur. Buda teğetin ))(( zfiz ′  vektörü ile verildiğini gösterir.  

 

 Teğet ve normal birbirlerine dik olduklarından 1m  normalin eğimi ise, 

  ⇒−=′= 1)( 11 mzfmm  

(8.11) 
)(

1
1 zf

m
′

−=  

r

ϕ

z

απϕ =+
2

 
θ  

w

βπθ =+
2

 

)( rzf ==Γ

u

v

x

y 
Dış Normal w=f(z) 
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eşitliğini yazabiliriz. Öte yandan, 

  ⇒′=⇒= dzzfdwzfw )()(  

(8.12) 
dzzfdw )(

11
′

−=  

olduğunu buluruz. (8.11) ve (8.12) bağıntıları birlikte düşünülürse, 

  ⇒⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⇒

′
=

dzzf
Arg

dw
Arg

dzzfdw )(
11

)(
11  

(8.13) ))(1(1 ArgdzzfArgArgArgdwArg −′−−=−  

eşitliği elde edilir. Diğer yandan, 

  01=Arg  

olduğunu göz önüne alırsak (8.13) bağıntısı 

(8.14) ArgdzzfArgArgdw +′=− )(  

haline dönüşür. (8.6), (8.8) ve (8.9) eşitlikleri (8.14) ifadesinde kullanılırsa 

(8.15) )(zfizdw ′−=  

bulunur. 

 

 PROBLEM 8.2: ( )w f z=  fonksiyonu rz =  çemberi üzerinde ve kapattığı D 

bölgesinde tanımlanmış, analitik ve yalınkat olsun. rz =  çemberinin ( )w f z=  

fonksiyonu altındaki resmi 

(8.16) )( rzf ==Γ  

olsun. Γ  eğrisinin eğriliği 

(8.17) 
)(

)(
)(1Re

zfz
zf
zfz

′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′
′′

+
=ρ  

ifadesi ile verilebileceğini gösteriniz. 

 

 ÇÖZÜM: Çözüme bir eğrinin eğrilik tanımı nedir ve nasıl tanımlanır sorularını 

cevaplayarak başlayalım. 



 103

Eğrilik = ρ = 
Teğet açısının ϕ ’ye göre türevi 

Görüntü eğrisinin uzunluğununϕ ’ye göre türevi 

 

Şekil 8.2 

 Γ  eğrisinin eğriliği şu şekilde tanımlanabilir: Şekil 8.2 de gösterildiği gibi, 

)( rzf ==Γ  eğrisi üzerinde bulunan herhangi iki nokta P  ve Q  ise bu noktalardan 

Γ  eğrisine çizilen teğetlerin oluşturdukları açıya �PQ  yayının eğriliği denir ve 

 

(8.18) 

 

ile formülüze edilir.  

 

 z kompleks sayısının kutupsal koordinatlardaki yazılışından dolayı, 

(8.19) )()()(
ϕ′ϕϕ ′=′

irefiArgii erefref  

ifadesini verebiliriz. (8.19) eşitliğinden hareketle 

 ( ) ( )log ( ) log[ ( ) ] log ( ) log
i ii i iArgf re i iArgf ref re f re e f re e
ϕ ϕϕ ϕ ϕ′ ′′ ′ ′= = + ⇒  

(8.20) )()(log)(log ϕϕϕ iii refiArgrefref ′+′=′  

bağıntısını elde ederiz. (8.20) ifadesinde her iki tarafın sanal kısımları alınırsa 

(8.21) )())(Im(log ϕϕ ii refArgref ′=′  

bulunur. (8.21) ifadesinden ϕ ’ye göre türev alınırsa, 

 ( ) ( )⇒′
∂
∂

=′
∂
∂ )())(Im(log ϕϕ

ϕϕ
ii refArgref  

(8.22) ( )1 (Im(log ( ))) 1 ( )i if re Argf reϕ ϕ

ϕ ϕ
∂ ∂′ ′+ = +
∂ ∂

 

r

)( rzf ==Γ

u

v

x

y 
w=f(z) 

P 
Q 

ϕ
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ifadesini elde ederiz. Öte yandan teğet açısının ϕ ’ye göre türevini hesaplarsak, 

 ⇒′=+′+== ))((
2

)()( zfizArgzfArg πϕϕθθ  

(8.23) ))((1)( ϕ

ϕ
ϕθ irefArg ′

∂
∂

+=′  

elde ederiz. (8.22) ve (8.23) ifadelerinin karşılaştırılmasıyla, 

(8.23) ( ) 1 (Im( ( ))) 1 ( ( ))i iArgf re Argf reϕ ϕθ ϕ
ϕ ϕ
∂ ∂′ ′ ′= + = +
∂ ∂

 

eşitliğini yazabiliriz. Şimdi, 

 ))(()(log)(log ϕϕϕ iii refiArgrefref ′+′=′  

ifadesinden ϕ ’ye göre türev alalım. 

(8.24) ( ) ( )))(arg()(log
)(
)( ϕϕ

ϕ

ϕ
ϕ

ϕϕ
ii

i

i
i refiref

ref
refire ′

∂
∂

+′
∂
∂

=
′
′′

. 

(8.24) eşitliğinin her iki tarafının i ile bölünmesi ile 

(8.25) ( ) ( )))(arg()(log1
)(
)( ϕϕ

ϕ

ϕ
ϕ

ϕϕ
ii

i

i
i refref

iref
refre ′

∂
∂

+′
∂
∂

=
′
′′

 

yada, 

(8.26) ( ) ( )))(arg()(log
)(
)( ϕϕ

ϕ

ϕ
ϕ

ϕϕ
ii

i

i
i refrefi

ref
refre ′

∂
∂

+′
∂
∂

−=
′
′′

 

eşitliği elde edilir. (8.26) ifadesi aynı zamanda, 

(8.27) ( ) ( )⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ′
∂
∂

++⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ′
∂
∂

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′
′′

+ ))(arg(1)(log
)(
)(1 ϕϕ

ϕ

ϕ
ϕ

ϕϕ
ii

i

i
i refrefi

ref
refre  

şeklinde yazılabilir. (8.27) ifadesinin her iki tarafının reel kısımlarının alınması ile  

(8.28) ( )))(arg(1
)(
)(1Re ϕ

ϕ

ϕ
ϕ

ϕ
i

i

i
i ref

ref
refre ′

∂
∂

+=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′
′′

+  

eşitliği elde edilir. (8.23) ve (8.28) eşitliklerinin karşılaştırılması ile, 

(8.29) 
( )⎪

⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

′
∂
∂

+=

′
∂
∂

+=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′
′′

+=′

))(Im(1

))((1
)(
)(1Re)(

ϕ

ϕ
ϕ

ϕ
ϕ

ϕ

ϕ
ϕθ

i

i
i

i
i

refArg

refArg
ref
refre

 

ifadesine ulaşılır. Buna göre teğet açısının ϕ ’ye göre türevi (8.29) eşitliğinden dolayı 

(8.30) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′
′′

+=′
)(
)(1Re)( ϕ

ϕ
ϕϕθ i

i
i

ref
refre  



 105

ile verilir. (8.30) eşitliğinde θirez =  alınmasıyla,  

(8.31) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′
′′

+=′
)(
)(1Re)(

zf
zfzϕθ  

elde edilir. Öte yandan görüntü eğrisinin uzunluğunun ϕ ’ye göre türevini bulmak 

istersek, 

 ⇒′=⇒=⇒= )()()( ϕϕϕ iii refiredwrefwzfw  

 ⇒′=⇒′= )()( ϕϕϕϕ iiii refreidwrefiredw  

(8.32) )( ϕϕ ii refredw ′=  

ifadesinde ulaşılır. (8.32) eşitliğinde ϕirez =  alınırsa, 

(8.33) )(zfzdw ′=  

bulunur. (8.31) ve (8.33) ifadeleri (8.18) ifadesinde yerine yazılacak olursa, 

 
)(

)(
)(1Re

zfz
zf
zfz

′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′
′′

+
=ρ  

elde edilir. 
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9. α-KONVEKS FONKSİYONLAR 

 α -konveks fonksiyon sınıfı P.T. Mocanu tarafında tanımlanmıştır. Bu sınıfın 

genel tanımı aşağıdaki şekildedir.   

 

 TANIM 9.1: (α-Konveks Fonksiyonlar) ...)( 3
3

2
2 +++= zazazzf  

fonksiyonu birim disk { 1}D z z= < ’de tanımlanmış analitik bir fonksiyon olsun ve 

bu fonksiyon birim diskteki her z  noktası için 0)()(
≠

′
z

zfzf  koşulunu gerçeklesin. 

10 ≤≤α  olmak üzere  

(9.1)  0
)(
)(1

)(
)()1(Re)))(,(Re( >⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′
′′

++
′

−=
zf
zfz

zf
zfzzfJ ααα   

eşitsizliğini gerçekleyen )(zf  fonksiyonuna α -konveks fonksiyon adı verilir. Bu tür 

fonksiyonların sınıfı )(αM  ile gösterilir. 

 

Şekil 9.1 

z-düzlemi 

x 

y 

u 

v 

θ  

θirez =  

)( θiref  

w-düzlemi 

)  
r  

1 

)(zfw =  

φ  )  Ψ
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 ...)( 3
3

2
2 +++= zazazzf  fonksiyonunun tasviri altında, { }1<<= rzzD  

diskinin resmi rC  ile gösterilsin ve bu çember üzerindeki bir θirez =  noktasının 

resmi )( θiref  olsun. Bu durumda )(arg θθ iref=  yazabiliriz. )( θiref  noktasından 

rC  eğrisine çizilen teğeti göz önüne alırsak bu teğetin açısı ))(arg( θθ ii refire ′=Ψ  

ifadesi ile verilebilir. Birim diskte analitik olan )(zf  fonksiyonlarının bazı 

özellikleri gerçekleyip gerçeklemeyeceği tamamen θ  ve Ψ  açılarına bağlıdır.  Bu 

açıların gerçekledikleri özelliklere göre )(zf  analitik fonksiyonları sınıflandırılırlar. 

Örneğin )(zf  fonksiyonunun birim diskte yıldızıl olması için gerek ve yeter şart 

(9.2)  0≥
∂
∂
θ
φ   

olması ile karakterize edilebilir. Benzer şekilde )(zf  fonksiyonunun birim diskte 

konveks olması için gerek ve yeter şart  

(9.3)  0≥
∂
∂
θ
Ψ  

eşitsizliğini sağlamasıdır.  

 

 Yukarıda söylenenlerden dolayı α -konveks fonksiyonların genel 

karakterizasyonu ise yine θ , φ  ve Ψ  açıları üzerine bazı şartların konulması ile elde 

edilir. Bu ise 10 ≤≤ α  için 

(9.4)  Ψαφαμ +−= )1(  

şeklinde tanımlanan ve adına Mocanu açısı adı verilen açının birim disk D ’deki her 

z  için 

(9.5)   0≥
∂
∂
θ
μ  

olması durumunda )(zf  fonksiyonu D ’de α -konvekstir denir. 
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10. MOCANU-JANOWSKI TİPİNDE α-KONVEKS FONKSİYONLAR 

 Bu bölümde Maconu-Janowski fonksiyonlarını tanımlayarak bu sınıfın genel 

özelliklerini (gösterilim teoremi, genelleştirilmiş Marx-Strohhacker eşitsizlikleri, 

distorsiyon teoremleri, katsayı eşitsizlikleri) inceleyeceğiz. Bunun için aşağıdaki 

tanım ve teoremlere ihtiyacımız vardır. 

 

 TANIM 10.1: (Janowski Yıldızıl Fonksiyon) ...)( 3
3

2
2 +++= zazazzf  

fonksiyonu birim disk D ’de tanımlanmış, analitik bir fonksiyon olsun. )(zp , 

genelleştirilmiş pozitif reel kısma haiz fonksiyon sınıfına ait bir fonksiyon olmak 

üzere  

(10.1) 
)(1
)(1)(

)(
)(

zBw
zAwzp

zf
zfz

+
+

==
′

 

şeklinde yazılabilirse )(zf  fonksiyonuna Janowski yıldızıl fonksiyon adı verilir. Bu 

fonksiyon sınıfı ),(* BAS  ile gösterilir.  

 

 TANIM 10.2: (Janowski Konveks Fonksiyon) ...)( 3
3

2
2 +++= zazazzf  

fonksiyonu birim disk D ’de tanımlanmış, analitik bir fonksiyon olsun. )(zp , 

genelleştirilmiş pozitif reel kısma haiz fonksiyon sınıfına ait bir fonksiyon olmak 

üzere  

(10.2) 
)(1
)(1)(

)(
)(1

zBw
zAwzp

zf
zfz

+
+

==
′
′′

+  

şeklinde yazılabilirse )(zf  fonksiyonuna Janowski konveks fonksiyon adı verilir. Bu 

fonksiyon sınıfı ),( BAC  ile gösterilir. ),( BAC  sınıfına ait ilk çalışmalar Y. 

Polatoğlu, M. Bolcal ve A. Şen tarafından yapılmıştır. 



 109

 TANIM 10.3: (Mocanu-Janowski Tipinde α-Konveks Fonksiyon) 

...)( 3
3

2
2 +++= zazazzf  fonksiyonu birim disk D ’de tanımlanmış, analitik bir 

fonksiyon olsun. )(zp , genelleştirilmiş pozitif reel kısma haiz fonksiyon sınıfına ait 

olmak üzere 10 ≤≤α  koşulu altında, 

(10.3) 
)(1
)(1)(

)(
)(1

)(
)()1())(,(

zBw
zAwzp

zf
zfz

zf
zfzzfJ

+
+

==⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′
′′

++
′

−= ααα  

diferansiyel denklemini gerçekleyen )(zf  fonksiyonlarına Mocanu-Janowski tipinde 

α-konveks fonksiyon adı verilir. Bu tür fonksiyonların sınıfı ),,( BAM α  ile 

gösterilir. 

 

 ),(* BAS  ve ),( BAC  sınıflarının tanımlarına dikkat edilirse ),,( BAM α  

sınıfı, P.T. Mocanu tarafından tanımlanan α -konveks fonksiyon sınıfının 

genelleştirilmişidir. Bu genelleştirmeyi aşağıdaki şekilde verebiliriz. 

 

(i)  1=α  için ),(),,1( BACBAM ≡  sınıfı. 

 

(ii)  0=α  için ),(),,0( * BASBAM ≡  sınıfı. 

 

(iii)  1,1 −== BA  için ( , 1, 1) ( )M Mα α− ≡  α -konveks fonksiyonlar sınıfı.   

 

 Burada önemle belirtmek gerekir ki genelleştirilmiş pozitif reel kısma ait 

fonksiyonların özel durumları göz önüne alınırsa ),,( BAM α  sınıfına ait alt sınıfları 

elde ederiz. Bunun için A  ve B ’yi aşağıdaki şekilde seçmek yeterlidir. 

 

(iv) 10,1,21 ≤≤−=−= λλ BA  olması halinde )1,21,( −− λαM  sınıfı bulunur. 

Bu sınıf λ ’ıncı mertebeden α -konveks fonksiyonlar sınıfıdır.   

 

(v)  0,1 == BA  için 11))(,0,1,( <−zfJ α  koşulunu gerçekleyen α -konveks 

fonksiyonlar sınıfını elde ederiz. 

 



 110

(vi) 0, == BA λ  için λλα <−1))(,0,,( zfJ  koşulunu gerçekleyen α -konveks 

fonksiyonlar sınıfını elde ederiz. 

 

(vii) 
2
1,11,1 >+−== M

M
BA  için MMzf

M
J <−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +− ))(,11,1,(α  koşulunu 

gerçekleyen α -konveks fonksiyonlar sınıfını elde ederiz. 

 

(iix) 10,, <<−== λλλ BA  için λ
λλα
λλα

<
−−
−−

1))(,,,(
1))(,,,(

zfJ
zfJ  koşulunu gerçekleyen 

fonksiyonlar sınıfını elde ederiz. 

 

 TEOREM 10.1: ...)( 3
3

2
2 +++= zazazzf  fonksiyonu birim disk D ’de 

tanımlanmış, analitik bir fonksiyon olsun. Eğer )(zf  fonksiyonu 

(10.4)  1

2

( ) ( ) , 0,( ) ( )(1 ) 1 1 1
( ) ( ) ( ), 0,

A B z F z Bf z f zz z Bz
f z f z Az F z B

α α
−⎧′ ′′ = ≠⎛ ⎞ ⎪− + + − +⎨⎜ ⎟′⎝ ⎠ ⎪ = =⎩

p  

subordinasyonunu gerçeklerse ),,( BAM α  sınıfına aittir. 

 

 İSPAT:  1
( )( )
1
A B zw h z

Bz
−

= =
+

 lineer transformasyonu rz =  çemberlerini, 

merkezi )(1 rC  ve yarıçapı )(1 rρ  olan çemberler üzerine resmeder. Burada )(1 rC  ve 

)(1 rρ  aşağıdaki şekildedir. 

(10.5)  

2

1 12 2 2 2

1 1

( ) ( )( ) , ( ) , 0,
1 1

( ) (0, 0), ( ) , 0.

B A B r A B rC r r B
B r B r

C r r A r B

ρ

ρ

⎧ − −
= − = ≠⎪

− −⎨
⎪ = = =⎩

 

 

 Ayrıca, ...)( 3
3

2
2 +++= zazazzf  fonksiyonu yardımıyla  

(10.6)  
( )

( ) ( ) (1 ( )) , 0,
( ) , 0,

A B
B

Aw z

f z f z Bw z Bz
z f z e B

α −⎧′⎛ ⎞ ⎪ + ≠= ⎨⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎪ =⎩

 

fonksiyonunu tanımlayalım. Burada B
BA

zBw
−

+ ))(1(  ve )( zAwe  ifadelerinin 0=z ’daki 

değeri 0 ’a eşit olduğu Riemann dalları seçilmiştir. Bu durumda )(zw  fonksiyonu 
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D ’de analitiktir ve 0)0( =w  koşullarını gerçekler. Eğer 1)( <zw  olduğunu 

gösterirsek teoremi ispatlamış oluruz. (10.6) ifadesinden logaritmik türev alırsak 

log(1 ( )), 0,
log ( ) log log log ( ) log ( )

( ) log , 0,

A B Bw z B
f z z z f z f z B

Aw z e B
α α α

−⎧ + ≠⎪′− + + − = ⎨
⎪ =⎩

 

   
( ) , 0,( ) 1 1 ( ) ( ) 1 ( )

( ) ( ) ( )
( ), 0,

A B Bw z Bf z f z f z B Bw z
f z z z f z f z

Aw z B
α α α

′−⎧ ≠′ ′′ ′ ⎪ +− + + − = ⎨′ ⎪ ′ =⎩

 

  
( ) ( ) , 0,( ) ( ) ( ) 1 ( )1

( ) ( ) ( )
( ), 0,

A B zw z Bf z f z f z Bw zz z z
f z f z f z

Azw z B
α α α

′−⎧ ≠′ ′′ ′ ⎪ +− + + − = ⎨′ ⎪ ′ =⎩

  

(10.7)  
( ) ( ) , 0,( ) ( ) 1 ( )(1 ) 1 1

( ) ( )
( ), 0,

A B zw z Bf z f z Bw zz z
f z f z

Azw z B
α α

′−⎧ ≠′ ′′⎛ ⎞ ⎪ +− + + − = ⎨⎜ ⎟′⎝ ⎠ ⎪ ′ =⎩

 

ifadesine ulaşırız. Diğer yandan, )(zw  fonksiyonu rz =  çemberleri üzerinde bir 0z  

noktasında maksimum değerini alıyorsa I.S. Jack lemması gereği 

(10.8)  )()( 000 zkwzwz =′  

eşitliği gerçeklenir. (10.8) ifadesini (10.7) de kullanırsak 

(10.9)

0
1 0 10 0

00
0 0

0 2 0 2

( ) ( )
( ( )) ( ), 0,( ) ( ) 1 ( )(1 ) 1 1

( ) ( )
( ) ( ( )) ( ), 0,

A B w z
k F w z F D Bf z f z Bw zz z

f z f z
Aw z F w z F D B

α α
−⎧ ∉ ∉ ≠⎡ ⎤′ ′′⎛ ⎞ ⎪ +− + + − =⎢ ⎥ ⎨⎜ ⎟′⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎪⎣ ⎦ ∉ ∉ =⎩

eşitliğini elde ederiz. Bu ise teoremin hipotezi olan  

   1

2

( ) ( ), 0,( ) ( )(1 ) 1 1 1
( ) ( ) ( ), 0,

A B z F z Bf z f zz z Bz
f z f z Az F z B

α α
−⎧⎡ ⎤′ ′′ = ≠⎛ ⎞ ⎪− + + − +⎨⎢ ⎥⎜ ⎟′⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎪ = =⎩

p  

subordinasyonu ile çelişir. Bu çelişkiye neden )(zw  fonksiyonunun rz =  çemberi 

üzerinde bir 0z  noktasındaki maksimum değerini alması neden olmuştur. Dolayısıyla 

bu çelişkiyi ortadan kaldırmak için 1)( <zw  alınmalıdır. Bu ise bize (10.4) 

subordinasyonunun gerçeklendiğini gösterir. 

 

 Diğer taraftan ( )w z  fonksiyonu Schwarz lemmasınını koşullarını sağladığından   
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( ) , 0,( ) ( )(1 ) 1 1 1

( ) ( ) , 0,

A B z Bf z f zz z Bz
f z f z Az B

α α
−⎧′ ′′ ≠⎛ ⎞ ⎪− + + − ⇔+⎨⎜ ⎟′⎝ ⎠ ⎪ =⎩

p  

   
( ) ( ) , 0,( ) ( ) 1 ( )(1 ) 1 1

( ) ( )
( ), 0,

A B w z Bf z f z Bw zz z
f z f z

Aw z B
α α

−⎧ ≠′ ′′⎛ ⎞ ⎪ +− + + − = ⎨⎜ ⎟′⎝ ⎠ ⎪ =⎩

  

şeklinde yazmak subordinasyon prensibinden dolayı mümkündür. Bu ise bize 

   
1 ( ) , 0,( ) ( ) 1 ( )(1 ) 1

( ) ( )
( ), 0,

Aw z Bf z f z Bw zz z
f z f z

Aw z B
α α

+⎧ ≠′ ′′⎛ ⎞ ⎪ +− + + = ⎨⎜ ⎟′⎝ ⎠ ⎪ =⎩

 

olduğunu yani gerçekten ( )f z ’in ( , , )M A Bα  sınıfına ait olduğunu gösterir. Burada 

ekstremal fonksiyon   

  ( ) (1 ) , 0,( )
( ) , 0,

A B
B

Az

f z z Bz Bf z z
f z ze B

α −⎧′⎛ ⎞ ⎪ + ≠= ⎨⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎪ =⎩

 

dir. 

 

 SONUÇ 10.1: Teorem 10.1’den 

   
1

1 ( ) ( ) 1 , 0,
( )

( )
( ) ( )log , 0,

( )

BB
A BA B

AA

f z f zz B
B z f z

w z
f z f zz B

z f z

α

α

−−
⎧ ⎡ ⎤′⎛ ⎞⎛ ⎞⎪ ⎢ ⎥− ≠⎜ ⎟⎜ ⎟⎪ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎢ ⎥⎣ ⎦= ⎨

⎡ ⎤⎪ ′⎛ ⎞⎛ ⎞⎢ ⎥⎪ =⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎪ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦⎩

 

eşitliği elde edilir. )(zw  fonksiyonunun tanımı göz önüne alınırsa ( ) 1w z <  

olduğundan dolayı 

(10.10)  ( ) ( ) 1 , 0,
( )

BB
A BA Bf z f zz B B

z f z

α
−− ′⎛ ⎞⎛ ⎞ − < ≠⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

(10.11)  ( ) ( )log , 0,
( )

f z f zz A B
z f z

α⎡ ⎤′⎛ ⎞⎛ ⎞ < =⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

 

eşitsizlikleri elde edilir. (10.10) ve (10.11) eşitsizlikleri Marx-Strohhacker 

eşitsizliklerinin genelleştirilmişidir. Bu eşitsizliği , Aα  ve B  parametrelerine özel 

değerler vererek 
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 (i) 1,1,1 −=== BAα  olması durumunda konveks fonksiyonlar için 

   11
)(

1
<−

′ zf
 ve 

2
1)(Re >′ zf  ( 0≠B  hali için) 

eşitsizliklerini elde ederiz ki bu iki eşitsizlik konveks fonksiyonlar için çok iyi 

bilinen Marx-Strohhacker eşitsizlikleridir [10, sayfa 129]. 

 

 (ii) 1,1,0 −=== BAα  olması durumunda yıldızıl fonksiyonlar için 

   11
)(

<−
zf

z  

eşitsizliği bulunur. Bu eşitsizlik 1932 yılında Marx-Strohhacker tarafından ve 1936 

yılında M.S. Robertson tarafından ispatlanmıştır [10, sayfa 128]. 

 

 (iii) 1,1 −== BA  olması durumunda α -konveks fonksiyonlar için  

   ( ) 1 1
( ) ( )
z f z

f z zf z

α
⎛ ⎞

− <⎜ ⎟′⎝ ⎠
 

şeklinde tamamen yeni α -konveks fonksiyonlar için bir eşitsizlik elde edilir. 

 

 (iv) 0,1 == BA  olması durumunda ( 0=B  halinde) α -konveks fonksiyonlar 

için  

   ( ) ( )log 1 1
( )

f z f zz
z f z

α
′⎛ ⎞⎛ ⎞ − <⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

eşitsizliğini buluruz. Bu eşitsizlik de yukarıdaki eşitsizlik gibi yenidir. 

 

 SONUÇ 10.2: ),,()( BAMzf α∈  ve ( )w z  Schwarz lemmasının koşullarını 

sağlamak üzere  

   

1 1

0

1 1 ( )

0

1 (1 ( )) , 0,

( )
1 , 0,

z A B
B

z A w

Bw d B

f z

e d B

α

α α

α
ζ

α α

ζ ζ ζ
α

ζ ζ
α

−
−

−

⎧⎡ ⎤
⎪ + ≠⎢ ⎥
⎪⎣ ⎦= ⎨
⎡ ⎤⎪

≠⎢ ⎥⎪
⎣ ⎦⎩

∫

∫
 

şeklinde yazılabilir. 
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 İPAT: Teorem 10.1 de ),,()( BAMzf α∈  ise  

(10.12)   
( )

( ) (1 ( )) , 0,( )
( ) , 0,

A B
B

Aw z

f z z Bw z Bf z z
f z ze B

α −⎧′⎛ ⎞ ⎪ + ≠= ⎨⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎪ =⎩

 

eşitliğinin geçerli olduğunu biliyoruz. Burada ( )w z  Schwarz lemmasının koşullarını 

gerçekler. (10.12) eşitliğinden hareketle 

   

1
1

1 ( )

(1 ( )) , 0,( )( ( ))
( )

, 0,

A B
B

Aw z

z Bw z Bf zf z z
f z

z e B

α α
α

α α

−⎧
+ ≠′⎛ ⎞ ⎪= ⇒⎨⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎪ =⎩

 

(10.13)  

1 1

1 11 1 ( )

(1 ( )) , 0,( )

( ( )) , 0,

A B
B

Aw z

z Bw z Bf z

f z z e B

α α

α α α

−
−

− −

⎧
+ ≠′ ⎪= ⎨

⎪ =⎩

 

eşitliğini elde ederiz. (10.13) ifadesinden integral alınırsa 

   αα
1

1
1

1
))((,)()(

−−
==′⇒= tzfdtdzzftzf  

   

1 1

1
0

1 1 ( )

0

(1 ( )) , 0,
( ( ))

, 0,

z A B
B

z Aw

Bw d B
f z

e d B

α α

α

ζ
α α

ζ ζ ζ
α

ζ ζ

−
−

−

⎧
+ ≠⎪

⎪= ⎨
⎪ =⎪⎩

∫

∫
    

ifadesi elde edilir. Bu son eşitlik aynı zamanda  

(10.14)  

1 1

0

1 1 ( )

0

1 (1 ( )) , 0,

( )
1 , 0,

z A B
B

z A w

Bw d B

f z

e d B

α

α α

α
ζ

α α

ζ ζ ζ
α

ζ ζ
α

−
−

−

⎧⎡ ⎤
⎪ + ≠⎢ ⎥
⎪⎣ ⎦= ⎨
⎡ ⎤⎪

=⎢ ⎥⎪
⎣ ⎦⎩

∫

∫
 

şeklinde de yazılabilir. 

 

 TEOREM 10.2: ),,()( BAMzf α∈  olsun. Bu durumda ),()( * BASzg ∈  

olmak üzere 

(10.15)  
1

1

0

1( ) ( ( ))
z

f z g d
α

αζ ζ ζ
α

−⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦
∫  

şeklinde bir integral gösterilişine sahiptir. 

 

 İSPAT: (10.14) ifadesi aynı zamanda  
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(10.16)  

1
1

0

1
1 ( )

0

1 ( (1 ( )) ) , 0,

( )
1 ( ) , 0,

z A B
B

z
Aw

Bw d B

f z

e d B

α

α

α

ζ α

ζ ζ ζ ζ
α

ζ ζ ζ
α

−
−

−

⎧⎡ ⎤
⎪ + ≠⎢ ⎥
⎪⎣ ⎦= ⎨
⎡ ⎤⎪

=⎢ ⎥⎪
⎣ ⎦⎩

∫

∫
 

şeklinde yazılabilir. Diğer yandan ),()( * BASzg ∈  ise  bu taktirde )(zg  fonksiyonu  

(10.17)  
( )

(1 ( )) , 0,( )
, 0,

A B
B

Aw z

z Bw z Bg z
ze B

−⎧⎪ + ≠= ⎨
⎪ =⎩

 

şeklinde yazılabileceğini biliyoruz. (10.17) yazılışını (10.16)’da yerine yazarsak 

(10.5) ifadesi elde edilir. 

 

 HAZIRLIK 10.1: ),,( BAM α  sınıfı için distorsiyon teoremini verebilmek 

için hipergeometrik fonksiyonları kullanarak ),,,( rBAK α  ile gösterilen yeni bir 

fonksiyon tanımlayacağız. 0Re >a  ve 0)Re( >− ac  olmak üzere hipergeometrik 

fonksiyon 

(10.18)  

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

−−=

=
+

++
=

∫

∑

−−−−

∞

=

1

0

11

0

)1()1(
)()(

)(

!)(
)()(

)()(
)();,,(

duuzuu
ba

c

k
z

kc
kbka

ba
czcbaG

baca

k

k

ΓΓ
Γ

Γ
ΓΓ

ΓΓ
Γ

 

şeklinde tanımlanır. Diğer yandan (10.14) yazılışında ζζ =)(w  olarak alınacak 

olursa 

(10.19)  

1 1

0
0

1 1

0

1 (1 ) , 0,

( )
1 , 0,

z A B
B

z A

B d B

f z

e d B

α

α α

α
ζ

α α

ζ ζ ζ
α

ζ ζ
α

−
−

−

⎧⎡ ⎤
⎪ + ≠⎢ ⎥
⎪⎣ ⎦= ⎨
⎡ ⎤⎪

=⎢ ⎥⎪
⎣ ⎦⎩

∫

∫
 

şeklinde ifade edilebilir. Şimdi (10.18) ve (10.19) yazılışları orasında bir benzerlik 

kurulacak olursa 
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(10.20)  

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−

−=⇒

−

=
−

=−

+=⇒+=⇒=−−

=⇒−=−

,

,11101

,1111

ααα

α

αα

B
BA

bB
BA

B
BAb

cacac

aa

 

eşitlikleri elde edilir. (10.20) eşitlikleri 

   1 1 1Re( ) Re 0, Re( ) Re 1 Re1 1 0a c a
α α α

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= > − = + − = = >⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

koşullarını gerçekler, dolayısıyla )(0 zf  fonksiyonu hipergeometrik fonksiyonlar 

cinsinden 

(10.21)  

1 1

0
0

1 1

0

1 (1 ) , 0,

( )

1 , 0,

A B
z B

z A

B d B

f z

e d B

α

α α

α
ζ

α α

ζ ζ ζ
α

ζ ζ
α

−

−

−

⎧⎡ ⎤
⎪⎢ ⎥+ ≠⎪⎢ ⎥⎪⎢ ⎥= ⎣ ⎦⎨
⎪
⎡ ⎤⎪ =⎢ ⎥⎪⎣ ⎦⎩

∫

∫

  

şeklinde yazabiliriz. Ayrıca 

(10.22)  uz d zduζ ζ= ⇒ =  

alınması durumunda (10.21) ifadesi  

   

1 1 1

0
0

1 1 1

0

1 ( ) (1 ) , 0,

( )

1 ( ) , 0,

A B
B

A zu

uz Buz zdu B

f z

uz e zdu B

α

α α

α

α α

α

α

−

−

−

⎧⎡ ⎤
⎪⎢ ⎥+ ≠⎪⎢ ⎥⎪⎢ ⎥= ⎣ ⎦⎨
⎪
⎡ ⎤⎪ =⎢ ⎥⎪⎣ ⎦⎩

∫

∫

 

(10.23)  

1 1 1

0
0

1 1 1

0

1 ( ) (1 ) , 0,

( )

1 ( ) , 0,

A B
B

A zu

z u Bzu du B

f z

z u e du B

α

α α

α

α α

α

α

−

−

−

⎧ ⎡ ⎤
⎪ ⎢ ⎥+ ≠⎪ ⎢ ⎥⎪ ⎢ ⎥= ⎣ ⎦⎨
⎪

⎡ ⎤⎪ =⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦⎩

∫

∫

 

haline dönüşür. (10.18), (10.20) ve (10.23) eşitliklerinin birlikte düşünülmesi halinde 
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(10.24)  

1 1 1

0
0

1 1 1

0

1 (1 ) , 0,

( , , , ) ( , , , )

1 , 0,

A B
B

A zu

z u Bzu du B

f A B r K A B z

z u e du B

α

α α

α

α α

α
α α

α

−

−

−

⎧ ⎡ ⎤
⎪ ⎢ ⎥+ ≠⎪ ⎢ ⎥⎪ ⎢ ⎥= = ⎣ ⎦⎨
⎪

⎡ ⎤⎪ =⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦⎩

∫

∫

 

fonksiyonunu elde ederiz. (10.24) yazılışından hareket ederek ve Gamma 

fonksiyonlarının tanımını kullanarak  

(10.25)  
( )

1 11 1
( )

1 1 1 1( ) ( ) 1 1

c
a c a

α α

α α α α

Γ Γ
Γ

Γ Γ Γ Γ Γ Γ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠= = =

− ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

olduğunu (10.24) yazılışında kullanırsak 

(10.26)  1 1

0

1 1

0

1 1( , , , ) , , 1;

1 (1 ) , 0,

1 , 0,

A B
r B

r A

A B
BK A B r r G r

B d B

e d B

α

α

α α

α
ρ

α α

α
α α α

ρ ρ ρ
α

ρ ρ
α

−

−

−

⎧ ⎡ ⎤−⎛ ⎞⎪ ⎢ ⎥⎜ ⎟
⎪ = − + =⎢ ⎥⎜ ⎟
⎪ ⎢ ⎥⎜ ⎟
⎪ ⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
⎪
⎪⎧⎡ ⎤⎨⎪⎢ ⎥+ ≠⎪⎪⎢ ⎥⎪⎪⎢ ⎥⎣ ⎦⎨⎪
⎪⎪ ⎡ ⎤⎪⎪ =⎢ ⎥⎪⎪ ⎣ ⎦⎩⎩

∫

∫

 

ifadesi yazılabilir. 

 

 TEOREM 10.3: ),,()( BAMzf α∈  olsun. Bu taktirde  

(10.27)  ),,,()(),,,( rBAKzfrBAK αα ≤≤−−  

dir. Bu eşitsizlik kesindir. Zira extremal fonksiyon (10.21) eşitliği ile verilen   

   

1 1

0
0

1 1

0

1 (1 ) , 0,

( )

1 , 0,

A B
z B

z A

B d B

f z

e d B

α

α α

α
ζ

α α

ζ ζ ζ
α

ζ ζ
α

−

−

−

⎧⎡ ⎤
⎪⎢ ⎥+ ≠⎪⎢ ⎥⎪⎢ ⎥= ⎣ ⎦⎨
⎪
⎡ ⎤⎪ =⎢ ⎥⎪⎣ ⎦⎩

∫

∫

 

fonksiyonudur. 
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 İSPAT: ),,()( BAMzf α∈  olduğundan Teorem 10.2’den dolayı 

),()( * BASzg ∈  olmak üzere 

(10.28)  
1

1

0

1( ) ( ( ))
z

f z g d
α

αζ ζ ζ
α

−⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦
∫  

şeklinde yazılabilir. Eğer rz =  ve θρζ ie= id e dθζ ρ⇒ =  olarak alır (10.28) 

eşitliğini pozitif reel eksen boyunca integre edersek  

   
1

1

0

1( ) ( ( ))
r

i if z e g e d
α

θ θαρ ρ ρ
α

− −⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦
∫  

(10.29)  
1

1

0

1( ) ( ( ))
r

f z g d
α

αρ ρ ρ
α

−⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦
∫  

eşitliğini elde ederiz. Diğer taraftan ),()( * BASzg ∈  olduğundan  

(10.30)  (1 ) ( ) (1 ) , 0,

( ) , 0,

A B A B
B B

Ar Ar

r Br g z r Br B

re g z re B

− −

−

⎧
⎪ − ≤ ≤ + ≠
⎨
⎪ ≤ ≤ =⎩

 

eşitsizliklerini gerçekler. Dolayısıyla (10.30) ifadesi  

(10.31)  
11

11

( ) (1 ) , 0,

( ) , 0,

A B
B

A

g B B

g e B

α αα

ρ
α αα

ρ ρ ρ

ρ ρ

−⎧
⎪⎪ ≤ + ≠
⎨
⎪

≤ =⎪⎩

 

şeklinde yazılabilir. Diğer taraftan (10.29) eşitliğinden  

(10.32)  
1 1

1

0

1( ( )) ( ( ))
r

f z g dα αρ ρ ρ
α

−= ∫  

yazabiliriz. (10.31) eşitsizliği (10.32) de kullanılırsa 

   
1 1

1

0

1( ) ( )
r

f z g dα αρ ρ ρ
α

−≤ ⇒∫  

   

1
1

1
0

1
1

0

1 (1 ) , 0,
( )

1 , 0,

A B
r B

r A

B d B
f z

e d B

α α

α

ρ
α α

ρ ρ ρ ρ
α

ρ ρ ρ
α

−

−

−

⎧
⎪ + ≠⎪

≤ ⇒⎨
⎪

=⎪
⎩

∫

∫
 



 119

(10.33)  

1 1

0

1 1

0

1 (1 ) , 0,

( )

1 , 0,

A B
r B

r A

B d B

f z

e d B

α

α α

α
ρ

α α

ρ ρ ρ
α

ρ ρ
α

−

−

−

⎧⎡ ⎤
⎪⎢ ⎥+ ≠⎪⎢ ⎥⎪⎢ ⎥≤ ⇒⎣ ⎦⎨
⎪
⎡ ⎤⎪ =⎢ ⎥⎪⎣ ⎦⎩

∫

∫

 

eşitsizliği elde edilir. Bu eşitsizlik (10.26) ifadesi ile karşılaştırılacak olursa 

(10.34)  ),,,()( rBAKrf α≤  

olduğunu buluruz. (10.34) eşitsizliği (10.27) eşitsizliğinin sağ tarafıdır.   

 

 (10.27) eşitsizliğinin sol tarafını ispatlarken aşağıda açıklanan durumları göz 

önüne alırız. ),()( * BASzg ∈  olduğundan orijini φieRzf =)(  noktasına birleştiren 

bir Γ  doğrusunu göz önüne alırız. )(zf  fonksiyonu birim disk D ’de analitik 

olduğundan Γ  doğrusu D  birim diskinde orijini bir φierz =  noktasında birleştiren 

bir Jordan yayının resmidir. Diğer taraftan α
1

))(( zf  tasviri altında bir γ  yayının 

resmi orijinden çıkan ve her birinin uzunluğu 

(10.35)  
1 11

( ) ( ( ))R f z d f z dα αα

γ

ζ= = ∫  

olan bir çok doğru parçası olacaktır. Diğer taraftan )(zf  fonksiyonunun integral 

gösteriliminden 
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olacaktır. Böylece ζρ =  ise 
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ifadesinden hareketle  
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eşitsizlikleri elde edilir. Eğer ru=ρ  alınırsa, hipergeometrik fonksiyon ve 

),,,( rBAK α  fonksiyonunun tanımı altında  

(10.37)  ),,,()( rBAKzf −−≥ α  

eşitsizliğini elde ederiz. (10.34) ve (10.37) eşitsizlikleri bize teoremin ispatını verir. 

 

 TEOREM 10.4: ),,()(
2

BAMzazzf
n

n
n α∈+= ∑

∞

=

 ve nS , nix
n

i
i =∑

=1
 koşulunu 

gerçekleyen, negatif olmayan ),...,,,( 321 nxxxx  n ’lilerinin cümlesi olsun ve her bir 

n ’li için  

   
1

,
n

i
i

x q
=

=∑  

olarak tanımlanmış olsun. Burada ,...3,2,1=n  için ( ( , ) ( 1)( 2)...,qγ α α α α= − −  

( ,0)γ α α= ) 
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dir. Burada toplam )(nS ’deki n ’liler üzerinden alınır ve nc ’ler 
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dir. 

 

 İSPAT: Bu sınıfa ait katsayının eşitsizliğinin gösterilmesinde A.W. Goodman 

tarafından geliştirilen tekniği kullanırız. Buna göre, 
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yazılışındaki kuvvetlerin esas değerleri alınırsa 

(10.39)  )()(* zzHzf =  

şeklinde yazılabilir. Burada  
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dır. Eğer 
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dır. (10.39) ve (10.40) yazılışlarından  
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∞

=
++==

1
1)()(

n

n
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varolduğuna göre burada 
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dir. (10.42) ifadesinden logaritmik türev alırsak 
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elde ederiz. Bu yazılışta )(),(),(),( zHzHzhzh ′′ ’nin kuvvet serileri ile yazılması 

halinde 
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bulunur. 1≥n  sabit sayısı için (10.43) yazılışından 1−nz ’in katsayıları eşitlenerek 



 122

   [ ] 0)(
1

1 =−−∑
∞

=
+−

k
kkn acknk α  

ifadesine ulaşılır. Gerçekten (10.43) ifadesinde her iki taraftan 1−nz ’in katsayılarını 

hesaplayalım. İlk önce sol tarafı bulalım.  
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ifadesinden 1−nz ’li terimin katsayısını bulalım. 
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Şimdi sağ tarafın 
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ifadesinden 1−nz ’li terimin katsayılarını hesaplarsak 
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bulunur. Dolayısıyla 
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veya 

(10.44)  [ ] 0)(
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olarak bulunur. 10 =c  olduğu göz önüne alınırsa buradan )1(,...,2,1 −= nn  

bırakılarak (10.44) bağıntısından 1+na ’i çözersek 

(10.45)  [ ]∑
−

=
+−+ −−−=

1

0
11 )(1 n

k
kknn acknk

n
a α  

bulunur. (10.45) denklemi bir rekürasyon formülü olup bize 1+na ’in daha küçük 

indekslerden hesaplama olanağı verir. Öyle ki 1+na ’in bir dizisini bir tek tavırda 

hesaplama olanağı verir. Böylece bu teoremi ispatlamak için her n  sayısı için  
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eşitliği ile tanımlanan 1+na  katsayılarını gerçekte 
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bağıntısını sağladığını göstermek yeter. Bunun için indüksiyon ile işlem yaparız. Bu 
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(10.46)  ∑ −
=+ !!...!!

...)1,(

321

21
1

21

k

x
n

xx

n xxxx
cccj

a
nαγ

 

vardır. Burada ∑
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=
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i
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1
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bütün negatif olmayan ),...,,( 21 kxxx  k ’lıların üzerinden alınır). 

 Eğer nk <  ise yeterli derecede sıfırlar ilave ederek −k tuplesinden, −n  

tuplesine genişletilebilir. Böylece 
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ifadesinin negatif olmayan sayılar dahilinde çözümü nkki ,...,2,1 ++=  için 0=ix  

verilmelidir ve (10.46) ifadesindeki 
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x
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 faktörünün kapsamı değeri değiştirmez. 

Çünkü bu faktörler nkki ,...,2,1 ++=  için 1’dir. Böylece (10.46) denklemi  
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ile yer değiştirebilir. Burada ∑
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1
 dir ve toplam (10.47) ifadesinin negatif 

olmayan sayısal çözümleri üzerinden alınır. (10.48) bağıntısını  
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ifadesinin sağ R  tarafında kullanırız. Burada  
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elde edilir. Şimdi ),...,,( 21 nyyy , )(nS ’nin içinde herhangi bir sabit −n tuple olsun. 

Öyleki 
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olsun. R ’nin eşitliğinde ny
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21  nin C  katsayısını belirlememiz gerekir. Bu 

katsayı toplamdaki çeşitli terimleri birleştirerek ortaya çıkabilir. Gerçekte bu terimler 
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ifadesinde akn =−  olarak alırsak ve eğer A , 0≠αy ’ı gerçekleyen a ’nın bir 

cümlesi ise buradan 
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bulunur. Bu bağıntının da pay ve paydasına αy  faktörü koymakla 
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elde edilir ki bu da 
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ifadesinin sağ tarafında ihtiyaç duyulan ny
n

yy ccc ...21
21  nin katsayısıdır. Her sabit 

),...,,( 21 nyyy  için münakaşa gerçekliğini koruduğundan  
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ifadesindeki sınırlar kesindir ve 0>α  için  
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olarak tanımlanan fonksiyon için eşitlik elde edilir. 
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