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ONSOZ

Yiiksek Lisans tezi olarak hazirlanan bu ¢aligma tarihge, temel kavramlar ve
cisim genislemeleri boliimlerinden olusmaktadir. Bu ¢aligmanin amaci cisim
genislemeleri teorisini inceleyerek Galois Teorisine bir girig yapmaktir.

Bu calismanin hazirlanmasinda emegi gecen herkese tesekkiirii borg bilirim.
Eksik yanlar1 ve gbzden kagmis olabilecek yanlislar konusunda hocalarimin

hosgoriisiine sigimnirim.

Istanbul, Haziran 2007 Mehmet Fatih UCAR
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OZET

CiSIM GENISLEMELERI

Mehmet Fatih UCAR

Bu ¢alismada amac, Galois Teorisinin temellerini olusturan, cisim genislemeleri
teorisini ayrintil bir sekilde vermek ve Galois Teorisine bir giris yapmaktir. Bu
ama¢ dogrultusunda 1. Boliimde, cisim teorisinin tarihsel gelisiminde
matematikg¢ilerin yaptig1 calismalar ve katkilar: yer almaktadir. I1. Boliimde ise
cisim genislemeleri teorisinde kullamlacak temel kavramlar verilmektedir. III.
Boliimde cisim genislemeleri teorisi, ayrintih bir sekilde ele alinmaktadir. Bu
boliimiin 1. paragrafinda cisim genislemeleri ile ilgili genel bilgiler verilmekte,
2. paragrafta cisim genislemelerinin onemli bir simifim1 olusturan cebirsel
genislemeler incelenmekte, 3. paragrafta Kronecker Teoremi verilmekte, 4.
paragrafta elemanter sayilar teorisinden 6nemli sonu¢larin da katkisiyla, sonlu
cisimler teorisi ele allnmakta, 5. paragrafta parcalanis cisimleri incelenmekte, 6.

ve son paragrafta ise Galois Teorisine giris yapilmaktadir.

Anahtar Kelimeler : Cisim genislemesi, Galois genislemesi,

Cisim izomorfisi
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SUMMARY

FIELD EXTENSIONS

Mehmet Fatih UCAR

The object of this thesis is to give the theory of field extensions which gives the
exposition to Galois Theory. For this purpose, in Chapter I a historical
introduction is given, in Chapter II some fundamental concepts which are
necessary in the teory of field extensions are given. Chapter III which is the last
chapter of the thesis, consists of six paragraphs. In the first paragraph the
generalconcepts about field extensions are given, in the second paragraph the
algebraic extensions are studied, in the third paragraph Kronecker’s Theorem
is proved, in the fourth paragraph the theory of finite fieldes is considered, in
the fifth paragraph the splitting fields are studied and in the last paragraph an

introduction to Galois Theory is given

Keywords Field extension, Galois extension,

Field isomorphism



BOLUM I. TARIHCE

Matematik tarihinde uzun bir siire cebir, polinomlarin kokleri tizerinde
calisma olarak anlasildi. Bu tabii ki, verilen 6zel bir polinomun koklerinin niimerik
hesabindan agik¢a ayirdedilmelidir. Newton metodu, polinomlarin koklerinin
hesaplanmasinda en iyi bilinen yontemdir. Koklerin gercek degerini hesaplama isi,
ikinci derecede dnemli amagti. Cebirin asil amaci, koklerin yapisini anlamakti:
“Kokler katsayilara nasil baglidir?”, “Kokler bir formiille verilebilir mi?” gibi.

Tabii ki, polinomlarin koklerinin varliiyla ilgili olarak da benzer bir soru
s0z konusudur: “Her polinomun bir kokii var m1?”” Burada {istii kapali olarak,
polinomlarin katsayilarinin reel sayilar oldugu anlasilirdi. A. Girard (1595-1632),
herhangi bir ispat yontemi vermeksizin, her polinomun (mutlaka kompleks sayilar
kiimesi olmasi1 gerekmeyen) uygun bir say1 kiimesi i¢inde bir kokiiniin bulundugunu
ifade etti. R. Descartes (1596 —1650), ¢ bir polinomun bir kokii ise x —c nin bu
polinomun bir boleni oldugunu ileri siirdii ve 6zel bir araligin igindeki reel kdklerin
sayisini belirlemek i¢in bir kural verdi. L. Euler (1707 — 1783), her polinomun
kompleks bir kdke sahip oldugunu agikladi. Bu sonug, kendisine hi¢ uygun olmayan
bir isimle, “cebirin esas teoremi” olarak adlandirildi. Euler, bu teoremi derecesi <6
olan polinomlar i¢in ispatladi. J.R. D’Alembert (1717 —1783), J.L. Lagrange
(1736—1813) ve P.S. Laplace (1749 — 1827) ise bunu ispatlamak icin girisimlerde
bulundular. Gauss’un elestirdigi gibi, onlarin ispatlar1 aslinda uygun bir say1
kiimesinde bir kdkiin varligini kabul edip, o kdkiin [J de oldugunu gostermektedir.
Gauss kendisi gesitli ispatlar verdi ki, bunlardan hi¢biri modern standartlarda
tamamen kabul gérmedi. Bununla beraber, Gauss, cebirin esas teoreminin gegerli
sayilan ilk ispatin1 sunmus olmak gibi bir 6neme sahiptir. Kronecker (1823 —1891)
in 1882 yilinda ispatlamis oldugu, herhangi bir polinomun uygun bir “say1”
kiimesinde bir kokiiniin bulunduguna iligkin teorem, su an gecerli olan esas
teoremdir.

Bu teorem, kdklerin varligin1 miimkiin kilar, fakat koklerin yapisi hakkinda
bir agiklama yapamaz.

2. dereceden denklemlerin ¢6ziimii, ¢ok eski uygarliklar zamaninda
bilinmekteydi. 3. ve 4. dereceden polinomlar, Italyan matematikgiler tarafindan

incelendi. Scipione del Ferro (1465—1526), 1515 yilinda x° + ax = b seklindeki 3.
dereceden denklemi koklii ifadelerle ¢c6zmeyi basardi. 1535°te ise Tartaglia

(1499/1500—1557), x° + ax® = b bigimindeki 3. dereceden denklemi ¢dzdii. G.
Cardano (1501 —1576), 3. dereceden genel x* + bx” + cx +d polinomunda x yerine
x—(b/3) koyarak, bu polinomu, i¢inde x*’li terim bulunmayan bir polinoma
doniistiirdii. Boylece, genelligi bozmaksizin, 3. derece denklemini x° + px +¢ =0
seklinde varsayarak, kokler i¢in
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formiiliinii buldu. Bu formiil, her ne kadar Cardano formiilii olarak biliniyorsa da,
aslinda Tartaglia’ya aittir. Tartaglia bu formiilii buldu, gizlilik i¢inde Cardano ile
paylasti, fakat Cardano soziinii tutmayarak, formiilii 1545 yilinda Ars Magna isimli
kitabinda yayinladi. Cardano’yu bu ¢alismada 6zgiin kilan ise, genel 3. derece

denklemini “indirgenemeyen bi¢im” denilen x* + px + ¢ = 0 sekline déniistiirmesi,
3. dereceden bir polimonun en fazla ii¢ farkli kokiiniin bulunabilecegini belirtmesi
ve simetrik polinomlara bir giris yapmis olmasidir.

Cardano’nun kitabi, 1540’ larda 6grencisi L.Ferrari (1522 — 1565) ’nin
buldugu, 4. dereceden polinomlarin kéklerinin bulunmasi ile ilgili bir metod
icermektedir. Bu kitap, cebirin gelisimine biiyiik katki sagladi. Cardano, tasavvur
edilemez gibi goriilen karmasik sayilarla bile islem yapti. Ondan 6nceki
matematikgiler, karmasik sayilara gereksinim duymamuslar, x*=—1 bi¢imindeki
denklemleri basit¢e ¢oziilemez olarak kabul etmislerdi. Bununla beraber,
Cardano’nun formiiliinde, biitlin kokler reel olsa bile, negatif bir sayinin
karekokiintin alinmasi gerekiyordu.

Sonug olarak, 16. yiizyilin ilk yarisinda cebir konusunda 6nemli ilerlemeler
saglandi. 1494 e kadar Fra Luca Pacioli (1445-1514 veya 1517), 3. dereceden bir
polinomun kok isaretleri ile ¢oziilemeyecegini iddia ederken, 1540 larda hem 3.
hem de 4. dereceden denklem, kok isaretleriyle ¢oziildii. Bir sonraki asama ise 5.
dereceden veya daha genel olarak, n. dereceden bir polinomun kokleri i¢in bir
formiil bulmak olacakt.

Derecesi <4 olan denklemlerin baska ¢6ziimleri, daha sonra Descartes,
Walter von Tschirnhaus (1651-1708) ve Euler tarafindan da verilmisti. Ad1 gegen
matematikgiler, 5. dereceden bir polinomun kokleri i¢in bir formiil bulmaya
calistilar, fakat basarili olamadilar. Bunun iizerine matematikgiler, 5. dereceden bir
denklemin kok isaretleriyle ¢oziilebilmesi konusunda siipheye diistiiler.

Lagrange 1770—-1771 de, o zamana dek bilinen biitiin polinom ¢dziimii
yontemlerini irdeledigi “Réflexions sur la résolution algébrique des équations”
isimli uzun ¢aligmasini yayimladi. Amaci, polinom kdklerinin bulunmasi ile ilgili,
bilinen bu yontemlerden genel bir ¢dzliim tiiretmekti. 2., 3. ve 4. dereceden
polinomlar1 inceleyerek, bu yontemleri genel bir prensip altinda toplamay1 basardi.
Bir polinomun kdkleri, rezolvent ad1 verilen bir ¢ bliylikliigii cinsinden ifade
edilmektedir ve ¢ nin kendisi, ayn1 zamanda rezolvent polinomu denilen yardimci bir
polinomun kokiidiir. Verilen polinomun derecesi 7 ise, rezolvent polinomun x" ye
gore derecesi (n—1)! dir. O halde » <4 icin yardimci denklemin derecesi, verilen
polinomun derecesinden daha kiictiktiir ve bu denklem, tiimevarimla cebirsel olarak
coziilebilir. Fakat n > 5 i¢in yardimci denklemi ¢6zmek, asil denklemi ¢6zmekten
daha kolay degildir.

Rezolvent, koklerin bir fonksiyonu olup, bu koklerin uygun permiitasyonlari
ile sabit kalir. Ornegin derece 4 ise, 7,7, + 1,7, fonksiyonu 7,7, ve 7,7, kokleri,
aralarinda yer degistirdigi takdirde degismez. Lagrange boylece, uygun bir sdyleyis
ve gosterim kullanmaksizin, koklerin permiitasyonlart ile ugrasmis, bugtinkii dille,
n. dereceden simetrik grupta calismistir.



Lagrange, n < 4 durumlarinda rezolvent polinomunun, 7 ler verilen
polinomun kékleri, & ise x" —1in bir kokii olmak iizere, 7, + a7, +---+a"'r,

seklinde olacagini belirtti. Bu sekildeki bir rezolvent, n=5 i¢in gegerli degildi, fakat
farkli bicimdeki ifadeler rezolvent olabilirdi. Lagrange, ne tiir ifadelerin rezolvent
olabilecegi konusunda ¢alismalar yapti.

1799 da P.Ruffini (1765 — 1822), 5. dereceden genel denklemin cebirsel
olarak ¢ozlimiiniin miimkiin olmadigina iliskin, ¢ok tartismaya yol agan bir ispat
one siirdi. 1826 yilinda Abel, bu imkansizlik teoreminin ilk tam ispatin1 verdi. Bu
ispat, iki kisimdan olusmaktadir. {1k kisimda, rezolventlerin genel yapisinin 3. ve 4.
derece i¢in Lagrange’in 6nerdigi bicimde olmasi gerektigi, ikinci kisimda ise, 5.
dereceden bir polinomun bir kdke sahip olamayacagi gosterilmektedir. Ayrica,
ispatsiz olarak, derecenin 5 ten biiyiik olmasi durumunda genel denklemin cebirsel
olarak ¢ozlilemeyecegi eklenmistir. Abel, hangi 6zel denklemlerin kok isaretleriyle
coziilebilecegini de arastirdi. Bugiinkii dille, bir denklemin kok isaretleriyle
coziilebilmesi i¢in bu denklemin Galois grubunun komiitatif olmas1 gerektigini
ifade eden bir teorem ispatladi. Bu yilizdendir ki, komiitatif gruplar ayn1 zamanda
“abel grubu” olarak da anilmaktadir.

Abel son olarak, genel denklemin kok isaretleriyle ¢oziilemeyecegini
ispatladi. “Genel polinom”, katsayilar1 bagimsiz degiskenler olan, yani
bilinmeyenler olan polinomdur. Abel’in teoremi, katsayilar1 karmasik sayilar olan
polinomlar i¢in birsey ifade etmemektedir. Fakat, derecesi 5 veya 5 ten biiyiik olan,
sabit katsayil1 bazi polinom denklemleri, kok isaretleriyle ¢oziilebilmektedir. Bir
denklemin kok isaretleriyle ¢oziilebilmesi i¢in gerekli kriter nedir? Bu sorunun
yanit1, Fransiz matematik¢i Evariste Galois (1811 — 1832) tarafindan verildi. Galois
ile birlikte cebirin esas konusu, artik polinom denklemleri oldu. Galois, cebirsel
yapilarin (gruplar, halkalar, vektor uzaylari, cisimler, vb) arastirilmasi anlamina
gelen modern cebirin baglangicina damgasini vurmus oldu.

Galois, kisa ve dramatik bir yasam siirdii. Makale yayimlamaya lise 6grencisi
iken bagladi (1828). Olagantistii bir yetenege sahipti. “Ecole Plytéchnique” e girmek
istiyordu, fakat iki defa girdigi giris sinavlarin1 kazanamadi. Daha sonra sdyledigine
gore, basarisizliginin nedeni, sorular1 ¢cok basit olmasi nedeniyle cevaplamamasiyda.
Daha sonra “Ecole Normale” e girdi (1829), fakat oradan da 6grenci gazetesinde
yayimlanan bir yazi yiiziinden atildi. Ad1 gitgide kotiiye ¢ikmisti. Bir taraftan
matematik dersleri vererek hayatin1 kazanmaya calisan Galois, bir taraftan da
siyasete bulagmisti. 1830 Devrimi'ne Cumbhuriyetgi olarak katildi. Siyasi nedenlerle
de iki kez hapse girip ¢ikan Galois, gizemli bir diiello sonucu 61dii.

Galois, Fransiz Akademisi’ne bir¢ok makale gondermis, fakat bu makaleler,
anlasilamaz bulunarak geri ¢evrilmisti. Galois isminin tiim diinyada duyulmaya
baslamas1 ve onun gelmis ge¢gmis en iyl matematikc¢ilerden biri oldugunun
anlasilmasi, J.Liouvelle (1809 — 1882) in 1846 da Galois’nin yasam Oykiislinii
yayimlamasi ile gerceklesti.

Galois, her bir rezolvent denklemini, verilen polinomun katsayilarinin ait
oldugu cisim ile koklerinin ait oldugu cisim arasinda yer alan bir ara cisim ile
iliskilendirdi. Galois’nin dahiyane fikri, verilen polinom ve ara cisimler ile bir dizi



grubu iligkilendirmek ve cisimler hakkindaki bilgileri, gruplar teorisindeki ifadelere
cevirmekti. Boylece gruplar teorisi, Galois tarafindan insa edilmis oldu. Galois, bir
polinom denkleminin kok isaretleriyle ¢oziilebilmesi i¢in gerek ve yeter kosulun,
grup serisinde her grubun normal ve bir sonraki grup i¢inde asal indeksli olmasi
oldugunu ispat etti.

Galois’nin verdigi kriter, bir polinomun kdok isaretleriyle ¢oziiliip
coziilemeyecegini anlamak icin efektif bir yol degildir. O zamanki diger
matematikgciler, varolan ¢oziilebilirligin, verilen denklemin katsayilarinin
incelenmesi ya da bu denklemle ilgili daha diisiik dereceli denklemlerin ¢6ziilmesi
gibi daha somut yollarla ger¢eklesmesini umuyorlardi. Galois bir yazisinda: “Bana
kok isaretleriyle ¢oziiliip ¢oziilmeyecegini merak ettiginiz bir polinom denklemi
verirseniz ben size sadece cevabi veririm, bunun ¢ok da pratik olmayan ispatini
herhangi bir sekilde sizinle ya da bir baskasiyla paylagmak istemem” agiklamasini
yapmisti. Galois’nin basardig1 ve ¢agdaslarinin kiymetini bilmeyi basaramadigi sey,
grup ve cisim yapilari arasindaki biiytileyici paralelliktir.

Galois’nin ¢alismalari, onceleri say1 ve sekil bilimi olan cebir ve matematikte
onemli bir degisime yol agti. Gauss ve Galois’dan itibaren matematik artik yapilar
bilimi olmustu. Galois teorisi, matematik tarihinde cisim ve grup gibi iki farkl
yapiy1 karsilagtiran ilk teoridir. Bu gelismeye ayak uydurmak kolay degildi.
Galois’dan sonraki matematikgiler bile Galois teorisini, denklemler teorisinde belli
sorular1 yanitlamakta bir arag olarak kullandilar. Galois teorisi ve uygulamalari
hakkinda ilk kitab1 Heinrich Weber (1842 — 1913) yazdi. Weber, cebirle ilgili {inlii
kitabinda (1894) bir bdliimii bu teoriye, bir bdliimii de ilgili uygulamalarina
ayirmisti.

Galois teorisine deginen ilk yazar ise E.Betti (1823 — 1892) dir. Betti,
Galois’nin ¢izgisini takip ettigi “Sulla risoluzione delle equazioni algebriche” isimli
bir makale yayimladi (1852) ki, bu makale orijinal bir agiklamadan ¢ok, bir yorum
niteligi tasimaktaydi. Bu teori hakkinda diger bir yorum da J.A.Serret (1819 — 1885)
tarafindan yapildi.

Camile Jordan (1838 — 1922), Galois teorisine, Galois’nin ¢izgisini
izlemeksizin yorum getiren ilk kisi oldu. Jordan ile birlikte 6nem, polinomlardan
gruplara ge¢misti. Jordan, bir¢cok 6nemli ve 6zgiin katk: yapti: asal polinomlar ile
tranzitif gruplar arasindaki iliskiyi agikladi, tranzitif gruplar teorisini gelistirdi,
boliim gruplarini yardime1 denklemin grubu olarak tanimladi, ¢oziilebilir bir grubun
herhangi iki kompozisyon serisindeki boliim gruplarinin birbirine izomorf oldugunu
ispatladi. Grup kavrami belli basli ugras haline gelse de, polinom denklemlerinin
¢Oziimii hala en biiytik ilgiye sahipti.

Ayni donemde, iki Alman matematikci, L. Kronecker (1823 — 1891) ve R.
Dedekind (1831 — 1916), cisim teorisine ¢ok dnemli katkilar yaptilar.

Dedekind, Galois teorisi ile ilgili dersler vermekteydi. Goriinen odur ki,
Galois grubunun bir permiitasyon grubundan ¢ok, bir cismin otomorfi grubu olarak
gorlilmesi gerektigini ilk farkeden, Dedekind’tir. Dedekind aslinda, “permiitasyon”
terimini bugiin kullandigimiz cisim otomorfisinin yerine kullanmaktadir. Buradan
Dedekind’in Galois teorisini, ¢ok dogru olarak, polinomlara iliskin bir teori olarak



degil, cisimlere iliskin bir teori olarak algiladig1 anlagilmaktadir. Dedekind, taban
cismi lizerindeki bir genisleme cisminin elemanlarinin bagimliligi/bagimsizlig
kavramini ortaya cikardi.

Kronecker, “katma” kavramini ayrintili olarak inceledi; bir cisme cebirsel
elemanlar gibi, transandant elemanlarin da katilmasinin miimkiin oldugunu 6ne
stirdii ve her polinomun uygun bir genisleme cisminde lineer ¢arpanlara
ayrilabilecegine iliskin, onemli bir teorem ispatladi.

Weber, Kronecker ve Dedekind’in fikirlerini ileri gotiirdii. Onun katkis,
konu hakkindaki ilk modern yaklasim olarak, sadece [] ile sinirli kalmiyor, keyfi

bir cismi de kapsiyordu. Weber, teorinin cisim genislemeleri ve bu genislemelerin
otomorfi gruplari ile ilgili oldugunu acik olarak belirtiyordu. Weber, caligsmalari ile
bulundugu ¢agin biraz dtesinde idi; o zamanki birgok matematik¢i, onun
yaklagimlarini ¢ok soyut ve zorlayici buluyordu.

Daha sonra Emil Artin (1898 — 1962) geldi ve lineer cebir ve cisim teorisi
tekniklerini birlestirdi. Genislemeler bazen cisimler, bazen de vektor uzaylari olarak
gbzonline alinirlar. Artin, cisim otomorfilerini inceledi, bir genislemenin
derecesinin o genislemenin otomorfi grubunun mertebesine esit oldugunu ispatladi,
Galois genislemesi kavramini ortaya att1 ve rezolventin roliinii ortadan kaldirdu.
Artin daha sonra, ara cisimler ile otomorfi grubunun alt gruplar1 arasinda iliski
kurdu. Biitiin hesaplamalar, teoriden ¢ikarildi. Onceleri bir yazar, bir pargalanis
cismini olusturmak i¢in adim-adim rezolvent katilimina sayfalar harcarken, Artin
sadece “E, f{x) in bir par¢alanig cismi olsun” diye yaziyordu. Artin ile, Galois
teorisi, gecmisle olan biitlin baglantisin1 koparmusti.



BOLUM II. TEMEL KAVRAMLAR

Tanim 2.1. 4 ve B gibi iki kiime verilmis olsun. Eger 4 nin her a elemanina
belirli bir kurala gore B nin bir b elemani karsilik getirilirse 4 kiimesini B kiimesi
icine resmeden bir tasvir tanmimlanmistir denir. b elemanina a elemaninin bu
tasvirdeki resmi (goriintiisti), a ya da b nin ayni tasvirdeki bir orijinali denir. B nin
her elemaninin 4 da en az bir orijinali varsa, yani B nin her elemani, verilen tasvirde
bir resim ise bu tasvire 4 nin B iizerine bir tasviri denir. B nin verilen tasvirde
resim olan her elemaninin 4 da bir tek orijinali varsa bu tasvire 4 nin B igine (1-1)
bir tasviri denir. 4 nin B i¢ine bir tasvirinde B nin her elemant bir resim ise ve bu
elemanlardan her birinin A da bir tek orijinali varsa bu tasvire 4 nin B iizerine (1-1)
bir tasviri denir. Bir 4 kiimesini bir B kiimesi i¢ine resmeden bir ftasviri s6z
konusu oldugu zaman

E
f:A—>B veya A—>B

a—>b=f(a) a—>b=f(a)
yazilir.

Tanmim 2.2. Bir 4 kiimesinin her a elemanina kendisini tekabiil ettiren tasvire
A min kendi iizerine idantik tasviri denir ve bu tasvir, /, ile gosterilir.

Tamm 2.3. Bir 4 kiimesini bir B kiimesi i¢ine resmeden bir f tasviri ile B yi
bir C kiimesi i¢ine resmeden bir g tasviri verilmis olsun. 4 nin her a elemanina C
nin g(f{a)) elemanini tekabiil ettiren 4 tasvirine f've g tasvirlerinin bileskesi( veya
kompozisyonu) denir ve bu tasvir, genellikle ~2=gfile gosterilir.

45 B 5 ¢ hid— C
a—> f(a)—> g(f(a)) a— g(f(a))

Tanim 2.4. Bir 4 kiimesi ile ondan farkli olmas1 gerekmeyen bir B kiimesi
gozontine alalim. 4, < A olmak lizere, 4, i B igine resmeden bir f, tasviri verilmis

olsun. 4 y1 B i¢ine resmeden ve her a € 4, i¢in f(a)= f,(a) kosulunu gercekleyen
(vani 4, kiimesi iizerinde f, ile ayn1 etkiyi yapan) bir f'tasvirine f, tasvirinin A ya
bir uzatilmisi veya genisletilmisi denir.

Tamm 2.5. Bir 4 kiimesi ile ondan farkli olmas1 gerekmeyen bir B kiimesi
gozoniine alalim. 4 y1 B i¢ine resmeden bir ftasviri ile 4 nin herhangi bir 4, alt

kiimesi verilmis olsun. 4, i B i¢ine resmeden ve her a € 4, i¢in f,(a)= f(a)
kosulunu gercekleyen f, tasvirine ftasvirinin A, e kisitlanmisi veya daraltilmist

denir ve f, = f, yazilir.

Tamm 2.6. Bir 4 kiimesini bir B kiimesi tizerine (1-1) olarak resmeden bir f
tasviri verilmis olsun. Her b € B ye tek tiirlii belirli oldugunu bildigimiz a € 4
orijinalini tekabiil ettirelim. BOylece elde edilen tasvir, asikar olarak B yi 4 lizerine

(1-1) olarak resmeder ki, buna f tasvirinin tersi denir ve bu tasvir, /' ile gdsterilir.



Teorem 2.7 [', S.23, Theorem 3.11]. f:A— B, g:B — C iki tasvir ve
gf : A— C bu tasvirlerin bileskesi olsun. Bu takdirde

(1) fve g lizerine ise gf de iizerinedir,
(2) fveg(1-1)ise gfde (1-1) dir.

Teorem 2.8 [', S.26, Theorem 3.17]. (1) f: A— B tasviri, iizerine (1-1)
olsun. Bu takdirde f~':B — A tasviri de iizerine (1-1) dir.

(2) Bir f: 4 — B tasviri verildigine gore, gf =1,, fg =1, olacak sekilde
bir g: B — A tasviri varsa fiizerine (1-1) dir (g, f nin tersidir).

Tamim 2.9. Herhangi bir M kiimesi verildigine gore, M x M yi M igine
resmeden bir tasvir varsa, yani a,b € M olmak tizere, her sirali (a,b) ¢iftine
tamamen belirli bir ¢ € M tekabiil ettirilebiliyorsa M de bir ikili islem
tammlannustir denir. Bir ikili islem, genellikle "o" isaretiyle gosterilir ve bu islem
sonucunda (a,b) den elde edilen eleman ¢ olduguna gore, ¢ =acob yazilir.

Tanim 2.10. i¢inde en az bir tane ikili islem tanimlanmis bir kiimeye bir
cebirsel yapi denir. Ornegin bir M kiimesinde "o" gibi bir ikili islem tanimlanmus ise
bu cebirsel yapiyr < M ,o> seklinde gosterecegiz. Icinde bir tane ikili islem
tanimlanmis bir cebirsel yapiya tek islemli bir cebirsel yapi denir. i¢inde iki tane
ikili iglem tanimlanmus bir cebirsel yapiya iki islemli bir cebirsel yapi denir; verilen
kiime M ve i¢inde tanimlanmuis olan islemler "o" ve "+" ise s6z konusu cebirsel
yapi, < M ;o,*> seklinde gosterilir.

Tamim 2.11. Bir G kiimesinde agagidaki kosullara uyan bir "o"
tanimlanmis ise G ye "o" islemine gére bir grup denir:

(1) Her a,be G i¢in acb e G dir.

(2) Her a,b,c € G icin (acb)oc=aco(boc) dir.

(3) Her a € G igin eoa = a olacak sekilde en az bir e € G vardir.

ikili islemi

(4) Her a € G ye karsilik, a oa = e olacak sekilde en az bir " € G vardur.
Bu grup, < G,o > ile gosterilir. "o" islemi komiitatif ise bu G grubuna komdiitatif bir
grup veya abel grubu denir.

Tanmim 2.12. iki islemli bir H cebirsel yapis1, “+” isaretiyle gdsterecegimiz ve

[

toplama adin1 verecegimiz birinci igleme gore bir abel grubu, “.” isaretiyle
gosterecegimiz (veya elemanlar1 yan yana yazacagimiz) ve ¢arpma adini
verecegimiz ikinci isleme gore de bir yar1 grup ise ve bundan baska, carpma islemi
toplama iglemine gore iki yanh distribiitif ise (yani her a,b,c € H igliisii igin
a(b+c)=a-b+a-c ve (b+c)a=b-a+c-a ise) H ya bir halka denir ve bu halka
< H;+,-> ile gosterilir. < H,+> grubunun 0,, nétr elemanina H halkasinin sifirt
denir. Ozellikle H nin “.” islemine gore de 1,, gibi bir ndtr elemani varsa buna H

halkasimin birimi denir ve bu durumda halkaya birimli bir halka denir.

Tanim 2.13. Komiitatif bir < H;+,-> halkasinda a#0,,,b#0,, ve

a-b =0, olacak sekilde a, b elemanlar1 varsa a ve b ye H min birer sifir-béleni, (a,b)



ciftine H min bir sifir-bolen ¢ifti ve H ya da bir sifir-bolenli halka denir. Higbir sifir-
boleni bulunmayan bir halkaya da sifir-bolensiz halka denir.

Tanim 2.14. Bir < K;+,-> halkasinda K —{OK} alt kiimesi, “.” islemine
gore bir grup olusturuyorsa bu halkaya bir cisim denir. Bir < K;+,-> cismi
verildigine gore, < K — {0 X } ,-> grubunu kisaca K ile gosterecegiz. Bir halka
(cisim) i¢inde tanimlanmig olan ¢arpma islemi komiitatif ise o halkaya (cisme) bir

komiitatif halka (komiitatif cisim) denir. Komiitatif, birimli ve sifir bolensiz bir
halkaya bir tamlik bélgesi denir.

Tanim 2.15. Bir C cebirsel yapisi verilmis olsun. C nin bir C' = alt
kiimesi, C deki ikili islem veya islemlere gore kendi basina C ile ayn tiirden bir
cebirsel yapi olusturuyorsa C' ye C nin bir alt cebirsel yapis: denir. Ornegin C bir
grup, halka, cisim, tamlik bolgesi ise C' ye sirasiyla C nin bir alt grubu, alt halkast,

alt cismi diyecegiz ve kisaca C' < C, C' < C, C' c C yazacagiz.
a.g. a.h. a.c.

Teorem 2.16 (Alt Grup Kriteri) [°, S.18, Teorem 1.2.2]. Bir G grubunun

bos olmayan bir A alt kiimesinin, G nin bir alt grubu olabilmesi i¢in gerek ve yeter
kosullar sunlardir:
(1) Her a,be H i¢in a-be H ,

@Q)HeraeH i¢ina ' e H .

Teorem 2.17 (Alt Halka Kriteri) [, S.124, Teorem 2.2.1]. Bir < H;+,->

halkasinda bos olmayan bir A" alt kiimesinin bir alt halka olabilmesi igin gerek ve
yeter kosullar sunlardir:

(1) Her a,be H' i¢in a—be H',

(2)Her a,be H' i¢in a-be H'.

Tamm 2.18. Bir M = {a,b,c,...} kiimesinde asagidaki 6zelikleri

gercekleyen, "[ " isaretiyle gosterecegimiz bir ikili bagint1 tanimlanmis olsun:
(1) alU a (refleksiflik veya yansima 6zeligi)
(2) al b= bl a (simetri 6zeligi)
() all b, b1l c = all ¢ (transitiflik veya gegisme 6zeligi).
Bu sekilde tanimlanan "[1 " bagintisina M de bir denklik (esdegerlik)
bagintist denir ve a [l b, “a, b ye denktir” seklinde okunur.

Tanim 2.19. Bir M kiimesi, ikiser ikiser ayrik bir takim alt kiimelerinin
birlesimi olarak gosterilebilirse M, verilen alt kiimeler yardimiyla siniflara
ayrilmigtir denir ve o alt kiimelere de bu ayrilistaki siniflar ad1 verilir. M nin s6z
konusu siniflara ayrilisi, N bu ayrilistaki siniflardan herhangi biri olmak {izere,

|
M = UN seklinde gosterilir. N' ve N", bu siniflardan herhangi ikisi ise ya

N'=N" diir veya N'# N" olup, siiflara ayriligin tanimi geregince N'N\N" =
tur.



Teorem 2.20 [*, S.28, Teorem 1.3.8]. Bir M kiimesinde tanimlanmis her

denklik bagintisi, M nin bir siniflara ayrilisimi belirtir; karsit olarak, M nin her
siiflara ayrilisi, M de bir denklik bagintist belirtir.

Tamm 2.21. Bir C cebirsel yapisinda bir "[1 " denklik bagintis1 verilmis
olsun. Eger C de tanimlanmis herhangi bir "o" ikili islemi i¢in
a'la, b0b=a ob'0ach

HOH

kosulu gercekleniyorsa "[1" denklik bagintist,
denir.

islemi ile uygunluk halindedir

Teorem 2.22 [*, S.212, Teorem 3.4.8]. Bir C cebirsel yapisinin herhangi bir
siniflara ayrilis1 verilmis olsun ve bu ayrilisin belirttigi "[] " denklik bagintisini
g06zoniine alalim. C smiflar kiimesinin @,b ,... elemanlar arasinda, C deki bir "o"
islemine paralel bir islemin

aob=aoh
seklinde tanimlanabilmesi icin gerek ve yeter kosul, "[1 " denklik bagintisinin
islemi ile uygunluk halinde olmasidir.

"O n

Tamm 2.23. Bir C cebirsel yapisinin herhangi bir siniflara ayrilisi verilmis
olsun. Bu simiflara ayrilisin belirttigi denklik bagintisi, C deki her islemle uygunluk

halinde ise C siiflar kiimesinde C deki islemlerin herbirine paralel birer islem,
yukaridaki gibi tamimlanabilir. Eger C, bu islemlere gore C ile aym tiirden bir
cebirsel yapi olusturuyorsa C ye C nin bir boliim yapisi denir. Ornegin C bir grup
veya halka ise C ye strastyla C nin bir bolim grubu veya béliim halkas: denir.

Tamm 2.24. Bir C cebirsel yapisinda tanimlanmis olan bir "[1 " denklik
bagintisi, C deki her islemle uygunluk halinde ise "[1 " bagintisina bir kongriians
bagintist denir.

Tanmim 2.25. C ve C' gibi, her ikisi de tek veya her ikisi de ¢ift iglemli iki
cebirsel yap1 verilmis olsun. Eger C'yi C’ igine resmeden ve islemlerin sonuglarini
koruyan bir ¢ tasviri varsa C cebirsel yapist @ tasviri ile C' ye homomorf olarak

4
resmedilmistir veya kisaca C, C' ye homomorftur denir ve C [1 C' veya C[1 C’
yazilir. Bu durumda ¢ ye Cyi C' ye resmeden bir homomorfi, C'ye de C nin bir

homomorf resmi denir. ¢ homomorfisi, tistelik tizerine ve (1-1) ise C, C' ye

izomorftur denir ve C = C' veya C gC’ yazilir; @ ye Cyi C' ye resmeden bir
izomorfi, C'ye de C nin bir izomorf resmi denir. Bir C cebirsel yapisinin kendi
lizerine bir izomorfisine C nin bir otomorfisi denir. I idantik tasviri, asikar olarak
C nin bir otomorfisidir ki, buna C nin idantik otomorfisi denir.

Su halde ¢, bir < C,o> cebirsel yapisini bir < C’,* > cebirsel yapisina
resmeden bir homomorfi ise



p:C—>C
a— ¢(a)
b — ¢(b)
_ p(aob) = g(a)* (D)
dir. Iki islemli cebirsel yapilarda her iki islemin birden korunmasi gerekir, yani ¢,
bir < C;+,-> cebirsel yapisini bir < C';@®,[1 > cebirsel yapisina resmeden bir
homomorfi ise her a,b € C i¢in

p(a+b)=@(a)® p(b),

p(a-b)=p(a)l] p(b)
dir.

Tanim 2.26. a, bir < G,- > grubunun herhangi bir elemani, » de herhangi bir
tam say1 olmak iizere, a" (a nin n. kuvveti) su sekilde tanimlanir:
a (n=11g¢in)
M n>01ise a"=<g-q---a (122 icin),

@2)n=01sea" =1,

a”' =a ninG deki tersi (n' =1 igin)
B)n<0ve n=—n"(n">0) ise a" = , p
a’ =(a_1) (n'>2 igin).

Lemma 2.27 (Kuvvetlerin Temel Ozelikleri) ([4, S.IO]) .

M (@) "' =a

Q) (a-b)y'=b"a"'

Genellestirme. (a,-a,--a,) " =a, " ~-a,” -a”" (k=2).

@) a"-a"=a""(m,nell)

Genellestirme. a™ -a™ ---a™ =a™"™"™""" (k> 2; m;,m,,...,m, €[J).
@ (@a")'=a" (mnell)

(5) a-b=b-a iseher nell igin (a-b)" =a"-b" dir.

Tanim 2.28. a, bir < G,+ > abel grubunun herhangi bir elemani, n de
herhangi bir tam say1 olmak iizere, na (a nin n katr) s6yle tanimlanir:
a (n=1ig¢in)
(1) n>01ise na=3g+a+..+a (n>2 igin),
—
2) n=0 ise na=0_,,
—a =a nin G deki z1dd1 (n" =1 igin)

(3) n=—n' (n' > O) ise na = { (—n')a _ l’l'(—a) (71' >0 1(}11'1)



Lemma 2.29 (Katlarin Temel Ozelikleri).
(1) —(-a)=a
(2) —(a+b)=(=b)+(=a) = (-a) + (D)
Genellestirme. —(a,+a,+---+a,)=(-a,)+--+(-a,)+(-q,)
=(—a)+(-a,)++(-a,) (k=2).
3) ma+na=(m+n)a (mnell)
Genellestirme. ma+m,a+---+ma=(m +m,+---+m,)a
(k=2; m,m,,...m, €ll)
4) n(ma)=(nm)a (m,nell)
(5) <G,+ > komiitatif oldugundan her a,b € G ¢iftiigin a+b=>b+a dir. Su
halde her a,b € G ve her nell icin n(a+b)=na+nb dir.

Tanmim 2.30. G bir grup ve M, G nin bos olmayan herhangi bir alt kiimesi
olsun. G nin M yi kapsayan biitiin alt gruplarinin arakesitine (ki, bu arakesit te G nin
bir alt grubudur) G nin M tarafindan dogurulan alt grubu, M nin elemanlarina da bu
alt grubun doguraylar: denir ve s6z konusu alt grup, G(M) ile gosterilir.

GM)= () H.
MCH;: .G

M = {a} ise G(M), yani G({a} ) yerine kisaca G(a) yazilir.

Eger M nin dogurdugu alt grup, G ile ¢akisiyorsa, yani G(M)=G ise M nin
elemanlarina G nin doguraylari adu verilir ve G grubu, M nin elemanlari tarafindan
dogurulmugstur denir. Ozellikle M kiimesi sonlu ve G(M)=G ise G grubuna sonlu
dogurayl bir grup denir.

Tamm 2.31. Bir tek eleman tarafindan dogurulan bir gruba bir devresel grup
denir. Buna gore, bir a elemani tarafindan dogurulan, sonlu bir G devresel grubu

G= {IG,a,az,...,a’H} (a" = IG)

seklindedir ki, bu grubu kisaca < a > ile gosterecegiz.

Tamm 2.32. G sonlu bir grup ve a € G olduguna gdre, a nin G iginde
dogurdugu devresel grubun mertebesine, bagka bir deyisle, a’ =1, kosuluna uyan

t €[l lerin en kii¢tigline a elemaninin (G grubundaki) mertebesi denir ki, bu
mertebeyi |a| ile gosterecegiz.

Tamm 2.33. a ve b, bir < G,- > grubunun
|a|:n22, b|:2, b-a=a'-b
kosullarina uyan iki eleman1 olmak tizere,
G={d"-b'|k=0,1,..n-1;1=0,1
ise G ye bir “dihedral grup” denir.

Teorem 2.34 [', S.109, Theorem 11.8]. G bir devresel grup ve H < G olsun.
a.g.
Bu takdirde H da bir devresel gruptur. Daha acik bir sekilde ifade etmek gerekirse:



G =<a > olsun. Bu takdirde, H ={1;} ise H =<1,> dir; H #{1,} iset,

{n ell ‘a” eH } kiimesinin en kiigiik eleman1 olmak tizere, H =<a' > dir.

Tamm 2.35. G bir grup, H da G nin herhangi bir alt grubu olsun. a,b € G
olduguna gére, a”'-be H ise a Ub(H), a -b™' € H ise all b(H) yazacagiz. Bu
SO sag

sekilde tanimlanan " Dl" ve "[1" bagintilar1, G de birer esdegerlik bagintisidir.

SO sag

Ayrica a le (H)(alUb(H))ise a, bye H alt grubuna gore soldan (sagdan)
SO sag
esdegerdir denir. G nin H alt grubuna gore " D1" ("U ") esdegerlik bagintisinin G de
S0 sag

belirttigi simiflara G nin H alt grubuna gore sol (sag) kalan siniflar: veya H min G
icindeki sol (sag) kalan siniflar: denir.

Teorem 2.36 [, S.61, Teorem 1.6.5]. G nin H ya gore bir sol (sag) kalan

sinifi, a bu sinifin herhangi bir eleman1 olmak {iizere, bir aH = {a . h| heH }

(Ha = {h . a| he H}) alt kiimesi ile cakisir.

Teorem 2.37 (Lagrange Teoremi) [*, S.63, Teorem 1.6.11]. Sonlu bir G

grubunda her H alt grubunun mertebesi, G nin mertebesini bdler, yani |G| =N ve

|H|=n 1se n|N dir.

Tamm 2.38. G bir grup, H da G nin bir alt grubu olsun. Eger her a € G i¢in
aH = Ha ise H ya G nin bir normal alt grubu denir ve H < G yazilir.

Teorem 2.39 [°, S.78, Teorem 1.8.13]. Bir G grubunun bir A normal alt
grubuna gore " D1" ve "l " esdegerlik bagintilari, birbiriyle cakisir ve G de bir
S0 sag

kongriians bagintis1 olur.

Teorem 2.40 [, S.79, Teorem 1.8.14]. G bir grup ve H < G ise yukariki

Teoremdeki kongriians bagintisinin G de belirttigi kalan siniflar1 arasinda,
aH o bH = (a-b)H seklinde bir "o" islemi tanimlanabilir ve s6z konusu kalan

n.n

smiflarindan olusan G kiimesi, "o" islemine gore bir gruptur.

Tamm 2.41. < G,o > grubuna G nin H normal alt grubuna gére béliim
grubu denir ve bu grup, G/ H ile gosterilir.

Tanim 2.42. 4 ve B, bir < G,-> grubunun bos olmayan iki alt kiimesi olsun.
a € A, b € B olmak tizere, miimkiin olan biitiin a-b ¢arpimlarini olusturalim. Bu

carpimlar i¢inde birbirine esit olanlar varsa, onlardan birer tane alinarak elde edilen
kiimeye A ve B kiimelerinin (bu siradaki) ¢arpimi denir ve bu ¢carpim A4- B ile
gosterilir.



Teorem 2.43 [, S.80, Not 1.8.16]. Yukarida tanimlanan aH o bH , ayni
zamanda aH ve bH kiimelerinin ¢carpimina esittir, yani aH o bH =aH -bH dir.

Tanmim 2.44. ¢ : G — G, bir grup homomorfisi olsun.
{p(a)eG lacG}={beG |b=0p(a) (acC)]

kiimesine, yani G nin elemanlarinin ¢ deki biitiin goriintiilerinin kiimesine G nin ¢
tasvirindeki gortintiisii denir ve bu kiime, Im¢ veya ¢(G) ile gosterilir.

Teorem 2.45 [, S.102, Teorem 1.10.1] . < G,- > bir grup, G’ tek islemli bir
cebirsel yap1 ve G', G nin bir ¢ homomorfisindeki resmi olsun. Bu takdirde Im ¢,
G' deki ikili isleme gore bir gruptur ve bundan baska, asagidaki 6zelikler gegerlidir:

(1) G nin, ¢ deki goriintiileri 1, olan elemanlarinin kiimesi, G nin N gibi bir

normal alt grubudur.

(2) Herhangi bir a' € G’ verildigine gore, G nin, ¢ deki goriintiileri a’ olan
elemanlarimin kiimesi, N nin G i¢indeki uygun bir kalan sinifidir.

(3) G/N =zIme dir.

Tanim 2.46. Yukaridaki N normal alt grubuna ¢ homomorfisinin ¢ekirdegi
denir ve N =ker ¢ yazilir. Su halde

kerp = {a € G|(p(a) =lG,}

dur.

Teorem 2.47 [', S.211, Theorem 20.8]. Bir ¢:G — G' grup homomorfisinin

(1-1) olmas i¢in gerek ve yeter kosul, ker ¢ = {IG} olmasidir.

Teorem 2.48 (Binom Teoremi) [', S.335, Theorem 29.16]. < H;+,-> bir

halka ve a,be H olsun. a-b=b-a ise her nell i¢in (a+b)" = Z(Zj a"*-b*

k=0

dir.

Tanim 2.49. Bir A halkasinin agagidaki kosullar1 gercekleyen bir I alt
kiimesine H nin bir sol (sag) ideali denir:

(1) Her a,beJ i¢cin a-be T,

(2) Her he H veherae3J icin h-ae3I (a-helJ).

3, H nin hem bir sol, hem de bir sag ideali ise I ye bir iki yanli ideal veya
yalnizca ideal denir.

Tanmim 2.50. A komiitatif bir halka ve a,,q,,...,a, € H olmak iizere,
S:{h1 “a,+h,-a,+..+h -a, +na, +n,a, +...+nkak|hieH, n, el (izl,...,k)}

kiimesi, H nin bir idealidir. A birimli ise
na, =n(l,-a)=(ly) a



yazilabilir, yani s, :=n1, € H olmak lizere, n.a, =s,-a, (i=1,...,k) dir. Buna gore
h=h+s e€H (i=1l,..k) olmak iizere
Sz{}; ca,+hy-a,+..+h, -ak‘ﬁi eH (izl,...,k)}

olur. Budurumda 3 ye a,,a,,...,a, tarafindan dogurulmus ideal ad1 verilir ve

J3=(a,,a,,...,a,) yazilir; a,,a,,...,a, yada 3 idealinin doguraylar: denir.

Tanim 2.51. Bir tek a elemani tarafindan dogurulan bir ideale esas ideal
denir ve bu ideal, (a) ile gosterilir. Buna gore

(@)={h-alhe H}

dir. Bir A halkasinin biitiin idealleri esas idealler ise H ya bir esas ideal halkasi
denir.

Teorem 2.52 [°, S.132, Teorem 2.2.31]. H bir halka, 3 de H nin herhangi
bir ideali olsun. H nin I idealine gore kalan siiflar1 (yani< H,+> grubunun
< 3,+> alt grubuna gore kalan siiflar1) arasinda

(@a+3)+b+3I)=(a+b)+3, (a+3)-(b+3)=(a-b)+3I (a,be H)
seklinde bir toplama ve bir de carpma islemi tanimlanabilir ve s6z konusu kalan
smiflarindan olusan A kiimesi, bu islemlere gore bir halkadur.

Tamim 2.53. < H;+,-> halkasina H min 3 idealine gore boliim halkast denir
ve bu halka H /3 ile gosterilir.

Teorem 2.54 [, S.144, Teorem 2.3.3]. Bir H halkasi ile iki islemli bir H'
cebirsel yapisi verilmis olsun. Eger H', H nin bir ¢ homomorfisindeki resmi ise
Img, H' deki islemlere gore bir halkadir ve bundan bagka, asagidaki 6zelikler
gecerlidir:

(1) H nin, ¢ deki goriintiileri 0, olan elemanlarinin kiimesi, /7 nin 3 gibi
bir idealidir.

(2) Herhangi bir a' € H' verildigine gore, H nin, ¢ deki goriintiileri a' olan

~

elemanlarimin kiimesi, 3 nin /A i¢indeki uygun bir kalan sinifidir.
3) H/3=zIme dir.

Tanim 2.55. Yukaridaki 3 idealine ¢ homomorfisinin ¢ekirdegi denir ve
3 = ker ¢ yazilir. Su halde

ker(p:{a eH|go(a) :OH,}

dir.

Lemma 2.56 [', 5.349, Lemma 30.16]. ¢: H — H, ve y: H, — H, iki
halka izomorfisi olsun. Bu takdirde
(1) yo: H — H, bir halka izomorfisidir,

(2) ¢ ': H, — H bir halka izomorfisidir.



Teorem 2.57 [', S.352, Theorem 30.19(7)]. ¢ : H — H' , Hnin H' iizerine
bir halka homomorfisi olsun. 3, A nin ker ¢ yi kapsayan bir ideali ise J,, I nin ¢
deki goriintiisii olmak iizere, H/3I=H'/J, dir.

Tanm 2.58. q,,q,,...,a,,... terimleri bir < H;+,-> halkasindan alinan ve en
cok sonlu sayida terimi 0,, dan farkli olan bir dizi, x te bir isaret olmak tizere
2 n
a,+ax+a,x +.+a,x" +.. (2.1)

seklindeki sembolik ifadeleri olusturalim. Burada x e bir degisken (belirsiz veya
bilinmeyen) (2.1) semboliine H halkas: iizerinde tek degiskenli bir polinom,

a, (i=0,1,2,...) lere bu polinomun katsayilar:, a, x" ye bu polinomun genel terimi,
a, ye de bu polinomun genel katsayis: denir. Polinomlar1 4A(x), B(x), f{x), g(x),... ile
gosterecegiz.

Simdi H iizerindeki biitiin tek degiskenli polinomlardan olusan kiimeyi H|x]
ile gosterelim.

Teorem 2.59 [°, S.162,Yard . Teorem 2.6.3]. A(x),B(x)e H[x] ve
AX)=a,+ax+a,x’ +..+ax"+.., (2.2)
B(x)=b, +bx+b,x* +...+bx" +... (2.3)
ise
c,=a,+b, (n=0,1,...)
olmak tizere olusturulan
Cotex+e, X+ e, x" +... 2.4)

ifadesi, H[x] ye aittir.

Tanmm 2.60. (2.4) teki
C(x)=c,+ex+e, X +..+c,x" +.., ¢,=a,+b (n=0,1,..)

polinomuna A(x) ve B(x) polinomlarinin (bu siradaki) toplami denir ve
C(x) = A(x)® B(x) yazilr.

Teorem 2.61 [, S.163,Yard.Teorem 2.6.5]. A(x) ve B(x) polinomlar1 (2.2)
ve (2.3) teki gibi verildigine gore,

d =a,-b+a b

n—1

+ota,by=Ya,-b,_, (n=0,1,.) (2.5)
i=0

olmak iizere olusturulan
dy+dx+d,x* +..+d x"+.. (2.6)

ifadesi, H[x] ye aittir.



Tanmim 2.62. (2.6) daki
D(x)=dy+dx+d,x* +..+dx"+.., d, =Y a-b,_, (n=0,1,.)
i=0

polinomuna A(x) ve B(x) polinomlarinin (bu siradaki) ¢arpimi denir ve
D(x)= A(x)[] B(x) yazilr.

Teorem 2.63 [, S.164,Teorem 2.6.7]. H[x] kiimesi, yukarida tamimlanan
"®@" ve " " iglemlerine gore bir halkadir.

Teorem 2.64 [, S.166,Yard.Teorem 2.6.9]. H[x] halkasi, H ya izomorf bir

alt halka igerir ki, bu H = {ao +0,x+...+0,x" +| a, € H} dan ibarettir.

Tanim 2.65. H[x]= (H [x]-H ) + H halkasina H halkas: tizerindeki tek

degiskenli polinomlar halkast, bu halkanin H ya ait olan elemanlarina da sabit
polinomlar denir. Eger f(x)e H[x] ise f(x) e katsayiar: H ya ait olan bir

polinom veya H iizerinde alinmis bir polinom denir.

H[x] polinom halkasi i¢in, H halkasina x degiskeninin katilmasi ile elde
edilmistir de denir. Simdi H ya bir x, degiskenini katmakla elde edilen H[x, ]

halkasina ikinci bir x, degiskeni katalim ve bu sekilde devam ederek x,, x,,...,x,
gibi n tane degisken kattigimizi diisiinelim. Boylece elde edilen H[x,][x,]...[x,]
halkasina H halkasi iizerinde n degiskenli polinomlar halkas: denir. i,,i,,...,1,
sayilart 1,2,...,n sayilarinin herhangi bir permiitasyonunu gdstermek iizere,

H{x, ][x,]...[x;, 1= H[x,][x,]...[x,] olup, s6z konusu halka, kisaca H[x,,x,,...,x,]
seklinde gosterilir. Buna uygun olarak, H[x,,x,,...,x,] nin herhangi bir eleman1 da

A(x,,x,,...,x,) seklinde gosterilir.

Tanmim 2.66. Bir 7 tamlik bolgesinde biitiin elemanlar1 bolen bir elemana T’
nin bir aritmetik birimi denir.

Teorem 2.67 [, S.177, Teorem 2.7.7]. T nin biitiin aritmetik birimleri, 1,
nin bolenlerinden ibarettir.

Tanmim 2.68. 7 bir tamlik bolgesi ve a,b €T olsun. &, T nin bir aritmetik
birimi olmak iizere, b = ¢-a ise b, a ile ilgilidir denir ve b = a yazilr.

Tanim 2.69. Bir aeT nin ¢ ve ¢-a bolenlerine a nin triviyal bélenleri
denir.

Tamm 2.70. Bir T tamlik bolgesinde aritmetik birimlerden farkli olan ve
triviyal bdlenlerinden baska higbir boleni bulunmayan bir elemana bir asal eleman
denir.



Tamim 2.71. Bir T tamlik bolgesinin 0, den ve aritmetik birimlerden farkli

her elemani, 7 ye ait sonlu sayida asal elemanin ¢arpimi olarak gosterilebiliyorsa ve
bu gosterilig, ¢arpanlarin sirasindan ve aralarinda ilgililikten vazgecildigi takdirde,
tek tiirli belirli ise T ye asal ¢arpanlara ayrilisin tek oldugu bir tamlik bolgesi denir.

Teorem 2.72 [', S.383, Theorem 32.25]. D bir esas ideal halkasi ve 7, D
nin0, den ve 1. den farkli bir elemani olsun. Bu takdirde 7 nin asal olmasi i¢in
gerek ve yeter kosul, D/ Dz bolim halkasinin bir cisim olmasidir.

Lemma 2.73 [', S.395, Lemma 33.7]. H ve H' iki halkave ¢:H — H' bir
halka homomorfisi olsun. Bu takdirde

@(i ax' J = i o(a)x'

seklinde tammlanan ¢ : H[x]— H'[x] tasviri de bir halka homomorfisidir. Ustelik,
ker ¢ = (ker @)[x] ve Im¢@ = (Im ¢)[x] tir.

Lemma 2.74[', S.419, Lemma 35.3]. H bir halka, S, H y1 kapsayan bir halka
ve s, S in bir elemani olsun. S komiitatif ise
T :H[x]—>S

f = 1)
tasviri bir halka homomorfisidir ki, bu halka homomorfisine siibstitiisyon
homomorfisi denir.

Teorem 2.75. H ve H' halkalar birbirine izomorf ise H[x] ve H'[x]
polinom halkalar1 da birbirine izomorftur.

Teorem 2.76 [, S.165, Teorem 2.6.8]. T bir tamlik bdlgesi ise 7]x] de bir
tamlik bolgesidir.

Tanim 2.77. T bir tamlik bolgesi olsun. 7Tx] te bir f polinomu ile sifir
polinomundan (yani biitiin katsayilar1 0, olan polinomdan) farkl bir g polinomu

verildigine gore, f = g-h olacak sekilde bir & € T[x] varsa f, g ile béliinebilir denir
ve g| f yazilr.

Sifirdan farkli bir e € T[x] polinomu, uygun bir 2 € T[x] igin e-h =1,
kosulunu gergekliyorsa, veya buna denk olarak, her f € 7T[x] igin e| f ise eye T[x]

in bir aritmetik birimi denir.

Teorem 2.78 [, S.179, Ornek 2.7.17]. K bir komiitatif cisim olmak iizere,
K[x] polinom halkasindaki aritmetik birimler, K nin 0, dan farkli elemanlarindan,

yani K~ grubunun elemanlarindan ibarettir.



Tamm 2.79. T[x]\{0, } ye ait bir / polinomu, 7x] in bir aritmetik birimi
degilse ve T[x] te f = g-h seklinde carpanlarina ayrildiginda g ve /4 dan en az biri
aritmetik birim oluyorsa, f'ye T iizerinde asal bir polinom denir.

Teorem 2.80 [', S.409, Theorem 34.5(3)]. K bir cisim olsun. Bu takdirde
K]x], asal carpanlara ayrilisin tek oldugu bir tamlik bolgesidir.

Tanim 2.81. T asal carpanlara ayrilisin tek oldugu bir tamlik bolgesi ve f,
TTx] te sifir polinomundan farkli herhangi bir polinom olsun. f'nin katsayilarinin bir
en biiyiik ortak bolenine f'nin bir muhtevas: denir ve bu muhteva, C(f) ile gosterilir.

Tamm 2.82. 7 bir tamlik bolgesi olsun ve 7 yi kapsayan bir K komiitatif
cisminin bulundugunu varsayalim. K nin 7"yi kapsayan biitiin K, alt cisimlerinin

arakesiti de K nin 7' yi kapsayan bir alt cismidir ki, bu
| K =K' 2.7)
TcK; {S.K

cismine T tamlik bolgesinin K cismi i¢inde dogurdugu alt cisim denir.

Tanim 2.83. a,b €T ve a#0, olmak lizere, a-x =b nin K cismi i¢inde tek
o _ _ b ) . b
tiirlii belirli olan x=a™'-b=b-a™' ¢oziimii, — seklinde gosterilir ve — ya T tamlik
a a

bolgesine iliskin bir kesir denir.

T nin her a elemani, T ye iliskin bir kesir olarak gosterilebilir, ¢linkii

l,-a=a dirki, buradan da a = 11 sonucu ¢ikar. Su halde T ye iliskin biitiin
T

kesirlerden olusan kiimeyi K ile gosterirsek,

TcKcK
dir.

Teorem 2.84 [°, S.155, Teorem 2.5.6]. K kiimesi K nin bir alt cismi olup,
(2.7) deki K' cismiyle gakisir.

Tamm 2.85. K (= K') cismine T tamlik bolgesinin kesirler cismi denir.

Tanim 2.86. 7 bir tamlik bolgesi ise Teorem 2.75 e gore 7]x] polinom
halkas1 da bir tamlik bolgesidir. 7Tx] in kesirler cismine 7 iizerindeki tek degiskenli
rasyonel fonksiyonlar cismi denir ve bu cisim 7(x) ile gosterilir. Su halde

T(x)= {@  F(x),g(0) e TTx], g(x) # OT}
g(x)
dir.



Lemma 2.87 [', 5.413, Lemma 34.11]. T, asal ¢arpanlara ayrilisin tek oldugu
bir tamlik bolgesi ve F, T nin kesirler cismi olsun. £, 7T]x] e ait ve C(f) =1 kosulunu

saglayan, sifirdan farkli bir polinom olsun. Bu takdirde fnin F[x] te asal olmas1 i¢gin
gerek ve yeter kosul, f € T[x] olmasidir.

Teorem 2.88 [', S.421, Theorem 35.6]. T bir tamlik bdlgesi ve f, T]x] te
keyfi bir polinom olsun. E, T'yi kapsayan bir tamlik bolgesi ve a € E olsun. Bu
takdirde a nin f'nin bir kokii olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, E[x] te (x—a) | f

olmasidir.

Teorem 2.89 [', S.421, Theorem 35.7]. T bir tamlik bdlgesi, £, Tx] te

sifirdan farkli bir polinom ve E, T yi kapsayan bir tamlik bolgesi olsun. Bu takdirde f
nin £ ye ait birbirinde farkl en fazla deg f tane kokii vardir.

Lemma 2.90 [', S.429, Lemma 35.16] . H bir halka ve
Jis fosees /5 f» € € H[x] olsun. Bu takdirde

W) (fi+fott ) =+ +or S

Q) ([ifof) =1 oy o+ fifo oy Fot fifou S
(3) (g")=ng"'g,

@) [/ (g(x)] = f(g(x)g'(x)

tir.

Teorem 2.91 [', S.430, Theorem 35.17]. T bir tamlik bdlgesi ve E, T'yi

kapsayan bir tamlik bolgesi olsun. ¢ € E ve f, T[x] te sifirdan farkli bir polinom
olsun. Bu takdirde ¢ nin, fnin ¢okkatli bir kokii olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, ¢

nin fpolinomu ile f* tiirevinin bir ortak kokii olmasidir.

Teorem 2.92 [', S.430, Theorem 35.18]. K bir cisim ve E, K y1 kapsayan bir

tamlik bolgesi olsun. f've g, K[x] te sifirdan farkli keyfi iki polinom olsun. Bu
takdirde
(1) f've g aralarinda asal ise f ve g nin £ de ortak kokii yoktur.

(2) fve f' aralarinda asal ise fnin E de ¢okkatl kokii yoktur.

(3) /, K[x] te asal ise ya f ve g aralarinda asaldir ya da K[x] te f | g dir.

(4) 1, K[x] te asal ve deg f > deg g ise, fve g nin E de ortak kokii yoktur.

(5) 1. K[x] te asal ve f" #0, ise, fnin E de gokkatli kokii yoktur.

(6) f, K[x] te asal ise ve fnin E ye ait, ¢okkatli olmayan bir kokii varsa, bu
takdirde f* #0, dir.

Tamm 2.93. Bir C cebirsel yapisina dyle bir O kiimesi baglanabilsin ki,
OxC= {(a,a)|a €0,ae C} kiimesini C i¢ine resmeden, yani her (,a) e OxC ye

tamamen belirli bir ¢ € C tekabiil ettiren bir tasvir bulunsun. Bu durumda C ye O



tizerinde bir operatorlii cebirsel yapi, O ya bir operator bolgesi, O nun elemanlarina
da operatorler veya skalerler denir. (a,a) ya karsi gelen ¢, genellikle ¢ = aa

seklinde gosterilir ve buna a min a operatoriiyle (skaleriyle) ¢carpimi denir. Belirli
bir & € O ve bir a € C verildigine gore, aa y1 bulmaya da C nin a elemanina o
operatoriinii uygulamak veya a elemanint o skaleriyle carpmak denir.

Tamm 2.94. <V ,+ > bir abel grubu, < K;+,-> da bir komiitatif cisim olsun

ve KxV yiV igine resmeden bir operatorlii ¢arpim verilmis olsun. Bu operatdrlii
carpim, asagidaki kosullar1 gercekledigi takdirde V' ye K iizerinde bir vektor uzayi
(lineer kiime) veya kisaca bir K-vektor uzayr denir (burada a,beV ve a,f € K

dir):
(1) a(a+b)=aa+ab,
2) (a+pla=aa+ pa,
Q) a(fa)=(a-p)a,
@ lia=a.

Tanmm 2.95. v,,v,,...,v, bir K cismi iizerinde bir vektor uzayimnin (birbirinden
farkl1 olmas1 gerekmeyen) sonlu sayida vektorii olsun. Bu takdirde «,,,,...,a, € K
olmak tizere olusturulan
av,+a,v, +..+a,v,

vektoriine v,,v,,...,v, vektorlerinin bir K-lineer kombinezonu denir.

Tamm 2.96. V' ve U, ayni K cismi tizerinde iki vektor uzayi olsun.
Her v,,v,,veV veher o € K i¢in
(v +v)) = () +o(v,), plav) = ap(v)
kosullarini saglayan bir ¢ : V' — U tasvirine bir vektor uzayt homomorfisi veya bir
K-lineer transformasyon veya bir K-lineer tasvir denir. ¢ (1-1) ve lizerine ise ¢ ye
bir vektor uzayt izomorfisi denir ve V = U yazilir.

Tanmim 2.97. V, bir K cismi lizerinde bir vektor uzayi ve v,,v,,...,v,, V'ye ait
sonlu sayida vektor olsun. K da
ayv, +o,v,+..+a,v, =0,
olacak sekilde, hepsi birden 0, ya esit olmayan «,,a,,...,«, skalerleri varsa,
Vi, Vy,..., Vv, vektorleri K iizerinde lineer bagimlidir denir. Eger v,,v,,...,v, vektorleri,
K tizerinde lineer bagimh degilse, yani «,@,,...,a, € K olmak iizere,
ayv, +ay,+..+ayv, =0,
seklindeki bir bagintidan daima o, = «, =...= ¢, =0, sonucu ¢ikiyorsa v,,v,,...,v,

vektorleri K iizerinde lineer bagimsizdir denir.

Tamm 2.98. V, bir K cismi iizerinde bir vektdr uzayi ve 4= {v,,v,,...v,}, V

nin bos olmayan sonlu bir alt kiimesi olsun. Bu takdirde v,,v,,...,v, vektorlerinin K
tizerindeki biitiin lineer kombinezonlarinin



/4 ={0‘1V1 +ta,v,+..tay, | a,a,,...Qa, eK}

n-n

kiimesi, V' nin bir alt uzayidir. Bu W alt uzayma V nin A tarafindan dogurulan alt
uzayr veya Vnin v,,v,,...,v, vektorleri tarafindan dogurulan alt uzayr veya 4 nin

K-span’i denir ve bu alt uzay s, (4) ile gosterilir. 4={v,v,,...,v,} sonlu bir kiime

oV,

ise s ({v»vy55v,}) yerine s, (v,v,,...,v,) yazilir. s, (@) ={0,} dr.

Tanmim 2.99. V, bir K cismi lizerinde bir vektor uzayi olsun. V' nin bos
olmayan bir B alt kiimesi, K {izerinde lineer bagimsiz ise ve K lizerinde V' yi
doguruyorsa (yani s, (B) =V ise) B ye K iizerinde V nin bir taban: veya V nin bir K-

tabani denir.

Lemma 2.100 [*, S.496, Lemma 41.10]. V, U, W bir K cismi iizerinde {i¢
vektor uzayl, ¢:V —>U ve w:U - W iki vektor uzay1 izomorfisi olsun. Bu
takdirde

(1) wo:V — W bileske tasviri, bir vektdr uzay1 izomorfisidir,

(2) @ nin ¢ ' :U -V tersi, bir vektor uzay1 izomorfisidir.

Teorem 2.101 [, S.508, Theorem 42.8]. V, bir K cismi iizerinde bir vektor
uzayi ve B={v,,v,,...,v,}, V' nin bos olmayan bir alt kiimesi olsun. Bu takdirde B

nin, ¥ nin bir K-tabani olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, ¥ nin her a elemaninin
a,,0,,....a, € K skalerleri ile

a=oay, +a,v,+..+ta,v,

seklinde tek tiirlii yazilabilmesidir.

Teorem 2.102(Steinitz Yer Degistirme Teoremi)[*, S.509, Theorem 42.10].
V, bir K cismi lizerinde bir vektor uzay1 ve w,,w,,...,w, , V' ye ait sonlu sayida vektor
olsun. v,v,,..,v, €V, w,w,,..,w, nin s, (w,w,,...,w, ) K-span’inde n tane lineer
bagimsiz vektor olsun. Bu takdirde n <m dir. Bundan baska, V'ye ait v,,v,,...,v,
gibi, n tane lineer bagimsiz vektor verildigine gore, V' de

S (Vs Vyserts Voo W, s W e W, ) = S (W, Wy sots W, )

n+1° m

olacak sekilde m tane w,,w,,...,w, vektori vardir.

Lemma 2.103 [*, S.513, Lemma 42.13]. V, bir K cismi iizerinde bir vektor
uzayl, dim,V =nell ve v,v,,...,v,, V ye ait n tane vektor olsun. Bu takdirde

1) v, v,,...,v, vektorleri, K lizerinde lineer bagimsiz ise s, (v,,v,,...,v,) =V
dir,

?2) sy (v, v,y,...,v,) =V 1ise v,,v,,...,v, vektorleri K iizerinde lineer

bagimsizdir.



Teorem 2.104 [, S.513, Theorem 42.14]. V, bir K cismi iizerinde m (m >1)
boyutlu bir vektor uzayi olsun. v,,v,,...,v, de V ye ait n (n >1) tane lineer bagimsiz

vektdr olsun. Bu takdirde V' nin {v,,v,,...,v,} = B olacak sekilde bir B K-tabani

vardir.

Tamm 2.105. V' bir K cismi lizerinde bir vektor uzay1 olsun. ¥ nin sonlu bir
K-tabani varsa V' nin herhangi bir K-tabanindaki elamanlarin sayisina ¥ nin K
tizerindeki boyutu veya V nin K-boyutu denir ve bu boyut, dim,V seklinde

gosterilir. V nin higbir sonlu K-tabani yoksa J nin K-boyutu sonsuz olarak
tanimlanir ve bu durumda dim,V = o yazilir.

Lemma 2.106 [*, S.514, Lemma 42.15]. V, bir K cismi lizerinde sonlu
boyutlu bir vektor uzayi ve W, V nin bir alt uzay1 olsun. Bu takdirde
(1) W sonlu boyutludur ve dim W <dim,V dir,

(2) dim W =dim,V olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, W =V olmasidir.

Teorem 2.107 [, S.519, Theorem 42.22]. V ve U, bir K cismi iizerinde
sonlu boyutlu iki vektor uzay1 ve ¢ :V — U bir K-lineer tasvir olsun. V' ve U nun K

tizerindeki boyutlarinin ayni oldugunu varsayalim. Bu takdirde asagidaki ifadeler
birbirine denktir:

1) ¢ (1-1)dir,
(2) @ ilizerinedir,
(3) ¢ bir vektor uzay1 izomorfisidir.



BOLUM I11. CiSiM GENiSLEMELERI

§ 1. Cisim Genislemeleri ile Ilgili Genel Bilgiler

Tanim 3.1.1. <E;+,.> bir cisim ve K, E nin bos olmayan bir alt kiimesi olsun.
K, E de tanimlanan islemlere gore kendi basina bir cisim olusturuyorsa K ya E nin
bir alt cismi denir. Bu durumda E ye de K nin bir cisim genislemesi veya kisaca K
nin bir genislemesi denir.

E nin K nin bir genislemesi oldugunu gostermek igin £/K yazilir ve bu
sembol, E/K cisim genislemesi diye okunur. Bu semboliin bir b6liim grubu veya bir
boliim uzayiyla karigtirllmasi s6z konusu degildir. Cisim genislemeleri i¢in sik sik
Hasse diyagramlarini kullanacagiz. Ornegin

E

i
sekli, K nin £ nin bir alt cismi oldugunu gosterecektir.

Alt gruplarda, alt halkalarda ve alt uzaylarda oldugu gibi, alt cisimler i¢in de
bir kriter verilebilir:

Lemma 3.1.2 (Alt Cisim Kriteri). £ bir cisim ve K, E nin bos olmayan bir
alt kiimesi olsun. K nin E nin bir alt cismi olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosullar
sunlardir:

Her a, be K i¢in

(1) atbek,

(i) —-beKk,

(i) a-be K,

(iv) b~ €K (b #0, igin).

Ispat. E bir cisim olduguna gére bir halkadir ve E nin 0, den farkli
elemanlari, ¢arpma islemine gore bir komiitatif grup olustururlar. O halde K nin £
nin bir alt cismi olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul, K nin £ nin bir alt halkas1
olmasi ve K nin 0, den farkli elemanlarinin ¢arpma islemine goére bir komiitatif
grup olusturmasidir. Kuskusuz, E" = E — {0 P } grubunun her alt grubu komiitatiftir.
Bundan dolay1 K nin E nin bir alt cismi olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul, K nin £
nin bir alt halkas1 olmasi ve K —{0, } nin E” 1n bir alt grubu olmasidir. Simdi K nin
E nin bir alt halkasi1 olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul, (1), (i), (iii) tin
saglanmasidir; K — {0 © } nin £” 1 bir alt grubu olmast icin gerek ve yeter kosul ise

(iii)' Her a,b€ K —{0, } i¢in a-be K —{0, }



ve (iv) in saglanmasidir. K < E ve E cismi sifir-bélensiz oldugundan (iif)’, (iii) ten

daha zayiftir. Dolayisiyla, K nin £ nin bir alt cismi olabilmesi i¢in gerek ve yeter
kosul, (1), (i1), (ii1) ve (iv) lin saglanmasidir.

Not 3.1.3. Su andan itibaren, bir K cisminin 0, dan farkli bir b elemaninin
1
tersi icin b~ yerine f (veya 1, /b) yazacagiz. Benzer sekilde, bir cisimde a
herhangi bir eleman, b de cismin sifirindan farkli herhangi bir eleman olmak {izere

a-b”' =b""-a carpim yerine % (veya a/b) yazacagiz.

Lemma 3.1.2 ye gore K, E nin bir alt cismi ise a, be K igin
atb ,a-b,a-b, gEK

dir (son durumdab # 0, oldugu varsayilmaktadir). O halde E nin bir alt cismi, E nin
toplama, ¢ikarma, carpma ve (0, den farkli elemanlar ile) bolmeye gore kapali bir
alt kiimesidir.

Ornek 3.1.4. [ , [ nun bir genislemesi ve [] de [J nun bir genislemesidir.
(] , ayn1 zamanda [] nin bir alt cismidir.

Ornek 3.1.5. K herhangi bir cisim, x te K {izerinde bir degisken ise K, K(x) in

. D . a . .
bir alt cismidir. Ger¢ekten, K nin bir @ elemanin1t — rasyonel fonksiyonu ile
K

0zdeslestirebiliriz ki, burada pay ve payda, K c K [x] in elemanlaridir. Benzer
sekilde, y K tizerinde bagka bir degisken olmak iizere K, K(x,y) nin bir alt cismidir.

Ornek 3.1.6. [ (i):={x+yiel :x,yell } U kiimesini gdzoniine alalim.
Her a,bell (i) icin a=x+yi ve b=z+ui (x,y,z,u €ll) olup,

(1) atb=(x+z)+(y+uw)iel (i),

(i) -b=(—2)t(-w)iel () ,

(1) a-b=(xz—yu)+(xu+yz)iel (i) ,

(iv) b= = =+ i el() (b=z+ui#0+0i=0, olmak
z4+ui z°+4u z"4+u

kosuluyla)

dir. Dolayistyla [ (i), [ nin bir alt cismidir. U[i]={a+bi:a,bel} Gauss tam

sayilar halkasinin kesirler cismi olan bu cisim, Gauss cismi olarak adlandirilir.

Ornek 3.1.7. 1 (+J2) = {x+ 2 el ix,yel } [ nin bir alt cismidir.
Gergekten, her a,b €[] (\/5) i¢in a =x+y\/§ , b=z+u2 (x,y,z,uell) olup,

(i) a+b=(x+2)+(+un2 el (2),

(ii) —b=(-z)+(-uW2 el (/2),



(iii) a-b= (xz+2yu)+(xu+yz)«/§e[| (\/5),
(V) b'=— 2_”; V2 el (V2) (b=z+u\2 #0+0y2 =0 olmak

2 2
z°=2u z°=2u

kosuluyla)

dir. Burada +/2 €[] nin bir irrasyonel say1 oldugu, dolayisiyla z ve u, en az biri
sifirdan farkli iki rasyonel say1 olmak iizere, z* —2u” # 0 oldugu kullanilmaktadir.

Ornek 3.1.8. L= {x + y%/i ell:x,yell } c U kiimesini gozoniine alalim. L,

[J nin bir alt cismi degildir, ¢linkii 6rnegin el , fakat 2.32=a¢eL dir
JaelL oldugunu varsayalim, yani x + yi/z =3/4 olacak sekilde x,y el] bulunsun.
(eryi/E)2 = (Q/Z)2 = x’ +23/§xy+3/2y2 =316=232.

Son esitlikte Y4 =x+ y%/i yazalim.

x’ +23/§xy+(x+y3/§)y2 =232 ,

2+ ==2Qxw+y -2) ,

X’ +xy°
%/7:_y3 +2x;—2.
x> +xy°

Y +2xy -2
Bu sekilde bir ¢eligki elde ettigimize gore, x + yi/i =3/4 olacak sekilde x, y el

x,yell oldugundan — e[l olur, oysa 32 ¢ dur [5, S.213].

yoktur, yani Y4 ¢ L dir. Diger taraftan,

0 (%):z{x+y§/§+z3 4el:x,yzel } ={x+y3/§+z(i/§)2 el :x,y,zell },
] nin bir alt cismidir. Gergekten, her a,b €] (3/5) icin a=x+ yi/z +23/4 ,
b=u+v3/§+wi/z (x,y,z,u,v,well) olup,

(i) a+b=(x+u)+(y+vR2+z+wldel (2) ,
(i) —b=(-u)+(2+(wildel (2) ,

(iii) a-b=(xu+2yw+ 22v)+(xv+yu+22w)3/§+(xw+ Y+ Zu)i/z ell (3/5),

! el 2)

(iv) b=
u+vi2 +wila

dir.

Ornek 3.1.9. K bir cisim ve K, (i € I) K min alt cisimlerinin bir ailesi olsun.
Bu takdirde (1 K, , K nin bir alt cismidir. Clinkii Lemma 3.1.2 deki kapalilik

iel

ozelikleri her K, igin gecerli oldugundan () K, i¢in de gegerlidir.
iel



Son 6rnekten, bir K cisminin biitiin alt cisimlerinin kesisiminin K nin bir alt
cismi oldugu sonucuna variriz (En azindan K nin kendisi, K nin bir alt cismi
oldugundan bu kesisim bos degildir).

Tanmim 3.1.10. K bir cisim olsun. K nin biitiin alt cisimlerinin kesisimine K
nin asal alt cismi denir.

O halde K nin her alt cismi, K nin asal alt cismini kapsar, yani onun bir
geniglemesidir. Simdi K nin asal alt cismindeki elemanlar1 belirlemeye calisalim. P,
K nin asal alt cismini gostersin. K nin birim elemaniyla 1, €[l i birbirinden agik bir

sekilde ayirt etmek icin K nin birim elemanini e ile gosterecegiz. 0, € P, ec P ve
0, # e oldugunu biliyoruz, ¢iinkii P bir cisimdir. P, toplama islemine goére bir grup
oldugundan e+e=2e, 2e+e=3e, 3e+e=4e, ...P nin elemanlaridir ve ayn1 zamanda
—e, —2e, —3e, —4e,... de P nin elemanlaridir. Bundan dolay1

..., -4e, -3e, -2e, -e, 0, , e, 2e, 3e, 4e,...
elemanlarinin hepsi P ye aittir, yani {me eK:mell } c P dir. Bundan bagka, P
(0, dan farkli elemanlar ile) bolmeye gore de kapalidir ve bu nedenle
B, :={me/nee K :m,nell}, P nin bir alt kiimesidir. £, n K nn bir alt cismi
oldugunu (ve dolayisiyla F,=P oldugunu) beklemek gayet dogaldir. Gergekten,
bolim tanimi ve birimin ve katlarin 6zelikleri kullanilarak,

her me/ne , re/se € F, (m,n,r,s€ll) igin

0) me re (ms+rn)e P,
ne se (ns)e
iy = ep
se  se

iy Me.re_me p
ne se (ns)e

(iv) Le SELye F, (E # 0, ,yani re # 0, olmak kosuluyla)
re r se

se
oldugu gosterilebilir.

Teorem 3.1.11. Herhangi bir K cisminin asal alt cismi, [| ya ya da uygun bir
p asal sayisti¢in [J | ye izomorftur.

Ispat. e, K nin birim elemani ve P de K nin asal alt cismi olsun. O zaman
le=e#0, ve (-l)e=—e#0, dir. Simdi ne =0, kosulunu saglayan bir n# 0 tam
sayisinin varlig1 ve yokluguna gore iki durum ayiracagiz.

1. Durum: ne =0, olacak sekilde, sifirdan farkli bir » tam say1sinin
bulundugunu varsayalim. Bu takdirde ke =0, olacak sekilde k£ dogal sayilar1 vardir.

Bu & dogal sayilarinin en kii¢iigii p olsun. Su halde pe =0, dir. Simdi



p:l > P
n— ne
tasvirinin bir halka homomorfisi, p nin bir asal say1 oldugunu ve P =[]  oldugunu

iddia ediyoruz.
Her m,n ell i¢in, Lemma 2.29(3) e gore
p(m+n)=(m+n)e=me+ne=p(m)+qon),
(4) e gore ise
p(mn) = (mn)e = (me)(ne) = p(m)- p(n)
dir. Dolayisiyla ¢ bir halka homomorfisidir.

p bilesik bir say1olsa r,s €l , 1<r< p,1<s< p olmak iizere, p=rs olur
ve buradan 0, = pe = (rs)e = (re)(se) elde edilir. K sifir-bolensiz oldugundan
buradan re =0, , se=0, dan en az birinin dogru oldugu sonucu ¢ikar. Bu ise p nin
pe =0, kosulunu saglayan en kiigiik dogal say1 olusuyla celisir. O halde p bir asal
sayidir.

P =[], oldugunu ispatlamak i¢in Ker¢ yibulacagiz. pe=0, dan
p € Kerg sonucu ¢ikar ve dolayisiyla her n €] igin pn € Kerg olur (¢linkii Kerg,

[J nin bir idealidir). O halde
P < Kerg (3.1

dir. Diger taraftan m € Kerg ise m=gp+r ve 0 <r < p olacak sekilde ¢, €[
vardir. Buradan
0, =me=(gp+r)e=(gp)e+re=q(pe)+re=q0, +re=0, +re=re, yani re=0,
elde edilir. 0 <r < p oldugundan =0 olmak zorundadir. Buradan da m=gp , yani
m € plJ sonucu ¢ikar. O halde

Kerep c pl] (3.2)
dir. (3.1) ve (3.2) den Kere = pll sonucu cikar. Bu nedenle
0 ,=0/p) =0/Kerp=Imgpc P ve dolaysiyla [] , =Img dir. [ | bir cisim
oldugundan, ona izomorf olan Im ¢ halkas1 da bir cisimdir. Dolayisiyla Im ¢, K nin
bir alt cismidir, o halde P — Im¢ dir. Buradan, iddia edildigi iizere, P =Im¢ ve

P=[] , sonucuna variriz.

2. Durum: ne =0, olacak sekilde, sifirdan farkli higbir » tam sayisinin
bulunmadigini varsayalim.
v —>P
m/n— me/ ne
tasvirinin bir halka homomorfisi oldugunu ve P =[] oldugunu iddia ediyoruz.

Once w nin iyi tamml oldugunu gosterecegiz.
’
m . .
=—¢el (mnm',n"el,nz0,n"#0) ise mn'=m'nell dir, bunedenle

m
n n



(mn")e = (m'n)e € P ve dolayisiyla (me)(n'e) = (m'e)(ne) € P dir. Bu esitligin her iki

!

me

tarafini Le de € P ile ¢arparak me _ — elde edilir. Su halde y iyi tanimlidir.

ne n'e ne n'e

Simdi y nin bir halka homomorfisi oldugunu gésterelim. Her ﬂ)f el

n-s
(m,n,r,s €ll ,n#0,s#0) icin
V/(ﬁﬁLﬁj :W(msﬂfnj _ (ms+rn)e _ (ms)e+(rn)e
n s ns (ns)e (ns)e
_ (me)(se) + (re)(ne) =E+r—e=lﬂ(ﬂj+l/l(zj ’
(ne)(se) ne se n s

(m rj (mrj (mr)e (me)(re) me re (mj (rj
W _—— = l// = = = = (// e l// —

n s ns (ns)e (ne)(se) ne se n S

dir. Su halde w gergekten bir halka homomorfisidir.

2. durumda her m €[] —{0} i¢in me # 0, oldugunu varsaydigimizdan
dolayi,

Kert//:{ﬁelj :ﬁ:OK}:{ﬂeD :mezOK}:{ﬁeD :m:O}:{O}

n ne n n

dir, bu nedenle [ =0 /{0} =0 / Kery = Imy < P ve dolayisiyla [] =Imy dir.

[ bir cisim oldugundan buradan Imy nin de bir cisim oldugu sonucu ¢ikar. Su
halde Imy/ , K nin bir alt cismidir, bu nedenle P — Imy dir ve iddia edildigi {izere,
buradan P =Imy ve dolayisiyla P =[] sonucu ¢ikar.

Tanim 3.1.12. K bir cisim ve e, K nin birim eleman: olsun. ne =0, olacak

sekilde, sifirdan farkli n tam sayilar1 varsa ve p bu kosulu saglayan en kiiciik dogal
say1 ise, K ya karakteristigi p olan bir cisim, p ye ise K min karakteristigi denir ve
karK=p yazilir. ne =0, olacak sekilde, sifirdan farkl: hicbir n tam sayis1 yoksa, K

ya karakteristigi 0 olan bir cisim, 0 a ise K nin karakteristigi denir ve karK=0
yazilir.

Buna denk olarak, K nin asal alt cisminin [J | veya [ ya izomorf olusuna
gore, K nin karakteristigi p veya 0 dir. Ornegin kar] , =P ve karll (i) =karl] (\/5 )=
karll =karl] =0 dir. Genellikle [J | veya [l yu K min asal alt cismi ile ayn1 kabul

edecegiz. Ozellikle K nin birimi olarak e yerine 1 yazacagiz. Béylece K, [J , veya ll

nun bir geniglemesi olarak diistiniilecektir.

K, karakteristigi p olan bir cisim ise, her @ € K i¢in pa =0, olduguna isaret
edelim. Gergekten,



pa=a+a+..+a=1l-a+l-a+..+l-a=(1+1+..+a=(pl)a=0,-a=0,
p tane p tane

dir.

Simdi iki anlagsma yapacagiz: Bundan boyle [l | yerine F, yazacagiz.
Bu her zaman bize F, nin bir cisim oldugunu animsatacaktir. Ikinci olarak, F, nin
elemanlarini yazarken ¢izgileri atacagiz. Ornegin 2 € F, yerine 2 yazacagiz. 2 tam
sayisni 2€F, ,2¢€F, , 2 eF, , daha genel olarak 2 € F , (p herhangi bir asal say1)

ile karigtirmamaya dikkat etmeliyiz. “2” den hangi anlamda s6z edildigi, metinden
anlasilacaktir.

Simdi cisim homomorfilerini inceleyecegiz.

Lemma 3.1.13. K bir cisim ise K nin yalnizca iki ideali vardir ki, bunlar da K
ve {0, } dan ibarettir.

Ispat. 4, K nin bir ideali ve 4# {0, } ise a#0, olacak sekilde bir ae 4

vardir. a nin K da Le gibi bir tersi vardir ve 4 bir ideal oldugundan Le | a=1,€4
a a

dir. Buradan her b e K i¢in b=50-1, € A ve dolayisiyla K < 4 elde edilir; su halde
A=K dir.

Lemma 3.1.14. K|, K, iki cisim ve ¢: K, — K, bir halka homomorfisi ise,
yaher a e K, i¢in ¢(a) =0, dirveya ¢ (1-1)dir.

Ispat. Kerg, K, in bir ideali oldugundan, Lemma 3.1.13 e gére ya
Kergp=K, yada Kergp = {O X, } dir. Birinci durumda her a € K, i¢in ¢(a) =0, dir,

ikinci durumda ise ¢ (1-1) dir.

Bir cisimden digerine halka homomorfilerini incelerken, dogal olarak tanim
kiimesindeki her eleman1 sag taraftaki cismin sifir elemanina gétiiren, ilging
olmayan halka homomorfisini ihmal etmek isteriz. Bunun disindaki tiim halka
homomorfileri, Lemma 3.1.14 e gore (1-1) dir. Bu bizi su tanima gotiirtir:

Tamm 3.1.15. K|, K, ikicisim ve ¢: K, — K, tasviri, (1-1) bir halka
homomorfisi ise, ¢ ye bir cisim homomorfisi denir. ¢ tasviri K, in K, lizerine bir

cisim homomorfisi ise @ ye bir cisim izomorfisi denir. K nin kendi lizerine bir cisim
izomorfisine K nin bir (cisim) otomorfisi denir.

¢: K, = K, bir cisim izomorfisi ise ¢, < K,,+> grubunun < K,,+ >

grubuna bir homomorfisidir, o halde ¢(0, ) =0, ve ayni zamanda Ker¢g = {O X, } dir.



Su halde ¢ K, - { 0y, } - K, - {0 X, } tasviri, iizerine (1-1) bir tasvirdir. Buna ek

Ki-{0k,

olarak, her a,b € K, igin ¢(a-b) = p(a)-¢(b) oldugundan, her a,be K, ~{0, } igin
de g(a-b)=@(a)-p(b) dir ve dolayisiyla Py K" = K," tasviri, K," grubunun
K," grubu iizerine (1-1) bir homomorfisidir, yani K," = K" dir. Ozellikle 1 K velg,
sirastyla K, ve K, cisimlerinin birimleri olmak tizere, ¢(1, ) =1, dir.

Lemma 3.1.16. K|, K, , K, li¢ cisim olsun.

1) ¢:K, > K, ve v : K, = K, cisim homomorfileri ise, yg: K, — K, te
bir cisim homomorfisidir.

2) ¢:K, > K, ve v : K, = K, cisim izomorfileri ise, wgp: K, = K te bir
cisim izomorfisidir.

(3) ¢: K, — K, bir cisim izomorfisi ise, ¢ ' : K, — K, de bir cisim
izomorfisidir.

Ispat. (1) wo tasviri, Lemma 2.56(1) e gore bir halka homomorfisidir,
Teorem 2.7(2) ye gore de (1-1) dir. Su halde w¢ bir cisim homomorfisidir.

(2) yo tasviri, (1) den dolayi bir cisim homomorfisidir, Teorem 2.7(1) e
gore de lizerinedir. Su halde y¢ bir cisim izomorfisidir.

(3) ¢ ' : K, — K, tasviri, Lemma 2.56(2) ye gore bir halka homomorfisidir,
Teorem 2.8(1) e gore de (1-1) dir. Su halde ¢ bir cisim izomorfisidir.

Bir ¢: K, = K, cisim homomorfisi (1-1) bir fonksiyon olarak karakterize
edilebilir, dyle ki, her a,b € K, (bdlmeded # 0, ) i¢in

p(a+b)=p(a)+@(b) , pla—b)=p(a)~p(b) , pla-b)=ep(a) p(b) , (p(%) ) ZE—Z;

dir. Simdi baz1 6rnekler verelim.

Ornek 3.1.17.
p:l1 =0
X—>Xx

tasviri, [] nin bir otomorfisidir, ¢iinkii her x, y €[] i¢in

X+y=x+y , x-y=x-y , x-y=xy , (x/y)=x/y
dir.

Ornek 3.1.18.
@l (\/5) — [ (\/5)
a+bJ2 > a-b2



tasviri, [ (\/5) nin bir otomorfisidir, ¢iinkii
her a+bv2 , c+d~2 el (\/E) (a,b,c,d €[]) igin
p((@a+bN2)+(c+dN2)) = p((a+ )+ (b+dWN2) = (a+c)— (b+dW2
= (a—b\/§)+(c—d\/§) = (o(a+b\/§)+¢(c+d\/§) ,
o((a+bN2)(c+d2)) = p((ac+2bd) + (ad + bo)N2) = (ac + 2bd) — (ad +be)N2
= (ac+2(-b)(~d)) + (a(~d) + (~b)e)V2 = (a - by/2)(c - d~2)
=pa+bV2)-p(c+dv2)

dir. Buna gore ¢ bir cisim homomortfisidir; ¢(1) = o1+ 02 )=1- 02 =120
oldugundan Kerg #[] (\/5 ) dir ve dolayistyla ¢ (1-1) dir.

Ornek 3.1.19. X bir cisim ve x, K iizerinde bir degisken olsun.
@:K(x)—> K(x)
2
P pe)
q(x)  q(x’)
tasviri bir cisim homomorfisidir. Im¢@ < K(x) oldugundan K(x), kendi has alt
kiimesi olan Im¢ ye izomorftur.

E/K bir cisim genislemesi olsun. Bu takdirde £ bir toplamsal gruptur ve her
a,be K veherx,yeFE i¢in

alx+y)=a-x+a-y , (a+b)x=a-x+b-x , (a-b)x=a(b-x) , 1,-x=x
tir. O halde E, K iizerinde bir vektor uzayidir. £ nin hem cisim, hem de vektor uzayi

yapist iizerine ¢alismak, ¢ok yararli olacaktir. Ozellikle £ nin X iizerindeki boyutu,
¢ok dnemli bir rol oynayacaktir.

Tanim 3.1.20. E£/K bir cisim genislemesi olsun. £ nin K iizerindeki boyutuna
E nin K iizerindeki derecesi veya E/K genislemesinin derecesi denir.

E nin K tizerindeki derecesi i¢in dimE yerine |E K | yazmak daha uygun

olacaktir. |E 'K | nin sonlu veya sonsuz olusuna gore E ye K nin sonlu boyutlu bir

genislemesi veya K nin sonsuz boyutlu bir genislemesi denir. “Sonlu boyutlu
genigleme” yerine bazen kisaca “sonlu genisleme” terimi kullanilir.

Cisim teorisinde dnemli bir gergek sudur: Sonlu boyutlu bir genislemenin
sonlu boyutlu bir genislemesi, gene sonlu boyutlu bir genislemedir ve bu arada
dereceler ¢arpilir. Daha agik olarak:

Teorem 3.1.21. F/E ve E/K cisim genislemeleri ve |F : E| ve |E : K|

dereceleri sonlu olsun. Bu takdirde F/K sonlu boyutlu bir genisleme olup,
|F:K|=|F:E|.|E:K|



dir; ayrica { f,, f,,..., f,} , F nin bir E-tabani ve {e,,e,,...,e,}, E nin bir K-tabani ise
{f, e (i=1,2,..,r;j=1, 2,...,s)} , I nin bir K-tabanidir.

ispat. K c E ve E c F ise K c F dir; o halde F, K nin bir genislemesidir.
Simdi dereceyle ilgili iddiaya gelelim. Kisalik i¢in |F E | =rve |E K | =s diyelim. F
nin K iizerindeki boyutunun rs oldugunu gosterecegiz.

{fl,fz,...,fr} , F'nin bir E-tabani, {el,ez,...,es} de E nin bir K-tabani olsun.
nin rs elemanli bir K-tabanini bulmaliy1z. Bunun i¢in yapilacak en dogal sey, s tane
f; -e; carpimini gézoniine almaktir. {fl e i=12,...,r;j=1, 2,...,s)} nin £ nin bir
K-tabani oldugunu iddia ediyoruz.

Once f;-e; ¢arpimlarinin K lizerinde £ yi dogurduklarini gosterelim. £, F' nin
keyfi bir eleman1 olsun. Bu takdirde uygun b,,b,,...,b, € E ile

f=b-fi+b,-fo+..+b - f.
yazabiliriz, ¢iinkii { f; (i =1,...,r)} E iizerinde F yi dogurmaktadir. Ote yandan, her i
(i=1,...,r) i¢in, uygun a,,a,,,...,a, € K ile

b=a,-e+a, e +..+a, e,
yazabiliriz, ¢iinkii {e_ ;U= 1,...,s)} K iizerinde E yi dogurmaktadir. Buradan

TEDYIEDYOYIRDVES HHNCRS

=l j=1 i=l j=1
elde edilir, yani f; e, - f; = f;-e; lerin K lizerindeki bir lineer kombinezonudur. Su
halde { fi-e j} , K lizerinde F'yi dogurur. Bundan bagka, f;-e; ler K tizerinde lineer

bagimsizdir. Gergekten, ¢, ler K nin elemanlar1 olmak {izere,

I

chy'fi e; =0

i=l j=1
olsa

Zr:(icy'e«/)fi =0, (ZS:CI;,-'Q, eE (i=1,..,r))

=l j=1

olur. { f; (i=1,...,r)} E iizerinde lineer bagimsiz oldugundan buradan
Zcij -e; =0, (i=L,...,r) sonucu ¢ikar. {ej (j= 1,...,s)} K tizerinde lineer bagimsiz
7=l

oldugundan buradan da ¢y = 0, (i=1,...,r; j=1,..,s) elde edilir. Ju halde {f, ~ej}
K iizerinde lineer bagimsizdir. Sonug olarak { f e j} , F' nin bir K-tabanidir ki,

buradan da |F:K| =rs=|F:E|.|E:K| sonucu cikar.

Teorem 3.1.21 den tiimevarimla su sonuca varabiliriz:
K, ,/K,,,.., K,/K, sonluboyutlu cisim genislemeleri ise

K,:K\|=|K,: K, ||K, K, ||K,: K|

K, /K

n—-1°



dir. Teorem 3.1.21 ve bu genellestirilmisi, sonsuz boyutlu genislemeler i¢in de
dogrudur, fakat burada ona ihtiyacimiz olmayacaktir.

Lemma 3.1.22. F/E ve E/K iki cisim genislemesi olsun. |F 'K | sonlu ise
|F E | ve |E 'K | da sonludur, hatta her ikisi de |F K | nin bolenleridir ve
|F:K|=|F:E|.|E:K| du.

Ispat. n=|F K | olsun ve { f (= l,...,n)} F nin K {izerinde bir taban1 olsun.
Bu takdirde { f; (i =1,...,n)} E iizerinde F yi dogurur ve dolayisiyla Steinitz’in yer
degistirme teoremine gore |F :E| <n dir. O halde |F E | sonludur. Simdi |E 'K | nin

sonluluguna bakalim. E, K iizerinde sonsuz boyutlu olsaydi £ nin n+/ tane K-lineer
bagimsiz elemani bulunurdu, béylece F nin n+/ tane K-lineer bagimsiz elemani

bulunmus olurdu ki, bu |F K | =n olusu ile ¢elisirdi. O halde |E K | sonludur.
Teorem 3.1.21 den n=|F:K| = |FE||EK| elde edilir. Su halde |FE| ve
|E:K

, n yiboler.

Tanim 3.1.23. E, K nin bir genisleme cismi olsun. F bir cisim ve
K c F c E ise F ye E/K genislemesinin bir ara cismi denir.

Tamm 3.1.24. E/K bir cisim genislemesi ve S, E nin bir alt kiimesi olsun. £
nin K U S yi kapsayan biitiin alt cisimlerinin kesisimine (ki bu kesisim, Ornek 3.1.9
a gore E nin bir alt cismidir) E nin K iizerinde S tarafindan dogurulan alt cismi denir
ve bu cisim K(S) ile gosterilir.

Bu tanimdan hemen K < K(S) < E oldugu, yani K(S) nin £/K nin bir ara
cismi oldugu sonucu ¢ikacaktir. S, £ nin sonlu bir alt kiimesi ise, yani
S={a,a,,..a,} ise K({a,a,,...,a,}) yerine K(a,,a,,...,a,) yazilr. Ozellikle
a € E ise K(a), tanim geregi, £ nin hem K y1, hem de a y1 kapsayan en kiiciik alt
12..n

A

K(a,a,,....a,)=K(q,,a,,...,a, ) dir.

cismidir. S, deki herhangi bir ( ] permiitasyonu i¢in

Tamm 3.1.25. E/K bir cisim genislemesi ve S, E nin bir alt kiimesi olsun. £
nin K U S yi kapsayan biitiin alt halkalarinin kesisimine (ki bu kesisim, £ nin bir alt
halkasidir) E nin K iizerinde S tarafindan dogurulan alt halkas: denir ve bu halka,
K[S] ile gosterilir.

Enin KU S yi kapsayan her alt cismi, ayn1 zamanda £ nin K U S yi
kapsayan bir alt halkas1 oldugundan, K — K[S]c K(S) c E dir. S, E nin sonlu bir

alt kiimesi, yani S ={al,a2,...,an} ise K[{al,az,...,an}] yerine K[a,,a,,...,a,]

yazilir. Ozellikle a € E ise K[a], tanim geregi, E nin hem K y1, hem de a y1



2..n

1
kapsayan en kiigiik alt halkasidir. S, deki herhangi bir ( ] permiitasyonu

I L. 1,

i¢in K{a,,a,,...,a,]=Kla, ,a,,...,a, ] dir.

Ornek 3.1.26. [ /0 genislemesinde, [] nin [l iizerinde 7 tarafindan
dogurulan alt cismini bulalim. [J nin hem [J yu, hem de i yi kapsayan her alt cismi,
a+bi

c+di

(a,b,c,d ell, c+di#0. ) bigimindeki her kompleks say1y1 igerir. $imdi

F= {a +Zl ell ra,b,c,dell,c+di#0, } kiimesini gézoniine alalim.
c+di

i
c+di d g+hi
(ag +ce—bh—df)+(ah+bg +cf +de)i CF

a+bi e+
ve fi

Her x,yeF i¢in x= (a,b,c,d,e, f,g,hell) olup,

W) x+y= (cg—dh)+ (ch+dg)i ’
(i) —y = COTCEN
g+hi
(iii) x-y = (ae—bf)+(af +be)i CF
(cg —dh) +(ch+dg)i ’
(v) ' =& g (et fi0. olmak kosuluyla)

+fi

dir. O halde F, [l nin [J ve i yi kapsayan bir alt cismidir, dolayistyla F, [J nin [J
lizerinde i tarafindan dogurulan alt cismidir.

F nin her elemant x+ yi (x,y €[] ) bigiminde yazilabileceginden

{x+yie|]

x,yell } = F dir ve F, Ornek 3.1.6 da tanimlanan [J (i) cismine esittir.
Su halde Ornek 3.1.6 daki x+ yi gosterimi, Tanim 3.1.24 deki ile tutarhidur.

Yukariki 6rnek, bir alt cisim tizerinde bir alt kiime tarafindan dogurulan
cismin elemanlarinin nasil belirlenecegini géstermesi bakimindan 6nemlidir.

Lemma 3.1.27. E/K bir cisim genislemesi ve a,,a,,...,a, € E olsun. Bu

durumda
(I)K[al,az,...,an]z{f(al,az,...,an)eE:feK[xl,xz,...,xn]},
2)K(a,,a,,...,a,) =
{MEE c f,g e K[x,x,,...,x,], g(al,az,...,an);tOE}
g(alaab'--aan)

dir.



Ispat. (1) Esitligin sag tarafindaki kiimeye A diyelim. E nin K y1 ve
{a,,a,,...,a,} kiimesini kapsayan her alt halkasi, ka,"a,"...a,"

(k eK,m el U {0} i=12,.., n)) bicimindeki elemanlari, dolayisiyla ayn1
zamanda
zkmlmz.“mn alm1 a2mz "‘anmn (kmlmzmmn € Kﬁ m[ € D ' % {O} (l = 19 29“'9 n))

(3.3)
bicimindeki elemanlar1 icerecektir. Fakat (3.3) toplami,

S(X,%y,.0x,) = kalmz_”m”x "x," e x" e KX, Xy, X, ]
polinomunun x, =a,, x, =a,,..., x, = a, i¢in degerinden baska birsey degildir.
Dolayistyla 4 nin her elemani, £ nin K y1 ve {al 3Oy yeny an} kiimesini kapsayan her
alt halkasina aittir. O halde

AcKla,,a,,...,a,]
dir. Bu kapsama bagintisinin tersini ispatlamak i¢in, 4 nin £ nin bir alt halkas1
oldugunu gdstermek yeterlidir, ¢linkii K U {al, Ayyenns an} c Ac E dir. Herhangi bir
f(a,a,,...,a,), g(a,,a,,..,a)eA (f,geK[x,x,,...x,]) ¢ifti verildigine gore,
f(a,a,,...,a)+g(a,a,,...,a)=(f+g)a,a,,...,a,)e A,
-g(a,,a,,...,a,)=(-g)a,,a,,...,a,)€ A,
f(a,a,,..,a,)-g(a,,a,,....a,)=(f-g)a,,a,,...a,) € A4
dir. Ciinkii f, g € K[x,,x,,...,x,] oldugundan f+g,-g, f-g<K[x,,x,,...,x,] dir.

Su halde Teorem 2.17 ye gore A4, E nin bir alt halkasidir. Boylece
Kla,,a,,...,a, 1= A oldugu ispatlanmis olur.

(2) Burada da diisiince sekli, (1) dekine benzerdir. (2) esitliginin sag
tarafindaki kiimeye B diyelim. 4 — B oldugu agiktir.

B:{éeE:b,ceA, c;«tOE}:{b-c_1 eE:b,ce A, c¢0E} olduguna dikkat edelim.
c
EninK y1ve {a,,a,,...,a,} kiimesini kapsayan her alt cismi K[a,,a,,...,a,]=4 y1

da kapsayacaktir ve bir alt cisim, bélmeye gore kapali oldugundan, ayn1 zamanda

é (b,ce 4, c#0,) elemanlarinm da kapsayacaktir. Bu, B nin, £ nin K y1 ve

{al, ay,..., an} kiimesini kapsayan her alt cismin i¢ginde oldugu anlamina gelir. O
halde

Bc K(al,az,...,an)
dir. Bu kapsama bagintisinin tersini ispatlamak i¢in B nin £ nin bir alt cismi
oldugunu gostermek yeterlidir, ¢iinkii K \U{a,,a,,...,a,} = B< E dir. Herhangi bir

é, 4 (b,c,d,e e 4; c,e#0,) cifti verildigine gore,
c e
b od_be+dc p
c e c-e
_ieB ,

e



bd_bd_,
c e c-e
%E:geB (d/e#0,,yani d #0, olmak kosuluyla)
e

dir, ¢linkii b,c,d,e A nin elemanlar1 oldugundan b-e+d-c, c-e, —d, b-d ve c-e
de 4 nin elemanlaridir ve ¢ #0,, e # 0, oldugundan c-e # 0, dir (4, £ nin bir alt
halkas1 oldugundan sifir-bolensizdir). Dolayisiyla Lemma 3.1.2 e gore B, E nin bir
alt cismidir. Boylece K (a,,a,,...,a,) =B oldugu ispatlanmis olur.

Simdi Lemma 3.1.27 nin 15181 altinda Ornek 3.1.26 y1 yeniden ele alalim.
Ornek 3.1.26 daki F cismi tam olarak, K =01 , n=1, a, =i ell olmak lizere, Lemma

3.1.27 de tanimlanan cisimdir. Diger taraftan {x +yiell :x,yell } cismi tam olarak

0 nin, K =0 ,n=1,a =iell olmak lizere, Lemma 3.1.27 de tanimlanan alt
halkasidir. Dolayisiyla [ (7) =0 [7] dir.

Lemma 3.1.28. E/K bir cisim genislemesi ve a,b,q,,a,,...,a, € E olsun.

(1) K(a) =K olmas1 igin gerek ve yeter kosul, a € K olmasidir,
() K(a,a,,....a, ,a,)= (K(al,az,...,an_1 ))(an) ve
Kla,,a,,....,a, ,a,]1=[Kl[a,,a,,...,a, 1][a,] dir,

(3) K(a,b) =(K(a))(b) = (K(b))(a) ve Kla,b]=[Ka]][b]=[K[b]]la]
dir.

Ispat. (1) Gereklik. K(a)=K ise a € K dir: K(a)nm tamin geregince
a € K(a) dir. K(a)=K oldugundan buradan a € K elde edilir.

Yeterlik. ae K ise K(a)=K dir: a€ K oldugundan K =K U{a} dir. K, E

nin hem K y1, hem de a y1 kapsayan biitiin alt cisimlerinin kesisimi oldugundan,
buradan K(a)= K sonucu ¢ikar.

() L=K(a,,a,,...a,) diyelim. L, K y1 ve a,,a,,...,a,_, i kapsamaktadir.
L(a,), Enin hem L yi, hem de a, yi kapsayan bir alt cismidir, o halde L(a,), £ nin,

Ky, a,a,,...,a, , 1ve a, yi kapsayan bir alt cismidir. Bu durumda £ nin K y1 ve

n—1
a,,a,,....,a, ,,a, yi kapsayan biitiin alt cisimlerinin kesisimi olan

K(a,,a,,...,a, ,,a,), L(a,) nin bir alt cismidir. O halde

n-1°
K(a,,a,,...,a, ,a,)c L(a,)

(3.4)
a),EnnKyi, a,a,,..,a

dir. Diger taraftan K(q,,a,,...,a i ve ayni zamanda

n-1° n—1

a, yikapsayan bir alt cismidir. O halde L =K (a,,a,,...,a, ) in tammindan

LcK(a,a,,....a,,a,) elde edilir ve a, € K(a,,a,,....a,_,a,) dir. Su halde



K(a,,a,,...,a, ,a,), Enin hem L yi, hem de a, yi kapsayan bir alt cismidir. L(a,)

n—-1°
nin tanimi geregince buradan

L(a,))cK(a,,a,,...,a, ,a,)
(3.5)

elde edilir. (3.4) ve (3.5) ten K(q,,a,,...,a, ,,a,) = L(a,) sonucu ¢ikar.

n—1°
Diger esitlik de benzer yolla, alt cisim yerine alt halka kullanilarak ispatlanir.

(3) (2) yi iki kez kullanarak (K(a)) (b)= K(a,b) =K (b, a) = (K(b)) (a) ve
benzer sekilde [K[a]][b] =Kl[a,b]=K][b,a]= [K[b]][a] elde edilir.

Simdi cisim genislemelerinin ¢ok dnemli bir siniflandirmasini olusturan
cebirsel ve transandant genislemeleri tanimlayacagiz.

Tamm 3.1.29. E/K bir cisim genislemesi olsun. £ nin bir a eleman1
verildigine gore, a y1 kok kabul eden, yani f(a) =0, kosuluna uyan, sifirdan farkl

bir f € K[x] varsa, a elemanina K iizerinde cebirsel denir. a cebirsel degilse, yani
f(a) =0, olacak sekilde, sifirdan farkli hicbir f € K[x] yoksa E nin bu a

elemanina K iizerinde transandant denir.

E nin biitiin elemanlar1 K tizerinde cebirsel ise E ye K nin bir cebirsel
genislemesi, E/K ya da bir cebirsel genisleme denir. Bu durumda E, K iizerinde
cebirseldir denir. E, K nin bir cebirsel genislemesi degilse, E ye K nin bir
transandant genislemesi, E/K ya da bir transandant genisleme denir. Eger durum
bdyle ise, yani E, K iizerinde cebirsel olmayan en az bir eleman igeriyorsa, £, K
tizerinde transandanttir denir.

Ornek 3.1.30. K herhangi bir cisim olsun. K nin her a elemani igin
f,(x)=x—aeK[x] tir ve a, f, nin bir kokiidiir. O halde K nin her eleman1 K

tizerinde cebirseldir ve dolayisiyla K, K nin bir cebirsel genislemesidir.

Ornek 3.1.31. i e[l , x* +1 €[] [x] polinomunun bir kékiidiir. O halde i, []
tizerinde cebirseldir. Ayrica [ (i) nin her a+bi (a,b €] ) elemani,

[x—(a+bi)][x—(a—bi)]=x>—2ax+(a’ +b*) ell [x]
polinomunun bir kokiidiir ve dolayisiyla [1 iizerinde cebirseldir. O halde [J (7)/[
bir cebirsel genislemedir.

Ornek 3.1.32. /2 e, x> =2 e[ [x] polinomunun bir kékiidiir. O halde
J2 , [ tizerinde cebirseldir. Ayrica [J (\/5 ) nin her a +b32 (a,bell) elemant,
[x—(a +b\/§)][x—(a —b\/z)] =x" —2ax+(a* -2b*) el [x]
polinomunun bir kdkiidiir ve dolayisiyla [] iizerinde cebirseldir. O halde [J (\/5 )/l
bir cebirsel genislemedir.



Ornek 3.1.33. Sayilar teorisinden bilindigi iizere, 7 ve e reel sayilari [J
izerinde transandanttir. O halde [] /[1 bir transandant genislemedir, [J () ve [ (e)
de U nun transandant genislemeleridir.

Ornek 3.1.34. K bir cisim ve x, K iizerinde bir degisken olmak iizere, K(x), K
nin bir genisleme cismidir ve x € K(x) tir. f, K[x] te sifirdan farkli herhangi bir

polinom ise f(x)= f # 0, dir. O halde x, K iizerinde transandanttir ve K(x)/K bir
transandant genislemedir. Benzer sekilde, K[x] te sifirdan farkli her /' polinomu i¢in
f(x*)#0, oldugundan x’, K iizerinde transandanttir. Diger taraftan y, K iizerinde
baska bir degisken ise, x, > —x° € (K (xz)) [ v] polinomunun bir kokiidiir,

dolayistyla x, K (x*) iizerinde cebirseldir. O halde bir eleman, bir cisim iizerinde
transandant, baska bir cisim {lizerinde cebirsel olabilir.

Tanim 3.1.35. E/K bir cisim genislemesi olsun. £ de E=K(a) olacak sekilde
bir a elemani varsa E ye K nin bir basit geniglemesi denir. Bu durumda £ nin
E=K(a) esitligini saglayan herhangi bir a elemanina E/K genislemesinin bir primitif
elemani denir. Ede E =K(a,,a,,...,a,) olacak sekilde sonlu sayida q,,q,,...,a,

elemant varsa E ye K tizerinde sonlu dogurayl bir cisim denir.

Not 3.1.36. Sonlu boyutlu genislemeler ile sonlu dogurayli genislemeler,
birbiriyle karistirllmamalidir.

Teorem 3.1.37. E/K bir cisim geniglemesi ve a € E, K iizerinde transandant
olsun. Bu durumda x, K iizerinde bir degisken olmak {izere, K(a) = K(x) tir.

Ispat. K(x) ten K(a) iizerine bir izomorfi bulmaliy1z. Bunun igin
¢:K(x)—> K(a)

s J@

g g
tasvirini ele alalim. Bu tasvir, iyi tanimlanmuis bir tasvirdir. Ger¢ekten, verilen

herhangi bir A eK(x) (f,geKl[x], g#0,) i¢in g(a)=# 0, dir (¢linkii a, K
g

fjm

tizerinde transandanttir) ve dolayisiyla gp(—
g) gla

elemanidir. Ote yandan K(x) te f/g=f,/g, (f.g. /.8 €K[x],g #0,,g, #0,) ise
K[x]te f-g = f -g dirki, buradan Lemma 2.74 e gore E de
f(a)-g,(a)=f(a)-g(a) (g,(a)#0,, g(a)#0,) esitligi elde edilir. Bu esitligin
her iki tarafi 1, / g,(a)- g(a) ile carpilarak

(0[1}@&(,{4}

g g(a) g(a) &1
bulunur. Bu ise ¢ nin iyi tanimli oldugunu gdsterir.

, K(a) nin tamamen belirli bir



fh

@ bir halka homomorfisidir, ¢iinkii Lemma 2.74 e gore her Py € K(x)
g

(f,g,h,kEK[X], g;tOKak;tOK) 1(}11'1

¢(i+ﬁj:¢(ﬁk+h-g]: (f -k+h-g)a) _ f(a)-k(a)+h(a)-g(a)

g k gk (g-k)a) g(a)-k(a)
@ @) (1),
" g(@) k) ¢’(gj+"’(kj
Ve
gp(i.ﬁj:(o[f-hj:(f.h)(a):f<a>-h<a)
g k) gk) (ghNa) gla)ka)
_f@ ha)_ (f) (h
= 2@ k@) (p[gj ¢(k) (g(a)# 0y, k(a)#0,)
dir.

Ker(p={f/geK(x):f,geK[x], g#0,, f(a)/g(a)=OK}
:{f/geK(x):f,geK[x], g#0,, f(a):OK}
={f/geK(x):f,geK[x], g;tOK,fzoK}
={04}

oldugundan ¢ (1-1) dir. O halde ¢ bir cisim homomorfisidir. Lemma 3.1.27(2) ye
gore ¢: K(x) — K(a) lzerinedir, dolayisiyla ¢ bir cisim izomorfisidir, yani
K(a)= K(x) tir.



§ 2. Cebirsel Genislemeler

E/K bir cisim geniglemesi ve a € E, K iizerinde cebirsel olsun. Bu takdirde
K[x] te f(a)=0, olacak sekilde, sifirdan farkl bir /" polinomu vardir. Su halde

A= { feK[x]: f(a)=0 K} c K[x] kiimesi, sadece sifirdan olugsmamaktadir. 4, K[x]

in bir idealidir, ¢iinkii 4, T, : K[x] = E siibstitlisyon homomorfisinin ¢ekirdegidir.

O halde 4, K[x] in bir idealidir ve A # {O K} dir. K[x] bir esas ideal halkas1
oldugundan, sifirdan farkli uygun bir £ € K[x] polinomu i¢in 4 = K[x]f, =(f,)
dir. Herhangi bir g € K[x] polinomu i¢in (g) = 4 =(f,) bagmtisinin ger¢ceklenmesi
i¢in gerek ve yeter kosul, f, ve g nin K[x] te aralarinda ilgili olmalari, yani uygun
bir ce K~ igin g(x)=cf,(x) olmasidir. ¢, f;(x) in bas katsayisi 1 e esit olacak
sekilde bir tek ¢, € K~ vardir. Bu ¢, ile, g,(x)=c,f,(x) diyelim. O halde g,, K[x]
te (g,)=4= { feK[x]: f(a)=0 K} olacak sekilde tek monik polinomdur ve bir
f €K[x] i¢in f(a)=0, olmasi igin gerek ve yeter kosul, K[x] te g, | f olmasidir.
Ozellikle, a y1 kdk olarak kabul eden herhangi bir f € K[x] igin deg g, < deg f tir.

Bu sekilde, a € E yi K[x] te tek tiirlii belirli bir g, monik polinomu ile
iliskilendirmis oluruz. Bu g,, K[x] te a y1 kok olarak kabul eden en kiigiik dereceli
monik polinomdur.

g,, K tizerinde asaldir. Ciinkii g,(x) = p(x)-q(x), 1< deg p(x) < deg g,(x)
ve 1<degq(x)<degg,(x) olacak sekilde p(x),g(x)e K[x] polinomlar: bulunsa,
0y = g,(a) = p(a)-q(a) esitliginden p(x)e A ve q(x) € A dan en az birinin dogru
oldugu ve dolayistyla K[x] te g, | p ve g, | g dan en az birinin dogru oldugu sonucu

cikar ki, bu deg p(x) <deg g,(x) ve deg q(x) < deg g,(x) olusu ile gelisir.

Boylece asagidaki teoremi ispat etmis olduk:

Teorem 3.2.1. E/K bir cisim genislemesi ve a € E olsun. a, K iizerinde
cebirsel ise, K[x] te sifirdan farkli bir tek g(x) polinomu vardir, dyle ki, her

f(x) e K[x] i¢in, f(x)=0, olmasii¢in gerek ve yeter kosul, K[x] te g(x)| f(x)
olmasidir. Ozellikle a, g(x) in bir kdkiidiir ve g(x), K[x] teki polinomlar arasinda a y1

kok olarak kabul eden en kiigiik dereceli polinomdur. Ustelik g(x), K iizerinde
asaldir.

Tamm 3.2.2. E/K bir cisim genislemesi ve a € E, K iizerinde cebirsel olsun.
Teorem 3.2.1 deki, tek tiirlii belirli olan g(x) polinomuna a nin K iizerindeki minimal
polinomu denir. a nin K {izerindeki minimal polinomuna ayni1 zamanda a nin K
tizerindeki asal polinomu da denir. E nin K iizerinde cebirsel olan bir a eleman1 ve
bir /4(x) € K[x] polinomu verildigine gore, 4(x) in a nin K {izerindeki minimal
polinomu olup olmadigini anlamak i¢in, a y1 kok olarak kabul eden biitiin



f(x) € K[x] polinomlar1 i¢in h(x)| f(x) olup olmadigini kontrol etmemiz gerekir

gibi gorilinliyor. Fakat neyse ki, asagidaki teoremde gorecegimiz gibi, minimal
polinomlarin bagka bir karakterizasyonu vardir.

Teorem 3.2.3. E/K bir cisim genislemesi ve a € E olsun. a nin K iizerinde
cebirsel oldugunu varsayalim. A(x), K[x] te sifirdan farkli bir polinom olsun.

(i) A(x) monik,

(i) a, A(x) in bir kokd,

(iii) /(x), K lizerinde asal
ise A(x), a nin K tizerindeki minimal polinomudur.

Ispat. iddiay1 ispat etmek igin, /(x) in a y1 kok olarak kabul eden herhangi
bir f(x) e K[x] polinomunu boldiigiinii géstermemiz gerekir. f{x), K[x] e ait bir
polinom olsun ve a nin f{x) in bir kokii oldugunu varsayalim. f{x) 1 A(x) ile
bolersek,uygun ¢(x), r(x) € K[x] ile

f(x)=qg(x)-h(x)+r(x) r(x)=0, veya degr(x)<degh(x)
elde ederiz. Bu esitlikte x yerine a koyarsak
0y = f(a)=q(a)-h(a)+r(a)=q(a)-Oy +r(a)=r(a) = r(a) =0
olur. r(x), K[x] te sifir polinomundan farkli olsaydi, /(x) asal polinomunun, derecesi
onunkinden daha kii¢iik olan r(x) polinomu ile ortak a kokii bulunmus olurdu ki,
Teorem 2.92(4) e gore bu miimkiin degildir. O halde r(x) =0, ve dolayisiyla

f(x)=¢q(x)-h(x) tir. Boylece a y1 kok kabul eden her f(x) € K[x] i¢in h(x)| f(x)

oldugu ispatlanmais olur.

Ornek 3.2.4. i €[] nin [J iizerindeki minimal polinomunu bulalim. i, monik
ve [ iizerinde asal olan x* +1e [l [x] polinomunun bir kokiidiir, o halde Teorem

3.2.3 egore x> +1,inin [ iizerindeki minimal polinomudur. Ayn1 sekilde,
x> +1el[x],inin 0 {izerindeki minimal polinomudur. Diger taraftan

x> +1e (0 (i)[x], O (i) iizerinde asal degildir, ¢iinkii (U (i))[x] te
x” +1=(x—i)(x+i) dir. i, x—i nin bir kokii olup, x—i, (U (i))[x] te bir monik asal
polinomdur, dolayisiylax—i, i €[] nin [ (i) tlizerindeki minimal polinomudur.

Ornek 3.2.5. u=+2++/3 el nin [ iizerindeki minimal polinomunu

bulalim.
u=7+\3
u-2=13
u?—22u+2=3 (3.6)
u? —1=22u
ut =2u’ +1=8u"

ut =10u> +1=0



oldugundan V2 +43 , f(x)=x*=10x> +1e[] [x] monik polinomunun bir kokiidiir.
Simdi f{(x) in [] iizerinde asal oldugunu gosterelim. Sonugta Teorem 3.2.3 e gore

fx), J2++/3 iin 0 iizerindeki minimal polinomu olacaktir.

Lemma 2.87 ye gore, fix) in [J {izerinde asal oldugunu gdstermek yeter.
+1/+1==1 sayilar1 f{x) in kdkleri olmadigindan f{x) in [J[x] te birinci dereceden
polinom ¢arpani yoktur. f{x), [J[x] te

x*=10x" +1= (x> +ax+b)(x* +cx+d) (3.7)
seklinde, ikinci dereceden iki polinomun ¢arpimi bi¢ciminde yazilabilseydi

(> +ax+b) (x> +ex+d)=x"+(a+c)x’ +(d +ac+b)x* +(ad + bc)x+bd
=x"-10x" +1
olurdu ve buradan
at+c=0 , d+ac+b=-10 , ad+bc=0 , bd=1
elde edilirdi. Son denklemden b = d = £1 bulunur ve ilk iki denklemden
a+c=0 , ac=-12 veya a+c=0 , ac=-8,
yani
a’=12 veya a*=8

sonucu ¢ikardi, oysa karesi 12 veya 8 e esit olan hi¢gbir a tam sayis1 yoktur. O halde
fx), U[x] te asaldir ve dolayisiyla J2 +4/3 iin [ iizerindeki minimal polinomudur.

Dérdiincii dereceden f{x) polinomunun [J {izerinde asal oldugu, derecesi
dortten daha kiiglik olan bagka bir polinomun, [1 dan daha genis bir cisim tizerinde

asal oldugu gosterilerek ispatlanabilirdi. Simdi probleme daha derin bir bakis agisi
getiren bu yontemi verecegiz.

(3.6) esitligi, J2 +4/3 iin fo(x)=x7 ~22x-1e @ (\/E))[x] polinomunun
bir kokii oldugunu gosterir. V2+43 in 0 (\/E) iizerindeki minimal polinomu
g(x) € (U (v2))[x] olsun. Bu takdirde (0 (v2))[x] te g(x)|f,(x) tir. Burada
g(x)# f,(x) olsa deg g(x)=1 ve g(x)=x- (\/5 + \/5) olurdu, ¢iinkii
x— (\/5 +3 ) polinomu, J2 ++/3 ii kok kabul eden, birinci dereceden tek monik
polinomdur. Fakat g(x) e (U (ﬁ))[x] tir; buradan V2 +43 el (\/5 ) ve dolayisiyla
V3 el (\/5 ) sonucu ¢ikar. O halde uygun m,nell (m#=0, n=0) ile
V3 =m+nv2 olur ve buradan

—m® =2n

3=m2+2\/5mn+2n2:>x/7:3—eD
2mn

elde edilir ki, bu bir celiskidir, ¢iinkii V2 201 dur. O halde f,(x)=g(x) tir ve
fr(x), V2 ++/3 iin 0 (\/5) iizerindeki minimal polinomudur.

Simdi f{ix) in [ {izerinde asal oldugu kolayca gosterilebilir. f{x) in [] [x] te
birinci dereceden ¢arpani yoktur. f(x), [J [x] te a,b,c,d rasyonel sayilar (tam say1



olmalar1 gerekmez) olmak tizere, (3.7) deki gibi carpanlara ayrilabilseydi, V243 ,
(3.7) deki garpanlardan birinin, 6rnegin x* +ax+b nin bir kokii olurdu. Dolayisiyla
(0 (V2)[x] te V2 ++/3 ii kék kabul eden x* +ax +b polinomu, (I (v/2))[x] te
V2443 in [ (\/5 ) iizerindeki minimal polinomu olan £, (x) = x* — 2\2x—1 ile
boliinebilirdi. Buradan dereceler ve bas katsayilar karsilastirilarak

x> —22x—1=x>+ax+b ve dolayistyla a =22 elde edilirdi ki, bu @ nin
rasyonel olusuyla ¢elisir. O halde f(x), [] {izerinde asaldir.

Asagidaki lemma, son 6rnekte kullandigimiz diisiince tarzini belirginlestirir:

Lemma 3.2.6. K, c K, c E li¢ cisim ve a € E olsun. a, K, lizerinde
cebirsel ise K, iizerinde de cebirseldir. Ustelik f; ve f,, @ nmn sirastyla K, ve K,

tizerindeki minimal polinomlar1 ise K,[x] te f2| f, dir.

Ispat. a, K, iizerinde cebirsel ve f;(x), a mn K, iizerindeki minimal
polinomu ise f(a)=0, dir. f,(x)e K ,[x] < K,[x] oldugundan buradan, a nin K,
tizerinde cebirsel oldugu sonucu ¢ikar. O halde f,(a) =0, ve f,(x)e K,[x] ten, a
nin K, iizerindeki f,(x) minimal polinomunun tanimi geregince K,[x] te
(0| /i(x) elde edilir.

Simdi basit cebirsel genigslemeleri tanimlayacagiz. Daha 6nceden buldugumuz
[ [i ] =[] (i) esitligini animsayalim. Bu durum, bir cebirsel eleman tarafindan

dogurulan bir basit genislemenin gézoniine alindig1 her zaman gecerlidir.

Teorem 3.2.7. E/K bir cisim genislemesi ve a € E olsun. a nin K iizerinde
cebirsel oldugunu varsayalim, f'de a nin K {lizerindeki minimal polinomu olsun. K[x]
te f tarafindan dogurulan esas ideali K[x]f =:(f) ile gdsterecek olursak,

K(a)=K[a]= K[x]/(f)
tir.

Ispat. T, : K[x]— E siibstitiisyon homomorfisini gozoniine alalim. Teorem
3.2.1 e gore KerT, ={he K[x]:h(a)=0,}=(f) tir ve Lemma 3.1.27(1) e gore
Im7, = K[a] dir. O halde K[x]/(f)=K[x]/KerT, =ImT, = K[a] dur.

Simdi K(a) = K[a] esitliginin gerceklendigini gosterelim. K[a]c K(a)
oldugundan sadece K(a) < K[a] oldugunu gostermeliyiz. Bunun i¢in, Lemma

3.1.27 ye gore, sadece, g(a)# 0, kosuluna uyan her g(x) e K[x] i¢in l(K ) € K[a]
g(a

oldugunu gostermemiz gerekir. Gergekten, g(x) € K[x] ve g(a)#0, ise f, g yi

bolemez ve f, K[x] te asal oldugundan f(x) ve g(x) polinomlar1, Teorem 2.92(3) e
gore K[x] te aralarinda asaldir. O halde

Jx)-r(x)+g(x)-s(x) =1



olacak sekilde r(x), s(x) € K[x] vardir. Bu esitlikte x yerine a koyarsak, f(a)=0,
11(
g\a

dolayisiyla K(a) < K[a] dir. O halde K(a) = K[a] dir.

oldugundan g(a)-s(a)=1, elde ederiz. Buradan =s(a) € K[a] sonucu ¢ikar,

Teorem 3.2.8. E/K bir cisim genislemesi ve a € E olsun. a nin X lizerinde
cebirsel oldugunu varsayalim ve /', a nin K {izerindeki minimal polinomu olsun. Bu
durumda

|K(a): K|=deg f
tir, yani K(a) cisminin K {izerindeki derecesi, a nin K[x] teki f minimal polinomunun
derecesine esittir. deg f =n ise {1, a,a’,..., a”’l} , K(a) nin bir K-tabanidir ve K(a)
nin her elemani
ky+k-a+k,-a’+..+k,_ -a" (ky ks kyy.onk, € K)
seklinde tek tiirlii gosterilebilir.

Ispat. 4:= {1, a,a’,..., a”‘l} in, K(a) nin bir K-taban1 oldugunu ispatlayacagiz.
Once 4 nin X iizerinde K(a) y1 dogurdugunu gésterelim. Teorem 3.2.7 den
K(a)=Kla], Lemma 3.1.27(1) den de K[a]={g(a) € E: g € K[x]} oldugunu

biliyoruz. O halde K(a) nin her u elemani, g(x), K[x] te uygun bir polinom olmak
tizere, g(a) seklinde yazilabilir. Bu g(x) polinomunu, derecesi #n olan bir f{x)
polinomu ile bolersek, uygun g(x), r(x)e K[x] ile

g(x) =q(x)- f(x)+r(x) (r(x) =0, veya degr(x)<n-1)
elde ederiz. Bu esitlikte x yerine a koyarsak,
u=g(a)=q(a) f(a)+r(a)=q(a)-0, +r(a)=r(a)
buluruz. O halde r(x)=k, +kx+kx’ +..+k,_x"" (keK;i=0,1,..,n-1)
dersek,
u=k,+k-a+k,-a’+.+k_-a"’
olur ve dolayisiyla 4, K lizerinde K(a) y1 dogurur.

Simdi 4 nin K {izerinde lineer bagimsiz oldugunu gosterelim.
ky+k-a+k,-a’+..+k, _-a""' =0, (ky,k.k,,....k, , €K)
ise a, h(x) =k, +kx+kx*+..+k,_x"" € K[x] polinomunun bir kokiidiir,
dolayistyla Teorem 3.1.37 ye gore f (x)| h(x) tir. Burada A(x)=0, olmalidir, ¢iinkii
aksi halde A(x)#0, olurduki, bu n=deg f <degh<n-1 olusu ile ¢elisirdi.
h(x)=0, olmasiise k,=k =k, =---=k,_, =0, olmasi1 demektir. O halde 4, K

tizerinde lineer bagimsizdir.
Boylece 4 nin K(a) nin bir K-tabani oldugunu ispatlamis olduk. Buradan

|K(a) : K| =dim.K(a) = {l,a,az,...,a”’l} =n=deg f(x)

sonucu ¢ikar ve Teorem 2.101 e gore K(a) nin her elemant
ky+k-a+k,-a’+..+k_ -a""

seklinde tek tiirlii gosterilebilir.



Tamm 3.2.9. E/K bir cisim genislemesi ve a € E olsun. a nin K {izerinde
cebirsel oldugunu varsayalim. a nin K iizerindeki minimal polinomunun derecesine
(ki, bu ayn1 zamanda K(a) nin K {izerindeki derecesidir) a nin K iizerindeki derecesi
denir.

Ornek 3.2.10. i €[] nin [J iizerindeki minimal polinomu, Ornek 3.2.4 ¢

gore x> +1el][x] tir ve x> +1 in derecesi 2 dir. O halde i e[] , [J iizerinde cebirsel
olup, I {iizerindeki derecesi 2 dir. Benzer sekilde, i €[] nin [] {izerindeki minimal

polinomu x* +1e[x] tir ve i nin [J iizerindeki derecesi 2 dir.

Ornek 3.2.11. Ornek 3.2.5 te \/5 + \/g el] nin U tzerindeki minimal

polinomunu x* —10x”> +1 €[] [x] olarak bulmustuk. Su halde V2443 in 0
tizerindeki derecesi 4 tiir. Bu sonug ayn1 zamanda Teorem 3.2.8 den de ¢ikarilir.
Gergekten, 1 ve J2 sayilari [J (\/5) cisminin bir [ -tabanini olustururlar,

dolayisiyla ‘[I (\/5 ):[ ‘= 2 dir. Simdi asagidaki semaya dikkat edelim:

( _Q(ﬁw‘i)

¥ - 21"51 +1 (derece )

x -10x" +1(dereced) 'Q(‘\Ej

¥' -2 (derece)

L Q

V2= —%(\/5 +J§)+%(J§ ++/3)’ yazilabileceginden /2 €[] (V2 ++/3) ve
dolayistyla [ (\/5) cl (\/5+\/§) tiir. O halde [J (\/5) , U (\/§+\/§)/D

geniglemesinin bir ara cismidir. Buna gore Teorem 3.1.21 den
4=|0 (2 +43):0 =1 (2+43):0 W2)- [ (V2):0| =2 (V2 +43):0 (V2)
ve dolayisiyla

‘D (\/§+\/§);D(\/§)‘=2

elde edilir, o halde V2443 in 0 (\/5) tizerindeki derecesi 2 dir.

Ornek 3.2.12. i €0 nin [ iizerindeki minimal polinomu x* +1e[ [x]
oldugundan, Teorem 3.2.7 ye gore [1[x]/(x* +1) =[] (i) dir. [ [x]/(x* +1) halkasinda
x7 +0[x](x* +1) = =1+ [x](x* +1) esitligi gecerlidir. Burada islemler [] [x]
halkasindaki gibi yapilmakta, fakat [x+0 [x](x* +1)] = x* +0 [x](x” +1) yerine
~1+0[x](x* +1) konmaktadir. Ayni sekilde [J (i) =[] de islemler, i [ iizerinde bir



degiskenmis gibi yapilmakta ve i* yerine — 1 yazilmaktadir. Boylece
O[x]/(x*+1)=0 () =0 oldugu ispatlanmis olur.

Ornek 3.2.13. Benzer sekilde, E/K bir cisim genislemesi ve a € E, K

{izerinde minimal polinomu x" +¢, x"" +c¢, ,x"* +...+¢,x +¢, olan cebirsel bir

eleman ise, yani

n n-1 n-2
) —...—cl~a—co

ise K(a) cismi

ky+k-a+k,-a’+..+k, _-a""  (kykiky,..nk, € K)
elemanlarindan olusur. K(a) da hesaplamalar, a K iizerinde bir degiskenmis gibi
diisiiniilerek ve a” yerine —c, -a""' —c, ,-a"”" —...—¢,-a—c, yazilarak yapilir.

Ornegin, V2 +3 el yerine a yazilirsa, [ (a) da a* =10a’ —1 elde edilir.
t=2+a-a"+3a’ €l (a) veu=a+a’+2a’cll (a) ise

t+u=2+2a+5a’ €l (a),

tu=Q2+a-a’ +3a’)a+a’>+2a’)
=2a+2a*+4a’ +a’ +a’ +2a* —a’ —a* -2a’ +3a* +3a’ + 6a°
=2a+3a’ +4a’ +4a* +a’ +64°
=2a+3a’ +4a’ +4(10a° —1)+a(10a’ —1) + 6a* (104’ —1)
=2a+3a’+4a’ +40a’ —4+10a’ —a+60(10a” —1)—6a°
=—64+a+637a° +14a’ €l (a)

dir.
Simdi a”> +a+1 in tersini bulalim. Teorem 3.2.7 ye gore [] [x] te
(x* =10x" + Dr(x) + (x* + x+Ds(x) =1
olacak sekilde 7(x), s(x) polinomlar1 bulmalry1z. Bunu Oklid algoritmesiyle

yapalim.
xt=10x* +1=(x* =x=10)(x* + x+ D)+ (11x +11)

x2+x+l:(11—1x)(11x+11)+1

olup, buradan

1=(x’ +x+l)—(ﬁx](11x+ll)
=(x? +x+l)—(%xj[(x4 —10x” +1) = (" = x=10) (" +x+1)
:(xz+x+1)[1+[1_11xj(xz_x_lo)Hl_llxj(xuoXm) ,

yani
lz(x2 +x+l)(Lx3 —ix2 —1—0x+1j—(%xj(x4 —10x? +1)

elde edilir. Bu esitlikte x yerine a yazilarak



ve dolayisiyla

bulunur.

Dikkat edilirse, a burada yalnizca a* —10a” +1= 0 bagmtisini saglayan bir
semboldiir. @ nin sayisal degeri olan V2 +43 = 3,14626337... bir reel say1 olarak

dikkate alinmamistir. Bu, miithis bir esneklik saglar: ¢ y1 [ nun, x* —10x*> +1

polinomunun bir kokiinii iceren herhangi bir £ genigleme cisminin bir elemant
olarak diislinebiliriz. Bu fikir, asagida ele alinacaktir.

Teorem 3.2.14. E/K sonlu boyutlu bir genisleme olsun. Bu durumda E, K
tizerinde cebirseldir ve ayn1 zamanda sonlu doguraylidir.

Ispat. |E K | =nell olsun. £ nin K {izerinde cebirsel oldugunu ispatlamak

i¢in, E nin her elemaninin K[x] te sifirdan farkli bir polinomun kokii oldugunu
gostermeliyiz. u, E nin keyfi bir elemani ise, Steinitz yer degistirme teoremine gore

E nin n+1 tane Lu,u’,...,u"",u" elemani, K iizerinde lineer bagimsiz olamaz. O
halde
2 n—1 n __
ky+k -u+k, -u"+.+k _-u" +k -u"=0,
k, € K vardir. Su halde

g(x) =k, +kx+hkx* +..+k,_x""+kx", K[x] te derecesi <n olan, sifirdan farkli

olacak sekilde, hepsi birden sifir olmayan &,k ,k,,...,

n—1°

bir polinomdur ve u, g(x) in bir kokiidiir. O halde u, K {izerinde cebirseldir. u, £ nin
keyfi bir eleman1 oldugundan, buradan E nin K {izerinde cebirsel oldugu sonucu
cikar.

Ikinci olarak, {b,,b,,...,b,} < E, E nin bir K-taban ise,
E=s.(b,b,,....b,) ={k{-b1 +ky-b,+..+k b ikl k.. k € K}
c{f(b.b,,...b,) € E: f € K[x,x,,...,x,]}
=K(b,,b,,...,b,))
ckE
ve dolayisiyla E = K(b,,b,,...,b,) dir, yani E, K iizerinde sonlu doguraylidir.

Yukariki ispatta g(x) polinomunun derecesinin <#n oldugu gerg¢egini ayri bir
lemma olarak ifade edelim:

Lemma 3.2.15. E/K, derecesi |E 'K | =nel]l olan bir cisim genislemesi

olsun. Bu durumda FE nin her elemani K Uizerinde cebirseldir ve bu elemanin K
tizerindeki derecesi, en fazla n ye esittir.

Simdi, cebirsel elemanlar tarafindan dogurulan bir genislemenin cebirsel
oldugunu gosterecegiz.



Teorem 3.2.16. E/K bir cisim genislemesi ve q,,a,,...,a, ,,a, E nin sonlu

n-1°

sayida elemani olsun. a,,a,,...,a, ,,a, nin K iizerinde cebirsel oldugunu varsayalim.

n-1°

Bu durumda K(a,,a,,...,a, ,,a,), K nin bir cebirsel genislemesidir. Aslinda,

n-1°

K(a,,a,,...,a, ,a,) Knm sonlu boyutlu bir genislemesidir ve

n-1°

K(ay,a,,....a, ,a,): K|<|K(a)):K||K(a,): K|---|K(a,): K|
dir.

Ispat. . = |K (a):K | olsun. i=2,...,n-1,n i¢in a, eleman1 K {izerinde
cebirseldir, dolayistyla Lemma 3.2.6 ya gore ayn1 zamanda K (a,,...,a, ;) lUzerinde
cebirseldir. Buna ek olarak, a, nin K(q,,...,a, ;) cismi lizerindeki minimal
polinomu, a, nin K iizerindeki minimal polinomunun bir bdlenidir; bu minimal
polinomlarin dereceleri karsilastirilip, Teorem 3.2.8 kullanilarak

ro=|(K(ay,....a ))a): K(ay,...a, )| <|K(a): K| (i=2,...,n-1,n)

elde edilir.

K cK(a)cK(a,a,)c..cK(a,a,,..,a, ) K(a,a,,..,a, ,a,)
ve Lemma 3.1.28(2) ye gore

K(a,,...,a, ;,a,)=(K(a,,....,a,_,))a,) (i=2,...,n-1,n)
oldugundan, Teorem 3.1.21 e gore
|K(a1,a2,...,an_l,an) : K| =77,k
<|K(a,):K|-|K(a,.):K|--|K(a,): K||K(a)): K]

elde edilir. O halde K(q,,a,,...,a
Teorem 3.2.14 e gore K nin bir cebirsel genislemesidir.

a,) , K nm sonlu boyutlu bir genislemesidir ve

n-1°

Lemma 3.2.17. E/K bir cisim genislemesi ve a,b € E olsun. a ve b, K
tizerinde cebirsel ise, a+b, a—b, a-b ve a/b (b#0, oldugu durumda) K iizerinde
cebirseldir.

Ispat. a ve b, K iizerinde cebirsel ise, Teorem 3.2.16 ya gore K(a,b), K nin
bir cebirsel genislemesidir, yani K(a,b) nin her elemani K iizerinde cebirseldir.
a+b,a—b,a-b,al/b de K(a,b) nin elemanlar1 oldugundan, onlar da K {izerinde

cebirseldir.

Teorem 3.2.18. E/K bir cisim genislemesi, 4 da £ nin K {izerinde cebirsel
olan biitiin elemanlarinin kiimesi olsun. Bu durumda 4, E nin bir alt cismidir (ve
dolayistyla E/K genislemesinin bir ara cismidir).

ispat. a,be E ise a ve b, K tizerinde cebirseldir, o halde a+b, a—b, a-b ve
1./b (b#0, oldugu durumda), Lemma 3.2.17 ye gore K iizerinde cebirseldir,

dolayistyla Lemma 3.1.2 ye gore 4, E nin bir alt cismidir. K nin her eleman1 Ornek
3.1.30 a gore K lizerinde cebirsel oldugundan, K < A4 dir. O halde 4, E/K
geniglemesinin bir ara cismidir.



Tamm 3.2.19. E/K bir cisim genislemesi, 4 da E nin K {izerinde cebirsel olan
biitiin elemanlarindan olusan alt cismi olsun. Bu durumda A4 ya K nin E deki cebirsel
kapanigt denir.

A, siiphesiz K nin bir cebirsel genislemesidir. Gergekten, a € E ise, a nin K
tizerinde cebirsel olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, a € A olmasidir ve F, E/K nin bir
ara cismi ise, F' nin K lizerinde cebirsel olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, /' < 4
olmasidir.

Bu boliimiin son teoremi, bir cebirsel genislemenin bir cebirsel
genislemesinin gene bir cebirsel genisleme oldugunu ifade etmektedir (cebirsel
genislemenin transitifligi).

Teorem 3.2.20. F, E, K {i¢ cisim olsun. F, E nin bir cebirsel genislemesi, £
de K nin bir cebirsel genislemesi ise F, K nin bir cebirsel genislemesidir.

Ispat. F nin her elemaninin K {izerinde cebirsel oldugunu gdstermeliyiz.
u € F alalim. F, E iizerinde cebirsel oldugundan u da E iizerinde cebirseldir, o halde
f(u) =0, olacak sekilde bir

f(x)=e,+ex+..+ex" € E[x]

vardir. L =K(e,,e,...,e,) diyelim. f(x)e L[x] oldugu aciktir. E, K iizerinde
cebirsel oldugundan e, e,,...,e, lerin herbiri K lizerinde cebirseldir ve Teorem 3.2.16
ya gore L/K sonlu boyutludur. Ayrica, f(u)=0, ve f(x)e L[x] oldugundan, # nun
L iizerinde cebirsel oldugu sonucu ¢ikar ve Teorem 3.2.8 e gore L(u)/L sonlu
boyutludur. O halde |L(u) K | = |L(u) : L| . |L K | sonlu bir sayidir, yani L(u), K nin

sonlu boyutlu bir genislemesidir. Teorem 3.2.14 e gore L(u), K nin bir cebirsel
genislemesidir. O halde L(u) nun her elemani K iizerinde cebirseldir. Ozellikle

u € L(u) oldugundan, # nun K tizerinde cebirsel oldugu goriliir. u, F nin keyfi bir
eleman1 oldugundan, buradan F nin K nin bir cebirsel genislemesi oldugu sonucu
cikar.

Tanim 3.2.21. K ve L, bir E cisminin iki alt cismi olsun. P, E nin asal alt
cismi olmak iizere, £ nin P lizerinde K U L tarafindan dogurulan alt cismine K ve L
nin kompozitumu denir ve bu cisim, KL ile gosterilir.

O halde bu tanima gére KL =P(K U L)=P(LUK) =LK, yani KL=LK dir.

KL kompozitumu, £ nin, K ve L nin ikisini birden kapsayan en kii¢iik alt cismidir ki,
buradan da KL=K(L)=L(K) sonucu ¢ikar.

K ve L gibi iki cismin kompozitumunu tanimlamak i¢in, bunlarin daha genis
bir cisim i¢inde bulunmalar1 zorunludur. K ve L, ortak bir cismin alt cisimleri degilse
KL kompozitumu tanimlanamaz.

E/K bir cisim genislemesi ve a,b € E ise K(a) ve K(b) nin K(a)K(b)
kompozitumu, K(P U {a, b}) = K(a,b) dir.



§ 3. Kronecker Teoremi

Bu paragrafta L. Kronecker’in, bir cisim tizerindeki herhangi bir polinomun
uygun bir genigleme cisminde bir kokiiniin bulundugunu ifade eden énemli bir
teoremini ispatlayacagiz. Bu teorem, cisim genislemelerinin esas teoremi olarak
kabul edilebilir. Kronecker’in felsefi bakis acisindan beklenebilecegi lizere, ispat
konstriiktif bir ispattir, yani sadece bir genislemenin varlig1 ispatlanmakla kalmayip,
aslinda elemanlarinin neler oldugu ve onlarin nasil toplandigi, carpildigi ve
terslerinin alindig1 gosterilmektedir.

Polinomlarin kokleriyle ilgili tartismalarimizda

(1) bir K cisminin,

(2) K[x] te bir f{x) polinomunun,

(3) K nin bir E genisleme cisminin,

(4) E nin, f(x) in kokii olan bir a elemaninin
verildigini varsaydik. Fakat birgcok durumda sadece bir K cismi ve K[x] te bir f{x)
polinomu verildi, problem de, f{x) in bir kokiinii bulmakti. Daha ayrintili olarak
problem, K nin bir £ genislemesini ve £ nin f(a)=0, olacak sekilde bir a

elemanini bulmaktir. Sadece a y1 bulmakla kalmayip, ayn1 zamanda basta
verilmeyen E yi de bulmamiz gerekir. Kronecker teoremi, bunu nasil yapacagimizi
anlatir.

Simdi, 18. ve 19. yiizyilda kompleks sayilarin matematikte ortaya ¢iktigi su
tarihi 6rnegi gézoniine alalim: Matematikgiler, [ reel sayilar cismini ve

x” +1e[x] polinomunu biliyordu. Bu polinomun [ de kokii yoktur, ¢iinkii karesi
—1 e esit olan higbir reel say1 yoktur. Fakat 3. dereceden bir polinomun koklerini
veren, Cardano formiilleri gibi dyle giiglii gdsterimler vard: ki, x> +1e 0 [x]
polinomunun bir kokii i¢in de bdyle birsey bulunabilirdi. Sonra ne yapti
matematikciler? Bir reel say1 olmadigini ¢ok iyi bildikleri J—1 semboliinil tiirettiler
ve a+by-1 (a,b 1) ifadelerini gézoniine aldilar. Bu tipteki ifadelere “kompleks

sayilar” denildi. a+ bN-1 ve c+d~-1 gibi iki kompleks sayinin esit kabul

edilmesi i¢in gerek ve yeter kosul, a=c ve b=d olmasidir. Iki kompleks sayinimn
toplami1

(a+bJ-1)+(c+dN-1)=(a+c)+(b+d)N-1,
carpimi ise, (\/—_1 )> sembolii —1 reel sayisina esit olarak yorumlanmak iizere,

(a+bV=1)(c+dN-1)=ac+ad-1+bJ=1c+bJ-1d~-1
= ac+bd(\-1)* + (ad + be)—-1
= (ac—bd)+ (ad + bc)N—-1
seklinde tanimlandi. Dolayisiyla J-1, hesaplanabilen bir nesne haline geldi.

Kompleks sayilar, [I nin cisim 6zelikleri kullanilarak ve (\/——1 )* yerine — 1

konularak ¢arpildi. Kompleks sayilarin sirali reel say1 ikilileri olarak ingasi, 19.
ylzyilin ortalarinda W.R. Hamilton tarafindan verildi. Kompleks sayilarin daha
onceki matematikgiler tarafindan kullanilan taniminda temel olarak hicbir hata

yoktu. [ cismi, [ nin x* +1e[J[x] polinomunun bir kékiinii iceren [ (i)



genisleme cismi olarak bu sekilde insa edildi. Daha ayrintili bir sekilde belirtmek
gerekirse, 0+ W-1 kompleks sayis1 x* +1 in bir kokiidiir.

Baska bir 6rnek verelim: [ cismi ve x* —10x” +1e] [x] polinomu verilsin.
Bu polinomun bir kkiinii bulmak isteyelim. Ornek 3.2.13 te oldugu gibi, burada da
a* —10a” +1=0 kosuluna uyan bir a sembolii tiiretiriz ve ¢,,c,,c,,c, [ {izerinde

birbirinden bagimsiz olarak dolasmak iizere, biitiin ¢, +c,a +c,a’ +c,a’ ifadelerini
g06zoniine aliriz. Bu ifadeler yeni “sayilar”dir. Bu yeni “sayilar”, [1 cisminin temel

ozelikleri kullamlarak ve a*—10a” +1 yerine 0 yazilarak veya buna denk olarak,
a* yerine 10a” —1 yazlarak carpilir. [ (a) cismi, [] ve a dan, [] nun,

x* —10x* +1 el [x] polinomunun bir kokiinii igeren bir genisleme cismi olarak insa

3 <

edilmistir. Daha ayrintih olarak, 0+1a+0a” +0a’ “sayis”, x* —10x> +1 in bir

koktidiir.

Genel durumda ne yapilacagi simdi daha agiktir. Bir K cismi ve K[x] te asal
olan bir f{x) polinomu verildigine gore, f{x) in bir kokiinii bulmak i¢in, f(u)=0,
kosuluna uyan bir u sembolii tiiretiriz ve n = deg f(x) ve Lu,u’,....u"" ler

n-1

hesaplanabilen nesneler olmak iizere, K-tabani 1,u,u’,...,u"" olan K-vektdr uzaymni

g0zoniine aliriz. Bu K-vektor uzayinin elemanlarini, # yu K tizerinde bir degisken
olarak kabul edip, (i) yerine 0, yazarak ¢arpariz. Bunu yapmanin en mantikli yolu,

Teorem 3.2.7 de de onerildigi gibi, K[x]/(f) boliim halkasini g6zoniine almaktir.

Teorem 3.3.1 (Kronecker Teoremi). K bir cisim ve f{(x), K[x] te asal bir
polinom olsun. Bu takdirde K nin, f{x) in bir kokiinii igeren bir £ genisleme cismi
vardir.

Ispat. K[x] in f{x) tarafindan dogurulan esas ideale gore boliim halkasi
E =K[x]/(f) olsun. K[x] bir esas ideal halkas1 ve f(x), K[x] te asal oldugundan,

Teorem 2.72 ye gore E = K[x]/(f) boliim halkasi, bir cisimdir.
p:K—>F
k— k+(f)

tasviri bir halka homomorfisidir, ¢iinkii her &, k, € K i¢in

Pk, +hy) = (ki +ky) + () = (b + () + (ky + () = o(ky) + p(k,),

¢)(k1 'kz) = kl 'kz +(f)= (kl +(f))'(k2 +(f)= ¢7(k1)'¢(k2)
dir. f{x), K[x] te asal oldugundan, K[x] te bir aritmetik birim degildir, dolayisiyla
o(1,) =1, +(f)# 0, +(f) tir ve Lemma 3.1.14 e gore ¢ (1-1) dir. Su halde ¢ bir
cisim homomorfisidir. K y1 £ deki ¢(K) goriintiisiiyle 6zdeslestirelim ve k € K
olmak lizere, k+ (/) yerine k yazalim. Bu sekilde, K y1 £ nin bir alt cismi, £ yi de K
nin bir genislemesi olarak elde etmis oluruz.

Kisalik agisindan u = x+( f) € E yazalim. u nun, f{x) in bir kokii oldugunu
iddia ediyoruz. Gergekten,



f(x)=by+bx+bx"+..+bx" € K[x] (b, #0,)

ise
fu)=b,+b u+b,-u*+..+b, -u"

= (by + (N + (B + NN+ By + (N () + et (b, + (N + ()
= (by + (N + B+ NN+ By + (INE+ (D + et (B, + (NG + ()
=by +bx+b,x* +..+bx" +(f)
=+
=0, +(f)
=0, ek
dir ve dolayisiyla u € E , f(x) in bir kdkiidiir. Boylece £, K nin, f(x) in bir kokiinii
iceren bir genisleme cismidir (K y1 ¢(K) < E ile 6zdeslestirdigimizden dolay,

k € K olmak iizere, k+0, -u+0, -u” +..+0, -u" € E yerine k yazabiliriz).

Yukariki ispattaki gosterimi aynen koruyalim. K(u) < E oldugu aciktir.

Aymi zamanda, E nin her elemani ¢, +c¢,x +c,x” +...+¢,x" +(f) bigiminde olup,

Cotex+e,x +.o.te, X" +(f)=cy+o(x+()+c,(x+(f)) +..tc, (x+ ()"
=cy+e utce, ul +..+c, u"
yazilabilir ve dolayisiyla K(u) ya aittir; o halde £ < K(u) dur. Buise, E = K(u)
demektir, yani E = K(u), K nin bir basit genislemesidir.

Simdi F =K(¢), Knin, f(x)e€ K[x] in bir ¢t € F koki tarafindan dogurulan
baska bir basit genislemesi olsun. Teorem 3.2.7 ye gore

T :K[x]— K(u) T :K[x]— K(t)
g(x) > g(u) g(x)—>g()

stibstitlisyon homomorfilerinden hareketle

a: K[x]/(f) = K(u) B KIx]/(f)— K(1)
g)+(f) > gu) g)+(f)—>g()

cisim izomorfileri elde edilir. Dolayisiyla

pat  K(u) = K(1)
g(u) > g(?)

bir cisim izomorfisidir, yani K(u)= K(¢) dir. Ustelik, her k € K i¢in
a(k)y=a(k+(f))=T (k)=k ve benzer sekilde her k e K i¢in S(k)=k
oldugundan fa ™' in K < K(u) ya kisitlanmist, K nin idantik tasviridir.

Boylece, Kronecker teoremine takviye niteligi tasiyan su teoremi ispatlamig
olduk:



Teorem 3.3.2. K bir cisim ve f(x) € K[x], K[x] te asal bir polinom olsun.
Bu takdirde K nin, u € K(u), f(x) in bir kokii olacak sekilde bir K(u) basit
genislemesi vardir. Ustelik, K(¢), t € K(t), f(x) in bir kokii olmak iizere, K nin bir
basit genislemesi ise K(u)= K(¢) dir ve gercekte K ya kisitlanmisi, K nin idantik
tasviri olan bir ¢ : K(u) — K(¢) izomorfisi vardir.

Tanim 3.3.3. K bir cisim ve f{x), K[x] te bir asal polinom olsun. Bu durumda
u, f(x) in bir kokii olmak iizere, K nin bir K(u) basit genislemesine (Teorem 3.3.2 ye

gore boyle bir cisim vardir ve K ya kisitlanmisi, K nin idantik tasviri ile cakisan bir
1izomorfiden vazgecildigi takdirde, tek tiirlii belirlidir), f(x) in bir kékiinii K ya
katmakla elde edilen cisim denir.

Not 3.3.4. K bir cisim ve f{(x), K[x] te bir asal polinom olsun. K(u) nun, K ya
f(x) in bir u kokiinii katmakla elde edilen cisim oldugunu varsayalim. ¢, f{(x) in bas

katsayis1 olsun. Teorem 3.2.3 ten Le f(x) in, u nun K lizerindeki minimal polinomu
c

oldugunu biliyoruz. O halde Teorem 3.2.8 den |K (1) : K| = deg L f(x)=deg f(x)
Cc

elde edilir, yani K ya asal bir f(x) € K[x] polinomunun bir kokiinii katmakla elde
edilen cismin K tizerindeki derecesi, f(x) in derecesine esittir.

Teorem 3.3.5 (Kronecker). K bir cisim ve f{x), K[x]\K da derecesi n olan (K
tizerinde asal olmasi gerekmeyen) bir polinom olsun. Bu takdirde K nin dyle bir E
genisleme cismi vardir ki, f{x) in bir kokiinii igerir ve |E 'K | <n dir.

Ispat. f(x) e K[x] oldugundan f{x), ne sifir polinomudur, ne de K[x] te bir
aritmetik birimdir. K[x], asal carpanlara ayrilisin tek oldugu bir tamlik bolgesi
oldugundan, f{x) i asal polinomlarin ¢arpimi olarak yazabiliriz ve f{x) in asal
bolenlerinden birinin bir kokiinii K ya katabiliriz. Bu sekilde elde edilen £ cismi, f{(x)

in o asal boleninin ve dolayisiyla f{x) in bir kokiinii igerecektir. Ustelik, |E : K|, f{x)

in o asal béleninin derecesine esit olacaktir; su halde |E K

, en ¢cok f(x) in
derecesine esittir.

Ornek 3.3.6. f(x)=x" -2 e F,[x] polinomunu gdzoniine alalim. f{x), F;
lizerinde asaldir, ¢linkii aksi halde f{x) in F; te bir kokii bulunurdu, oysa F; te karesi
2 e F, olan higbir eleman yoktur. $imdi f{x) in bir u kokiinii F e katalim. Olusan
F(u) cismi, F;-tabani {1,u} olan bir F,-vektor uzayidir ve u” =2 e F; tir. Simdi
F,(u) da birkag 6rnek hesaplama yapalim:

A+2u)3+u)=12+4u+6u+3u’>=2+10u+3-2=2+0-u+1=3,

G+2u)2+4u)=6+12u+4u+8u" =1+2u+4u+3-2=7+6u=2+u.

u®> =2 (e F,) denkleminden dolay1 F () da u yerine V2 yazma konusunda

anlasacagiz. Burada V2 nin sadece hesaplanan u nesnesinin diger ismi oldugunu



tabii ki unutmayacagiz, yani 2 , sayisal degeri 1,414... olan reel say1 degil, karesi 2
olan bir semboldiir.

Simdi (1+2+/2)(3++2) ve (4+~/2)" i {1, V2 } F, -tabani cinsinden
hesaplayalim.
(+2V2)3+v2) =3+vV2+6v2+2- 2=+ D)+ (1+6)W2 =2+ 242 ,
1 1 4-\2 _4-2 _4-V2 _4-2

412 412 4-2 16-2 14 4

:%(4—\/5)=4(4—J§)=16—4\/§=1+\/5.

¢:F,(N2) > F,(2)
a+b\/§—>a—b\/§
tasviri, F; (\/5) nin bir otomorfisidir, ¢iinkii her a +b32 ,c+d V2 e F; (\/5 ) i¢in
pl(@a+b\v2)+(c+dV2) = pl(a+c)+(b+dWN2]=(a+c)—(b+d)N2
= (a-bN2)+(c—d2) = pla+bN2) + p(c+d2)
A\~
ol(a+bN2)-(c+d~2)] = gl(ac+2bd) + (ad + bo)N2] = (ac +2bd ) — (ad + be)N2
= (ac+2(=b)(~d)) + (a(~d) + (~b)c W2
= (a—b\2)-(c—d2)
= p(a+b2)-p(c+d2)

dir. ¢ asikar olarak iizerinedir ve Kerg # F; (\/5 ) dir.

Binom teoremine (Teorem 2.48) gore her a +h2 € F; (\/5 ) i¢in
(a+b2) =a° +5a*by2 +10a°b> -2 +10a°B* - 242 + 5ab* -4+ b° - 442

=a’ +4b°\N2 =a+ 462 =a—b\2

dir. O halde ¢ ayni zamanda
@ F (\/E) — F; (\/5)
t >t

olarak da tanimlanabilir.

Ornek 3.3.7. g(x) = x> —3 e F,[x] polinomu da F; {izerinde asaldir. g(x) in
bir kokii olan /3 ii F, e katmakla F,(~/3) cismi elde edilir ki, bu cisim bir F,-
vektor uzay1 olup, F, {lizerindeki bir tabani {1, NE) } tiir ve (\/5 )> =3 eF, tir. Tabii ki,

J3 iin 1,732... reel sayis1 olmadigini, sadece karesi 3 olan, hesaplanabilen bir nesne
oldugunu unutmamaliy1z. F, (\/5 ) te



G+2V3)1+43)=3+1243+23+8:3=27+143=2+43 ,
(2+33)2+43)=4+83+63+12:3=4+33+3+36=43 ,
1 1 1-33 1-33 1+243 1

14353 1433 1-3B  1-27 4 = (15 203)=401+23) = 44343

tur.

F, te 8=3 oldugu gibi, NE) icin de J8 yazabiliriz. Burada J8 e F; (\/5) ,
(\/g )* =8 =3 ii saglayan, hesaplanabilen bir nesnedir, yani J8 , 2,828... reel sayist
degildir, karesi 8 €[] olan bir nesnedir. V8 i8=v42=22 seklinde yazmaya
kalkisabiliriz. Ancak, bu dogru degildir. Ciinkii v/8 € F,(+/3) ve 242 e F,(+/2) dir,

yani J8 ve 242 , iki farkli cismin elemanidir ve bu iki cismin kesisimi F; e esit
olmadigindan, J8=2\2 yazmak anlamli degildir.

Burada
w i Fs (\/g) — F; (\/E)
a-+ b\/§ —>a+ 2b\/§

tasviri, ilging bir tasvirdir. Gergekten, her a + b3 ,c+d J3e F, (\/5 ) icin

wl(a+b3)+(c+dB3)]=w[(a+c)+(B+d)N3]=(a+c)+2(b+d)N2
=(a+2b72)+(c+2dN2) =y (a+bV3) +y(c+d3)

A\~
wl(a+b3)-(c+d3)=wl(ac+3bd)+ (ad + bc)\3]= (ac +3bd) + 2(ad + be)N2
=(ac+2-2b-2d)+(a-2d +2b-c)W2
=(a+2b32)-(c+2d~2)
=y (a+b3)-y(c+d3)

tiir ve dolayisiyla i bir halka homomorfisidir. ¥ nin {izerine (1-1) oldugu aciktir,
su halde y bir cisim izomorfisidir. O halde F; (\/g) ve F (\/5) , izomorf cisimlerdir,
yani F; (\/g )= F (\/5 ) dir. Bu iki cismi ¥ izomorfisi nedeniyle 6zdeslestirebiliriz,
yani her a,b € F; i¢in a+ b\/§ =a+ 2b\/5 yazabiliriz. Ancak o zaman \/§ = 2\/5
yazabiliriz.

Bu iki cismi her a,b € F; i¢in a +b3=a-2b2 diyerek, yani
oy :F, (\/5 ) = F (\/5 ) izomorfisi yardimiyla 6zdeslestirebilirdik. Bunlari nasil

Ozdeslestirdigimiz 6nemli degildir, fakat tutarli bir sekilde, hep ayn1 6zdeslestirmeyi
kullanmaliy1z.



F.(\/3) ve F,(+/2) cisimlerini, her a,b e F, igin a+b\3 =a+2by2
yazarak 6zdeslestirdigimiz takdirde, émegin\/ﬁ 1 karesi 18 € F; olan,
hesaplanabilen bir nesne olarak yorumlayamay1z, ¢linkii F; (\/§ )=F; (\/5 ) de karesi

18 olan iki eleman vardir ki, bunlar 2\/5 ve —2\/5 = 3\/5 dir. \/ﬁ olarak 2\/5 ve
342 den hangisini kastettigimizi mutlaka belirtmeliyiz. Aksi takdirde, [1 deki

—7=\(=7) =49 =7
ye benzer bir hata olarak, F; (\/5 ) de
3W2=492=V18=\9-2=V42=22
gibi hatalar yapabiliriz. [] de karesi 49 olan iki say1 vardir ki, bunlar 7 ve -7 dir ve
J49 , 7 ve —7 sayilarindan pozitif olan1 olarak anlasilir. Su halde J49

yazdigimizda V49 olarak 7 ve —7 nin hangisini kastettigimizi kesinlikle belirtiriz.

Bu, -7 =4/(=7)" hatasin1 yapmamizi 6nler. FS(\/E) de de, J18 olarak 242 ve
342 den hangisini aldigimiz1 belirtmek, 342 =242 hatasma diismemizi Onler.



§ 4. Sonlu Cisimler

Sonlu cisimlerin, yani sonlu elemanli cisimlerin bazi 6rneklerini daha 6nce
gormiistiik. Bu paragrafta sonlu cisimlerin bazi 6zeliklerini ele alacagiz.

Son zamanlarda, sonlu cisimlerle Galois teorisinden sonra ugrasmak adet
haline gelmistir. Bizim sonlu cisimlere yaklagimimiz, alisilmistan daha elemanter ve
daha somut olacaktir. Bu da Galois teorisinin daha iyi anlagilmasini saglayacaktir.

Bir sonlu cismin mertebesini asal say1 kuvvetlerine kisitlayarak ise
baslayalim.

Lemma 3.4.1. g bir dogal say1 ve K, g elemanl bir cisim olsun. Bu takdirde
uygun bir p asal sayis1 ve uygun bir n dogal sayis1 i¢in g = p” dir.

Ispat. K, g elemanl1 bir cisim olsun. K nin [] ya izomorf oldugunu
bildigimiz asal alt cismi [ olamaz, ¢linkii aksi halde K sonsuz eleman igerirdi. O
halde K nin asal alt cismi, uygun bir p asal sayist i¢in F, olmak zorundadir. Simdi

K y1bir F, -vektor uzayi olarak gézoniine alalim. K nin F, tizerindeki boyutu sonlu
olmak zorundadir. Bu sonlu boyuta ‘K : Fp‘ =nell diyelim. K nin bir F, -tabani

{kl, kz,...,kn} olsun. Bu takdirde K, a; (i =1,2,...,n) ler birbirinden bagimsiz olarak
F, yi dolagmak tizere,
a,-k +a,-k,+..+a, -k,
elemanlarindan olusur ve (a,,a,,...,a,) # (b,,b,,...,b,) oldugunda
a -k +a,-k,+..+a -k, #b -k +b,-k,+..+b, -k,
olur. Boylece a,,a,,...,a, den her biri i¢in p tane olas1 se¢im vardir ve dolayistyla K

datam p" tane eleman vardir.

O halde g = p" kosulu, ¢ elemanl1 bir cismin varlig1 igin gerek bir kosuldur.

Bu paragraftaki asil amaglarimizdan biri, bu kosulun ayn1 zamanda yeter bir kosul
oldugunu gostermektir.

Lemma 3.4.1 in ispatindan, p" elemanli bir cismin karakteristiginin p

oldugunu biliyoruz. Simdi karakteristigi asal olan (sonlu olmalar1 gerekmeyen)
cisimlere iliskin iki lemma ispatlayacagiz.

Lemma 3.4.2. K, karakteristigi p # 0 olan bir cisim olsun. Bu durumda her
a,be K igin
(a+b) =a”+b" , (a-b)’=a”-b"
dir.



Ispat. Binom teoremini kullanacagiz. Burada p bir asal sayidir ve

k=1,2,....p—1 i¢in (lljj binom katsayilari, p ile boliinebilen tam sayilardir. Cilinkii
p!, p ile béliinebilir, yani k!(p— k)‘(ij , p ile bolimebilir; fakat k!(p—k)! ile p

aralarinda asal oldugundan, Aritmetigin Esas Yardimci Teoremine gore p, (ij y1

boler. O halde her a,b € K igin

p-1 p-1
(a+b)’ =a” +Z[ija”‘kb" +b" =a’+> 0, +b" =a’ +b"
k=1 k=1
dir, ¢linkii (l[;j , pnin bir katidir ve karK=p oldugundan,

(ﬁ ] a”" b =0, (k=1,2,..,p—1) dir. Boylece (a+b)’ =a’ +b” esitligi

ispatlanmis olur. (a-b)” =a” -b” iddias1 ise Lemma 2.27(5) ten dolay1 dogrudur.

Lemma 3.4.2 den dolay1
p:K—>K

a—a’
tasviri, bir cisim homomorfisidir (1} =1, # 0, oldugu aciktir). Karakteristigi bir p
asal sayis1 olan bir cismin q,,q,,...,a, gibi m tane elemani i¢in
(a,+ay,+..+a,) =al +a) +..+a’,

oldugu, m ye gore tiimevarimla ispat edilir.

Lemma 3.4.3. K, karakteristigi p # 0 olan bir cisim ve n €[] olsun. Bu
takdirde her a,b € K igin
(a+b)”" =a” +b”
dir.

Ispat. Ispat1 n ye gore tiimevarimla yapacagiz. Lemma 3.4.2 ye gore
(a+b)’ =a” +b” dir, yani iddia n=1 i¢in dogrudur. Simdi »>1 alalim ve iddiay1
n=k i¢in dogru varsayalim, yani

(a+b)" =a” +b"
olsun. Bu takdirde her a,b € K igin
(a+b)” =[(@+b)" V" =[a” +b" 1 =@ ) +" ) =a"" +b"

olur, yani iddia n=k+1 i¢in de dogrudur. Su halde iddia her n €[] i¢in dogrudur.

Lemma 3.4.5. g €[] ve K, g elemanl1 bir cisim olsun. Bu takdirde:
(1) Her ae K™ igin a’" =1, dur.
(2) Her a e K igin a? =a dir.



() Kx] te x’ —x=] ] (x—a) du.

(4) f(x), K[x] te derecesi d olan, sifirdan farkli bir polinom olsun. K[x] te
f(x) ‘xq —x ise, f{x) in K da tam d tane kokii vardir ve bu kokler, ikiser ikiser

birbirinden farklidir.

Ispat. (1) K~ bir ¢arpim grubu olup,

K'|=|K\{0,}|=¢~1 dir. Su halde her

aeK igin a’' =1, dir.
(2) a#0, 1se(l)den, a=0, ise 0% =0, esitliginden a’ =a elde edilir.

(3) K nin her a elemant, (2) den dolay1, x? —x € K[x] polinomunun bir
kokiidiir. O halde hem x? —x, hem de H(x —a), K[x] te, K nin ¢ tane a elemanin1

ack

kok olarak kabul eden, ¢. dereceden bir monik polinomdur. x? —x # H (x—a)
aekK

olsaydr (x? —x)— H (x—a) polinomu, derecesi g dan kii¢lik olan ve birbirinden
ackK

farkli en az ¢ tane kokii olan, sifirdan farkli bir polinom olurdu ki, bu Teorem 2.89
ile gelisir. Su halde x? —x = H (x —a) olmak zorundadir.

aek

@ fr (x)‘x" —x oldugundan x? —x = f(x)-g(x) olacak sekilde bir
g(x) e K[x] vardir ve deg g(x)=¢qg—d dir. (3) e gore x? —x in kokleri ikiser ikiser

birbirinden farklidir ve f{x) in her kokii, ayni zamanda x? —x in de bir kokii
oldugundan, f(x) in koklerinin de ikiser ikiser birbirinden farkli oldugu goriiliir.
Benzer sekilde, g(x) in kokleri de ikiser ikiger birbirinden farklidir. Teorem 2.89 a
gore g(x) in K da en fazla g —d tane kokii vardir. f{x) in K da r tane kokii bulunsaydi

ve r<d olsaydi x? —x = f(x)-g(x) in K da en fazla r+(q — d)(<q) tane kokii olurdu.
Bu ise K nin, sayilari g olan tiim elemanlarinin, x? — x in kokleri olusuna aykiridir.

O halde f{(x) in K da en az d tane kokii vardir. Oysa Teorem 2.89 a gore f(x) in K da
en fazla d tane kokii bulunabilir. Su halde f(x) in K da tam d tane kokii vardir.

Lemma 3.4.6. L/K bir cisim genislemesi olsun ve K nin g(e[] ) tane
elemaninin bulundugunu varsayalim. b, L nin herhangi bir elemani olsun. b € K

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, »? =5 olmasidir.

Ispat. b € K olmasi igin gerek ve yeter kosul, b nin, H (x —a) polinomunun
ack

bir kokii olmasi, dolayisiyla x? —x in bir kokii olmast, yani b7 =5 olmasidir.

Son iki lemma, sonlu bir cismin alt cisimleri hakkinda bilgi sahibi olmamizi
saglayacaktir. K, ve K,, sirastyla p™ ve p™ elemanl: iki sonlu cisim ve K, c K,

olsun. Bu takdirde K," — K," dir ve dolayisiyla Lagrange teoremine gére
a.g.



-

Kz*‘ = p™ —1 i boler. Simdi bunun olabilmesi i¢in gerek ve yeter

kosulun u |m, oldugunu gosterecegiz.

Lemma 3.4.7. m,n €[] olsun ve d =(m,n) diyelim. Bu takdirde:

(1) Her kell igin (k" =1k" =1)=k“ -1 dir.

(2) K herhangi bir cisim ve x, K lizerinde bir degisken ise asal ¢arpanlara
ayrilisin tek oldugu K[x] tamlik bélgesinde (x” —1,,x" —1,) = x? -1, dir.

Ispat. (1) e= (k" -1,k" —1) diyelim.
k" =1=(k? =D D+ k)™ D? 4+ kY +1]

oldugundan k“ —1{k" —1 dir. Benzer sekilde k* —1[k" —1 dir, dolayisiyla k* —1|e

dir. Diger taraftan, k" =1(e) dir, o halde [1, da (/; )m =1 dir ve dolay1siyla ‘I; Hm
dir. Benzer sekilde [ ||n dir, o halde [||d ve dolayisiyla 0 da (k) =T dirki, bu

da k' =1(e), yani e[k’ 1 demektir. k* ~1e ve e
cikar.

k‘ -1 den e=k“ —1 sonucu

?2) f(X)=(x"-1,,x"-1,) diyelim.

x" =1, = (x =1 )™+ (DO L+ x 1, ]

oldugundan K[x] te x* —1, |[x" ~1 dir. Benzer sekilde x* 1, ‘x" —1, dirve
dolayistyla x* —1, | f(x) tir. Diger taraftan f (x)‘x’” —lK oldugundan K[x]/( f(x))
te (x+(f))" =x"+(f)=1; +(f)dir, dolayistyla x+(f), K[x]/(f) te bir aritmetik
birimdir ve x+(f) e (K[x]/(f))" 1n mertebesi m ile, benzer sekilde 7 ile ve
dolayistyla d ile boliinebilir. O halde x” + () = (x+(f))’ =1, +(f) dir ve K[x] te

S —1_dir. x' =1 | f(x) ve S))x! —1_dan f(x)~x’~1, sonucu gikar.

Lemma 3.4.8. m,n, p €[l , K bir cisim ve x, K iizerinde bir degisken olsun.

(1) Her k€] igin, k" —l‘k” —1 olmasi igin gerek ve yeter kosul, m|n
olmasidir.

(2) K[x] polinom halkasinda x™ —1,

x" - lK olmasi icin gerek ve yeter kosul,
m|n olmasidir.

(3) K[x] polinom halkasinda x?" —x|x” —x olmasi icin gerek ve yeter kosul,

m |n olmasidir.

Ispat.

M K" =1k -1 (" -LE"-)=k" 1< k""" -1=k" -1

<:>(m,n):m<:>m|n



@) x" -1,

n m n ~ (m,n) _ R
X —1K<:>(x =1, x" =1 )=x" -1, & x 1, =x" -1,

<:>(m,n):m<:>m|n

() )

3) X —x|x¥ —xox” =1 |x? ‘1—1K<:>p’"—1‘p”—1<:>m|n

Teorem 3.4.9. K, p" (p asal) elemanli bir cisim olsun. K nin p” elemanli bir

alt cisminin bulunabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul, m |n olmasidir. m |n olmast

durumunda K nin p™ elemanli bir ve bir tek alt cismi vardir ve bu alt cisim

{aeK a” :a}

dir.

Ispat. Gereklik. p" elemanli K cisminin p” elemanli bir alt cismi varsa m|n
dir: Daha once de ifade edildigi gibi, K nin p” elemanl bir A alt cismi varsa
H",K" 1 bir alt grubudur ve dolayisiyla Lagrange teoremine gore
|| = p" -1,
elde edilir.

K*‘ =p" —libdler. p” —1|p" —1 den Lemma 3.4.8(1) e gore m|n

Yeterlik. m|n ise p" elemanli K cisminin p” elemanli bir alt cismi vardir:

Lemma 3.4.6 daki gibi, K da a”" = a kosulunu gergekleyen biitiin a elemanlarinin

kiimesini gézoniine alalim ve K, = {a ek

o = a} diyelim. 1, € K, oldugundan
K, bos degildir ve her a,b € K| i¢in

(a+b)"" =a” +b” =a+b (Lemma 3.4.3 e gore) oldugundan a+be K,

(=b)" =[(=1,)-bY" =(=1,)" -b" =(=1;)-b “ -bek,,
(a-b)”" =a” b =a-b “ a-bek,,
(1 /b)Y =1, /b" =1,/b (b#0, olmak kosuluyla) 1. /beKk,

dir, dolayistyla K|, K nin bir alt cismidir. $Simdi K, in tam p" tane elemaninin

bulundugunu gosterelim. m |n oldugundan Lemma 3.4.8(3) e gore K[x] te

x”" —x|x?" —x tir. O halde Lemma 3.4.5(4) e gore x*" —x polinomunun tam p"

tane kokii vardir ve bu kokler, ikiser ikiser birbirinden farklidir ve x*" —x in
kokleri, K, in elemanlarindan ibarettir. Ju halde K, in gergekten tam p” tane

eleman1 vardir. Bu ise m|n oldugunda K nin p" elemanl bir K, alt cisminin

mevcut oldugunu kamitlar. Ustelik, p" elemanl tek alt cisim vardir. K,, K nin bir

m

alt cismi ve |K2| = p" ise, K, nin herhangi bir b elemani, Lemma 3.4.6 ya gore
b"" =b esitligini gergekler ve dolayisiyla K, — K, dir ki, buradan da K, = K,

sonucu ¢ikar.



Teorem 3.4.9 a bir 6rnek olarak, K, nin 4096 = 2" elemanli bir cisim
oldugunu farzedelim. Bu takdirde K, ¢ elemanli bir cismi gostermek tizere, K,

nin biitlin alt cisimleri, asagidaki sekilde goriildiigii gibidir:

Ozellikle, 4096 elemanli bir cismin varligini kabul etmekle, ayn1 zamanda
2! 2%.2° 2% 2% elemanli bir cismin de varlig1 sonucuna varabiliriz. Fakat 4096

elemanli bir cismin gercekten var olup olmadigini bilmiyoruz, dolayisiyla yukariki
iddia ¢ok zayiftir. Aslinda herhangi bir p asal sayis1 ve herhangi bir n dogal say1s1

icin p” elemanl bir cismin varlig1 dogrudur. Bu iddiayi ispat edecegiz. Bunun igin
elemanter sayilar teorisinden bazi sonuglara ihtiyacimiz vardir.

Asagida Za , gosterimini kullanacagiz. Bu su anlama gelmektedir: n €[
d‘n

dir ve d, n nin (1 ve n de dahil) biitlin pozitif bolenlerini dolasmak iizere, a,

terimlerinin toplami alinmaktadir. Ornegin Z a,=a,+a,+a,+a,+a,+a, ve
dj12

Zad =a, +a, +as +a;; tir. Asikar olarak Zad = Zan/d dir. Had ve gJSd

d‘lS d‘n d‘n d‘n b

gosterimleri, benzer anlamlar tasiyacaktir.

Lemma 3.4.10. ¢, Euler fonksiyonu olmak iizere, her n €[] igin
D p(d)=n
d‘n

dir.

Ispat. Her k €l icin @(k), k y1 gegmeyen ve k ile aralarinda asal olan dogal
sayilarin sayist olarak tanimlanmistir. 1,2,...,n sayilarindan herhangi birinin # ile en
biiyiik ortak bdleni, # nin d gibi bir pozitif bdlenidir. Dolayisiyla

S,={kellk<n, (k,n)=d}
olmak tizere,

{1,2,...,n} :L‘Jsd
{l, 2,...,n}‘ = Z|Sd| elde edilir. Burada

d‘n

dir. Son esitlikten n =




S, {keD ck<n, (k,n):d}
{kel :k<n,dlk, (k,n)=d|
kel :k<n k=db(bel), (k,n)=d)

{dbel :db<n, (db,n)=d)

—ldbel :db<n, (db,d-gj:d}

—Jdben :1<h<, (b,ﬁjzl
d>\d

dir. O halde |S G, 1<b SS ve (b’SJ =1 kosullarina uyan b dogal sayilarinin

sayisina, yani ¢(n/d) ye esittir. Buradan

n=2S,|=2 0nld)=3 ¢(d)

d‘n d‘n d‘n

elde edilir.

Bir sonraki lemmanin ifadesinde kolaylik saglamasi agisindan bazi
tanimlamalar yapacagiz: m €[] olmak iizere, bir mod.m tam kalan sistemi, m tane
tam sayidan olusan bir kiime olarak tanimlanir, 6yle ki,bu tam sayilardan her biri,
1,2,...,m den bir ve yalniz birine mod.m kongriidiir. O halde mod.m bir tam kalan

sistemi Oyle bir {rl, Tyyeuns rm} cl kiimesidir ki, #,7,,...,r, nin mod.m kalan siiflari,
[, i olustururlar. Ozellikle 7, (i =1,...,m) tam sayilar1 mod.m birbirlerine kongrii
degildirler (ve tabii ki, birbirlerinden farkhdirlar). #,r,,...,r, mod.m birbirine kongrii
olmayan tam sayilar ise {r;,7,...,,, } kiimesi mod.m bir tam kalan sistemidir. Ayni
zamanda, her tam say1 7, 7,,...,r, tam sayilarindan birine mod.m kongrii ise,

{r.15,...,1,,} kiimesi gene mod.m bir tam kalan sistemi olusturur.

Mod.m bir indirgenmis kalan sistemi, ¢(m) tane tam sayidan olusan bir
kiime olarak tanimlanir, dyle ki, tam sayilardan herbiri, 1,2,...,m tam sayilar1 icinde
m ile aralarinda asal olanlardan bir ve yalniz birine mod.m kongriidiir. O halde
mod.m bir indirgenmis kalan sistemi dyle bir {al sy %(m>} cJ kimesidir ki,
ay,Qy,..., A,y NN mod.m kalan smiflari, [J " 1 olustururlar. Ozellikle
a, (i=1,...,p(m)) ler birbirlerine mod.m kongrii degildirler (ve tabii ki,
birbirlerinden farkhdirlar). a,,a,,...,a,,,, m ile aralarinda asal olan ve mod.m
birbirlerine kongrii olmayan tam sayilar ise, {al, Ayy..es %(m)} mod.m bir indirgenmis
kalan sistemidir. Ayn1 zamanda, m ile aralarinda asal olan her tam say1
a,,a,,...,d,,, tam sayilarindan birine mod.m kongrii ise {al,az,...,a(p(m)} kiimesi

gene bir mod.m indirgenmis kalan sistemidir.



Lemma 3.4.11. m,n €] ve (m,n)=1 olsun. Bu takdirde:
(M) {r.n,...r,,} <) bir mod.m tam kalan sistemi ve {s,,s,,...,s,} <[ bir
mod.n tam kalan sistemi ise
{msi +nri= L..,m;j= 1,...,n} cl

bir mod.mn tam kalan sistemidir.

2) {al,az,...,aw(m)} c ] bir mod.m indirgenmis kalan sistemi ve

{bl,bz,...,b(p(n)} cl bir mod.n indirgenmis kalan sistemi ise

{mai +nb, ii=1,..,p(m); j = 1,...,(p(n)} cl

bir mod.mn indirgenmis kalan sistemidir.
) o(mn)=gp(m)-p(n) .

Ispat. (1) mn tane ms, + nr; tam sayilarinin birbirinden farkli herhangi iki

tanesinin mod.mn birbirine kongrii olmadigini gostermek yeterlidir. Gergekten,
ms, +nr; = ms, +nr, (mn)

ise
ms, +nr; =ms, +nr, (m) ve ms, +nr, =ms, +nr; (n)
nr, =nr, (m) ve ms; = ms, (n)
((m,n)=1 oldugundan) r, =r,(m) ve s, =s,(n)
r,=r,ve s, =s,
olacagindan
ms; +nr; =ms, +nr,
diir.

() {al,az,...,aq)(m)} <{K.r,r, } Ve {bl,bz,...,b(p(n)} < {s,,5,,....s,} olacak
sekilde bir {r,,7,,...,r,,} mod.m ve bir {s,,s,,...,s,} mod.n tam kalan sistemi alalim.

el

Burada {al,az,...,a(p(m)} :{rj ‘jzl,...,m, (rj,m) :1} ve

{bl,bz,...,bq)(n)} = {si |i =1,..,n, (s,n)= 1} dir. Bu durumda
{msi +nr, | i=1,.m;j= 1,...,n} , mod.mn bir tam kalan sistemidir. O halde ms, + nr,

ile mn nin aralarinda asal olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun (s;,n) =1 ve (r;,m) =1

olmasi oldugunu gostermek yeterli olacaktir.

Gereklik. (ms, +nr,,mn) =1 ise (s;,n) =1 ve (r;,,m)=1 dir:
(s;,n)>1 olsa
(sl.,n)‘msl. +nr,

( )| ' }z(si,n)‘(msi+nrj,mn):>(msi+nrj,mn)>1
s,,n)|mn



olur. Benzer sekilde (r;,m)>1 olsa (ms, +nr,,mn) >1 olur. Oysa hipoteze gore

(ms; +nr;,mn) =1 dir. Su halde (s;,n) =1 ve (r;,m) =1 olmak zorundadir.

Yeterlik. (s;,n)=1ve (r,,m)=1 ise (ms, +nr,,mn) =1 dir:
d=(ms,; +nr;,mn) diyelim. d >1 olsa p|d olacak sekilde bir p asal sayis1 bulunur.

p|d:p|mn:p|m v p|n

. p‘ms[+nr/
p|m ise p|msl. ; p|d:> ' :>p‘nrj
p|msi

p|m, (m,n)=1=(p,n) =1

AEYT.

p‘nrj , (p,n)=1 = p‘rj
olur ve p|m , p‘rj den p‘(m,rj) =1 gibi bir ¢eligki elde edilir. Benzer sekilde, p|n
ise p|(n,si) =1 gibi bir geliski elde edilir. O halde (ms; +nr;,mn) =1 olmak
zorundadir.

(3) (2) ye gore mod.mn bir indirgenmis kalan sisteminin eleman sayisi
@(m)-@(n) dir. O halde m ile n aralarinda asal oldugunda ¢@(mn) = @(m)-@(n) dir.

k ya gore tiimevarimla su genellestirmeye varabiliriz: Ikiser ikiser aralarinda
asal olan m,,m,,...,m, dogal sayilar1 i¢in

p(my.m,...m, ) = p(my).p(m,)...p(m,)
dir. Ozellikle n €[] ise ve n nin kanonik ayrilisi n = p p$...p* seklinde ise

p(n) = o(p").0(p5*)..o(p*)
dir.

Simdi, p bir asal say1 olmak iizere, ¢(p“) y1 kapali sekilde bulmak kolaydir:
p” tane 1,2,..., p” tam sayisi icinde tam p“~' tanesi, yani
pLp2,..p-p“
tam sayilari, p ile aralarinda asal degildir, dolayisiyla tam p“ — p“~' tanesi p ile

aralarinda asaldir. Bu ise ¢(p“) = p”® — p*”' demektir. ¢(p*) ayn1 zamanda
a o 1
p(p*)=p (1——j
p

O halde nel], n>1 ise ve n nin kanonik ayrilis1 n = p/" p3>...p,* seklinde

olarak da yazilabilir.

ise



p(n)=(p{" - pi ") ps> = p )P — )

a-1_a,-1

=p P ---pll:kil (p,—D(p, =D..(p, -1

v o 1 1 1
=p'py D [1——](1——]...[1——]
P D, Pi
:n(l_ij(l_i]...(l_i]
P P Py

dir. Son ifadeyi agarak
¢(n):n—[£+l+...+ij+£ n + n et n j+_...+(_1)k[Lj
I 4 Dy PP, DPiD; P Px D\ PPy

elde ederiz. O halde d, n nin farkli asal bolenlerinin bir ¢arpimini gostermek tizere,

o(n), +g bi¢cimindeki terimlerin toplamina esittir ve isaret, asal bolenlerin

sayisinin tek veya ¢ift olusuna gore “—* veya “+” dir. Su halde ¢(n),
o)=Y u(d) =
d‘n d
seklinde yazilabilir. Burada, d uygun bir asal sayinin karesi ile boliinebilir ise
1(d) =0 dir, aksi halde d nin farkli asal bélenlerinin sayisinin ¢ift veya tek olusuna
gore u(d)=1 veya u(d)=-1 dir.

Tanim 3.4.12.
u1)=1,
u(n)=(-1)" ( n, rtane farkl asal sayinin ¢arpimi bi¢iminde ise)
u(n)=0 (n, bir asal sayinin karesi ile boliinebiliyorsa)

seklinde tanimlanan g :[J —[] fonksiyonuna Mébius fonksiyonu denir.

Ornegin
,Ll(l) = 19 ,Ll(2) = _13 /J(3) = _19 ﬂ(4) = 0: ,Ll(S) = _1’
w®)=1, w(T=-1, u@®=0, w9)=0, p10)=1
dir.
n= Z(/)(d ) ve p(n) = Z u(d )g formiilleri birbirine esdegerdir. Bu,
d‘n d‘n
Mobius Ters Cevirme Formiilii olarak bilinen ve Za , bolenler toplani ile a, yi
d‘n
birbirine baglayan bir formiiliin 6zel halidir. Bu formiilii vermeden 6nce su lemmaya
ithtiyacimiz vardir:

Lemma 3.4.13. Bir n €] verildigine gore, Z,u(d) toplami, n=1 igin 1 e,

d‘n

n>1 i¢in 0 a esittir.



Ispat. n=1 ise

Du(d)=Y u(d)=pu)=1

djn dfl

dir. n>1 ise ve n nin kanonik ayrilis1 n = p" p;>...p* bigiminde ise

D)= D, ud)=pM)+(u(p)+pu(p,)+...+ 1(p,))

djn d|pipy.-py
+(u(ppy) + 1(pyp3) + ot 1Py D))
+(u(p,pyps) + ot 1Py 2041 D))
+.+u(ppy-py)

_ 1+G“](—1)‘ +@(_1)2 +@(_1)3 +...+@(—1)k

=(1-DF=0
dir.

Lemma 3.4.14 (Mobius Ters Cevirme Formiilii). K bir cisim ve
f 10 —> K herhangi bir fonksiyon olsun. F':[1 — K fonksiyonunu

F(n)= f(d) (vnel)

d‘n

seklinde tanimlayalim. Bu durumda her n €] i¢in

f(n)= Z,U(d)F( j Zﬂ( jF(d)

d‘n d‘n

dir.
Ispat. n €[] olsun. n nin herhangi bir d pozitif boleni igin
n

F [5) => f(b),

b‘g

n
u(d)F (;) = u(d) [ (b),
:71

Zy(d)F( j IHWIOND

d‘n b

d
dir. Son toplam, » nin db|n kosuluna uyan pozitif bolenlerinin biitiin (d,b) siral
ikilileri lizerinden alinmaktadir. Bu toplam, ayn1 zamanda » nin bd |n kosuluna uyan

pozitif bolenlerinin biitlin (b,d) sirali ikilileri lizerinden alinan toplamdir. O halde

> e (2] -5 S arior- Zf(b)[Zu(d)] £

b‘n n bln djn/b




dir, ¢linkii Lemma 3.4.13 e gore, z u(d) toplami b=n i¢in 1 e, b, n nin bir has

djnib
boleni ise 0 a esittir.

Lemma 3.4.15. K bir cisim ve f:[J — K herhangi bir fonksiyon olsun.
F:[J - K fonksiyonunu

Fm)=]]fd) (vnel)

seklinde tanimlayalim. Bu durumda her n €[] i¢in

u(d) P
ﬂm=rp{§] %ﬂfm>u

d‘n d‘n
F(ﬁj _
d b
O

0 @
F| = -
5
d

u(d)
(s o

d‘n d‘n K
d

dir.
Ispat. nell olsun.

AC)

d

oldugundan

b)

ve dolayisiyla

w(d) D u(d)
IIF(S) =IIILﬂm“”=rquv” J=f@)

d‘n nogn b‘n
b

dir.

Simdi tekrar sonlu cisimlere donelim. Her p asal sayis1 ve her n dogal sayist
icin, p" elemanli bir sonlu cismin bulundugunu ve eleman sayilar1 ayni olan
herhangi iki sonlu cismin birbirine izomorf oldugunu ispatlayacagiz. Oncelikle, asal

carpanlara ayrilisin tek oldugu F [x] halkasinda x" —xe F,[x] in asal polinomlara
ayrilisiyla ise baslayalim. Burada x” —x in biitiin asal ¢arpanlarinin birbirinden

farkli oldugu ve F [x] te bir asal polinomun x” " —x ibolmesi i¢in gerek ve yeter

kosulun, derecesinin n yi bdlmesi oldugu sonucu ¢ikacaktir.

Teorem 3.4.16. p bir pozitif asal say1 olsun ve F,(x), F [x] te dereceleri d
olan biitiin monik asal polinomlarin ¢arpimu olsun (F [x] te derecesi d olan higbir
monik asal polinom yoksa F,(x), 1 €F [x] sabit polinomuna esit olsun). Bu
takdirde F,[x] te



x? —x:HFd(x)

d‘n
tir.
ispat. x*" —x in biitiin kokleri basittir, ¢iinkii x” —x ile x*' ™ —1 tiirevi,

aralarinda asaldir. Su halde x*" —x, F [x] te herhangi bir polinomun karesi ile

boliinemez. Ozellikle x” —x, F ,[x] te asal ¢arpanlarindan herhangi birinin karesi

ile boliinemez.

S(x) in F,[x] te bir monik asal polinom oldugunu farzedelim ve
d =deg f(x) olsun. f{x) in bir a kokiinil F, ye katarak F, (@) cismini olusturalim.

Sx), anin F, tizerindeki minimal polinomudur, dolayistyla

‘Fp (a): Fp‘ =deg f(x)=d dirve F (a), p* elemanl bir cisimdir. Bu nedenle,
Lemma 3.4.5(3) e gdre, her b€ F,(a) igin b” =b dir. Simdi, F [x] te f(x)|x” —x

olmasi icin gerek ve yeter kosulun [1 de d |n olmas1 oldugunu ispatlamaliy1z.

Yeterlik. [1 de d|n ise F [x] te f(x)

x —x tir: a e F,(a) oldugundan
a’ =a dir, dolayisiyla a, x" —xeF ,[x] in bir kokiidir. f{x), a nin F, tizerindeki

minimal polinomu oldugundan, f(x)|x” " —x olmak zorundadir. d |n oldugundan

x?" —x tirki, buradan da f(x)[x” —x sonucu ¢ikar.

Lemma 3.4.8(3) e gore ' —x

Gereklik. F [x] te f(x) x? —x oldugunu

xP —x ise [ de d|n dir: f(x)

varsayalim. Bu durumda uygun bir g(x) e F [x] i¢in f(x)-g(x)=x" "—x ve
dolayisiyla f(a)-g(a)=a" —a=0, dir. O halde @, x” —x in bir kokiidiir. Diger
taraftan F (a) nin her elemani, x” " —x in bir kokiidiir. Ciinkii b e F, (a) ise
Jos Jisees fy € F, olmak tizere, b = f, +fra+ fo.a +..+ f, .a’" dir ki, buradan
b =(fy+ fla+ fr.d’ +..+ f,.a’)
= S+ (@) S @

=f,+f.a+ fa +..+f, .a
=b

elde edilir. Lemma 3.4.5(3) e gore F,(a) nn elemanlar, ' —x in kokleriyle

cakistigindan, x” " —x in her k&kiiniin x*" —x in de bir kokii oldugu goriiliir. O

halde x*" —x|x”" —x tir ve dolayistyla Lemma 3.4.8(3) e gore d |n dir.



Lemma 3.4.17. p bir asal say1, N, de F [x] te derecesi d olan monik asal
polinomlarin sayisi olsun. F,(x) ise F,[x] te derecesi d olan N, tane monik asal

polinomun ¢arpimi olsun (N, =0 ise F,(x) =1, dir). Bu takdirde her n el i¢in

(1) p" =) dN,,
(2) Fn(x) = H(xpd _x)y(n/d)’
d‘n
1
@) N, == u(nld)p’,

4 N,>0
dir.

ispat. (1) x*" —x = H F,(x) esitliginin her iki tarafindaki polinomlarin
d‘n

dereceleri esitlenerek, formiiliin dogru oldugu goriiliir.

(2) Lemma 3.4.15, nell yi F,(x) e gbtiren F:[l - F (x) tasviriile
uygulanarak, x*" —x= HF L (x) esitliginden sonug elde edilir.
d‘n
(3) (1) den Mobius Ters Cevirme Formiilii yardimiyla istenen esitlik elde
edilir.

(4) Tanim geregi N, 20 dir. N, =0 olsa, (3) e gore Zy(n/d)pd =0 olur.

d‘n
Bu esitligin her iki tarafi z(n/d)# 0 kosuluna uyan p* lerin en kii¢iigii olan p®
ile boltinerek —u(n/d,) = z w(n/d)p®™ seklinde bir esitlik elde edilir ki, bu

d‘n
d#d,

esitligin sag tarafi p ile boliinebilir, ancak sol tarafi p ile boliinemez. Su halde
N, >0 olmak zorundadir.

Teorem 3.4.18. n bir dogal say1 ve p bir asal say1 olsun. Bu takdirde p”
elemanli bir sonlu cisim vardir.

Ispat. Lemma 3.4.17(4) e gore F,[x] te n. dereceden bir f(x) asal polinomu

vardir. K, f(x) in bir kokini F, ye katmakla elde edilen cisim olsun. Bu takdirde

Teorem 3.2.8 e gore ‘K : Fp‘ =n dir ve K, p" elemanl bir cisimdir.

Teorem 3.4.19. K bir cisim ve G, K~ 1n sonlu bir alt grubu olsun. Bu
durumda G devreseldir. Ozellikle, K sonlu bir cisim ise K~ da devreseldir.



Ispat. n= |G| olsun. G nin herhangi bir g elemaninin mertebesi, # nin bir

bolenidir. O halde G yi bir ayrik birlesim olarak
6=Ulz<G:lel=d]
d‘n
seklinde yazabiliriz. Buradan, y(d), G de mertebesi d olan elemanlarin sayisini
gostermek tizere,

n=|6]= Yy

d‘n

elde edilir.

Simdi w(d) nin ya sifira ya da ¢(d) ye esit oldugunu gosterecegiz. G de
mertebesi d olan hi¢bir eleman yoksa tabii ki, (d) =0 dir. G de mertebesi d olan
bir g elemani varsa, bu takdirde g tarafindan dogurulan <g> devresel grubundaki d
tane elemanin herbiri g’ =1, esitligini saglar. O halde bu elemanlar, x* —1e K[x]

polinomunun kokiidiir, dolayistyla bu polinomun K da en az d tane kokii vardir.
Diger taraftan, bu polinomun K da en fazla d tane kokii bulunabilir. Su halde bu
polinomun K da tam d tane kokii vardir ki, bu kdkler <g> nin elemanlaridir. O halde
G nin mertebesi d olan her elemani (ki, bu eleman x* —1 polinomunun bir kokii
olmak zorundadir) <g> alt grubunun bir elemanidir ve <g> deki bir elemanin
mertebesinin d olmasi igin gerek ve yeter kosul, o elemanin <g> nin bir doguray1
olmasidir. O halde G nin mertebesi d olan elemanlari, <g> nin doguraylari ile
cakisir. <g> nin ¢(d) tane dogurayi olduguna gore, G de mertebesi d olan ¢(d)

tane eleman vardir, yani iddia edildigi gibi, w(d) = ¢(d) dir.

n nin herhangi bir pozitif d boleni i¢in w(d) < ¢(d) oldugundan,
n=>y(d)<Y o(d)=n elde edilir. Buradan n nin her d pozitif bdleni igin

d‘n d‘n
w(d) = @(d) sonucu ¢ikar. Ozellikle y(n) = p(n) > 0 ise G de mertebesi n olan bir

a elemani vardir. Su halde G, a tarafindan dogurulan devresel gruptur, yani G=<a>
dir.

Teorem 3.4.20. K, p" elemanli bir cisim ve ¢, K~ devresel grubunun bir
doguray1 olsun. Bu takdirde

(1) K=F,(@),
(2) ¢nin F, Gzerindeki minimal polinomunun derecesi n dir,
(3) K,, p" elemanli herhangi bir cisim ise, # nin F, lizerindeki minimal

polinomunun K, de bir kokii vardir.

Ispat. (1) 0, € F,(¢) oldugundan ve K nin 0, dan farkli her elemani, 7 nin
bir kuvveti seklinde olmasi nedeniyle F,(¢) ye ait oldugundan K < F (¢) dir.
Buradan K =F (¢) elde edilir.



(2) ¢ nin F, tizerindeki minimal polinomunun derecesi,

[F,(6):F,|=|K :F,|=n dir.

(3) tnin F, tizerindeki minimal polinomunun derecesi n ye esit ve
dolayisiyla # nin bir béleni oldugundan, Teorem 3.4.16 ya gére bu polinom, x” —x
in bir bolenidir ve Lemma 3.4.5(3) e gore bu polinomun X, de birbirinden farkli n

tane kokii vardir, dolayisiyla bu polinomun K, de bir kokii bulunur.

Teorem 3.4.21. Eleman sayilar1 ayn1 olan herhangi iki sonlu cisim, birbirine
izomorftur.

Ispat. K ve K,, p" elemanli iki cisim olsun. Bu takdirde Teorem 3.4.19 a

gore K~ bir devresel gruptur. z, K~ m bir doguray1 olsun. Bu durumda Teorem
3.4.20(1) e gore K =F (¢) dir. ¢ nin F, tizerindeki minimal polinomu f(x) € F [x]

olsun. Teorem 3.4.20(3) e gore f(x) in K, de ¢ gibi bir kokii vardir. K, in F,
lizerinde ¢ tarafindan dogurulan alt cismi F,(¢) < K, olsun. Bu takdirde
n=deg f(x)= ‘Fp (c): Fp‘ < ‘K1 :Fp‘ =n den F,(c) =K, oldugu sonucu ¢ikar. O
halde Teorem 3.2.7 den

K, =F, (c)=F [x]/(f(x)=F,t)=K
elde edilir. Su halde K, = K dur.

Bu teorem sayesinde, eleman sayilar1 ayn1 olan biitiin sonlu cisimleri
0zdeslestirebiliriz. O halde g (¢ = p") elemanli bir tek cisim vardir ki, bu cisim,
bundan boyle F, ile gosterilecektir.



§ 5. Parcalams Cisimleri

Bu paragrafta, verilen bir K cismi ve bir f(x) € K[x]\K polinomu icin
f(x), E[x] te birinci dereceden polinomlarin bir carpimi olarak yazilabilecek

sekilde, K nin bir £ genisleme cisminin bulunmasinin miimkiin olup olmayacagini
arastiracagiz.

Bu problem , cisim genislemeleri teorisindeki su 6nemli soruyla baglantilidir:
Bir cisim izomorfisi, genigleme cisminin bir cisim izomorfisine uzatilabilir mi?
Daha acik olarak , £,/K, ve E,/K, iki cisim genislemesi ve ¢: K, = K, bir
cisim izomorfisi ise Vi, =9 olacak sekilde bir y : E, — E, cisim izomorfisi
bulunabilir mi? Genel olarak cevap negatiftir, fakat genislemelerin basit cebirsel
genislemeler oldugu 6nemli durumda cevap, pozitife doner.

Herhangi bir ¢: K, — K, cisim izomorfisi i¢in ¢ (Z aixij = ng(ai )x!
i=0

i=0
esitligi ile tanimlanan ¢: K [x]— K,[x] tasviri, bir halka izomorfisi idi ( Lemma
2.73 , Teorem 2.75).

Lemma 3.5.1. E, /K, ve E,/K, iki cisim genislemesi ve ¢: K, = K,
bir cisim izomorfisi olsun. f,(x) € K [x] in K,[x] te asal bir polinom oldugunu
varsayalim ve f,(x), f,(x) in ¢ tasvirindeki goriintiisii , yani
L,(x)=¢(f,(x)) € K,[x] olsun.u, € E,, f,(x) inbir kokii, u, € E, de f,(x) in bir
kokii olsun. Bundan baska, K, (u,) < E,, E,in u, tarafindan dogurulan alt cismi ,
K,(u,)c E,de E, nin u, tarafindan dogurulan alt cismi olsun. Bu takdirde ¢,

K, (ul) cismini K, (uz) cismine resmeden ve u, 1 u, ye gotiiren bir izomorfiye
uzatilabilir, yani w(u, )=u, ve W, = ¢ olacak sekilde bir y: K (u,) > K, (u, )
cisim izomorfisi vardir. Ustelik, bu 6zelikleri tasiyan y izomorfisi, tek tiirlii
belirlidir.

Ispat. ispatta Teorem 3.2.7 ve Teorem 2.54 ii kullanacagiz. u,, f,(x)
in bir kokii ve f,(x) K [x] te asal oldugundan, c,, f;(x) in bas katsayist olmak
iizere c,' f,(x), Teorem 3.2.3 e gore u, in K, iizerindeki minimal polinomudur
( f,(x) asal oldugundan sifir polinomu veya derecesi sifir olan bir polinom degildir)
Asikar olarak, (c;' f,) = (f,)dir. Teorem 3.2.7 den ve Teorem 2.54 ile Tanim 2.55 e

dayanan ispatindan
a: K (u) > Ki[x]/(f)

2 au = 2 a,(x+(f)

tasvirinin bir cisim izomorfisi oldugunu biliyoruz. Benzer sekilde



B Ky (uy) > K[ x]/(f)
2y = > a,(x+ (/)
tasviri de bir cisim izomorfisidir. Ayrica
¢: K [x] = K,[x]
gibi bir halka izomorfisi vardir. Burada ( f,), K,[x] in bir idealidir, bu nedenle
Im([)‘ = (f,) de K,[x] in bir idealidir ve Teorem 2.57(7) ye gore

K[/ = K,[x)/Img = K,[x1/()
dir. Daha agik olarak,
A K [x]/(f) = K, [x]/(f)
g+(f1) = o(g)+ (/)

tasviri, s6z konusu izomorfidir.

O halde, 7' A : K (u,) = K, (u,) tasviri bir halka , ayn1 zamanda bir
cisim izomorfisidir. ¥ = ' Aa diyelim. Bu takdirde herhangi bir a € K, igin
w(a)= (B @)= (B )@ =B Wa+()])=p"la+(1)]=B8"(@=a
olur ( burada K, ve K,, Kronecker teoreminde oldugu gibi, sirastyla K,[x]/(f,) ve
K,[x]/(f,) nin bir alt cismi olarak alinmaktadir ) ve
w ()= (B~ D) =B Dx+(H) =" x+(fL) =u,
elde edilir. O halde y, ¢ nin bir uzatilmis1 olup, w(u,) =y (u,) dir.

Simdi y nin, istenen kosullara uyan tek izomorfi oldugunu gdsterelim.
u, in kuvvetleri, Teorem 3.2.8 e gore K, (u,) in bir K, -tabanin olustururlar.
HiK (wu)—>K,(uy), u(u,)=u,ve My, =@ kosullarina uyan bir cisim izomorfisi

ise u#, K, (u,) in herhangi bir t—Za u; (a, €K,) elemanmi u(t) = z,u(a u)=

X (), = Y plaus = w(zau) w(0) ye resmeder, dolayistyla 4=y
dir.

Teorem 3.5.2. E,/K ve E,/K iki cisim genislemesi olsun. Bundan
baska, u, € E, ve u, € E,, K lizerinde cebirsel olsun. Bu takdirde u, in K
tizerindeki minimal polinomunun, #, nin K iizerindeki minimal polinomu ile
cakismasi icin gerek ve yeter kosul, u, 1 u, ye resmeden ve K ya kisitlanmig1 K
nin idantik tasviri olan bir (ve sonucta bir tek) y : K(u,) — K(u,) cisim
izomorfisinin bulunmasidir.

Ispat. Gereklik. u, ve u, nin K iizerindeki minimal polinomlar1 aym
ise yukaridaki 6zelikleri saglayan bir  izomorfisi vardir: Lemma 3.5.1 deki ¢
yerine [, : K — K idantik tasvirini alirsak, bu tasvir, (u,) = u, kosuluna uyan,

tek tiirlii belirli bir y : K(u,) - K(u,) izomorfisine uzatilabilir.



Yeterlik. v : K(u,) > K(u,) tasviri, w(u,)=u, ve y(a)=a
(Va € K) kosullarini saglayan bir cisim izomorfisi ise u, ve u, nin K tizerindeki

m
minimal polinomlar1 aynidir: f(x) = Z a,x' , u, in K tizerindeki minimal polinomu
i=0

olsun. Bu takdirde f(u,) =) a,u{ =0, dir. Buradan

i=0

0 = (0) = (X a,a1) = Y p(a.a) =D p @)y ()= Y a, ()

= iai'ué = f(u,)

elde edilir. O halde u,, f(x) in bir kokiidiir. Fakat f(x) € K[x] bir monik asal
polinomdur. Buise f(x) in, #, nin K iizerindeki minimal polinomu olmasi
anlamina gelir.

Not 3.5.3. Lemma 3.5.1 den, her cisim izomorfisinin daha genis
cisimlere uzatilabilecegi sonucu ¢ikarilmamalidir. Ornegin

@l (\/5)—>D (\/5)
a+b\2 >a-bJ2  (a,bell)

izomorfisini gdzoniine alalim. [J ((‘/5 ), [ (\/5 ) nin bir genigleme cismidir. ¢
izomorfisi, bir y :[J ({‘/5 ) >0 ({‘/5 ) izomorfisine uzatilabilseydi,

2 =0(2)=y(N2) = v((#2)*) = w(#2))* olurdu ki, bu bir geliskidir, ¢iinkii
w((‘/f )(el ((‘/5 ) < lJ) nin karesi pozitif olmak zorundadir. O halde ¢, [J (1‘/5 )
cisminin bir izomorfisine uzatilamaz.

Bir polinomun herhangi iki parcalanis cisminin birbirine izomorf olusu,
Lemma 3.5.1 in en 6nemli uygulamasidir. $Simdi bu konuyu ele alacagiz.

Tanim 3.5.4. £/ K bir cisim genislemesi ve f(x)e K[x]\K
olsun. f(x), E[x] te lineer polinomlarin bir ¢arpimi seklinde yazilabilirse, yani
f(x)=a,(x—a,)(x—-a,)..(x—a,) olacak sekilde a,,a,,a,,...,a, € E varsa f(x)
E de par¢alaniyor denir. f(x), E de pargalanir, fakat £ nin K y1 kapsayan hicbir
has alt cisminde parcalanmaz ise £ ye f(x) in K iizerinde bir par¢alanis cismi
denir.

Ornek 3.5.5. x* +1<e[[x] i gdzoniine alalim. [ [x] te
x> +1=(x+i)(x—i) dir ve dolayistyla x> +1, [ de pargalanir. Fakat x> +1, [J
nin [J yi kapsayan higbir has alt cisminde parcalanamaz, ¢iinkii [J , [J nin [] yi
kapsayan tek has alt cismidir, dyle ki, x> +1, [J [x] te par¢alanmaz. O halde [ ,
x*+11in [0 iizerinde bir pargalanis cismidir.



1, x>+1in [ iizerinde bir par¢alanis cismi degildir, ¢iinkii x* +1,
0 ()<l cisminde pargalanir. x* +1, [ (i) nin [ yu kapsayan tek has alt cismi
olan [ da pargalanmaz. Su halde [J (i), x> +1 in [J iizerinde bir par¢alanis
cismidir.

Ornek 3.5.6. [ (\/5), x*—2el[x]in ] iizerinde bir parcalanis
cismidir.

Ornek 3.5.7. x* =2 e [x], [ (3/2) de parcalanmaz, ¢iinkii [ (3/2)[x]
te x> =2 =(x—2)(x* +¥2x+ (¥/2)?) dir ve buradaki ikinci carpan, [ (3/2)[x] te
asaldir. Diger taraftan, [ (/2,0)[x] te x* =2 = (x = ¥2)(x - 0¥/2)(x — ®*¥/2) dir
ve dolayisiyla x* -2, [J (3/5 ,w)[x] te parcalanir. Aslinda [J (%/E , ), x> =2 nin [J
tizerindeki bir pargalanig cismidir. Burada [ (%/5 ,0) =[] (Q/E , 2 0 2 ) nin [J

iizerinde x’ —2 nin kokleri tarafindan dogurulan cisim olduguna dikkat edelim.

Ornek 3.5.8. E/K bir cisim genislemesi ve f(x)e K[x], n>0
dereceli bir polinom olsun. £ nin f(x) in (¢okkathliklariyla sayilan) a,,a,,...,a,
koklerini icerdigini varsayalim. Bu takdirde H = K (al,az,...,an), f(x) in K
tizerinde bir pargalanis cismidir. Gergekten, a, € K, f(x) in bas katsayis1 olmak
uzere, f(x), H[x] te f(x)=a,(x—a,)(x—a,)...(x—a,) seklinde ¢arpanlara
ayrilir, ¢linkii her x—a, carpant H[x] e aittir. O halde f(x), H[x] te pargalanir.
Diger taraftan L, E/K nin, f(x) in par¢alandigi bir ara cismi ise her k£ icin
x—a,, L[x] e ait ve dolayisiyla a,, L ye aittir. Su halde {a,,qa,,....,a,}c L ve
dolayistyla H = K(al,az,...,an )c L dir. O halde f(x), H nin K y1kapsayan
hicbir has alt cisminde pargalanmaz. Su halde H, f(x) in K {iizerinde bir
parcalanis cismidir. Bu aslinda, K(al,az,...,an) nin, £/K nmn f(x) in K

iizerinde bir pargalanig cismi olan tek ara cismi oldugunu gosterir. Ozellikle, E nin,
f(x) in K iizerinde bir parcalanis cismi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul,

E= K(al,az,...,an) olmasidir.

Ornek 3.5.9. £/K bir cisim genislemesi, L, bu genislemenin bir ara
cismi ve f(x)e K[x]\K olsun. £ nin, f(x) inK {izerinde bir pargalanis cismi
oldugunu varsayalim. Bu takdirde £, ayn1 zamanda f(x) in L iizerinde bir
parcalanis cismidir, ¢linkii f(x), £ de parcalanir, fakat £ nin K y1 kapsayan

hicbir has alt cisminde pargalanmaz, hatta bunun da 6tesinde, £ nin L yi kapsayan
higbir has alt cisminde de pargalanmaz.

Ornek 3.5.10. p bir asal say1 olsun. x” —x ile p"x” ™' —1 tiirevinin
herhangi bir en biiytik ortak boleni, F,[x] te bir aritmetik birimdir, yani bu

polinomlar aralarinda asaldir. O halde Teorem 2.92(2) ye gore x* —x € F ,[x] in



cokkatli kokii yoktur. Bu durumda x”" —x in parcalandigi, F , nin bir genigleme
cismi, en azindan, f(x) in birbirinden farkli p” tane kokiinii icermek zorundadir.

Lemma 3.4.5(3) ten x” —x in p" elemanl Fp,, cisminde par¢alandigini biliyoruz.

Su halde Fp” ,x” —xinF , Uzerinde bir pargalanis cismidir.

Ornek 3.5.11. E/K bir cisim genislemesi ve f(x)e K[x]\K olsun.
a, € £, f(x) inbir kokii ve L =K (a,), uygun bir g(x) € L[x] i¢in
f(x)=(x—a,)g(x) olacak sekilde, £ nin K iizerinde a, tarafindan dogurulan alt
cismi olsun. g(x) in derecesi pozitif ise ve £, g(x) in L lizerinde bir pargalanig
cismi ise £ ayni zamanda f(x) in K iizerinde bir parcalanis cismidir. Gergekten,
E, g(x) in L iizerinde bir pargalanis cismi ise c € K ve a,,...,a, € E olmak
lizere, g(x) =c(x—a,)...(x—a,) dir. Ornek 3.5.8 den E = L(a,....,a,) oldugunu
biliyoruz. O halde E[x] te f(x)=c(x—a,)(x—a,)...(x—a,) dir, dolayistyla f(x),
E[x] te parcalanir. Diger taraftan, E', E/K nin herhangi bir ara cismi ise ve
f(x), E' de pargalanirsa, bu takdirde c¢(x —a,)(x —a,)...(x —a,), E'[x] e aittir, o
halde, @, € E' , L=K(a,)c E’ ve a,,...,a, € E' diir; buradan L(a,,...,a,)c E' ve
E c E' elde edilir. O halde f(x), E nin K y1kapsayan higbir has alt cisminde
parcalanmaz. Bu durumda £, f(x) in K iizerinde bir parcalanis cismidir.

Ornek 3.5.12. Ornek 3.5.7 de [J (3/5, ) min, x> —2 nin [J iizerinde
bir pargalanis cismi oldugunu gormiistiik. Benzer sekilde, [ (%/5 Y[Y1/(* +y+1) ve
0 (@) [y]1/(y* —=2), x> =2 nin [ iizerinde birer pargalans cismidir (burada y, [
iizerinde bir degiskendir). Bu cisimlerde x* —2, sirasiyla

[r=QR2+ 07 +y+ D=2y + (7 + y+ DIx =202 + (7 + y+ )]
ve

=+ (" =2)][x —(@y + (¥’ =2)][x (@’ y + (" ~2))]
seklinde parcalanir.

Herhangi bir polinomun bir par¢alanis cisminin bulunup bulunmadigi
sorusu, dogal olarak insanin aklina geliyor. Simdi, bu sorunun yanitinin olumlu
oldugunu, Kronecker’e ait su teoremle gosterecegiz:

Teorem 3.5.13. f(x), keyfi bir K cismi iizerinde pozitif dereceli
herhangi bir polinom olsun. Bu takdirde K nin bir £ genisleme cismi vardir, dyle
ki, |[E: K | <(deg f(x))! dirve E, f(x) in K lizerinde bir pargalanis cismidir.

Ispat. Ispat1 deg f(x) =n ye gore timevarimla yapalim. n =1 ise
uygun bir a,c € K ¢iftii¢in f(x)=c(x—a) dir, suhalde K, f(x) in K lizerinde
bir parcalanis cismidir ve |E K | =1<1!=1 dir. O halde iddia » =1 i¢in dogrudur.



Simdi deg f(x) =n =2 oldugunu ve teoremin herhangi bir cisim
iizerinde, derecesi n—1 olan herhangi bir polinom i¢in dogru oldugunu varsayalim.
Teorem 3.3.5 e gore K nin, f(x) in bir a kokiinii icerecek ve |L K | <n olacak

sekilde bir L genisleme cismini olusturabiliriz. O halde Teorem 2.88 e gore L[x] te
uygun bir g(x) polinomu i¢in f(x)=(x—a)g(x) tir. deg f(x) =n—1 oldugundan
tiimevarim hipotezine gére L nin dyle bir £ genisleme cismi vardir ki, £, g(x) in
L iizerinde bir parcalanis cismidir ve |E : L| <(n-1)! dir. Ornek 3.5.11 den E nin,
f(x) in K iizerinde bir pargalanis cismi oldugu sonucuna variriz.Ustelik,
|E:K|=|E:L||L:K|<(n-D)!|L:K| <(n=1)!n=n! dir.

Goriiyoruz ki, Teorem 3.5.13 te yapilan, Kronecker teoreminin ardarda
uygulanmasindan bagka birsey degildir. f(x) in biitliin koklerini i¢eren bir cisim

bulana kadar Teorem 3.3.5 1 ard arda kullaniriz. Teorem 3.5.13 {in ispatinda kokleri
ardarda katmak yerine tlimevarim yontemi uygulanmaktadir.

Simdi teklik sorusuna dénelim. Ornek 3.5.12, bir polinomun
birbirinden farkli bir¢ok parcalanig cisminin bulunabilecegini ortaya ¢ikarmistir.
Ancak, daha once de isaret ettigimiz iizere, bir polinomun biitiin parcalanis
cisimleri, birbirine izomorftur. Bununla ilgili olarak, su daha genel teoremi
ispatlayalim:

Teorem 3.5.14. E, /K, ve E, /K, iki cisim genislemesi ve
@: K, — K, bir cisim izomorfisi olsun. f,(x), K,[x]\K, e ait bir polinom ve
LX) =9(f,(x) € K,[x]\K,, f,(x) in ¢ tasvirindeki goriintiisii olsun. E,, f,(x)
in K, iizerinde bir pargalanis cismi ve E,, f,(x) in K, lizerinde bir pargalanis
cismi ise ¢, bir ®: E, — E, cisim izomorfisine uzatilabilir ve dolayisiyla £, = E,
dir.

Ispat. E,, K, {izerinde f,(x) in kokleri tarafindan dogurulmustur.
f,(x) in her kokii K, tizerinde cebirsel oldugundan ve sonlu sayida kok
bulundugundan, Teorem 3.2.16 dan |E K l| in sonlu oldugu sonucu ¢ikar. Ispatt
|El :K1| e gore tlimevarimla yapacagiz. |E1 :K1| =11ise E, =K, dirve f,(x),K,
de parcalanir. f,(x) de K, de pargalanir ve K, = E, dir. O halde

4
E, =K, > K, =E,, istenen izomorfidir.

Simdi |E1 : K1| > 2 oldugunu ve derecesi en ¢ok n— 1 olan bir parcalanis

cismi i¢in, herhangi bir cisim izomorfisinin, o cisimlere karsilik gelen polinomlarin
parcalanis cisimlerinin bir izomorfisine uzatilabildigini varsayalim. |El :Kl| >2

oldugundan ve E|, K, lizerinde f,(x) in kokleri tarafindan doguruldugundan,
f,(x) in E, de olup, K, de olmayan bir kokii bulunmalidir. O halde u,, f,(x) in
E\K, e ait bir kokii olsun. g,(x) € K,[x] in, u#, in K, iizerindeki minimal

polinomu oldugunu varsayalim ve u,, ¢ (g,(x)) = g,(x) € K,[x] in E, deki bir



kokii olsun. Lemma 3.5.1 den ¢ nin bir y : K, (4,) > K(u,) izomorfisine

uzatilabilecegini biliyoruz. u, € E\ K, oldugundan |K J(u): K l| >1, Teorem 3.1.21
e gore de |E1 K, (ul)| <n dir. Ornek 3.5.9 a gore E,, f,(x) in K, (u,) iizerinde bir
parcalanis cismi ve E,, f,(x) in K, (u,) lizerinde bir pargalanis cismi oldugundan

buradan tiimevarimla y nin bir @ : £, — E, izomorfisine uzatilabilecegi sonucuna
variriz. Bu @ tasviri, ¢ nin istenen uzatilmisidir.

Teorem 3.5.15. K bir cisim ve f{x), K[x] te pozitif dereceli herhangi bir
polinom olsun. Bu takdirde f{x) in K iizerinde herhangi iki parcalanis cismi,
birbirine izomorftur ve bu izomorfi, K nin her elemanin1 sabit birakan bir
izomorfidir.

Ispat. E, ve E, f(x) in K {izerinde iki pargalanis cismi olsun. Teorem 3.5.14
te K, =K =K, ve ¢ =1, alinirsa, buradan E, ile E, nin birbirine izomorf oldugu
sonucu ¢ikar.

Bu paragrafin kalan kisminda cebirsel kapali cisimleri inceleyecegiz.

Tamm 3.5.16. Bir K cisminin higbir has cebirsel genislemesi yoksa, yani K
nin her E cebirsel genislemesi, K ile ¢akisityorsa K ya cebirsel kapali bir cisim denir.

Teorem 3.5.17. K bir cisim olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler, birbirine
denktir:

(1) K, cebirsel kapalidir.

(2) K[x] teki her asal polinomun derecesi 1 dir.

(3) K[x] teki pozitif dereceli her polinomun K da bir kokii vardir.

(4) K[x] teki pozitif dereceli her polinom, K da pargalanir.

Ispat. (1)= (2): K cebirsel kapali olsun. K[x] te derecesi 1 den biiyiik bir f{x)
asal polinomu bulunsaydi, £ = K[x]/(f), K nin bir cebirsel genislemesi ve K c E
olurdu ki, bu K nin higbir has cebirsel genislemesinin bulunmamasi varsayimryla
celisir. O halde K[x] te her asal polinomun derecesi 1 dir.

(2)=(1): K[x] te her asal polinomun derecesinin 1 oldugunu varsayalim. K
nin hicbir has cebirsel genislemesinin bulunmadigini géstermek istiyoruz. E, K nin
bir has cebirsel geniglemesi olsaydi, bir a € £\K bulunurdu. Simdi a, K iizerinde
cebirseldir ve a ¢ K oldugundan Lemma 3.1.28(1) e gore K(a), K nin bir has {ist
cismidir.

1< |K (a): K | = a nin K {izerindeki minimal polinomunun derecesi
= K[x] teki bir asal polinomun derecesi=1
olur ki, bu da 1<1 c¢eligkisine neden olur. Su halde K cebirsel kapalidir.

(2)=(3): K[x] teki her asal polinomun derecesinin 1 oldugunu varsayalim.
fx), K[x] te pozitif dereceli herhangi bir polinom olsun. f{x) in K da bir kokiiniin
bulundugunu gosterecegiz. Gergekten, f{x) in her asal boleni c(x—a) (c,a € K)



bi¢imindedir, o halde bu asal bolenin K da bir a kokii vardir; buradan f{x) in de K da
bir a kokiiniin bulundugu sonucu ¢ikar.

(3)= (4): K[x] teki pozitif dereceli her polinomun K da bir kokiiniin
bulundugunu varsayalim ve f,(x) € K[x]\K olsun. Bu takdirde K da, f,(x) in g,
gibi bir kokii vardir, dolayistyla uygun bir f,(x) € K[x] i¢in f,(x)=(x—aqa,)f,(x)
tir. f,(x) pozitif dereceli ise f,(x) in K da bir a, kokii vardir ve uygun bir

f,(x) e K[x] igin f,(x)=(x—a,)f,(x) tir; bu durumda f,(x)=(x—a,)(x—a,)f;(x)
tir. f,(x) pozitif dereceli ise f;(x) in K da a, gibi bir kokii vardir ve uygun bir

f.(x) e K[x] i¢in f;(x)=(x—a,)f,(x) tir, dolayisiyla
[i(x)=(x—a)(x—a,)x—a,)f,(x) tir. Bu sekilde derecesi sifir olan bir f, (x)

polinomu bulunana kadar devam edersek, sonucta
fi(x)=(x—-a)(x-a,)(x—a,)..(x—a,)f, elde edilir, buradan da f (x) in K da
pargalandig1 sonucu ¢ikar.

(4)= (2): K[x] te pozitif dereceli her polinomun K da parcalandigini
varsayalim ve f{x), K[x] te bir asal polinom olsun. Bu takdirde varsayima gore f(x),
deg f(x) tane birinci deceden polinoma parcalanir. f{(x) asal oldugundan buradan

carpan sayisi olan deg f(x) in 1 oldugu sonucu ¢ikar. Su halde K[x] teki her asal
polinom, birinci derecedendir.

Cebirsel kapali bir cisme 6rnek olarak [ verilebilir. Bu, kompleks katsayili
her polinomun [1 de bir kokiinlin bulundugunu ifade eden ve Cebirin Esas Teoremi
olarak bilinen 6nemli teoremin bir sonucudur. “Cebirin Esas Teoremi” ismi biraz
gariptir, ¢linkii bu teorem ne bir esas teoremdir, ne de cebirin bir teoremidir! Bu
teoremin herhangi bir ispatinda analizden bazi sonuglar kullanilmaktadir.

Lemma 3.5.18. E/K bir cisim genislemesi olsun ve E nin cebirsel kapali
oldugunu varsayalim. K nin £ deki cebirsel kapanisi 4 olsun. Bu takdirde A cebirsel
kapal1 bir cisimdir.

Ispat. A[x]\4 daki her polinomun 4 da bir kokiiniin bulundugunu géstermek
yeterlidir. f{x), A[x] te pozitif dereceli herhangi bir polinom olsun. Bu takdirde f{x),
E[x] te pozitif dereceli bir polinomdur ve dolayisiyla Teorem 3.5.17 ye gore f(x) in E
de b gibi bir kokii vardir. Bu durumda A(b), 4 nin bir cebirsel genislemesidir ve 4, K
nin bir cebirsel genislemesidir; su halde Teorem 3.2.20 ye gore A(b), K nin bir
cebirsel genislemesidir. Sonucta b € A(b), K iizerinde cebirseldir ve buradan 4 nin

tanimi1 geregince b € A oldugu sonucu ¢ikar, yani f{x) in 4 da bir kokii vardir.

Tanim 3.5.19. E/K bir cisim genislemesi olsun. £, K nin bir cebirsel
geniglemesi ise ve cebirsel kapali ise £ ye K nin bir cebirsel kapanisi denir.

Her K cisminin bir cebirsel kapanis1 var midir? Bu sorunun yanit1 “evet” tir
ve ispat1 Zorn Lemmas1 yardimiyla yapilir. Bir K cisminin cebirsel kapanist su
anlamda tek tiirlii belirlidir: K nin herhangi iki cebirsel kapanisi arasinda, K nin her
elemanini sabit birakan bir izomorfi kurulabilir.



§ 6. Galois Teorisi

Bu paragrafta Galois teorisine bir giris yapacagiz. Herhangi bir £/K cisim
genislemesi verildigine gore, £/K nin ara cisimleri ile genislemenin Galois grubu
denilen bir grubun alt gruplar arasinda iliski kuracagiz. Boylece genislemenin ara
cisim yapasi ile ilgili pek ¢ok soru, Galois grubunun alt grup yapisi ile ilgili sorulara
indirgenebilecektir. Biz burada tamamen I. Kaplansky’nin yaklasimini izleyecegiz.

E/K bir cisim geniglemesi ise £ bir cisimdir ve ayn1 zamanda bir K-vektor
uzayidir. £ nin ayni anda hem cisim, hem de vektor uzay1 yapisiyla calismak ¢ok
verimli olacaktir. Bu nedenle, bu yapilarin her ikisini de koruyan tasvirleri
gbzoOniine alacagiz.

E bir cisim olsun. £ nin bir ¢ cisim otomorfisinin £ nin kendi tizerine (1-1)

bir halka homomorfisi oldugunu hatirlayalim. Buna denk olarak, £ nin bir cisim
otomorfisi, <E,+> grubunun bir otomorfisidir ki, bu ayn1 zamanda E nin bir halka
izomorfisidir. £ nin idantik tasvirinin £ nin bir cisim otomorfisi oldugu agiktir,
dolayistyla E nin biitiin cisim otomorfilerinin olusturdugu kiime bos degildir.

Ustelik, ¢ ve w, E nin herhangi iki cisim otomorfisi ise ¢y ve @' tasvirleri,
<E,+> grubunun birer otomorfisidir ki, Lemma 2.56 ya gore bu tasvirler, ayni
zamanda E nin kendi iizerine birer halka izomorfisidir. Su halde ¢y ve ¢

tasvirleri, £ nin cisim otomorfileridir. Bundan dolay1 £ nin biitlin cisim
otomorfilerinin kiimesi, <E,+> grubunun biitiin otomorfilerinin olusturdugu grubun
bir alt grubudur. £ nin biitiin cisim otomorfilerinin grubunu Au#(E) ile gosterecegiz.
O halde E nin toplam grubunun otomorfilerinin grubu ile £ nin cisim
otomorfilerinin grubu i¢in (birbiriyle karistirmamak kosuluyla) ayni1 gésterimi
kullanacagiz.

Aut(E), E yi kendi iizerine resmeden ve £ nin cisim yapisini koruyan
tasvirlerin ailesidir. Bu cisim otomorfilerinden £ nin vektor uzay1 yapisini koruyan
tasvirleri sececegiz.

Tamm 3.6.1. E/K ve F/K iki cisim genislemesi olsun. Bir ¢: E — F' tasviri
hem bir cisim homomorfisi, hem de bir K-vektdr uzayr homomorfisi ise ¢ ye bir K-
homomorfi denir. Bir ¢: E — F K-homomorfisi (1-1) ve iizerine ise ¢ ye bir K-
izomorfi denir. E nin kendi tlizerine bir K-izomorfisine E nin bir K-otomorfisi denir.
E nin biitiin K-otomorfilerinin kiimesini Aut, E veya G(E/K) ile gosterecegiz.

@: E — F bir K-homomorfi ise Tanim 3.1.15 e gore ¢(1,) =1, dir, ¢linkii ¢
bir cisim homomorfisidir ve ¢ bir K-lineer transformasyon oldugundan her & € K
icin p(k)=@(k-1;)=k-9p(1,;)=k-1, =k esitligi saglanir. O halde her k € K i¢in
@(k) =k dir. Tersine, ¢ : E — F tasviri, her k € K i¢in ¢(k) =k kosulunu
saglayan bir K-homomorfi ise bu takdirde her k € K ve e E igin
p(k-e)=@(k)-p(e)= k-p(e) dir ve dolayisiyla ¢ , bir K-lineer transformasyondur.
Sonug olarak, bir ¢ : E — F cisim homomorfisinin bir K-homomorfi olmasi igin
gerek ve yeter kosul, ¢ nin K nin her elemanini sabit birakmasidir.



Lemma 3.6.2. E/K bir cisim genislemesi ise £ nin K iizerindeki biitiin K-
otomorfilerinin Aut, E kiimesi bir gruptur.

Ispat. I, € Aut E c Aut(E) dir ve Aut(E) bir gruptur. Teorem 2.100 e gére

iki vektdr uzay1 izomorfisinin bileskesi ve bir vektor uzay1 izomorfisinin tersi gene
bir vektor uzay1 izomorfisi oldugundan Aut, E , bileske ve ters alma islemlerine

gore kapalidir. Su halde Aut, E, Au#(E) nin bir alt grubudur.

Tanmim 3.6.3. £/K bir cisim genislemesi olsun. Aut, E=G(E/K) grubuna E
nin K iizerindeki Galois grubu denir.

Ornek 3.6.4. E herhangi bir cisim ve P, E nin asal alt cismi olsun.E nin her
@ cisim otomorfisi, 1, yi sabit birakir. Buradan ¢ nin, P nin her elemanini sabit

biraktig1 sonucu ¢ikar. O halde E nin her cisim otomorfisi, £ nin bir P-otomorfisidir
ve Aut(E)= Aut,E dir.

Ornek 3.6.5. p: [0 -0
a+bi—a—bi (a,bell)
eslenik alma tasviri, [J nin bir [J -otomorfisidir.

Ornek 3.6.6. e: 1(N2)>0H2)
a+bJ2 > a-b\2 (a,bell)
tasviri, [ (\/5) nin bir [ -otomorfisidir.

Ornek 3.6.7. K bir cisim ve x, K iizerinde bir degisken olsun. Bu takdirde
K(x), K nin bir cisim genislemesidir. @ € K~ ise ax, K iizerinde transandanttir ve
Teorem 3.1.37 ye gore
o,:K(x) > K(x)
/@) f(ax)
gx)  glax)
tasviri, K(x) in bir cisim otomorfisidir. o, nin aslinda K(x) in bir K-otomorfisi

oldugunu goérmek zor degildir. Benzer sekilde, herhangi bir b € K igin
7, : K(x) > K(x)
f(x) | f(x+D)
gx)  glx+b)
tasviri, K(x) in bir K-otomorfisidir. a #1, ve b#0, i¢in
(r,0,)x)=1,(0,(x))=71,(ax)=a(x+b)#ax+b=0,(x+b)=0,(7,(x))=(0,7,)(X)
oldugundan Aut, K(x), komiitatif olmayan bir gruptur.

Simdi Aut, K(x) grubunu bulacagiz. Asagida y ve z y1, K tizerinde
birbirinden farkl iki yeni degisken olarak kullanacagiz.



u, K(x)\K nin keyfi bir eleman1 olsun, yani p(x) ve ¢g(x), K[x] te aralarinda
asal iki polinom ve g(x)# 0, olmak lizere, u = p(x)/q(x) diyelim. u nun K

izerinde transandant oldugunu ve K(x) in K(u) lizerinde sonlu boyutlu (dolayisiyla
cebirsel) oldugunu iddia ediyoruz.

Once ilk iddiay1, yani u nun K {izerinde transansant oldugunu ispat edelim. u,
K tlizerinde cebirsel olsaydi, # nun K {izerinde

H(y)=)" +ck_1yk_1 +..+cy+c, € K[y]
gibi bir minimal polinomu bulunurdu. H(u)=0, esitliginden
(p(x)/ q(x))" +¢, (P(¥)/ ()™ +.ct e (p(x) ] g(x)) +¢, =0,
(P@) +ey (p()) T g+t p()(a(x) ™+, (g(x))" =0,
elde edilirdi ve buradan
KIx] e q(0|(p(0)" ve (p(x).q(0) =1,
q(x), K[x] te bir aritmetik birim ve dolayistyla g(x) € K,
u=p(x)/q(x) e K[x]
sonucu ¢ikardi. O halde H(u)=u" +c,_ u*" +...+ cu+c,, derecesi k(deg p(x))

olan bir polinom olurdu ki, bu H(u) =0, olusuyla gelisir. Su halde u, K {izerinde
transandanttir.

Ikinci olarak,

u=p(x)/q(x)te
p(x)=ax"+a, x""+..+ax+a,, q(x)=bx" +b, x""+.+bx+b,

m—

K(x):K (u)| nun sonlu oldugunu ispatlayalim.

(a,#0,,b, #0,) olsun. ug(x)— p(x)=0, esitliginden dolay1 x, K(u)[y] de
F(y)=(b,u)y" + (b, u)y"" +...+(bu)y+b,

—ay"—a, Y —.—ay-a,
polinomunun bir kékiidiir. Su halde x, K(u) iizerinde cebirseldir. Ustelik,
deg F(y) = max(m,n) = max(deg p(x),deg q(x)) oldugu goriiliir, ¢iinkii u ¢ K
oldugundan b u—a, #0, dir. $imdi F(y) nin K(u) lizerinde asal oldugunu
gosterecegiz. Buradan, 1, /¢, F(y) nin bas katsayist olmak tlizere, cF'(y) nin, x in
K(u) tizerindeki minimal polinomu oldugu ve dolayisiyla |K (x):K (u)| =deg cF(y)
=deg F(y) = max(deg p(x),deg q(x)) oldugu sonucu ¢ikacaktir.

u, K izerinde transandant oldugundan, Teorem 3.1.37 ye gore z > u
stibstitiisyon homomorfisi, aslinda K(z) nin K(u) < K(x) iizerine bir cisim

izomorfisidir. O halde K(u)= K(z) dir ve Teorem 2.75 e gore K(u)[y]= K (z)[y]
dir. Bu durumda F(y) nin K(u)[y] de asal olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul,
F(z) e K(z)[y] goriintiisiiniin K(z)[y] de asal olmasidir. Lemma 2.87 den, F(z)
nin K(z)[y] de asal olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun, ' (z) =¢q(y)z— p(») nin
K[z][y]=K[y][z] de asal olmas1 oldugu sonucunu ¢ikaririz. Fakat

F(z)=q(y)z— p(y), K[y][z] de tabii ki asaldir, ¢linkii g(y)z— p(y),K[y][z] de



birinci derecedendir, g(y) ve —p(y)katsayilari, K[y] de aralarinda asaldir (¢tlinkii
p(x) ve g(x), K[x] te aralarinda asaldir).

O halde p(x) ve g(x), K[x] te aralarinda asal iki polinom ve g(x) # 0, olmak
iizere, K(x)\K ya ait her u = p(x)/q(x) elemani i¢in
|K(x) : K(u)| = max (deg p(x),deg q(x)) tir.

Simdi ¢ € Aut, K(x) ve ¢(x)=u olsun. Yukaridaki gibi u = p(x)/g(x)

yazalim.
K@) =K(p(x) ={f(0(x)/ g(p(x)|f.g € K[x], g # 0,
={p(f(x)/ p(g(x)|f.g € K[x], g =0}
={p(f(x)/ g(x)|f.g € K[x], g # 0}

=p(K(x))=K(x)# K
oldugundan u € K(x)\K dir ve
1= |K(x) : K(x)| = |K(x) : K(u)| =max (deg p(x),deg q(x))
esitliginden uygun a,b,c,d € K ile p(x)=ax+b, g(x) =cx+d oldugu sonucu
cikar. Burada ad —bc # 0, dir, ¢linkii ad —bc =0, olsa
u=px)/ q(x)=(ax+b)/(cx+d)e K gibi bir geliski elde edilir.

O halde Aut,K(x) teki her otomorfi, a,b,c,d € K, ad —bc # 0, kosulunu
saglayan uygun elemanlar olmak iizere, x i (ax+b)/(cx+d) ye gotiiren bir
stibstitlisyon homomorfisidir. Tersine, ¢, @(x) = (ax+b)/(cx+d) (a,b,c,d e K,
ad —bc # 0, ) biciminde bir siibstitlisyon homomorfisi ise (ax+b)/(cx+d)=u,K
ya ait degildir, dolayisiyla u, K lizerinde transandanttir ve ¢, K(x) ten K(u) lizerine
bir cisim homomorfisidir. ad —bc # 0, oldugundan hem g, hem de ¢, 0, olamaz, o
halde |K (x) : K (u)| = max (deg (ax+b)),deg (cx +d)) =1 ve K(u)=K(x) tir. Su
halde ¢, K(x) in kendi iizerine bir cisim homomorfisidir. ¢, K nin her elemanini
sabit biraktigindan, buradan ¢ nin Aut, K(x) e ait oldugu sonucu ¢ikar. Bu nedenle
Aut, K(x), tamamen x = (ax+b)/(cx+d) (a,b,c,d €K , ad —bc+#0,)

siibstitiisyon homomorfilerinden olusur.
Bir sonraki lemma, su bilinen gercegin bir genellestirilmisidir: Reel katsayilt
bir polinomun herhangi bir kompleks kokiiniin eslenigi de o polinomun bir kokiidiir.

Lemma 3.6.8. £/K bir cisim genislemesi ve f(x) € K[x] olsun.
u € E, f(x)in bir kokii ise herhangi bir ¢ € Aut, E icin E nin ¢(u) eleman1 da f{(x)
in bir kokiidiir.

Ispat. f(x)=Yax' ise f(u)=0; dan 0, =p(0,) = p(f(w) = p(X.a')

i=0

= iqo(ai) co(u') = iai -((o(u))i = f(@(u)) sonucu cikar. Su halde ¢(u), f(x) in
bir kokiidiir.



E/K sonlu boyutlu bir genisleme olsun ve {a,,q,,...,a, } nin E nin bir K-

tabani oldugunu varsayalim. Bu takdirde £ nin her K-otomorfisi, bu otomorfinin
taban elemanlar tizerindeki etkisiyle tamamen belirlenir, ¢linkii ¢ ve y , E nin iki

K-otomorfisi ve ¢(a,) =y (a,) (i=1,2,...,m) ise, Zki.al. biciminde yazdigimiz
i=0
herhangi bir a € £ igin
p(a) = ¢(Zki'ai) = Z(p(ki)'¢(ai) = Zki '¢(ai) = zki 'W(ai) = ZV/(ki)'W(ai) =
i=0 i=0 i=0 i=0 i=0

‘/’(i k.a,)=y(a)

dir. Bundan dolay1, £ nin K-otomorfilerini, taban elemanlarinin goriintiilerini
vererek tammlayacagiz. O halde eslenik alma tasvirini i — —i ile, Ornek 3.6.6 daki

tasviri 72 — —/2 ile gosterecegiz.

Ozellikle, E/K basit bir genisleme ve a bir primitif eleman ise, Teorem 3.2.8
e gore n, a nin K iizerindeki minimal polinomunun derecesi olmak iizere

{IK, a,a’,..., a”’l} , E=K(a) nin bir K-tabanidir. $Simdi ¢ € Aut, E olsun.
p(a')=(p(a)) (i=1,2,...,n-1) oldugundan ¢ tasviri, @ nin a iizerindeki
etkisiyle tamamen belirlenir. ¢(a), a nin K lizerindeki minimal polinomunun K (a)
ya ait bir kokiidiir. O halde 7, @ nin K {izerindeki minimal polinomunun K(a) daki
AutKE| <r dir. Boylece

birbirinden farkli kdklerinin sayisini gostermek iizere,

asagidaki lemmayi ispatlamis olduk:

Lemma 3.6.9. K bir cisim olsun. a, K Uzerinde cebirsel ve a nin K tizerindeki
minimal polinomu fise 7, fnin K(a) daki birbirinden farkli kdklerinin sayis1 olmak

iizere, AutKK(a)| <r<deg f =|K(a):K| dir.

Ornek 3.6.10. /2 , 2 nin poxzitif reel kiipkdkii olsun. O halde [ (3/2) <[ dir.
Simdi Aut [ (3/5) grubunu bulalim. ¢ € Aut [ (3/5) ise (p(i/z) el , Y2 nin
{izerindeki x* —2 minimal polinomunun bir k&kiidiir. x* —2 nin 32 den farkli

kokleri kompleks oldugundan, go(i/z) =3/2 olmak zorundadir. Su halde ¢, [] (3/5 )
nin idantik tasviridir ve dolayisiyla Aut, [ (3/5 )= {[] (%)} dir.

Ornek 3.6.11. [ = (i)dir ve i nin 0 iizerindeki minimal polinomu, [ de
iki kokii bulunan x* +1 dir. Su halde |Auz‘D [ | <2 dir. Idantik tasvir ve eslenik alma
tasviri, [l nin iki [J -otomorfisi oldugundan buradan |Aut]D | =2 sonucu ¢ikar ve
dolayisiyla Aut [ =C, (C,, ikinci mertebeden bir devresel grubu gostermektedir)
elde edilir. Benzer sekilde, Aut, [ ~2)=z C, dir.



Ornek 3.6.12. Auz. [ (+/2,+/3) grubunu bulalim. [ (+/2,4/3) =10 (+v2)(/3)
tiir. Burada {1,\/5 } , U (\/E) nin bir [] -tabani, {1,\/5 } ise [ (\/5)(\/3) iin bir
0 (\/5 )-tabamdir (¢iinkii x* -3, [J (\/5 ) lizerinde asaldir) ve dolayisiyla Teorem
3.1.21 e gore {1,\/5, \/5, \/g} , U (JE, \/g) in bir [1 -tabanidir. Simdi herhangi bir

@€ Aut. [ (ﬁ,\/g) tasviri, v/2 yi J2 veya -2 ye, V3 iiise V3 veya — Ve

gotiiriir. Su halde ¢ i¢in 4 olast durum vardir:

gol(a+b\/§+c 3+d\/g):a+b\/§+c 3+d+6
P (a+bN2 +c\3+d6) = a+ b2 —c\3-d 6
¢3(a+bx/§+c\/§+d\/g)=a—bx/§+c\/§—d\/g
o (a+b\N2+c\B+d6)=a—bV2—c\3+dJ6  (a,b,c,d D).

®,,0,,0,,¢, Un gercekten [ (JE , V3 )iin [J -otomorfileri oldugu kolayca goriiliir, o
halde Aut [ (~2,\3)= {0,0,,0,,0,} tir. Burada ¢, [] (v/2,/3) iin idantik
tasviridir ve {i,j,k} = {2, 3,4} i¢in (¢.)* = ¢, @.9; = ¢, dir. O halde

Aut [0 (N2,43) = C, xC, =V, (V, ={1,(12)(34),(13)(24),(14)(23)} grubu, Klein’m
dortlii grubudur) tiir.

Simdi bir E/K genislemesinin ara cisimleri ile Aut, E nin alt gruplari
arasindaki iliskiyi gorecegiz.

Lemma 3.6.13. E/K bir cisim genislemesi olsun ve G = Aut, E diyelim.
(1) L, E/K nin bir ara cismi ise

L'={peG:p()=1(VieL)}
G nin bir alt grubudur.

(2) Hc G ise
a.g.

H'z{aeE:go(a):a (VgpeG)}
E/K nin bir ara cismidir.

Ispat. (1) I, € L' oldugu aciktir, su halde L'# @ dir. g, € L' ise her e L
icin (w@)() =w(e(l)) =y (l)=1 oldugundan wep e L' diir. Her / € L i¢in ¢(/)=1
ve dolayisiyla ¢ '(I) =1 dir, su halde ¢ ' € L' diir. O halde L', Aut, E nin bir alt
grubudur (aslinda L' = Aut, E dir).

(2) Her p € H' © Aut E, K nin elemanlarini sabit biraktigindan K < H'
diir. a,be H' ise her ¢ € H igin ¢(a)=a ve @(b)=>b dir, dolayisiyla



p(a+b)=p(a)+pb)=a+b = a+beH',
p(=b) =-p(b)=-b = -beH,
p(a-b)y=p(a)-p(b)y=a-b = abeH,
o(,/b)=1,/p(b)=1,/b (b#0, olmak kosuluyla) = 1,/beH’
diir. Su halde H', E nin bir alt cismidir ve dolayisiyla H', E/K nin bir ara cismidir.

Ornegin, Ornek 3.6.12 daki gosterimle

1 (2,43) ={1,} € G=Aut | (2,43),
12y ={p.e). 0B ={p.0). 0W6)Y={p.0,), 0'=G

veE

(o) =023 . {oue) =0G2) . {oue) =0 (B),
{(015(04},:D(\/g) , G' =0

dur.

E/K bir cisim geniglemesi ve H < Aut, E ise H' ye H nin sabit biraktigi
a.g.
cisim denir. Simdi Lemma 3.6.13 teki {is alma isleminin 4 u¢ durumunu gézoniine

alalim.

Lemma 3.6.14. E/K bir cisim genislemesi ve G = Aut, E olsun. Bu takdirde

M {1,) =E,

@) E'={1g},
@) K'=G,
@) K <G dir.

Ispat. (1) {IG}' ={aeE|(p(a)=a (‘v’goe{lG})} ={aeE|IE(a)=a}=E.
@) E'={peG|p(a)=a (VacE)| ={I,} ={1,}.
3) K':{(oeG‘(p(a):a(VaeK)} =G.

(4) Tabii ki, K ¢ G' diir. Ornek 3.6.10 dan Auz. 0 (32) = {ID (%} oldugunu
biliyoruz, su halde [1 (32)/0 genislemesi i¢in G={1,} ve

K =10 ED (%/5) = {IH (%)} =G’ diir. Suhalde G' her zaman K ya esit degildir.

E— i1} fe— L}

O e K
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Tanmim 3.6.15. £/K bir cisim genislemesi olsun ve G = Aut, E diyelim.
G', K yaesit ise E/K ya bir Galois geniglemesi denir.

Buna denk olarak, £/K nin bir Galois genislemesi olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul, E/K nin her a elemani i¢in ¢(a) # a olacak sekilde bir ¢ € Aut, E nin

bulunmasidir. Ornegin [0, 0 nin, [J (\/E, «/g) ve [ (\/5) ise [1 nun birer Galois
geniglemesidir.

Lemma 3.6.16. £/K bir cisim genislemesi olsun ve G = Aut, E diyelim. L ve

M, E/K nin iki ara cismi, H ve J de G nin iki alt grubu olsun. X, £/K nin bir ara
cismi veya G nin bir alt grubu ise (X')" yii kisaca X" ile gosterelim. Bu takdirde

asagidakiler saglanir:

(1) Lc M ise M'< L' dir,
a.c. a.g.

2) Hc J ise J'c H' dir,
a.g. a.c.

(3) LcL" ve Hc H" diir,
a.c. a.g.

@4 L"=L"ve H"=H' dir.

Ispat. (1) L c M oldugunu varsayalim. ¢ € M’ ise her ae M ve
dolayisiyla her a € L igin ¢(a) =a dir, su halde ¢ € L' ve sonug olarak M' < L’
a.g.

diir.

(2) H c J oldugunu varsayalim. a € J' ise her ¢ € J ve dolayisiyla her
a.g.

@ € H i¢in p(a)=a dir, suhalde a € H' ve sonug olarak J' c H" diir.

(3) Herhangi bir a € L alalim. L' niin tanim1 geregince her ¢ € L igin
¢@(a)=a dir, o halde a, L' deki biitiin K-otomorfilerde sabit kalir. Bu durumda a,

L' niin sabit biraktig1 cisme aittir, yani a € L” diir. Buradan L < L" oldugu sonucu
¢ikar. Simdi herhangi bir ¢ € H alalim. H' niin tanim1 geregince her a € H' igin

@(a) = a dir, dolayisiyla ¢, H' deki her elemani sabit birakir, o halde p € H" diir.
Buradan H < H" elde edilir.
a.g.

(4) (3)egore Lc L" ve H < H" diir. Su halde (1) e gore L" < L' ve (2) ye
a.c. a.g. a.g.
gore H" —c H' dir. (3) te L yerine H', H yerine L' koyarsak H'c H" ve L' < L"
a.c. a.c. a.g.

elde edilir. Buradanda L" = L' ve H" = H' oldugu sonucu ¢ikar.
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Genelde L, L" niin, H da H" niin bir has alt kiimesi olabilir. Esitlik durumu
i¢in bir tanim verelim.

Tanim 3.6.17. E/K bir cisim genislemesi ve G = Aut, E olsun. E/K nin bir L

ara cismine L = L" olmasi halinde kapali bir ara cisim denir ve G nin bir H alt
grubuna da H = H" olmasi halinde kapali bir alt grup denir.

Su halde £ nin, K nin bir Galois genislemesi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul,
K nin kapali olmasidir. Lemma 3.6.16(4) e gore her iislii nesne, kapalidir.

Teorem 3.6.18. E/K bir cisim genislemesi ve G = Aut, E olsun. Bu takdirde

E/K nin biitlin kapal1 ara cisimlerinin kiimesi ile G nin biitlin kapal1 alt gruplarinin
kiimesi arasinda L — L' seklinde verilen (1-1) bir tekabiil vardir.

Ispat. L, E/K ni bir kapali ara cismi ise Lemma 3.6.13(1) e gére L' G nin
bir alt grubudur ve Lemma 3.6.16(4) e gore de L' kapalidir. Su halde iis alma,
genislemenin biitlin kapali ara cisimlerinin kiimesinden G nin biitiin kapali alt
gruplarinin kiimesi i¢ine bir tasvirdir. Bu tasvir (1-1) dir, ¢linkii L'=M" den
(L")"=(M")" gikar ve buradan gene Lemma 3.6.16(4) ¢ gore L=M elde edilir. Son
olarak, lis alma tasviri, lizerinedir, ¢linkii H, G nin herhangi bir kapali alt grubu ise
H' kapali bir ara cisimdir ve (H")' = H dir.

Bu teorem , hangi ara cisimlerin ve hangi alt gruplarin kapali oldugunu
belirtmedigimiz siirece “hemen hemen faydasiz” dir. En 6nemli durumda, yani £/K
sonlu boyutlu bir Galois genislemesi oldugunda biitiin ara cisimler ve alt gruplar
kapal1 hale gelecektir.

Simdiki amacimiz, bir nesnenin kapali bir nesneden “sonlu miktarda biiyiik”
olmas1 halinde kapal1 oldugunu gostermektir. Bunun i¢in iki teknik lemmaya ihtiyag
duymaktay1z.

E/K bir cisim genislemesi, L ve M, L c M kosuluna uyan iki ara cisim ise M

nin L {izerindeki |M :L| boyutuna L ve M nin goreceli boyutu denir. G, bu

genislemenin Galois grubu, H ve J, G nin H — J kosuluna uyan iki alt grubu ise, H
a.g.

nin J i¢indeki |J ‘H | indeksine H ve J nin géreceli indeksi denir.



Lemma 3.6.19. E/K bir cisim genislemesi, L ve M, L c M kosuluna uyan iki
ara cisim olsun. L ve M nin |M : L| goreceli boyutu sonlu ise M’ ve L' niin
L':M'|<|M :L| dir. Ozellikle, E/K
E:K | dir.

goreceli indeksleri de sonludur. Gergekte,

sonlu boyutlu bir genisleme ise |AutKE | <

Ispat. Ispati n=|M :L| ye gore tiimevarimla yapalim. n=11ise M =L ve
L'=M' dir, dolayisiyla

icin ispat edilmis oldugunu varsayalim. |M : L| >1 oldugundan bir a e M\L

L' M ’| =1 dir. Simdi n > 2 alalim ve teoremin her i<n

bulabiliriz. Hipotez geregince |M :L| sonludur, o halde Teorem 3.2.14 e gére M, L

nin bir cebirsel genislemesidir ve dolayisiyla a, L lizerinde cebirseldir. f(x) e L[x],
a nin L tizerindeki minimal polinomu olsun ve k& =deg f(x) diyelim. Lemma
3.1.28 e gore k >1 dir, ¢linkili a ¢ L dir. Teorem 3.2.8 den |L(a) : L| =k sonucu

cikar ve Teorem 3.1.21 den |M :L(a)| =n/k elde edilir. Bu durum, agsagidaki

semada gosterilmistir:

Mo . o
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k < n durumunda timevarim herseyi saglar: n/k <n ve k <n den
|L(a)’:M'| £|M :L(a)|, L':L(a)'|£|L(a):L| ve sonugta
L':M'|=|L": L(a)|-|L(a) : M'|< |L(a): L|-|M : L(a)| = k(n/k)=n=|M : L] elde

edilir. k=n durumu i¢in ayr bir ispat gereklidir.

Simdi k=n oldugunu varsayalim. Bu takdirde |M :L(a)| =1 ve dolayisiyla

M = L(a) dir.
kalan siniflarinin R kiimesinden, f{x) in birbirinden farkli biitiin koklerinden olusan
L':M ’| tane sag kalan sinifi

L':M ’| < n oldugunu ispatlamak i¢in, M" niin L deki biitiin sag

kiime i¢ine (1-1) bir tasvir kuracagiz. ‘R da

bulundugundan buradan, r, f(x) in M deki birbirinden farkli kdklerinin sayisini
LM ’| <r oldugu sonucu ¢ikacaktir.

gostermek lizere,
r<deg f = |L(a) : L| = |M :L| oldugundan teorem, bdylece ispatlanmis olacaktir.

Istenen tasvirin ne olmas gerektigini Lemma 3.6.8 verecektir.
a: Ro>{beM|f(b)=0,}

M'p — p(a) (pel’)



tasvirini gézoniine alalim. a, f(x) in bir kokii ve ¢ € L' an, G = Aut E oldugundan
Lemma 3.6.8 e gore ¢(a), gercekten f{x) in bir kokiidiir. o tasviri iyi tanimlidur,
cinkii M'p=M'"y (@, €L’) ise uygun bir z€ M" igin ¢ =y dir, su halde 1,
M nin her elemanini ve dolayisiyla a y1 sabit birakir ve a(M'p) = p(a) = (uy)(a) =
uy(a)=w(a)=a(M'y) esitligi elde edilir. « , tstelik (1-1) dir, ¢iinkii
a(M'p)=a(M'y) ise p(a)=y(a) ve dolayisiyla ' (@(a)) = a dir; o halde

w '@, ay1ve sonugta L(a)=M nin her elemanimni sabit birakir, su halde
y'peM' ve M'p=M'y dir. Béylece |L': M’

olur.

< |M : L| nin ispat1 tamamlanmis

|AutKE| < |E : K| iddias1 da gercekten dogrudur, ¢linkii |AutKE| =
| AutyE {15} = K" {1, }|=|K": E'|<|E: K| du.

Lemma 3.6.20. £/K bir cisim genislemesi, H ve J, G = Aut, E nin H c J
a.g.

kosuluna uyan iki alt grubu olsun. H ve J nin |J H | goreceli indeksi sonlu ise J'
< |J ‘H | dir.

ve H' niin géreceli boyutu da sonludur. Gergekte |H "J!

!

Ispat. |J:H|:n olsun ve |H’:J’

de J' iizerinde lineer bagimsiz olan «a,,q,,...,a,,a,,, gibi n+1 tane eleman vardir.

> n oldugunu varsayalim. Bu takdirde A

UH @, ,J nin H ya gore sag kalan siniflarma ayrilis1 olsun.

i=1

pa)eE (j=12,.,n,i=12,..,n+1) olmak lizere, n+1 bilinmeyenli n

tane lineer denklemden olusan

@ (a)x, + ¢ (a,)x, + o (a)x; +...+ ¢ (a,,,)x,,, =0,

@, (a)x, +¢,(a,)x, + 9,(a;)x; +...+ ¢,(a,,,)x,,, =0, (3.8)

@, (a)x +¢,(a)x, +@,(a;)x; +...+9,(a,,)x,,, =0,

sistemini gdzoniine alalim. Bilinmeyen sayi1si, denklem sayisindan biiyiik
oldugundan, (3.8) sisteminin £ de triviyal olmayan bir ¢6ziimii vardir. (3.8) in
triviyal olmayan ¢6ziimlerinden, x; ler arasinda sifirlarin say1s1 miimkiin oldugunca

az olan bir tanesini se¢elim. Bu ¢oziim, x, =b,, x, =b,, x; =b,,....,x,,, =b ,, olsun.

s+l T Yn+l
b, lerinr (r <n+1) tanesinin 0, den farkli oldugunu varsayalim. b, lerin se¢imi
geregince, (3.8) sisteminin, 0, den farkli ¢; lerin sayis1 r den kiigiik olacak sekilde

higbir x, =¢,, x, =¢,, x; =c¢;,...,X,,, =¢,,, ¢0zlimii yoktur.

*0 i+l



Gerektiginde b, lerin numaralarini degistirerek, b,,...,5, nin 0, den farkli ve
(n+1>r olmasit durumunda) b ,, =...=b,,, =0, oldugunu varsayabiliriz. Ayrica
b, =1, oldugunu varsayabiliriz, ¢iinkii b, #1, ise b,,b,,...,b,,, ¢0ziimii yerine
> % n+l

b /b,b,/b,...,b,. /b ¢oziimiini de alabiliriz; kuskusuz her iki ¢6ziimde de 0, den
farkli elemanlarin sayis1 aynidir.

Simdi w € J olsun.

w (@ (a)x, +w (@ (a))x, +y (g (a)x; +...+w(p(a,,))x,,, =0,

w(@,(a)x; + (@, (a,)x, +w (@, (a)x;, +...+w (@, (a,.,))x,,, =0, (3.9)

w(@,(a))x +y(p,(a,))x, +y(p,(a;))x; +...+ v (@, (a,,))x,., =0,

sistemini gdzoniine alalim. Bu sistem ile ilgili olarak iki gdzlem yapalim. Birincisi,
x=b=1,,x,=b, x;=b,,...,x b, (3.8) in ¢dziimii ve y bir homomorfi
=y(b,,,) de (3.9) un bir
¢oziimiidiir. Ikincisi, (3.9) sistemi ile (3.8) sistemi birbirine esdegerdir. Bu iddiay1
ispatlamak i¢in wo,,y@,,y@,,...,we, nin, H nin J icindeki birbirinden farkli sag

n+l =

oldugundan x, =y (b) =1;,x, =y (b,),x; =y (b,),...,x

n+l

kalan siniflarinin elemanlari olduguna dikkat edelim, ¢iinkit Hyp, =Hyg, ise
(yo ) wo ],)‘1 € H ve dolaysiyla ¢,¢ /." € H dir; buradan Ho, = Hp, ve dolayisiyla
i = j sonucu ¢ikar. O halde
Hyp =He,, Hyp,=Ho, , Hyp,=Hg, ,...Hyp, = Hp,
olsun. Bu takdirde uygun 7,,7,,7,,...,1n, € H ile

VO, =100, V0, =100, WPy = 1130, W0, = 11,0, ({iiyni, | ={1.2,....1})
yazabiliriz. Herbir 77, , H' deki herbir a,, yi sabit biraktigindan (3.8) deki
i, . denklem olan
@, (@)x, + ¢, (a,)x, + @, (a;)x; +...+ ¢, (a,,,)x,, =0,
denklemi,
(1.0, Na)x, + (0, Nay)x, + (7,0, Nay)x, +...+ (17,0, Na,,,)x,., =0,
denklemine ve dolayistyla (3.9) daki k. denklem olan

v (@ (a))x, +y (9 (a))x, +y (9 (a))x; + ...+ (9 (a,,,))X,,, =0,

denklemine esdegerdir. Buradan (3.8) ve (3.9) sistemlerinin birbirine esdeger
oldugu sonucu ¢ikar.

Su halde (3.9) sisteminin x, =w(b) =1,,x, =y (b,),x; =y ();),...,
x,,, =w(b,,,) ¢ozimii, ayn1 zamanda (3.8) sisteminin de bir ¢6ziimiidiir. Diger

taraftan x, =b, =1,, x, =b,, x; =b,,.. =b ., de (3.8) in bir ¢oziimiidiir. O halde

3 er—l
bu iki ¢6zlimiin farki

X, =0,,x,=b, =y (b,),x; =b; —w(by),....x,,, =b,., —w(b,,),
yani



X, =0,,x,=b,—y(b,),x. =b —p(b),x,, =0,,..x,., =0, (3.10)

n+l1

de (3.8) in bir ¢ozlimiidiir.

v yiJ nin keyfi bir elemani olarak almistik. Simdi y i¢in makul bir se¢im
yapacagiz. @,,®,,®;,...,, den biri H ya aittir; 6rnegin ¢, € H olsun. Bu takdirde
¢ (a,)=a, dir, ¢linkii a, e H'" (m=1,2,...,n,n+1) diir. x, =b,, x, =b,,x, =b,,...,
x,,,=b, ., (3.8) in bir ¢ézlimii oldugundan (3.8) deki ilk denklemden

n+
a.b+a,b,+a,b,+..+a,b, =0,

n+1*"n+l

elde edilir. Burada {q,,a,,a;,...,a,,,}, J' lizerinde lineer bagimsizdir ve

b =1, #0, dir. Suhalde b,,b,,...,b,, lerin tamami J' ye ait olamaz. Bunlardan

sV
biri, 6rnegin b,, J' ye ait degildir, dolayisiyla w(b,) # b, olacak sekilde bir y € J
vardir.
Simdi y € J yi w(b,) # b, olacak sekilde segelim. Bu takdirde (3.8)
sisteminin (3.10) ¢6ziimii, triviyal ¢oziimden farkli bir ¢oziimdiir ki, bu ¢éziimde
0, den farkli elemanlarin sayist, » den kiigliktiir; bu ise » nin tanimu ile ¢elisir. Bu

H': J'| > n olamayacagini gosterir. O halde |H' ; J'| <n= |J : H| dir.

celiski,

Teorem 3.6.21. E/K bir cisim genislemesi ve G = Aut, E olsun. L ve M, E/K

nin L < M kosuluna uyan iki ara cismi, H ve Jde G = Aut, E nin H c J
a.c. a.g.

kosuluna uyan iki alt grubu olsun. Bu takdirde
(1) L kapali ve |M :L| sonlu ise M kapalidir ve |L' :M'| =|M :L| dir,

(2) H kapali ve |J ; H| sonlu ise J kapalidir ve |H' J! =|J ; H| dir.

Ispat. (1) Lemma 3.6.16(3) e gore M < M", hipoteze gore de L = L" diir. O
halde Lemma 3.6.19 ve Lemma 3.6.20 den

M L|<|M":M||M:L|=|M":L|=|M":L" <

— |(Mr)r . (Lr)r

L':M'|<|M: L
elde edilir. Boylece

L':M ’| = |M :L| oldugu ispat edilmis olur. (2) nin ispat1 da

tamamen benzer sekilde yapilir.
Simdi bu paragrafin en biiyiik teoremini ifade ve ispat edecegiz.

Teorem 3.6.22 (Galois Teorisinin Esas Teoremi). £/K sonlu boyutlu bir
Galois genislemesi ve G = Aut, E olsun. Bu takdirde E/K nin biitiin ara cisimlerinin
kiimesi ile G nin biitiin alt gruplarinin kiimesi arasinda L — L' seklinde (1-1) bir
tasvir kurulabilir. Bu tasvirde iki ara cismin goreceli boyutu, onlara karsilik gelen alt
gruplarm goreceli indeksine esittir. Ozellikle, G| = |AutKE | = |E K | dir.

Ispat. Teorem 3.6.18 e gore, E/K nin biitiin kapali ara cisimlerinin kiimesi ile
G nin biitiin kapali alt gruplarinin kiimesi arasinda L — L' seklinde (1-1) bir tekabiil
vardir. E/K bir Galois genislemesi oldugundan hipoteze gore K kapalidir ve biitiin
ara cisimler, K {izerinde sonlu boyutlu olduklarindan Teorem 3.6.21(1) e gore



kapalidirlar. Bundan bagka, M herhangi bir ara cisim ise |K M’

=|M 'K | dir.
Ozellikle, E kapaldir ve |Aut, E|=|G|=|G:{l,}|=|G: E|= |K': E'|=|E: K| dir. O
halde G sonludur. {1} kapali oldugundan Teorem 3.6.21(2) den G nin biitiin alt

gruplarinin kapali oldugu sonucu ¢ikar, ¢iinkii bunlar, G nin sonlu alt gruplardir. Su
halde iis alma tasviri, £/K nin biitiin ara cisimlerinin kiimesi ile G nin biitiin alt
gruplarinin kiimesi arasinda (1-1) bir tasvirdir. Teorem 3.6.21 e gore, L < M

kosuluna uyan iki ara cismin |M : L| goreceli boyutu, G nin onlara karsilik gelen alt

gruplarinin |L' M '| goreceli indeksine esittir ve G nin H < J kosuluna uyan iki alt
a.g.

grubunun |J H | goreceli indeksi de bu alt gruplara karsilik gelen ara cisimlerin

|H "J ’| goreceli boyutuna esittir.

Ornek 3.6.23. 32 , 2 nin reel kiip kokii olsun ve [1 iizerinde [J (3/5 , )

genislemesini gozontine alalim. [J (3/5 ,®) nin [] -otomorfileri sunlardir:
¢1Z%/§—)%/§, g04:3/§—>€/§a),

0= 0>t =—l-w

0,2 -2, 0,2 5 N0 =2(-1-w),

w>0'=—l-w »—>

0,2 52w, 9.2 5 n0* =2(-1-w),

»—> o w—>0'=-1-w

[ (3/5, ) nin her u elemant,
u:a+b3/§+ci/z+dw+ei/§a)+f3/2w (a,b,c,d,e, fell)

biciminde tek tiirlii yazilabilir. Simdi [J (3/5 ,®) nin, [] nun bir Galois genislemesi
oldugunu gosterecegiz. Bunun i¢in G nin sabit cisminin tam olarak [] oldugunu
gostermeliyiz.

¢2(a+b%/§+ci/2+da>+e%/§a)+f3/2a))
=a+b2+c4+(d+ed2 + [’
=a+b2+ 4+ (d+e2 + f4)(-1-w)
=(a-d)+(b-eR2+(c- RA-do-e20- 4w
oldugundan, [ (3/5, ®) nin bir u =a +b2+ 4 +dw+ed2w + f%/Za) elemaninin
@, tasvirinde sabit kalmasi i¢in gerek ve yeter kosul,



esitliklerinin saglanmasidir. O halde [J (3/5 ,®) nin @, ile sabit kalan bir u eleman
a+b2 +c4 bigimindedir. ¢, de u yu sabit birakiyorsa, bu takdirde
a+b2 +c4a= (p3(a+b3/§+ci/2)

=a+b2w+ 40’

=a+b2w+cY4(-1- o)

=a-cY4+bw-ciw
olur ki, buradan b=0,, ¢ =—c, —c =0, ve dolayistyla u =a €[l sonucu ¢ikar. G
nin sabit birakti1 cisimde bir u eleman ister istemez ¢, ve ¢, tarafindan sabit
kalacagindan, o u elemani rasyonel olmak zorundadir. O halde G nin sabit biraktigi
cisim, [J dur. Buise [J (%/E, ®) nin, [] nun bir Galois genislemesi oldugunu
gosterir.

G (%/5 ,)/1]) grubunun ¢arpim tablosu kolayca olusturulabilir.
(2:0)2) = 0,(32) = 20 ve (9,0,)(@) = p,(0*) = @ oldugundan, .0, = ¢,
tiir, v.s. Su halde G([ (3/5 ,®)/[]) nun ¢carpim tablosu su sekildedir:

Sekil 3.4

O halde G(U (%/5 ,w)/11), 6. mertebeden komiitatif olmayan bir gruptur ve
yukaridaki tablo ile S, iin asagidaki carpim tablosu karsilagtirilarak,

G (3/5 ,®)/]) nun S, e izomorf oldugu kolayca goriilebilir:

i (98) e paay. .y (13) (13
i i o - oy
(23) (23) ! (12) (123)  (13) (132)
dalo g 13 @3 - (12)
(12) (12) (13)  (13) ! 3. U
W ! (13) (128 - (2%
(13) (13) (o i !
Sekil 3.5

GO R2,w)/0)= S, izomorfisi, G(1 (/2,w)/0) ) daki her otomorfinin,

x* —2 nin kokleri iizerindeki etkisiyle tamamen belirlendigini gozlemleyerek daha



giizel bir yolla bulunabilir. x* —2 nin kokleri u, = 2, u, = Do, u, = e’ dir. ®,,

u, 1u e, u, yl u; € ve u, i u, ye resmettiginden

u u, u
)
U, Uy U,
permiitasyonuyla, yani S, teki (23) permiitasyonuyla gosterilebilir Diger ¢, ler de
benzer sekilde S, te birer permiitasyon olarak diisiiniilebilir ve buradan

G (3/5 ,)/11) =S, oldugu sonucu ¢ikar. Yukaridaki ¢arpim tablolarinda, ¢, ile

onun bu izomorfideki goriintiisii, miitekabil yerler iggal eder. S, {in ¢ok iyi bilinen
alt grup semasi su sekildedir:

//

nanl  {Las) 15023} {LA2D,(130]) = A

o
Sekil 3.6

O halde G(U (3/5 ,®)/[])nun alt gruplar semasi

GQE2, @)/ Q)
{¢’1=¢’:J {Wls'?’i} {¢}1=¢’+}.' {'?*p'?;s'?'}

i)
Sekil 3.7

seklindedir ve iis alma isleminden



s

oD gdfe) Qe

N

QiZ, )
Sekil 3.8

elde edilir.

Ornek 3.6.24. {‘/5 , 2 nin dordiincii dereceden reel kokii olsun ve [J {izerinde

[ ({‘/5, i) genislemesini gézoniine alalim. [J ({‘/5, i) nin [ -otomorfileri

(01:{/5_)6/5: 505:4/5_)_4/5’

I—>1 11

0,42 543, o4 > 42,

I—>—i I—>—i

¢3:(‘/§—>§‘/§i, (p7:<‘/§—>—i‘/5i,

I1—>1 I—>1

(/>4:{‘/§—>(‘/5i, g08:4‘/5—>—{‘/§i,

I—>—i I—>—i

Simdi ¢, =7 ve ¢, = o diyelim. Bu durumda |r|

=2, |o]=4 ve 0" =07 dir. O
halde G(U (¥/2,i)/0) ), 8. mertebeden bir dihedral gruptur. G(J (4/2,7)/0 ) daki her
otomorfi, x*—2 nin u, = {2, u, = (‘/Ei,% S u, = —3/2i kékleri iizerindeki
etkisiyle tamamen belirlendiginden, G(U (?‘/5 ,i)/1) grubu, S, iin bir alt grubuna

. Uy U, Uy u, U u, us Uy <
izomorftur. o = = (wuyusu,), T= = (u,u,) oldugundan
Uy Uy U, U, U, Uy Uy Uy

bir



o, =7—>(24)
o, =0 —>(1234)
izomorfisi ile G(U ((‘/5, 0)/0)=<(24),(1234) >=
{1, (13),(24),(12)(34),(13)(24), (14)(23),(1234),(1432)}acg S, tir. G(U ((‘/E, )/10)

grubunun alt gruplar semasi su sekildedir:

Aut QY0
N oo, | ,o0,a’| oo, o
%\

i, w) 1, .00 1,,a"! 1, 7o 1607
\\/
{1
Sekil 3.9

Simdi [J ((‘/5 ,1)/[] geniglemesinin {IG, 1'0'2} alt grubuna karsilik gelen ara

cismini bulalim. Kisalik acisindan u = 8 yazalim. Bu takdirde
(70”)u) = (r0)(o(u)) = (ro)(ui) = (o (1) - (i) = (ui-i)=r(-u)=—7(u) =—u ve
(z6*)(i) = (o )(o (i) = (o (i) = 7(i) = —i dir. Simdi a,b,c,d,e, f,g,h €[] olmak
lizere, s =a+bu+cu’ +du’ +ei+ fui+ gu’i+hu’i olsun. Bu takdirde
(762)(s) = (to>)(a +bu +cu’ +du’ +ei + fui+ gu’i + hu’i)

=a+b(—u)+c(—u)’ +d(—u)’ +e(=i)+ f(~u)(=i)+ g(~u)*(=i) + h(-u)’ (—i)

=a—bu+cu’ —du’ —ei+ fui—gu’i+hu’i

dir; o halde s nin 7o’ tasvirinde sabit kalmas i¢in gerek ve yeter kosul,
a=a, b=-b, c=c, d=-d,

e=—e, [f=F1, g=-g, h=h,
olmasi, yani b =d =e =g =0 olmasi, yani

s=a+cu’ + fui+hw’i=a+ f(ui)—c(ui)® —h(ui)’, yani s €[] (ui) olmasidir. O

halde (] ((‘/5 ,i)/l]  genislemesinin {16,70'2} alt grubuna karsilik gelen ara cismi,

{IG, o }, =l (ui) =0 ({‘/51') dir. Benzer hesaplamalar sonucu Galois tekabiilii,

asagidaki semada goriildiigii sekilde bulunur (burada ara cisimler ile kendilerine
karsilik gelen alt gruplar, her iki semada ayni1 yerleri iggal etmektedir):



e :ra- .
D(N2.D

Sekil 3.10

Ornek 3.6.25. p bir asal say1 ve n €[] olsun. Fpn /F, genislemesini

gbzoniine alalim.
o:F, >F,
P P

a—a’
tasviri, Lemma 3.4.2 ye gore bir cisim homomorfisidir ve Teorem 3.4.9 a gore F,
nin her elemanini sabit birakir. O halde o F ) -lineerdir ve ‘Fpn :F p‘ sonlu
oldugundan Teorem 2.107 ye gore o, Fp,, in kendi {izerine bir tasviridir. Su halde

o, Fp” inbir F B -otomorfisidir.

Simdi G = Aut E diyelim. G =< o > oldugunu gdstermek istiyoruz. Once

|G| =n oldugunu ispatlayalim. Lemma 3.4.5(2) veya Teorem 3.4.9 a gore her

ae Fpn icin ¢"(a)=a" =a oldugundan ¢" = 1, dir ki, buradan |a||n elde edilir.
Diger taraftan m, n nin bir pozitif has bdleni ise Teorem 3.4.9 a gore Fp,, nin p”
elemanl Fpm has alt cismi bulunur ve ¢” (b) =b*" #b olacak sekilde bir

be Fpn \Fpm elemant vardir, dolayisiyla o™ #1,. dir. Buradan |a| =n oldugu sonucu

cikar. ‘Fpn :Fp‘ sonlu oldugundan Lemma 3.6.19 dan
n= |O'| = |< o >| < |G| = ‘G : {IG}‘ = ‘(Fp)’ : (Fpn)" < ‘Fpn :Fp‘ =n

elde edilir, o halde |< o >| = |G| =n ve G=<o > dir.

Simdi Fp,, nin, F, nin bir Galois genislemesi oldugunu géstermek kolaydir.
Teorem 3.4.9 a gore

G =<o>'= {aerﬂ O'(a):a} =F

P

dir, su halde Fpn , F, nin bir Galois geniglemesidir.



Simdi Galois tekabiillinii belirleyelim. < o > nin alt gruplari, » nin pozitif
bolenleriyle (1-1) tekabiil halindedir ve Teorem 2.34 e gore G nin her H alt grubu,

H =< o" > bigimindedir. Fp,, nin, H =< o" > alt grubuna tekabiil eden alt cismi,

Fpn nin p" elemanl tek alt cismi olan

H' =<o" >'= {a IS Fp,, ‘o"” (a)= a} = {a € Fpn a” = a} = Fp,,,
cismidir.
By )
nim nim
Fp. T e
" | E
I =< o r

Sekil 3.11

Biitlin bu 6rneklerde, dncelikle Galois grubunun alt gruplarin belirledik,
daha sonra bu alt gruplara tekabiil eden ara cisimleri bulduk. Tabii ki, bunun tersi de
yapilabilir, yani 6nce ara cisimler belirlenip, sonra bu ara cisimlere tekabiil eden alt
gruplar bulunabilir. Fakat bir genislemenin biitiin ara cisimlerini bulmak, genellikle
daha zordur, bazi ara cisimlerin gdzden kacirilmast muhtemeldir. Ayn1 zamanda

benzer olanlart ayirt etmek de zordur. Ornegin Ornek 3.6.25 te [ (v2(1+1)) ve

1 (\2(1-1)) cisimlerinin nerede bulunduklarini ve [ (v2(1+4)) =0 (+2(1-7)) olup

olmadigint hemen gérmek kolay degildir. Alt gruplari listelemek, ara cisimleri
listelemekten ¢ok daha kolaydir.

Bir genislemenin Galois grubunun normal alt gruplarina hangi ara cisimlerin
tekabiil ettigi sorusunu sormak gayet dogaldir. Ayni1 zamanda Galois grubunun
boliim gruplar1 hakkinda ne sdylenebilir? Simdi bu sorulara cevap verecegiz.

Tanim 3.6.26. £/K bir cisim genislemesi ve G = Aut, E bu genislemenin
Galois grubu olsun. E nin her ¢ € Aut, E K -otomorfisi, bu genislemenin bir L ara

cismini kendi i¢ine resmediyorsa L, K ve E ye gore stabildir veya L, (K,E)-stabildir
denir.

Tanim 3.6.26 daki durumda L bir (K, E)-stabil ara cisim ise, £ nin herhangi
bir ¢ K-otomorfisinin ¢~ tersi de L yi L i¢ine resmeder. O halde E nin herhangi bir

@ K-otomorfisinin L ye kisitlanmis1 olan P L nin bir K-otomorfisidir. Su halde
res: Aut, E — Aut, L
»—=9,
seklinde bir “kisitlama” tasviri vardir.



L nin bir 4 K-otomorfisi verildigine gore, £ nin A = P, kosulunu saglayan

bir ¢ K-otomorfisi varsa A otomorfisi E ye uzatilabilir denir. Buna gore res, L nin
butiin uzatilabilir K-otomorfilerinin kiimesi tizerine bir tasvirdir.

Teorem 3.6.27. E/K bir cisim geniglemesi olsun.
(1) L bir (K, E)-stabil ara cisim ise L', Aut, E Galois grubunun bir normal alt

grubudur.
(2) H, Aut E nin bir normal alt grubu ise H', genislemenin bir (K, E)-stabil
ara cismidir.

Ispat. (1) Her ¢ € Aut . E veher Ae L' igin plp™' € L' oldugunu
gostermeliyiz. O halde her a € L i¢in (pAe ')(a) =a oldugunu gostermeliyiz.
Gergekten, ae L,Ae L' ve g Aut E ise L, (K,E)-stabil oldugundan ¢ '(a) e L

dir, su halde A(¢'(a))=¢ '(a) ve dolaysiyla (pAp ' )(a) = p(A(p ' (a))) =
@(¢~'(a))=a dir. Buradan L' < Aut, E oldugu sonucu gikar.

(2) Her p € Aut E ve ae H' igin ¢(a) € H' oldugunu gostermeliyiz. O
halde her 7 € H igin n(¢(a)) = @(a) oldugunu gostermeliyiz. Gergekten,
acH',neH ve pe Aut E ise, H < Aut, E oldugundan ¢ 'np e H dir, su halde

(¢p”'ne)(a) =a ve dolayisiyla @' (@) (a)) = a, (n@)(a) = p(a) dir. Buradan H'
niin (K, E)-stabil oldugu sonucu ¢ikar.

Teorem 3.6.28. E/K bir Galois geniglemesi ve L bir ara cisim olsun. L, (K, E)-
stabil ise K nin bir Galois genislemesidir.

Ispat. Her a e L\K igin A(a) # a kosuluna uyan bir A e Aut, L bulmaliyiz.
E, K nin bir Galois genislemesi oldugundan ¢(a) # a kosuluna uyan bir ¢ € Aut, E
vardir. L, (K, E)-stabil oldugundan P, € Aut L dir. Su halde A olarak n

alinabilir.

Teorem 3.6.29. E/K bir Galois genislemesi ve f(x), K[x] te asal bir
polinom olsun. f(x) in £ de bir kokii varsa f(x), E de parcalanir ve f(x) in
koklerinin hepsi basittir.

Ispat. a, € E, f(x) in bir kokii olsun. deg f(x) =n diyelim. E nin uygun
¢, a,, a,,..,a, elemanlari i¢in f(x)=c(x—a,)(x—a,)...(x—a,) oldugunu gostermek
istiyoruz. Bu amagla a,,q,,..,a, , f(x) in E deki birbirinden farkl: biitiin kokleri
olmak tizere, g(x)=c(x—a,)(x—a,)...(x—a, ) € E[x] diyelim. Teorem 2.89 dan

m <n oldugunu biliyoruz.
Lemma 3.6.8 e gore E nin her K-otomorfisi, f(x) in bir kokiinii gene f(x)

in bir kokiine resmeder. O halde g(x)in a,,a,,..,a, koklerinin simetrik
fonksiyonlar1 olan katsayilari, £ nin her K-otomorfisinde sabit kalir. Bu, g(x)in



katsayilarinin E' = K ya ait oldugunu gosterir. O halde g(x) € K[x] tir. Bu
durumda f(x) ve g(x), K[x] e ait ve a, kokiine sahip iki polinomdur ve f(x), K
iizerinde asaldir. Su halde Teorem 2.92(1),(3) e gore f (x)| g(x) ve dolayistyla
n=deg f(x)<deg g(x)=m dir. Buradan n <m sonucu ¢ikar; daha énce de m<n
oldugunu belirtmistik. O halde m =n dir. Buna gore f (x)| g(x) ten f(x)=g(x)
elde edilir. O halde uygun bir c € K™ igin f(x)=c(x—a,)(x—a,)..(x—a,) dir ve
f(x) in a,,a,,..,a, € E koklerinin hepsi birbirinden farklidir, yani f(x) in biitiin
kokleri basittir.

Bir sonraki teorem, Teorem 3.6.28 in bir tiir tersidir. L nin cebirsel olmasi
hipotezi olmadan sonucun kesin dogru oldugu sdylenemez.

Teorem 3.6.30. E/K bir cisim genislemesi ve L bir ara cisim olsun. L cebirsel
ise ve K nin bir Galois genislemesi ise L, (K, E)- stabildir.

Ispat. Her a e L ve her ¢ € Aut, E igin ¢(a) e L oldugunu gostermek

istiyoruz. a € L ise L, K lizerinde cebirsel oldugundan a, K {izerinde cebirseldir.
f(x), a nin K tizerindeki minimal polinomu olsun. Bu takdirde Teorem 3.6.29 a

gore f(x), L[x] te birinci dereceden » tane birbirinden farkli polinomun ¢arpimidir,
¢linkii Z, K nin bir Galois genislemesidir. Su halde f(x) in biitiin kokleri, L ye
aittir. Simdi ¢ € Aut E ise ¢(a), f(x) in bir kokiidiir ve dolayisiyla, ispat edilmek
istendigi gibi, ¢(a) € L dir.

E/K bir cisim genislemesi ve L, E/K nin bir (K, E)-stabil ara cismi olsun
res: Aut, E — Aut, L

PP
kisitlama tasvirini gdzoniine alalim. £ nin herhangi iki ¢, v K-otomorfisi i¢in

(l//(D)‘ L=V, oldugundan, buradan res tasvirinin bir homomorfi oldugu sonucu

cikar. O halde (Aut, E)/ Kerres =Imres tir. Burada Imres, L nin E ye uzatilabilen
biitiin K-otomorfilerinin kiimesidir (dolayisiyla L nin £ ye uzatilabilen biitiin K-
otomorfilerinin kiimesi, Aut, E nin bir alt grubudur) ve

Kerres = {(o € Aut E': L= IL} = {gp € Aut, E:p(a)=a (Va € L)} =L"=Aut E

dir. Buradan (Aut, E)/(Aut, E) nin, L nin E ye uzatilabilen biitiin K-otomorfilerinin
grubuna izomorf oldugu sonucu ¢ikar. Boylelikle su teoremi ispat etmis olduk:

Teorem 3.6.31. E/K bir cisim genislemesi ve L bir ara cisim olsun. L, (K,E)-
stabil ise bu takdirde L' = Aut, E, Aut, E nin bir normal alt grubudur ve

G(E/K)/G(E/L)=(Aut, E)/(Aut, E) boliim grubu, Aut, L nin, L nin E ye
uzatilabilen K-otomorfilerinden olusan alt grubuna izomorftur.

Simdi bir ara cisme gore durumu belirleyerek, esas teoreme bir ek
yapabiliriz:



Teorem 3.6.32. E/K, sonlu boyutlu bir Galois genislemesi ve G = Aut, E

olsun. L de E/K nin bir ara cismi olsun. Bu takdirde:

(1) E, L nin bir Galois genislemesidir.

(2) L nin K nin bir Galois genislemesi olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul,
L'= Aut, E nin, G = Aut, E nin bir normal alt grubu olmasidir. Bu durumda

G/L' =(Aut, E)/(Aut, E), L nin K iizerindeki Aut, L Galois grubuna izomorftur.
Ohalde G(E/K)/G(E/L)=G(L/K) dur.

Ispat. Burada esas teoremin hipotezleri gergeklenir. Esas teorem, £/K nin
herhangi bir ara cisminin ve G nin her alt grubunun kapali oldugunu belirtir.

(1) E nin, L nin bir Galois genislemesi oldugunu gostermek igin L" =L
oldugunu, yani L nin kapali oldugunu ispatlamaliyiz. Esas teoremin ispatinda her
ara cismin kapali oldugunu bulmustuk. L de £/K nin bir ara cismidir ve sonucta L de
kapalidir.

(2) Gereklik. L, K nin bir Galois genislemesi ise L', G = Aut, E nin bir

normal alt grubudur: Hipoteze gore £/K sonlu boyutlu bir genislemedir, su halde
L/K da sonlu boyutlu bir genislemedir. O halde Teorem 3.2.14 e gore L, K iizerinde
cebirseldir. L, K nin bir Galois genislemesi ise Teorem 3.6.31 e gore L, (K, E)-
stabildir ve dolayisiyla Teorem 3.6.27(1) e gore L', Aut, E nin bir normal alt

grubudur.

Yeterlik. L', G = Aut,E nin bir normal alt grubu ise L, K nin bir Galois
genislemesidir: L', Aut, E nin bir normal alt grubu ise Teorem 3.6.27(2) ye gore

L" bir (K,E)-stabil ara cisimdir. Burada L" = L dir, ¢linkii biitiin ara cisimler
kapalidir. Su halde L, (K, E)-stabildir. Buradan Teorem 3.6.28 e gore L nin, K nin bir
Galois genislemesi oldugu sonucu ¢ikar.

Simdi L nin, K nin bir Galois genislemesi oldugunu ve L' <G = Aut E
oldugunu varsayalim. Bu takdirde esas teoreme gore (£ yerine L alinarak)
|AutKL| = |L : K| esitligi elde edilir. Teorem 3.6.30 a gore
G/L' =(Aut E)/(Aut,E), Aut,L nin bir alt grubuna izomorftur. L" = L (yani L
kapali) ve G’ =K (yani L, K nin bir Galois genislemesi) oldugunu kullanirsak esas
teoreme gore |G/L'| =|G:L'| =|L":G' =|L:K| =|AutKL| oldugunu gériiriiz. O

halde Aut, L nin bir alt grubuna izomorf olan G/L’ niin mertebesi, Aut, L nin

mertebesi ile aynidir. |L:K | :|AutKL| sonlu oldugundan buradan G/L' niin

aslinda Aut, L nin kendisine izomorf oldugu sonucu ¢ikar.

Teorem 3.6.33. F_, g elemanli bir cisim ve £, F, nun sonlu boyutlu bir

geniglemesi olsun. Bu takdirde £, F, nun bir Galois genislemesidir ve Aut, E, her

ae€E i¢in ¢:a — a’ olacak sekilde tanimlanan ¢ otomorfisi tarafindan dogurulan
devresel gruptur.



Ispat. ‘E : Fq‘ =r ve karF, = p olsun, yani F,, F  nun (ve £ nin) asal alt
cismi olsun. Bu takdirde m = ‘Fq :Fp‘ olmak tizere, g = p” dir. Simdi £/F,
geniglemesini gézoniine alalim. £, F, tzerinde r boyutlu bir vektor uzayi ve F_, F,
tizerinde m boyutlu bir vektdr uzayi oldugundan Teorem 3.1.21 e gore £, F,
iizerinde rm boyutlu bir vektor uzayidir ve dolayisiyla |E | = p™ dir. Su halde £
sonlu bir cisimdir ve Ornek 3.6.25 e gore E, F, nin bir Galois genislemesidir. O
halde Teorem 3.6.32(1) e gére E, E/F, nin herhangi bir ara cisminin bir Galois
genislemesidir. Ozellikle E, F, nun bir Galois geniglemesidir. Bundan baska,

Omek 3.6.25ten o, ¢:a — a’ (Va e E) cisim izomorfisi olmak iizere,

AutFpE =<0 > oldugunu ve p" elemanh F, ara cismine tekabiil eden (F, )’

grubunun < ¢” > oldugunu biliyoruz. Suhalde p=0":a —a” =a’ (Va € E)
olmak tizere, Aut, E=(F ) =<¢> dir.



SONUCLAR ve TARTISMA

Bu ¢alismada Galois Teorisinin temellerini olusturan, cisim genislemeleri
teorisi ayrintili bir sekilde verilmis ve Galois teorisine bir giris yapilmistir.

105



KAYNAKLAR

Kitap ve Kitap Boliimleri icin gosterim

[1] Feyzioglu, Ahmet, 1990. A Course on Algebra I, Bogazi¢i University Printing
Office, Istanbul.

[2] Feyzioglu, Ahmet, 1990. A Course on Algebra II, Bogazici University Printing
Office, Istanbul.

[3] Foote, Richard M. and Dummit, David S., Abstract Algebra, Prentice-Hall
International Editions

[4] Senkon, Hiilya, 1990. Soyut Cebir Dersleri I, 1.U. Fen Fakiiltesi Basimevi,
Istanbul

[5] Senkon, Hiilya, 1993. Soyut Cebir Dersleri II, 1.U. Fen Fakiiltesi Basimevi,
Istanbul

106



Mehmet Fatih UCAR: 29 Aralik 1981 Sali giinii Erzincan’da dogdu.Vali Metin
Ilyas AKSOY Ilkogretim Okulu’ndan 1993 yilinda, Anadolu Lisesinin Ortaokul
boliimiinden 1997 yilinda, Erzincan Nevzat Ayaz Fen Lisesi’nden 2000 yilinda
mezun oldu. 2001-2005 yillar1 arasinda Istanbul Kiiltiir Universitesi Fen-Edebiyat
Fakiiltesi Matematik-Bilgisayar Béliimii’'nde ve 2002-2005 yillar1 arasinda Istanbul
Kiiltiir Universitesi Iktisadi ve Idari Bilimler Fakiiltesi Isletme Béliimii’nde(cap)
lisans egitimini tamamladi. 2005 yilinda IKU Fen Bilimleri Enstitiisii'nde
yiikseklisans egitimine basladi.Halen IKU Fen-Edebiyat Fakiiltesi Matematik-
Bilgisayar Boliimii'nde Arastirma Gorevlisi olarak yiikseklisans egitimine devam
etmektedir.

107



	New Microsoft Word Document.doc
	New Microsoft Word Document (2).doc
	Kitap ve Kitap Bölümleri için gösterim


