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BoLuwMm 1
GIRIS

Baz problemi olarak bilinen “Ayrilabilir her Banach uzaymin bir baz1 var midir?”
sorusu 1975 yilina kadar acik kalmigtir. 1975 yilinda Per Enflo bir baza sahip ol-
mayan bir Banach uzay1 kurarak bu soruyu negatif olarak cevaplamigtir. Degismez
alt uzay problemi olarak bilinen “Ayrilabilir her Hilbert uzay: tizerinde tanimlh her
sinirli operatoriin agikar olmayan kapali degismez alt uzay1 var midir?” sorusu halen
¢ozillememistir. Sonlu boyutlu uzaylar iizerinde tanimli olan lineer doniigiimlerle
sonsuz boyutlu uzaylar tizerinde tanimlhi olan kompakt operatorler benzer 6zellik-
ler gosterdiginden, bu soru kompakt operatorler tizerinde diigtiniilmeye baglanmig ve
cesitli sonuclar elde edilmistir. 1935 yilinda J. Von Neumann Hilbert uzay1 tizerinde
tanmiml her sifirdan farkli kompakt operatoriin agikar olmayan degismez alt uzayi
oldugunu gostermis ama bu bilgiyi yayimmlamamistir. Ancak bu sonucu 6grencileri
Aronszajn ve Smith Banach uzaylarma genigletmiglerdir [5]. Daha sonra V. 1.
Lomonosov sifirdan farkli kompakt operatorlerin hiperdegismez alt uzay1 oldugu sonu-
cunu elde etmistir [6]. V. S. Shulman 1984’de Volterra cebirlerinin hiperdegigmez alt
uzaya sahip olduklarini ispatlamigtir [4]. 1999’da da 6grencisi Yu. V. Turovskii bu
sonucu Volterra yar1 gruplar: i¢in genellestirmistir.

Eldeki ¢aligma iki bolimden olugsmaktadir. Birinci boliimde, sirasiyla, sonlu-sonsuz
boyutlu uzaylar tizerindeki benzer kavramlar verilmig ve lineer doniigiimlerle kom-
pakt operatorler arasindaki benzerlikler ortaya konulmustur. Ayni zamanda degismez
alt uzayla ilgili temel teoremler verilmis ve ikinci boliim i¢in hazirhk yapilmigtir. Ikinei

boliimde ise Yu.V.Turovskii'nin [7]’de verdigi ispat incelenmistir.



BoLUM 2

TEMEL KAVRAMLAR VE TANIMLAR

Operator kavramiyla lineer operator, vektor uzayi ile K-vektor uzay: kastedilecektir

(K € {R,C}). B(X), X uzaymdan kendisine sinirli operatérler uzayidir.

2.1 Genel Kavramlar

Tanim 2.1.1. 7' € B(X) olsun. Eger bir V. C X alt uzayr i¢cin T (V) C V ise V
uzaywma T operatorinin bir degismez alt uzayr denir. Diger bir ifade ise V' uzay
T-degismez soylenigidir. {0} ve X wzaylarindan farkle bir T-degismez V alt uzay

astkar olmayan olarak adlandirilar.

Tanim 2.1.2. T, X wuzay: tzerinde tanwmly operator, <7 , operatorlerin bir ailesi ve
M, X wzayiman bir alt uzayr olsun. M, of ailesindeki her operator altinda degismez
kalwor ise M alt uzayina &/ operator ailesi i¢in degismez alt uzaydwr denir. M, T
operatori ile degismeli olan operatorler altinda degismez kalwyorsa M alt uzayina T

operatori i¢in hiperdegismez alt uzaydir denir.

Tanim 2.1.3. V wvektor uzayr ve N, V vektor uzayinin bir alt uzay: olsun.
V/N :={[z] =z + N|z € V}

kiimesi tizerinde ‘+ ve ‘. iglemleri her [z],[y] € V/N ve X € K olmak iizere



[#] + [y] = [z + 9]
Alx] = [Ax]

olarak tamvmlanirsa V/N kiimesine bolim uzayr denir.
T, V wvektor uzay, uzerinde bir lineer donusium ve N, T operatori altinda degismez
alt uzay olmak tizere V/N tizerindeki T bolim donisimii her x € V igin T [x] = [Tx]

seklinde tanimlanar.

2.2 Lineer Doniisiimler

Bu kisimda, sonlu boyutlu uzaylarda bir sonraki kisimda kullanacagimiz temel kavram-

lar tanimlanacak ve X sonlu boyutlu vektor uzay: kabul edilecektir.

Tanim 2.2.1. &, X uzay uzerinde taniml lineer donisimlerin bir ailesi olsun. Eger
X wektor uzayr i¢in bir taban bulabilirsek dyleki <f ailesindeki her dontsim bu taban
ile st ticgen matris seklinde ifade edilebilsin bu durumda <f ailesine ti¢cgenlestirilebilir
denir.

Ag¢ik olarak ticgenlestirilebilme tanima degismez alt uzaylarin zincirinin
{0} =MyC My C..CM,=X

var olmasina denktir. Burada M; alt uzaylarinan boyutu j dir ve bu zincir “lggenlestiri-

lebilen zincir” olarak adlandiriler.

Tanmim 2.2.2. &, X wuzay tzerinde tamimlb lineer dontsimlerin ailesi, A € </ wve
N C M olacak sekilde M ve N, of ailesi i¢in degismez alt uzay olsun. </ ailesinin
bolim déndisimlerinin ailesi M /N tizerinde taniml A béliim donustumlerinin kime-
sidir. Bir ozelligin bolim dontustimlerine aktarimasi, ozelligi saglayan dontsimlerin

boliim dontistimlerinin ailesinin de bu ozelligi saglamast demektir.

Lemma 2.2.3 (Uggenle§tirme Lemmasi). &2, her biri bolime aktarilabilen ozellik-
lerin bir ailesi olsun. &2 ailesindeki ozellikleri saglayan boyutu birden biyik uzay
tzerinde tanimly olan dontsumlerin ailesinin asikar olmayan degismez alt uzayr varsa
bu durumda & ailesindeki 6zellikleri saglayan her dontistimlerin ailesi ti¢genlestirilebi-

lirdir.



Kamit. €, 2 ailesindeki 6zellikleri saglayan doniistimlerin ailesi olsun. % ailesi altinda

degismez kalan alt uzaylarin maksimal zincirini secelim:

{0y=%,cZyCc..CcZ,=X

Herhangi bir £k i¢in 1 < dim (Zy/Z_1) ise kabulden % ailesindeki doniigtimlerin
boliimlerinin ailesi agikar olmayan degismez L alt uzayina sahiptir. Ancak
{r € Z) : & € L}, € ailesinin degismez alt uzayi ve Z; ile Z;_; arasinda oldugundan

zincirin maksimalligi ile geligir. Dolayisiyla € ailesi tiggenlestirilebilir. O

Teorem 2.2.4. Lineer donustimlerin her degismeli ailesi tiggenlestirilebilirdir.

Kamit. of lineer doniigiimlerin degismeli ailesi ve T',.S € o olsun. Bu durumda TS =
TS = ST = ST oldugundan degisme ozelligi boliime aktarilir. </ ailesindeki her
dontisim birim dontigiimiiniin bir carpimiysa her alt uzay 7 ailesi altinda degismez
kalir. S € &7, birim doniigiimiiniin bir ¢arpimi olmayan lineer dontigtim, A, S lineer
dontigimiiniin 6zdegeri, M uzay1 da bu ozdegere kargilik gelen 6z vektor ise T' € o7,
x € M olmak tizere STx = T'Sx = ATz oldugundan M, o/ ailesi altinda degismez

kalr. Ucgenlestirme Lemmasi’ndan ispat tamamlanir.

Sonug 2.2.5. Her lineer donustim tg¢genlestirilebilirdir.

Kanat. Sonug, Teorem 2.2.4in 6zel halidir. O

Tanim 2.2.6. T' € B (X) olmak iizere
o(T)={NeC: (T - )7 yoktur} seklinde tanvmb olan o (T) ifadesine T domiigiimiiniin
spektrumu denir. Spektruma ait baz ézellikler su sekildedir; T € B (X) olsun,

o \, T dionigiimiinin ézdegeri ise A € o (T) dir.
e o (T) bostan farkl kompakt kiimedir.

Teorem 2.2.7 (Spektral Tasvir Teoremi). {Aq, ..., Ay} lineer doniigiimlerin ti¢genles-
tirilebilir ailesi ve p, { Ay, ..., Ay} dondtigimlerinin degismeli olmayan polinomu olsun.

Bu durumda,



saglanwr. Burada p (o (A1), ...,0 (Ag)) ile her j i¢in \; € o (A;) olmak izere tim

P (A1, ..., Ak) polinomlarinin kiimesi gosterilmektedir.

Kamit. Sonlu boyutlu uzaylar tizerinde tanimli dontiigtimlerin spektrumu dontigtimlerin

ozdegerlerinin kiimesi oldugundan agagidaki bilgilerden ispat elde edilir.

(i) Uggen matrislerin 6zdegerleri esas kosegeninde varolanlardir.

(ii) U(;gen matrislerin ¢arpimlarinin esas kogegenindeki degerler iiggen matrislerin

esas kosegenindeki degerlerin ¢arpimlaridir.

(iii) Matrislerin toplamlarimin esas kosegenindeki degerler matrislerin esas kdgegenin-

deki degerlerinin toplamlaridir.

O

Teorem 2.2.8 (Burnside Teoremi). Sadece asikar alt uzaya sahip olan boyutu 1’°den
biyik sonlu boyutlu vektor uzayr uzerinde tanimlb lineer dontigumlerin cebiri V' uzayin-

dan V' uzayina tim lineer donisumlerin cebiridir.
Kanit. [1,s.4] O

Herhangi bir cebirdeki doniigtimlerin boliim doniigtimlerinin aileside bir cebirdir.
Burnside Teoreminden ve Ucgenlestirme Lemmasi'ndan, lineer déniigiimlerin ce-
biri boliime aktarilabilen herhangi bir ozelligi saglasin ve ayni ozellik V' uzayinin
boyutu 1’den biiyiik olmak tizere B (V') tarafindan saglanmasin bu durumda cebir

iiggenlegtirilebilirdir.

Teorem 2.2.9. Sifir-giicli lineer donisimlerin cebiri tcgenlestirilebilir.

Kanat. A, X uzay iizerinde taniml sifir-giiglii lineer dontigiim ise A=0 oldugundan
lineer dontisiimlerin sifir-giiclii olma o6zelligi boliime aktarilabilir. Boyutu sifirdan
farkli her vektor uzayi iizerinde sifir-giiclii olmayan lineer dontigiimler oldugundan
boliim cebiri 6z uzaydir. Burnside Teoremi’nden ve Uggenlestirme Lemmasi'ndan is-

pat tamamlanir. O



Teorem 2.2.10. <7, lineer dontstimlerin bir cebiri olsun. o7 cebirinin ticgenlestirile-
bilmesi i¢in gerek ve yeter sart o/ cebirindeki her B ve C' i¢in BC'—C'B dontisuminiin

sifir-gucli olmasidar.

Kanat. of tiggenlestirilebilir ise Spektral Tasfir Teoremi'nden BC'—C'B operatoriiniin
ozdegeri § € o (B) ve v € o(C) olmak tizere 8y — 7/ seklindedir. Bununla bir-
likte cisimdeki garpim degismeli oldugundan o (BC — C'B) = {0} elde edilir. Tersine
olarak boyutu 1’den biiylik uzaylar tizerinde tanmimh sifir-gili¢lii olmayan degigmeli
lineer doniigtimler vardir. Bunun yanisira sifir-giiclii degismeli olma 6zelligi boliim
dontisimlerine gecebilmektedir. Buradan da 7 ailesinin her boyutu 1’den biiyiik
M /N dontigiimlerinin ailesi B (M /N) cebirinin 6z cebiridir ve Burnside Teoremi’nden
de agikar alt uzaya sahip oldugu elde edilir. Ucgenlestirme Lemmasi'ndan <7 cebirinin

iiggenlegtirilebilir oldugu elde edilir.
O

Teorem 2.2.11 (McCoy Teoremi). {A, B} c¢iftinin ti¢genlestirilebilmesi i¢in gerek ve
yeter sart her degigsmeli olmayan p polinomu i¢in p (A, B) (AB — BA) donisuminin

sifir-gucli olmasidar.

Kanat. {A, B} {iggenlegtirilebilir ise bunlarin tirettigi cebirde tiggenlestirilebilir oldu-
gundan Spektral Tasfir Teoremi'nden p(A, B) (AB — BA) = {0} elde edilir. <7,
{A, B} tarafindan iiretilen cebir olsun. AB = BA ise & ti¢genlestirilebilirdir. AB —
BA # 0 ve (AB—BA)x # 0 olsun. C (AB — BA)x = x olacak sekilde C' lineer
dontisimini

secelim. Eger A dontigiimiiniin degismez alt uzay1 yoksa Burnside Teoremi’'nden C,
&/ cebirinin igindedir. Ancak 7, {A, B}'nin degismeli olmayan polinomlarindan

olugmaktadir ve C' (AB — BA) sifir giiglii degildir. Dolayisiyla, bu kabultimiizle geligir.
O

2.3 Kompakt Operatorler

Bu boliimde, aksi belirtilmedikce X sonsuz boyutlu Banach uzayr kabul edilecektir.

Tanim 2.3.1. X normlu uzay ve T, X tzerinde tanwml lineer bir donisium olsun.



bir alt dizisi bulunabiliyorsa bu durumda T donusimine kompakttir denir. X normlu
uzayindan Y normlu uzayina kompakt operatirlerin ailesi K (X,Y) ile gosterilmek-
tedir. Kompakt operatorlere ait bazi bilgiler su sekildedir;

X, Y, Z normlu uzaylar olsun,

o T'ec K (X,Y) iseT sunarlidir. Buradan K (X,Y) C B(X,Y) oldugu elde edilir.
e SSTe K(X,Y) vea,( €C iseaS+ BT kompakt operatirdir.

e Se B(X,Y), T e B(X,Y) operatorlerinden en az biri kompakt operator ise
TS € B(X,Y) operatéri de kompakt operatérdiir.

e N Banach uzay, (Ty), X uzaymndan N uzayina kompakt operatorlerin dizisi,

T € B(X,N) olmak iizere Ty, — T ise T operatori kompakttar.

Teorem 2.3.2 (Fredholm Alternatifi). K sonsuz boyutlu X uzay: tizerinde taniml

kompakt bir operator ise bu durumda K operatorunin spectrumu

o (K) = {0} Uo, (K)

seklindedir.

Kanat. [1,5.135] O

Teorem 2.3.3 (Lomonosov Teoremi). Sifirdan farkly her kompakt operatorin asikar

olmayan hiperdegismez alt uzayr vardar.

Kanat. [1,5.136] O

Sonug 2.3.4 (Aronszajn - Smith Teoremi). Her kompakt operator asikar olmayan

degismez alt uzaya sahiptir.

Kanat. Kompakt operatorler hiperdegismez alt uzaya sahip olduklarindan degismez

alt uzaya da sahiptirler. O

Sonug 2.3.5. Kompakt operatorlerin degismeli ailesi asikar olmayan degismez alt

uzaya sahiptir.



Kamt. K, sifirdan farkli kompakt operatér olsun. Bu durumda Lomonosov Teo-
remi'nden K hiperdegismez alt uzaya sahiptir dolayisiyla K ile degismeli olan op-

erator ailesi de degismez alt uzaya sahiptir. O]

7, X uzaymin alt uzaylarinin herhangi bir ailesi olmak tizere Alg.% ile .# ailesin-
deki alt uzaylarin degismez kaldig1 operatorlerin kiimesi ve ., operatorlerin kiimesi
olmak tizere Lat. ile . kiimesindeki operatorler altinda degigsmez kalan alt uzaylarin

ailesini gosterilecektir.

Tanim 2.3.6. .%, X Banach uzay tzerinde tanimly sinwrl lineer operatorlerin bir
ailesi olsun. Her bir alt uzayr F ailesindeki operatorler altinda degismez kalacak
sekilde X uzaynan alt uzaylarinin zincire olarak maksimal bir zincir varsa bu durumda
F ailesine ti¢genlestirilebilir denir. Bu zincire % ailesi i¢in ticgenlestirilebilen zincir
ady verilir.

Zorn Lemmast’ndan her % operator ailesi i¢in ailedeki operatorler altinda degismez

kalan alt uzaylarn zinciri olarak maksimal zincir bulunabilmektedir.

Tanim 2.3.7. ' alt uzaylarin zinciri olsun. I zinciri kesisim ve uretme islemi altinda

kapaliysa bu durumda I' zincirine tam zincir denir.

Tanim 2.3.8. T' alt uzaylarin bir zinciri ve Z € 1" ise Z_

Z_=V{NeT:NCZN#Z}

seklinde tanimlanar.

Teorem 2.3.9. X uzaynin alt uzaylarinin U zincirinin alt uzay zincire olarak mak-

simal olmasy i¢in gerek ve yeter sart asagqidaki ti¢ kosulun saglanmasidir:

e {0}elwveXel
o I' tam zincir

o M el ve M_# M isedim(M/M_) =1

Kanit. T' maksimal alt uzay zinciri ise agiktir ki tam zincirdir ve {0} € I', X € I dur.

M /M _ uzayimn boyutu 1’den biiyiik ise M ile M_ arasinda bir N alt uzay1 vardir ve



zincire ait degildir. Ancak I" zincirinin her eleman ile kargilagtirilabileceginden celigki
elde edilir dolayisiyla M /M _ uzaymin boyutu 1’dir. Tersine I" kogullar1 saglayan zincir
olsun. M, I' zincirindeki her alt uzayla karsilagtirilabilen bir zincir olsun bu durumda
M, T zincirindedir. §imdi My = V{Ne€l': NC M} ve M; =nN{Nel':NDM}
alt uzaylarini tamimlayalim. Buradan M, € I' ve M; € T elde edilir. Eger M ¢ T’
ise My € M C M, yazabiliriz. Buradan anlagilacagi iizere M;/My boyutu 1’den
biiytiktir. N € I' ve N, M; uzaymnin 6z alt uzayi oldugu icin N, M, uzay1 tarafindan
icerilmektedir. M; uzayinin énce gelmesinden (M;)_ uzay1 M tarafindan igerilmektedir.
Buradan M,/ (M;)_ uzaymin boyutu 1’den biiyiik elde edilir ancak bu da son kogulla

gelisir. Dolayisiyla I' maksimal alt uzay zinciridir.

]

Lemma 2.3.10 (Uggenlegtirme Lemmasi). Operatirler ailesinin bir P 6zelligi bolim
operatorlerine aktarilsin. Bu P ozelligini saglayan her ailenin asikar olmayan degismez

alt uzayr varsa bu durumda P ozelligini saglayan her aile tug¢genlestirilebilirdir.

Kamit. F, P 0Ozelligini saglayan operatorlerin ailesi ve I', .% ailesindeki operatorler
altinda degismez kalan alt uzaylarin zinciri olsun. Zorn Lemmasi’ndan .% ailesindeki
operatorler altinda degigsmez kalan alt uzaylarin maksimal zinciri oldugu elde edilir.
Simdi I' zincirinin alt uzay zinciri olarak maksimal oldugunu gosterelim. I' zincirinin
Teorem 2.3.9’daki ilk iki kogulu sagladigi agiktir. Z € I'i¢in 1 < dim (Z/Z_) oldugunu
varsayalim. Degismez alt uzaylarin varligi ve bu ozelligin boliim operatorlerine ak-
tarilmas .7 ailesinin de Z /Z_ uzaymda agikar olmayan degismez L alt uzayini elde
etmemizi saglar. L = {x eX:x+7_¢€ Z} olsun. L, Z_ uzaymni kapsayan, Z uzay1
tarafindan kapsanan .# ailesindeki operatorler altinda degismez kalan alt uzaydir.
Dolayisiyla L alt uzayim I zincirine ekleyebiliriz. Ancak bu durum I' zincirinin mak-

simalligi ile celigir.

Acgik olarak yukaridaki lemmadan, kompakt operatorler tiggenlestirilebilirdir.

Teorem 2.3.11. Kompakt operatorlerin degismeli ailesi ticgenlestirilebilirdir.

Kamt. Kompakt operatorden elde edilen her boliim operatorii kompakt operatordiir.

Buradan kompakt operatorlerin degigmeli aile olma 6zelligi boliim operatorlerine ak-



tarilir. Sonuc 2.3.5’den kompakt operatorlerin degismeli ailesi agikar olmayan degismez

alt uzaya sahip oldugu ve Ucgenlestirme Lemmasi'ndan da sonug elde edilir.

]

Tanim 2.3.12. I', K kompakt operatorlerin uicgenlestirilebilir zinciri ve M € T' olsun.
M ile baglantily K operatorinin esas kosegen sabiti A\yy su sekilde tanymlanar:

M_ =M ise \jpy =0

M_ # M ise (K — A yI) M C M_ olacak sekilde kompleks sayidir. (Dikkat edilecek

olursa Apr, M/M_ dizerinde taniml K operatériniin spektrumundadur. )

Teorem 2.3.13 (Ringrose Teoremi). K, X sonsuz boyutlu Banach uzayr tizerinde

tanimly kompakt operator ve I', K icin ticgenlestirilebilir zincir olsun. Bu durumda
o(K)={0yU{\y: MeT}
saglanar.

Kanat. [1,5.156] O

Teorem 2.3.14 (Kompakt Operatorler Ailesi Icin Spektral Tasvir Teoremi). { K7, Ko,
Ks, ..., K}, kompakt operatirlerin ti¢genlestirilebilir ailesi ve p, n degiskenli, degismeli

olmayan polinom olsun. Bu durumda
o (p (K, Ka, ..., Ky)) Cp(o(Ki),...,0(K,))

saglanar.

Kanat. p polinomu sabit terim igeriyorsa sabit terime her iki tarafi bolebiliriz. Dolay1-
siyla sabit terimi sifir kabul edebiliriz. Buradan { K7, Ko, ..., K, } kompakt operatorler
oldugundan p (K, K, ..., K,,) operatéri kompakttir. { K7, Ko, ..., K, } operator ailesi
i¢in liggenlegtirilebilen aileyi sabitleyelim. Ay, p (K7, Ko, ..., K,) operatoriiniin sifirdan
farkli esas kogegen sabiti ise M /M_ uzayindaki her f operatorii igin p (E e e f(\n) f
= My f esitligi saglanir. Aciktir ki p (A1, A9, ..oy Ay) = Ay dir. Bununla birlikte her j
icin K; uzaymin esas kogegen sabiti A; oldugundan \; € o (K;) dir. Dolaysiyla
Ay €p(o(Ky),...,o0(K,)) elde edilir.
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Kompakt operatorler ailesi icin Spektral Tasvir Teoremi’nin terside dogrudur yani
{Ki, Ky, ..., K,} kompakt operatorlerin cebiri, p degismeli olmayan polinom olmak
tzere o (p (K1, K, ..., K,,)) Cp(o(Ky),...,0(K,))ise {K1, Ks, ..., K, } liggenlegtirilebi-

lirdir.
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BoLuM 3

VOLTERRA YARI-GRUBU

3.1 Degismez Alt-Uzaylarin Varhgi

Bu béliimde, [7]’den baz1 boliimlere yer verilecektir. X, Banach uzay1 olmak iizere
sadece X ve B (X) uzaymdaki norm-topoloji tizerinde iglemler yapilacaktir. Smirh
W C X alt kiimesi i¢in

W = sup {|jz]| - = € W}

seklinde, sinirh M C B (X) alt kiimesi de benzer gekilde tanimlansin. z € X, W C X
ve M,N C B(X)icin MW :={Tz:ceW, T e M}ve MN :={TS:TeM,SeN}
dir. M (z) yerine M ifadesi kullamlacaktir. p (M) = inf || M"||"/" sayisma

M C B (X)’in spektral yarigap: denir. [2]’den p (M) = lim | M7|M™ elde edilir. Kom-
pakt hemen-hemen-sifir-giiclii operatorlerden olusan carpimsal yar1 gruba Volterra
yarl grubu denir. M C B (X) alt kiimesi tarafindan iiretilen yar1 grubu SG (M) ile
birimli yar1 grubu ise SG; (M) ile gésterecegiz, yani SG (M) = OLj Mm™ve SGy (M) =
{1} U SG (M) seklindedir. i

Bilindigi gibi 7" ve S, X Banach uzay: tizerinde tanimh kompakt operatorler ise L Rg
de B (X) iizerinde her P € B(X) i¢in RsP = PS ve LyP = TP seklinde tammh
kompakt operatorlerdir.[1, s.193]

Lemma 3.1.1. M, X Banach uzay tzerinde tanimle kompakt operatorlerin onkom-

pakt kiimesi olsun.

(i) W, X wzayinin swnarly bir alt kimesi ise MW onkompakt kimedir.
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(i1) SG (M) yari grubu sinarlyise SG (M), B (X)) uzaywnin énkompakt alt kimesidir.

Kanit. (i) W, X uzaymn smurh alt kiimesi ve (Tpxy), MW kiimesindeki her-
hangi bir dizi olsun. M 6nkompakt kiime oldugundan 7" € K (X)) operatoriine
yvakinsayan (Ty,) alt dizisi vardir. Buradan (T'xy,) dizisinin yakinsak alt dizisi
bulunur. Yani (Tyzy) dizisinin yakinsak bir alt dizisi vardir. Bu da bize MW

kiimesinin onkompakt oldugunu soyler.

(ii) M onkompakt oldugundan Ly Ry = {LrRgs:T,S € M} 6nkompakt kiimedir
ve agiktir ki M SGy (M) M = Ly Ry (SG1 (M)) esitligi saglanmaktadir. SG (M)
yar1 grubunun sinirh oldugunu varsaydigimizdan SG; (M) yar1 grubuda sinirhidir
ve (i)’den M SG; (M) M kiimesinin 6nkompakt oldugu buradan da SG (M) yar

grubunun onkompakt oldugu elde edilir.

]

Bilindigi gibi X uzaymin smirli M alt kiimesi igin p (M) < t ise SG (t71M)
sinirhdir. Simdi bu bilgiyi kullanalim.

Teorem 3.1.2. p (M) = 1 olmak tizere M, kompakt operatérlerin énkompakt kiimesi
olsun. SG (M) yari grubu sinarly degil ise M kiimesinin agikar olmayan hiperdegismez

alt uzayr vardar.

Kanat. SG(M) yar1 gurubu simirli olmasm ve 1 < t,, t, — 1 olacak sekilde (¢,)
reel sayilarin bir dizisi olsun. SG (¢, M) simrh oldugundan X uzay1 iizerinde her
e X i¢in ||z, = s, [|1SG: (t,' M)

$p = |SG (¢, M)]| dir. ||.||,,, X uzay iizerinde tammb, ||.|| normuna denk bir norm

seklinde bir fonksiyon tanimlanabilir. Burada

oldugu kolaylikla goriilebilir. Ayrica her x € X ve her T' € M icin ||Tz||,, < t, |z,
saglanir. Her z € X icin X fizerinde v (x) = limsup ||z||, seklinde v fonksiyonu

tanimlayalim.

Simdi v fonksiyonunun sifirdan farkl, stirekli, yari-norm oldugunu ve
¢gekv = {zr € X : v (z) = 0} wzaymn sifirdan farkli, M kiimesinin hiperdegismez alt
uzay1 oldugunu gosterelim. Aciktir ki v fonksiyonu X uzay1 lizerinde yari-normdur.

Her x € X icin ||z||,, < ||z|| oldugundan v fonksiyonu, X uzay: tizerinde siireklidir ve
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dolayisiyla cekv, X uzayinin kapal alt uzayidir. Her x € X, T'€ M ve S € M’ icin
v (Tz) =limsup [|[Tz||,, < limsup ¢, ||z|/, = v (z)

ve

v (Sz) = limsup || Sz, < |[S[|limsup [[z]],, = S[|v ()
n—oo n—od
saglanacagindan cekv alt uzayi, M kiimesi altinda hiperdegismez alt uzaydir.

Simdi v # 0 oldugunu ispatlayalm. ||z, || = 1 ve ¢! < ||z, || olacak sekilde
T, € X segelim. |.|, normunun tammmdan her n igin ;' < s,'||T,z,| olacak
sekilde SG (t,'M) yar1 grubunun elemanlarimm bir (7,,) dizisi vardir. Her ng < n
icin T,, # 1 olacak sekilde ng sayis1 vardir. Clinkit SG (M) yar1 grubu simurhdir.
S, € t:1M ve Q, € SGy (t,;'M) olmak iizere her n i¢in T}, = Q,.S, diisiinebiliriz.
t, — 1 ve M énkompakt kiime oldugundan S € B (X) i¢in ||S,, — S|| — 0 oldugunu ve

S kompakt operator oldugundan y € X igin || Sz, — y|| — 0 oldugunu varsayabiliriz.
Buradan da ||S,z, — y|| — 0 elde edilir. Her n i¢in ||Syz,, — yll,, < [|Snzn — y|| ve
Yl = 1Snzall,, = 19020 = yll,, = 1Snzall,, — [|Snwn — yl| oldugundan v (y) >
limsup ||S,,z,]],, elde edilir. Ancak ¢,! < s, ||QnSnzn|| < s, |SG1 (8, M) Sy, =

|| Sny||,, dir. Dolayisiyla v (y) > 1 elde edilir yani ¢ekv # X dur.

Simdi ¢ekv 0} oldugunu ispatlayalim. Eger ||T|| > |U?=! M| ise T € M™
=1

operatoriine M kiimesi igin bagat denir. SG (M) yar1 grubu simirh olmadigindan

-1
operatorlerin (T}) dizisi vardir. o = HT’“H olsun.

U;l’j_lH < ||M™x|| olacak sekilde artan (my) dizisi vardir ve agik olarak
Ui—kfl M

— oo dir. Sonug olarak M kiimesi i¢in bagat ve || Tj|| — oo olacak sekilde

Simdi (o Ty) dizisinin 6nkompakt oldugunu gosterelim. Gergekten Py, Fy, € M,
Qr € SG1 (M) icin o, Ty, = Lp, Rp, (oQy) saglanir ve (o Q) dizisi siirhdir. (Lp, Rp,)
dizisi 6onkompakt oldugundan K € K (X) i¢in Lp Rp, — K oldugunu varsayabi-
liriz. (K (oxQg)) dizisinin yakinsak bir alt dizisi vardir ve buradan (a4T}) dizisinin
yakisak bir alt diziye sahip oldugu elde edilir. Buradan da ||S]| =1 ve
Ty — S oldugunu varsayalm. Her k igin ||zg| = 1 ve t;' < ||axTrxi| olacak
sekilde xp € X secgelim. S operatorii kompakt oldugundan y € X igin Sz — y
oldugunu varsayalim. Buradan ||y|| = 1 ve oy Trzry — y elde edilir. Diger yandan
v(y) = I}erolov (axTyry) < limsup ogv (zx) < limsup oy = 0 dir yani v (y) = 0 elde

—00 k—o0

14



LIM (M) ile nj, — oo ve T, € M"™ olmak iizere yakinsak (7}) dizilerinin li-
mitlerinin kiimesini gosterelim. Agik olarak N = LIM (M), SG (M) kiimesinin yar
grup idealidir. Ozel olarak her T € SG (M) igin TN € N ve NT C N dir.

N? C N her zaman saglanir, ancak N C N2, SG (M) yar1 grubu 6nkompakt oldugunda,
gerceklenir. Gergekten Ty, € M™ (ny, — o0) icin T, — T ise Sy € M™ P, € M7* my,+
Jr = Mg, mp — 00 ve jr — oo olmak tlizere T = Sy Py olacak sekilde (Sg) ve (P)
dizileri vardir. Limitleri S, P € N olan (Sk) dizisinin yakinsak (S,) dizisini ve daha
sonra da (P,) dizisinin yakisak alt dizisini segelim. Buradan 7" = SP elde edilir

dolayisiyla N C N? sonucuna ulasilir.

Teorem 3.1.3. p(M) = 1 ve M swmrl operatéorlerin sinwrly kiimesi olsun. SG (M)
onkompakt yary grubu ise LIM (M) kiimesinin ve dolayisiyla SG (M) yary grubunun

sifirdan farklh idempotent elemans vardar.

Kanit. SG (M) 6nkompakt yar1 grup oldugundan sirhdir ve v (SG (M)) = 1 ola-
cak gekilde B (X) iizerindeki norma denk bir v normu vardir [3]. v = ||.|| oldugunu
varsayalm ve N = LIM (M) olsun. |[N|| = 1 dir. Gercekten, p (M) = inf |M"||'/™ =
1 oldugundan her n igin ||M™] = 1 saglanir ve | K, || — 1 olacak sekilde K,, € M™
olan (K,,) dizisi vardir. Dizinin yakinsak alt dizisini bulabiliriz, limitine Tj diyelim.
Buradan Ty, € N ve ||Ty]] = 1 elde edilir. N = N? oldugundan S;,7} € N olmak
tizere Ty = S;1; saglanir ve agik olarakta ||71] = 1. Bu gekilde devam edersek her
n icin [|[T,]] = 1 ve T,_1 = S,T, olacak sekilde (T}) ve (Sy) dizileri bulunur. N
kompakt kiime oldugundan ||T'|| = 1 olacak sekilde T' € N operatoriine yakinsayan
Ty, = QiTh,,, elde ederiz. (Qg) dizisinin limiti S € N olan yakimsak bir alt dizisi
oldugundan 7" = ST elde edilir. Buradan her 0 < n igin ||S"|| = 1 oldugu sonucu ¢ikar.
Bununla birlikte (S™) dizisinin (S™) yakinsak alt dizisi vardir, limitine F' € N diyelim,
aciktir ki || F|| = 1 dir. Ayrica (j,) dizisi i¢in 2m,, < m,41 ve my4q = 2m, + j, olacak
sekilde (n;) dizisinin (m,) alt dizisi vardir. Buradan S™ — F ve S™r+1 = S™»SJr S
elde edilir. S’ dizisinin yakinsak bir alt dizisi oldugundan, limitine P € N diyelim,
F = FPF elde ederiz. FP # O, FP € N ve FP = (FP)* oldugu aciktur. O
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3.2 Ana Sonug

Yapilacak olan aciklamada Banach uzaylarinda gegerli olan Ringrose sonuclarindan
yararlanilacaktir.

[, X uzaymin (kapali) alt uzaylarimn bir tam zinciri olsun. Bilindigi gibi Y € T’
ise Y. :=span{Z €': Z CY, Z#Y} seklinde tammlanir. Y # Y_ ise Y/Y_ alt

uzayina gedik denir.

T € K (X) veI', T operatorii altinda degigmez kalan alt uzaylarin tam zinciri olsun.
Zorn Lemmasi'ndan I' C I',,,, olacak sekilde Lat T orgiistinde I'y,,, maksimal alt uzay
zinciri vardir. Teorem 2.3.9’dan I'},.« zincirinin tiim gedikleri bir boyutludur.

Simdi T" hemen-hemen-sifir-gii¢lii olmayan, kompakt operator ve I', LatT ailesinin alt
uzaylarimin tam zinciri olsun. Bu durumda V' =Y/Y_ gedigi iizerinde tanimh 7'/V
operatoriiniin hemen-hemen-sifir-giiclii olmayacak gekilde I' zincirinin V' gediginin
varoldugunu gésterelim. Oncelikle I' zincirinin gedigi olmasaydi [1]’den siirekli olur
ve Teorem 2.3.9’dan I" maksimal zincir olurdu. Bu ise [8]’in sonug 5.13 ile ¢eligir. Simdi
" zincirinin her V' gedigi i¢in T'/V operatoriiniin hemen-hemen-sifir-giiglii oldugunu
varsayalim. Acik olarak her V' gedigi i¢in T'/V operatorii kompakttir. I'y.x (V), T zin-
cirinin her V' gedigi i¢in Lat (7'/V) ailesindeki alt uzaylardan olugan maksimal zincir
olsun. Ringrose Teoremi'nden I,y ile baglantilh 7'/V operatoriiniin her esas kdgegen
sabiti sifirdir. I" zincirinin tiim Y elemanlarini kullanarak X uzayimin alt uzaylariin
['y zincirini su gekilde olusturalim: I' zincirinde Y = Y_ ise Y € Ty, diger durumda
(V =Y/Y_, T zincirinin gedigidir) X — X/Y_ kanonik fonksiyonu altinda Iy, (V)
zincirinin tiim elemanlarimin 6n goriintiileri 'y zincirine ait olsun (I'pax zincirinin
elemanlarim X/Y_ uzaymin alt uzaylar olarak diigtinebiliriz). I'g, X uzaymin alt
uzaylarinin tam zinciridir ve gedikleri bir boyutludur. Teorem 2.3.9.’dan I'y zincirinin
maksimal alt uzay zinciri oldugu elde edilir. Agik olarak I'y, Lat T" tarafindan igerilir ve
T operatoriiniin [y ile baglantili esas kogegen sabiti sifirdir. Ringrose Teoeremi’nden
T operatorii hemen-hemen-sifir-giiclii elde edilir. Dolayisiyla 7'/V operatorii hemen-

hemen-sifir-giiclii degildir.

Teorem 3.2.1. (i) Volterra yari grubu Volterra cebiri dretir.
(i1) Sifirdan farkle Volterra yari grubunun agikar olmayan hiperdegismez alt uzayr

vardar.

Kanat. Oncelikle (i) ve (ii)’nin denk oldugunu gosterelim.
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Volterra yar1 grubu Volterra cebiri iiretiyor ise [4]'den agikar olmayan degigmez alt
uzayimin oldugu elde edilir. Volterra yar1 grubunun agikar olmayan hiperdegismez alt
uzay1 varsa Ucgenlestirme Lemmasr’ndan iicgenlestirilebilir oldugu ve cebirdeki her
eleman yar1 grupdaki elemanlarin sonlu lineer kombinasyonu seklinde yazilacagindan
Spektral Tasvir Teoremi’nden Volterra yar1 grubu tarafindan iiretilen cebirin Volterra
cebiri oldugu elde edilir. Simdi (i)’yi ispatlayalim. Bunun i¢in de tersini varsayalim
yani G, Volterra yar1 grubu tarafindan tretilen cebirin hemen hemen sifir giiglii ol-
mayan bir 7" operatorii olsun. M = {T},...,T,,} C G olmak tizere T operatoriiniin
T; operatorlerinin (¢ = 1,...;n) lineer kombinasyonu seklinde yazildigin1 diigiinelim.
Abc (M), M kiimesinin konveks kabugu olmak tizere T' € abc (M) varsayabiliriz.
[, M kiimesinin degismez alt uzaylarimin maksimal zinciri olsun. Buradan I', LatT’
ailesindeki alt uzaylarin tam zinciri olur. Onceki bilgilerden T/V operatorii hemen
hemen sifir giiclii olmayan operator olacak sekilde I' zincirinin V' gedigi vardir.
M)V ={T1/V,...,T,/V} olsun. Her 0 < k tam say1s1 i¢in

| /vy < | (abe (d/v))¥| < |labe ((v/v)!)]| < [/ v

saglandigindan p (M/V') = p (abc (M/V')) gergeklenir. T'/V € abe (M/V') ve

0 < p(T/V)oldugundan 0 < p (abc (M /V)) elde edilir ve p (abc (M/V)) = 1 oldugunu
varsayalim. Acik olarak M /V kiimesinin agikar olmayan degismez alt uzay1 yoktur.
Teorem 3.1.2.den SG (M/V') yar1 grubunun simirh oldugu elde edilir. Buradan da
Lemma 3.1.1."den SG (M/V) yar1 grubunun énkompakt oldugu sonucuna ulagilir.
Son olarak Teoerem 3.1.3."den SG (M/V) yari grubunun sifirdan farkli idempotent
elemam oldugu bulunur. Ancak aciktir ki SG (M /V') Volterra yar1 grubu ve hatta
SG (M/V) da Volterra yar1 grubudur. Ama SG (M/V) de idempotent yani hemen

hemen sifir giiclii olmayan bir eleman vardir, dolayisiyla celiski elde edilir. ]
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