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OZET
POZITIF OPERATORLER ICIN DEGISMEZ ALT-ORGULER

Ugur GONULLU

Banach orgiileri iizerinde tanimli bazi pozitif operatorlerin asikar
olmayan kapali degismez alt-orgiilere sahip oldugu bilinmektedir. Ozel
olarak her pozitif kompakt operator asikar olmayan kapal degismez
alt-orgiiye sahiptir. Bu calismada, Banach orgiileri iizerinde tanimli,
agikar olmayan kapali degismez alt-orgiilere sahip olmayan bazi pozitif

operator ornekleri verilmistir.
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ABSTRACT
INVARIANT SUBLATTICES FOR POSITIVE OPERATORS

Ugur GONULLU

We know that some positive operators on Banach lattices have
non-trivial closed invariant sublattices. In particular, every positive
compact operator has non-trivial closed invariant sublattices. In this
work, we present several examples of positive operators on Banach

lattices which do not have non-trivial closed invariant sublattices.

Keywords: Banach lattices, Positive operators, Invariant sublattice



BoLuwMm 1
GIRIS

Genel olmayan bir ¢ok sonuctan sonra, asikar olmayan kapali degismez alt-uzaya sahip
olmayan operator ornekleri ilk olarak Enflo [4] ve daha sonra Read [9], [10] ve [11]
tarafindan vermigtir. 1992’de de Pagter [3], Abramovich, Aliprantis ve Burkinshaw, en
az iki boyutlu bir Banach ¢rgiisii tizerinde tanimli her pozitif operator agikar olmayan
kapali degismez alt-uzaya sahiptir, sanisi tizerine makaleler serisi baglatmislardir. Bir

¢ok netice igeren bu galigmalarin sonuglar1 [1] in Boliim 10 nun da bulunabilir.

Eldeki bu Yiiksek Lisans tez ¢aligmasinda A.K. Kitover ve A.W. Wickstead in [7]
" Invariant sublattices for positive operators” baglikli makalesi incelenmis ve orada
sunulan bir kag ornek genellestirilmistir. Sozi edilen makalede kisaca, degismez alt-
uzaylarin varligini gosterirken kullanilan bazi tekniklerin degismez alt-orgiilerin varli-
g1 gostermede hangi kogullarda gecerli oldugu ve bir Banach orgiisii iizerinde tanimh
herhangi bir pozitif operatoriin asikar olmayan kapali degismez alt-uzay1 vardir sanisi-
na, bir Banach orgiisii tizerinde taniml ve agikar olmayan kapali degismez alt-orgiisii ol-
mayan bazi pozitif operator ornekleri verilerek bir yaklagim sunulmustur. Belirtmek

gerekir ki bu orneklerin degismez alt-uzaylar1 vardir.

Eldeki ¢aligmanin ikinci boliimiinde kullanilacak olan temel kavramlar ve tanimlar
verilmig, tcilincii boliimde, bir Banach orgiisiinde sayilabilir bir kiime tarafindan
iretilen vektor alt-orgiistiniin ayrilabilir oldugu gosterilerek bununla degismez alt-
orgiilerin varligi arasindaki iligkiler incelenmistir. Dordiincii boltimde, ilk olarak ornek-
lerde kullanilacak lemmalar verilip daha sonra pozitif 6zvektore ve degismez kapali
ideale sahip olmayip degismez kapali alt-Orgiiye sahip olabilen bir pozitif operator

ornegi ve sonraki érneklerde degismez kapali alt-6rgiiye sahip olmayan pozitif operator



ornekleri verilmigtir. Son boliimde dordiincii boliimde verilen bazi 6rneklerin genel hali

incelenmigitr.



BoLUM 2

TEMEL KAVRAMLAR VE TANIMLAR

Tanim 2.1. Bir X kume tzerinde tanamly > ikili bagintisina bir swralama bagintisa

denir:
(1) her bir x i¢in x > = (Yansima),
(2) x>y vey > x ise x =y (Ters simetri),
(3) x>y vey >z ise x > z (Gegigme).

Genel olarak y < x sembolii x > y e denktir. x > y notasyonu x > y ve r # y
anlamana gelir. Bir siralama bagintisiyla donatilmas kimeye bir kismi siralanmas

kime denir.

Tanim 2.2. X bir reel vektor uzayr ve > bagintisiyla kismi siralanmas olsun.
(1) herz€ X iginx >yisex+2z>y+ =z
(2) her o > 0 skaleri i¢in, x >y ise ax > oy

ozelliklerini saglaniyorsa X e swralanmas vektor uzayr denir. X siralanmas vektor
uzayr olmak tizere X = {x € X : x > 0} kimesine X in pozitif konisi veya kisaca

konisi denir.

Tanim 2.3. X swralanmas bir vektor uzayr olsun. X deki her vektor ¢ifti en kiiguk st
simra (supremum) ve en biiyik alt sinira (in fimum) sahip ise X e Riesz uzay veya
vektor orglisu denir. Bir {x,y} ciftinin supremumu ve infimumu siraswyla x V y ve
x Ay ile gosterilecektir. Bir Riesz uzayinin herhangi bir A alt-kiimesi, vektor alt-uzay:
ve her x,y € Aicin xVy, z Ny € A ise A ya bir Riesz alt-uzayr veya vektor

alt-orgiist denir.



Bir Riesz uzayinda herhangi bir x elemanin pozitif kismi, negatif kismi ve

mutlak degeri sirasiyla,
xt=xzVv0, z =(-z)Vv0, |z|]=zV(-1)

seklinde tanimlanir.

Teorem 2.4. x bir Riesz uzayimn elemant olsun. Bu durumda
(1) z=at —a~,
(2) |z] =2 + 27,

(3) 2" ANa™ =0.
Kanit. [2,s.4] O

A bir Riesz uzayim alt-kiimesi olmak tizere,
zVA:={zVa:ac A},
eNA={zxANa:ac A}
Eger x N A = {0} ise z, A ya dik denir.
Teorem 2.5. A bir Riesz uzayimn alt-kimesi olsun. Eger sup A var ise her bir x

icin sup(x A A) var ve

sup(x N A) =z A sup A.

Benzer sekilde, eger inf A var ise her bir x igin inf(z V A) var ve
inf(t VA) =zVinfA.
Kanat. [2,5.6] O
Onerme 2.6. E bir Riesz uzayr olsun. E nin herhangi bir A alt-kiimesi i¢in
AV ={r e E:3ay, 29,0, EADx = V] 1;}

ve
AVi={z € E: 3wy, 29, ...,3, € AD 1 = N[y}
Ayrica, AN = (AN ve AV = (AV)" ise asaqidakiler saglanar;

(1) AN = AV,



(2) A bir vektor alt-uzayr ise A tarafindan idretilen Riesz alt-uzayr (yani, A

iceren en kiigik vektor alt-orgiisi) A" ve ayrica
AN =AY — AY = AN — AN,

Kanit. [2,5.197] veya [5] in Teorem 2.2.11. O

Sonug 2.7. F bir Riesz uzayr ve A, E nin herhangi bir alt-kiimesi ise A tarafindan
VA
) dir.

iretilen vektor alt-drgiisii (span{A}

Kanit. Onerme 2.6 dan kolayca goriiliir. O]

Tanim 2.8. F bir Riesz uzayr ve A, E nin bir alt-kiimesi olsun. y € A ve |z| < |y
oldugunda = € A oluyor ise A ya kats (solid) denir. E nin katy vektor alt-uzayina
tdeal denir. E nin bostan farkl bir alt-kiimesi tarafindan tretilen ideal yani, A

iceren en kiictk ideal,
E,= {x €FE:3x,29,....,0, € Ave A\, Ny, ...; A\ ERT 3 |z] < Z)‘i |:E,|}
i=1

Eger A = {x} ise E, = Eyy e v tarafindan iiretilen esas ideal denir ve tam olarak
E,={yeE:3x>03y <Azl }
dir. Bir e > 0 vektori i¢in E, = E ise e ye stra birimi (order unit) denir.

Tamim 2.9. |.|| bir Riesz uzayr dzerinde tanimlanmas norm olsun. Eger |x| < |y|
oldugunda ||z|| < ||yl elde ediliyorsa bu norma &rgi mnormu denir. Orgi normu
ile donatimas bir Riesz uzayina normlandurilmas Riesz uzay denir. Uzerinde
tanamlanmas norma gore tam metrik uzay olan bir normlandirimis Riesz uzayinda

Banach orgust denir.

Tanim 2.10. X, Y iki siralanmas vektor uzayr ve T:X — Y bir operator olsun. Eger
x > 0 oldugunda T'x > 0 oluyorsa T ye pozitif operator denir veT' > 0 veya 0 < T

seklinde gosterilir.

Teorem 2.11. Bir Banach orgusinden normlandiriimas bir Riesz uzayina giden her

pozitif operator streklidir.

Kanit. [2,s.175] O



Tanim 2.12. F ve F iki Riesz uzay ve T : E — F bir pozitif operator olsun. Eger her
x,y € Ei¢inT (xVy)=TaxVTy ise T ye 6rgi (veya Riesz) homomorfizmi denir.
Bire-bir olan bir drgii homomorfizmine érgu (veya Riesz) izomorfizmi denir. T,
bir 6rgi izomorfisi ve her x € E i¢in ||Tx|| = ||z|| ise T ye orgu izometrisi denir.

Eger T, uzerine ise Banach orgilerine orgu tzometrik denir.
Tanim 2.13. FE bir Banach 6rgisi olsun.
(1) z Ay =0 olan her x,y € ET i¢in
o+ ylP = llo1P + )"
kosulu saglandiginda E ye AL,-uzayt ve onun normunada p-toplamsal,
(2) x Ay =0 olan her x,y € ET i¢in
|V yl| = maks{|[z]], lyl[}

kosulu saglandiginda E ye AM-uzays denir. Ayrica AL1-uzayr AL-uzay olarak goste-

rilir.

Teorem 2.14. FE bir Banach érgisi ve x € E olsun. E de x tarafindan retilen esas
ideal E,,
[Ylloo = inf{A>0: [yl < Alzl},  yeE,

normu altinda bir AM-uzayidur.

Kanat. [2,5.187] O

Teorem 2.15. (Kakutani-Bohnenblust ve M. Krein-S. Krein) E bir Banach érgisii ol-
mak tizere B nin sira birimli bir AM-uzayr olmast i¢in gerek ve yeter sart en az bir

K kompakt Hausdorff uzay i¢in C (K) uzayr ile orgi izometrik olmasidur.

Kanit. [2,5.194] O

Teorem 2.16. K bir kompakt Hausdorff uzay olmak tzere X, C (K) nmin bir kapaly

alt-uzayr ve

y:{(kl,kg,)\)VfEX,f(k’l):)\f(k'g) k’l,k’QEK,)\EO}



olsun. Bu durumda X in C (K) nwn bir alt-orgisi olmasi i¢in gerek ve yeter sart
{f € C(K):V (ki ko, N) € Z, f (k1) = M (ko) } C X
olmasudar.

Kanit. [6] i Teorem 3. O

Onerme 2.17. ¢ ile C'(N*) drgii izometriktir (N* = N U {oo}, N nin tek nokta

kompaktlastirimasidar).

Kanit. © = (z,,) € ¢ oldugunda z in yakinsadigi nokta [, ile gosterilsin, yani z,, —
lzym — oo olsun. T : ¢ — C'(N*) ; her n € N i¢in (T'x) (n) = x, ve (T'x) (00) = I,

seklinde tanimlansin. 7" nin lineer oldugu aciktir. x,y € ¢ i¢in
T(xVy)(n)=(@Vy),=2,Vy.=T(x)(n) VT (y)(n) = (T () VT (y)) (n)

ve

T(xVy)(o0) =l Vi = (T(x) VT (y)) (c0)

oldugundan 7' bir 6rgii homomorfisidir. ||z| = sup{ |z, n € D\l} ve ||[Tz| =
sup{ |(Tz) (i) : i € N*} = sup{|z,| : n € N} VI, oldugundan |z| < |Tz| dir.
Ayrica herhangi bir € > 0 verildiginde n > N i¢in |z, — l.| < € olacak gekilde bir
N € N vardir. Buna gore

o] < e+ |x,] < e—i—sup{ |z,] :n € D\I} <e+| x|

vani, ||Tz| < ||z| dir. Dolayisiyla T bir érgi izometridir. Simdi f € C' (N*) olsun.
Herhangi bir € > 0 verildiginde f~!(B.(f(o0))) (burada B.(f(c0)), f(c0) in e-yaricaph
agik topunu gostermektedir) N* de acik kiimedir. Ayrica oo € f~1(B.(f(c0))) oldugun-
dan U, C f~1(B.(f(0))) olacak gekilde oo un bir U, agik komgulugu vardir. co un
acik komguluklari, L C N in bir sonlu alt-kiimesi olmak {izere N* \ L seklindedir. L
deki en biiyiik dogal sayiya N dersek (L sonlu oldugundan boyle bir dogal say1 vardir)
n > N+ 1icin [f(n) — f(oo)|] < € yani, f(n) — f(c0) (k — o0) dir. Dolayisiyla
x, = f(n) seklinde bir dizi tammlanirsa x,, — f(c0) ve Tx = f olur. Bu da T nin

tizerine oldugunu gosterir ki ¢ ile C' (N*) in oérgii izometrik oldugu elde edilir. [



Sonug 2.18. H, ¢ nin kapal bir vektor alt-orgusu olsun. Her x € H i¢in x,, = ax,
olacak sekilde o > 0, m,n € N veya x,, = alim,, .o z, olacak sekilde « > 0, m € N
veya lim,, .o T, = ax, olacak sekilde o > 0, m € N vardwr. Tersine bir x € ¢, H nin
elemanlarinin sagladigy stnarlamalarin (yani, yukaridaki egitlikler) her birini sagliyor
1se x € H dir. Yani, yukaridaki sinarlamalar ile ¢ nin kapaly alt-orgiler: karakterize

edilebilir.

Kant. Teorem 2.16 ve Onerme 2.17 den kolayca goriiliir. [

Sonug 2.19. H, ¢y nin kapaly bir vektor alt-orgiisu olsun. Her x € H i¢in x,, =
ax, olacak sekilde o > 0, m,n € N wvardwr. Tersine bir x € co, H nin eleman-
larnan sagladigr sinarlamalarin her birini saghyor ise x € H dir. Yani yukaridak:

simarlamalar ile co wn kapaly alt-orgiler: karakterize edilebilir.

Kamt. ¢, ¢ nin kapal bir alt-ideali oldugundan Teorem 2.16, Onerme 2.17 ve Sonug
2.18 den istenen elde edilir. O

Tanim 2.20. Swralanmas bir X vektor uzayr, eger hern € N igin nx < y olmast x < 0

olmasiny gerektiriyorsa Arsimedyan olarak adlandurilur.

Tanim 2.21. Bir Riesz uzayinin bostan farkly ve tstten sinwrly her alt-kimesinin bir

supremumu var ise Riesz uzayina Dedekind tam denir.

Tanim 2.22. Bir Riesz uzayindaki e > 0 vektorine, xt Ny = 0, x < evey < e
kosullar saglandiginda x = 0 veya y = 0 oluyorsa, bir atom denir. Eger bir Riesz

uzayr bir atoma sahip ise ona atomzik denir.

Lemma 2.23. Arsimedyan bir E Riesz uzayinda pozitif bir x elemanimin E de atom

olmasu i¢in gerek ve yeter kosul span{x} = E, olmasidur.

Kanat. [1,5.86] O

Teorem 2.24. Bir Riesz uzayinda |x| < |y +yo + ... + yn| iS€ T =21 + 22+ ... + T,
ve i=1,2,...,n i¢in |z;| < |y;| olacak sekilde 1, xs, ..., x, elemanlar vardur. Ayrica, x

pozitif ise x; ler pozitif secilebilir.

Kanit. [2,s.9] O



Sonug 2.25. E bir Arsimedyan Riesz uzay: ve A, E deki biitin atomlarin olusturdugu

kimenin herhangi bir alt-kiimesi ise span{A} = E4 dir.
Kamit. Lemma 2.23 ve Teorem 2.24 den kolayca goriiliir. O]

e, ile n. koordinat vektorii gosterilsin.

Lemma 2.26. e, ler ¢, (1 < p < 00) de birer atom ve x, £, nin bir atomu ise x = Xey,

olacak sekilde bir k ve X > 0 sayist vardar.
Kant. Ispat aciktir. O

x, , veya ¢y da bir vektor olmak tizere suppx = {i € N : z; # 0} seklinde

tanimlansin.

E C Nve x, {, veya ¢g da bir vektor olmak tizere Fx vektori, ¢ € E ise (Ex); = x;

ve diger durumlarda (Ex); = 0 seklinde tanimlansin.

Lemma 2.27. H, (, (1 < p < 00) veya ¢y wn kapaly bir vektor alt-orgisi ve x,y € H*
olsun. Bu durumda E = (suppy)© olmak tizere Ex € H dir.

Kanat. [8] nin Lemma 5.1 O

Sonug 2.28. H, (, (1 < p < 00) veya ¢y wn kapaly bir vektor alt-6rgiisi ve v,y € Ht
olsun. Bu durumda E = suppy olmak tizere Ex € H dir.

Kanit. y = Ey+ ECy ve bir 6nceki Lemmadan E¢y € H oldugunda By = y— E®y €
H dir. O

Asgagida ¢, (1 < p < 00) i¢in verilen ifadeler ¢, i¢inde gegerlidir.

Lemma 2.29. (z%) C £, (1 < p < 00) agu dstten sumrl, azalan ve inf (z*) = 0 ise

(%) agr sifira yakinsar.

Kanat. inf (z*) = 0 ise her n i¢in inf(2%) = 0 dir. (z®) istten simrh oldugundan

her o i¢in x > 2 olacak sekilde bir x € ¢, vardir. x € /¢, oldugudan % > 0

icin Y24 |#i" < & olacak sekilde bir N sayisi vardir. Dolayisiyla her a igin

D v o . . v . .
YN l2f|” < S saglamr. n = 1 icin inf (27) = 0 oldugundan 3, < « icin 2§ < 55



olacak sekilde bir (; indisi vardir. Ayn gekilde n = 2,3,..., N i¢in de yukaridaki
kogulu saglayan (3, indisleri bulunabilir. n = 1,2,3, ..., N i¢in 5, < v olacak sekilde

. . o . .« . P o .
bir v indisi vardir. Dolayisiyla v < « icin ¥, |22P < S ve ayrica her « igin

Y v 287 < S saglandigmdan v < « igin |[z%|| < e bulunur. Béylece istenen

ispatlanmigtir. O
Sonug 2.30. (z%) C ¢, (1 < p < o0) dstten sirl, azalan ve inf (%) =t ise (x%)

agr t ye yakinsar.

Onerme 2.31. H, C, min kapaly bir vektor alt-orgisi olmak tzere H = {0} olmasu

icin gerek ve yeter kosul H nin atomik olmamasidar.

Kanit. H = {0} ise H nin atomik olmadig1 agiktir.

Tersine H atomik olmasin ve H # {0} olsun. Bu durumda her x € H* \ {0} i¢in
yNz =0,y <z, z<uxz y#0ve z # 0 olacak gekilde x e bagh olan y,z € H
vardir. x # 0 oldugundan z in ilk sifirdan farklh oldugu indisi r ile gosterilsin. Buna
gore y A z = 0 oldugundan y, = 0 oldugunu varsayabiliriz. £, = suppy seklinde
tammlansin. z' := EJz ise y # 0 oldugundan z > z!, Lemma 2.27 dan z' € H

ve 1 = x, oldugundan z' # 0 dir. Buna gore tiimevarim ile sifirdan farkl kesin

olarak azalan bir (2") C H dizisi tanmimlanabilir. ¢, Dedekind tam oldugundan ¢, de
t = inf (2") vardir. Ayrica her n i¢in 2! = x, # 0 oldugundan ¢, = z, bulunur. Sonug
2.30 den 2™ — t ve H kapali oldugundan ¢t € H™ \ {0} dir. Sabit bir z € H' \ {0}
icin
M={tcH:3x")CH>0<z""<a" <z 2" —tves" =}

kiimesi tanimlansm. Bu durumda M # ) dir. M, 0 ile alttan sirh oldugundan ¢,
de w = inf M vardir. Ayrica her t € M igin ¢, = x, oldugundan w, = x, ve ayrica
z > w > 0 bulunur. Ote yandan aciktir ki o, 3 € M icin o A 3 € M dir. Dolayisiyla
— M kiimesini bir indis kiimesi alarak x_, = « seklinde tanimlanmig tistten sinirh ve
azalan bir (z%) ag1 tanimlanabilir. Yukaridaki Sonugtan ve H nin kapali olmasindan
w € H dir. Yukaridaki nedenlerden dolay1 w i¢inde sifirdan farkli kesin olarak azalan
yakinsak bir (w™) C H dizisi tanimlanabilir. Buna gore w™ — t,, olacak sekilde bir
t, vardir. Ayrica w, = x, oldugundan w = z, yani, t,, € M bulunur. Ote yandan

tw < w oldugundan w nin se¢imiyle ¢elisiriz. Dolayisiyla H = {0} elde edilir. H

Lemma 2.32. H, {, nin bir vektor alt-orgusi, x ve y, H nin herhangi iki atomu oyle

kiy ¢ span{x} ise x Ay =0 dor.

10



Kanit. © = (z,,) ve y = (yn) (y ¢ span{x}) H nin herhangi iki atomu olmak iizere
xn, # 0 olduguda y, = 0 oldugu gosterilirse Lemma ispatlanmig olur. x, H nin bir
atomu ve xy # 0 oldugunda y; # 0 olacak sekilde H nin bir y atomu (y ¢ span{z}) ve
en az bir k indisi olsun. Buna gore x; = y, = 1 olarak alabiliriz. Ayrica (z —y)" <z
ve {, Arsimedyan oldugundan H Argimedyan ve Lemma 2.23 dan (z —y)* = Az
olacak gekilde bir A reel sayisi vardir. Buna gore z; # 0 ve (z — y); = 0 oldugundan
A = 0 bulunur. Bu da (z — y)* = 0 demektir. Buradan = < y bulunur. Yine Lemma
2.23 den x = [y olacak sekilde bir [ reel sayisi vardir. Buradan y € span{x} elde

edilir. Bu da y nin se¢imi ile celigir. O

Lemma 2.33. H, {, (1 < p < o0) nin kapaly bir vektor alt-orgiisi ve A C HT bos
kimeden farkl olsun. Eger |z| N A = {0} olacak sekilde sifirdan farkl bir z € H varsa
H de A ya dik olan bir atom vardar.

Kamt. S ={z¢€ H : |z|ANA={0}} # 0 kitmesi £, nin kapal bir vektor alt-orgiisiidiir.
Gergekten her z,y € S i¢in |z 4+ y| < |z| + |y| oldugundan |z + y| A A = {0} oldugu
kolayca goriiliir. Her A € R ve her x € S igin, eger |A\| < 1 ise her w € A i¢gin
0 <|Az|Aw = (JA\|]|z]) ANw < |z| Aw = 0 oldugundan |[Azx| A A = {0} bulunur. Eger
|A] > 1ise her w € Aigin 0 < [Az|Aw = (|A| |z]|) Aw = |A] (|2 Ar) < Al (Jz] Aw) <
|IA|0 = 0 oldugundan |[Ax| A A = {0} bulunur. Her x,y € S icin |z Vy| < |z| V |y
oldugundan |z Vy| A A = {0} oldugu kolayca goriiliir. Bunlara gore S bir vektor
alt-Orgiisudiir. (z,,) C S ve x € ¢, olmak iizere x,, — x olsun. H kapali oldugunda
z € H dir. Ayrica z, — z oldugundan |z,| — |z| olur. Ote yandan her w € A icin
|zp| A w — |z| A w olacagindan |z| A w = 0 yani, |x| A A = {0} bulunur. Buradan S
nin kapali bir vektor alt-orgii oldugu elde edilir. Dolayisiyla Lemma 2.31 den S bir x
atomuna sahiptir. Agiktir ki bu atom A ya diktir. Simdi « in H de bir atom oldugunu
gosterelim. Varsayalim ki z, H de bir atom olmasin bu durumda y A 2z = 0, y < =z,
z < x,y#0ve z# 0 olacak sekilde y,z € H vardir. Ayrica 0 <y <z, 0< z <z
oldugundan |y| A A = {0} ve |z] A A = {0} yani y,z € S dir. Bu da z in S de bir

atom olmasiyla celigir. Dolayisiyla x isteneni saglar. O

Lemma 2.34. H, {, (1 < p < o0) nin kapale bir vektor alt-orgisi ve z, H nin bir
atomu 1se F, = suppx olmak tuzere her y € H i¢in E,y = \x olacak sekilde bir A

sayst vardr.
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Kamit. En azindan bir y € H* i¢in E,y = Ax olacak sekilde bir A sayisinin olmadigim
kabul edelim. E,y nin ilk sifirdan farkli oldugu indisi r ile gosterelim. Dolayisiyla x, #
0 dir. Bu durumda x, = B(E,y), esitligi saglayan bir § sayis1 vardir. h = x — fE,y
seklinde tanimlasin. Bu durumda h, = 0 ve Sonug 2.28 dan h € H ve fE,y > 0
oldugundan h*t < z dir. Dolayisiyla Sonu¢ 2.25 den h™ = ax olacak sekilde bir «
sayist vardir. Ote yandan h, = 0 oldugundan ki = 0 olur ve z, # 0 oldugundan
a = 0 olmalidir. Dolayisiyla h < 0 dir. Ayrica Ej, # 0 ve EY # () dir. Simdi 2z = —h
almirsa z € H* ve E, = Ej bulunur. Lemma 2.27 ve Sonuc 2.28 dan E’Zcm, E.xe H,
x> Ex#0, 2> E% #0ve E.x A ES2 = 0 elde edilir. Bu da « in H de bir atom
olmasiyla celisiriz. Dolayisiyla her y € H* icin E,y = Ax olacak sekilde bir A sayisi
vardir. Buradan her y € H i¢in E,y = Az olacak sekilde bir A sayis1 var oldugu elde
edilir. O

Teorem 2.35. H, {, (1 < p < o0) nin kapale bir vektor alt-érgisi ve A, H nin

birbirine dik olan atomlarndan olusan maksimal bir alt kiimesi ise span{A} = H

dar.

Kanit. Agiktir ki Lemma 2.32 dan dolay1 A kiimesi sayilabilirdir. N = |A| (N, sonlu
veya sonsuz) ve her z € A igin 7, = min{n € N : z,, # 0} tanimlansin. Bu durumda
Lemma 2.32 den dolay: her z,y € A icin « # y oldugunda r, # r, dir. 7 = min{r, :
r € A}, ro = min{r, ¢ {r1} : v € A} ve tiimevarim ile n < N (N sonlu degil ise
n < N)i¢in r, = min{r, & {ri,re,..,rn_1} : * € A} seklinde tanimlansin. Simdi A
da z™ ile ilk sifirdan farklh indisi r,, olan eleman gosterilsin. Boylece A nin elemanlar:
dogal sayilarin bir alt-kiimesiyle indislenmis olur. 2" € A olmak tizere E,, = supp z"
olarak tamimlansin. Herhangi bir © € H™ secilsin. Lemma 2.34 den E,x = \,a"
olacak sekilde bir A, sayist vardir. Simdi 2 = ¥, E, 2 oldugunu gosterelim. Lemma
2.32 dan n # m i¢in E, N E,, = () oldugundan & < N i¢in Zle Ex < x dir.
z € {, oldugundan €” > 0 i¢in >3, |2;|" < € olacak sekilde bir L sayisi vardir. Eger
L < ry, olacak sekilde bir ry, var ise N3 < n < m kosulunu saglayan her m,n igin
Y B elemanm ilk L — 1 terimi sifir, Y1 Eyx < x ve Y00, |2;|” < € oldugundan
| =7 Eix|| < edir. Yani, z = S| E,z olacak sekilde bir z € H vardir. Simdi z = x
oldugunu gésterelim. Agiktir ki z < z dir. Eger x — z > 0 olsayd1 (z — z) A A = {0}
olurdu. Ciinkii herhangi bir 2 € A igin E,(x — z) = 0 dir. Dolaysiyla Lemma 2.33
i kullanarak A nin maksimal olmasiyla celisiriz. Dolaysiyla z = Y | E,2 bulunur.

Eger L < ry, olacak gekilde bir ry, yok ise N sonludur. Dolayisiyla z = ZnN:1 E,x
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olacak sekilde bir z € H vardir. Yukaridaki nedenlerden dolayr z = z oldugunu

gosterebilir. Sonug olarak x = X E,2 elde edilir. ]

Sonug 2.36. H, (, (1 < p < o0) nin kapaly bir vektor alt-orgiisi olsun. Her x €
H ig¢in x,, = ax, olacak sekilde o« > 0, m,n € N vardwr. Tersine bir x € (,, H
nin elemanlarimn sagladige sinirlamalarin her birine saglyor ise x € H dir. Yam,

yukaridaki siarlamalar ile £, wn kapaly alt-orguleri karakterize edilebilir.

Kamit. Teorem 2.35 den kolayca gortiliir. O

Sonug 2.37. H, {, (1 < p < 00) nin kapals bir 6z vektor alt-6rgisi olsun. Bu durumda

her x € H i¢in x,, = ax, olacak sekilde o > 0 wve birbirinden farkls m,n € N vardar.

Sonug 2.38. H, R™ in kapalr bir 6z vektor alt-orgisi olsun. Bu durumda her x € H

1¢in Ty, = axy, olacak sekilde oo > 0 wve birbirinden farkly m,n € N vardr.

Onerme 2.39. K sonlu bir kompakt Hausdorff uzayr ise C (K) uzayr sonlu boyut-

ludur.

Kamit. K kiimesi sonlu ve tizerindeki topoloji Hausdorff oldugundan K, ayrik topolo-
jiye sahip olur; Bu ise, K iizerinde taniml reel degerli tiim fonksiyonlarin ailesi
F (K,R) ile gosterilirse, C' (K) = F (K,R) olmasi demektir. Jimdi, & € K olmak

iizere, 0 — R fonksiyonu

'{17 r==k
O () =4
lO’ x #k

olarak tanimlansin. Bu durumda ¢, lar lineer bagimsiz ve her f € F (K, R) fonksiyonu
f=2 fk)o
keK
olarak yazlabileceginden, {d;y : k € K} sonlu ailesi F' (K,R) vektor uzayi igin bir
taban, dolayisiyla C' (K) sonlu boyutludur. O

Onerme 2.40. K bir kompakt Hausdorff uzayr olmak tizere A, K da bir agik kime
vep € A, K mn izole olmayan bir noktasi ise C(K) da A dzerinde sabit olmayan bir

fonksiyon vardar.
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Kamit. p € A izole olmayan bir nokta ve A acik oldugundan p den farkh bir s € A
vardir. K bir Hausdorff uzay1 oldugundan A da bir Hausdorff uzayidir. Buna gore U,N
Us = 0 olacak sekilde A da U, ve U agik komsuluklar vardir. A agik kiime oldugundan
U, ve Us de K da acgik kiimedir. K bir kompakt Hausdorff uzay1 oldugundan bir 7}
uzayidir. Dolayisiyla tam regiilerdir. US kapall ve s ¢ U oldugundan f(US) = 1
ve f(s) = 0 olacak sekilde bir f € C(K) vardir. Ote yandan p € U oldugundan
f(s) # f(p) olur. Dolayisiyla f istenenleri saglar. O
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BoLUuM 3

DEGISMEZ ALT-ORGULER

Banach uzaylar1 tizerinde tanimli ve sinirli operatorlerin degismez alt-uzaylar teorisin-
de, neredeyse agikar olan sonuclar vardir. Agiktir ki ayrilabilir olmayan bir Banach
uzay1 lizerinde tanimlh herhangi bir sinirli operator agikar olmayan kapali degismez
alt-uzaya sahiptir. Eger  # 0 ise {T"x : n = 0, 1, 2, ...} nin tiretigi alt-uzayimn kapanisi,
T-degismez ve ayrilabilir olacagindan istenen agikar olmayan degismez alt-uzay olur.
Bu diisiince tarzinin herhangi bir pozitif operatoriin degismez alt-orgiileri i¢inde dogru
oldugunu gostermek, kiigiik bir ispat gerek duyar. Eger A bir X vektor orgilisiiniin
alt-kiimesi ise A" ile A daki biitiin sonlu infimumlar ve AV ile A daki biitiin sonlu

supremumlarin kiimesi oldugunu hatirlayalim.

Onerme 3.1. X bir Banach orgisu 1se X in saylabilir herhangi bir alt kiimes:

tarafindan uretilen vektor alt-orgusi ayrilabilirdir.

Kamt. A, X in sayilabilir herhangi bir alt-kiimesi ve spang{A} da A tarafindan
tiretilen Q-vektor alt-uzay1 olsun. Buna gore spang{A} sayilabilirdir. Onerme 2.6
dan (SpanQ{A})W\ kiimesi bir Q-vektor alt-rgiisii ve ayrica, spang{A} sayilabilir
oldugundan (spanQ{A})W\ da sayilabilirdir. (spanQ{A})VA nin norm kapamigi, X in
ayrilabilir bir R-vektor orgiisiidiir. Clinkii z,y € W ve a € R, ise x,, — z,
Yo — Yy ve o, — « olacak sekilde (x,,), (y,) C (SpanQ{A})W\ ve (ay,) C Q dizileri
vardir. Bunlara gore z,, + vy, — * + vy, a,x, — ax ve z, Vy, — x V y oldugundan
W, X in ayrilabilir R-vektor orgiisiidiir. Ote yandan A C W

oldugudan A tarafindan iiretilen vektor alt-orgiisii ayrilabilirdir. O

Sonug 3.2. X bir Banach orgusti, T, X tuzerinde tamimly bir pozitif operator ve
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{fn:n €N}, X in herhangi bir alt-ailesi ise bu aile tarafindan iretilen en kiiciik

T-degismez vektor orgusu ayrilabilirdir.

Kanat. {f, : n € N} tarafindan {iretilen vektor érgiisii H; olsun. Onerme 3.1 den H,
ayrilabilirdir. Eger H,, tanimlamig ve ayrilabilir ise H,, de sayilabilir yogun bir A,, alt-
kiimesi vardir. H, 1, A4, UT(A,) tarafindan iiretilen X in vektor alt-orgiisiiniin ka-
panigi olarak tanimlayalim. Yine Onerme 3.1 ve ayrilabilir bir kiimenin kapanigininda
ayrilabilir olmasindan H,,,; ayrilabilirdir. Herhangi bir Banach orgtisii tizerinde tanimli
her pozitif operatoriin siirekli, T'(A,) C Hy,+1 ve H,41 in kapali olmasindan T'(H,,) C
H, 4, bulunur. U2, H,, kiimesi X in ayrilabilir T-degismez vektor alt-orgtisidir. Bu-

radan istenen elde edilir.

]

Sonug 3.3. X ayrilabilir olmayan bir Banach orgisi ve T, X tzerinde tanimiy bir

pozitif operator ise T, asikar olmayan kapali degismez alt-orgiiye sahiptir.

Kanat. Sifirdan farkli herhangi bir z € X secelim. Bir 6nceki sonu¢dan x 1 igeren
en kii¢iik T-degismez alt-orgii ayrilabilir ve bu alt-6rgiiniin norm kapanigi = i iceren
en kiiciik T-degismez kapali alt-orgii olur. X ayrilabilir olmadigindan bu kapali alt-

orgit X in oz alt-kiimesidir.

]

Bundan sonra kapali olmasi gerekmeyen alt-orgiiler ile ilgilenecegiz. Lineer du-
rumda bir X Banach uzay1 lizerinde tanimli her lineer operator kapali olmasi gerek-
meyen, asikar olmayan lineer bir alt-uzaya sahiptir. Ciinkii sifirdan farkh bir x € X
alindiginda span {77z : n € NU {0}} lineer alt-uzay1 sayilabilir Hamel bazina sahip
olacaktir. Ayrica Baire kategori teoreminden sonsuz boyutlu Banach uzaylar: sayilabilir
Hamel bazina sahip olamayacagindan, span {T"x : n € N U {0} } isteneni saglar. Ashn-
da Schaefer [12] bunun sonsuz boyutlu herhangi bir vektor uzay1 tizerindeki lineer
operatorler i¢cin dogru oldugunu gosterdi. Ne Schaefer in argtimanlari, nede yukaridaki
ozet degismez alt-orgiiler ile ilgilenildiginde kullanilamaz. Ornegin, bir vektor orgiisii-
niin iki elemani tarafindan tiretilen en kiiciik alt-6rgii sayilabilir Hamel bazina sahip
olmasi gerekmez. Ornegin C [0,1] de 1, sabit fonksiyonu ve a, birim fonksiyonu

(z(t) = t) tarafindan tiretilen vektor altorgiisii [0,1] tizerindeki biitiin stirekli ve pargali
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lineer fonksiyonlardan olusur. Bu vektor alt-orgiist {ac AXL: A€ (0,1) } ailesini igerir

ve kolayca gortlir ki bu aile lineer bagimsiz ve sayilabilir degildir.

Buna ragmen, herhangi bir Banach orgiisiinde sayilabilir bir kiime tarafindan
iiretilen en kiigiik vektor alt-orgiisiiniin 6z alt-orgii oldugunu gostermek miimkiindiir.
Tabiki bunu bir z, Tx, T?x, ... dizisine uygulamaya kalkigirsak genelde degismez alt-
orgii elde etmekte basarisiz oluruz. Eger T bir 6rgii homomorfizmasi ise bu teknik

bagarili olur ve aslinda bu teknik boyle operatorlerin sonlu bir ailesi i¢inde gecerlidir.

Onerme 3.4. K bir sonsuz kompakt Hausdorff uzayr ve {fn:neN}, C(K) da
sayilabilir bir aile ise bu aile tarafindan dretilen vektor alt-orgisi C (K) min 6z alt-

OTquSUAUT.

Kanit. Tzole nokta olmayan bir p € K ve her bir f, icin, 1, sabit bir fonksiyonunu
gostermek tizere, f, = g, + ¢,1 ve g,(p) = 0 esitliklerini saglayan ¢, € R ve g, €
C (K) segilsin. U = {k € K : 3n € N 3 g,(k) # 0} olsun. Eger p ¢ U ise biitiin g,
fonksiyonlar1 bogtan farkli K'\ U acik kiimesi iizerinde sifirdir. K\ U {izerindeki biitiin
sabit fonksiyonlardan olusan H alt 6rgiisii her bir f, i icerir ve Onerme 2.40 den 6z

vektor alt-orgiisii oldugu elde edilir.

p € U oldugu durumda

o0

o — Z |gn|

=1 2" lgnllog
toplami tamimlansin ( bir n i¢in g, = 0 ise g,, terimi ihmal ediliyor. Eger g,, lerin hepsi
sifir ise f,, ler sabit fonksiyon olacagindan sonug agiktir) ve J ile C'(K) da e tarafindan
tiretilen esas ideali gosterelim. Yani, J = {z € C(K) : 3X > 0 3 |z| < Ae} ayrica, bu
ideal I ={f € C(K): f(p) =0} m tiimii degildir. Bu gérmek i¢in /e fonksiyonunu
gbz ontine alalim. Kolayca goriilir ki /e € I dir. U = {k € K : e(k) > 0} iken p
ye yakisayan bir (u,) C U ag1 bulmak miimkindir ve e(u,) — 0 dir. Eger /e € J
ise /e < Ae olacak sekilde A € R* vardir. Bu nedenle \/e(u,) < Ae(u,) buradan

e(u,) > A7% > 0 olacagindan e(u,) — 0 ile gelisiriz.

C(K)da M = span (J U {1}) olarak tanimlansin. M, C' (K') nin bir alt-6rgiisiidiir.
Gergekten j € J ve a € Rise | 7 + al| fonksiyonunu goéz éniine alahm. Genelligi boz-
maksizin o > 0 farz edebiliriz. Eger j (k) > —aise | j + al| (k) = j (k) +« bu nedenle
(|j+ al] —al) (k) = j (k). Diger taraftan j (k) < —« ise |j 4+ al| (k) = —j (k) — «
bu nedenle (|j 4+ al|—al) (k) = —j (k) — 2« ve buradan |(|j + al| —al) (k)] <
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|7 (k)] +2a < 3| j (k)| bulunur. Buradan || j 4+ al| — al] < 3| j| béylece | j + al| —
al € Jyani, |[j+all € Mdic. MNI =J#1,I¢ M veburadan M # C (K)
dir. Her bir g, € J iken f, € M dir. Buradan M, C(K) nm her bir f, i igeren
Oz alt-orgiisiidiir. Boylece f,, ler tarafindan iiretilen vektor alt-orgiisti, C'(K) nin 6z

alt-orgiisii olur.

[]

Sonug 3.5. X sonsuz boyutlu bir Banach orgisi ve {f, :n € N}, X in alt-kiimesi

1se bu kiime tarafindan tretilen vektor alt-orgusi X in oz alt-orgustidir.
Kamit. Her n igin f,, # 0 oldugunu kabul edebiliriz.

=
2T

n=1

olarak tamimlansin. X de e tarafindan tiretilen esas ideal, her bir f, i ve dolayisiyla
onlarin tiretigi alt-orgiiyii de igerir. Eger ideal sonlu boyutlu ise ispat tamamlanmistir.
Eger ideal sonlu boyutlu degilse ideal, en az bir K kompakt Hausdorff uzay1 igin C' (K)
uzay1 ile dzdeslestirilebilir. Onerme 2.39 den K sonsuz ve buna gére Onerme 3.4 den

iiretilen alt-orgiiniin 6z alt-orgii oldugu bulunur.

m
Teorem 3.6. X boyutu birden biiyik bir Banach drgiisi ve Ty, (1 < k < m) larda X
tzerinde tanimly orgi homomorfileri olsun. X de her bir Ty, ve bu nedenle Ty larin

uretigi cebirdeki her operator altinda degismez kalan asikar olmayan, kapali olmas:

gerekmeyen, bir H alt-6rgistu vardar.

Kanit. T = Y31, T} seklinde tammlasin ve sifirdan farkh bir z € X7 segilsin. Bu-

radan T
o0 nx
y=> oo € XY
2 o]

toplami olugturulsun (sifir olan terimler ihmal ediliyor). X de y tarafindan tiretilen
esas ideal J ile gosterilsin.

T fe'e) Tn+137 o] Tn+1 o) <9 T

ve T nin pozitifliginden J, T-degismez ve dolayisiyla Ty-degismezdir. Eger J # X ise

ispatimiz tamamlanmigtir.
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Eger J = X ise y, X i¢in bir sira birimidir. Dolayisiyla Kakutani gosterilim teore-
minden X, K kompakt Hausdorff uzayi olmak iizere bir C'(K) uzay ile 6zdeglestirilebi-
lir. Eger K sonlu elemenh ise Onerme 2.39 den X sonlu boyutlu olur ve bu nedenle
T pozitif bir xy 6zvektorine sahip ve buna karsilik geldigi 6zdegerde T' nin spek-
tral yaricapi olan r(7") dir [1, Teorem 8.11]. Buna gore span {zo}, X in bir degismez

alt-orgiisii ve X in boyutu birden biiyiik oldugundan 6z alt-orgiisii olur.

K sonsuz kiime oldugu durumda, II ile 7} operatorlerinin sonlu ¢arpimlarindan
olugan aileyi gosterelim. Dolayisiyla IT sayilabilirdir. Sifirdan farkli bir z € X+
secilsin ve A = span{mz : m € II} olsun. Onerme 3.4 e gore {rz : © € II}
kiimesi tarafindan iiretilen vektor orgiisi H, X e esit olamaz. H, 1 < k < m
igin Ti-degismezdir. Gergekten a € A ise a = }7_; aym;xr olmak iizere a; € R ve
m; € II(1 < j < n) vardwr. Her bir j ve k i¢in Tjm; € II oldugundan Tj(a)e A yani,
Ty (A) C A dir.Eger aq,aq,...,a, € A ise her bir T}, 6rgii homomorfisi oldugundan
Te (a1 VasV...Vay,) = T(ay) V Ty (as) V ... V T (a,) € (Tp (A)Y C AY yani,
Ty (AY) C AY olur. Benzer gekilde T}, (AY") € A" elde edilir. Ote yandan H = AY"
oldugundan H, Tj-degismezdir. Kolayca gortlir ki H, T}, lar tarafindan tiretilen ce-

birdeki her operator altinda degismezdir.
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BoLuM 4

BAZI AYRIK ORNEKLER

Bu béliime, sonsuz boyutlu bir Banach orgiisii iizerinde tanimli, pozitif 6zvektore ve
agikar olmayan kapali degigsmez ideale sahip olmayip agikar olmayan kapali degismez
alt-orgiiye sahip olan bir pozitif operator ornegi ile baglayacagiz. Bu en azindan agikar
olmayan kapali degismez alt-orgiilerin var olmasinin beklenenden biraz daha ytiksek
sansinin oldugunu gosterir. Sonug 2.19 ve Sonug 2.37 den £, (Z) (1 < p < 00) veya
co (Z) nin kapali alt-6rgiileri, en az bir i i¢in m;,n; € Z ve a; > 0 olmak iizere
T, = 4Ty, formunda siirlamalarin bir ailesi tarafindan tanimlandigini hatirlatalim.

Orneklere baglamadan once bazi lemmalar verecegiz.

Lemma 4.1. H, {,(Z) (1 < p < o0) veya ¢y (Z) nin kapaly bir alt-érgisi oyle ki H
nin tzerindeki tek simirlama, m,n € Z olmak vzere x,, = x,, dir. p,q,r,s farkl tam

sayilar ve her x € H i¢in xp + x4 = , + x5 15€ asagqidaki durumlardan birisi saglanir;
(1) z,=2,=1z, =24
(2) zp, =z, vex, =4

(3) =z, =5 vex, =2,

Kamt. p:0,(7) — R*; p(x) = (xp, 24, T, Ts) seklinde tammlanmig bir 6rgii homo-
morfisi olsun. p (H), R* iin vektor alt-orgiisii ve onun elemanlar iizerinde miimkiin
olan tek simirlama x,, = x,, formundadir. Ayrica H de en azindan boyle bir sinirlama
olmalidir. Aksi taktirde x = (1,2,5, —2) € H (142=5-2) olurdu, fakat |z| = (1,2, 5, 2)
¢ H (1+2 # 5+ 2) oldugundan en azindan béyle bir smirlama olmahdir. z, = x,
ise 2, = z, + xs olur. Bu R* {in bir alt-orgiisiinii tammlamaz. Ciinkii bu R* {in

bir alt-6rgiisiinii tammlasaydi, = = (—1,—1,3,—5) € H (-1-1=3-5) olurdu, fakat
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1+ 1 # 3+ 5 oldugundan |z| = (1,1,3,5) ¢ H. Bu nedenle H iizerinde ayrica bir
smirlama olmahdir. Eger x, = z, ise z, = x5 olacagindan (1) kogulu saglanir. Eger

T, = Ty ise x, = x, olacagindan yine (1) kogulu saglanir.

Eger z, = x, formunda bir siirlama var ise z, = x5 olur ki (2) durumu saglanir.

Benzer yolla (3) durumununda saglandig goriiliir. ]

Lemma 4.2. z € {,(Z) (1 <p < 00) veya ¢ (Z) ve m > n olmak tzere her k € Z

ICIN Tyik = Tpap Olacak sekilde m,n tam sayilar, var ise x = 0 dur.

Kamit. xp,,Tp41, ..., Tm—1 degerleri devamli tekrar edeceginden bunlarin hepsi sifir

degilse x sonlu bir norma sahip olamacagindan z = 0 olmalidir. O

Lemma 4.3. T, {,(Z) veya cy (Z) tuzerinde (T'x), = xp_1 + x4 seklinde tanvmlan-
sin ve H de T-degismez kapalv alt-orgi oyle ki her x € H i¢in m > n olmak tzere

m,n € Z i¢in Ty, = Tp V€ Tpyy1 = Tnyq tse H = {0} dir.

Kanat. Her x € H ve 0 < j < kicin @y,4 5 = Tpy; esitligi saglanir. Gergekten k = 0
ve k = 1 icin bu 6nermenin dogru oldugunu biliyoruz. Onerme k icin dogru olsun.
Ayrica Tz € H oldugundan (T'x)

Tnak—1+Tnare1 esitligi elde edilir. Ote yandan &, x_1 = Tpik_1 oldugundan z,, ;11 =

man = (Tr),, ., olur ve buna gore Ty p—1+Tmikt1 =

Tnike1 bulunur. Buna gore her £ € N ic¢in x4 = T, esitligi saglanir. Benzer
yontemle negatif k£ tam sayilar i¢inde x,,, . = x,, esitligi gosterilebilir. Dolayisiyla

Lemma 4.2 den istenen elde edilir. O

Ornek 4.4. X = (,(Z) (1 <p < o0) veya ¢ (Z) ve T, X tizerinde (Tx), = xpn_1 +

Tna1 seklinde tanimlanmas ise
(1) T pozitif 6zvektire sahip degildir,
(2) T asikar olmayan kapale degismez ideale sahip degildir,

(3) X in T-degismez kapalv alt-rgiileri g € Z yada q — % € 7 i¢in
Hy={reX: m+n=2q ise z,=ux,}
alt-orguleridir.

Kanit. S (x,) = (z,41) olsun. Buna gore S bildigimiz sol 6teleme (shift) operatoriidiir.

Eger Sz = Az ise z,41 = Az, den A # 0 ise |z,| - 0 oldugu ve A = 0 ise z = 0
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bulunur. Bu nedenle S bir 6zvektore sahip degildir. Eger Tx = A\x ise STx = ASx ve

A+VAZ—4
2

olmak tizere (S — ay) (S —ag)x = 0 seklinde yazlabilir. Buna

ayrica T = S + S~! oldugundan S%x — A\Sz + z = 0 bulunur. Buradan o; =
ve Qo = 7’\”22_4
gore ya x, S i¢in bir 6zvektor yada (S — aq)x, S igin bir 6zvektdr bu durumlar

gerceklenemeyeceginden T' bir ozvektore sahip degildir.

Eger J, X de asikar olmayan kapali T-degismez ideal ise her x € J icin x, = 0
olacak sekilde en az bir p € Z vardir. Gergekten her € J i¢in z,, = ax,, olacak sekilde
a>0vem,n € Z vardir. Simdi k # n igin y = ) ve y, = %xn seklinde bir y € X
tanimlanirsa ideal tanimindan kolayca y € J oldugu goriilir. Buradan y,, = ay,
olacagindan §z, = 0 bulunur. Buradan ya a = 0 yada x,, = 0 olur. Eger o = 0 ise
p=m, a # 0 ise p = n alinirsa istenen saglanir. A = {n € Z : Ve € J, =z, = 0}
seklinde tanimlansi. Boylece p € A olur. n € A ve x € J* olsun. Bu durumda
Tx € J oldugundan (T'x), = Tp_1+p41 = 0 olur. Ayrica z,,_1, Zp41 > 0 oldugundan
Tp_1 = Tpy1 = 0 bulunur. Dolaywsiyla 2 = 27 — 2~ oldugundan her x € J i¢in de
Tpno1 = Tpy1 = 0 bulunur. Boylece n + 1,n — 1 € A olur. Tiimevarim ile A = 7

olacagindan J = {0} bulunur.

H, kapali alt-orgiilerinin her biri T-degismezdir. Gercekten z € H,, m > n ve
m+n=2qise (m+1)+(n—1) = (m—1)+ (n+1) = 2¢ oldugundan (T'z),, =

-1 + Tmy1 = Tn—1 + Tpp1 = (Tx),, olur, buradan T'x € H, bulunur.

H, X in bir asikar olmayan kapali T-degigmez alt-Orgiisii olsun. Bu nedenle her x €
H i¢in x,, = ax, olacak sekilde m > n ve o > 0 sayilar1 vardir (Smirlamalardaki en
az bir o nin 0 a egit olmasi durumunda yukaridaki neden dolay1 H = {0} olacagindan

a # 0 oldugunu kabul edebiliriz). Her z € H ve her k > 0 tam sayisi i¢in

m+k n+k
T S
j=m—k j=n—k

esitligi saglanir. Gergekten k& = 0 icin ispat agiktir. Bunun £ > 0 i¢in dogru oldugunu

m—+k . n+k m-+k—1 - n+k—1
varsayalim. Bu durumda 777 @y = a3 2000wy ve YUT T wy = a Sl T T

nin taraf tarafa gikarilmasiyla =, 1 + Tmix = @ (g + Tpig) bulunur. Ayrica
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m—+k m+k m—+k—1 m+k+1

Y. T2); = > wiatzm= ) i+ Y 3

j=m—k j=m—k j=m—k—1 j=m—k+1
m—+k
= Tm—k—1 + Totht1 — (T + Tomyr) + 2 Z Zj,
j=m—k
n+k n+k n+k—1 n+k+1
Z (TCC)J = Z Tj-1 + Tj+1 = Z &€y + Z Z;j
j=n—k j=n—k j=n—k—1 j=n—k+1
n+k
= Tp_p-1 + Toyks1 — Tk + Tpgr) + 2 Z Z
j=n—~k
ve
m~+k n+k
Y (Tz),=a Y (Tx),
j=m—k j=n—k

oldugundan x,, 1 + Tpmirs1 = @ (Tp_g—1 + Tpips1) olacagindan

m~+k+1 n+k+1

> m=a )y

j=m—k—1 j=n—k—1

elde edilir.

Varsayallm kin <mven —k <m —k <n+k < m+ k esitsizligini saglayan

: ex P _ n+k ) _ m—+k ) _ m—k—1 .
yeteri kadar bilyiik k secilsin. Ay = 320750 4 @y, By = 3000wy ve Cp = 200 7

tanimlansin. Bunlara gore Z;-”:tf_k r; = Ap + By ve Z?;L,’f_k x; = A + Cj olur.

Dolayisiyla Ay, + By = a (Ag + Cy) esitligi saglanir. © € £, (Z) oldugu durumda her
n > 0 icin belirli bir ny € Z vardir 6yle ki |j| > n; i¢in |z;[” < n ve ayrica eger
T € ¢(Z) ise en az bir ny € Z vardir 6yle ki her |j| > no i¢in |z;| < n dir. Her
iki durumda da e > 0 verildiginde en az bir ny € Z vardir &yle ki her |n| > ng
i¢in |x,| < € dur. Eger k yeteri kadar biiyiik ise By, her birinin modiilii en fazla e
olan m — n terimden olusur. Eger € yeteri kadar kiiciik segilirse | Bg| nin keyfi kiigiik
olmasini saglayabiliriz. Buradan By — 0,k — oo ve benzer sekilde Cy — 0, £k — oo
bulunur. Bu nedenle A (1 — ) = aCy — By, — 0, k — oo dir. Eger x € H' alimirsa
Ak T, k — oo boylece a # 1 i¢in |Ag (1 — «)| T 0 dolayisiyla Ax = 0 dir. Bu durumda
x = 0 boylece HT = {0} ve bu nedenle H = {0} bulunur.

Q={(m,n):m>nvevVreH, x, =1x,}
Iddia ediyoruz ki bir (m,n) € @ vardir 6yle ki n 4+ 2 > m > n dir. Clinkii, agiktir ki

gibi m — n farklarmin bir en kiigiigii vardir. Bu en kiigiik farki (m, n) ile gosterelim
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ve (m,n) > 2 olsun. Bu durumda m —1 > n+ 1 dir. Her x € H i¢in (Tx),, = (Tx),,
oldugundan z,, 1 + ;11 = p_1 + T,1 dir. Lemma 4.1 den 1i¢ olast durum vardir.
Ik durum Tm-1 = Tmi1 = Tp_1 = Tpyq buradan (m —1,n+1) € @ oldugu gkar
bu da (m,n) nin secimiyle gelisir. Tkinci durumda Tma1l = Tpo1 V€ Typq1 = Tpol
buradan tekrar (m — 1,n + 1) € @ olur ve yine (m,n) nin se¢imiyle ¢eligir. En son
durumda z,,11 = Tp41 Ve Ty_1 = T, dir. Ayrica z,, = x, oldugundan Lemma 4.3

den H = {0} bulunur. Bu da H nin agikar olmamasiyla geligir.

Eger m — n minimal olacak sekilde bir (m,n) € @ ifti segilirse iki durum vardir.
Ik durumda m —n = 2 olsun. Buna gore ¢ = (m +n) /2 almarak z, 1 = 24
bulunur. Iddia ediyoruz ki her k& € N i¢in Lot = Tgrp dir. ¢ € Higin 1 < j < k
olmak tizere x,_; = x44; ifadesini goz ontine alalim k& = 1 icin ifadenin dogrulugu

agiktir. Eger £ € N i¢in bu ifadenin dogrulugu varsayilirsa Tx € H oldugundan

Tgk-1 1 Tgky1 = (Tw)q_k = (Tﬂf)q+k = Tgik—1 + Tgrk+1

Ve Tg_k+1 = Tg+k—1 oldugundan x, 1 = 244,41 bulunur. Bu da ifadenin £ + 1 icin
dogru oldugunu gosterir. Buna gore H C H, dir. Ikinci durumda m — n = 1 olsun.
Dolayisiyla x,,11 = x,,, ve m — n = 2 durumundaki benzer argiimanlarla her x € H
i¢in Ty, = Tpyq14% oldugu gosterilebilir. Buradan da H C H,, | 1 bulunur. Geriye
H nin elemanlan iizerinde bagka sinirlamalarin olmadigini géstermek kaliyor. Biitiin
siirlamalarin x,, = x,, formunda oldugunu biliyoruz. Ik olarak H g+ oldugu durum
ile ilgilenecegiz. Genelligi bozmaksizin n > ¢ + 1 alinirsa z, = 2,41 = z, formunda

sinirlamalara sahip oluruz. Tz € H olduguna gore
Tg1+ Tgy1 = (Tx)q = (Tz), = Tp-1 + Tns1

olur. Eger n > ¢ + 2 ise Lemma 4.1 de verilen durumlar goz ¢niine alinabilir. Eger
Tg1 = Tgp1 = Tp—1 = Tpt1 1S€ Ty = Tgp1 = Ty = Tpy Olacagindan Lemma 4.3 kul-
lanarak celigki elde ederiz. Eger 41 = 2,1 Ve Tg41 = 2p41 ise x, = 7, oldugundan
tekrar Lemma 4.3 i kullanarak celigki elde ederiz. Eger 41 = 541 Ve Tgqy1 = Tn1
ise , = x4 = x441 oldugundan z, = v, = z, = 2,1 bulunur ki yine Lemma 4.3
kullanarak geligki elde ederiz. Eger n = ¢ + 2 ise x € H i¢in x, = x441 = 442 elde
edilir ve tlimevarimla z in sabit vektor oldugu bulunur ki bu da z = 0 olmadikca

imkansizdir. Dolaywsiyla H = H, 1 elde edilir.

H C H, durumunda, her x € H i¢in x4_; = 441 = 2, oldugunu varsayalim. Yine

genelligi bozmaksizin n > ¢ + 1 oldugu varsayilabilir. Bu durumda (T'z),_, = (T'z),,
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oldugundan z,_ 9 + x4 = z,—1 + T4 olur. Lemma 4.1 kullanarak ii¢ duruma sahip
oluruz, (1) xy—0 = Ty = Tp_1 = Tpy1 Ve Ty = Ty oldugundan x, = x,_1 Ve Tgy1 = Tp
olur ve bu Lemma 4.3 ile ¢eligir. (2) z, = 2, ve ayrica 441 = z,, oldugundan tekrar
Lemma 4.3 ile celigiriz. (3) x, = 2,41 ve ayrica z,_1 = z,, oldugundan tekrar Lemma

4.3 ile celigiriz. Buradan H = H, oldugu goriiliir. O]

Tabiki X, {o (Z) veya ¢ (Z) alimirsa T, pozitif bir 6zvektore sahip olur. Clinkii her-
hangi bir sabit dizi, T’ nin ézvektoriidiir. Ote yandan ¢ (Z) da kapah degismez ideal
olur.

H, nun elemanlar1, g € Z iken

("'7 Lgt+2,Lg+1, Tq; Lg+1, Lg+2, )

Vet:q—%GZiken

(---7 Tt43, Lt+2, LTty Ti41, Tt42, th+3---)

seklindedir.

Bu degismez alt-6rgiilerin herhangi farkli iki tanesinin kesigimi {0} olur. Bu du-
rumda ornegin 7' nin Hy a kisitlaniginin agikar olmayan kapali degismez alt-orgiisii yok-

tur. Hy, ¢ yada ¢, ile 6zdeslestirilebilir ve T" operatorii

n—1 n+1
(lx)n —_{
t

211 n=>0

S sag oteleme (unilateral shift) operatorii olmak tizere T' operatorii neredeyse ¢ok
tanidik olan S'+.5* operatoriidiir. Jimdi, asikar olmayan kapali degigmez alt-orgiilerin

var olmayigina, kendini igeren bir ispat verecegiz.

Ornek 4.5. X=1/, (1 < p < 00) veya ¢y ve T de X tizerinde

'{x +z n >0
n—1 n+1

(T2), =1

21 n=>0

seklinde tamimlanmas bir operator olsun. Bu durumda X in asikar olmayan kapals

T-degismez alt-orgisu yoktur.
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Kamit. T bir pozitif 6zvektore sahip degildir. Gercekten her bir x € X icin kompleks
diizlemde agik birim disk tizerinde analitik olan bir f(z) = Y0, 2,2" fonksiyonu
tanimlanabilir. Bu durumda z e f(z) fonksiyonu karsihik geldiginde Tz e zf(z) +
(f(z) — f(0))/z fonksiyonu karsiik gelir. Eger Tx = Az ve z pozitif ise ||T]| = 2
oldugundan 0 < A < 2 dir. Bu durumda

2f(2) + (f(2) = f(0))/2z = Af(2)

elde edilir. Buna gore f(z) = sz&OZ)H dir. f(0) = 1 almarak (22 — Az +1)~! fonksi-

yonunun 0 noktasindaki Taylor acilimindaki katsayilar olusan dizi X in elemani ol-

mahdir. Eger A = 2 ise bu agihm (22 — 224+ 1)~ = Y22 ((n + 1)2" olur ve katsayilar
sinirli olmadigindan katsayilar olusan dizi X in elemani olamaz. Eger A < 2 ise 6,

cosf = % ve sinf = v/1 — cos? 0 geklinde tamimlansin ve w = cos @ + i sin 6 alinirsa

T i ( 1 1 )
22— Xz+1 2sinf\z—w z-—w

B 1 < w w )
C 2sinf \1—wz 1—wsz
/L' o0 [o¢]
Tsmd (wa”z” — w%w”z”)

n=0

i 00
— : Z (wn-i-l . wn+1) P
2sin6 =

o
~ 2sinf

<Cos((n+1)0) —isin((n—l—l)@))

Nk

— (cos((n+1)9) +isin((n+1)0)>}zn

—i . n
281n0;2281n<<n+1>6)2

boylece Taylor katsayilari, W - 0 oldugundan x ¢ X elde edilir. Bu da 7" nin

bir pozitif 6zvektore sahip olmadigini gosterir.

H, X in bir asikar olmayan kapall T-degismez alt-6rgiisii olsun. Ilk olarak her
x € H i¢in z,, = 0 olacak sekilde bir m saysmin var olmadigim gosterelim. Eger
m = 0 ise her z € H i¢in T(z)g = z1 = 0 oldugundan m > 0 oldugu farzedilebilir.
Eger boyle bir m sayisi var ise + € HT alinir ve T(2),, = X1 + Time1 = 0 oldugu
gozlemlenirse 2,1 = X, 1 = 0 olur. Bu da her x = 27 — 2~ € H i¢in gegerli

olacagindan tiimevarim ile negatif olmayan biitiin p tamsayilari i¢in x, = 0 bulunur.
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Dolayisiyla H = {0} elde edilir. Diger durumda H # X ise her z € H i¢in z,,, = ax,
olacak gekilde o > 0, m > n > 0 sayilar vardir. Eger x € H ve x, x1, ..., T, biliniyor

ise z bunlar ile tektiirlii olarak belirlenebilir. Yani,

P(p): "0 < picin x; y1 (k <p) x; (0 < j <m) lerin bir lineer kombinasyonu olarak

ifade edebiliriz.”

ifadesini goz 6niine alalim. Bu p = 0 igin dogrudur. P (p) dogru oldugunu varsayalim.
H, T-degismez oldugundan TP ="z € H, ve (T?P™""2),,, z; larm (k < p+ 1) bir
lineer kombinasyonu ve z,.; in katsayis1 1 dir. Benzer sekilde (77™'~™z),,, z; larmn
(k < p+1—m+n) bir lineer kombinasyonudur. Ayrica (T?*'~"z),, = o(T?*""z),,
oldugundan bu esitlikten x,41 i x) lar (k < p) cinsinden ifade edebiliriz ve dolayisiyla
Tpt1, T larm (0 < k < m) bir lineer kombinasyonudur. Yani, P (p + 1) ispatlanmig
olur. Buradan H nin sonlu boyutlu oldugunu elde ederiz. Dolayisiyla [1] in Teorem
8.11 i bize T" nin bir pozitif 6zvektore sahip oldugunu soyler ki bu da bizi geligkiye

goturir.

]

p = 2 oldugunda T operatorii kendine-eg oldugundan kesin olarak asikar olmayan

kapali degismez alt-uzaya sahiptir.

Eger X = ¢ veya (,, alinirsa ¢q asikar olmayan degismez kapali ideal olacagindan
bu 6rnek sonug vermez. M.G. Krein [1, Corollary 9.46] nin teoremi iddia ediyor ki
bir C(K) uzay1 lizerinde tammmlanmig herhangi bir pozitif 7' operatorii igin 7' nin
eslenigi bir pozitif 6zvektore sahiptir. Bundan hemen T nin agikar olmayan kapali
degismez alt-uzaya sahip oldugu bulunur, oda boyle bir 6zvektoriin cekirdegidir. Bu
nedenle C'(K) uzaylar tizerinde taniml pozitif operatorler agikar olmayan kapali alt-
orgiilere sahip oldugu bir sani olabilir. Fakat agagidaki 6rnekte bunun boyle olmadig:

gosterilmektedir.

Ornek 4.6. X=c ve T de X iizerinde

" Tp1 +Tpe1+2x9 n>0
(Tz), = 1 +1 0

k$1+$0 n=>0
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seklinde tanimlanmas bir operator olsun. Bu durumda X in asikar olmayan kapaly T

degismez alt-orgist yoktur.

Kanit. T bir pozitif 6zvektore sahip degildir. Gercekten bir onceki ornekte oldugu
gibi her bir x € X icin kompleks diizlemde acik birim disk iizerinde analitik olan
bir f(z) = Y02 x,2" fonksiyonu tanimlanabilir. Bu durumda x e f(z) fonksiyonu
kargilik geldiginde Tz e zf(2) + (f(z) — f(0))/z + f(0)/ (1 — z) fonksiyonu karsilik
gelir. Eger x € X, T nin bir pozitif 6zvektorii ise To = Az olacak sekilde bir A > 0

sayis1 vardir. Buradan

2f(2) + (f(2) = f(0))/z+ f(0)/ (1 — 2) = Af(2)
esitligi saglanmahdir. Buna gore f(z) = % bulunur. Eger A > 2 ise
| (A= VA2 —4) /2| < 1 oldugundan f, (A—+/A? —4) /2 de bir kutup noktasmna

sahiptir. Bu da f in acik birim disk tizerinde analitik olmasiyla celigir.

Simdi A < 2 durumu géz 6niine alalim. xo = f(0) # 0 olmahdir. Aksi durumda
f=0dur. Te = A\x den (Tx), = 1 + 29 = Az olur. Buna gore z; = (A — 1)z
bulunur. (Tx), = @2 + 2x9 = MAx1 = A(A—1)xzg den 25 = (\> =X —2) o bu-
lunur. (Tx), = 23+ 21 + 29 = 23 + Ao = Avg = A(A\? — X\ — 2) 2y buradan z3 =
A (A% — X\ — 3) zg bulunur. A < 2 oldugundan (A\* — X — 3) < 0 elde edilir. Yani, z3 < 0
bulunur ki bu da # > 0 ile geligir. Bu nedenle 7" bir pozitif 6zvektore sahip degildir.

H, X in kapali T-degismez bir alt-orgiisii olsun. Ilk olarak her z € H icin x,, =
0 olacak sekilde bir m sayisinin var olmadigini gosterelim. Boyle bir m sayisinin
oldugunu varsayalim. Eger m > 1 ise herhangi bir x € HT i¢gin T(x),, = xpm_1 +
Tma1 + o = 0 oldugundan z,, | = 2,01 = ¢ = 0 bulunur ve dolayisiyla x,, 1 =
Tma1 = To = 0 egitligi her x € H igin de gegerlidir. Tiimevarim ile negatif olmayan
her p tamsayisi icin x, = 0 elde edilir. Eger m = 1 ise T'(x); = 2z + x3 den benzer
bir yol ile her x € H i¢in x5 = x¢ = 0 bulunur. Boylece m > 1 durumunu elde ederiz.
Son olarak m = 0 ise T'(z)g = xo+ 1 den her z € H i¢in 21 = 0 bulunur ve tekrar bir
onceki durum elde edilir. Bunlara gore boyle bir m sayis1 yoktur. Ayrica her x € H
icin lim,, .o, z, = 0 da olamaz. Ciinkii her x € H i¢in lim,,_,, z, = 0 olsaydi her
x € H igin

0= lim (Tz), = lim (2p—1 + Tnt1 + Zo) = Tg

bulunur. Buna gore her x € H i¢in zy = 0 elde edilirdi ki bununda olmayacagi

yukarida gosterilmistir.
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H, X in agikar olmayan kapali T-degismez bir alt-6rgiisii olsun. Buna gore Sonug
2.18 den her x € H i¢in z,, = ax, olacak sekilde o > 0, m, n veya x,, = alim, . x,
olacak gekilde v > 0, m vardir. Bu durumlarin ilkin de bir 6nceki 6rnekte oldugu
gibi H nin sonlu boyutlu oldugu elde edilir ki bu da bizi celigkiye gotiiriir. Ikinci
durumda, eger her x € H icin z, = #lim,_. z, olacak sekilde 3 > 0, p # m sayilar1
var ise z,, = («a/f)z, olur ki bu da birinci durumdan dolay1 imkansizdir. Bu da
boyle bir sinirlamanin bir tane olabilecegi soyler, yani; x,, = alim,, ., &, sinirlamasi

H tlizerinde mumkin olan tek smirlamadir.

Eger m = 0 ise by = by = a ve n > 2 igin b, = 1 seklinde bir b = (b,) dizi
tanimlansin bu durumda b € H olur. Buna gore lim,, ., (Tz), = 24+a ve (Tz), = 2a
dan 2o = a (a + 2) olur. Buradan o = 0 bulunur. Eger m > 0 ise a,, = o, n > m +2
i¢in a, = 1 ve geriye kalan n ler i¢in a,, = 0 geklinde bir a = (a,,) dizi tanimlansin
bu durumda a € H olur. Buna gére lim, .o (Tx), = 2 ve (T'z),, = 0 dan 2a = 0
olur. Buradan yine o = 0 bulunur. Her iki durumda da o > 0 ile geligiriz. Buna gore
X in agikar olmayan herhangi bir alt-orgiisii iizerinde saglanacak biitiin sinirlamalar
elendi. Buradan X in agikar olmayan kapali T-degismez bir alt-orgiisiiniin olmadigi

bulunur. O
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BOLUM 5

SONUCLAR

Ornek 5.1. X = 0, (1 <p<oo)veya cy ve T de X dizerinde, « > 1 olmak tizere

Yax,_1 + x, n>0
(Tl’)n _ { 1 +1

€l n=20

seklinde tanimlanmas bir operator olsun. Bu durumda X in asikar olmayan kapals T

degismez alt-orgisi yoktur.

Kamit. Ornek 4.5 den dolay1 o > 1 varsayabiliriz. T bir pozitif 6zvektore sahip
degildir. Gergekten her bir x € X icin kompleks diizlemde acik birim disk iizerinde
analitik olan bir f(z) = Y02, x,2" fonksiyonu tammlanabilir. Bu durumda x e f(2)
fonksiyonu kargilik geldiginde Tz e azf(z)+ (f(2) — f(0))/z fonksiyonu kargilik gelir.
Eger Tx = Az ve x porzitif ise |T|| = 1 + « oldugundan 0 < A < 1+ « dir. Bu

durumda
azf(z) + (f(2) = £(0)) /2 = Af(2)
elde edilir. Buna gore f(z) = azQJ:(g)z+1 dir. f(0) = « alwsa f(z) = m olur.

0 <A< 1l+aicinz?— %z—ki = 0 denkleminin koklerinden en az bir tanesi acik birim
diskte oldugundan f(z) fonksiyonun kutup noktasi vardir. Bu da f(z) fonksiyonun
acik birim disk iizerinde analitik olmasiyla gelisir. Dolayisiyla T operatorii bir pozitif

ozvektore sahip degildir.

H, X in bir agikar olmayan kapali T-degismez alt-orgiisii olsun. Bu durumda

Ornek 4.5 de oldugu gibi H nin sonlu boyutlu oldugu goriiliir. Dolayisiyla [1] in
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Teorem 8.11 den T nin bir pozitif 6zvektore sahip oldugu elde edilir. Bu da 7" nin

pozitif 6zvektore sahip olmamasiyla geligir. [

Ornek 5.2. X = l, (1 <p<oo)veya cy ve T de X dizerinde, a« > 1 olmak tizere

' rn_1 + Xy, n >0
(Tﬂ?)n _ { 1 +1

L1 n=20

seklinde tanimlanmas bir operator olsun. Bu durumda T bir pozitif 6zvektore sahiptir.

Dolaypswyla X in asikar olmayan kapaly T-degismez alt-orguisi vardar.

Kanat. 2/, T nin bir 6zdegeridir ve buna kargiik gelen pozitif dzvektorde x =
( "&) dir. Gergekten n = 0 igin (Tz), = ax, = a% = % ve 2/axy = 2\/at =

a 2

% oldugundan (T'z), = 2y/ax, bulunur. n > 0 i¢in

n n 4+ 2 n n -+ 2 2n + 2
(Tx), = Tp_1 + Qpyy = 2 +aanT+3 = L + s = =

ve
n+1 2n+2
2\/5%:2\/&&%2 = —0

o 2

buradan her n saywsi icin (Tz), = 2y/ax, oldugundan Tz = 2/az bulunur. Yani
2\/a, T nin bir 6zdegeri ve buna kargilik gelen pozitif 6zvektorde = dir. Dolayisiyla

span{z}, X in agikar olmayan kapah T-degismez alt-Orgiisiidiir. O

Ornek 5.3. X=c ve T de X uzerinde, o > 1 olmak tzere

(Tz), = tar, 1+ Tpi1+29 n>0

Ll’l-l-lb"o n=20

seklinde tanimlanmas bir operator olsun. Bu durumda X in asikar olmayan kapals T

degismez alt-orgist yoktur.

Kanit. Ornek 4.6 dan dolayr o > 1 kabul edebiliriz. T bir pozitif ézvektore sahip
degildir. Gercekten Ornek 4.5 da oldugu gibi her bir z € X icin kompleks diizlemde
acik birim disk iizerinde analitik olan bir f (z) = Y.7° , x,2" fonksiyonu tanimlanabilir.
Bu durumda z e f(z) fonksiyonu karsilik geldiginde Tx e azf(2) + (f(2) — f(0))/z +

31



f(0)/ (1 — z) fonksiyonu kargilik gelir. Eger € X, T nin bir pozitif 6zvektorii ise
T'x = Ax olacak gekilde bir A > 0 sayis1 vardir. Dolayisiyla

azf(z) + (f(2) = £(0))/z+ f(0)/ (1 = 2) = Af(2)

olmahdir. Buradan f(z) = % bulunur. Eger A > 2\/a ise A=Y —1 VQ’\O?"‘O‘ <1

elde edilir. Ayrica A < 2\/a ise A\? — 4a < 0 olacagindan

A2 + 4o — N2 1

2 Va

bulunur. Buradan negatif olmayan her X reel sayisi i¢in f(z) in bir kutup noktasia

A+ VA2 —4da
2a

sahip oldugu bulunur. Bu da f(z) in analitik olmasiyla geligiriz. Dolayisiyla T bir
pozitif 6zvektore sahip degildir.

H, X in agikar olmayan kapali T-degismez bir alt-orgiisii olsun. Bu durumda
Ornek 4.6 de oldugu gibi her x € H igin x,, = 0 olacak sekilde bir m sayis1 ve
lim,, o x, = 0 olmadig kolayca gortiliir. Dolayisiyla Sonug 2.18 den her x € H igin
Tm = PBx, olacak sekilde B > 0, m, n veya x,, = #lim,,_,, z, olacak sekilde 3 > 0, m
sayilar1 vardir. Bu smirlamalarim ilki saglanir ise Ornek 4.5 den H nin sonlu boyutlu
oldugu ve dolayisiyla T' nin bir pozitif 6zvektore sahip oldugu bulunur. Buradan
bir celigki elde ederiz. Ik smirlamanin saglanmayip ikinci siirlamanin saglanmasi
durumunda, m = 0 ise ap = a; = # ve n > 2 i¢in a,, = 1 seklinde bir a = (a,,) dizisi
ve m > 0ise b, =3, n>m+ 2igin b, = 1 ve geriye kalan n ler i¢in b,, = 0 seklinde
bir b = (b,) dizi tanimlanirsa 5 < 0 bulunur. Buradan > 0 ile geligir. Buradan X

in agikar olmayan kapali T-degismez bir alt-orgiistiniin olmadigi bulunur. O]
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