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BorLuwMm 1
GIRIS

Diizlemde harmonik yalinkat fonksiyonlar teorisinin gelisiminde matematigin iki
dali 6nemli rol oynar. Bunlardan ilki diferansiyel geometridir. 1920’lerin baglarinda
diferansiyel geometriciler minimal yiizey teorisinde harmonik yalinkat fonksiyon-
lar ile ¢aligtilar. Daha sonra kompleks analizciler analitik yalinkat fonksiyonlarin
bir genellegtirilmesi olarak, harmonik yalinkat fonksiyonlarin 6zel bir durumu
olan, yon-koruyan harmonik fonksiyonlar teorisini incelemeye bagladilar. Burada
temel problem analitik yalinkat fonksiyonlar ile yon-koruyan harmonik fonksi-
yonlar arasindaki iligkiyi ortaya koymaktir. James Clunie ve Terry Sheil-Small,
1984 yilinda teorinin bu problemine yanit olabilecek caligmalarini yayinladilar
([12]). Makalelerinde analitik yalinkat fonksiyonlar i¢in iyi bilinen genigleme, dis-
torsiyon, ortiiliig teoremleri ve katsay1 esitsizlikleri gibi problemlerin yon-koruyan
harmonik fonksiyonlar teorisindeki analoglarini ortaya koydular. Bununla be-
raber verilen sonuglarin hicbiri kesin degildi ve pek ¢ogu giintimiizde dahi kesinlik
kazanmamigtir. Teorideki bir diger beklenti olan Riemann Goénderim Teoremi’nin
yon-koruyan harmonik fonksiyonlar i¢in analogunu ortaya koyma problemi 1986
yilinda Hengartner ve Schober tarafindan ¢oziime kavugturulmugtur ([19]). Bu
caligmalar1 takiben teori popiiler bir saha haline gelmistir ve tizerinde pek ¢ok
aragtirma yapilmaktadir.

Bu tezde, analitik kismi analitik yalinkat fonksiyonlarmn bir alt simmifina ait
olan normalize edilmig yon-koruyan harmonik fonksiyonlar sinifi tanimlanmig ve
bu sinifa ait baz egitsizlikler verilmistir.

Caligmanin ikinci boltimiinde kisaca analitik yalinkat fonksiyonlar iizerinde



durulmustur. Normalize edilmis analitik yalinkat fonksiyonlar sinifi tanimlanmis
ve teorinin geligiminde onemli rol oynayan Bieberbach Sanisi ozellikle vurgula-
narak bu cgaligmada kullanilan pozitif reel kisma sahip ve yildizil fonksiyonlar
sinifi anlatilmigtir.

Uciineii boliimde harmonik fonksiyonlarin baz temel tanim ve dzellikleri veril-
mis, daha sonra harmonik yalinkat fonksiyonlar, normalize edilmig yon-koruyan
harmonik fonksiyonlar tanimlanmig ve kisaca teorideki acik problemlere vurgu
yapilarak teorinin gelisimi kronolojik olarak ortaya konmustur.

Dordiincii boliimde ise tanimlanan sinifa ait temel teoremler elde edilmigtir.
Ayrica normalize edilmis yon-koruyan harmonik fonksiyonlara ait yeni bir katsay1

esitsizligi de ispatlanmigtir.



BoLuwm 2

YALINKAT FONKSIYONLAR

En basit anlamda geometrik fonksiyonlar teorisinin aragtirma konusu kompleks
degerli fonksiyonlarin resim bolgelerine bakarak bu fonksiyonlarin analitik 6zel-
liklerini incelemektir. Yalinkat fonksiyonlar, geometrik fonksiyonlar teorisinin en
onemli ve ilgi ¢eken konularindan birisidir. 1907 yilinda Koebe tarafindan yayin-
lanan Riemann Gonderim Teoremi’nin genellestirilmesi ile birlikte pek ¢cok onemli
neticeler igeren makale ([21]), 1914 yilinda Gronwall'm alan teoremi ispati ([18]),
1916 yilinda Bieberbach’in oraya koydugu normalize edilmig yalinkat fonksiyon-
larin katsayilari igin sam ([8]) ve bu saninin sonuglar: teorinin ¢ikig noktalarimi

olugturur.

2.1 Temel Tanim ve Teoremler

C kompleks diizleminde agik baglantili bir ctimleye bolge denir. Bir bolgenin
tiumleyeni baglantili ise kendisi basit baglantils olarak isimlendirilir. Bir dogru
parcasinin siirekli goriintiisiine kompleks diizlemde bir yay denir. Kendi ken-
dini kesmeyen bir yaya Jordan yay: adi verilir. Kapali egri, bir cemberin siirekli
goruntisudiir. Basit baglantilv egri ya da Jordan egrisi kendi kendini kesmeyen
kapali bir egridir. Jordan egrisinin i¢i Jordan bolgesi olarak isimlendirilir. Bu
calismada basit baglantili bolgeleri temsil i¢in D ve D’nin indekslenmig notasyon-
lar1 kullanilmigtir. Bir £ C C ciimlesinin komsulugu E’yi igeren bir agik ctimledir.
|z| < 1 esitsizligini gergekleyen z € C noktalarimin climlesi (agik) birim disk olarak

isimlendirilir ve bu 6zel basit baglantili ctimle U notasyonu ile gosterilmigtir.



Bir f fonksiyonunun 2, € C noktasinda diferansiyellenebilmesi demek, zq

noktasinda
f/(ZO) — im f(Z) B f(ZO)

25z 2 — 2
limitinin var olmasi anlamina gelir. Bir D bolgesinde tanimlh f fonksiyonu, D’nin
her noktasinda diferansiyellenebilir ise wverilen bdlgede analitiktir (regiiler veya
holomorfik) denir. Eger f(z), zo'in bir komgulugu i¢indeki her noktada diferan-
siyellenebilir ise, bu, f, zo noktasinda analitiktir olarak ifade edilir. Bu durumda

f’nin zy noktasinda her mertebeden tiirevi vardir ve

oo

F(2) =) anlz = 20)",  an=f"(z0)/n!

n=0
seklinde bir Taylor acilimina sahiptir.
w = f(z) = u(z,y) + w(z,y) (¢ = = + iy) kompleks fonksiyonu geometrik
olarak z-diizlemindeki bir bolgeyi w-diizlemindeki bir bolgeye resmeden bir do-

niigiim olarak da disiiniilebilir. Eger f analitik ise
Uy = Vy, Uy = —Vy

olarak ifade edilen Cauchy-Riemann denklemlerini saglar. Bu ayni zamanda yeter
sarttir.

f = u + v fonksiyonunun Jakobiyeni

Uy Vg
Ji(z) = = Uy Uy — UyUy
Uy Uy

olarak tanimlanir. D bolgesinde analitik f fonksiyonu i¢in Cauchy-Riemann denk-

lemlerinin bir sonucu olarak

Ji(2) = ugvy —uyv, = ui + %2; = |uy + wy|2 = |f/(Z)’2

esitligi her zaman dogrudur.

f(2) fonksiyonu D bélgesinde tanmiml ve analitik olsun. Her z1, 2, € D i¢in
21 # z9 iken f(z1) # f(z2) injektiflik kogulu saglaniyorsa f fonksiyonuna D
bolgesinde yalinkat (univalent veya schlicht) denir.

Bir f fonksiyonunun zy € D noktasinda yerel yalinkat (locally univalent)

olmasi bu noktanin bir komgulugunda yalinkat oldugu anlamina gelir.
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Analitik fonksiyonlarin yerel yalinkathg ile ilgili asagidaki gerek ve yeter sart

verilmigtir.

Teorem 2.1.1. ([2], s. 131) Analitik bir f(z) fonksiyonunun zy noktasinda yerel

yalinkat olmasu icin gerek ve yeter sart f'(z0) # 0 esitsizliginin saglanmasidar.

Bir bolgede yerel yalinkat olan analitik fonksiyonlar, verilen bolgede yalinkat
olmak zorunda degildir. Ornegin f(z) = 22 fonksiyonu D = {z : 1 < |z| <
2,0 < arg z < 3m/2} bolgesinde yerel yalinkat oldugu halde, bu bélgede yalinkat
degildir. Gergekten, f(z) = 2z? fonksiyonu D’de analitiktir ve her z, € D igin

f'(z0) # 0 saglandigindan yerel yalinkattir. Fakat

3 .3 3 .3 9
(5 +iav) =7 (55~ 5v8) =
oldugundan verilen bolgede f(z) yalinkat degildir.

f fonksiyonu z, noktasinda analitik ve f’(z9) # 0 olsun. zy noktasindan gegen
ve tiirevi olan (diizgiin) bir C' egrisinin w = f(z) doniigimii altinda y6niiniin
degigimini inceleyelim. C' egrisinin parametrik gosterilimi, a <t < b olmak tizere,
z(t) = x(t) + dy(t) ise, gorlintiisii olan C” egrisinin ¢ parametresine bagh olarak

gosterilimi w(t) = f(z(t)) seklindedir.

Sekil 2.1: f doniigiimii altinda C' egrisinin resmi

z(t) egrisi diizgiin oldugundan




yazilabilir. zy = z(ty) noktasinda z'(ty) # 0 ise f'(zy) # 0 oldugundan w’'(ty) #

0’dir ve ayn1 zamanda

argw'(tg) — arg 2'(to) = arg f'(2(to))

esitligi saglanir. Burada 2'(tg) = 2'(to) + iy(to) olup arg2'(ty), 2o noktasindaki
tegetin z-ekseni ile yaptig1 Sekil 2.1’de gosterilen 6, acisidir. Eger arg w'(ty) = ¢o
dersek Gy = arg f'(z(to)) = 0o — ¢o yazabiliriz ki bunun anlami, Gy'in yalniz z5’a
tabi olup zp’dan gegen C' egrisine bagl olmadigidir.

Yine 2o noktasinda analitik ve f'(zg) # 0 kogulunu saglayan f fonksiyonu goz
oniine alinsin. C; ve Oy diizglin egrilerinin bir 2y noktasindan gectigi farz edilsin.
0, ve 0y acilar, sirasiyla, C ve Cy egrilerine zy noktasindan cizilen tegetlerin
egim acilar olsun. Yukaridaki gibi hareket edersek, ¢, = Go+ 01 ve ¢pg = Go+ 6,
agilarl, Cy ve Cy egrilerinin w = f(z) dontgiimii altindaki goriintiileri olan Cf
ve C} egrilerine wy = f(zp) noktasindan ¢izilen tegetlerin egim agilar olarak

bulunur. Buradan ¢, — ¢1 = 6, — 61 = « elde edilir.

Sekil 2.2: f doniigiimii altinda C ve Cy egrilerinin resimleri

Dolaysiyla C ve Cy egrileri arasindaki aginin biiyiikliigi ve yoni, C] ve C}
goriintii egrileri arasindaki agimin bityiikliigii ve yonii ile aymidir. Yani, w = f(z)
doniigimi zo’dan gegen iki diizgiin egri arasindaki agiyr ve yoniinii muhafaza
eder.

Bir doniigtim, belli bir noktadan gecen iki diizgiin egri arasindaki a¢inin bii-

yiikliiglinii ve yoniinii koruyorsa bu dontisiime verilen noktada konformdur denir.



Eger f doniisimii D bolgesindeki biittiin noktalarda konform ise f, D bolgesinde

konform olarak adlandirilir.

Teorem 2.1.2. ([2/], s. 1/9) Eger f fonksiyonu analitik oldugu her z noktasinda

f'(2) # 0 kogulunu saglarsa w = f(z) dénisimi konformdur.

Yukarida anlatilan aci-koruma o6zelliginden dolay1 yalinkat fonksiyonlar kon-

form fonksiyonlar olarak da isimlendirilir.

Teorem 2.1.3. ([13], s. 152) zy noktasinda w = f(z) fonksiyonu analitik ol-
sun ve f'(z9) # 0 egitsizligi saglansin. Buna gore wy = f(z9) noktasinin bir
komsulugunda analitik z = g(w) ters fonksiyonu vardur. Ayrica, g'(wo) = 1/ f"(20)

saglanar.

z-dlizlemindeki Dy ; C bolgesini, w-diizlemindeki Dy bolgesi tizerine resme-
den f fonksiyonunun varhgi 1851 yilinda G. Bernard Riemann tarafindan, doktora
tezinde, ortaya atilmistir (2], s. 30). Riemann Génderim Teoremi olarak bilinen
bu teorem Geometrik Fonksiyonlar Teorisi'nin dogmasina neden olmakla birlikte,
1907 yilinda P. Koebe ([21]) tarafindan konform fonksiyonlara genisletilerek ve-
rilen hali daha kullanighdir. Enteresandir ki Koebe, Riemann Gonderim Teo-
remi’'nin genisletilmig hali diyebilecegimiz versiyonunu verene kadar teoremin ori-
jinal hali, kimi arastirmacilara gore kullanigh bulunmadigindan kimi aragtirma-
cilara gore de 6nemi tam olarak anlasilmadigindan teoride pek uygulama bula-

mamistir.

Teorem 2.1.4. (/21]) Basit baglantih her D G C bélgesi konform olarak birim
disk tzerine resmedilebilir. Ayrica, zg € D olmak tzere, f(zy) = 0 ve f'(z9) > 0
kosullarini saglayan ve D ’yi birim disk U tzerine resmeden tek tirlu belirli bir

konform fonksiyon vardar.

2.2 Normalize Edilmis Yalinkat Fonksiyonlar

Teorem 2.1.3 bize bir konform fonksiyonun ters gortintiisiiniin yine konform oldu-
gunu soyler. Dolayisiyla Teorem 2.1.4’den herhangi iki basit baglantili bolgenin

konform olarak esdeger, yani kompleks diizlem i¢inde kalan herhangi iki basit
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baglantili bolgenin birbirleri tizerine konform olarak resmedilebilecegi sonucunu
gikarabiliriz. Dolayisiyla Dy & C, Dy & C herhangi iki basit baglantili bélge ve
z € Dy, w € Dyise f(z) = w ve f'(z) > 0 kogullarini saglayan tek tiirlii belirli bir
f : Dy — Dy konform doniigiim vardir. Buna gore yalinkat fonksiyonlar teorisinde
herhangi basit baglantili bolgeler yerine birim disk goz oniine alinir.

U agik birim diskinde analitik ve yalinkat, h(0) = A'(0) — 1 = 0 seklinde nor-
malize edilmig f fonksiyonlarinin ciimlesini S ile gosterelim. Normalizasyondan

otiri h € § fonksiyonu
h(z)=z+ Zanz” (z € U) (2.1)
n=2

seklinde bir Taylor acilimina sahiptir.

S siifina ait bazi fonksiyon ornekleri agagidaki gibidir:
(i) w = h(z) = 2z, birim fonksiyon;

(i) w=nh(z) =2(1—2)"t=z24+22+2"+---, Uyu Re w > —1/2 bolgesi

tizerine resmeder;

(i) w=h(z) =2(1—2*)"t =242+ 2"+ -+, Uyu tiim kompleks diizlemden
(—o0, —1/2] ve [1/2,00) yari-dogrularinin ¢ikarilmasi ile elde edilen bolge

lizerine resmeder;

(iv) logz = log |z|+i arg z seklinde tanimlanan log z fonksiyonu, arg z'nin sonsuz
sayida degeri olmasi nedeniyle, diger bir degisle iki degeri arasindaki fark
27mi’nin bir kat1 oldugundan, cok-degerli bir fonksiyondur. Dolayisiyla her
bir z’ye log z'nin sonsuz sayida degerleri tekabiil eder. arg z'nin verilen bir
degerine karsilik gelen log 2’ye logaritmanin bir dal1 denir. arg z’nin —7 <
arg z < 7 araligina tekabiil eden dalina log z'nin esas degeri adi verilir.
Buna gore log z fonksiyonu her biri tek degerli sonsuz sayida dala sahiptir.
Dolayisiyla log z fonksiyonu secilen sabit bir dal tizerinde tek-degerli olur.
Bu kosul altinda w = h(z) = $log[(1+2)/(1 - z)], fonksiyonu Uyu — /4 <

Imw < 7/4 bolgesi iizerine resmeder;

2% = 1[1 — (1 = 2)?], Uyu bir kardioidin icine resmeder.



Yalinkat iki fonksiyonun toplami yalinkat olmak zorunda olmadigindan &

smifina ait iki fonksiyonun toplami S’de olmayabilir. Ornegin,

z z
hi(z) = ve hy(z) = iz

fonksiyonlar1 § sinifina ait olmakla beraber

a(e) = ﬁ () = 3 = Mz + () = (12—_5521_3;2

(1+1iz)

toplam fonksiyonu z = * noktasinda h}(z) + hy(z) = 0 degerini alir. Fakat S

sinifinin sagladig1 ozellikler pek ¢ok dontisiim altinda korunur. Bu temel donii-

siimlerden bazilar1 asagidaki sekilde siralanabilir:
(i) Eslenik alma: h € S ve g(z) = h(2) = 2 + ag2* + a3z + - - - ise, g € S'dir.
(ii) Déndiirme: h € S ve g(z) = e h(e™"2) ise, g € S’dir.
(iii) Dilatasyon: h € S ve 0 < r < 1 olmak tizere g(z) = r~'h(rz) ise g € S’dir.

(iv) Disk otomorfizmasi. h € S ve |a| < 1 olmak {izere

h(22) — h(a)

14+az

) = P

ise, g € S'dir.

(v) Deger bélgesi doniisimii: h € S ve 1 fonksiyonu h'nin goriintii bolgesin-
de analitik, yalinkat, ¢)(0) = 0 ve ¢’(0) = 1 kogullarim gergekleyen bir
fonksiyon ise, ¥ o h € S’dir.

(vi) Alinmamus deger dontgimi: h € S ve h(z) # w ise g = wh/(w—h) € S’dir.
(vil) Karekdk doniisimi: h € S ve g(z) = \/h(2?) ise, g € S'dir.

U’da analitik, her z € U igin ¢(0) = 0 ve |¢(2)| < 1 dzelliklerini saglayan ¢(z)
fonksiyonlarinin ciimlesini €2 ile gosterelim. €2 sinifina ait ¢ fonksiyonlar1 Schwarz
fonksiyonu olarak adlandirilir.

Schwarz fonksiyonlar: sabordinasyon prensibinin temel elemanlaridir. Sabor-

dinasyon prensibi agagidaki sekilde tanimlanir:



f(2) ve g(z) agik birim diskte analitik iki fonksiyon ve ¢(z) € €2 olsun. Her z €
U igin f(z) = g(¢(2)) esitligi gercekleniyor ise f(z) fonksiyonu g(z) fonksiyonuna
sabordinedir denir ve f < g ile gosterilir. Eger g, U’da yalinkat ise f < g olmasi

icin gerek ve yeter sart f(0) = g(0) ve f(U) C g(U) ifadelerinin saglanmasidir.

Sekil 2.3: f < g, f fonksiyonunun g ile sabordinasyonu

Bir esitsizlikte, esitligi veren fonksiyona ekstremal fonksiyon adi verilir. Aslinda
maksimum modiil teoreminin basit fakat énemli bir sonucu olan ve geometrik
fonksiyonlar teorisinde, basit baglantili bolgeler i¢in ekstremal fonksiyon prob-

lemlerinin ¢oztimiinde kullanilan Schwarz Lemmasi su sekilde ifade edilir:

Lemma 2.2.1. (/2], 135) ¢(z) € Q olsun. Bu durumda, her z € U i¢in |¢p(z)| <
|z| ve |¢'(0)] <1 egitsizlikleri gecerlidir. Esitlik hali, |c| = 1 olmak izere, ¢(z) =

cz fonksiyonlar: i¢in gegerlidir.

Yalinkat fonksiyonlar teorisindeki temel argiimanlardan birisi de, sirasi ile,
fonksiyonlarin ve tiirevlerinin modiillerin alt ve iist sinirlarinin belirlendigi genis-

leme (growth), distorsiyon (distortion) ve ortiiliig teoremleridir.

Teorem 2.2.2. ([14], s. 31-33) h(z) € S ise her |z| =r < 1 i¢in

{ I?‘)Q < |h(2)] < a _TT)Q (Genigleme Teoremi)
l—r / 1+7r . . )
TESE < |P'(2)] < TESE (Distorsiyon Teoremi)

ve

h(U) D D(0,1/4) (Ortiiliis Teorem:)

ifadeleri saglanwyr. Burada D(0,1/4), orijin merkezli ve 1/4 yaricaply diski goster-

mektedir.

10



S smifina ait en 6nemli fonksiyonlardan biri Koebe fonksiyonu olarak ad-

landirilan
k(z)=z2/(1—2)* =2+ an” (2.2)
n=2
fonksiyonudur. Koebe fonksiyonunun rotasyon fonksiyonu

z

ko(z) = A=z

(z € D)

olarak tanimlanir ve her 6 € R i¢in ky(z) € S’dir.

Koebe fonksiyonu ve rotasyonlari pek cok esgitsizlikte ekstremal fonksiyon
roliinii oynar. Ornegin Teorem 2.2.2’deki esitsizliklerde esit hali, A'nin (2.2) ifadesi
ile verilen Koebe fonksiyonunun uygun bir rotasyonu olmasi durumunda elde
edilir.

Koebe fonksiyonu U’yu tiim kompleks diizlemden (—oo, —1/4] yari-dogrusunun

¢ikarilmasi ile elde edilen bolge iizerine resmeder. Bu olgu

1/1+2\% 1
’“<Z>—z(1_z) T3

yazilmi ve w = (1 + 2)/(1 — z) fonksiyonunun U’yu konform olarak Re w > 0

sag-yar1 diizlemine resmetmesinden goriilebilir (Sekil 2.4).

Sekil 2.4: U birim diskinin Koebe fonksiyonu altinda resmi

1907 yilinin baglarinda Koebe ([21]) agagidaki sonucu ortaya koymustur.

Teorem 2.2.3. (,.sh(U) D {w: |w| < ¢} kosulunu saglayan bir pozitif c sabiti

vardar.

Bu teorem Bieberbachmn ([8]) ¢ = 1/4 oldugunu buldugu 1916 yilina kadar
pek uygulama bulamamigtir. ¢ = 1/4 olmasimin anlami, birim diskin h € §
fonksiyonu altindaki goriintiisiintin |w| < 1/4 agk diskini orttiigiidir. Ayrica k,
(2.2) ifadesi ile verilen Koebe fonksiyonu olmak {izere k(U) iginde kalan en biiyiik

diskin yarigapr 1/4’tiir. Ayn1 makalede Bieberbach agagidaki saniy1 vermistir.
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Sami 2.2.4. ([8]) h € S ise her n > 2 i¢in |a,| < n gegerlidir. Her n > 2
icin |a,| = n olmase hali h'nin (2.2) ifadesi ile verilen Koebe fonksiyonunun bir

rotasyonu olmast durumunda elde edilir.

Aslinda Bieberbach makalesinde |ay] < 2 oldugunu ispatlamig ve bu sonu-
cun yukaridaki gekilde genellestirilebilecegini dipnotta oneri olarak “Dass k, > n

Y

zeigt das Beispiel > nz". Vielleicht ist iberhaupt k,, = n.” sozleri ile belirtmistir.
Bundan birkag yil sonra Loewner ([23]) bu tip fonksiyonlarin parametrik gosteril-
imlerini geligtirmis ve bu yolla |as| < 3 oldugunu ispatlamigtir. Dordiincii katsay1
i¢in egitsizlik 1955 yilina kadar bulunamamistir. Garabedian ve Schiffer ([16]) bir
varyasyonel metot kullanarak sonunda |as| < 4 oldugunu ispatlamay1 bagarmig-
lardir. Fakat ispat teknikleri oldukca uzun ve zordur. Bes yil sonra, 1960 yilinda
Charzynski ve Schiffer ([10], [11]) bu katsay1 i¢in birbiri ile baglantil iki basit is-
pat vermiglerdir. 1968 yilinda Pederson ([26]) ve Ozawa ([25]) |ag| < 6 oldugunu
ispatlamiglardir.

Koebe fonksiyonunun yalinkat fonksiyonlar teorisindeki ekstremal 6zelliginden
oturid, (2.2) aghmindaki katsayilara bakilarak |a,| < n oldugunu tahmin et-
mek zor degildir. Aslinda, Bieberbach Sanisi ile beraber S sinifina ait fonksiyon-
larin katsay1 problemi iizerine alti tane onemli sami1 verilmistir ve bu sanilarin
tamami birbirleri ile baglantihidir. Bieberbach Sanisinin dogrulugu, 79 yil sonra,
1985 yilinda Luis de Branges tarafindan ispatlanmigtir ([7]). Bu saniy1 kanitlama
cabalar1 S’nin pek cok alt sinifini tanimlama geregini dogurmusgtur. Bu siniflardan
bizim ¢aligmamiz kapsaminda olani, yildizil fonksiyonlarin genellegtirilmis hali,

Janowski yildizil fonksiyonlar sinifidir.

2.2.1 Pozitif Reel Kisma Sahip Fonksiyonlar Sinifi

Uda analitik P(z) = 1+ Pz + P»2*> + - -+ fonksiyonu ReP(z) > 0 kogulunu
gerceklerse pozitif reel kisma sahip fonksiyon adi verilir ve bu smifa ait fonksi-
yonlarin ctimlesi P ile gosterilir. Bu fonksiyon sinifi Carathéodory sinifi olarak da
bilinir. P(z) fonksiyonunun P simifina ait olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart

1+ 9(2)

PE =150

(0(2) € Q,z € U)
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esitliginin saglanmasidir ([9]).

—1 < B < A <1 egitsizligini saglayan A ve B reel keyfi sabitleri goz oniine
almsin. U’da analitik p(z) = 1+ p1z + p22% + - -+ agilimima sahip p(z) fonksiyonu
¢(z) € Q olmak tizere her z € U i¢in

14 Ad(2)

= T+ B0 (2.3)

p(2)

esitligini gergeklerse p(z) € P(A, B)'dir denir ([20]). Buna gore P(A, B) smfi
Carathédory fonksiyon smifinin bir genellegtirilmesidir (P(1,—1) = P).

p(z) = (1 4+ Az)/(1 + Bz) fonksiyonu |z| = r < 1 birim diskini merkezi {(1 —
ABr?)/(1 — B*r?),0} noktasinda bulunan ve yaricap1 (A — B)r/(1 — B%*r?) olan

gemberler iizerine resmeder.

Sekil 2.5: C). = U, ¢emberlerinin p doniigiimii altinda resmi

Dolayisiyla
(2) - 1 — ABr? < (A— B)r
b 1—B?%2|~ 1—B??

yazilabilir.

P(A, B) stmfi 1973 yilinda W. Janowski tarafindan tanimlandigindan bu siifa
Janowski pozitif reel kisma sahip fonksiyonlar sinafe ([20]) adi verilir. P(A, B), A
ve B parametrelerine bagl olarak teorideki en genel siniflardan biridir. Burada A
ve B yerine 6zel degerler vererek tizerinde galisilan diger alt simiflar1 elde etmek

mumkundur.
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2.2.2  Yildizil Fonksiyonlar Sinifi

D, kompleks diizlemde basit baglantili bir bolge olsun ve wy € D noktasi verilsin.
wo noktasindan gegen her dogru D’nun sinirini yalniz bir noktada kesiyorsa D’ye
wo noktasina gore yldizil bolge denir. Eger wy noktasi orijin ise bolgeye yildizil

bélge (starlike domain) adi verilir.

Sekil 2.6: (a) Yildizil bolge (b) wy noktasina gore yildizil bolge

Birim diski yildizil bir bolge tizerine resmeden konform fonksiyonlara yildizil
fonksiyon (starlike function) denir ve yildizil fonksiyonlar simifi S* ile gosterilir.
Buradan ¢ikan bir olgu &* C S oldugudur.

Yildizil fonksiyonlara 6rnek olarak k(z) = z/(1 — 2)? Koebe fonksiyonundan
elde edilen log k'(z) fonksiyonu verilebilir.

Agagidaki teorem bize y1ldizil fonksiyonlarin analitik karakterizasyonunu verir.

Teorem 2.2.5. ([14], s. 41) Birim disk U’da analitik h(z) fonksiyonu h(0) =0

ve ' (0) = 1 kosullarina gerceklesin. h € 8* olmast i¢in gerek ve yeter sart her
/
Re hz) >0
h(z)

U’da analitik h(z) = 2+ Y2, a,2" acihmina sahip h(z) fonksiyonu p(z) €
P(A, B) olmak tizere her z € U i¢in

Z:;S) =p(2)

esitligini gerceklerse h(z) € S*(A, B)'dir denir ve bu smifa ait fonksiyonlara
Janowski yildizil fonksiyon ([20]) adi verilir (S*(1, —1) = S*).

z € U i¢in

esitsizliginin saglanmasidar.

(2.4)
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Teorem 2.2.5, S*(A, B) smufina ait fonksiyonlar i¢in de gegerlidir. Yani h(z)
fonksiyonu U birim diskinde analitik, —1 < B < A < 1 ve z € U olmak tizere

zh (2) 1-A zh(z) 14 Az
Re{ n) }> 1-B7 h(z) “1+B-

ifadesi gegerlidir.
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BoLuMm 3

HARMONIK FONKSIYONLAR

Harmonik fonksiyonlar teorisi matematigin, diger bilim alanlarinda uygulamasi

cok olan bir dalidir. Ozellikle miihendislik, tip, yon-eylem aragtirmasi, fizik ve

uygulamali matematigin pek ¢ok alanlarinda bu tip fonksiyonlar siklikla kullanilir.

Ornegin fizik ve mithendislikte bir harmonik fonksiyon, potansiyel fonksiyonu

olarak isimlendirilir ve termal kararh sistemler, ideal akigkanlar, elektromanyetik

teori gibi konularda 6nemli bir yere sahiptir.

3.1 Temel Tanimlar

w = f(z) fonksiyonu z = z+iy ve w = u+iv olmak iizere C kompleks diizleminde

konform bir fonksiyon olsun. Buna gore
du = uzdr +uydy ve dv = v,dr+ vydy

yazilabilir. Bu egitlikler aynm1 zamanda kompleks formda

1

. 1 .
fz = §(f:r: - ny) ve fi = é(fx +ny>

olmak tlizere

dw = f,dz + fzdz

seklinde de ifade edilebilir. (3.1) esitliklerinden hareketle

1 7 1 7
f.= 5(“90 +Uy) + 5(”1 - uy)v fz= i(ux - Uy) + 5( T ""uy)

elde edilir. Bu ise

Tp(2) = usvy = uyvr = |£.[* = | f:*

16
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oldugunu gosterir.
Eger Jakobiyeni pozitif ise fonksiyona yon-koruyan (sense-preserving), negatif
ise yon-degistiren (sense-reversing) denir. f(z) fonksiyonu yon-koruyan, yani | f;| <

|f.| ise (3.2) ifadesinden

(Ifel = 1fzDldz| < |dw] < (1] + [ fz])]d=| (3-3)

yazilabilir.
Yon-koruyan ozelligi kullanilarak, bu tip fonksiyonlara ait dilatasyon ve komp-

leks dilatasyon kavramlar: agagidaki sekilde tamimlanmigtir ([3], s. 5):

| fol + 1]

o Dy = ——— > 1ifadesine f fonksiyonunun dilatasyonu denir.

RIARA
e

® [y = f_ ifadesine f fonksiyonunun kompleks dilatasyonu denir.

Buradan d; = |uy| = };j < 1 oldugu gortiliir. Yon-koruyan fonksiyonlarin dila-

tasyonlar1 arasinda
_ 1+dy _ Dy—1

D, — -
= 1-d; 7T Dy+1

iligkisi vardir.

Bir fonksiyonun z noktasinda konform olmasi icin gerek ve yeter sart Dy = 1,
dy = 0 esitliklerinin saglamasidir. f fonksiyonu, Dy siirh ise hemen-hemen-
konform (quasi-konform) olarak isimlendirilir. Eger Dy < K ise f, K-hemen-
hemen-konformdur denir. Dy < K kogulu dy < k = (K —1)/(K + 1) olmasmna

denktir. 1-hemen-hemen-konform fonksiyonlar konform fonksiyonlardir.

3.2 Harmonik Fonksiyonlar ve Temel Ozellikleri

D bolgesinde taniml, siirekli ikinci kismi tiireve sahip reel degerli u(z,y) fonksi-
yonu

AU = Uy + Uy, =0 (3.4)

seklinde tammmlanan Laplace diferansiyel denklemini gergeklerlerse (reel) har-
monik olarak adlandirilir. D bolgesinde tamiml, kompleks degerli f(z) fonksiyo-
nunun reel ve imajiner kismi D’de harmonik ise f(z) fonksiyonu D ’de harmoniktir

denir.
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Tanimdan hemen ¢ikan bir sonug, her analitik fonksiyonun harmonik oldugu-
dur. Bununla beraber kompleks degerli harmonik fonksiyonlarin analitik olmasi
gerekmez. Ornegin w = f(z) = —2xy +i(y* — 22) fonksiyonu kompleks diizlemde
harmonik olmakla beraber hicbir yerde analitik degildir. Laplace denkleminin li-
neer karakterizasyonundan 6tiirti iki harmonik fonksiyonun toplami ve bir sabit
ile carpimi yine harmoniktir. Analitik fonksiyonlarin aksine, iki harmonik fonksiy-
onun carpimi veya bilegkesi harmonik olmak zorunda degildir. Hatta f harmonik
ise 1/f ve f~! fonksiyonlar1 harmonik olmayabilir. Fakat bir harmonik fonksiy-
onun bir analitik fonksiyonla bilegkesi yine harmoniktir. En basit harmonik fonk-
siyon ax + by lineer fonksiyonudur.

Cauchy-Riemann denklemlerini gergekleyen bir (u,v) fonksiyon cifti eslenik
¢ift olarak adlandirilir ve v'ye u'nun harmonik esglenigi denir. Buradan gikan bir
sonu¢ —u’'nun, v'nin harmonik eslenigi oldugudur.

u(z,y) fonksiyonu D bolgesinde harmonik olsun. Bu fonksiyon yardimi ile
g = u; — tu, fonksiyonunu tamimlayalm. U = u, ve V = —u, dersek g =
U + ¢V yazabiliriz. v harmonik fonksiyonunun verilen bolgede her mertebeden
tiirevi oldugundan, u’'nun tiirevi olan U fonksiyonu ve benzer sekilde V' fonksiyonu
ve bu fonksiyonlarin birinci mertebeden tiirevleri de siireklidir. Yani, U, = u,, ve

V, = —u,, fonksiyonlar1 da D’de siireklidir. u,, + u,, = 0 oldugundan
Uy = Up = =y =V, = U, =V,

ve
Uy = ey =Uys = Vo = Uy = =V,

esitlikleri saglanir. g fonksiyonu D’de Cauchy-Riemann denklemlerini gergekledi-
ginden bu bélgede analitiktir. Dolayisiyla basit baglantili D bolgesinde f' = g

olacak sekilde analitik bir f fonksiyonu bulunabilir. Buradan,
U+iV = (Ref), + i(Imf), = —i((Ref), + i(Imf),)
elde edilir. Dolayisiyla,
(Ref)r =U =uy, (Ref),=—-V =u, = Ref =u+c

sonucuna ulagilir ki bu ise her harmonik fonksiyonun, analitik bir fonksiyonun reel

kismi olarak yazilabilecegini gosterir. Burada Imf, v'nun harmonik eglenigidir.
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f = u+1v fonksiyonu D bolgesinde harmonik olsun. Yukarida anlatilanlardan
dolay1
ReF =Ref =u, ReG =Imf =uv, (3.5)

olacak sekilde D bolgesinde analitik F' ve G fonksiyonlar: vardir.
h=(F+iG)/2 ve g=(F —iG)/2 (3.6)

olarak tanimlanan h, g fonksiyonlar1 D bolgesinde analitiktir ve f = h+g esitligini
saglarlar. Gergekten (3.5) ifadesinden hareketle F' = u+im ve G' = v +in olarak

yazilir ve (3.6) esitlikleri kullanilirsa

u—mn)+i(v+m) ~ (u4n)+i(v—m)

(
h = =
5 ve g 5

(3.7)

elde edilir. Bu ise f = h + g demektir.

Tersine, h = hy + thy, g = g1 + igy verilen bolgede analitik ve f = h + g
olsun. Buradan Ref = h; + g1 ve Imf = hy — g yazlabilir. h ve g analitik
olduklarindan hq, ho, g1 ve go fonksiyonlar: harmoniktir. Laplacian operatoriiniin
lineerliginden h; + g1 ve hy — go fonksiyonlarinin harmonik oldugu goriiliir. Bu ise
f fonksiyonunun verilen bolgede harmonik olmasi demektir.

Yukarida soylenenlerden otiirii agagidaki teoremi verebiliriz:

Teorem 3.2.1. Basit baglantils D C C bolgesinde tanymly kompleks degerli f =
u + w fonksiyonunun harmonik olmasi i¢in gerek ve yeter sart h ve g verilen

bolgede analitik olmak tizere f = h + g seklinde yazilabilmesidir.

f = h + g gosteriligine f'nin kanonik gosterilimi adi verilir. Burada h, f’nin
analitik kisma, g, f'nin es-analitik kisma (co-analytic part) olarak isimlendirilir.

Ayrica b = f. ve ¢’ = f= fonksiyonlar1 fnin taniml oldugu bolgede analitiktir.

3.3 Harmonik Yalinkat Fonksiyonlar

D bolgesinde tanimli f harmonik fonksiyonu bire-bir ise harmonik yalinkat fonk-
siyon admi alir. Ornegin, f(z) = z — 1/Z + 2log|z| fonksiyonu birim diskin
digindan C\ {0} tizerine bir harmonik yalinkat fonksiyondur. f’nin analitik kism1

h = z 4 logz ve es-analitik kismi ise g(z) = logz — 1/z seklindedir. Boliim
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2.2’de anlatildigi iizere log z fonksiyonu secilen sabit bir dal tizerinde tek-degerli
fonksiyondur.

Konform olmasi gerekmeyen harmonik yalinkat fonksiyonlara en basit 6rnek
f(z) = az+~v+ Pz (Ja| # |B]) afin fonksiyonudur. Bu fonksiyon bir takim 6nemli
ozelliklere sahiptir. Ornegin C kompleks diizlemini kendi iizerine resmeden en
genel harmonik yalinkat fonksiyon afin fonksiyondur. Ayrica, D basit baglantili bir
bolge olmak tizere, f afin fonksiyonu f(D) = C esitligini saglayan tek harmonik
yalinkat fonksiyondur.

Teorem 2.1.1’den analitik f fonksiyonunun z noktasinda yerel yalinkat olmasi
icin gerek ve yeter sartin, bu noktada f'(z) # 0 (= Jy(z) # 0) esitsizliginin
saglanmasi oldugunu biliyoruz. Lewy, 1936 yilinda bir harmonik fonksiyonun yerel

yalinkat olma kosulunu asagidaki sekilde vermigtir:

Teorem 3.3.1. (/22]) f harmonik fonksiyonunun bir zy noktasin bir komsu-
lugunda yerel yalinkat olmasu i¢in gerek ve yeter sart, zy noktasinda J¢(z) # 0

esitsizligini saglamasuidar.

Teorem 3.3.1’den anlasilacagl tizere bir harmonik yalinkat fonksiyonun Jako-
biyeni yalinkatlik 6zelliginin ortaya konmasi bakimindan biiyiik 6nem tasgir. Bir
harmonik yalinkat fonksiyon ya yon-koruyan yada yon-degistirendir. Eger f yon-
koruyan harmonik ise f yon-degistiren harmonik olur. Konform fonksiyonlar yon-
koruyan fonksiyonlardir.

Bu ¢alismada iizerinde durulan harmonik yalinkat fonksiyon siniflari, Jako-
biyeni pozitif olan yani, yon-koruyan harmonik fonksiyonlardir.

f = u + 1w harmonik ise, f = h 4+ g kanonik gosterilimi kullanilarak f'nin
Jakobiyeni

Jp(z) = L1 = 11 = W (2)]* = 19/ (2)]”
esitligi ile de verilebilir. f yon-koruyan ise |h'(z)| > |¢'(2)| dir ve

£l 19)
RO

ifadesi saglanir.
Teorem 3.3.1°e gore, D bolgesinde tanimli f = h + g harmonik fonksiyonunun
yerel yalinkat ve yon-koruyan olmasi icin gerek ve yeter sart |¢'(z)| < |h/(2)]

esitsizliginin saglanmasidir.
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v = ¢'/h' fonksiyonu f'nin ikinci dilatasyonu olarak adlandirilir ve bu fonk-
siyonlarin ciimlesi V ile gosterilir. Yon-koruyan harmonik yalinkat fonksiyonlar
i¢in || < 1 saglanir.

Birim disk U’da harmonik f = h + g fonksiyonu

h(z) = Zanz" ve g¢(z)= Zd,nz” (3.8)

olmak tlizere
o0

f(re®y = Z apr™em (0 <r < 1)

seklinde bir seri agilimina sahiptir.

3.4 Normalize Edilmis Yon-Koruyan Harmonik
Fonksiyonlar

Boliim 2.2’de oldugu gibi yon-koruyan harmonik yalinkat fonksiyonlar teorisinde
de aragtirmacilar bazi normalizasyonlar yapmiglardir. Bu amacla herhangi bir
basit baglantili D bolgesi yerine acik birim disk U alinmistir.

Birim disk U’da harmonik f fonksiyonunun kanonik gosterilisinin A ve g ana-
litik fonksiyonlarina bagh olarak f = h + g seklinde ifade edildigini biliyoruz.

(3.8)’de verilen serisi agihminda a_,, katsayisi yerine b,, yazarsak

h(z) = Z az", g(z)= Z b, 2" (3.9)

ifadesi elde edilir. f fonksiyonu U’da yon-koruyan ve harmonik oldugundan Jako-
biyeni pozitiftir. Dolayisiyla her z € U igin |¢'(z)| < |h/(2)| esitsizligi saglanir. Bu-
radan h/(z) # 0 oldugu goriiliir. Dolayisiyla genelligi bozmadan h(0) = 0, h'(0) =
1 kabul edilebilir.

ap = by = 0, a3 = 1 normalizasyonunu gergekleyen birim diskte yon-koruyan
harmonik fonksiyonlarin ctimlesi Sy ile gosterilir. Bu tanimlama altinda analitik
yalinkat fonksiyonlar simifi § ile Sy arasinda & C Sy icerme bagintisi oldugu
goriiliir. Normalizasyondan dolay1 Sy simfina ait bir f(z) = h(z)+g(z) fonksiyonu

h(z) ve g(z), U'da analitik olmak iizere
f(z)=z+ Z anz" + Z bz = h(z) + g(2) (3.10)
n=2 n=1
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agilimina sahiptir. Yon-koruyan ozelliginden |by| < 1 olmak zorundadir. Dolay-
siyla, f € Sy ise (f —bif)/(1—|b1|?) € Sy dir. Béylece, S% = {f € Sy : ¢'(0) =
by = 0} simfin1 tammlayabiliriz.

Lewy’nin Teorem 3.3.1'1 ortaya koymasindan yaklasik kirk sekiz yil sonra Clu-
nie ve S. Small ([12]), yon-koruyan harmonik fonksiyonlarin, analitik yalinkat
fonksiyonlarin sahip oldugu temel ozellikleri ve esitsizlikleri saglayip saglamadi-
g aragtirdiklart makalelerini yayiladilar. Bu makale harmonik yalinkat fonksi-
yonlar teorisinin gelisiminde 6énemli bir role sahiptir.

Clunie ve Sheil-Small ([12]) (2.2) ile verilen analitik Koebe fonksiyonunun
analogunu SY% smifi i¢in agagidaki sekilde tanimlamiglardar:

1-— %ZQ + %23

(1—2)%

1.2, 1.3
5% T 6%

H(z) = (1—2)

G(z) =

olmak iizere kg = H+G € S fonksiyonuna harmonik Koebe fonksiyonu ad1 veri-
lir. ko fonksiyonu, U birim diskini kompleks diizlemden (—oo, —1/6] reel araliginin
¢ikarilmasi ile elde edilen bolge tizerine resmeder. Ayrica z = 1 noktasi diginda
birim disk tizerindeki her nokta i¢in ko(z) = —1/6 duir.

Ayni makalede Clunie ve Sheil-Small, 8% siifi i¢in agagidaki teoremi vermis-

lerdir:

Teorem 3.4.1. ([12]) f € 8% ise

1 |4
> - =
a2 s
esitsizligi her z € U igin gegerlidir. Ayrica {w € C : |w| < 1/16} C f(U) icermesi

her f € 8% i¢in saglanr.

Teorem 3.4.1'de verilen sinirlar kesin (sharp) degildir. Yani esitligi saglayan
ekstremal fonksiyon bulunamamistir. Yalinkat fonksiyonlar teorisinde ki Koebe
fonksiyonunun ekstremal ozelligi goz ontine alindiginda, ky harmonik Koebe fonk-
siyonu 1/16 yaricapimmin, 1/6 olarak iyilestirilebilecegini sezdirir. Dolayisiyla aga-

gidaki saniy1 verebiliriz.

Sam 3.4.2. ([12]) Her f € 8% i¢cin {w € C : |w| < 1/6} C f(U) icermesi

dogrudur.
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f(z) € § smifina ait fonksiyonlarmm ikinci katsayilar: i¢in kesin siir bulma
problemi eski fakat ¢ok 6nemli bir problemdir. 1926 yilinda Bieberbach |as| < 2
([8]) oldugunu ispatlamig ve bu sonucu genigleme, distorsiyon ve ortiilii teorem-
lerinin kesin formlarimi bulmada kullanmigtir. Harmonik yalinkat fonksiyonlar
teorisinde ise heniiz Sy, smifina ait fonksiyonlarm analitik kismimn ikinei kat-
say1sl i¢in kesin bir list sinir verilememigtir. Fakat eg-analitik kisim icin asagidaki
kesin sinir soz konusudur:

f = h + g fonksiyonu yon-koruyan ise ikinci dilatasyonu v = ¢'/h/, |v(2)| < 1
kogulunu gergekler. Eger f € 8% sinifindan bir fonksiyon ise ¢'(0) = 0 oldugundan
v(0) = 0’dir. Yani f € S8 smifina ait fonksiyonlarin dilatasyonlar: Schwarz fonk-
siyonudur. Dolayisiyla Schwarz Lemmasi'ndan (Lemma 2.2.1) [¢/(0)| < 1 saglanir.
Esitlik hali |¢| = 1 olmak {izere v(z) = ¢z fonksiyonu igin gegerlidir. Diger taraftan

g'(z)  2byz+3bgz® + - -

v(z) = W(z) 1+ 2apz+--- 2052 + (3bg — 4ashy)2* = 1/(0) = 2by

oldugundan Schwarz Lemmasi kullanilarak |be| < 1/2 sonucuna ulagiriz. Burada

esitlik hali v(z) = z ve birim fonksiyonun rotasyonlar1 i¢in gegerlidir.

1— %zz + %23 %ZQ + %23
(I—2)3 (1—2)3

olmak iizere kg = H + G € 8% harmonik Koebe fonksiyonunu

H(z) = G(z) =

H(z)= iAnz” G(z) = i B,z"
n=1 n=2

seklinde yazarsak, H ve G'nin katsayilari

A, = é(zm D(n+1), Bn— é(Zn —)(n—1)

olarak elde edilir. Dolayisiyla 8% smifina ait fonksiyonlar icin agagidaki saniy:

verebiliriz:

Sam 3.4.3. ([12]) f =h+ g € Sy ise

_ @t Dt D)

|a,| < G : (3.11)
ba] < (2n — 1()3(71 - 1) (=23 )

dvr. Fsitlik hali f = ko icin gecerlidir.
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Clunie ve Sheil-Small'im bu sanis1 (Sani 3.4.3), Bieberbach Sanisi'nin (Sani
2.2.4), 8% smifina ait fonksiyonlar igin verilen analogudur.

Sam 3.4.3’den g¢ikan bir sonu¢ f = h+ g € 8% i¢in |as| < 5/2 oldugudur.
Bu esitsizlik teoride onemli bir yere sahiptir. Sheil-Small eger bu esitsizlik dogru
ise 8% smifina ait fonksiyonlarm ortiiliig, genigleme ve distorsiyon teoremleri igin
kesin siirlar verilebilecegini belirtmigtir ([28]). Ayrica |as| < 5/2 ise |bo| < 1/2
olmasindan dolay1 ||az| — |ba|| < 2 olarak elde edilir ki &% smufi i¢in Bieber-
bach Sanisi'nin n = 2 olmasi durumunda dogrulugu kolayca goriiliir. Biitiin bu
anlatilanlara karsilik as katsayisi icin su ana kadar elde edilen sinirlar istenilen
sonucu vermekten uzaktir. Cluine ve Sheil-Small ([12]) |as| < 12,172 oldugunu
gostermis ve daha sonra Sheil-Small ([28]) |a2| < 57 esitsizligini ispatlamigtar.
Sheil-Small'im buldugu bu smira Duren ([15], s. 96) kiigiik bir modifikasyon ya-
parak |as| < 49 oldugunu gostermistir. Ayrica S% smifi igin verilen ortiiliig sanist
(San1 3.4.2) dogru olsa bile, yani Teorem 3.4.1’deki 1/16 yaricapmim 1/6 olarak
degistirilebilecegi ispatlansa dahi, Sheil-Small’in ispat teknigini kullanarak bulu-
nacak yeni katsay1 sinirmin |ay| < 17 olacagini belirtmistir.

fo € 8%, |b1] < 1 olmak iizere f € Sy smifina ait fonksiyonlar f = fo + by fo

seklinde yazilabileceginden
1 1
esitsizlikleri f = h 4+ g € Sy igin
Lo o Lo o
la,| < §(2n +1), |b] < §(2n +1)

haline gelir. Dolayisiyla, S% smifi igin yapilan |as| < 5/2 samist Sy smifi igin
laz| < 3 haline gelir. Dolayisiyla Sy smifina ait fonksiyonlarm katsayilari igin

asagidaki san1 soz konusudur:

Sani1 3.4.4. ([28]) f(z) =2+ > oa,2" + > " a_,2" € Sy ise

2
|an‘ < 2n°+1

<|n| = 2737"')
esitsizligi gecerlidir.

Sheil-Small’in San1 3.4.47i vermesinden on bir y1l sonra Wang benzer bir sani

ortaya koymustur:
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San1 3.4.5. ([30]) f(z) =2+ o ya,2" 4+ > 7 by2" € Sy ise

(1) lan] = loul| < (L+[b1))n (0 =2,3,---),

TN/~

2) ‘a‘<(n+1)2n—|—1)+|b‘(n—l)(2n—1) (n=23 )
nl < 6 1 6 39, :
(3) [ba| < (n—l)éQn%—l)+|b1|(n+1)((32n+1) (=23 )

esitsizlikleri gecerlidir.

Sy siifina ait fonksiyonlar i¢in |b1| < 1 oldugu kullanilarak Sani 3.4.5 agagidaki

sekilde yazilabilir:

San1 3.4.6. f(z) =2+ - a,z"+> .~ b,2" € Sy ise

(1) Nlan| = 1bal| <20 (n=2,3,---),
2n?+1

(2) ’Gn’§ 3 (n:2a37"')7
2n? +1
(3) Il =T (n=2,30)

esitsizlikleri gecerlidir.

Sheil-Small, 8% siifina ait f fonksiyonlar: i¢in genigleme teoremini agagidaki

sekilde vermistir:

Teorem 3.4.7. ([28]) Tim f € Sy fonksiyonlarima ait ay katsaylarimin modil-

lerinin supremumu « olsun. Bu durumda 8% siafina ait her f fonksiyonu

- () | sven= 5 [(5) —1] e=r<n e

esitsizligini saglar. Ayrica her f € 8% fonksiyonunun gorinti bolgesi |w| < i

diskini icerir.

Eger San1 3.4.4 dogru ise, yani Sy smifi i¢in |as| = o = 3 ise Teorem 3.4.7’nin
sinirlart miimkiin olan en iyi sinirlar haline gelir.

Teorideki bir diger problem ise Riemann Gonderim Teoremi’nin, yon-koruyan
harmonik fonksiyonlar teorisindeki anologunu ortaya koymaktir. Analitik yalinkat
fonksiyonlardaki Riemann Gonderim Teoremi’ne bakilarak, yon-koruyan harmonik

fonksiyonlar i¢in teoremin ifadesinin
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“D # C basit baglantili bir bolge olsun ve |v(z)| < 1 kogulunu saglayan
v € U analitik fonksiyonu verilsin. v = f;/f. dilatasyonuna sahip, Uyu D
lizerine resmeden yon-koruyan harmonik bir f fonksiyonu vardir. Ayrica bu
f fonksiyonu wy € D olmak tizere f(0) = wg ve f,(0) > 0 normalizasyonlar

altinda tekturli belirlidir.”

seklinde olabilecegini diigtinebiliriz. Fakat D C C basit baglantili bir bolge ve
lv(z)] < 1 kogulunu saglayan U’da analitik bir fonksiyon olmak iizere, v dila-
tasyonuna sahip, U'yu D tizerine resmeden bir yon-koruyan harmonik fonksi-
yon her zaman olmayabilir. Hengartner ve Schober ([19]), v(z) = z dilatasyo-
nuna sahip, birim diski kendi i¢ine resmeden bir yon-koruyan harmonik fonksiy-
onun var olmadigini ispatlamiglardir. Bununla beraber ifadenin prensipte dogru
oldugu, iizerinde baz1 degisiklikler yapilarak kullanilabilir hale getirilebilecegini
de gostermislerdir. Hengartner ve Schober ya teoremin ifadesindeki w dilatasy-
onu veya resim bolgesi D ftizerine baz1 kisitlamalar getirilmesi ya da “f birim
diski D dizerine resmeder” sonucunun tekrar yorumlanmasi gerektigini belirtmis

ve agagidaki teoremleri vermislerdir:

Teorem 3.4.8. ([19]) D, simuri analitik Jordan yayr olan basit baglantily sinarly bir
bélge ve wy bu bélgede bir nokta olsun. U’da analitik ve k < 1 olmak dizere |v(z)| <
k kosulunu saglayan v fonksiyonu géz éniine alinsin. Bu durumda, f(0) = wqy ve
1-(0) > 0 kosullarin saglayan, v dilatasyonuna sahip, U’yu D tzerine resmeden

bir harmonik f fonksiyonu vardar.

Teorem 3.4.9. ([19]) D, sinarv analitik Jordan yay: T olan basit baglantily sinarl
bir bolge ve wy bu bélgede bir nokta olsun. U’da analitik, |v(z)| < 1 kosulunu
saglayan v fonksiyonu goz onune alinsin. Bu durumda, her 6 agisi i¢in f (e) =
lim,_; f(re®) radyal limiti T ya ait olan, f(0) = wo, f.(0) > 0 kosullarim

saglayan, v dilatasyonlu, U yu D i¢ine resmeden bir harmonik f fonksiyonu vardar.

Burada 6nemle belirtmek gerekir ki her iki teoremde de teklik problemi heniiz
¢oziillememistir. Dolayisiyla bazi arastirmacilar, yon-koruyan harmonik fonksiyon-
lar i¢in Riemann Gonderim Teoremi’'ni halen agik problem olarak degerlendirmek-

tedirler.
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Aym 8 smifinda oldugu gibi Sy ve 8% smiflan i¢in de alt simiflar tanmimlan-
migtir. U birim disk olmak tizere bir f € Sg(f € S%) yon-koruyan harmonik
fonksiyonun deger bolgesi f(U), orijine gore yildizil ise f € Sy (f € SiY) yazilr.
Sy (8 smifina ait fonksiyonlara U’da yildizal harmonik fonksiyon adi verilir ve

analitik olarak
0 i0 i0
fESH(:)%(argf(re ) >0 (ze€re”,0<7r<1,0<6<2n7)

seklinde ifade edilir.
Genel yon-koruyan harmonik fonksiyonlarin aksine, yildizil harmonik fonksi-

yonlar i¢in bazi kesin sonuclar elde edilmigtir:

Teorem 3.4.10. ([28]) f € 8% simfina ait her yildizil fonksiyon asagidaki esit-

sizlikleri saglar ve bu egitsizliklerin sinirlary mimkin olan en iyi sinwrlardar.
1 1
an < 5@t D+ 1), ol < g@n =D = 1), Jan] =l <1 (0 >2)

Dikkat edilirse Teorem 3.4.10 ve Sani 3.4.3’deki egitsizlikler aynir. Yani Sani 3.4.3,

f € 8 olmas1 durumunda dogrudur.

Teorem 3.4.11. ([15], 5. 107) f € Sy sinafina ait her yildizil fonksiyon asagidaki
esitsizlikleri saglar ve bu esitsizliklerin simirlar, mumkin olan en i sinarlar ol-

makla beraber hi¢c bir fonksiyon icin esitlik hali olamaz.

1 1
la,| < g(2n2 +1), |ba| < 5(2712 +1) (n>2).

Burada da, Teorem 3.4.11 ve Sani 3.4.4 arasinda, yukaridakine benzer bir durum
s6z konusudur. Sani 3.4.4, f € &} igin dogrudur. Ayrica Silverman bu smifa ait

fonksiyonlar i¢in agagidaki teoremin vermistir:

Teorem 3.4.12. (/29]) f = h + g fonksiyonu h ve g (3.10) da verilen formda

olmak tzere

in!aﬂ + in|bn| <1
n=2 n=1

esitsizligi saglanmirsa f € Sy dor.

SV smifina ait yildizil fonksiyonlar icin genigleme teoremi agagidaki sekilde

verilmigtir:
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Teorem 3.4.13. ([15], s. 107) f € S8 simfina ait her yildizil fonksiyon

3r 413

1
5(1——7“)3’ (lz| =7 <1)

IF(2)] <

esitsizligini saglar. Bu sinir mumkun olan en iyi sinwrdir ve esitlik hali f 'ni har-

monik Koebe fonksiyonu ko olmast ile mimkiindir.

Yukarida anlatilanlardan anlasilacag: iizere, yirmi beg yillik normalize edilmig
yon-koruyan harmonik fonksiyonlar teorisinde ¢oziilmeyi bekleyen daha pek ¢ok
problem vardir. Bu o0zelliginden dolay1 teori, aragtirmacilarin ilgisini ¢eken son

zamanlarin en popiiler sahalarindan biridir.
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BoLuwMm 4

ANALITIK KISMI JANOWSKI YILDIZIL
FONKSIYON SINIFINA AIT
YON-KORUYAN HARMONIK
FONKSIYONLAR

Sabordinasyon prensibi yalinkat fonksiyonlar teorisindeki temel problemlerin ¢o-
zimiinde onemli rol oynar. Yon-koruyan harmonik fonksiyonlar teorisinde ise
sabordinasyon prensibindeki istenen ozellikleri saglayan Schwarz fonksiyonunu
bulma problemi ortaya gikmigtir. (3.10) seklinde tanimlanan Sy smifina ait yon-
koruyan harmonik fonksiyonlarin seri agilimlarindan dolayr v(0) = b; # 0 dir.
Dolayisiyla ikinci dilatasyon fonksiyonu v Schwarz fonksiyonunun o6zelliklerini
saglamaz. Ikinci dilatasyonun Boliim 3.4’de anlatilan teorideki yeri diigiiniilerek,
baz1 aragtirmacilar ikinci dilatasyon fonksiyonu v = ¢’/h’ tizerinde baz kisitlama-
lar getirerek, ornegin v(z) = z, v(z) = 22, v(z) = —z,... alarak istenen Schwarz
fonksiyonunu elde etme yoluna gitmislerdir.

Bu ¢aligmada, ikinci dilatasyon fonksiyonu yardimiyla yeni bir dontisiim ta-
nimlanarak, bu doniigiimiin istenen Schwarz fonksiyonu oldugu olgusu altinda
ortaya konulan yeni bir yon-koruyan harmonik fonksiyonlar sinifina ait temel
problemlerin ¢oztimleri aragtirilmigtir.

(aligmamizin ana eksenini olugturan fonksiyon sinifi agsagida tanimlanmaktadir.

Tanim 4.0.14. ([31]) f = h+ g € Sy olsun. h fonksiyonunun bir Janowski

yldizl fonksiyon oldugu, yani h € S*(A, B) olan normalize edilmis yon-koruyan
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harmonik fonksiyonlar sinify Si; (A, B) ile gosterilir.

4.1 Sonuclar

Lemma 4.1.1. ([20]) h(z) € S*(A, B) ise her |z| =r, 0 <r <1 igin
C(—r;A,B) < |h'(2)| < C(r; A, B) (4.1)

esitsizligi saglanir. Burada

1+ Br)A=2B)/B(1 1 Ar), B #0,
C(r;A,B) = ( ) ( ) 7 (4.2)

e (1 + Ar), B=0
dor.

Lemma 4.1.2. (/27]) h(z) = z + agz® + -+ + a,2" + - -+ fonksiyonu S*(A, B)

siifina ait ise

n—=2 [(A-B)+kB|  p £ 0
jag) < {70 (4.3)
n—2 |A
szo k‘;_+‘1’ B =0,
esitsizlikleri her z € U icin saglanir. Esitlik hali asagidaki fonksiyon igin gecerlidir.
2(1 — Béz)A=B/B |5l =1, B#0,
he(z) =
zet?, B =0.
Lemma 4.1.3. (/31]) v(z) fonksiyonu (3.10) ifadesi ile verilen f = h+ g € Sy

yon-koruyan harmonik fonksiyonun ikinci dilatasyonu olmak tizere

. v(z) — by _ v(z) —v(0)
o2) 1—biv(z) 1-v(0)v(z)

seklinde tanimlanan fonksiyon her z € U i¢in bir Schwarz fonksiyonudur.

Ispat. ¢(z) fonksiyonunun tanimmndan ¢(z)'nin U’da analitik ve ¢(0) = 0 oldugu
agiktir. Simdi |¢(2)| < 1 kogulunun saglandigini gosterelim. Boliim 3.3’den bili-
yoruz ki her z € U i¢in |v(z)| < 1 esitsizligi gergeklenir. Buna gére

V(Z) — bl

L <le —bP< |1 =0 2
P < 1o o) - < L= Bts)

|6(2)] =

& |v(2)|? — 2Rebyv(2) + |b1]* < 1 — 2Rebyv(2) + |by [*|v(2)?
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& b1 =v()f) <1-|p(E)] < v(z)] <1

saglanir. Dolayisiyla ¢(z) fonksiyonu U birim diskini yine birim disk iizerine
resmeden analitik bir doniigimdiir ve Schwarz fonksiyonu olma kogullarini saglar.

]

Lemma 4.1.4. ([31]) v(2) fonksiyonu f = h+ g € Sy yon-koruyan harmonik

fonksiyonun ikinci dilatasyonu ve by = ae® (0 < 0 < 27) olmak izere

0 a(l—=r3))] _ r(l—a?) _
e “v(z) — oo < T (2| =r<1) (4.4)

esitsizligi saglanar. Yani, e~ v (2) fonksiyonunun U birim diskini merkezi C(r) =

<1(1a27;,2),0> ‘da ve yarigapr p(r) = Tl(_la?ﬂ olan cemberler tizerine resmeder.

é’ seklinde tamimlanan ¢(z) fonksiyonu Schwarz fonksiyonu

)
)| < |z| = r saglanir. Buna gore

v(z) —b _ v(z) - ae®
1—biv(z) 1—ae?y(2)

Ispat. ¢(z) = 1(1?)
(=

oldugunundan

¢(2) =

e () —

T ac(2) <rele(z) —al < 7|l —ae u(2)|

0(2)] =

bulunur. e=?v(z) = u + v almir ve gerekli islemler yapilirsa

1—1r2 a? —r?
2 .2
-2 <0
wr &1—a2r2u+1—a27’2_
¢ember denklemi elde edilir. Buradan istenen gosterilmis olur. O

Lemma 4.1.5. (/31]) v(2) fonksiyonu f = h+ g € Sy ydon-koruyan harmonik

fonksiyonun ikinci dilatasyonu ve |bi| = o < 1 olmak tizere her |z| =r <1 i¢in

lae — 7| a+r
— < < 4.5
1—ar_’y(z)’_1+ozr’ (45)
esitsizligi gecerlidir.
Ispat. (4.4) ifadesi kullamlarak elde edilir. O

Lemma 4.1.5’de bir yon-koruyan harmonik fonksiyonun ikinci dilatasyonuna
ait genigleme teoremi ilk defa verilmistir. Dolayisiyla bu lemma ve ikinci dilatas-
yonun tanimi kullanilarak pek ¢ok yeni netice elde edilebilir. Bunlara ge¢gmeden

once, ashinda ikinci dilatasyona ait (4.5) esitsizligini bulabilmek i¢in kullandigimiz
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¢ fonksiyonu yardimiyla elde ettigimiz, bir yon-koruyan harmonik fonksiyonun a-
nalitik ve eg-analitik kisimlarinin ikinci katsayilar1 arasindaki iligkiyi ortaya koyan

agagidaki teoremi verelim.

Teorem 4.1.6. (/31]) f =h+ g € Sy ise her z € U i¢in

|ba| — |ag| <

N | —

gercgeklenir.

Ispat. ¢(z) fonksiyonu Schwarz Lemmasi'nin kogullarini gergeklediginden |¢/(0)| <

1 saglanir. Dolayisiyla

AL gy = i(|05) B

YO = ey

ifadesinde /(0) = 2(by — agby) esitligi yerine yazilirsa

. 2|b2 — a2b1|

6(0)] = Pt <1

elde edilir. Son ifadede iiggen esitsizlikleri ve |b;| < 1 oldugu kullanarak istenen

sonuca ulasilir. O

Sani 3.4.6 bize Sy simifina ait fonksiyonlarin katsayilarimin n = 2 igin |by| —
las] < 4 egitsizligini saglayabilecegini sdyler. Teorem 4.1.6'te ise bu iist simr
1/2 olarak iyilestirilmistir. Ayrica S% smifina ait fonksiyonlarin b; katsayilar:
0 oldugundan, yukaridaki teoremde bu olgu kullanilirsa |by| < 1/2 elde edilir ki
bu sonucun dogrulugu Boliim 3.4’de gosterilmigtir.

Simdi yukarida tanimladigimiz Sj,(A, B) siifina ait fonksiyonlar ile ilgili elde

ettigimiz neticeleri verelim.

Teorem 4.1.7. (/31]) f = h + g fonksiyonu Sy (A, B) sumfina ait olsun. Bu

durumda |z| =1 < 1 i¢in |by| = o < 1 olmak tzere

a—+r

lov — 7| '
arC(r, A, B) (4.6)

<lg'(2)| <

—ar

egitsizligi saglanar. Burada C(r; A, B) ifadesi (4.2) esitligi ile verilmistir.
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Ispat. f = h + g fonksiyonunun ikinci dilatasyon fonksiyonu v = ¢ /I olarak

tanimlandigina gore
9'(2)] = [()[IK'(2)] (2 €D) (4.7)

yazabiliriz. (4.7) esitliginde (4.5) ve (4.1) esitsizlikleri kullanilirsa istenen sonug

elde edilir. O

Bir sonraki sonucu ifade etmek igin, bazi 6zel fonksiyonlarin tanimlarina ihtiyac

duyulmaktadir.

Tamim 4.1.8. a,b,c € R ve ¢ ¢ Z<y olsun.

o0

gFlabcz:ZC(L

n=0

ifadesine Gauss hipergeometrik fonksiyonu adv verilir ([4], s. 64). Burada (x),,
(x)o=1, (x)p=z(z+1)---(x4+n-1)

olarak tanimlanan Pochhammer sembolidir. Gauss hipergeometrik fonksiyonu-
nun bir genellestirmesi olan Appell hipergeometrik fonksiyonu, |x|,|y| < 1 olmak

uzere
o

a)(m+n b m)\Cln o n
F(abedzy)= ) ( )((d)tl())r(n!)n(!) ™y

n,m=0

ifadesi ile verilir ([5]). Ayrica tstel integral x > 0 i¢in

olarak tanwmlanwr ([1], s. 228).
Teorem 4.1.9. (/31]) f =h+g € S;(A, B) ise her |z| =1 < 1 i¢in

L <[f(z)| <L, B#0,
I <|f(x)| <L, B=0,

esitsizligi gecerlidir. Burada oFy, Fy ve E;, Tamim 4.1.8°de anlatilan 6zel fonksi-
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yonlar olmak tzere

A
I (C T e PR ER T
li={-a) A—2B
(14 A)r?F (2,2 - 4,1,3,Br,—ar)

2(A —2B)B(1 + ar)?
Ar*Fy (3,2 — 4,1,4, Br,—ar)
3(A —2B)B(1 + ar)?

A
A (a(-14Br)\ B A A A _B+ta
a(l — Br)s < Bt Bar ) 21 (2_572_§73_§’B++Ba7")

T (A—2B)B(1 + ar)? ’
a1-4 F(9_4A9_Ag_ A Ba
L=(1+a) SN UICES L L & 2
2 A—2B
(14 A)r’F (2,2 - 4,1,3,—Br, —ar)
2(A—2B)B(1 + ar)?
Ar*Fy (3,2 — 4,1,4,—Br,—ar)
3(A—2B)B(1 + ar)?
A
A (a(1+Br)\ B A A A _B-a
. a(l+ Br)s (W) 21 (2_§72_§73_§’B+Bar)

(A—2B)B(1 + ar)? ’

b= (1—a) {_2(1 +a><A+a>e22§§ (-4) +a(l+a)

2(1 4 )(A + a)ea E; (—@) + e a(l+a—ar)

203 ’

+

L= (1+a) {_ —2(—14+a)(A— a)zeagaEi () +al+a)

“2(—1+a)(A—a)e 2B, (@) +ea(—1+a+ ar)

203

+

dir (Jbi]=a<1,-1<B<A<L1).
Ispat. f = h+ g yon-koruyan harmonik fonksiyonu icin

(17" ()] = 1g'(2)Dldz] < [df ()] < (IP'(2)] + |g'(2)])ld=| (= € U) (4.8)
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esitsizliginin saglandigini biliyoruz. Diger taraftan (4.7) esitliginden
W' (2)] = |g'(2)] = [W(2)|(1 = [v(2)]) (2 €U (4.9)
yazabiliriz. (4.9) ifadesinde (4.5) ve (4.1) esitsizlikleri kullanilirsa

(1—a)(1—r) ' ) /
SIS B) < WG - 10 (.10

elde edilir. Benzer sekilde,
7' (2)] + 1g'(2)] = [W'(2)|(1 + [v(2)]) (4.11)

yaziliginda yine (4.5) ve (4.1) ifadeleri kullanmlirsa

< (I+a)(1+7)

W)+ 19 ()] < S SO AL D) (412)

esitsizligi bulunur. (4.8) esitsizliginde (4.10) ve (4.12) kullanilir ve 0’da 7’ye in-
tegral alinirsa

[ ana - ppy G2l

ool
s
|
=
Ny
A

" A—%(l"‘@)(l‘i‘ﬂ
s ann sy L

T - )1 p)
/0 (1= ap)e Ly < 1(2) <

)dp, B # 0 igin,

’ (1+a)(1+p) .
(1+ Ap)e?r dp, B =0 igin,
/0 (14 ap)
bulunur. Bu integraller hesaplanarak istenilen sonug elde edilir. O]

Sonug 4.1.10. (/31]) f = h+ g € Sj;(A, B) i¢in Heinz esitsizligi, |by] = a < 1

olmak tizere her |z| =r <1 igin
O+ g O)F > 1+ a2
ifadesi ile verilir.
fspat. Her z € U i¢in
1 (2)]” + 1g'(2)]* = IR (2)P(1 + [v(2)]?) (4.13)

ifadesi saglandigindan (4.13) esitliginde (4.5) ve (4.1) esitsizlikleri kullanilirsa

- 2
(1= Br)™5 (- arp (1+(22)°) . B#0,
(=) + 19/ () ) ()
e 241(1 — Ar)? (1 + (%) ) , B =0,
elde edilir. » — 0 igin istenilen sonu¢ bulunur. O]
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Teorem 4.1.11. (/31]) f = h+g fonksiyonu Sj; (A, B) sinifina ait ve |by| = o < 1
olsun. Bu durumda f(z) fonksiyonunun Jakobiyeninin sinirlar, C(r; A, B) ifadesi
(4.2) esitliginde verilmek izere, asaqidaki sekildedir

(1—7%)(1—a?) (1—7%)(1—a?)

C*(—r; A, B) < Ji(2) < C*(r; A, B)

(14 ar)? (1—ar)?
fspat. Lemma 4.1.5 ve
Jp(2) = [N (2)]* = |g' (=)
oldugu kullanilirsa istenilen sonug elde edilir. O

Teorem 4.1.12. f = h+ g fonksiyonu Sy, (A, B) sinifina ait olsun. Bu durumda

1+ |B)" & kY |(A-B)+jB
) < L 12D Z{(lJrIBI)kE)'( j+>1+y |} (4.14)

k=1

katsayr esitsizligi her n € N icin saglanar.

Ispat. f(z) € Sy icin v(z) € V fonksiyonunun v(0) = by # 0 esitsizligini
sagladigindan v(z) ¢ € oldugunu biliyoruz. Bununla beraber zv(z) € Q’dir.
Dolayisiyla p(z) € P(A, B) ise v(z) € V ve ¢(z) € 2 olmak iizere

p(z) = 1+ A¢(z) _ 1+ Azv(z) _ h'(z) + Azg'(2)
1+ B¢(z) 1+ Bzr(z) h(z)+ Bzg'(2)

p(2)(W(2) + Bzg'(2)) = h'(2) + Azg'(2), (4.15)

esitligi yazilabilir. (4.15) ifadesinde p(z), h(z) ve g(z) fonksiyonlarmim Taylor

acilimlar yazilirsa

<1 + ip,y;”) (1 + f: {(n+ 1)an41 + Bnb,} Z”)

= (4.16)
=1+ Z ((n 4+ 1)an41 + Anby,) 2"
n=1

elde edilir. (4.16) esitliginde z™’li terimlerin katsayilar1 egitlenirse

n—1
(A= B)nby =pn+ Y (pu—i {(k + a1 + Bkby}) (4.17)
h=1

esitligini bulunur.
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p(z) € P(A, B) ise |px| < A — B esitsizliginin her k& € N i¢in saglandigit M. K.
Aouf tarafindan ispatlanmigtir ([6]). Bu esitsizlik (4.17) ifadesinde kullanihirsa

nlbal < (klax| + [Bl(k = D)be-a])  (laa| = 1, [bo| = 0) (4.18)

k=1
elde edilir. Teoremde verilen (4.14) ifadesinin dogrulugunu matematiksel indiik-
siyon ile gosterelim.

(4.18) esitsizligi ve
nlba| <Y kA +IB)" ] (la] =1) (4.19)
k=1

ifadesi goz oniine alinsin. Her iki esitsizligin sag yanlar1 aynidir:
n = 1 icin sonug agikardir.

n = 2 i¢in

20bs| < 14 2ag| + | B||by| < 1+ 2|ag| + |Blla1| = (14 |B]) + 2|as|
2|bo| < (1 + |BJ)|a1| + 2|az| = (1 + | B|) + 2|a|

oldugundan dogrudur.
n = p i¢in hipotez dogru olsun. Dolayisiyla agagidaki ifadelerin sag yanlari

esittir.

p
plby| <Y (Klax| + | B|(k = 1)[bx-al)

k=1

y (4.20)
plbp| <D k(L4 B Flax|  (Jar| = 1, [bo| = 0).

k=1
(4.20) esitsizlikleri ve indiiksiyon hipotezinden

p

> (klar] + [BI(k = D)fbea]) = Y k(AL+BDP Mar]  (laa] = 1, bo] = 0) (4.21)

k=1 k=1
yazilabilir. (4.21) esitligi kullanilarak,

p+1 p

> (klag] +BI(k = Dlbe-al) = Y (klag] + | BI(k = D)lbg-a|)+(p+1)|ap1 |+ Blplb,|

k=1 k=1
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hS]

k(L +|B)P " lag| + (p + 1)|aps1| + | Blp|b,|

k=1
1 p
=158 (Zk(1+IBI)”“"“IakH(lJrIBI)((p+1)|ap+1|+|B|p|bp|)>
k=1
T, 1 »
R — Loptl-k —— | IB 1 k(1 4 | Bl)PTi-F
T 1] 2 A2 okl 4 o | B0 Dlapl + 2K+ 1B
1 p+1 |B| p+1
=—— > k(1+ B’ Flag| + k(1+ |B))"* " *|a
1+|B|,;< BIY™ o 1+|B|;( B e
p+1
=D R+ |B)Pal.
k=1
elde edilir. Bu ise bize varsayimin n = p + 1 icin dogru oldugunu gosterir.
Dolayisiyla
1 n
ol < = 3 k(1+ B Hay (122)
k=1

esitsizligi dogrudur.

Diger taraftan h € S*(A, B) ise Lemma 4.1.2’den

ﬁ|<A—B>+jB|
741

esitsizliginin saglandigini biliyoruz. Bu ifade (4.22) esitsizliginde kullanilirsa iste-

nen elde edilmig olur. O
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BOLUM 5

SONUC

Geometrik fonksiyonlar teorisi, S'nin pekgok altsinifini icerir. Bu tezde f =
h+ g yon-koruyan harmonik fonksiyonunun analitik kisminin S*(A, B) simifindan
secilmesinin en 6nemli nedeni, A ve B parametrelerine baglh olarak tanimlanmis
en genel yildizil fonksiyon sinifi olmasidir. Dolayisiyla dordiincii boliimde bu-
lunan neticelerde, A ve B skalerlerine degerler verilerek, degisik altsiniflara ait
esitsizlikler elde edilir. Bu smiflardan bazilar, 0 < @ < 1 ve M > 1/2 olmak

uzere:
e A=1 B=-1
e A=1—2a, B=-1
e A=1,B=0
e A=1,B=—-14+1/M
e A=a,B=a

degerleri igin elde edilir. Ayrica Sj;(A, B) smifina ait fonksiyonlarin eg-analitik
kisminin ilk katsayisi byi sifira esit alarak SY% (A, B) simfi tammlanabilir. Bu du-
rumda da dordiincti boliimde elde edilen esitsizliklerde a = 0 yazarak S% (A, B)
sinifi igin sonuclar elde edilir. Yine yukarida oldugu gibi A ve B parametreleri
degigtirilerek 8% (A, B)'nin altsimiflarina ait fonksiyonlar igin esitsizlikler verile-
bilir. Ayrica bu tezde ortaya konan yon-koruyan harmonik fonksiyonlarin ikinci
dilatasyon fonksiyonuna ait genigleme teoreminin, yon-koruyan harmonik fonksi-

yonlar teorisinde ¢ok kullanigh bir ara¢ olacagi inancindayiz.
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