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OPERATÖRLER 
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Leibniz 1695’te L’Hospital’a sorduğu “Tam sayı dereceden türevler, 

kesirli dereceden türevlere genelleştirilebilir mi?” sorusu kesirli diferansiyelin 

doğum tarihi olarak gösterilebilir. Leibniz’in yanı sıra Liouville, Riemann, 

Weyl, Fourier, Laplace, Lagrange, Euler gibi ünlü birçok matematikçi de bu 

konu üzerinde çalışmışlardır.  

Bu çalışmanın ilk üç bölümünde yalınkat fonksiyonlar teorisinin 

temelleri denilebilecek önbilgiler verilmiş ve özel yalınkat fonksiyonlar sınıfının 

genel özellikleri incelenmiştir.  

Dördüncü bölümünde ise, son zamanlarda H.M.Srivastava ve 

Shipegoshi Owa tarafından kompleks fonksiyonlar için geliştirilen kesirli türev 

ve uygulamalarını temel alarak bu çalışmanın açık birim disk { }1= <D z z ’de 

tanımlanmış ve 1
1
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∞

+
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=

= +∑  açılımına sahip fonksiyonlar için λ - 

kesirli operatörler tanımlanıp, bu operatörler için yeni neticeler elde edilmiştir. 
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ABSTRACT 

 

HARMONIC UNIVALENT FUNCTIONS AND DIFFERENTIAL  

OPERATORS 

 

Nurcan GENÇ 

  The birth of fractional differential equations can be said to date back to 

1695 when Leibniz asked L’Hospital the question, “Can integer derivatives be 

generalized to fractional derivatives?” Apart from Leibniz, many famous 

mathematician like Lioville, Riemann, Weyl, Fourier, Laplace, Lagrange, Euler 

also studied on this matter.The first tree parts of this work consists of basic 

knowledge of univalent functions and investigation of properties of special 

classes of univalent functions. 

In Section Four of this study, basing on the fractional derivatives and 

their applications that were developed recently for complex functions by H. M. 

Srivastava and Shipegoshi, the open unit disk was defined as { }1= <D z z ; and 

after defining λ - fractional operators for functions that have the expansion of 

1
1

1

( ) np

np

n

f z z a z
∞

+
+

=

= +∑ , new results were obtained for those operators. 

Keywords : Subordination, Univalent Function,  

Distortion, Fractional Derivative, Fractional 

Operators, Coefficient Inequality. 
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GİRİŞ 

 

Türev ve integral genel olarak teknolojinin temelini oluşturmaktadır ve aynı 

zamanda doğal ve yapay sistemlerin çalışma prensiplerini anlamada çok önemli bir 

araçtır. Kesirli diferansiyel, matematiksel analizin bir kolu olarak, kendi adından da 

tahmin edileceği üzere, türev ve integralin tam olmayan (keyfi) derecelere 

genişletilmiş bir şeklidir. Konu, diferansiyel hesap kadar eski olup Leibniz ve 

Newton’un diferansiyel hesaplama tekniğini bulmalarına kadar uzanır.  

Bir fonksiyonun birinci, ikinci, üçüncü vs. türevlerinin nasıl alındığını 

biliyoruz fakat 3/2 nci türevini nasıl alabiliriz? Aynı şekilde bir fonksiyonu iki ya da 

üç defa integre edebiliriz ama ½ defa integre edebilir miyiz? Leibniz 1695’te 

L’Hospital’a sorduğu “Tam sayı dereceden türevler, kesirli dereceden türevlere 

genelleştirilebilir mi?” sorusu kesirli diferansiyelin doğum tarihi olarak 

gösterilebilir. Leibniz’in kesirli türevler üzerine ortaya attığı bu soru, 300 yıldan 

daha fazla bir zamandır üzerinde çalışılan bir konu olmuştur. Leibniz’in yanı sıra 

Liouville, Riemann, Weyl, Fourier, Laplace, Lagrange, Euler, Abel, Lacroix, 

Grunwald ve Letnikov gibi ünlü birçok matematikçi de bu konu üzerinde 

çalışmışlardır (Loverro A., 2004). 

 Son zamanlarda H.M.Srivastava ve Shipegoshi Owa tarafından kompleks 

fonksiyonlar için geliştirilen kesirsel türev ve uygulamalarını temel alarak bu 

çalışmanın ikinci bölümünde açık birim disk { }1D z z= < ’de tanımlanmış ve 

1
1

1

( )
np

np

n

f z z a z
∞

+
+

=

= +∑  açılımına sahip fonksiyonlar için λ -kesirsel operatörler 

tanımlayıp bu operatörler için yeni neticeler elde etmeye çalıştık. 
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1. SUBORDİNASYON PRENSİBİ 

 

LEMMA 1.1: (Schwarz Lemması) 2

1 2( ) ...w z c z c z= + + fonksiyonu birim 

disk { }1D z z= <  de  tanımlanmış   ve   analitik   olsun.   Ayrıca   (0) 0w =  ve   

( ) 1w z <  koşullarını gerçeklesin. Bu durumda 

  ( )w z z≤  ve '(0) 1w ≤  

eşitsizlikleri gerçeklenir. Eşitlik hali ancak ve ancak ( )w z kz= , 1k = fonksiyonu 

için 

geçerlidir. 

 

İSPAT: 

(1.1)   
2

1 2
1 2

...( )
( ) ...

c z c zw z
h z c c z

z z

+ +
= = = + +  

fonksiyonunu göz önüne alalım.  Bu fonksiyon birim diskte tanımlı ve analitiktir. 

Maksimum Modül Teoremine göre fonksiyon maksimum değerini sınırda alır. Yani 

(1.2)  
( )

( ) 1
w z

h z
z

= ≤  

eşitsizliği geçerlidir. (1.2) ifadesinden aşağıdaki işlemleri yaparak 

  
( )

1 ( )
w z

w z z
z

≤ ⇒ ≤  

olduğunu görürüz. Şimdi limitin 

  '

0

( 0) (0)
(0)

0z

h z h
h lim

z→

+ −
=

−
 

tanımını kullanırsak 
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 '

0 0 0 0

( 0) (0) ( ) 0 ( ) ( )
(0) lim lim lim lim

0z z z z

w z w w z w z w z
w

z z z z→ → → →

+ − −
= = = = ⇒

−
 

  
0

lim ( ) 1 '(0) 1
z

h z w
→

≤ ⇒ ≤  

bulunur. Eşitlik hali 

  
( ) ( ) ( )

( ) 1 1 ( ) 1 .
w z w z w z

h z w z z
z z z

= ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒  

  ( )w z kz=   ( 1)k =  

olduğu görülür. 

 

 TANIM 1.1: ( Subordinasyon Prensibi ) ( )f z  ve ( )g z  fonksiyonları 

{ }1D z z= <  bölgesinde tanımlanmış, analitik iki fonksiyon olsun. ( )w z  

fonksiyonu D de tanımlı, analitik ve (0) 0, ( ) 1w w z= < koşullarını gerçekleyen bir 

fonksiyon olmak üzere ( ) ( ( ))f z g w z=  şeklinde ifade edilebiliyorsa, 

( )f z fonksiyonu ( )g z  fonksiyonuna “Subordine” dir denir ve ( ) ( )f z g z≺ olarak 

yazılır.  

    

  Subordinasyon prensibi Schwarz lemmasının genelleştirilmişidir. ( )w z z=  

olarak alındığında ( ( )w z z=  fonksiyonu 1 1k k= ⇒ = hali için  Schwarz 

lemmasında eşitlik halini  veren fonksiyondur)  subordinasyon prensibi  Schwarz 

lemmasına indirgenir. 

Subordinasyon prensibinin genel özellikleri aşağıdaki şekilde sıralanabilir. 

 

TEOREM 1.1:  ( )f z  ve ( )g z  fonksiyonları D birim diskinde tanımlanmış 

analitik iki fonksiyon olsun. Eğer ( ) ( )f z g z≺  ise ( ) ( )f D g D⊂ dir. 
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     Şekil 1.1 

 

 

 İSPAT: Teoremin ispatına geçmeden önce geometrik yorumunu yapalım. 

Şekil 1.1 de gösterildiği gibi, D birim diskinin ( )f z  fonksiyonu altındaki resim 

bölgesi ( )f D , ( )g z  fonksiyonu altındaki resim bölgesi ( )g D  ise ( )f D  bölgesi 

( )g D  bölgesinin alt  cümlesidir. 

 

Subordinasyon prensibinin Schwarz lemmasının genelleştirilmiş hali olduğunu 

Tanım 1.1’de   belirtmiştik.   Dolayısıyla   Subordinasyon,    Schwarz   lemmasının 

koşullarını gerçekler. Bu gerçekten hareketle 

(1.3)  ( ) ( ) ( ) ,w z z w z z w z kz≤ ⇒ = ⇔ =  1k =  

ifadesini yazabiliriz. Öte yandan 

(1.4)  1 1( ) ( )z w D z w z∈ ⇒ =  olacak şekilde bir z D∈  vardır. 

  1 1 1( ) ( ) , 1 ( ) 1z w z z w z z z z w z z= ⇒ = ≤ < ⇒ = ≤ < ⇒  

  1 11z z D< ⇒ ∈  bulunur. 
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Yani, 1 ( )z w D∈  ise 1z D∈ olur. Bu ise bize  

(1.5)  ( )w D D⊂  

olduğunu gösterir. Diğer taraftan ( ) ( )f z g z≺  subordinasyonunun (1.5) ifadesinde 

kullanılması ile 

  ( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( )f z g w z f D g w D g D= ⇒ = ⊂ ⇒  

  ( ) ( )f D g D⊂  

buluruz ki bu da ispatlanması istenen ifadedir. 

 

 SONUÇ 1.1: 2 2

2 2( ) ..., ( ) ...f z z a z g z z b z= + + = + +  açılımlarına sahip ( )f z  

ve ( )g z  fonksiyonları 

  (0) (0)f g=  

eşitliği gerçeklenir. 

 

 İSPAT: Gerçekten,  

  
( ) ( ) ( ) ( ( ))

(0) (0)
(0) 0 (0) ( (0))

⇒ = 
⇒ =

= ⇒ = 

≺f z g z f z g w z
f g

w f g w
 

sonucu elde edilir. 

 

 SONUÇ 1.2: { }= ∈ <rD z z r  ve 0 1r< <  olmak üzere ( ) ( )f z g z≺  

subordinasyonu varsa 

  {{ }( ) ( )< ⊂ <f z z r g z z r  

bağıntısı  gerçeklenir. Yani 

  ( ) ( )⊂
r r

f D g D  

dir.  

 

 SONUÇ 1.3: ( ) ( )f z g z≺  subordinasyonu geçerli ise  

  ( ) ( )
≤ ≤

≤
z r z r

Max f z Max g z  

eşitsizliği gerçeklenir. 
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İSPAT: Gerçekten, ( )f z  ve ( )g z  fonksiyonları { }1D z z= <  bölgesinde 

tanımlanmış analitik fonksiyonlar olduklarından maximum modül teoreminden 

dolayı maksimum  değerlerini  D bölgesinin sınırında alır. Teorem 1.1 den dolayı 

(1.6)  ( ) ( )f D g D⊂  

bağıntısının gerçeklendiğini biliyoruz. Maksimum Modül Teoremi ve (1.6) 

ifadelerinden  

  ( ) ( )
≤ ≤

≤
z r z r

Max f z Max g z  

eşitsizliği elde edilir. 

 

 SONUÇ 1.4: ( ) ( )f z g z≺  subordinasyonu geçerli ise  

  ( ) ( )2 2' '1 ( ) 1 ( )
≤ ≤

− ≤ −
z r z r

Max z f z Max z g z  

eşitsizliği gerçeklenir. 

 

 İSPAT: Gerçekten, ( )f z  ve ( )g z  olduğundan, ( )w z  fonksiyonu Schwarz 

lemmasının koşullarını gerçekleyen bir fonksiyon olmak üzere  

(1.7)  ( ) ( ( ))=f z g w z  (Subordinasyonun tanımından) 

(1.8)  ( ) ≤w z z  (Schwarz Lemmasından) 

bağıntıları yazılabilir. (1.18) eşitliğinden 

(1.9)  
2 2' ' '(1 ) ( ) (1 ) ( ) ( ( ))− = −z f z z w z g w z   

ifadesine ulaşılabilir. (1.9) bağıntısına Schwarz Lemması uygulanacak olursa 

(1.10)  
2 2 2' ' ' '(1 ) ( ) (1 ) ( ) ( )) (1 ( ) ) ( ))− = − ≤ − ⇒z f z z w z g z w z g z  

(1.11)  
2 2' '(1 ) ( ) (1 ( ) ) ( ( ))− ≤ −z f z w z g w z  

elde edilir. (1.11) eşitsizliğinde (1.8) kullanılırsa 

(1.12)  
2 2' '(1 ) ( ) (1 ) ( )− ≤ −z f z z g z  

eşitsizliğini elde ederiz. (1.12) ifadesinde maksimum modül teoremi kullanılırsa 

(1.13)   ( ) ( )2 2' '1 ( ) 1 ( )
≤ ≤

− ≤ −
z r z r

Max z f z Max z g z , (0 1)< <r  

bulunur ki bu da ispatı istenen ifadedir. 
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 SONUÇ 1.5: ( ) ( )f z g z≺  subordinasyonu geçerli ise 

  ' '(0) (0)≤f g  

eşitsizliği gerçeklenir. 

 

 İSPAT: Gerçekten, Sonuç 1.4’ün ispatında 

(1.25)   
2 2' '(1 ) ( ) (1 ( ) ) ( ( ))z f z w z g w z− ≤ −  

eşitsizliğini elde etmiştik. (1.25) ifadesinde (0) 0w =  olduğunu kullanırsak 

' '(0) (0)≤f g  

eşitsizliğine ulaşılır. 

 

 TEOREM 1.2:  ( )f z  ve ( )g z  fonksiyonları D birim diskinde tanımlanmış 

analitik fonksiyonlar olsunlar. ( )g z  fonksiyonu D bölgesinde yalınkat ise ( )f z  

fonksiyonunun,  ( )g z  fonksiyonuna subordine olması için gerek ve yeter şart 

  (0) (0)f g=  ve ( ) ( )f D g D⊂  

olmasıdır. 

 

İSPAT: (Gereklilik)  ( )g z  fonksiyonu  D bölgesinde  yalınkat ve 

( ) ( )f z g z≺  olsun. 3. bölümde verilen yalınkat olmanın tanımından dolayı 

(1.15)   1 2 1 2( ) ( )≠ ⇒ ≠z z g z g z  

dir . Ayrıca  ( )f z  fonksiyonu , ( )g z  fonksiyonuna subordine olduğundan 

(1.16) ( )w z , D de analitik 

(1.17) (0) 0w = , ( 1' )<z de  

(1.18) 1 1<z  için  ( ) 1<w z  

olacak şekilde bir  ( )w z  fonksiyonu vardır. (1.15),  (1.16),  (1.17)  ve  (1.18)  

ifadelerinin birlikte düşünülmesi ile aşağıdaki sonuca varılabilir. 

 1 ( )∈ rz w D  (0 < r < 1) için  1 ( )=z w z  olacak şekilde  bir    ∈ rz D  vardır. 

Dolayısıyla    

 1 1 1 1( ) ( ) 1 1= ⇒ = < ⇒ < ⇒ ∈ rz w z z w z z z D  

buluruz. Bu ise bize 
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(1.19)   ( ) ⊂r rw D D  

olduğunu gösterir . (1.15) eşitliği (1.19) ifadesi ile birlikte düşünülürse  

(1.20)   ( ( )) ( )⊂r rg w D g D  

bağıntısı elde edilir. Diğer  taraftan 

(1.21)  ( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ) ( ( ))⇒ = ⇒ =≺ r rf z g z f z g w z f D g w D  

eşitliğini de göz önüne alırsak (1.20) ve (1.21) ifadelerinden  

(1.22)  ( ) ( )⊂
r r

f D g D  

yazılabilir. (1.22) bağıntısında  1→r  alınırsa  

(1.23)  ( ) ( )⊂f D g D  

buluruz .Öte yandan verilen tanımları kullanarak 

   
( ) ( ) ( ) ( ( ))

(0) (0)
(0) 0 (0) ( (0))

f z g z f z g w z
f g

w f g w

⇒ = 
⇒ =

= ⇒ = 

≺
 

elde ederiz. 

 (Yeterlilik) ( )g z  fonksiyonu D  bölgesinde yalınkat,  (0) (0)f g=  ve 

( ) ( )⊂f D g D  olsun. Göstermeliyiz ki ( ) ( )≺f z g z  dir. 

 ( )g z , D de yalınkat olduğundan (1.15) bağıntısını kullanarak 

  1( ) ( )−= ⇔ =w g z z g w  

fonksiyonunun  ( )g D  de analitik (Riemann tasvir teoreminden) ve yalınkat 

olduğunu söyleyebiliriz. Diğer yandan ( ) ( )⊂f D g D  olduğundan  1( )−=z g w  

fonksiyonu aynı zamanda ( )f D  de yalınkattır. Şimdi 

(1.24)  1( ) ( ( ))−=w z g f z  

fonksiyonunu tanımlayalım. (1.24)  şeklinde tanımlanan fonksiyon yukarıda  

söylediklerimizden  ötürü ( )g D de analitiktir.   ( ) ( )⊂f D g D  olduğundan ( )w z  

fonksiyonu ( )f D  ‘de de analitiktir. Ayrıca 

  1(0) (0) 0 ( (0))−= ⇒ =f g g f  

bulunur ki bu bağıntı bize 

  

1

1

( ) ( ( ))
(0) 0

( (0)) 0

w z g f w
w

g f

−

−

= 
⇒ =

= 
 

eşitliğini verir. Ayrıca 1( ) ( ( ))−=w z g f z fonksiyonuna ait bütün değerler 1( )z g w−=  
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 fonksiyonu ile verilebileceğinden 1( ) ( ( ))−=w z g f z  fonksiyonu D ‘de analitiktir ve 

( ) 1w z <  koşulunu gerçekler. Sonuç olarak ( )w z , D ‘de analitik, (0) 0, ( ) 1w w z= <  

koşullarını gerçekleyen fonksiyon olmak üzere  

  1( ) ( ( )) ( ) ( ( ))−= ⇒ =w z g f z f z g w z  

şeklinde yazılabilir ki bu da subordinasyon tanımından dolayı  

  ( ) ( )≺f z g z  

olduğunu gösterir. 

 

 PROBLEM 1.1: ( Lindelöf  Prensibi ) Subordinasyon prensibini kullanarak 

( )w f z=  fonksiyonu için  

  2 1( ) ( ) ( )M r f z M r≤ ≤  

eşitsizliği gerçeklenir. Burada 1( )M r üst sınır, 2 ( )M r alt sınırdır. 

 

 ÇÖZÜM : Problemin çözümü için aşağıdaki şekilde hareket edilir.  

 
1

( )
1

z
f z

z

+

−
≺  olsun. Bu durumda 0

1
( )

1

z
p z

z

+
=

−
 fonksiyonunun =z r  

çemberini nasıl çemberler üzerine resmettiğini bulalım. { }1D z z= < birim diskinin 

resmi, subordinasyon prensibinden dolayı, 
0( ) ( )f D p D⊂ olacağından ( )f z resim 

çemberinin içinde olacaktır. 

 Örneğin, Teorem 2.1’den dolayı 0

1
( )

1

z
p z

z

+
=

−
 fonksiyonu =z r  çemberini 

merkezi 
2

2

1
( ) ,

1

r
c r

r

+
=

−
 yarıçapı 

2

2
( )

1

r
r

r
ρ =

−
 olan çemberler üzerine resmeder. 

Dolayısıyla aşağıdaki şekil çizilebilir.  
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    Şekil 1.2 

 

 

Bu ise çapın uç noktalarının 

1 1
,

1 1

r r
M N

r r

− +
= =

+ −
 

olduğunu gösterir. Şekil 1.2 de görüldüğü gibi ( )f D bölgesi bu çemberin içinde 

olacağından 

  
1 1

( )
1 1

r r
f z

r r

− +
≤ ≤

+ −
 

eşitsizliğini elde ederiz.  Dolayısıyla Lindelöf Prensibine ( ) ( )≺f z g z   ise 

( ) ( )r rf D g D⊂ dir. Buna ait şekil aşağıdaki gibidir. 
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     Şekil 1.3 
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2. POZİTİF REEL KISMA SAHİP FOKSİYONLAR  

 

Birim diskte analitik pozitif reel kısma sahip fonksiyonlar sınıfı Carathedory 

tarafından inşa edilmiştir. Bu sınıf yalınkat fonksiyonlar teorisinde çok önemli yere 

sahiptir. 

 

TANIM 2.1: (Pozitif Reel Kısma Sahip Fonksiyonlar Sınıfı) { }1D z z= <  

bölgesinde tanımlanmış analitik ve 2

1 2( ) 1 ...p z p z p z= + + + Taylor açılımına sahip, 

(0) 1,p =  Re ( ) 0p z >  koşullarını gerçekleyen ( )p z  fonksiyonlarından oluşan 

cümleye “Pozitif Reel Kısma Sahip Fonksiyon Sınıfı” denir. Bu sınıf ayrıca 

“Carathedory Sınıfı” olarak da adlandırılır ve " "℘  ile gösterilir. 

 

TEOREM 2.1: 
1

( )
1

+
= =

−

z
w f z

z
 fonksiyonu =z r  çemberini merkezi 

2

2

1
( ) ,0

1

 +
=  

− 

r
c r

r
 de bulunan ve yarıçapı 

2

2
( )

1

r
r

r
ρ =

−
 olan çemberler üzerine 

resmeder. 

 

İSPAT:  

1
(1 ) 1 1

1

1
1 ( 1) (1 )

1

z
w w z z w wz z

z

w
w z wz w z w z

w

+
= ⇔ − = + ⇔ − = +

−

−
⇔ − = + ⇔ − = + ⇒ =

+
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2 2

2 22

2 2

2 2 2
2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 ( 1)1 1

1 1 1 ( 1)

( 1) ( 1)
( 1) ( 1)

( 1)( 1)

2 1 2 1 2 2 1

w u ivw w
z z r z r z

w w w u iv

u iv u v
r r r u v u v

u vu iv

r u u v u u v r u ur r r v u v u

− − +− −
= ⇒ = = ⇒ = = ⇒ =

+ + + + +

− + − +
 ⇒ = ⇒ = ⇔ + + = − + + ++ +

 ⇔ + + + = − + + ⇒ + + + = + − + 

 2 2 2 2 2 2 2 22 1 2 0u v u r u r v ur r+ − + − − − − = ⇒  

  2 2 2 2 2 2(1 ) (1 ) 2(1 ) 1 0− + − − + + − = ⇒r u r v r u r  

(2.1) 
2

2 2

2

(1 )
2 1 0

1

+
+ − + = ⇒

−

r
u v u

r
 

çember denklemini buluruz 2 2( 0).x y Ax By C+ + + + =  Bu çemberin merkezi 

2

22
2

2

2

1
2

11
1

2 2 1 ( ) ,0
1

0
0

2 2

r

A rra r
r c r

r
B

b

+
+−= − = =   +

− ⇒ =  
− 

= − = =


 

yarıçapı 

   

2
2 2 2

2 2 22 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2

1 4(1 )
2 0 4.1 4

1 (1 )4
( )

2 2 2

(1 ) (1 ) (1 )
2 1

(1 ) (1 ) (1 ) (1 )
( )

2 1 (1 )

r r

r rA B C
r

r r r

r r r r
r

r

ρ

ρ

 + +
− + − − 

− −+ −  
= = =

+ + − −
−

− − + − −
= = =

−

 

2 4 2 4 2

2 2 2

1 2 1 2 4 2

1 1 1

r r r r r r

r r r

+ + − + −
= = =

− − −
 

2

2
( )

1

r
r

r
ρ =

−
 

olarak bulunur. Bu ifade aynı zamanda 

  
2

2 2

1 2
( )

1 1

r r
f z

r r

+
− ≤

− −
 

olarak da yazılabilir. 
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 TEOREM 2.2: 
1

( )
1

+
= =

−

z
w f z

z
 fonksiyonu { }1D z z= < birim diskini 

Re 0w > sağ yarım düzlemi üzerine resmeder. 

 

 İSPAT: w  fonksiyonunun tanımından hareketle 

  

1
(1 ) 1 1

1

11
1 ( 1) (1 ) 1

1 1

1 1

z
w w z z w wz z

z

ww
w z wz w z w z z

w w

w w

+
= ⇔ − = + ⇔ − = +

−

−−
⇔ − = + ⇔ − = + ⇒ = ⇔ = ⇒

+ +

+ > −

 

elde edilir. Burada w u iv= +  olduğu kullanılırsa 

  1 1 ( 1) ( 1)u iv u iv u iv u iv+ + > + − ⇒ + + > − + ⇒  

  2 2 2 2 2 2 2 2( 1) ( 1) 2 1 2 1u v u v u u v u u v+ + > − + ⇒ + + + > − + + ⇒  

  2 2 4 0 0u u u u> − ⇒ > ⇒ > ⇒  

(2.2)  Re 0u w= >  

bulunur. (2.2) eşitliği bize 
1

1

z
w

z

+
=

−
 fonksiyonunun { }1D z z= <  bölgesini w - 

düzleminde Re 0w u= >  sağ yarım düzlemi üzerine gösterir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

     Şekil 2.1 
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 NOT 2.1 : Yukarıda incelenen 
1

( )
1

z
w f z

z

+
= =

−
fonksiyonu " "℘ sınıfına aittir 

ve extremal fonksiyondur. (Bir eşitsizlikte eşitliği veren fonksiyona extremal 

fonksiyon adı verilir.) 

 TEOREM 2.3: 2

1 2( ) 1 ...p z p z p z= + + +  fonksiyonu { }1D z z= < de 

tanımlanmış analitik (0) 1, Re ( ) 0p p z= >  koşullarını gerçekleyen bir fonksiyon 

olsun. Bu taktirde  ( )p z  fonksiyonu ( ),w z  D  de analitik  (0) 0,w =   ( ) 1w z <  

koşullarını gerçekleyen bir fonksiyon olmak üzere 

  
1 ( )

( )
1 ( )

w z
p z

w z

+
=

−
 

şeklinde yazılabilir. 

 

 İSPAT: 

(2.4)  
1

( )
1

+
= =

−

z
w f z

z
 

şeklinde tanımlanan  fonksiyonu  Teorem 2.2  de  incelemiştik ve   { }1D z z= <  

bölgesini   Re 0w >  sağ yarı düzlem üzerine resmettiğini gördük. Diğer yandan 

Teorem  1.2  den biliyoruz ki  “ ( )f z  ve   ( )g z    fonksiyonları D  birim  diskinde 

tanımlanmış analitik fonksiyonlar olsunlar. ( )g z  fonksiyonu D bölgesinde yalınkat 

ise ( )f z  fonksiyonunun, ( )g z  fonksiyonuna subordine olması için gerek ve yeter 

şart (0) (0)f g= ve ( ) ( )f D g D⊂  olmasıdır”. 

 Dolayısıyla, 

(i) (0) 1,p =  verilen hipotez şartı 

(ii) 
1 0 1

(0) 1,
1 0 1

z
w w

z

+ + 
= = = 

− − 
 lineer transformasyonu 

(iii) 
1

( ) ,
1

z
w z

z

+
=

−
  Möbius transformasyonu yalınkattır. 

(iv) 
1

Re (0) 0,Re 0,
1

z
p

z

+ 
> > 

− 
 ( ( ) ( )p D w D⊂ demektir.) 

ifadeleri subordinasyon prensibinin koşullarının gerçeklendiğini gösterir. Yani 
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(2.5) 
1

( )
1

z
p z

z

+

−
≺  

ifadesini yazabiliriz. Subordinasyon prensibi tanımı kullanılırsa 

(2.5) 
1 1 ( )

( ) ( )
1 1 ( )

z w z
p z p z

z w z

+ +
⇔ =

− −
≺  

yazılır ki bu da teoremin ispatını verir. 

 

TEOREM 2.4: ( )f z fonksiyonu " "℘  sınıfına ait ise 

  
1 1

( )
1 1

r r
p z

r r

+ +
≤ ≤

− −
 

dir. 

İSPAT: Sonuç 1.2 de gösterdik ki “ 0 1r< <   olmak üzere ( ) ( )≺f z g z   

subordinasyonu varsa { } { }( ) ( )f z z r g z z r< ⊂ <  bağıntısı gerçeklenir.” 

 Ayrıca Teorem 2.1 den dolayı 

 “
1

1

z
w

z

+
=

−
 fonksiyonu =z r  çemberini merkezi 

2

2

1
( )

1

+
=

−

r
c r

r
 de bulunan ve 

yarıçapı 
2

2
( )

1
ρ =

−

r
r

r
 olan çemberler üzerine resmeder.” 

sonucunu yazabiliriz ve yine Teorem 2.3 te ispatladık ki 

 “ ( )∈℘p z  ise 
1

( )
1

+

−
≺

z
p z

z
 dir.” 

ifadesi geçerlidir. Bu üç ifadeden dolayı 

(2.7)   
2

2 2

1 2
( )

1 1

+
− ≤

− −

r r
p z

r r
 

eşitsizliği yazılabilir. Diğer yandan herhangi iki  1z  ve 2z  kompleks sayısı için 

yazılabilen 

(2.8)  1 2 1 2− ≤ −z z z z  

ifadesi (2.7) eşitsizliğinde kullanılırsa 
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2 2

2 2 2

1 1 2
( ) ( )

1 1 1

+ +
− ≤ − ≤ ⇒

− − −

r r r
p z p z

r r r
 

  
2 2 2

2 2 2

2 1 1 2 (1 ) 1
( )

1 1 1 (1 )(1 ) 1

+ + + + +
≤ + = = =

− − − − + −

r r r r r r
p z

r r r r r r
 

(2.9)  
1

( )
1

+
≤

−

r
p z

r
 

eşitsizliği elde edilir. Şimdi aşağıdaki yardımcı  teoremi ispatlayalım. 

 Eğer ( )p z fonksiyonu ℘sınıfına ait ise 
1

( )p z
fonksiyonu da ℘ sınıfına aittir. 

Gerçekten, ( )p z fonksiyonu ℘ sınıfına ait olsun. Şimdi 

  
1

( )
( )

q z
p z

=  

fonksiyonunu   tanımlayalım   ve    ( )q z  fonksiyonunun   pozitif   reel   kısma   

sahip fonksiyonlar sınıfının özelliklerini sağladığını gösterelim. 

  
1 1

(0) 1
(0) 1

q
p

= = = ⇒  

(2.10)  (0) 1q =  

  
2

1 ( ) ( )
( )

( ) ( ). ( ) ( )

p z p z
q z

p z p z p z p z
= = = ⇒  

  
2 2

( ) 1
Re ( ) Re Re( ( ))

( ) ( )

p z
q z p z

p z p z

 
 = = ⇒
 
 

 

(2.11)  
2

1
Re ( ) Re( ( ))

( )
q z p z

p z
= . 

Son eşitlikte, bir kompleks sayının ve eşleniğinin reel kısımlarının eşit olduğu, yani 

(2.12)  Re ( ) Re( ( ))q z p z= ⇒  

ifadesi kullanılırsa 

  ( )2 2

1 1
Re ( ) Re ( ) Re ( )

( ) ( )
q z p z p z

p z p z
= = ⇒  
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(2.13)  
2

1
Re ( ) Re ( )

( )
q z p z

p z
=  

eşitliği elde edilir. Öte yandan 

  
2

1
0, Re ( ) 0

( )
> >p z

p z
 

eşitsizlikleri (2.13) de kullanılırsa 

(2.14)  Re ( ) 0>q z  

elde edilir. 

 2

1 2( ) 1 ...= + + +p z p z p z  fonksiyonu D de analitik olduğundan ( )q z  

fonksiyonu da D analitiktir. Dolayısıyla bulduğumuz bu özelliklerden dolayı 

1
( )

( )
q z

p z
=  fonksiyonunun da ℘ sınıfına ait olduğunu göstermiş oluruz. 

 Yardımcı teoremden hareketle 

  
1 1 1

( ) ( )
( ) ( ) 1

r
q z q z

p z p z r

+
= ⇒ = ≤ ⇒

−
 

(2.15)  
1

( )
1

−
≥

+

r
p z

r
 

buluruz. (2.9) ve (2.15) ifadeleri birlikte düşünülürse 

  
1 1

( )
1 1

− +
≤ ≤

+ −

r r
p z

r r
 

eşitsizliği elde edilir ki bu da bize teoremin ispatını verir. 

 

LEMMA    2.1:  (I. S. Jack   Lemması)    ( )w z  fonksiyonu    birim    diskte 

( { }1D z z= <  ’de) tanımlanmış, analitik (0) 0, ( ) 1= <w w z  koşullarını gerçekleyen 

bir fonksiyon olsun. Bu durumda ( ) ,w z z r= çemberi üzerinde bir 1z  noktasında 

maksimum değerini alırsa, 1≥k olmak üzere 

'

1 1 1( ) ( )=z w z kw z  

eşitliği gerçeklenir ([14]). 
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İSPAT: =z r çemberi üzerinde ( )w z ’nün maksimum değerini M(r,w) ile 

gösterelim. log ( , )M r w  fonksiyonunun sürekli ve konveks, ayrıca (0) 0=w  

eşitliğinden log r ’nin artan bir fonksiyonu olduğunu biliyoruz. 

=z r çemberi üzerinde herhangi bir noktada  

(2.16)  ( ) ( , )=w z M r w  

olsun. θ= i
z re ve ( ) ( 0)φ= ≠i

w z Re R olmak üzere maksimum alma durumundan 

dolayı 

  ( ( ) , ( ) ( ) ( ) ( , ))φ θ φ θ= = ⇒ = ⇒ = ⇒ =i i i
w z Re z re w z Re w z R w z R r  

(2.17)  0
θ

∂
=

∂

R
 

eşitliği yazılabilir. Diğer yandan 

(2.18)  
1

(log ( , )) 0
( , )

θφ
θ θ θ

∂

∂ ∂∂= = =
∂ ∂

R

R
R r

R r R
 

bulunur. Ayrıca 

(2.19)  log ( ) log( ) log log logφ φ φ= = + = +i i
w z Re R e R i  

yazılışı göz önüne alınırsa  

(2.20)  Re(log ( )) log ( , )θ=w z R r  

eşitliği elde edilir. Dolayısıyla (2.18) ve (2.20) eşitlikleri birlikte düşünülürse 

(2.21)  
1

0 (log ( , )) Re log( ( ))φ
θ θ θ

∂ ∂ ∂ 
= = =  

∂ ∂ ∂ 

R
R r w z

R
 

ifadesi bulunur. Diğer taraftan 

  log ( ) log( ( ) ) log ( ) log ( , ) log ( )φ θφ θ= = + = = ⇒i iw z w z e w z i R r w re  

(2.22)  log ( ) log( ( ))θ= i
w z w re  

olduğu düşünülürse ve (2.22) eşitliğinden her iki tarafın θ  ’ya göre türevi alınırsa 

(2.23)  
' ( ) 1

( )

θ
θ

θ

θ
θ

∂

∂∂= =
∂

i
i

i

R

w re R
ire

w re R R
 

eşitliği elde edilir. (2.23) aynı zamanda 
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(2.24)  
'( )

( )

i
i

i

w re
re X iY

w re

θ
θ

θ
= Ζ = +  

olduğunu düşünerek her iki tarafını i ile çarparsak 

(2.25)  
'
( )

( )

θ
θ

θ
= Ζ = −

i
i

i

w re
ire i iX Y

w re
 

eşitliği elde edilir. (2.20), (2.21), (2.22), (2.23), (2.24) ve (2.25) ifadelerinden 

(2.26)  
'( )

Im Re log ( )
( )

θ
θ

θ θ

  ∂ 
− =   

∂  

i
i

i

w re
re w z

w re
 

bulunur. Dolayısıyla yukarıdaki eşitliklerden 

(2.27) 

 
'1 ( )

0 (log ) (log ) Re log ( ) Im
( )

θ
θ

θθ θ θ

 ∂ ∂ ∂ 
= = = = −   

∂ ∂ ∂   

i
i

i

R w re
R R w z re

R w re
 

bulunur. Bu ise 

(2.28)  
' ( )

Im 0
( )

θ
θ

θ

 
− = 

 

i
i

i

w re
re

w re
 

olduğunu gösterir. (2.28) bize 1( ) ( )=k r k z olmak üzere ( )w z  fonksiyonunun =z r  

çemberi üzerinde bir 1z  noktasında maksimum değerini alması durumunda 

(2.29)  
'

1
1 1

1

( )
( )

( )
=

w z
z k z

w z
 

şeklinde bir reel değere eşit olduğunu gösterir. 

 

 Şimdi   1≥k olduğunu   gösterelim. ( )w z  fonksiyonu   (0) 0=w  koşulunu 

gerçeklediğinden ( )w z fonksiyonunun z = 0 civarındaki Taylor açılımı 

(2.30)  2

1 2( ) ... ...= + + + +n

nw z a z a z a z  

şeklindedir. Yani  ( )w z fonksiyonunun sabit terimi sıfırdır. Diğer yandan (2.30) 

ifadesinden türev alıp z ile çarparsak 

(2.31)  '

1 2( ) 2 ...= + +w z a a z  

(2.32)  ' 2

1 2( ) 2 ...= + +zw z a z a z  

sonuçları elde edilir. (2.29) ifadesinin 
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'

'1
1 1 1 1 1 1

1

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
= ⇔ = ⇒

w z
z k z z w z w z k z

w z
 

(2.33)          2 3 2 3

1 2 3 1 2 32 3 ... ... ... ...+ + + + + = + + + + +n n

n n
a z a z a z na z ka z ka z ka z ka z  

şeklinde yazılabileceği göz önüne alınırsa =k n  olduğu görülür. Burada ,n  ( )w z  

fonksiyonunun 0=z  noktası civarında Taylor açılımındaki n ’inci katsayıyı 

göstermektedir. Yukarıda söylenenlerden dolayı bu açılımda sabit terim sıfır 

olduğundan 1≥n dir. Yani 1≥k dir. Eğer 1( ) ( )=k z k r fonksiyonunun r ’nin artan 

fonksiyonu olduğunu gösterirsek 1≥n eşitsizliğini göstermiş oluruz. 

 

log ( , )M r w fonksiyonu (log )r ’nin konveks fonksiyonu olduğundan 

(2.34)  
(log ( , )) '( , )

(log ) ( , )
=

d M r w M r w
r

d r M r w
 

ifadesini yazabiliriz. (2.34) eşitliği bize 
'( , )

( , )

 
 
 

M r w
r

M r w
ifadesinin, (log )r ’nin ve aynı 

zamanda r’nin artan fonksiyonu olduğunu gösterir. Ayrıca 

  
(log ( , ))

(log )

d M r w

d r
 

türevi bu tür noktalarda vardır. Türevin bu tür noktalarda olmadığını farz etmemiz 

halinde; sağ ve sol türevlerin bu tür noktalarda var olduğunu biliyoruz ve yine 

biliyoruz ki bu tür noktalarda sol türev sağ türevi geçemez. Böyle herhangi bir 

durumda 
'( , )

( , )

 
 
 

M r w
r

M r w
 artandır. Buna karşılık r’nin fonksiyonunun sürekli olması 

gerekmez. Fakat 

  
1

' '

1 1
1 1

1 1

( ) ( )
( ) Re Re (log ( ) )

( ) ( ) =

  ∂ 
= = =   

∂  
z z

w z w z
k r z z r w z

w z w z r
 

  
1

1

1

log
, ( , )

=
=

=

∂

∂ ∂= = =
∂ z z

z z

z z

R

R rr r R M r w
r R

 

olduğu göz  önüne alınırsa 1≥k olduğu görülür. 
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 TEOREM 2.5: ( )p z  fonksiyonu { }1D z z= <  bölgesinde analitik, 

Re ( ) 0>p z ve (0) α β= +p i  ( , 0α β >  ve reel sayı ) koşullarını sağlayan bir 

fonksiyon olsun. Bu taktirde 

(2.35)  
1

( ) ( ( ) )q z p z iβ
α

= −  

şeklinde tanımlanan fonksiyon  ℘ sınıfına aittir. 

 İSPAT: ( )p z  fonksiyonu  D de analitik olduğundan, fonksiyonun bir pozitif 

reel sayı ile çarpılması ve paralel kaydırmaya tabi tutulması analitikliğini bozmaz. 

Dolayısıyla  

(2.36)   ( ) β−p z i   (paralel kaydırma) 

(2.37)  
1

( ( ) )β
α

−p z i   (reel sayıyla çarpma) 

fonksiyonları da analitik olacaktır. Bunu göre (2.35) şeklinde tanımlanan fonksiyon 

D   de analitiktir. Diğer yandan  

  ( )
1 1 1

(0) ( (0) ) ( ) 1β α β β α
α α α

= − = + − = = ⇒q p i i i  

  (0) 1=q  

koşulunu gerçekler. Ayrıca 

  
1 1 1

Re ( ) Re ( ( ) ) Re ( ) Re ( ) 0β
α α α

   
= − = = > ⇒     

q z p z i p z p z  

  Re ( ) 0>q z  

sonucuna  ulaşılır ki bu bize  ( )q z  fonksiyonunun  ℘ sınıfına ait olduğunu  gösterir. 

 

  TEOREM 2.6:   2 3

1 2 3( ) 1 ... ...= + + + + + +n

np z p z p z p z p z    fonksiyonu 

birim  disk { }1= <D z z  de  tanımlanmış ve analitik olsun. ( )p z fonksiyonunun ℘ 

sınıfına ait olması için gerek ve yeter şart , ( )w z fonksiyonu D  de analitik, (0) 0w = , 

( ) 1<w z  koşullarını gerçekleyen bir fonksiyon olmak üzere, 

  
1 ( )

( )
1 ( )

+
=

−

w z
p z

w z
 

şeklinde ifade edilmesidir. 

 



 23 

İSPAT: (Gereklilik) ( )p z ∈℘ olsun, dolayısıyla aşağıdaki üç koşul 

gerçeklenir.  

 (2.38)     ( )p z fonksiyonu D de analitiktir. 

(2.39)     (0) 1p =  dir. 

(2.40)     Re ( ) 0p z > dir. 

Diğer yandan , 

(2.41)       
1

( )
1

−
=

+

z
w z

z
 

lineer kesirsel transformasyonu Re 0>z  sağ yarım düzlemini birim disk içine  

resmeder. Dolayısıyla  (2.40)  koşulu (2.41) eşitliğinde kullanılırsa 

(2.42)  
( ) 1

( )
( ) 1

−
=

+

p z
w z

p z
 

fonksiyonunda sağ yarım düzlemini birim disk içine resmeder. Şimdi (2.42) 

fonksiyonundaki durumları inceleyelim. 

  
(0) 1 1 1

(0) 0
(0) 1 1 1

− −
= = = ⇒

+ +

p
w

p
 

( 2.43 )  (0) 0w =  

dır. Diğer yandan sağ yarım düzlem birim disk içine resmedildiğinden  

(2.43) ( ) 1<w z  

koşulu gerçeklenir. Öte yandan  
( ) 1

( )
( ) 1

−
=

+

p z
w z

p z
  şeklinde tanımlanan fonksiyon 

gözönüne alındığında , ( )p z  analitik olduğundan 
( ) 1

( ) 1

−

+

p z

p z
 Möbius transformasyonu 

da analitiktir. Yani sonuç olarak (2.42) eşitliği ile tanımlanan ( )w z  fonksiyonu 

{ }1D z z= <  de analitiktir. 

  
( ) 1 1 ( )

( ) ( )
( ) 1 1 ( )

− +
= ⇔ =

+ −

p z w z
w z p z

p z w z
 

eşitliği elde edilir. 

 (Yeterlilik) ( )w z  fonksiyonu { }1D z z= <  de tanımlanmış 

(i) (0) 0w =  

(ii) ( ) 1<w z  
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(iii) ( )w z , { }1= <D z z  de analitik 

koşullarını gerçekleyen fonksiyon olsun . ( )w z  fonksiyonu yardımıyla 

(2.45)    
1 ( )

( )
1 ( )

+
=

−

w z
f z

w z
 

fonksiyonunu tanımlayalım . (2.45) ifadesindeki fonksiyon bir lineer transformasyon 

olduğundan ,    ( ),f z  { }1D z z= <  de analitiktir ve  

  
1 (0) 1 0

(0) 1
1 (0) 1 0

+ +
= = = ⇒

− −

w
f

w
 

(2.46)  (0) 1=f  

koşulunu sağlar. Ayrıca       

1 1 1 ( ) 1 ( )
Re ( ) ( ) ( )

2 2 1 ( ) 1 ( )

  + +
 = + = + ⇒    − −   

w z w z
f z f z f z

w z w z
 

  
1 1 ( ) 1 ( )

Re ( )
2 1 ( ) 1 ( )

  + +
= + ⇒  

− −   

w z w z
f z

w z w z
 

  
1 (1 ( ))(1 ( )) (1 ( ))(1 ( ))

Re ( )
2 (1 ( ))(1 ( ))

 + − + + −
= ⇒ 

− − 

w z w z w z w z
f z

w z w z
 

  

2 2
1 ( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( ) ( )1

Re ( )
2 (1 ( ))(1 ( ))

 − + − + − + −
= ⇒ 

+ +  

w z w z w z w z w z w z
f z

w z w z
 

  

2 2

2 2

2 2 ( ) 1 ( )1
Re ( ) 0

2 1 ( ) 1 ( )

 − −
= = > ⇒ 

− −  

w z w z
f z

w z w z
 

(2.47)  Re ( ) 0>f z  

koşulu gerçeklenir. (2.45) ,  (2.46)  ve  (2.47)  yazılışları  bize   
1 ( )

( )
1 ( )

+
=

−

w z
f z

w z
 

fonksiyonunun ℘ sınıfına ait olduğunu gösterir. 

 

TANIM 2.2: D bölgesinde analitik  ( )w f z=  fonksiyonunun modülünü 

üsten ve alttan sınırlayan değerler verirsek distorsiyonu vermiş oluruz. 
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 TEOREM 2.7: ( )w f z=  fonksiyonu ℘ sınıfına ait ise 

  
1 1

Re ( )
1 1

− +
≤ ≤

+ −

r r
f z

r r
 

distorsiyonu gerçeklenir. 

 

 İSPAT: Teorem 2.1 ‘de  ( )=w f z  fonksiyonu ℘ sınıfına ait ise 

(2.48)  
2

2 2

1 2
( )

1 1

+
− ≤

− −

r r
f z

r r
 

eşitsizliğinin gerçekleneceğini göstermiştik. Ayrıca  herhangi bir   z    kompleks 

sayısı için     

(2.49)  Re− ≤ ≤z z z  

bağıntısı vardır. Eğer 
2

2

1
( )

1

+
= −

−

r
w f z

r
 alınırsa 

(2.50)  
2 2 2

2 2 2

1 1 1
( ) Re ( ) ( )

1 1 1

 + + +
− − ≤ − ≤ − 

− − − 

r r r
f z f z f z

r r r
 

eşitsizliği elde edilir. (2.48) ve (2.50) eşitsizlikleri birlikte düşünülürse, 

 

(2.51)  
2 2 2

2 2 2 2 2

2 1 1 1 2
( ) Re ( ) ( )

1 1 1 1 1

 + + +
− ≤ − − ≤ − ≤ − ≤ 

− − − − − 

r r r r r
f z f z f z

r r r r r
 

yazılır. Bu ise aynı zamanda 

(2.52)  
2

2 2 2

2 1 2
Re ( )

1 1 1

 +
− ≤ − ≤ 

− − − 

r r r
f z

r r r
 

demektir ve 

  
2

2 2 2

2 1 2
Re ( )

1 1 1

+
− ≤ − ≤ ⇒

− − −

r r r
f z

r r r
 

  
2 2

2 2 2 2

2 1 2 1
Re ( )

1 1 1 1

r r r r
f z

r r r r

+ +
− + ≤ ≤ + ⇒

− − − −
 

2 2

2 2

1 2 1 2
Re ( )

1 1

r r r r
f z

r r

+ − + +
≤ ≤ ⇒

− −
   

2 2(1 ) (1 )
Re ( )

(1 )(1 ) (1 )(1 )

− +
≤ ≤ ⇒

− + − +

r r
f z

r r r r
  

   
(1 ) (1 )

Re ( )
(1 ) (1 )

r r
f z

r r

− +
≤ ≤

+ −
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şeklinde ifade edilir. 

 

 TEOREM 2.8: 1<a koşulunu sağlayan bir kompleks sayı için  

  
11

1 1

++
≤

− −

aa

a a
 

eşitsizliği daima vardır. 

 

 İSPAT: Kompleks sayılarda ki üçgen eşitsizliğinden 

(2.53)  1 1+ ≤ +a a  

ifadesini yazabiliriz. Ayrıca, 

  1 1 1 1= = − + ≤ − + ⇒a a a a  

(2.54)  1 1− ≤ −a a  

bağıntısını (2.53) eşitsizliğinde kullanırsak 

  
1 1 11

1 1 1 1

+ + ++
≤ ⇒ ≤

− − − −

a a aa

a a a a
 

elde edilir ki buda bize teoremin ispatını verir. 

 

 TEOREM 2.9: ( )=w f z  fonksiyonu ℘ sınıfına ait ise 

  
'

2

2
( )

(1 )
≤

−
f z

z
 

eşitsizliği gerçeklenir. 

 

 İSPAT: ( )=w f z  fonksiyonu ℘ sınıfına ait ise, ( )ϕ z  fonksiyonu Schwarz 

Lemmasının koşullarını sağlayan bir fonksiyon olmak üzere 

(2.55)  
1 ( )

( )
1 ( )

ϕ

ϕ

+
=

−

z
f z

z
 

şeklinde yazılabilir. (2.55) ifadesinden türev alırsak 

  
( )

' '
'

2

( )(1 ( )) ( )(1 ( ))
( )

1 ( )

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ

− + +
= ⇒

−

z z z z
f z

z
 

  
( )

' ' ' '
'

2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 ( )

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ

− + +
= ⇒

−

z z z z z z
f z

z
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( )

'
'

2

2 ( )
( )

1 ( )

ϕ

ϕ
= ⇒

−

z
f z

z
 

(2.56)  

'

'

2

2 ( )
( )

1 ( )

ϕ

ϕ
=

−

z
f z

z
 

eşitliği   bulunur.    Ayrıca    ( )ϕ z  fonksiyonu   Schwarz   Lemmasının   koşullarını 

gerçeklediğinden 

(2.57)  

2

'

2

1 ( )
( )

1

ϕ
ϕ

−
≤

−

z
z

z
 

yazılabilir. (2.56) ve (2.57) birlikte düşünüldüğünde 

2

2 2'

'

2 2 2 2

1 ( )
2

2 ( ) 1 2(1 ( ) )
( )

1 ( ) 1 ( ) (1 ) 1 ( )

ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

 −
 
 − − 

= ≤ =
− − − −

z

z z z
f z

z z z z
 

(2.58)  '

2

2(1 ( ) )(1 ( ) )
( )

(1 )(1 ) 1 ( )

ϕ ϕ

ϕ

− +
≤

− + −

z z
f z

z z z
 

eşitsizliğini elde ederiz. Diğer yandan ( )ϕ z  fonksiyonunun ( )ϕ ≤z z  eşitsizliğini 

sağladığı göz önüne alınırsa 

(2.59)  
1 ( )

1 ( ) 1 1
1

ϕ
ϕ

+
+ ≤ + ⇒ ≤

+

z
z z

z
 

ifadesi bulunur ki (2.59) ifadesi (2.58) de kullanılırsa 

(2.60)  '

2

2(1 ( ) )
( )

(1 ) 1 ( )

ϕ

ϕ

−
≤

− −

z
f z

z z
 

elde edilir. (Carathedory teoremi) 

 Ayrıca 1z  ve 2z  herhangi iki kompleks sayı olmak üzere 

(2.61)  1 2 1 2z z z z− ≥ −  

eşitsizliği daima geçerlidir. Bu ifadede 1 1=z  ve 2 ( )ϕ=z z  olarak alınırsa 

(2.62)  
2 21 ( ) 1 ( ) 1 ( ) (1 ( ) )z z z zϕ ϕ ϕ ϕ− ≥ − ⇒ − ≥ −  

elde edilir. (2.62) ifadesi (2.60) da kullanılırsa 
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  '

2 2

2(1 ( ) ) 2(1 ( ) )
( )

(1 )(1 ( ) )(1 ) 1 ( )

z z
f z

z zz z

ϕ ϕ

ϕϕ

− −
= ≤ ⇒

− −− −
 

(2.63)  ' 2
( )

(1 )(1 ( )ϕ
≤

− −
f z

z z
 

bulunur. ( )ϕ ≤z z  eşitsizliği (2.63) ifadesinde kullanılırsa 

  ' 2 2
( )

(1 )(1 ( ) (1 )(1 )ϕ
≤ ≤ ⇒

− − − −
f z

z z z z
 

  '

2

2
( )

(1 )
≤

−
f z

z
 

 

SONUÇ 2.1: ( )=w f z  fonksiyonu ℘ sınıfına ait ise 

 
1 1

( )
1 1

− +
≤ ≤

+ −

r r
f z

r r
 ve '

2

2
( )

(1 )
≤

−
f z

z
 

eşitsizlikleri gerçeklendiğinden ℘ sınıfı normal bir aile oluşturur ve ℘ sınıfı 

kompak bir fonksiyon ailesidir. 

 

 SONUÇ 2.2: ' '

2

2
( ) (0) 2

(1 )
≤ ⇒ ≤

−
f z f

z
 eşitsizliği vardır. Bu ise  

  2 ' '

1 2 1 2 1( ) 1 ... ( ) 2 ... ( )= + + + ⇒ = + + ⇒ =f z p z p z f z p p z f z p  

olduğu göz önüne alınırsa 

  '

1(0) 2= ≤f p  

demektir. 

 

TEOREM 2.10: ( )f z  fonksiyonu ℘ sınıfına ait ise 0 2π≤ ≤t  olmak üzere 

( )it
f e z  fonksiyonu da ℘ sınıfına aittir. 

 

İSPAT : ( )f z ∈℘ olduğundan 

(2.64)  2

1 2( ) 1 ...= + + +f z p z p z  

açılımına sahip, { }1D z z= <  bölgesinde analitik ve 

(2.65)  Re ( ) 0>f z  

(2.66)  (0) 1=f  
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koşullarını gerçekler. Şimdi 

(2.67)  2 2

1 2( ) ( ) 1 ...= = + + +it it it
h z f e z p e z p e z  

fonksiyonunu düşünelim. (2.67) yazılışından dolayı ( )h z  fonksiyonu { }1D z z= <  

de analitiktir, (0) 1=h  koşulunu gerçekler. 

  1ζ ζ= ⇒ = = = <it it it
e z e z e z z  

ifadesi göz önüne alacak olursak { }1ζ ∈ = <D z z  dır ve 

  ( ) ( ) Re ( ) Re ( ) 0ζ= ⇒ = >it
h z f e z h z f  

koşulunu gerçekler. Yani ( )h z  fonksiyonu ℘ sınıfına aittir. 

 

 TEOREM 2.11: 2

1 2( ) 1 ...= = + + +w f z p z p z  fonksiyonu ℘ sınıfına ait ise  

  2≤np  

dir.  

 

İSPAT : Teoremin ispatında aşağıdaki integral kullanılır. 

(2.68)  
: 1

1 1
( ) 2

2π
=

 
= − −  

∫
n

n

C z

dz
I f z z

i z z
 

integralini göz önüne alalım. (2.68) integrali aynı zamanda 

  
: 1

1 1
( ) 2

2π
=

 
= − − ⇒  

∫
n

n

C z

dz
I f z z

i z z
 

(2.69)  1

1

: 1 : 1 : 1

1 ( ) 1 1 ( )
2 ( )

2 2 2π π π

−

+

= = =

= − −∫ ∫ ∫
��������� ��������� �������

n

n

C z C z C z

i ii iii

f z f z
I dz z f z dz dz

i z i i z
 

şeklinde ifade edilebilir. (2.69) yazılışındaki 

 

(i) integral ; 

2
1 2

: 1 : 1

1 ...1 ( ) 1
2 2

2 2
C z C z

p z p zf z
dz dz

i z i zπ π
= =

+ + +
=∫ ∫  

1 2

: 1

1 1
2 ..

2π
=

 
= + + 

 
∫

C z

p p z dz
i z
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şeklinde yazılırsa integralin sadece 0=z noktasında rezidüsü vardır (Laurent açılımı 

düşünülür). Rezidü teoreminden dolayı, integralin değeri Laurent açılımındaki ilk 

katsayıya eşit olduğundan (i) integralinin değeri 2 olarak bulunur.  

 

(ii) integral; 

  ( )1 1 2

1 2

: 1 : 1

1 1
( ) 1 ... ...

2 2π π

− −

= =

= + + + + +∫ ∫
n n n

n

C z C z

z f z dz z p z p z p z dz
i i

 

  1 1 2 1

1 2

: 1

1
( ... ...)

2π

− + −

=

= + + + + +∫
n n n n

n

C z

z p z p z p z dz
i

 

şeklinde yazılırsa Cauchy-İntegral Teoremine göre integralin değeri 0 olarak 

bulunur. 

 

(iii)  integral; 

  
1

: 1

1 ( )

2π +

=

∫ n

C z

f z
dz

i z
 

integrali   olduğu   göz   önüne   alınırsa   Cauchy-Türev   formülünden   dolayı  
np  

katsayısına eşittir. 

Bulduğumuz sonuçları (2.69) ifadesinde yazarsak, I integrali 

  1

1

: 1 : 1 : 1

2 0 ( )

1 ( ) 1 1 ( )
2 ( )

2 2 2π π π

−

+

= = =

= − − ⇒∫ ∫ ∫
��������� ��������� �������

n

n

n

C z C z C z

p

f z f z
I dz z f z dz dz

i z i i z
 

(2.70)  2= − nI p  

olarak bulunur. 

I integralinin diğer bir çözümü ise aşağıdaki şekilde yapılabilir. 

  
: 1 : 1

1 1 1
( ) 2 ( ) 2

2 2π π

−

= =

   = − − = − − ⇒    
∫ ∫

n n n

n

C z C z

dz dz
I f z z f z z z

i z z i z
 

(2.71)  
: 1

1
( ) 2

2π

−

=

 = − − ∫
n n

C z

dz
I f z z z

i z
 

  , ,θ θ θ θθ − −= ⇒ = = =i i n in n in
z e dz ie d z e z e  

  2 ( ) 2 ( )n n in in
z z e e

θ θ− −− + = − + =  

  2 (cos sin cos sin )θ θ θ θ− + + − =n i n n i n  

  2 (2cos ) 2 2cosθ θ− = − =n n  
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  �
1

2 21 1 1 1
12(1 cos ) 2(1 cos ) 2(sin cos cos

2 2 2 2θ

θ θ θ θ
θ θ

 
− = − = + − − = 

 
n  

  2 2 2 2 2 21 1 1 1 12(sin cos cos sin ) 4sin 4sin
2 2 2 2 2 2

θ θ θ θ θ θ
+ − + = = ⇒

n
 

  22 ( ) 4sin
2

θ−− + =n n n
z z  

(2.71) integralinde yukarıda bulduğumuz ifadeler yazılacak olursa 

  
: 1

1
( ) 2 ( )

2π

−

=

 = − − ∫
n n

C z

dz
I f z z z

i z
 

  2

: 1

1
( )4sin

2 2

θ
θ

θ

θ
θ

π
=

= ∫
i

i

i

C z

n ie
f e d

i e
 

(2.72)  2

1

1
( )4sin

2 2

θ θ
θ

π
=

= ∫
i

z

n
I f e d  

eşitliği bulunur.  Diğer taraftan   0 2 0 2θ π θ π≤ ≤ ⇒ ≤ ≤n  olduğu açıktır. 1=z  

çemberi üzerinde çalıştığımızdan (2.72) integrali 

(2.73)  

2

2 2

1 0

1 1
( )4sin ( )4sin

2 2 2 2

π
θ θθ θ

θ θ
π π

=

= =∫ ∫
i i

z

n n
I f e d f e d  

şeklinde    yazılabilir.  Ayrıca  ( )f z  fonksiyonu    ℘ sınıfına    ait   olduğundan 

Re ( ) 0 Re ( ) 0θ≥ ⇒ ≥i
f z f e  eşitsizliği sağlanır. Dolayısıyla 

  

2

2

0

2
Re Re(2 ) Re ( )sin 0

2

π
θ θ

θ
π

 
= − = ≥ ⇒ 

 
∫

i

n

n
I p f e d  

(2.74)  Re(2 ) 0 Re 2− ≥ ⇔ ≤ ⇒n np p  

eşitsizliği elde edilir. Diğer yandan ℘ sınıfının orijin etrafındaki rotasyon altında 

invaryant  kaldığını,   yani   ( )∈℘f z   ise   ( )∈℘it
f e z  olduğunu,   Teorem  2.10   

da göstermiştik. 

 ( )it
f e z  fonksiyonunun Taylor açılımındaki n’inci katsayının int

n
e p  olduğu 

göz önüne alınırsa (7) eşitsizliği, 

(2.75)  Re( ) 2,0 2π≤ ≤ ≤int

n
e p t  

şeklinde ifade edilebilir. t ’nin özellikle 
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(2.76)  

arg arg

arg arg 0

 = ⇔ =


= − ⇔ + =

n ni p i p

n n n n

n n

p p e e p p

nt p nt p
 

olacak şekilde değeri seçilirse (2.75) ve (2.76) eşitliklerinden 

 

  Re( ) 2= ≤int

n ne p p  

olduğu bulunur. 

 

 TEOREM 2.12: ( )f z  fonksiyonu ℘ sınıfına ait ise 

  
2

0

1
( ) ( ), (2 , ) (0, ) 1

1

π

γ γ π γ
−

−

+
= − =

−∫
it

it

e z
f z d t r r

e z
 

şeklinde yazılabilir. Burada 

  
0

1
( , ) Re ( )

2

θγ θ
π

= ∫
t

i
t r f re d  

şeklinde bir fonksiyondur. 

 

İSPAT: Teoremin ispatı, analitik fonksiyonlar için Schwarz formülü 

kullanarak yapılır. Analitik fonksiyonlar için Schwarz formülü aşağıdaki şekilde 

ifade edilir. 

( )h z fonksiyonu <z R de analitik olsun. Bu durumda 

  
1

( ) ( )
2

ζ ζ
ζ

π ζ ζ
=

+
= +

−∫
z R

z d
h z u ic

i z
 

yazılışı geçerlidir. Burada c keyfi reel sayı, ( )ζu fonksiyonu, ( )h z  fonksiyonunun 

reel kısmıdır. 

ζ ζ ζ= ⇒ = ⇒ = ⇒it itr re d ire dt  

  

2

0

1 1
( ) Re ( ) Re ( )

2 2

π

ζ

ζ ζ
ζ

π ζ ζ π
=

+ +
= = ⇒

− −∫ ∫
it it

it

it it

r

z d re z ire
f z f f re dt

i z i re z re
 

(2.77)  

2

0

1
( ) Re ( )

2

π

π

+
=

−∫
it

it

it

re z
f z f re dt

re z
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 Diğer yandan Helly seçme teoremine göre, [ ],a b  aralığında sonsuz elemana 

sahip bir { }( )=F f x  ailesi tanımlanmış olsun. Aileye ait bütün fonksiyonlar ve bu 

fonksiyonların toplam değişimi sınırlı, yani ( )∀ ∈f x F  için ( ) ≤f x K  ve 

( ) ≤
b

a
V f x K  ise, F ailesinden bir  { }( )nf x dizisi seçmek mümkündür ki { }( )nf x  

dizisi [ ],a b  nin her noktasında bir ( )ϕ x fonksiyonuna yakınsar. → ∞n  için 1→nr  

olmak üzere { }nr dizisi, ( , )γ nt r  fonksiyonunun bütün süreklilik noktaları için ( )γ t  

fonksiyonuna yakınsar. Burada 
0

1
( , ) Re ( )

2

θγ θ
π

= ∫
t

i

n nt r f r e d  dir. Dolayısıyla (2.77) 

eşitliği 

  

2

0

1
( ) Re ( )

2

π

π

+
= ⇒

−∫
it

it

it

re z
f z f re dt

re z
 

  

2 2

0 0

( )

1
( ) Re ( ) ( )

2

π π

γ

γ
π

+ + 
= = 

− − 
∫ ∫

���������

it it
it

it it

d t

re z re z
f z f re dt d t

re z re z
 

şeklinde yazılabilir. 

 

 TEOREM 2.13: ( )=w f z fonksiyonu ℘ sınıfına ait olsun. Bu durumda 

  
0

1
( , ) Re ( )

2
γ θ

π
= ∫

t

it
t r f re d  

şeklinde tanımlanan fonksiyon 0 2π≤ ≤t  aralığında monoton artan bir 

fonksiyondur.  

 

İSPAT : ( )=w f z fonksiyonu ℘ sınıfına ait olduğundan 

(2.78)  Re ( ) 0>f z  

koşulunu gerçekler. Dolayısıyla 

(2.79)  
0

1
( , ) Re ( ) 0

2

θγ θ
π

= >∫
t

i
t r f re d  

dır. Şimdi  1 20 2π≤ ≤ ≤t t  olmak üzere  

(2.80)  
2 1 2

10 0

1 1 1
0 ( , ) Re ( ) Re ( ) Re ( )

2 2 2

θ θ θγ θ θ θ
π π π

< = = +∫ ∫ ∫
t t t

i i i

t

t r f re d f re d f re d  
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ifadesini yazalım. Diğer taraftan 

(2.81) 
1 2 1

1

1

2

0 0

( , )

1 1 1
0 ( , ) Re ( ) Re ( ) Re ( )

2 2 2

t t t

i i i

t

t r

t r f re d f re d f re d
θ θ θ

γ

γ θ θ θ
π π π

< = + >∫ ∫ ∫
���������

 

olduğu göz önüne alınırsa  

2 1( , ) ( , )γ γ>t r t r  

bulunur ki buda teoremin ispatını verir. 

 

 SONUÇ 2.3:  (2 , ) 1, (0, ) 0γ π γ= =r r  eşitlikleri geçerlidir. 

 Gerçekten, 

  

2

0

1
( ) Re ( )

2

π

π

+
=

−∫
it

it

it

re z
f z f re dt

re z
 

ifadesinde 0=z  alınacak olursa 

  

2

0

1
(0) 1 Re ( )

2

π

π
= = ⇒∫

it
it

it

re
f f re dt

re
 

1
1 Re ( ) (2 , ) (2 , ) 1

2
γ π γ π

π
= = ⇒ =itf re dt r r  

bulunur. Ayrıca 

  
0

1
( , ) Re ( )

2

θγ θ
π

= ∫
t

i
t r f re d  

tanımında 0=t  alınırsa 

  

0

0

1
(0, ) Re ( ) 0 (0, ) 0

2

θγ θ γ
π

= = ⇒ =∫
i

r f re d r  

elde edilir. 

 

 TEOREM 2.14: 2

1 2( ) 1 ...= + + +p z p z p z  fonksiyonu { }1D z z= <  de 

tanımlanmış ve analitik olsun ve Re ( ) 0,>p z  (0) 1=p  koşullarını gerçeklesin. Eğer 

Re ( ), =p z z r  çemberi üzerinde bir 0z  noktasında minimum değerini alıyorsa 

  ' 2

0 0 0

1
( ) (1 ( ( )) ),

2

 
= − ≤ − 

 
z p z t p z t  

eşitliği geçerlidir. Daha fazla olarak 0( ) 0= +p z Ai  bağıntısı gerçeklenirse  
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  ' 2

0 0

1
( ) (1

2
z p z t A= + ≤ −  

eşitsizliği geçerlidir. 

 

 İSPAT: ( )p z  fonksiyonu yardımıyla  

(2.82)  
( ) 1

( )
( ) 1

−
=

+

p z
w z

p z
 

fonksiyonunu tanımlayalım. ( )w z  fonksiyonu D de analitik ve (0) 1=p  olduğundan 

(0) 0=w  koşulu gerçeklenir. Ayrıca 
1

1

−

+

z

z
 lineer transformasyonu sağ yarım 

düzlemi, birim çembere resmettiğinden (2.82) den dolayı ( ) 1w z <  koşulunu 

gerçekler. Diğer taraftan Re ( )p z , z r=  çemberi üzerinde bir 0z noktasında 

minimum değerine alıyorsa (2.82) yazılışından dolayı ( )w z aynı noktada maksimum 

değerini alır. Dolayısıyla I.S Jack Lemmasından (Lemma 2.1) 

(2.83)  '

0 0 0( ) ( ),=z w z kw z  1≥k   

eşitsizliğini yazabiliriz. Diğer taraftan ( 2.82 ) ifadesinden türev alırsak 

  
' '

'

2

( )( ( ) 1) ( )( ( ) 1)
( )

( ( ) 1)

p z p z p z p z
w z

p z

+ − −
=

+
 

  
' ' ' '

'

2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ( ) 1)

p z p z p z p z p z p z
w z

p z

+ − +
=

+
 

( 2.84 )  
'

'

2

2 ( )
( )

( ( ) 1)

p z
w z

p z
=

+
 

eşitliğini elde ederiz. ( 2.84 ) eşitliğinin her iki tarafı z ile çarpılırsa  

( 2.85 )  
'

'

2

2 ( )
( )

( ( ) 1)

zp z
zw z

p z
=

+
 

ifadesi elde edilir. ( 2.82 ) ve ( 2.85 ) bağıntılarından hareketle  

   
' ' '

2 2

( ) 2 ( ) ( ) 1 2 ( )

( ) ( ( ) 1) ( ) 1 ( ) 1

zw z zp z p z zp z

w z p z p z p z

+
= =

+ − −
 

(2.86)  
' '

2

( ) 2 ( )

( ) 1 ( )

zw z zp z

w z p z
− =

−  
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elde edilir. ( 2.83 ) eşitliğini ( 2.86 ) da kullanılırsa  

  
' '

0 0 0 0 0

2 2

0 0 0

( ) ( ) ( )

2 ( ) 1 ( ) 2 1 ( )

kw z z p z z p zk

w z p z p z
− = ⇒ − = ⇒

− −
 

( 2.87 )  ' 2

0 0 0( ) (1 ( ))
2

k
z p z p z= − −  

ifadesi elde edilir. Diğer taraftan  

( 2.88 )  
1

1 1
2 2

k
k k≥ ⇒ − ≤ − ⇒ − ≤ −  

bulunur. ( 2.87 ) ve ( 2.88 ) bağıntıları birlikte düşünülürse  

  ' 2

0 0 0

1
( ) (1 ( )),

2 2

k
z p z t p z t= − = − ≤ −  

olarak bulunur. Eğer 

  0( ) 0p z Ai= +  

ise bu durumda 

  2 2 2 2 2

0( ) (0 )p z Ai A i A= + = = −  

bulunur.  

  ' 2

0 0 0( ) (1 ( ))
2

k
z p z p z= − −  

( 2.89 )  ' 2

0 0( ) (1 )
2

k
z p z A= − +

 

  2 0, 1A A k∈ ⇒ > ≥�  olduğundan  
1

1
2 2

k
k− ≤ − ⇒ − ≤ − ⇒  

( 2.90 )  2 21
(1 ) (1 )

2 2

k
A A− + ≤ − +  

eşitliği elde edilir. 

  2 21 1 (1 ) 1.A A+ ≥ ⇒ − + ≤ −  

( 2.91 )  
2(1 ) 1

2 2

A+
− ≤ −  

( 2.90 ) ve ( 2.91 ) eşitlikleri birlikte düşünülürse 

( 2.92 )  2 21 1
(1 ) (1 )

2 2 2

k
A A− + ≤ − + ≤ −
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eşitsizliği elde edilir.( 2.92 ) ve ( 2.89 ) eşitlikleri birlikte düşünülürse 

( 2.93 )  ' 2

0 0

1
( ) (1 )

2 2

k
z p z A= − + ≤ −  

bulunur .  
2

k
t = −  alınırsa ( 2.93 ) ifadesi 

  ' 2

0 0

1
( ) (1 )

2
z p z t A= + ≤ −  

şeklinde gelir. 

 

 TEOREM 2.15 : 2

1 2( ) 1p z p z p z= + + + … fonksiyonu { }1= <D z z  de 

tanımlanmış, analitik olsun ve Re ( ) 0p z > , (0) 1p =  koşullarını gerçeklesin. ( )w z , 

D de analitik (0) 0w = , ( ) 1<w z  koşullarını sağlayan bir fonksiyon olmak üzere  

  
'

2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
Re

4 1 ( ) 4

A z B z zw z A z B z

w z

 − +
≤ ≤ 

− 
 

eşitsizliği 

  
1

( ) Re ( ) ,
( )

A z p z
p z

 
= − 

 
   

2 22

2

( ) 1 ( ) 1
( )

(1 ) ( )

r p z p z
B z

r p z

+ − −
=

−
 

açılımına sahip fonksiyonlar için gerçeklenir. 

 İSPAT :  2

1 2( ) 1p z p z p z= + + + … fonksiyonu  D de tanımlanmış analitik 

(0) 1p = , Re ( ) 0p z > koşullarını gerçekleyen  fonksiyon olmak üzere  

( 2.94 )  
1 ( ) 1 1 ( )

( )
1 ( ) ( ) 1 ( )

w z w z
p z

w z p z w z

+ −
= ⇒ =

− +
 

şeklinde yazılabilir. Dolayısıyla (2.94) eşitliklerinden 

  
1 1 ( ) 1 ( )

( )
( ) 1 ( ) 1 ( )

+ −
− = − ⇒

− +

w z w z
p z

p z w z w z
 

( 2.95 )  
2

1 4 ( )
( )

( ) 1 ( )

w z
p z

p z w z

 
− = 

− 
 

ifadesi elde edilir. (2.95) den hareketle 
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( 2.96 )  
2

1 4 ( )
( ) Re ( ) Re

( ) 1 ( )

w z
A z p z

p z w z

   
= − =   

−   
 

bulunur. Benzer tarzda hareket ederek.(2.94) yazılışından    

          

2 2 2

22 2 2 21 ( ) 1 ( ) 1 ( ) 2
( ) 1 1

1 ( ) 1 ( ) 1 ( )

w z w z w z
r p z r r r

w z w z w z

+ + + −
+ = + = = ⇒

− − −
 

(2.97 )  
2

22

2

4
( ) 1

1 ( )

r
r p z

w z
+ =

−
 

ifadesi elde edilir. Diğer taraftan 

  

2 2 2

2 1 ( ) 1 ( ) 1 ( ) 2 ( )
( ) 1 1

1 ( ) 1 ( ) 1 ( )

w z w z w z w z
p z

w z w z w z

+ + − +
− = − = = ⇒

− − −
 

( 2.98 )  

2

2

2

4 ( )
( ) 1

1 ( )
− =

−

w z
p z

w z
 

dır.  (2.97) ve (2.98) ifadelerinin birlikte kullanılmasıyla  

  

22

2 2 2 22

2 2

2

4 ( )4

( ) 1 ( ) 1 1 ( ) 1 ( )
( )

(1 ) ( ) 1 ( )
(1 )

1 ( )

w zr

r p z p z w z w z
B z

r p z w z
r

w z

−
+ − − − −

= = ⇒
− +

−
−

 

(2.99)  

22

2
2 2

4( ( ) )
( )

(1 ) 1 ( )

−
=

− −

r w z
B z

r w z
 

bulunur. Diğer taraftan ( )w z  fonksiyonu 

(2.100)  

22

'

2

( )
( ) ( )

1

r w z
zw z w z

r

−
− ≤

−
 

eşitsizliğini gerçekler. (2.100) ifadesi  21 ( )w z−  ile bölersek 

(2.101)  
( )

22'

2 2 2

( )( ) ( )

1 ( ) 1 1 ( )

r w zzw z w z

w z r w z

−−
≤

− − −
 

bağıntısını buluruz. z  herhangi bir kompleks sayı olduğuna göre  

(2.102)  Rez z z− ≤ ≤
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eşitsizliği gerçeklenir. Dolayısıyla (2.102)’ye göre (2.101) ifadesinden 

  
( )

22' '

2 2 2 2

( )( ) ( ) ( ) ( )
Re

1 ( ) 1 ( ) 1 1 ( )

r w zzw z w z zw z w z

w z w z r w z

− − −
≤ ≤ ⇒ 

− − − − 
 

(2.103)  
( )

22'

2 2 2

( )( ) ( )
Re

1 ( ) 1 1 ( )

r w zzw z w z

w z r w z

− −
≤ 

− − − 
 

eşitsizliği yazılabilir.(2.103) ifadesi aynı zamanda 

 

 
( )

22' '

2 2 2 2 2

( )( ) ( ) ( ) ( )
Re Re

1 ( ) 1 ( ) 1 ( ) 1 1 ( )

r w zzw z w z zw z w z

w z w z w z r w z

−   −
≤ − ≤ ⇒   

− − − − −   
 

(2.104)  
( )

22'

2 22 2

( )( ) ( )
Re Re

1 ( ) 1 ( )1 1 ( )

r w zzw z w z

w z w zr w z

−   
≤ +   

− −− −   
 

şeklinde yazılabilir. (2.96) ve (2.99) ifadeleri (2.104) eşitsizliğinde göz önüne 

alınırsa 

(2.105)  
'

2

( ) ( ) ( )
Re

1 ( ) 4 4

zw z A z B z

w z

 
≤ + 

− 
 

elde edilir. Ayrıca (2.101) ve (2.102) ifadelerinden 

  
( )

22'

2 2 2

( )( ) ( )
Re

1 ( ) 1 1 ( )

− −
≥ − ⇒ 

− − − 

r w zzw z w z

w z r w z
 

  
( )

22'

2 2 2 2

( )( ) ( )
Re Re

1 ( ) 1 ( ) 1 1 ( )

r w zzw z w z

w z w z r w z

−   
− ≥ − ⇒   

− − − −  
 

(2.106)  
( )

22'

2 2 2 2

( )( ) ( )
Re Re

1 ( ) 1 ( ) 1 1 ( )

r w zzw z w z

w z w z r w z

−   
≥ −   

− − − −  
 

eşitsizliği yazılır. (2.106) ifadesinde (2.96) ve (2.99) kullanılırsa 

(2.107)  
'

2

( ) ( ) ( )
Re

1 ( ) 4 4

 
≥ − 

− 

zw z A z B z

w z
 

bulunur .(2.105) ve (2.107) eşitsizliklerinden 

  
'

2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
Re

4 1 ( ) 4

A z B z zw z A z B z

w z

 − +
≤ ≤ 

− 
 

elde edilir. 
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 TANIM 2.2 : (Genelleştirilmiş Pozitif  Reel Kısma Sahip Fonksiyonlar 

Sınıfı) : ( )w f z=  fonksiyonu birim diskte analitik, (0) 0w = , ( ) 1w z <  ve ,A B  reel 

sayılar olmak üzere 1 1B A− ≤ < ≤ koşullarını gerçeklesin. Eğer  

(2.108)  2

1 2( ) 1p z p z p z= + + + … 

 açılımına sahip ( )p z fonksiyonu  

(2.109)  
1 ( )

( )
1 ( )

Aw z
p z

Bw z

+
=

+
 

şeklinde ifade edilebilirse “ ( )p z  fonksiyonu ( , )A B℘ sınıfına aittir” denir. 

 

 (2.109) yazılışı, subordinasyon prensibi ve 

(2.110)  0

1
( )

1

Az
p z

Bz

+
=

+
 

fonksiyonu göz önüne alındığında (2.108) açılımına sahip bir fonksiyonun ( , )A B℘  

sınıfına ait olabilmesi için gerek ve yeter şart 

(2.111)    
1

( )
1

Az
p z

Bz

+

+
≺  

subordinasyonunu gerçeklemesidir. 

 Bu fonksiyon sınıfı W. Janowski tarafından tanımlanmıştır ve yalınkat 

fonksiyonlar teorisindeki en genel fonksiyon sınıfı olma özelliğini taşır. Bu durum 

aşağıdaki şekilde açıklanabilir. 

 

1. Durum:  1, 1A B= = −  ise (2.109) yazılışından dolayı 
1 ( )

( )
1 ( )

w z
p z

w z

+
=

−
 halinde gelir 

ki (1, 1)℘ − sınıfı, pozitif reel kısma sahip fonksiyon sınıfıdır. 

 

2. Durum: 1 2 ,α= −A  1,B = −  0 1α≤ ≤ olması halinde ( )p z fonksiyonu, (0) 0p = , 

Re ( ) α>p z koşullarını gerçekleyen birim diskte analitik fonksiyonların sınıfındadır. 

 

3. Durum: 1, 0A B= = olması durumunda (1,0)℘  sınıfı, birim diskte analitik 

(0) 1p =  ve ( ) 1 1p z − <  koşullarını gerçekleyen fonksiyonların sınıfıdır. 
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4. Durum: ,α=A  0,B =  0 1α≤ <  olması durumunda ( ,0)α℘  sınıfı, birim diskte 

analitik (0) 1p =  ve ( ) 1 α− <p z  koşullarını gerçekleyen fonksiyonların sınıfıdır. 

 

5. Durum: 
1 1

1, 1 ,
2

= = − + >A B M
M

 olması durumunda 
1

1, 1
M

 
℘ − + 
 

 sınıfı, birim 

diskte analitik (0) 1=p  ve ( ) − <p z M M  koşullarını gerçekleyen fonksiyonların 

sınıfıdır. 

 

6. Durum: , , 0 1α α α= = − < <A B  olması durumunda ( , )α α℘ − sınıfı, birim diskte 

analitik (0) 1=p  ve 
( ) 1

( ) 1
α

−
<

+

p z

p z
 koşullarını gerçekleyen fonksiyonların sınıfıdır. 

 

 Bu fonksiyon sınıfına ait genel özellikler aşağıdaki şekilde verilebilir. 

 

 ÖZELLİK 2.1 :  ( ) ∈p z ( , )℘ A B  ise ( )D℘ resim bölgesi 

  1 0 2 0

1 1
( 1) , (1)

1 1

− +
= − = = =

− +

A A
D p D p

B B
 

noktaları bir çapın uç noktaları olan ve merkezi reel eksen üzerinde bulunan diskin 

içindedir. Başka bir değişle, 1 20 1< < <D D  koşullarını gerçekleyen bir nokta çifti 

için 1 1− ≤ < ≤B A  koşullarını gerçekleyen A ve B reel sayıları vardır ki ( )D℘ , 
1D  

ve 2D  noktalarını bir çapın uç noktaları kabul eden disktir. 

 

 Gerçekten, = +w u iv  olmak üzere 

 
1 1

(1 ) 1 1 ( )
1

+ −
= ⇔ − = + ⇔ − = − ⇔ =

− −

Az w
w w Bwz Az w A Bw z z

Bz A Bw
 

2 2 2
2 2

2 2 2

2 2

2 2 2 2 2

( 1)1 ( 1)

( ) ( ) ( )( ) )

2 1

2

− ++ − − +
= ⇒ = = =

− + − +− +

+ + +
= ⇒

− + +

u ivu iv u v
z z r

A B u iv A Bu BvA Bu iBv

u u v

A ABu B u B v

 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 1 2 0− + + − + − − = ⇒u u v A r ABr u B r u B r v  
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2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2
2 2

2 2 2 2

(1 ) (1 ) 2(1 ) (1 ) 0

(1 ) 1
2 0

1 1

− + − − + + − = ⇒

− −
+ − + =

− −

B r u B r v ABr u A r

ABr A r
u v u

B r B r

 

çember denklemini buluruz 2 2( 0).x y Ax By C+ + + + = Bu çemberin merkezi 

2

22 2
2

2 2

2 2

1
2

11
1

2 2 1 ( ) ,0
1

0
0

2 2

ABr

A ABrB ra ABr
B r c r

B r
B

b

−
−−= − = =   −

− ⇒ =  
− 

= − = =


 

 

 

yarıçapı 

2
2 2 2

2 2 2 22 2

1 1
2 0 4

1 14
( )

2 2
ρ

   − −
+ −   

− −+ −    
= = ⇒

ABr A r

B r B rA B C
r  

2
2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

1 1 (1 ) (1 )(1 )
( )

1 1 (1 )
ρ

   − − − − − −
= − =   

− − −   

ABr A r ABr B r A r
r

B r B r B r
 

( )

2 2 2 4 2 2 2 2 2 2 4

2
2 2

1 2 1
( )

1
ρ

− + − + + −
=

−

ABr A B r A r B r A B r
r

B r
 

( ) ( ) ( )

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2 2 2

2 2 ( )
( )

1 1 1
ρ

− + + − + −
= = =

− − −

ABr A r B r A AB B A B
r r r

B r B r B r
 

  

2 2

( )
( )

1
ρ

−
=

−

A B r
r

B r
 

olarak bulunur. Bu ifade ayrıca 

 
2

2 2 2 2

1 ( )
( )

1 1

− −
− ≤

− −

ABr A B r
p z

B r B r
 

şeklinde ifade edilebilir. Özelliğin geometrik ifadesi Şekil 2.2’de verilmiştir. 
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     Şekil 2.2 

 

 

İki nokta arasındaki uzaklık formülünden yada orta nokta formülünden 

hareket edilirse 

2

1 2

2

1 1

2 1 1 1

+ − − 
= − = 

+ − − 

D D A A A B

B B B
 (çap) 

2

2 2

1 1

1 1 1

+ − − 
− = 

+ − − 

A A B AB

B B B
 (merkez) 

olarak bulunur. 

 

 ÖZELLİK 2.2: ( )p z  fonksiyonu  ( , )A B℘  sınıfına, ( )q z  fonksiyonu ise 

(1, 1)℘ −  sınıfına ait fonksiyonlar olsun. Bu iki fonksiyon arasındaki bağıntı, 

bulundukları sınıfların tanımlarından hareketle aşağıdaki şekilde ifade edilebilir. 

 

( )q z  fonksiyonu (1, 1)℘ − sınıfına ait bir fonksiyon (pozitif reel kısma sahip 

fonksiyon) olduğundan 

(2.112)  ( )∈q z  (1, 1)℘ −
1 ( ) 1

( ) ( )
1 ( ) 1

w z z
q z q z

w z z

+ +
⇔ = ⇔

− +
≺  

bağıntıları geçerlidir. 

 ( )p z  fonksiyonu  ( , )A B℘  sınıfına ait olduğundan  
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(2.112)  ( )∈p z  ( , )℘ A B
1 ( ) 1

( ) ( )
1 ( ) 1

+ +
⇔ = ⇔

+ +
≺

Aw z Az
p z p z

Bw z Bz
 

 

 (2.112) ve (2.113) ifadelerindeki ( )w z  fonksiyonu Schwarz Lemmasının 

koşullarını gerçekleyen bir fonksiyondur. (2.112) bağıntısından hareket ederek 

( )w z fonksiyonunu ( )q z cinsinden ifade edersek 

  
1 ( )

( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( )
1 ( )

+
= ⇔ − = + ⇔

−

w z
q z q z q z w z w z

w z
 

  ( ) 1 ( )( ( ) 1)q z w z q z− = + ⇔  

(2.114)  
( ) 1

( )
( ) 1

−
=

+

q z
w z

q z
 

yazabiliriz. (2.114) eşitliği (2.113) de kullanılırsa 

  

( ) 1
1

( ) 1
( )

( ) 1
1

( ) 1

−
+

+
= ⇒

−
+

+

q z
A

q z
p z

q z
B

q z

 

(2.115)  
(1 ) ( ) (1 )

( )
(1 ) ( ) (1 )

+ + −
=

+ + −

A q z A
p z

B q z B
 

ifadesine ulaşılır. (2.115) eşitliği ( , )A B℘ sınıfı ile (1, 1)℘ − sınıfı arasındaki bağıntıyı 

gösterir. 

 

 ÖZELLİK 2.3: 2

1 2( ) 1 ... ...= + + + + +n

n
p z p z p z p z  fonksiyonu ( , )A B℘  

sınıfına ait ise  

  ( )≤ −np A B  

eşitsizliği gerçeklenir. 

 

 Bu özelliğin ispatında Möbius transformasyonları için Y. POLATOĞLU 

tarafından verilen aşağıdaki lemma kullanılır. Buna göre a, b, c, d kompleks sayılar 

olmak üzere birim disk { }1D z z= <  de tanımlanmış olan ( )
+

=
+

az b
f z

cz d
  Möbius 

transformasyonunun Taylor açılımındaki n.katsayının modülü 
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1

1, 1≤ =

n
c b

d bd d
 

koşullarını gerçeklerse  

(2.116)  ≤ = −n

a b
a ad bc

c d
 

ifadesi geçerlidir. 

 Diğer yandan Rogosinski  tarafından ispatlanan aşağıdaki teoremi kullanarak  

(2.117) eşitsizliğini yazabiliriz. (2.116) ve (2.117) ifadelerinden, ( , )A B℘ sınıfının 

tanımından dolayı 

(2.117)   ( )∈p z  ( , )A B℘
1 ( ) 1

( ) ( )
1 ( ) 1

+ +
⇔ = ⇔

+ +
≺

Aw z Az
p z p z

Bw z Bz
 

  
1

( ) ( )
1

≤ = − ⇒ ≤ −n n

A
p A B p A B

B
 

bulunur.  

 

 ÖZELLİK 2.4: ( ) ∈p z  ( , )A B℘ olsun. Bu durumda 

(2.118)  
1 1

( )
1 1

− +
≤ ≤

+ +

Ar Ar
p z

Br Br
 

(2.119)  
1 1

Re ( )
1 1

− +
≤ ≤

+ +

Ar Ar
p z

Br Br
 

eşitsizlikleri gerçeklenir. 

 

 Gerçekten, herhangi bir z kompleks sayısı için  

(2.120)  Re− ≤ ≤z z z  

eşitsizliğinin geçerli olduğunu biliyoruz. Bu ifadeyi Özellik 2.1’ de gösterdiğimiz 

(2.121)  
2

2 2 2 2

1 ( )
( )

1 1

− −
− ≤

− −

ABr A B r
p z

B r B r
 

eşitsizliğinde kullanırsak 
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2 2

2 2 2 2 2 2

1 1 ( )
Re ( ) ( )

1 1 1

 − − −
− ≥ − − ≥ − ⇒ 

− − − 

ABr ABr A B r
p z p z

B r B r B r
  

    
2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

1 ( ) 1 ( )
Re ( ) Re ( )

1 1 1 1

− − − −
− ≥ − ⇒ ≥ − ⇒

− − − −

ABr A B r ABr A B r
p z p z

B r B r B r B r
 

(2.122)  
2

2 2

1 ( )
Re ( )

1

− − −
≥

−

A B r ABr
p z

B r
 

elde edilir. Buradan 

 21 ( ) 0− − − = ⇒A B r ABr  

 
( ) ( )

2

1,2

4

2

− ± − +
= ⇒

A B A B AB
r

AB
 

 
( ) 2 2

1,2

2 4

2

− ± − + +
= ⇒

A B A AB B AB
r

AB
 

 
( ) ( ) ( )

22 2

1,2

2

2 2

− ± +− ± + +
= = ⇒

A B A BA B A B AB
r

AB AB
 

( ) ( )
1,2

2

− ± +
=

A B A B
r

AB
     

( ) ( )
1

2 1
1 0

2 2 2

− − + − + − −
= − = = − = − ⇒ + =

A B A B A B A B A
r Br

AB AB AB B

  

 
( ) ( )

2

2 1
1 0

2 2 2

− + + − + + +
= − = = − = ⇒ − =

A B A B A B A B B
r Ar

AB AB AB A
 

(2.123)  21 ( ) (1 )(1 )− − − = + −A B r ABr Br Ar  

ifadesini yazabiliriz. (2.123) eşitliği (2.122) eşitliğinde kullanılırsa 

  
2

2 2

1 ( ) (1 )(1 ) (1 )
Re ( )

1 (1 )(1 ) (1 )

− − − + − −
≥ = = ⇒

− + − −

A B r ABr Br Ar Ar
p z

B r Br Br Br
 

(2.124)  
1

Re ( )
1

−
≥

−

Ar
p z

Br
 

elde edilir. Ayrıca 
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  ( ) Re ( )≥p z p z  

eşitliğini (2.124) eşitliğine uygularsak 

(2.125)  
1

( )
1

−
≥

−

Ar
p z

Br
  

bulunur. Diğer yandan 
1z  ve 

2z  herhangi iki kompleks sayı olmak üzere 

  1 2 1 2− ≤ −z z z z  

eşitsizliğini yazabiliriz. Bu eşitsizlikten hareketle 

  
2 2

2 2 2 2 2 2

1 1 ( )
( ) ( )

1 1 1

− − −
− ≤ − ≤ ⇒

− − −

ABr ABr A B r
p z p z

B r B r B r
 

  
2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

1 ( ) ( ) 1
( ) ( )

1 1 1 1

− − − −
− ≤ ⇒ ≤ + ⇒

− − − −

ABr A B r A B r ABr
p z p z

B r B r B r B r
 

  
2

2 2

1 ( )
( )

1

+ − −
≤

−

A B r ABr
p z

B r
 

elde edilir. 

  21 ( ) (1 )(1 )− − − = + −A B r ABr Ar Br  

ve 

(2.126)  Re ( ) ( )≤p z p z  

ifadeleri (2.126) eşitliğinde kullanılırsa 

  
(1 )(1 ) 1

Re ( ) ( )
(1 )(1 ) 1

+ − +
≤ ≤ =

− + +

Ar Br Ar
p z p z

Br Br Br
  

(2.127)  
1

( )
1

+
≤ ⇒

+

Ar
p z

Br
  

(2.128)  
1

Re ( )
1

+
≤

+

Ar
p z

Br
 

bulunur. (2.124), (2.128) ve (2.125), (2.127) eşitlikleri birlikte düşünülürse 
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1 1

( )
1 1

− +
≤ ≤

− +

Ar Ar
p z

Br Br
 

  
1 1

Re ( )
1 1

− +
≤ ≤

− +

Ar Ar
p z

Br Br
 

eşitsizlikleri elde edilir ki bu da özelliğin gerçekleştiğini gösterir. 

 TEOREM 2.16: 2

1 2( ) 1 ...= + + +p z p z p z   fonksiyonu { }1= <D z z  de 

tanımlanmış ve analitik olsun. ( )w z  fonksiyonu birim diskte analitik, (0) 0w = , 

( ) 1<w z  koşullarını gerçekleyen bir fonksiyon olmak üzere 

  
1 ( )

( ) , ( 1 1)
1 ( )

+
= − ≤ < ≤

+

Aw z
p z B A

Bw z
 

şeklinde yazılabilsin. Bu taktirde 

  
( )( ) 1 1

max , {0}
2 2 1=

−+ 
= + ∈ − 

+ 
�

zt tr

b b b A Bp z
b

z r Br
 

eşitliği geçerlidir. 

 

 İSPAT: Özellik 2.1’ den 

(2.129)  
2

2 2 2 2

1 ( )
( )

1 1

− −
− ≤

− −

ABr A B r
p z

B r B r
 

eşitsizliği yazılabilir. (2.129) ifadesinden hareketle 

  
2

2 2 2 2

1 ( )
( ) 1 1

1 1

− −
+ − − ≤ ⇒

− −

ABr A B r
p z

B r B r
 

(2.130)  ( )
2 2

2 2 2 2

2 ( ) ( )
( ) 1

1 1

− + −
+ − ≤

− −

AB B r A B r
p z

B r B r
 

eşitsizliğini elde ederiz. Burada üçgen eşitsizliğinin 

  1 2 1 2− ≤ −z z z z  

ifadesi kullanılırsa  
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( )
2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 ( ) 2 ( ) ( )
( ) 1 ( ) 1

1 1 1

− + − − −
+ − ≤ + − ≤ ⇒

− − −

AB B r AB B r A B r
p z p z

B r B r B r

 
2 2

2 2 2 2

( ) 2 ( )
( ) 1

1 1

− − +
+ ≤ + ⇒

− −

A B r AB B r
p z

B r B r
 

(2.131)  
2 2

2 2

2 ( ) ( )
( ) 1

1

+ − − +
+ ≤

−

A B r AB B r
p z

B r
 

bulunur. (2.131) eşitsizliğinden 

(2.132)  

2 2

2 2

2 ( ) ( )
( ) 1

2 2(1 )

b b b A B r b AB B r
p z

B r

+ − − +
+ ≤

−
 

2 2

2 2

2 ( ) ( )( ) 1
,

2 2 (1 )

+ − − ++
≤ =

−

b b b A B r b AB B rp z
z r

z z B r
 

alınarak 

(2.133)  

2 2

2 2

2 ( ) ( )( ) 1
,

2 2 (1 )

+ − − ++
≤ =

−

b b A B r b AB B rb p z
z r

z r B r
 

eşitsizliklerini elde ederiz. Maksimum kavramına kullanarak 

(2.134)  
( ) 2 2

2 2

2 ( )( ) 1 1
max

2 2 (1 )=

+ − − ++ 
= 

− zt tr

b b b A B r b AB B rp z

z r B r
  

yazılabilir. Şimdi sağ taraftaki ifadeyi çarpanlarına ayıralım. 

  

2 22 ( ) ( )

(1 )(1 ) 1 1

+ − − +
≡ + + ⇒

− + + −

b b A B r b AB B r X Y Z

r Br Br r Br Br
 

2 2
(1 ) (1 ) (1 )

(1 )(1 )

− + − + +
≡ ⇒

+ −

X B r Yr Br Zr Br

r Br Br
2 2

2 2

2 ( ) ( )

(1 )(1 )

( ) ( )

(1 )(1 )

b b A B r b AB B r

r Br Br

X Y Z r XB YB ZB r

r Br Br

+ − − +
≡

− +

+ + + − − +
⇒

+ −

 

2 , ( ), 0= = − = ⇒X b Y b A B Z  
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2 22 ( ) ( ) 2 ( )

2 (1 )(1 ) 1

+ − − + −
≡ + ⇒

− + +

b b A B r b AB B r b b A B

r Br Br r Br
 

(2.135)  

2 22 ( ) ( ) ( )1 1

2 2 (1 )(1 ) 2 1

+ − − + −
≡ + ⇒

− + +

b b A B r b AB B r b b A B

r Br Br r Br
 

(2.134)  ve (2.135) ifadelerinden 

  
( )( ) 1 1

max
2 2 1=

−+ 
= + 

+ zt tr

b b b A Bp z

z r Br
 

eşitsizliği elde edilir. 

 

TEOREM 2.17: 2

1 2( ) 1 ...= + + +p z p z p z  fonksiyonu birim disk  

{ }1D z z= <  de tanımlanmış ve analitik olsun. ( )w z  fonksiyonu birim diskte 

analitik, (0) 0w = , ( ) 1<w z  koşullarını gerçekleyen bir fonksiyon olmak üzere 

  
1 ( )

( ) , ( 1 1)
1 ( )

+
= − ≤ < ≤

+

Aw z
p z B A

Bw z
 

şeklinde yazılabilsin. Bu taktirde 

  
( )( ) 1

max , {0}
2 1=

−− 
= ∈ − 

+ 
�

zt tr

b b A Bp z
b

z Br
 

eşitliği geçerlidir. 

 

 İSPAT: Özellik 2.1’ den biliyoruz ki 

(2.136)  
2

2 2 2 2

1 ( )
( )

1 1

− −
− ≤

− −

ABr A B r
p z

B r B r
 

eşitsizliği vardır. Burada aşağıdaki gibi hareket ederek 

  
2

2 2 2 2

1 ( )
( ) 1 1

1 1

− −
+ − − ≤ ⇒

− −

ABr A B r
p z

B r B r
 

(2.137)  
2 2

2 2 2 2

( ) ( )
( ( ) 1)

1 1

− −
− − ≤

− −

B AB r A B r
p z

B r B r
 

eşitsizliğini elde ederiz. Üçgen eşitsizliğinin 
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  1 2 1 2− ≤ −z z z z  

ifadesi (2.137) de kullanılırsa 

  ( )
2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

( ) ( ) ( )
( ) 1 ( ) 1

1 1 1

− − −
− − ≤ − − ≤ ⇒

− − −

B AB r B AB r A B r
p z p z

B r B r B r
 

(2.138)  
[ ]

2 2

( ) ( )
( ) 1

1

− − −
− ≤

−

r A B B A B r
p z

B r
 

elde edilir. (2.138) eşitsizliği aynı zamanda 

  
[ ]

2 2

( ) ( )( ) 1
,

2 2 (1 )

− − −−
≤ ⇒ =

−

b A B B A B r rb p z
z r

z z B r
 alınarak 

  
[ ]

2 2

( ) ( )( ) 1

2 2(1 )

− − −−
≤ ⇒

−

b A B B A B r rb p z

z B r r
 

  
[ ] [ ]

2 2 2 2

( ) ( ) ( ) ( )( ) 1

2 2(1 ) (1 )

− − − − − −−
≤ ≤ ⇒

− −

b A B B A B r b A B B A B rb p z

z B r B r
 

  
( )(1 ) ( )( ) 1

2 (1 )(1 ) (1 )

− − −−
≤ = ⇒

− + +

b b A B Br b A Bp z

z Br Br Br
 

(2.139)  
( )( ) 1

2 (1 )

−−
≤

+

b b A Bp z

z Br
 

şeklinde yazılabilir. (2.139) ifadesinde maksimum kavramını kullanırsak 

  
( )( ) 1

max
2 1=

−−
=

+zt tr

b b A Bp z

z Br
 

elde edilir. 

 

 TEOREM 2.18: 2

2( ) ...= + +f z z a z  fonksiyonu birim disk  { }1D z z= <  

de tanımlanmış, analitik, 1 1− ≤ < ≤B A  ve 0≠B  olmak üzere 

(2.140)  { }
'1 ( ) 1 ( )

2 1 1 1 , 0
( ) 1 ( )

   +
+ − − = ∈ −  

+  
�

f z Aw z
z b

b f z Bw z
 

koşulunu gerçeklerse 

  

( ) ( )

1 12 2(1 ) ( ) (1 )

− −

− −− ≤ ≤ +

b A B b A B

b bb bB Br r Br f z r r Br  

eşitsizliği vardır. Burada ( )w z fonksiyonu birim diskte analitik, (0) 0, ( ) 1= <w w z  

koşullarını gerçekleyen bir fonksiyondur. 
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 İSPAT : Özellik 2.1’de gösterdik ki 

 2

1 2( ) 1 ...= + + +p z p z p z  fonksiyonu birim diskte analitik bir fonksiyon 

olmak üzere  

(2.141)  
1 ( )

( )
1 ( )

+
=

+

Aw z
p z

Bw z
 

şeklinde yazılabiliyorsa  

(2.142)  
2

2 2 2 2

1 ( )
( )

1 1

− −
− ≤

− −

ABr A B r
p z

B r B r
 

eşitsizliğini gerçekler. 

 (2.141) yazılışı (2.140) ifadesi ile karşılaştırılırsa 

(2.143)  
'1 ( )

2 1 1 1 ( )
( )

  
+ − − =  

  

f z
z p z

b f z
 

eşitliği yazılabilir. (2.143) ifadesinden hareketle 

 

  
' '1 ( ) 1 ( )

1 ( ( ) 1) 1 1 ( ( ) 1)
( ) 2 ( ) 2

 
− = + − ⇒ − = + − ⇒ 

 

f z f z b
z p z z p z b

b f z f z
 

 

(2.144)  
'
( )

( ( ) 1) (1 )
( ) 2

= + + −
f z b

z p z b
f z

 

yazılışını elde ederiz. 

 

  
2

2 2 2 2

1 ( )
( )

1 1

− −
− ≤ ⇒

− −

ABr A B r
p z

B r B r
 

  
2 2

2 2 2 2

1 2 ( ) ( )
( ( ) 1)

2 2(1 ) 2(1 )

− + −
+ − ≤ ⇒

− −

B AB r A B r
p z

B r B r
 

  
2 2

2 2 2 2

( )2 ( )
( ( ) 1)

2 2(1 ) 2(1 )

−− +
+ − ≤ ⇒

− −

b A Bb b b B AB r
p z

B r B r
 

  
2 2

2 2 2 2

( )2 ( )
( ( ) 1) (1 ) (1 )

2 2(1 ) 2(1 )

−− +
+ + − − − − ≤ ⇒

− −

b A Bb b b B AB r
p z b b

B r B r
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(2.145)  

2 2 2

2 2 2 2

2 2 ( ) ( )
( ( ) 1) (1 )

2 2(1 ) 2(1 )

 − + − −   
+ + − − ≤  − − 

B b B AB r b A B rb
p z b

B r B r
 

 

Öte yandan (2.144) eşitliğinden 

 

(2.146)  
' '
( ) ( ) ( ( ) 1) (1 )

( ( ) 1) (1 )
( ) 2 ( ) 2

+ −
= + + − ⇒ = +

f z b f z b p z b
z p z b

f z f z z z
 

 

elde ederiz. (2.146) ifadesinde integral alırsak 

  
0

( ) 1
log ( ) (1 ) log

2

ζ
ζ

ζ

+
= − + ⇒∫

z
b p

f z b z d  

(1 )

(1 )

0 0

( ) 1 ( ) ( ) 1
log ( ) log log

2 2

ζ ζ
ζ ζ

ζ ζ

−

−

+ +
− = ⇒ = ⇒∫ ∫

z z

b

b

b p f z b p
f z z d d

z
 

(1 )

0

( ) ( ) 1
exp

2

ζ
ζ

ζ−

 +
= ⇒ 

 
∫
z

b

f z b p
d

z
 

(2.147)  (1 )

0

( ) 1
( ) exp

2

ζ
ζ

ζ

−
 +

= ⇒ 
 
∫
z

b b p
f z z d  

 

eşitliği bulunur. (2.147) ifadesinden 

 

(2.148)  (1 )

0

( ) 1
( ) exp max Re

2

ζ

ζ

−

=

   +
≤        

∫
z

b

zt rt

b p
f z z dt  

 

yazılabilir. Öte yandan Teorem 2.16 dan 

 

(2.149)  { }
( )( ) 1

max Re , 0
2 2 2(1 )=

−+ 
= + ∈ − 

+ 
�

zt rt

b b b A Bp zt
b

t Br
 

 

elde ederiz. (2.149) ifadesinde integral alırsak 
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1 1 1

0 0 0

( )( ) 1 2
max Re

2 2 2(1 )=

−+ 
= + ⇒ 

+ 
∫ ∫ ∫zt rt

b b b A Bp zt
dt dr dr

t r Br
 

1

0

( )( ) 1
max Re log log(1 )

2 2=

−+ 
= + + ⇒ 

 
∫

b

zt rt

b b A Bp zt
dt r Br

z B
 

(2.150)  

( )1

2

0

( ) 1
max Re log (1 )

2

−

=

+ 
= + 

 
∫

b A B

b B

zt rt

b p zt
dt r Br

z
 

 

bulunur. (2.148) ve (2.150) ifadelerinden 

  

( )

(1 ) 2( ) exp log .(1 )

−

−
 

≤ + ⇒ 
  

b A B

bb Bf z r r Br  

(2.151)  

( )

(1 ) 2( ) .(1 )

−

−≤ +

b A B

bb Bf z r r Br  

 

eşitsizliği elde edilir. Tamamen benzer şekilde hareket edersek alt sınır içinde  

 

(2.152)  

( )

(1 ) 2.(1 ) ( )

−

− − ≤

b A B

bb Br r Br f z  

 

ifadesini buluruz. (2.151) ve (2.152) eşitsizlikleri bize 

 

  

( ) ( )

(1 ) (1 )2 2.(1 ) ( ) .(1 )

− −

− −− ≤ ≤ +

b A B b A B

b bb bB Br r Br f z r r Br  

ifadesini verir. 
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   3. YALINKAT FONKSİYONLAR 

 

 TANIM 3.1 ( Yalınkat Fonksiyonlar ) ( )=w f z  fonksiyonu basit bağlantılı 

D bölgesinde tanımlanmış, analitik olsun. Eğer 

  1 2 1 2 1 2, , ( ) ( )∈ ≠ ⇔ ≠z z D z z f z f z  

injektiflik (bire-bir) koşulu gerçeklenirse ( )f z fonksiyonuna “ Yalınkat Fonksiyon” 

denir. Bire-bir olma koşulu aşağıdaki şekilde de ifade edilir. 

  1 2 1 2 1 2, , ( ) ( )∈ = ⇔ =z z D z z f z f z  

 

 TANIM 3.2: (S Sınıfı ) 2

2( ) ...= + +f z z a z  fonksiyonu birim disk  

{ }1D z z= <  de tanımlanmış, analitik ve yalınkat olsun. ( )f z  fonksiyonu 

' (0) 1=f ve (0) 0=f  olacak şekilde normalize edilmiştir. Bu tür fonksiyonların 

cümlesini “ S  Sınıfı ” olarak adlandıracağız. 

 Bu normalizasyon, aşağıdaki şekilde ifade edilen Riemann Tasvir 

Teoremindeki  '( ) 0, ( ) 0ζ ζ= >f f koşullarından sağlanmaktadır. 

 “ Kompleks düzlemin özel basit bağlantılı bir alt cümlesini göz önüne alalım. 

,ζ D  bölgesinde verilen bir nokta olmak üzere, '( ) 0, ( ) 0ζ ζ= >f f  koşullarını 

gerçekleyen ve D’yi birim disk üzerine konform olarak resmeden bir tasvir vardır ve 

bu tasvir tek türlü belirlidir.” 
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 S sınıfına ait önemli fonksiyonlar aşağıdaki şekilde sıralanabilir. 

 

 ÖZELLİK 3.1: ( )= =w f z z  idantik fonksiyonu (birim fonksiyon) D 

bölgesini D bölgesi üzerine resmeder. 

 

 ÖZELLİK 3.2: ( )
1

= =
−

z
w f z

z
 fonksiyonu D bölgesini 

1
Re

2
> −w  yarı 

düzlemi üzerine resmeder. 

 

 Gerçekten, = +w u iv  alınırsa 

  (1 )
1 1 1

= ⇔ − = ⇔ = + ⇔ = ⇔ = ⇒
− + +

z w w
w w wz z w z w z z

z w w
 

  

2 2 2 2
2

2 2 2 2
1 1

(1 )1 (1 )

w u iv u v
z

u vw u iv

+ +
= = ⇒ = = ⇒

+ ++ + +
 

  2 2 2 2(1 )+ + = + ⇒u v u v  

  2 2 2 2 1
(1 ) 0 1 2 0

2
+ + − − = ⇒ + = ⇒ = −u v u v u u  

bulunur. Buna göre 1=z  çemberi 
1

Re
2

= = −w u  doğrusu üzerine resmedilir. 

Dolayısıyla D bölgesi  

  

2 2 2 2
2

2 2 2 2
1

(1 )1 (1 )

+ +
> = = = ⇒

+ ++ + +

w u iv u v
z

u vw u iv
 

  2 2 2 2(1 )+ + > +u v u v  

  2 2 2 2 1
(1 ) 0 1 2 0 Re Re ( )

2
+ + − − > ⇒ + > ⇒ = = > −u v u v u u w f z  

yarım düzlemi üzerine resmedilir. 
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 ÖZELLİK 3.3: 
1 1

log
2 1

+ 
=  

− 

z
w

z
 fonksiyonu D bölgesini dik 

Im
4 4

π π
− < <w  şeritsel bölge üzerine resmeder. 

 Gerçekten, 
1

1
η

+
=

−

z

z
 ara transformasyonu { }1= <D z z  birim diskinin 

1 1= +w u iv  alınırsa, 

  
1 1 1

1 1 ( 1)
1 1 1

η η
η η η η η

η η

+ − −
= ⇔ − = + ⇔ − = + ⇔ = ⇔ =

− + +

z
z z z z z

z
 

  

2 2

2 2 2

2 2

1 1 1
1 1 1 1 1

1 1 1

η η η
η η

η η η

− − −
> = ⇒ > = ⇒ > ⇒ + > − ⇒

+ + +
z z  

  
2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1( 1) ( 1) ( 1) ( 1) 0+ + > − + ⇒ + + > − + ⇒ >u iv u iv u v u v u  

1Re 0η > >u  sağ yarım düzlemine resmedildiğini buluruz. Diğer yandan sağ yarım 

düzlemde bulunan kompleks sayıların argümanlarının 
2 2

ile
π π

−  arasında olduğu göz 

önüne alınırsa 

(3.1)  arg
4 4

π π
η− < <  

eşitsizliği elde edilir. Ayrıca 

(3.2)  arg1 1 1
log log log

2 2 2

i i
w e e

θ ηη η η= = =  

olduğunu düşünürsek 

 

 arg1 1 1 1 1 1
log log log arg log log arg

2 2 2 2 2 2

ηη η η η η= + = + = +i
w e i e i  

(3.3)  
1

Im arg
2

η=w  

eşitliği bulunur. (3.1) ve (3.3) birlikte düşünülürse 

  
1

arg Im
4 2 4 4 4

w
π π π π

η− < < ⇔ − < <  

elde edilir ki buda iddianın doğru olduğunu gösterir. 
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 ÖZELLİK 3.4: 
2

( )
(1 )

= =
−

z
w k z

z
 fonksiyonu D birim diskini 

1

4
− ’den 

sonsuza kadar negatif eksen boyunca kesilmiş tüm düzleme resmeder. 

 

Gerçekten,     

2 2

2 2 2 2

1 4 1 2 2 1 1 1 2 2
( )

(1 ) 4 (1 ) 4 (1 ) 4 (1 )

+ − + + + −
= = = = = ⋅ ⇒

− − − −

z z z z z z z z
w k z

z z z z
 

  
2 2 2 2

2 2 2

1 (1 2 ) (1 2 ) 1 (1 ) (1 )
( )

4 (1 ) 4 (1 ) (1 )

z z z z z z
w k z

z z z

 + + − − + + −
= = ⋅ = ⋅ − ⇒ 

− − − 
 

  

22

2

1 (1 ) 1 1 1 1
( )

2 (1 ) 4 4 1 4

+ + 
= = ⋅ − = ⋅ − 

− − 

z z
w k z

z z
 

olarak ( )=w k z  fonksiyonu yazılabilir. Özellik 3.3 de olduğu gibi 

(3.4)  
1

1
η

+
=

−

z

z
  

ara transformasyonunu düşünelim. Bu transformasyon altında 1=z  çemberinin 

resmi 
1 2η η η= + i  olarak alınır ve yukarıdaki tarzda hareket edilirse 

  
1 1 1

1 1 ( 1)
1 1 1

η η
η η η η η

η η

+ − −
= ⇔ − = + ⇔ − = + ⇔ = ⇔ =

− + +

z
z z z z z

z
 

  

2 2

2 2 2

2 2

1 1 1
1 1 1 1 1

1 1 1

η η η
η η

η η η

− − −
= = ⇒ = = ⇒ = ⇒ + = − ⇒

+ + +
z z  

           
2 2

2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 1 1( 1) ( 1) ( 1) ( 1) 0η η η η η η η η η+ + = − + ⇒ + + = − + ⇒ =i i  

bulunur. Bu da 1=z ’in resminin Re 0η= =u  olduğunu gösterir. Dolayısıyla 

  

2

2

2

1 1 1 1 1
( )

(1 ) 4 1 4 4 4
η

+ 
= = = − = − 

− − 

z z
w k z

z z
 

ifadesi göz önüne alınılırsa  1 0η = ’in, yani η düzleminde imajiner eksenin, resmi 

1

4
− noktasından −∞ ’a kadar giden doğrudur. Şekil aşağıda gösterildiği gibidir. 
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     Şekil 3.1 

 

  

 TEOREM 3.1: Yalınkat iki fonksiyonun bileşke fonksiyonu da yalınkattır. 

 

 İSPAT: İspatı iki adımda yaparız. Birinci adımda “ İnjektif  iki fonksiyonun 

bileşke fonksiyonu da injektiftir “ olduğunu gösterelim. 

  1: ( )→ =f D D f D
 

       1 1( )→z f z  

       2 2( )→z f z  

şeklinde tanımlanan ( )f z  fonksiyon injektif ise 

(3.5)  1 2 1 2 1 2, , ( ) ( )∈ ≠ ⇒ ≠z z D z z f z f z
 

bağıntısı gerçeklenir. Diğer taraftan 

  : ( ) →g f D H
 

       
1 1( ) ( ( ))→f z g f z  

       2 2( ) ( ( ))→f z g f z  

şeklinde tanımlanan fonksiyon injektif ise 

(3.6)  1 2 1 2 1 2( ), ( ) ( ), ( ) ( ) ( ( )) ( ( ))∈ ≠ ⇒ ≠f z f z f D f z f z g f z g f z
 

bağıntısı gerçeklenir. (3.5) ve (3.6) bağıntıları birlikte düşünülürse 

(3.7)  
1 2 1 2 1 2, , ( ( )) ( ( ))∈ ≠ ⇒ ≠z z D z z g f z g f z

 

bağıntısını yazabiliriz Bu bize ( )( )	g f z  fonksiyonunun injektif olduğunu gösterir. 

İspatın ikinci adımında ( )( )	g f z   fonksiyonunun analitik olduğunu göstermeliyiz. 
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Bunun içinde bileşke fonksiyonunun türevinin var olduğunu göstermemiz gerekir. 

 

 0 0

0 0 0

0 0 0

( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ) ( )
lim lim

( ) ( )z z z z

g f z g f z g f z g f z f z f z

z z z z f z f z→ →

− − −
=

− − −    

 0 0

0 0 0

0 0 0

( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ) ( )
lim lim

( ) ( )z z z z

g f z g f z g f z g f z f z f z

z z f z f z z z→ →

 − − −
=  

− − − 
 

 0 0 0 0( ), ( ), ,w f z w f z z z w w= = → →
   

 
0 0 0

0 0 0

0 0 0

( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ) ( )
lim lim lim

( ) ( )z z z z z z

g f z g f z g f z g f z f z f z

z z f z f z z z→ → →

   − − −
=    

− − −   
 

 
0 0 0

0 0 0

0 0 0

( ( )) ( ( )) ( ) ( ) ( ) ( )
lim lim lim
→ → →

   − − −
=    

− − −   z z w w z z

g f z g f z g w g w f z f z

z z w w z z  

 
0

' '0
0 0

0

( ( )) ( ( ))
lim ( ) ( )
z z

g f z g f z
g w f z

z z→

−
=

−  

bu eşitlik bize türevin var olduğunu gösterir. Bu ise teoremi ispatlar. 

 

TEOREM 3.2: ( ) 0≠f z  olmak üzere 
1

( )

 
 
 f z

fonksiyonunun yalınkat 

olması için gerek ve yeter şart ( )f z  fonksiyonunun yalınkat olmasıdır.
  

 

İSPAT: (Gereklilik) 
1

( ) =g z
z

 fonksiyonunu göz önüne alalım. ( )g z  

fonksiyonu her  { (0)}∗ = ∈ −�D z z
 
bölgesinde  yalınkattır. Zira

   

  1 2 1 2

1 2

1 1
, ( ) ( )z z D g z g z

z z
∈ ⇒ ≠ ⇒ ≠

 

dır. Teorem 3.1’ den dolayı 

  
1 1

( )
1( )

( )

 
= = 

 
g f z

f z

f z

 

yazabiliriz. Bu da bize ( )f z ’  nin yalınkat olduğunu gösterir. 

 (Yeterlilik) ( )f z  yalınkat olsun. Benzer tarzda  
1

( )g z
z

=  yalınkat 

fonksiyonunu göz önüne alalım. Önceki teoremden 
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1

( ( ))
( )

g f z
f z

=  

bileşke fonksiyonu yalınkat olduğundan  
1

( )f z

 
 
 

 fonksiyonu yalınkattır. 

 S  sınıfını koruyan bazı önemli elemanter transformasyonlar aşağıda 

tanımlanmıştır. 

 

 TANIM  3.3 (Eşlenik Transformasyonları) 2

2( ) ...w f z z a z= = + +
 

fonksiyonu S sınıfına ait olsun.  2

2( ) ( ) ...= = + +g z f z z a z şeklinde
 
tanımlanan

 
( )f z  

fonksiyonu da S sınıfına aittir. 

 

 Gerçekten, S sınıfının normalizasyonu 

  2
2( ) ( ) ... (0) 0= = + + ⇒ =g z f z z a z g

 

  
' '

2( ) 1 2 ... (0) 1= + + ⇒ =g z a z g
 

şeklindedir. Diğer taraftan ( )f z  yalınkat olduğundan 

(3.8)  
1 2 1 2( ) ( )z z f z f z≠ ⇔ ≠

 

(3.9)  1 2 1 2z z z z≠ ⇔ ≠
 

dır. (3.8) ve (3.9) ifadelerinden 

  1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )z z f z f z f z f z g z g z≠ ⇔ ≠ ⇔ ≠ ⇔ ≠
  

bağıntısını elde ederiz. Bu da bize  ( ) ( )g z f z= fonksiyonunun S sınıfına ait 

olduğunu gösterir. 

 

 
TANIM 3.4: (Rotasyon Transformasyonları) 

2

2( ) ...w f z z a z= = + +
 

fonksiyonu S sınıfına ait olsun. Bu durumda 

( ) ( )θ θ−= i ig z e f e z  şeklinde tanımlanan ( )g z  fonksiyonu da  S sınıfına aittir. 

 Gerçekten, 

  
2 2 2

2 2( ) ( ) ... ...
i i i i i

f e z e z a e z e z a e z
θ θ θ θ θ

= + + = + + ⇒
  

 (3.10)
  

2

2( ) ( ) ...
i i i

g z e f e z z a e z
θ θ θ−

= = + +
 

fonksiyonun da S sınıfının normalizasyonunu düşünürsek 
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(3.11)
  

(0) 0=g
 

ve 

  
'

2( ) 1 2 ...
i

g z a e z
θ

= + + ⇒
 

(3.12)
  

' (0) 1=g
 

bulunur. (3.11) ve (3.12) eşitlikleri S sınıfı normalizasyonunun gerçeklendiğini 

gösterir.  

Diğer yandan injektiflik koşulundan 

  1 2 1 2 1 2( ) ( )i i i iz z e z e z f e z f e zθ θ θ θ≠ ⇔ ≠ ⇔ ≠ ⇔
 

  1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )
θ θ θ θ− −

= ≠ =
i i i i

g z e f e z e f e z g z
 

bulunur. Bu da g(z) fonksiyonunun yalınkat olduğunu gösterir. Sonuç olarak  

( ) ( )θ θ−= i ig z e f e z  fonksiyonunun S sınıfına ait olduğunu söyleyebiliriz.
   

 

 TANIM 3.5: (Genişleme yada Daralma Transformasyonları) 

2

2( ) ...= = + +w f z z a z  fonksiyonu  S sınıfına ait olsun. Bu durumda 0 < r < 1 

olmak üzere 1( ) ( )−=g z r f rz
 
şeklinde tanımlanan ( )g z  fonksiyonu da S sınıfına 

aittir.
 Gerçekten, 

  
1 2 2 3

2 3( ) ( ) ...g z r f rz z a rz a r z
−

= = + + + ⇒
 

  
g(0) = 0,  '(0) 1=g

 

 eşitliklerinden S sınıfı normalizasyonunun gerçeklendiği görülür. Ayrıca 

 
1 1

1 2 1 2 1 1 2 20 1 ( ) ( ) ( ) ( )r z z rz rz g z r f rz r f rz g z
− −< < ⇒ ≠ ⇔ ≠ ⇔ = ≠ =

 

olduğundan ( )g z  fonksiyonu bire-birdir. Bu ise bize 1( ) ( )−=g z r f rz şeklinde 

tanımlanan fonksiyonun S sınıfına ait olduğunu gösterir. 

 

 TANIM 3.6: (Disk Transformasyonları)  2

2( ) ...= = + +w f z z a z   

fonksiyonu S sınıfına ait olsun. Bu durumda 1<a  olmak üzere 

  2 '

( )
1

( )
(1 ) ( )

z a
f f a

az
g z

a f a

+ 
− 

+ 
=

−
 

şeklinde tanımlanan ( )g z  fonksiyonu da S sınıfına aittir. 
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 Gerçekten, 

(3.13)  
1

z a
f

az

+ 
 

+ 
 

transformasyonunu göz önüne alalım. Bu transformasyon 

  1( )
1

z a
w z

az

+
=

+
 

birim diskini invaryant bıraktığından (yani birim disk üzerine resmeden Möbius 

transformasyonu olduğundan) yalınkattır. Yalınkat iki fonksiyonunun bileşke 

fonksiyonu da yalınkat olduğundan (3.13) şeklinde tanımlanan fonksiyon yalınkattır. 

Ayrıca bu fonksiyonun 0z =  noktasındaki Taylor açılımı 

(3.14)  
'

2( )
( ) (1 ) ...

1!1

z a f a
f f a a z

az

+ 
= + − + 

+ 
 

şeklindedir. Dolayısıyla (3.14) eşitliğinden 

  
2 '

( )
1

( ) ...
(1 ) ( )

z a
f f a

az
g z z

a f a

+ 
− 

+ 
= = +

−
 

yazılabilir. Bu son ifade ( )g z fonksiyonu S sınıfına ait normalizasyonu gerçekler ve 

injektiftir. Dolayısıyla ( )g z  fonksiyonu S sınıfına aittir. 

 

 TANIM  3.7 : (Karekök Transformasyonları) 2

2( ) ...w f z z a z= = + +
 

fonksiyonu S sınıfına ait olsun. Bu durumda,    

2( ) ( )g z f z= şeklinde tanımlanan ( )g z  fonksiyonu da S sınıfına aittir. 

 

 Gerçekten, 

  ( )2 2 4 2 2

2 2( ) ( ) ... 1 ...g z f z z a z z a z= = + + = + + ⇒  

  
2

2( ) (1 ...) ...= + + = +g z z a z z  

yazılabileceğinden (0) 0=g  ve '(0) 1g =  eşitlikleri gerçeklenir. Ayrıca 

  
2 2

1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )g z f z z g z= = = ⇒  

  2 2 2 2

1 2 1 1 1 2( ) ( )f z f z z z z z= ⇒ = ⇒ = ±  

bulunur. ( )f z  fonksiyonu bire-bir olduğunu 1 2z z= ±  ifadesinde kullanırsak 1 2z z=  
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elde edilir ki bu aynı zamanda 2( ) ( )g z f z=  şeklinde tanımlanan fonksiyonun bire 

bir olduğunu gösterir. Bu ise ( )g z  fonksiyonu S sınıfına aittir demektir. 

 

 TANIM 3.8: (Alınmayan Değer Transformasyonları) 

2

2( ) ...w f z z a z= = + +  
 

fonksiyonu S sınıfına ait olsun. S sınıfının tanımından 

dolayı ( )f z  fonksiyonu
 

{ }1= <D z z  bölgesinde tanımlanmış, analitik ve bire-bir 

fonksiyondur. Yani, 

 (3.15)  1 2,z z D∈ ve 
 1 2z z≠  için ( ) ( )1 2f z f z≠   

dir.  

 z D∈
 
 için ( )f z  fonksiyonu tarafından alınmayan bir değer c olsun. Yani 

(3.16)  z D∀ ∈  için ( )f z c≠  

bağıntısı gerçeklensin. 

(3.17)  
( )

( )
( )

cf z
g z

c f z
=

−
 

şeklinde tanımlanan fonksiyon S sınıfına aittir. 

 Gerçekten, 

  1 2z z≠  için 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )f z f z cf z cf z≠ ⇔ ≠  ve 1 2( ) ( )f z f z− ≠ − ⇒  

(3.18)  1 2( ) ( )c f z c f z− ≠ −  

ifadesinden 

  1 2,z z D∈
 
ve 

 1 2z z≠  için 1 2
1 2

1 2

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

cf z cf z
g z g z

c f z c f z
= ≠ = ⇒

− −
 

  1 2( ) ( )g z g z≠  

bulunur. Diğer yandan 

  
(0) 0

(0) 0
(0) 0

cf c
g

c f c
= ≠ =

− −
 

  
( ) ( )( )

( )

' ' 2 '
'

2 2 2

( ) ( ) ( ) ( )
( )

2 ( ) ( )( )

− − −
= = ⇒

− +−

cf z c f z f z cf z c f z
g z

c cf z f zc f z
 

  
2 ' 2

'

2 2 2

(0) 1
(0) 1

2 (0) (0) 2 0 0

c f c
g

c cf f c c
= = =

− + − +
 

yazılırsa ( )g z  fonksiyonunun S sınıfına ait olduğunu bulunmuş olur. 
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 TANIM 3.9: (M-Fold Simetri Transformasyonları) Bu transformasyonlar 

genel olarak aşağıdaki şekilde tanımlanır.  

(3.19)  1 1 2 1
1 1 2 1

1

( ) ...
∞

+ + +
+ + +

=

= + = + + +∑ mn m m
mn m m

n

f z z a z z a z a z   

fonksiyonu { }1= <D z z birim diskinde tanımlanmış, analitik ve bire-bir olsun. Bu 

durumda 
  

( )f z  fonksiyonuna “birim diskte m-fold simetri fonksiyonu” adı verilir 

ve bu fonksiyonların sınıfı ( )mS  ile gösterilir. Aşikar olarak ( )mS sınıfında 

(3.20)  
'

(0) 0

(0) 1

=


=

f

f
 

normalizasyonu vardır. Dolayısıyla  ( )f z S∈ olmak üzere 

  ( )
1

( ) ( )m mg z f z=  

şeklinde tanımlanan ( )g z  fonksiyonu ( )mS  sınıfına aittir (bunun terside doğrudur). 

 

 NOT 3.1: 2m = hali karekök transformasyonunu verir ve bu transformasyon 

aynı zamanda  S sınıfındaki ( ) ( )f z f z− = − eşitliğini gerçekleyen  tek yalınkat 

fonksiyon sınıfıdır. 

 Yalınkat fonksiyonlar ait genel özellikler aşağıdaki şekilde verilebilir. 

 

 TEOREM 3.3: Yalınkat fonksiyonlar topolojik kavramları korurlar. Yani 

topolojik özellikler yalınkat fonksiyonlar altında invaryant kalır. 

 

 İSPAT : Eğer yalınkat fonksiyonun makus fonksiyonunun türevinin daima 

var olduğunu gösterirsek iddiayı ispatlamış oluruz. 

  
0 0 0

1 1
0 0

00 0

0

( ) ( ) 1
lim lim lim

( ) ( )( ) ( )w w z z z z

f w f w z z

f z f zw w f z f z

z z

− −

→ → →

− −
= = ⇒

−− −

−

 

  
0 0

1 1
0

'
00 0

0

( ) ( ) 1 1
lim lim

( ) ( ) ( )

− −

→ →

−
= = ⇒

−−

−

w w z z

f w f w

f z f zw w f z

z z

 

 '

0( ) 0f z >  olduğundan  
'

0

1

( )f z
ifadesi daima tanımlıdır. Bu da bize teoremin 

ispatını verir.  
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 TEOREM 3.4: Yalınkat fonksiyonlar birer konform homomorfizmadır. 

 

 İSPAT : C eğrisi, a t b≤ ≤  olmak üzere  ( ) ( ) ( )z t x t iy t= + denklemiyle 

verilsin  (Düzgün, basit bağlantılı yani kendi kendini kesmeyen eğri veya Jordan 

yayı). ( )w f z= Yalınkat fonksiyonu ile C eğrisinin resim eğrisi ( )f C de düzgün  

bir Jordan yayı olacaktır. Dolayısıyla  

(3.21)  '
( ) 0, ( )z t z t≠  sürekli  

ifadeleri yazılabilir. 0 0( )z z t= olmak üzere ( )0f z
 
noktasında ( )f C eğrisinin teğeti 

ile pozitif eksen doğrultusundaki açı 

(3.22)  

0 0 0 0 0

arg arg arg arg
z z z z t t z z t t

df df dz df dz

dz dt dt dt dt= = = = =

         
= =         

                  
 

eşitliği ile verilir. Burada önemli belirtmek gerekir ki (3.22) eşitliğinde  0z = ∞
 
ve 

0( )f z = ∞ durumları göz ardı edilmiştir. 

 

 Şimdi z-düzleminde ( )w f z= fonksiyonunun tanım bölgesinde bulunan, 

tα β≤ ≤ ve 
1 1sα β≤ ≤  olmak üzere  

1 2: ( ), : ( )C z t C z s  şeklinde iki eğri düşünelim 

öyle ki  0 0 0( ) ( )z z t z s= =
 
eşitliği gerçeklensin. Yani, aşağıdaki şekilde görüldüğü 

gibi 
1C  ve 2C  eğrileri 0z

 
noktasında geçsinler. Başka bir deyişle 

1C  ve 2C   eğrileri 

0z
 
noktasında kesişsinler. 
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     Şekil 3.2 

 

 

 

 

     Şekil 3.2 

 

 

( )=w f z  yalınkat fonksiyonu ile Γ  eğrisi 
1Γ  eğrisi üzerinde, D bölgesi 

üzerinde ve 0z
 

noktasında kesişen 
1C  ve 2C  eğrileri sırasıyla  1( )f C  ve 

2( )f C eğrilerine resmedilsin. Yukarıda anlatılanlardan dolayı 

 

(3.23)  ' ' '

0 0
( ) ( ) ( )

t
w t f z z t=   ( 1( )f C  eğrisi düzgün Jordan yayı ) 

(3.24)  ' ' '

0 0 0
( ) ( ) ( )

s
w s f z z s=   ( 2( )f C  eğrisi düzgün Jordan yayı ) 

eşitlikleri yazılabilir. Öte yandan (3.23) ve (3.24) eşitliklerinden hareketle 

(3.25)  
0

' ' ' ' '

0 0 0 0arg ( ) arg ( ) ( ) arg ( ) arg ( )= = +tw t f z z t f z z t    

(3.24)  ' ' ' ' '

0 0 0 0 0arg ( ) arg( ( ) ( )) arg ( ) arg ( )sw s f z z s f z z s= = +  

ifadelerini elde ederiz. (3.25) ve (3.26) taraf tarafa çıkarılacak olursa 

  ' ' ' '

0 0 0 0arg ( ) arg ( ) arg ( ) arg ( )t sw t w s z t z s− = −    

yada, 

(3.27)  
' '

0 0

' '

0 0

( ) ( )
arg arg

( ) ( )

t

s

w t z t

w s z s
θ φ= ⇒ =  

eşitliği bulunur. (3.27) ifadesi açıların korunduğunu gösterir. 
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 TEOREM 3.5: ( )=w f z  fonksiyonu basit bağlantılı kapalı C eğrisinin 

kapattığı D bölgesinde tanımlanmış ve yalınkat olsun. D bölgesinin ( )=w f z  

yalınkat fonksiyonu altındaki resmi ( )f D  ise 

2
( ) '( )= ∫∫

D

Alanf D f z dxdy  

dir. 

 

İSPAT: ( )=w f z  fonksiyonu D bölgesinde analitik ve yalınkat olduğundan 

Cauchy-Riemann denklemlerini gerçekler. Bu ise 

(3.28)  ( ) ( , ) ( , ) ,
∂ ∂

= = + ⇒ =
∂ ∂

u v
w f z u x y iv x y

x y
 
∂ ∂

= −
∂ ∂

u v

y x
 

denklemlerinin sağlanması demektir. Diğer taraftan analitik bir ( )f z fonksiyonunun 

türevi 

(3.29)  '( )
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= + = − + = − = +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

u v u v u u v v
f z i i i i

x x y y x y x y
 

eşitlikleri ile verilebilir. (3.29) eşitliklerinin kullanılması ile  

(3.30)  

2 2 22 2 2
2

'( )
     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     

= + = + = +          
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂          

u v u v u u
f z

x x y y x y
 

eşitliği bulunur. 

 

 Diğer taraftan ( )Alanf D ifadesi 

(3.31)  
( )

( ) = ∫∫
f D

Alanf D dudv  

ile verilir. 

 Ayrıca çok katlı integrallerde ki değişken dönüşümü göz önüne alınarak 

Cauchy-Riemann denklemlerinin kullanılması ile 

  

 
( , )

( , )

∂∂

= ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
⇒ = = − = − − ⇒  

= ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
∂ ∂

uu

u u x y y u v u v u u v vx
dudv

v v x y v v x y y x x x x x

x y

 

  

2 2
2

' ( )
∂ ∂   

= + =   
∂ ∂   

u v
dudv f z

x x
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eşitsizliğini buluruz. Dolayısıyla (3.31) eşitliği 

2
'

( ) ( )

∂∂

∂∂
= = =

∂ ∂

∂ ∂

∫∫ ∫ ∫
D D D

uu

yx
Alanf D dudv dxdy f z dxdy

v v

x y

 

bulunur. 
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4. KESİRSEL HESAPLAR 

  

 A, { }1U z z= ∈ <�  açık birim diskinde analitik olan  
2

( )
n

n

n

f z z a z
∞

=

= +∑  

şeklindeki ( )f z fonksiyonlar sınıfı olsun.  Owa [ ]1  ve Srivastava ve Owa [ ]2  

tarafından verilen Kesirsel Türev ve Kesirsel İntegral  tanımları aşağıdaki şekildedir. 

 

TANIM 4.1:  Bir ( )f z fonksiyonu için λ  mertebeli Kesirsel İntegral  

1

0

1 ( )
( ) , ( 0)

( ) ( )
z

z
f

D f z d
z

λ

λ

ξ
ζ λ

λ ζ

−

−
= >

Γ −
∫  

şeklinde tanımlanır. Bu integralde ( )f z  fonksiyonu  orijini ihtiva eden  kompleks 

düzlemin basit bağlantılı bir bölgesinde analitiktir ve ( ) 0z ζ− > olduğunda 

log( )z ζ− nın reeldir. Bu durumda 1( )z λζ −−  in çok değerliliği ortadan kaldırılmış 

olur. 

TANIM 4.2: Bir ( )f z fonksiyonu için λ  mertebeli Kesirsel Türev  

0

1 ( )
( ) , (0 1)

(1 ) ( )
z

z
d f

D f z d
dz z

λ

λ

ξ
ζ λ

λ ζ
= ≤ <

Γ − −
∫  

şeklinde tanımlanır. Burada ( )f z fonksiyonu orijini içeren kompleks düzlemin basit 

bağlantılı bir bölgesinde analitiktir ve ( ) 0z ζ− > olduğunda log( )z ζ− nın reeldir. 

Bu durumda ( ) λζ −−z  in çok değerliliği ortadan kaldırılmış olur. 
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TANIM 4.3: Tanım 4.2 deki hipotez altında bir ( )f z fonksiyonu için n λ+  

mertebeli  Kesirsel İntegral 

( ) ( ),z z

n
n

n

d
D f z D f z

dz

λ λ+ =   { }0(0 1; 0 )n N Nλ≤ < ∈ = ∪  

şeklinde tanımlanır.  

( ) ( 1)
( ) ( ) ( 1)( 2)...( 1)

( 1)
z

n n p n p np
D f z f z p p p p n z z

p n

− −Γ +
= = − − − + =

Γ − +

 3 ''' 3 3 3( 1) ( 1)
( ) ( ) ( 1)( 2)

( 3 1) ( 2)
z

p p pp p
D f z f z p p p z z z

p p

− − −Γ + Γ +
= = − − = =

Γ − + Γ −
 

2 '' 2 2 2( 1) ( 1)
( ) ( ) ( 1)

( 2 1) ( 1)
z

p p pp p
D f z f z p p z z z

p p

− − −Γ + Γ +
= = − = =

Γ − + Γ −
 

1 ' 1 1 1( 1) ( 1)
( ) ( )

( 1 1) ( )
z

p p pp p
D f z f z pz z z

p p

− − −Γ + Γ +
= = = =

Γ − + Γ
 

0 ( 1)
( ) ( )

( 1)
z

p pp
D f z f z z z

p

Γ +
= = =

Γ +
 

1 1 1 1

0

1 ( 1) ( 1)
( ) ( )

1 ( 1 1) ( 2)
z

z
p p pp p

D f z f t dt z z z
p p p

− + + +Γ + Γ +
= = = =

+ Γ + + Γ +∫       

2 1 2 2 2

0

1 ( 1) ( 1)
( ) ( ( )

( 1)( 2) ( 2 1) ( 3)
z z

z
p p pp p

D f z D f t dt z z z
p p p p

− − + + +Γ + Γ +
= = = =

+ + Γ + + Γ +∫
    

3 2 3 3

0

3

1 ( 1)
( ) ( ( )

( 1)( 2)( 3) ( 3 1)

( 1)

( 4)

z z

z
p p

p

p
D f z D f t dt z z

p p p p

p
z

p

− − + +

+

Γ +
= = =

+ + + Γ + +

Γ +
=

Γ +

∫
 

1

0

1
( ) ( ( )

( 1)( 2)( 3)...( )

( 1)

( 1)

z z

z

n n p n

p n

D f z D f t dt z
p p p p n

p
z

p n

− − + +

+

= =
+ + + +

Γ +
=

Γ + +

∫
 

( 1)
( )

( 1)
z

pp
D f z z

p

λ λ

λ

−Γ +
=

Γ − +
 

( 1)
( )

( 1)
z

pp
D f z z

p

λ λ

λ

− +Γ +
=

Γ + +
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1

0

1 ( )
( )

( ) ( )
z

z
f

D f z d
z

λ

λ

ζ
ζ

λ ζ

−

−
=

Γ −
∫ , ( 0)λ >  

       

1 1

0

1 ( 1) 1

0

1 (1 )
.( )

( ) .

(1 )
( )

( , 1)
( )

( ). ( 1)

( ) ( 1)

( 1)

( 1)

α α

λ λ

α λ
λ α

α λ

α λ

α λ

λ

λ

β λ α
λ

λ α

λ λ α

α

λ α

− −

+
− + −

+

+

+

−
= −

Γ

= −
Γ

= +
Γ

Γ Γ +
= ⋅

Γ Γ + +

Γ +
=

Γ + +

∫

∫

z

z

z u
zdu

z u

z
u u

z

z

z

 

1 1 1

(1 )

(1 )

( )

z zu

z u d zdu

z u

z z u

α α α

λ λ λ

ζ

ζ ζ

ζ

ζ − − −

− =

= − ⇒ = −

= −

− =

 

   

(1 )

0

1 ( )
( ) ( ( ))

(1 ) ( )

z

z z

d d f
D f z D f z d

dz dz z

λ λ

λ

ζ
ζ

λ ζ

− −
  

= =  
Γ − −  

∫   

              

0

1 ( )

(1 ) ( )

z
d f

d
dz z

λ

ζ
ζ

λ ζ
=

Γ − −
∫  , (0 1)λ≤ <  

 

(1 ) 1( 1)
( )

( 2 )
z z

d d
D z D z z

dz dz

λ α λ α α λα

α λ

− − + − Γ +
= =  

Γ + − 
 

 

( 1)
( 1 )

( 2 )

( 1)

( 1 )

α λ

α λ

α
α λ

α λ

α

α λ

−

−

Γ +
= + −

Γ + −

Γ +
=

Γ + −

z

z

 

 

( ) ( ( ))
n

n
z zn

d
D f z D f z

dz

λ λ+ =   (0 1; 0,1,2,...)nλ≤ < =  

( 1)
( ) ( )

( 1 )

n n
n
z zn n

d d
D z D z z

dz dz

λ α λ α α λα

α λ

+ −Γ +
= =

Γ + −
 

( 1)
,

( 1 )

n
z R

n

α λα
λ

α λ

− −Γ +
= ∈

Γ + − −
 

 

( 1)

( 1 )
zD z zλ α α λα

α λ

−Γ +
=

Γ + −
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   1 2
0 1 2( ) ...f z a z a z a zα α α+ += + + +  

                2
0 1 2( ...)z a a z a z

α= + + +  

2

0 1 2

( 1) ( 2) ( 3)
( ) ...

(1) (2) (3)
zD f z a a z a zα α α αΓ + Γ + Γ +

= + + +
Γ Γ Γ

 

    
0

(0)

( 1)

zD f
a

α

α
=

Γ +
 

1

1 2( ) ( 2) ( 2) ...zD f z a a zα α α+ = Γ + + Γ + +  

     
1

1

(0)

( 2)

zD f
a

α

α

+

=
Γ +

 

 2

2( ) ( 3) ...zD f z aα α+ = Γ + +  

     
2

2

(0)

( 3)

zD f
a

α

α

+

=
Γ +

 

          

.

.

.  

               
(0)

( 1)

n

z
n

D f
a

n

α

α

+

=
Γ + +

 

0

(0)
( )

( 1)

n
nz

n

D f
f z z

n

α
α

α

+∞
+

=

= ⋅
Γ + +

∑  

 

yukarıdaki (4.1), (4.2), (4.3) tanımlarında da görülüyor ki, 

 

 
( 1)

, ( 0)
( 1)

z

p pp
D z z

p

λ λ λ
λ

− +Γ +
= >

Γ + +
  

( 1)
, (0 0)

( 1)
z

p pp
D z z

p

λ λ λ
λ

−Γ +
= ≤ <

Γ − +
 

ve 

 0

( 1)
, (0 0; )

( 1)
z

n p p np
D z z n N

p n

λ λ λ
λ

+ − −Γ +
= ≤ < ∈

Γ − − +
 

dolayısıyla  

 
( 1)

, (0 0)
( 1)

z

p pp
D z z

p

λ λ λ
λ

−Γ +
= ≤ <

Γ − +
 

yazılabilir. 
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 Bu bölümde 1 2 1
1 2 1( ) ...+ +

+ += + + +p p
p pf z z a z a z açılımına sahip fonksiyonlar 

ile tanımlanan ( )λ
D f z  λ - kesirsel operatörünün yıldızıl fonksiyon olması 

durumunda, bu operatör için özel halde katsayı eşitsizliği genel halde katsayı 

eşitsizliği ve yine genel halde de distorsiyon teoremleri verip bunların özel halini 

inceledik. Genel halde ( )λ
D f z  kesirsel operatörünün yıldızıl olma koşulu analitik 

olarak 

  
( )

'

( )
Re 0

( )

λ

λ

 
  >
  
 

D f z
z

D f z
 

ile verilir. 

 

TEOREM 4.1  

 1 2 1 3 1 1
1 2 1 3 1 1( ) ... ...p p p np

p p p npf z z a z a z a z a z+ + + +
+ + + += + + + + + +  fonksiyonu  

{ }1D z z= < açık birim diskinde tanımlanmış analitik fonksiyon olsun. Bu taktirde 

   1
1

1

( 2) (2 )
( ) (2 ). ( )

( 2 )
z

np
np

n

np
D f z z D f z z a z

np

λ λ λ λ
λ

λ

∞
+

+

=

Γ + Γ −
= Γ − = +

Γ + −
∑  

şeklinde tanımlanan λ − kesirsel operatör aşağıdaki özellikleri gerçekler. 

( i )   

1 1 1
1

1
1

( 2) (2 1)
( ) ( ) (2 ). ( )

( 2 1)
z

np
np

n

np
Lim D f z Df z z D f z z a z

np

λ

λ
λ

∞
+

+
→

=

Γ + Γ −
= = Γ − = +

Γ + −
∑

 

            1
1

1

( 2) (1)

( 1)

np
np

n

np
z a z

np

∞
+

+

=

Γ + Γ
= +

Γ +
∑  

            
1

1

1

( 2)

( 1)

np
np

n

np
z a z

np

∞
+

+

=

Γ +
= +

Γ +
∑  

             1
1

1

( 1) 1)
.

( 1)

np
np

n

np
z a z

np

∞
+

+

=

Γ + +
= +

Γ +
∑  

             1
1

1

( 1). np
np

n

z np a z
∞

+
+

=

= + +∑  
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(4.1)  1
1

1
1

( ) ( 1).
np

np

n

Lim D f z z np a z
λ

λ

∞
+

+
→

=

= + +∑  

diğer taraftan 

 1
1

1

( )
np

np

n

f z z a z
∞

+
+

=

= +∑  

 ' 1 1
1

1

( ) 1 ( 1).
np

np

n

f z np a z
∞

+ −
+

=

= + +∑  

 '
1

1

( ) 1 ( 1).
np

np

n

f z np a z
∞

+

=

= + +∑  

(4.2) ' 1
1

1

( ) ( 1).
np

np

n

zf z z np a z
∞

+
+

=

= + +∑  

(4.1) ve (4.2) eşitliklerinin sağ tarafları eşit olduğundan sol tarafları da eşit olacaktır. 

Dolayısıyla 

  1 '
1

1
1

( ) ( 1). ( )
np

np

n

Lim D f z z np a z zf z
λ

λ

∞
+

+
→

=

= + + =∑  

yazabiliriz. 

 

( ii )  0λ → için 

0 0 0 1
1

0
1

( 2) (2 0)
( ) ( ) (2 0). ( )

( 2 0)
z

np
np

n

np
Lim D f z D f z z D f z z a z

np

λ

λ

∞
+

+
→

=

Γ + Γ −
= = Γ − = +

Γ + −
∑  

  
1

1

1

( 2) (2)

( 2)

np
np

n

np
z a z

np

∞
+

+

=

Γ + Γ
= +

Γ +
∑  

  1
1

1

( 2)

( 2)

np
np

n

np
z a z

np

∞
+

+

=

Γ +
= +

Γ +
∑  

  
1

1

1

( )
np

np

n

z a z f z
∞

+
+

=

= + =∑  

 

 

( iii ) 

 

'

' 1
1

1

( 2) (2 )
( ( ))

( 2 )

np
np

n

np
D f z z a z

np

λ λ

λ

∞
+

+

=

 Γ + Γ −
= + 

Γ + − 
∑  

        1

2

( 2) (2 )
1 .( 1).

( 2 )

np
np

n

np
a np z

np

λ

λ

∞

+

=

Γ + Γ −
= + +

Γ + −
∑  



 76 

 

1'
2

1
1

1

( 2) (2 )
1 ( 1).

( 2 )( ( ))
.

( 2) (2 )( )

( 2 )

np
np

n

np
np

n

np
np a z

npz D f z
z

npD f z
z a z

np

λ

λ

λ

λ

λ

λ

∞

+

=

∞
+

+

=

Γ + Γ −
+ +

Γ + −
=

Γ + Γ −
+

Γ + −

∑

∑
 

 

                 

1

2

1
1

1

( 2) (2 )
1 ( 1).

( 2 )

( 2) (2 )
1

( 2 )

np
np

n

np
np

n

np
z np a z

np

np
z a z

np

λ

λ

λ

λ

∞

+

=

∞
+

+

=

 Γ + Γ −
+ + 

Γ + − 
=

 Γ + Γ −
+ 

Γ + − 

∑

∑
 

 

'

0

( ( ))
1

( )
z

z D f z

D f z

λ

λ

=

=  

 

LEMMA 4.1. 1
1

1

( )
np

np

n

f z z a z
∞

+
+

=

= +∑  fonksiyonu  { }1D z z= < açık birim 

diskinde tanımlanmış analitik olsun. Bu taktirde 

    
1

1

1

( 2) (2 )
( ) (2 ). ( )

( 2 )
z

np
np

n

np
D f z z D f z z a z

np

λ λ λ λ
λ

λ

∞
+

+

=

Γ + Γ −
= Γ − = +

Γ + −
∑  

şeklinde tanımlanan ( )D f z
λ  λ − kesirsel operatörü  

   
'( ( ))

Re log ( ) ,
( )

λ
λ

λ

  ∂
= ⋅ = 

∂ 

z D f z
r D f z z r

rD f z
 

eşitliğini gerçekler. 

 

İSPAT:   

(4.3) ( ) ( )
i

D f z D f z e
λ λ θ

=   eşitliğini yazabiliriz.  

(4.3) den hareketle 

log ( ) log( ( ) ).
i

D f z D f z e
λ λ θ

=  

log ( ) log ( ) log
i

D f z D f z e
λ λ θ

= +  

log ( ) log ( ) logD f z D f z i e
λ λ θ= +  

(4.4) log ( ) log ( )D f z D f z i
λ λ θ= +  
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ifadesini elde ederiz. i
z re

θ=  alınırsa  

 

(4.5) log( ( )) log ( )
i i

D f re D f re i
λ θ λ θ θ= +   

 

bulunur.  (4.5) ifadesinden r’ye göre türev alırsak 

 

(4.6) 
'( ( ))

log ( )
( )

i
i i

i

D f re
e D f re i

rD f re

λ θ
θ λ θ

λ θ
θ

∂
= +

∂
 

 

eşitliğini elde ederiz. (4.6) eşitliğinin her iki yanını r  ile çarparsak 

 

(4.7) 
'( ( ))

log ( )
( )

i
i i

i

D f re
re r D f re

rD f re

λ θ
θ λ θ

λ θ

∂
=

∂
 

 

bulunur. (4.7) eşitliğini aynı zamanda 

 

(4.8) 
'( ( ))

log ( )
( )

D f z
z r D f z

rD f z

λ
λ

λ

∂
=

∂
 

 

şeklinde de yazılabilir. 

(4.8) ifadesinin reel kısmı alınırsa 

 

'( ( ))
Re log ( ) ,

( )

D f z
z r D f z z r

rD f z

λ
λ

λ

  ∂
= = 

∂ 
 

 

bulunur ki buda ispatı istenen ifadedir. 
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TEOREM 4.2 1
1

1

( )
np

np

n

f z z a z
∞

+
+

=

= +∑  fonksiyonu  { }1D z z= < açık 

birim diskinde tanımlanmış analitik olsun. Bu taktirde 

 

1 1

2 / 2 /
( )

(1 ) . (2 ) (1 ) . (2 )
zk k k k

r r
D f z

r r

λ λ
λ

λ λ

− −

≤ ≤
+ Γ − − Γ −

  

 

gerçeklenir. 

 

İSPAT: Subordinasyon prensibini ve pozitif reel kısma sahip fonksiyonun 

tanımını kullanarak 

(4.9)  
' 2

2 2

( ( )) 1 2

( ) 1 1

k k

k k

D f z r r
z

D f z r r

λ

λ

+
− ≤

− −
 

ifadesini yazabiliriz. 

Bu ifadede herhangi bir 1z  komplex sayısı için reel kısmı ile modülü 

arasında   

(4.10)  1 1Rez z z− ≤ ≤  

 

bağıntısı vardır. Bu ifadeden hareketle 

 

(4.11)  
' 2

1 2

( ( )) 1

( ) 1

k

k

D f z r
z z

D f z r

λ

λ

+
= −

−
 

 

alınarak   

' 2 ' 2

2 2 2

' 2

2 2

2 ( ( )) 1 ( ( )) 1
Re

1 ( ) 1 ( ) 1

( ( )) 1 2

( ) 1 1

k k k

k k k

k k

k k

r D f z r D f z r
z z

r D f z r D f z r

D f z r r
z

D f z r r

λ λ

λ λ

λ

λ

 + +
− ≤ − ≤ − ≤ 

− − − 

+
− ≤

− −

 

(4.12)   
' 2

2 2 2

2 ( ( )) 1 2
Re

1 ( ) 1 1

k k k

k k k

r D f z r r
z

r D f z r r

λ

λ

 +
− ≤ − ≤ 

− − − 
 

 

eşitliği elde edilir. (4.12) ifadesi aynı zamanda  
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' 2

2 2 2

2 ( ( )) 1 2
Re

1 ( ) 1 1

k k k

k k k

r D f z r r
z

r D f z r r

λ

λ

+
− ≤ − ≤

− − −
 

(4.13)  
2 ' 2

2 2 2 2

2 1 ( ( )) 2 1
Re

1 1 ( ) 1 1

k k k k

k k k k

r r D f z r r
z

r r D f z r r

λ

λ

+ +
− + ≤ ≤ +

− − − −
 

2 ' 2

2 2

1 2 ( ( )) 1 2
Re

1 ( ) 1

k k k k

k k

r r D f z r r
z

r D f z r

λ

λ

+ − + +
≤ ≤

− −
   

2 ' 2(1 ) ( ( )) (1 )
Re

(1 )(1 ) ( ) (1 )(1 )

k k

k k k k

r D f z r
z

r r D f z r r

λ

λ

− +
≤ ≤

− + − +
  

(4.14)   
'(1 ) ( ( )) (1 )

Re
(1 ) ( ) (1 )

k k

k k

r D f z r
z

r D f z r

λ

λ

− +
≤ ≤

+ −
 

 

şeklinde ifade edilir. Diğer taraftan Lemma 4.1 de gösterilen 

 

(4.15)  
'( ( ))

Re log ( )
( )

D f z
z r D f z

rD f z

λ
λ

λ

  ∂
= 

∂ 
 

 

ifadesi olduğu göz önüne alınırsa (4.14) ,(4.15) ‘de kullanıldığında 

 

( )
( )

( )
( )

1 1
log ( )

1 1

k k

k k

r r
r D f z

rr r

λ
− +∂

≤ ≤
∂+ −

  

ifadesi elde edilir. 

Burada her iki tarafı r  ye bölersek 

 

(4.16)  
( )
( )

( )
( )

1 11 1
log ( )

1 1

k k

k k

r r
D f z

r r rr r

λ
− +∂

≤ ≤
∂+ −

 

 

şeklinde yazılabilir. (4.16) eşitsizliğinde 0 dan r  ye kadar integral alınırsa 

 

1 2

0 0 0

1 (1 ) 1 (1 )
log ( )

(1 ) (1 )

r r rk k

k k

I I

r r
dr D f z dr dr

r r rr r

λ− ∂ +
≤ ≤

∂+ −
∫ ∫ ∫
������� �������
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1

0

1 (1 )

(1 )

r k

k

r
dr

r r

−
Ι =

+
∫  

� �

1

( )(1 )

1 (1 ) .(1 ) .

(1 ) 1 .(1 )
k

k k k k

k k k

rr

r Br C r B r Cr

r rr r r r

−

+

− Α + Α + + +
= + =

+ + +
 

  (1 )k k k
r r Br Cr− = Α + Α + +  

(1 ) ( )k k
r r B− = Α + Α +  

1BΑ + = −   1Α =  

                   2B = −  

1

1

0 0 0 0 0

0 0

1 (1 ) 1 1 1/
2 . 2

(1 ) 1

2
ln ln 1

r r r r rk k

k k

rr k

r r k
dr dr dr dr du

r r r ur r

r r
k

−−
Ι = = ⋅ − ⋅ = − ⋅

+ +

= − +

∫ ∫ ∫ ∫ ∫
 

2
log

(1 )k k

r

r
=

+
 

1

1

1

. .

.

−

−

+ =

=

=

k

k

k

r u

k r dr du

du
r dr

k

      

 

2

0

1 (1 )

(1 )

r k

k

r
dr

r r

+
Ι =

−
∫  

� �

1

( )(1 )

1 (1 ) .(1 ) .

(1 ) 1 .(1 )
k

k k k k

k k k

rr

r Br C r B r Cr

r rr r r r

−

−

+ Α + Α − + +
= + =

− − −
 

  (1 )k k kr r Br Cr+ = Α − Α + +  

(1 ) ( )k kr r B Cr+ = Α + −Α + +  

1B−Α + =   1Α =  

                   2B =  
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1

1

0 0 0 0 0

0 0

1 (1 ) 1 1 1/
2 . 2

(1 ) 1

2
ln ln 1

r r r r rk k

k k

rr k

r r k
dr dr dr dr du

r r r ur r

r r
k

−+
Ι = ⋅ = ⋅ + ⋅ = − ⋅

− −

= − −

∫ ∫ ∫ ∫ ∫
 

2
log

(1 )k k

r

r
=

−
 

1

1

1

. .

.

−

−

− =

− =

−
=

k

k

k

r u

k r dr du

du
r dr

k

  

0 0 0

1 (1 ) 1 (1 )
log ( )

(1 ) (1 )

r r rk k

k k

r r
dr D f z dr dr

r r rr r

λ− ∂ +
≤ ≤

∂+ −
∫ ∫ ∫    

2 2
log log ( ) log

(1 ) (1 )k k k k

r r
D f z

r r

λ≤ ≤
+ −

 

(4.17)  
2 2

( )
(1 ) (1 )k k k k

r r
D f z

r r

λ≤ ≤
+ −

 

elde edilir. 

Ayrıca 1
1

1

( 2) (2 )
( ) (2 ) ( ) ( )

( 2 )
z

np
np

n

np
D f z z D f z D f z z a z

np

λ λ λ λ λ
λ

λ

∞
+

+

=

Γ + Γ −
= Γ − = = +

Γ + −
∑  de  

( ) (2 ) ( )zD f z z D f zλ λ λλ= Γ −  ifadesini (4.17) ifadesinde kullanırsak  

2 2
(2 ) ( )

(1 ) (1 )
z

k k k k

r r
z D f z

r r

λ λλ≤ Γ − ≤
+ −

 

elde edilir. Buradan 

2 2
. (2 ) ( )

(1 ) (1 )
z

k k k k

r r
r D f z

r r

λ λλ≤ Γ − ≤
+ −

 

2 2
( )

(1 ) . . (2 ) (1 ) . . (2 )
z

k k k k

r r
D f z

r r r r

λ

λ λλ λ
≤ ≤

+ Γ − − Γ −
 

(4.18)  
1 1

2 2
( )

(1 ) . (2 ) (1 ) . (2 )
z

k k k k

r r
D f z

r r

λ λ
λ

λ λ

− −

≤ ≤
+ Γ − − Γ −

 

yazabiliriz. 
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SONUÇ 4.1.  

'( ( ))

( )

D f z
z

D f z

λ

λ
 ifadesi 1λ →  için 

   
' ' ' '' ' ''( ( )) ( '( )) ( ) ( ) ( ) ( )

'( ) '( ) '( ) '( )( )

D f z zf z f z zf z f z zf z
z z z z

zf z zf z zf z zf zD f z

λ

λ

   +
= = = +      

   
 

           
'' ''1 ( ) ( )

1
'( ) '( )

f z f z
z z

z f z f z

 
= + = +  

 
 

'( ( ))

( )

D f z
z

D f z

λ

λ
 ifadesi 0λ →  için 

0 ' ' '

0

( ( )) ( ( )) ( )

( ) ( )( )

D f z f z f z
z z z

f z f zD f z
= =   

yazılabilir. 

 (4.17) adımından dolayı 

 

2 2
( )

(1 ) (1 )k k k k

r r
D f z

r r
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+ −

 

 

yazabiliriz. Buradan 

1λ →  için  
2 2

( )
(1 ) (1 )k k k k

r r
D f z

r r

λ≤ ≤
+ −

 

 '

2 2
( )

(1 ) (1 )k k k k

r r
zf z

r r
≤ ≤

+ −
 

 '

2 2
( )

(1 ) (1 )k k k k

r r
r f z

r r
≤ ≤

+ −
 

 '

2 2

1 1
( )

(1 ) (1 )k k k k
f z

r r
≤ ≤

+ −
 

bulunur. 

0λ →  için  0

2 2
( )

(1 ) (1 )k k k k

r r
D f z

r r
≤ ≤

+ −
 

 
2 2

( )
(1 ) (1 )k k k k

r r
f z

r r
≤ ≤

+ −
 

sonuçları elde edilir. 
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 SONUÇ 4.2.  

  
2 ' 2

2 2 2 2
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1 1 ( ) 1 1
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r r D f z r r
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+ +
− + ≤ ≤ +

− − − −
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( ( )) 1 2 (1 )
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D f z r r r
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D f z r r r
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− + −
≥ =

− − +
 

  
'( ( )) (1 )

Re
( ) (1 )

k
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D f z r
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D f z r

λ

λ

−
≥

+
 

1λ →  için   
''( ) (1 )

Re 1
'( ) (1 )

k

k

f z r
z z

f z r

  −
+ >   + 

 

0λ →  için  
'( ) (1 )

Re
( ) (1 )

k

k

f z r
z z

f z r

  −
>   + 

 

bulunur. 

 

TEOREM 4.3. 

1 2 1 3 1 1
1 2 1 3 1 1( ) ... ...p p p np

p p p npf z z a z a z a z a z
+ + + +

+ + + += + + + + + +  fonksiyonu  

{ }1D z z= < açık birim diskinde tanımlanmış analitik fonksiyon ve 

1 2 3
1 2 3( ) 1 ... ...n

np z p z p z p z p z= + + + + + +  fonksiyonu  { }1D z z= < açık birim 

diskinde tanımlanmış analitik fonksiyon olsun. Bu taktirde 

1p =  için 1na +  katsayısı 

 

1

1

1

1 ( 2 ) ( 1)
2

( 2) ( 1 )

n

n m

m

n m
a a

n n m

λ

λ

−

+

=

 Γ + − Γ +
≤ ⋅ ⋅  

Γ + Γ + −  
∑  

 

eşitsizliğini gerçekler. 
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İSPAT: 
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1
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bu adımda 1p =  alınarak her iki tarafta n
z  lerin katsayıları eşitlendiğinde 
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