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GIRIS

Tiirev ve integral genel olarak teknolojinin temelini olusturmaktadir ve ayni
zamanda dogal ve yapay sistemlerin ¢alisma prensiplerini anlamada ¢ok 6nemli bir
aractir. Kesirli diferansiyel, matematiksel analizin bir kolu olarak, kendi adindan da
tahmin edilecegi lizere, tiirev ve integralin tam olmayan (keyfi) derecelere
genigletilmis bir seklidir. Konu, diferansiyel hesap kadar eski olup Leibniz ve
Newton’un diferansiyel hesaplama teknigini bulmalarina kadar uzanir.

Bir fonksiyonun birinci, ikinci, {ligiincii vs. tiirevlerinin nasil alindigini
biliyoruz fakat 3/2 nci tiirevini nasil alabiliriz? Aym sekilde bir fonksiyonu iki ya da
lic defa integre edebiliriz ama Y2 defa integre edebilir miyiz? Leibniz 1695’te
L’Hospital’a sordugu “Tam sayr dereceden tiirevler, kesirli dereceden tiirevlere
genellestirilebilir mi?” sorusu kesirli diferansiyelin dogum tarihi olarak
gosterilebilir. Leibniz’in kesirli tlirevler lizerine ortaya attigi bu soru, 300 yildan
daha fazla bir zamandir iizerinde calisilan bir konu olmustur. Leibniz’in yan1 sira
Liouville, Riemann, Weyl, Fourier, Laplace, Lagrange, Euler, Abel, Lacroix,
Grunwald ve Letnikov gibi {nlii bircok matematik¢ci de bu konu iizerinde
calismiglardir (Loverro A., 2004).

Son zamanlarda H.M.Srivastava ve Shipegoshi Owa tarafindan kompleks

fonksiyonlar icin gelistirilen kesirsel tiirev ve uygulamalarin1 temel alarak bu
calismanin ikinci boliimiinde agik birim disk D={z||z|<l}’de tamimlanmis ve

f (z):z+z a2 I acilimma sahip fonksiyonlar icin A -kesirsel operatorler

n=1

tanimlay1ip bu operatorler i¢cin yeni neticeler elde etmeye calistik.



1. SUBORDINASYON PRENSIBi

LEMMA 1.1: (Schwarz Lemmas1) w(z) :clz+czz2 +...fonksiyonu birim
disk D :{Z||z|< 1} de tanimlanmug ve analitik olsun. Ayrica w(0)=0 ve
|w(z)| <1 kosullarim gergeklesin. Bu durumda

[w(z)|<|z| ve ‘w'(O)‘ <1

esitsizlikleri gerceklenir. Esitlik hali ancak ve ancak w(z)=kz, |k|:lf0nksiyonu

icin
gecerlidir.
ISPAT:
2
(1.1) hoy=2E _Gz¥eThe L

Z Z
fonksiyonunu goz Oniine alalim. Bu fonksiyon birim diskte tanimli ve analitiktir.
Maksimum Modiil Teoremine gore fonksiyon maksimum degerini sinirda alir. Yani

w(z)

(1.2) n(2)| = — <1

esitsizligi gecerlidir. (1.2) ifadesinden asagidaki islemleri yaparak

@ <12 |w(z)|<|d]

oldugunu goriiriiz. Simdi limitin
1 (0) = lim 2O =10
z—0 zZ— O

tanimini kullanirsak



im V@0 - w(0)| _

SRICETE
z—0 Z_O |

z—0 z

lim W) = lim| wz)
=0 7z z—>0| z

o}

| =
1in%|h(z)| <1=|w'(0)|<1

bulunur. Esitlik hali

h(z) = W) [w(2) ST C |=w@)=l].z=
z z z
w(z)=kz (k=[I)

oldugu goriiliir.

TANIM 1.1: ( Subordinasyon Prensibi ) f(z) ve g(z) fonksiyonlar

D:{z||z|<1} bolgesinde tanimlanmis, analitik iki fonksiyon olsun. w(z)

fonksiyonu D de taniml, analitik ve w(0)=0,

w(z)| <1kosullarimi gercekleyen bir

fonksiyon olmak tiizere  f(z)=g(w(z)) seklinde ifade edilebiliyorsa,
f(z)fonksiyonu g(z) fonksiyonuna “Subordine” dir denir ve f(z)< g(z)olarak

yazilir.

Subordinasyon prensibi Schwarz lemmasinin genellestirilmisidir. w(z) =z
olarak alindiginda (w(z)=z fonksiyonu |k| =1=k=1hali i¢in Schwarz

lemmasinda esitlik halini veren fonksiyondur) subordinasyon prensibi Schwarz

lemmasina indirgenir.

Subordinasyon prensibinin genel 6zellikleri agsagidaki sekilde siralanabilir.

TEOREM 1.1: f(z) ve g(z) fonksiyonlar1 D birim diskinde tanimlanmig
analitik iki fonksiyon olsun. Eger f(z) < g(z) ise f(D) c g(D)dir.



z-diizlemi w-dlizlemi

(o) /

g(D)

D Bolgesi C Egrisi f(C) Egrisi g(C) Egrisi

Sekil 1.1

ISPAT: Teoremin ispatina ge¢cmeden once geometrik yorumunu yapalim.

Sekil 1.1 de gosterildigi gibi, D birim diskinin f(z) fonksiyonu altindaki resim
bolgesi f(D), g(z) fonksiyonu altindaki resim bolgesi g(D) ise f(D) bolgesi

g(D) bolgesinin alt ciimlesidir.

Subordinasyon prensibinin Schwarz lemmasinin genellestirilmis hali oldugunu
Tanmim 1.1’de belirtmistik. Dolayisiyla Subordinasyon, Schwarz lemmasinin

kosullarim gercekler. Bu gercekten hareketle
(1.3) (w(z)| <|z| = |w(z)| =|2| & w(2) = kz, [k|=1
ifadesini yazabiliriz. Ote yandan

(1.4) z,€ w(D) = z, = w(z) olacak sekilde bir ze D vardur.

B

7, =w(2) =z | =|w(2)| <z

z <13|z1|=|w(z)|3|z|<1:

|Zl| <1= z,€ D bulunur.



Yani, z, € w(D) ise z, € D olur. Bu ise bize
(1.5) w(D)c D
oldugunu gosterir. Diger taraftan f(z) < g(z) subordinasyonunun (1.5) ifadesinde
kullanilmasi ile
f(2)=gw(2))= f(D)=gw(D)) c g(D)=
f(D)c g(D)

buluruz ki bu da ispatlanmasi istenen ifadedir.

SONUC 1.1: f(z)=z+ a2z2 +..,2(2)=1z +l92z2 +... acilimlarina sahip f(z)
ve g(z) fonksiyonlart

f(0)=g(0)
esitligi gerceklenir.

ISPAT: Gercekten,
f(2)<g(@)= f(2)=gW(2))
w(0)=0= f(0)=g(w(0))

sonucu elde edilir.

}3f(0)=g(0)

SONUC 1.2: D, ={ze |||<r} ve O<r<1 olmak iizere f(z)< g(z)
subordinasyonu varsa
{f@lle<re{s @l <r}
bagmntis1 gerceklenir. Yani

f(D,)c g(D,)
dir.

SONUC 1.3: f(z) < g(z) subordinasyonu gecerli ise

%gx|f(z)| S%gx|g(z)|

esitsizligi gerceklenir.



ISPAT: Gergekten, f(z) ve g(z) fonksiyonlari D={Z||z|<1} bolgesinde

tanimlanmis analitik fonksiyonlar olduklarindan maximum modiil teoreminden

dolay1r maksimum degerlerini D bdolgesinin sinirinda alir. Teorem 1.1 den dolay1
(1.6) f(D)c g(D)
bagintisinin  gerceklendigini biliyoruz. Maksimum Modiil Teoremi ve (1.6)

ifadelerinden

Max|f (2)] < Max|g(2)

‘Z‘Sr

esitsizligi elde edilir.

SONUC 1.4: f(z)< g(z) subordinasyonu gecerli ise

Max(l—|z|2 ‘f'(Z)‘) = M‘VC(1_|Z|2 ‘gl(z)‘)

= <

esitsizligi gerceklenir.

ISPAT: Gercekten, f(z) ve g(z) oldugundan, w(z) fonksiyonu Schwarz

lemmasinin kosullarim gercekleyen bir fonksiyon olmak iizere

(L.7) f(2) = g(w(z)) (Subordinasyonun tanimindan)
(1.8) |w(z)| < |z| (Schwarz Lemmasindan)

bagintilar1 yazilabilir. (1.18) esitliginden

(L9) (1=P|f @f= =[P} @[5 (w(e))|

ifadesine ulasilabilir. (1.9) bagintisina Schwarz Lemmasi uygulanacak olursa
(1.10) (=[] @] = A=W 2)|g (@] < A =|w2)P)|g (0] =
(L.11) A=[P)|f @[ A= [w@))]g (w2

elde edilir. (1.11) esitsizliginde (1.8) kullanilirsa

(1.12) 1-|2P)|f @[ a-[zP)]e )

esitsizligini elde ederiz. (1.12) ifadesinde maksimum modiil teoremi kullanilirsa
(1.13) %I‘gx(l—kr £ )< Z\g‘grx(l—kr l£'@)), 0<r<1)

bulunur ki bu da ispat1 istenen ifadedir.



SONUC 1.5: f(z) < g(z) subordinasyonu gecerli ise
7' 0)]<|g'0)

esitsizligi gerceklenir.

ISPAT: Gercekten, Sonug 1.4’iin ispatinda
(1.25) 1=12)| £ @] < a=w@)])|g (w(2)|
esitsizligini elde etmistik. (1.25) ifadesinde w(0) =0 oldugunu kullanirsak
') <|g ©)

esitsizligine ulasilir.

TEOREM 1.2: f(z) ve g(z) fonksiyonlari D birim diskinde tanimlanmig
analitik fonksiyonlar olsunlar. g(z) fonksiyonu D bdlgesinde yalinkat ise f(z)

fonksiyonunun, g(z) fonksiyonuna subordine olmasi i¢in gerek ve yeter sart

f(0)=¢(0) ve f(D)cg(D)

olmasidir.

ISPAT: (Gereklilik) g(z) fonksiyonu D bolgesinde yalinkat ve
f(2) < g(z) olsun. 3. boliimde verilen yalinkat olmanin tanimindan dolay1
(1.15) 372, = g(z) # 8(z,)

dir . Ayrica f(z) fonksiyonu, g(z) fonksiyonuna subordine oldugundan

(1.16) w(z), D de analitik
(1.17) w(0)=0, (|z]<1'de)
(1.18) |z <1 igin |w(z)|<1

olacak sekilde bir w(z) fonksiyonu vardir. (1.15), (1.16), (1.17) ve (1.18)
ifadelerinin birlikte diisiiniilmesi ile asagidaki sonuca varilabilir.

zzew(D)) (0<r<1)igin z, =w(z) olacak sekilde bir ze D, vardir.
Dolayisiyla

7 =w(2) = |z|=|w2)|<1=|z|<1=z €D,

buluruz. Bu ise bize



(1.19) w(D,)c D,

oldugunu gosterir . (1.15) esitligi (1.19) ifadesi ile birlikte diistiniiliirse
(1.20) gw(D,)) c g(D,)

bagintis1 elde edilir. Diger taraftan

(1.21) f()=<g()= f()=gW(2) = f(D,)=gw(D,))
esitligini de gz Oniine alirsak (1.20) ve (1.21) ifadelerinden

(1.22) f(D,)cg(D,)

yazilabilir. (1.22) bagintisinda r — 1 alinirsa

(1.23) f(D)c g(D)

buluruz .Ote yandan verilen tanimlari kullanarak

f(2)=g(2)= f(z2)=gW(2))

0)=g(0

elde ederiz.

(Yeterlilik) g(z) fonksiyonu D  bolgesinde yalinkat, f(0)=g(0) ve
f(D) c g(D) olsun. Gostermeliyiz ki f(z) < g(z) dir.

g(2), D de yalinkat oldugundan (1.15) bagintisin1 kullanarak

w=g() e z=g" (W)

fonksiyonunun  g(D) de analitik (Riemann tasvir teoreminden) ve yalinkat
oldugunu soyleyebiliriz. Diger yandan f(D)c g(D) oldugundan z=g'(w)
fonksiyonu ayn1 zamanda f (D) de yalinkattir. Simdi
(1.24) w(z)=g ' (f(2)

fonksiyonunu tamimlayalim. (1.24) seklinde tamimlanan fonksiyon yukarida

soylediklerimizden otiirii g(D)de analitiktir.  f(D) < g(D) oldugundan w(z)
fonksiyonu f(D) ‘de de analitiktir. Ayrica
f(0)=g0)=0=¢g"'(f(0)
bulunur ki bu bagint1 bize
w(z) =g (f(w))
g (f(0)=0

esitligini verir. Ayrica w(z) = g~ (f(z)) fonksiyonuna ait biitiin degerler z= g~ (w)

}3w(0)20



fonksiyonu ile verilebileceginden w(z)= g '(f(z)) fonksiyonu D ‘de analitiktir ve

|w(z)| <1 kosulunu gergekler. Sonug olarak w(z), D ‘de analitik, w(0) =0, w(z)| <1

kosullarim gercekleyen fonksiyon olmak iizere

w(z) =g (f(2) = f(2) = gW(2))
seklinde yazilabilir ki bu da subordinasyon tanimindan dolay1
f(2)=<g(z)

oldugunu gosterir.

PROBLEM 1.1: ( Lindelof Prensibi ) Subordinasyon prensibini kullanarak

w = f(z) fonksiyonu i¢in
M) <[ f (@< M, (1)

esitsizligi gergeklenir. Burada M, (r) iist stmr, M ,(r)alt sinirdir.

COZUM : Problemin ¢oziimii i¢in asagidaki sekilde hareket edilir.

f (z)-<1+—z olsun. Bu durumda po(z)=1+—Z fonksiyonunun |Z|:”
-z

cemberini nasil cemberler iizerine resmettigini bulalim. D = {Z||z|< 1} birim diskinin
resmi, subordinasyon prensibinden dolayi, f(D)c p,(D)olacagindan f(z)resim
cemberinin i¢inde olacaktir.

Ornegin, Teorem 2.1°den dolay1 Do(2) :t—i fonksiyonu |z| =r c¢emberini

2
merkezi c(r):i-'_—rQ, yarigapt p(r) =
—-r

- olan ¢emberler lizerine resmeder.

Dolayisiyla asagidaki sekil cizilebilir.



}; v 1 -7
.. . A . 'y
z-diizlemi w-diizlemi |

O
k

D Bdélgesi

Resim Bolgesi

Sekil 1.2

Bu ise capin ug¢ noktalariin

M=zt yo A
1+r 1-r

oldugunu gosterir. Sekil 1.2 de goriildiigii gibi f(D)bolgesi bu ¢emberin icinde
olacagindan

1+r

1-r
el

esitsizligini elde ederiz.  Dolayisiyla Lindelof Prensibine f(z)<g(z) ise

f(D,)c g(D,)dir. Buna ait sekil asagidaki gibidir.

10



z-diizlemi

D) Resim Bolgesi
D Egrisi /(D) &

Sekil 1.3
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2. POZITIiF REEL KISMA SAHIP FOKSIYONLAR

Birim diskte analitik pozitif reel kisma sahip fonksiyonlar simif1 Carathedory
tarafindan inga edilmistir. Bu sinif yalinkat fonksiyonlar teorisinde cok énemli yere

sahiptir.

TANIM 2.1: (Pozitif Reel Kisma Sahip Fonksiyonlar Simif1) D :{z||z|< 1}

bolgesinde tanimlanmis analitik ve p(z) =1+ p,z+ p,z° +...Taylor agilhmima sahip,

p0)=1, Rep(z)>0 kosullarin1 gergekleyen p(z) fonksiyonlarindan olusan
ciimleye “Pozitif Reel Kisma Sahip Fonksiyon Sinifi” denir. Bu smif ayrica

“Carathedory Sinif1” olarak da adlandirilir ve " " ile gosterilir.

TEOREM 2.1: w=f (z)=i+—Z fonksiyonu |z|:r cemberini merkezi
-z

2
c(r):(lJrr Oj de bulunan ve yaricapt p(r)= olan ¢emberler iizerine

1-r*’ 1-r

resmeder.

ISPAT:

1+
w=1—z(:>w(1—z)=1+z(:>w—wz=1+z
-z

o w-l=ztwz e w-l)=z(+w) =z =21
w+1

12



2 .12
| |2: 2:|w—1| :>| |2:|(u—1)+lv|

lw+1[ @+ +i|

2
(w—1D+iv u—-1%+v?
r2=—| |23r2=—( )2 2(:)rz[(u+1)2+v2}=(u—l)2+v2
|(u+1)+iv| (u+1)"+v
(:)rz[uz+2u+1+v2]:u2—2u+1+v2 =S+ urt +rr vt =t v = 2u+1
w v =2u+l-ru —r’v? = 2ur’ -r* =0=>

1= +A=-r*W =2(0+rHu+1-r* =0=>

(1+7?)

2
-r

Q2.1) uw+v*=-2 u+1=0=

cember denklemini buluruz (x*>+ y*> + Ax+ By +C = 0). Bu cemberin merkezi

21+r2
A 1—2 147 5
a=——= = 1+r
2 2 1-r" }=clr)= -0
B 0 1-r
b:——:—:o
2 2
yaricapi
1+r2Y 22
N J(QI—ZJ +0-41 [T,
p(r):\/A +B —4C: r _ a-r)
2 2 2
’ (1+7r°) 1 A+ —(1-r")
S Na-2y? (1-r2) Ja+r —(=r)?
p(r)= = = -
2 1 A-r)
_\/1+2r2+r4—1+2r2—r4 _ 4r* _2r
1-r2 1-r* 1-77
2r
P ="

olarak bulunur. Bu ifade ayn1 zamanda

2r
1—7?

1+7°

1-r? :

‘f(z)—

olarak da yazilabilir.
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TEOREM 2.2: w= f(z)zi—lr—z fonksiyonu D ={z||z|<1} birim diskini
—<Z

Rew > 0 sag yarim diizlemi {izerine resmeder.

ISPAT: w fonksiyonunun tanimindan hareketle

w:i-i_—z(:)w(l—z):l+2(:)w—wz=l+z
—Z
w—1 |W—1|
esw-l=z+twze w-D=zl+w>1=—olf|=—=
w+l1 w+l1

|w+1|>|w—1|

elde edilir. Burada w =u +iv oldugu kullanilirsa
|u+iv+1|>|u+iv—1|:>|(u+1)+iv|>|(u—1)+iv|:>
U+’ +vV’ > -1 +vV > u* +2u+1+v >u’ - 2u+1+v’ =

2u>-22u=4u>0=>u>0=>

2.2) u=Rew>0

bulunur. (2.2) esitligi bize w:i+—z fonksiyonunun D :{z||z|< 1} bolgesini w-
-z

diizleminde Rew =u >0 sag yarim diizlemi lizerine gosterir.

A };
z-diizlemi w-diizlemi

1+z

w=
|-z I

r =
X
D Bdélgesi
Sekil 2.1

14



NOT 2.1 : Yukarida incelenen w= f(z) = i+—z fonksiyonu " " sinifina aittir
-z

ve extremal fonksiyondur. (Bir esitsizlikte esitligi veren fonksiyona extremal

fonksiyon ad1 verilir.)
TEOREM 23: p(z)=1+pz+p,z°+.. fonksiyonu D ={z||z|<1}de
tanimlanmis analitik p(0) =1,Re p(z) >0 kosullarin1 gercekleyen bir fonksiyon

olsun. Bu taktirde p(z) fonksiyonu w(z), D de analitk w(0)=0, |w(z)|<1

kosullarin1 gercekleyen bir fonksiyon olmak iizere

p(2)= Ewiz)
1-w(z)
seklinde yazilabilir.
ISPAT:
1+z
2.4 w=f2)=—"
I-z

seklinde tanimlanan fonksiyonu Teorem 2.2 de incelemistik ve D:{z||z|<1}
bolgesini  Rew >0 sag yar diizlem iizerine resmettigini gordiik. Diger yandan
Teorem 1.2 den biliyoruz ki “ f(z) ve g(z) fonksiyonlar1 D birim diskinde
tanimlanmis analitik fonksiyonlar olsunlar. g(z) fonksiyonu D bdolgesinde yalinkat
ise f(z) fonksiyonunun, g(z) fonksiyonuna subordine olmasi icin gerek ve yeter
sart f(0)=g(0)ve f(D)c g(D) olmasidir”.

Dolayisiyla,

@) p(0) =1, verilen hipotez sart1

(i1) w(0) = % =1, (w = r—zj lineer transformasyonu
- -z

(i)  w(z)= 1+—Z, Mobius transformasyonu yalinkattir.
-z

(iv)  Rep(0)>0,Re GJF—ZJ >0, (p(D) < w(D)demektir.)
—Z

ifadeleri subordinasyon prensibinin kosullarinin gerceklendigini gosterir. Yani

15



I+z
2.5 pl@)=x—

-z
ifadesini yazabiliriz. Subordinasyon prensibi tanimi kullanilirsa
1+w(z)

1-w(z2)

1
25) p2)< lf—i & p(o)=

yazilir ki bu da teoremin ispatini verir.

TEOREM 2.4: f(z)fonksiyonu "g" sinifina ait ise

1+r

1+r
< <
Ip(z)l_l_r

1-r
dir.
ISPAT: Sonug 1.2 de gosterdik ki “O<r<1 olmak iizere f(z)< g(z)

subordinasyonu varsa { f (z)||z| < r} ={g(2)||z| < r} bagntis1 gerceklenir.”

Ayrica Teorem 2.1 den dolay1

1+7°
“w=1+—z fonksiyonu |z| =r c¢emberini merkezi c(r) = r2 de bulunan ve
-z -r
yarigapr p(r) = - olan cemberler tizerine resmeder.”
—-r

sonucunu yazabiliriz ve yine Teorem 2.3 te ispatladik ki

. 1+ .
“p(2)e p ise p(z)<1—Z dir.”
—Z

ifadesi gegerlidir. Bu ii¢ ifadeden dolay1

2r

1=

1472

Q.7) -

p(z)—

esitsizligi yazilabilir. Diger yandan herhangi iki z, ve z, kompleks sayis1 igin

yazilabilen
(2.8) |zl|—|z2|s|zl—z2|

ifadesi (2.7) esitsizliginde kullanilirsa
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2r

l—r

1+r

=

1+
|P(z)|—‘1—‘ ‘ (D=2

2

2
|p(Z)|S 2r +l+r 1+77 +2r  (+r) _1+r
1-r* 1-77 1-77 (1 r)(1+r) 1-r

1 +r
(2.9) | p(Z)|
esitsizligi elde edilir. Simdi agsagidaki yardime1 teoremi ispatlayalim.

Eger p(z)fonksiyonu g simifina ait ise %fonksiyonu da g sinifina aittir.
p(z

Gergekten, p(z)fonksiyonu g sinifina ait olsun. Simdi

a0 p(z)

fonksiyonunu tanimlayalim ve g(z) fonksiyonunun pozitif reel kisma

sahip fonksiyonlar sinifinin 6zelliklerini sagladigin1 gosterelim.

1
q0)= p(O) 1—13
(2.10) 4(0) =1
== 2D __ P

P@  p(P@D |pef

Req(z)=Re[ p(Z)sz ! QRG(E):>
P ) |p(2)

(2.11) Reg(z) = ! Re(p(Z))
P

Son esitlikte, bir kompleks sayinin ve esleniginin reel kisimlarinin esit oldugu, yani

(2.12) Req(z) =Re(p(z)) =

ifadesi kullanilirsa

1 — 1
Req(2) =mRe(p<z>)=mRep(z) =

17



(2.13) Reg(z) =

> Re p(2)
|p(2)|

esitligi elde edilir. Ote yandan

——>0,Re p(z) >0
Pl

esitsizlikleri (2.13) de kullanilirsa
(2.14) Reg(z)>0

elde edilir.

p(2)=1+pz+p,z°+.. fonksiyonu D de analitik oldugundan ¢(z)

fonksiyonu da D analitiktir. Dolayisiyla buldugumuz bu o6zelliklerden dolay1

q(2)= ( fonksiyonunun da g sinifina ait oldugunu gostermis oluruz.
p(z
Yardimci teoremden hareketle
1 +r
(2)=——=q(2)|= —
! ( y=la@l= z) 1o,
1-r
(2.15) |p(2)|2—
1+r

buluruz. (2.9) ve (2.15) ifadeleri birlikte diisiiniiliirse
1
—<|pa)| s —

esitsizligi elde edilir ki bu da bize teoremin ispatini verir.

LEMMA 2.1: (I. S. Jack Lemmasi1) w(z) fonksiyonu birim diskte

<1 kosullarm gercekleyen

(D= {z||z|< 1} *de) tanimlanmus,
bir fonksiyon olsun. Bu durumda |W(Z)|,|Z| =r ¢emberi lizerinde bir z; noktasinda

maksimum degerini alirsa, k >1olmak iizere
Zw(z) = kw(z,)

esitligi gerceklenir ([14]).
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ISPAT: |z| = r¢cemberi iizerinde |w(z)| ‘niin maksimum degerini M(r,w) ile
gosterelim. logM (r,w) fonksiyonunun siirekli ve konveks, ayrica w(0)=0

esitliginden log r ’nin artan bir fonksiyonu oldugunu biliyoruz.

|z| = r cemberi lizerinde herhangi bir noktada
(2.16) lw(z2)| =M (r,w)

olsun. z=reve w(z)=Re”(R#0)olmak iizere maksimum alma durumundan

dolay1
(w(2) = Re®, 2 = e’ = |w(2)| = [Re?| = |w(2)| = R = |w(2)| = R(r,6))
oR
(2.17) YR 0
esitligi yazilabilir. Diger yandan
aR
@18  SlorR(.g)=720 o 2SR
bulunur. Ayrica
(2.19) log w(z) =log(Re”) =log R +loge” =log R+i¢
yazilis1 géz Oniine alinirsa
(2.20) Re(logw(z)) =log R(r,6)

esitligi elde edilir. Dolayisiyla (2.18) ve (2.20) esitlikleri birlikte diisiiniiliirse

1 dR d
2.21 =— R —Z _Re|l =
( ) (log (r,9) = R0 (aQIOg(W(Z))j

ifadesi bulunur. Diger taraftan

log w(z) =log(|w(2)|e”) =log|w(z)|+i¢ =log R(r,0) = log w(re”) =
(2.22) log w(z) = log(w(re®))
oldugu diisiiniiliirse ve (2.22) esitliginden her iki tarafin € ’ya gore tiirevi alinirsa

OR
R
W) 90 1 AR

2.23 = =
( ) w(re®) R R06

esitligi elde edilir. (2.23) ayn1 zamanda
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' 6
g W re
relH ( )

(2.24) =7=X+iY

w(re)

oldugunu diisiinerek her iki tarafini i ile ¢arparsak

0w (re?)

(2.25) ire =iZ=iX-Y

w(re')

esitligi elde edilir. (2.20), (2.21), (2.22), (2.23), (2.24) ve (2.25) ifadelerinden

) ' i6 a
2.26 tm| re? e )R (—1 )
( ) m(re e e 50 ogw(z)
bulunur. Dolayisiyla yukaridaki esitliklerden
(2.27)
1 oR 0 0 o w(re)
0=——(ogR)=—(ogR)=Re| —1 =-I ' .
R og (R =5, loeR) e(ae ng(z)j m(re w(re®)
bulunur. Bu ise
! i6
(2.28) “Im re’p&e.g) =0
w(re")

oldugunu gosterir. (2.28) bize k(r) = k(|z1|) olmak iizere w(z) fonksiyonunun |z| =r
cemberi lizerinde bir z; noktasinda maksimum degerini almasi durumunda

w(z)

w(z,)

seklinde bir reel degere esit oldugunu gosterir.

(2.29) z =k(z)

Simdi k& >1oldugunu gosterelim. w(z) fonksiyonu w(0)=0 kosulunu
gerceklediginden w(z) fonksiyonunun z = 0 civarindaki Taylor agilim1
(2.30) w(z)=az+a,z" +..+a,z" +..
seklindedir. Yani w(z)fonksiyonunun sabit terimi sifirdir. Diger yandan (2.30)
ifadesinden tiirev alip z ile carparsak
(2.31) w(z)=a, +2a,z+...

(2.32) w(z2)=az+2a,7" +...

sonuglari elde edilir. (2.29) ifadesinin
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G 28 _ ko) e 2w (2 = wiapk() =
W(Zl)

(2.33) az+2a,7" +3a,2 +...+na, 7" +..=kaz+ka,z* +ka, 7’ +...+ ka, 7" +...
seklinde yazilabilecegi goz Oniine alimrsa k =n oldugu goriiliir. Burada n, w(z)

fonksiyonunun z=0 noktasi civarinda Taylor ac¢ilimindaki n ’inci katsayiy1

gostermektedir. Yukarida sdylenenlerden dolayr bu agilimda sabit terim sifir

oldugundan n>1dir. Yani k>1dir. Eger k(|z1 |) = k(r) fonksiyonunun r ’nin artan

fonksiyonu oldugunu gosterirsek n > 1esitsizligini gostermis oluruz.

log M (r,w) fonksiyonu (log r) "nin konveks fonksiyonu oldugundan

d(log M (r,w)) . M '(r,w)

(2.34)
d(logr) M(r,w)

M '(r,w)

M (r,w)

ifadesini yazabiliriz. (2.34) esitligi bize (r jifadesinin, (log r) ’nin ve ayni

zamanda r’nin artan fonksiyonu oldugunu gosterir. Ayrica
d(logM (r,w))
d(logr)
tiirevi bu tiir noktalarda vardir. Tiirevin bu tiir noktalarda olmadigimi farz etmemiz
halinde; sag ve sol tiirevlerin bu tiir noktalarda var oldugunu biliyoruz ve yine
biliyoruz ki bu tiir noktalarda sol tiirev sag tiirevi gecemez. Boyle herhangi bir

M '(r,w)

(r,w)

durumda [r j artandir. Buna karsilik r’nin fonksiyonunun siirekli olmasi

gerekmez. Fakat

@) g @) (il j
k(ry=1z w(z) e(Zl W(Zl)j e al’(ogW(Z))L:Z]
aR
:ralo_gR‘ :ri ,R|_ :M(I’,W)
or R o

=7

oldugu goz Oniine almirsa k =1 oldugu goriiliir.
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TEOREM 2.5: p(z) fonksiyonu D={Z||z|<1} bolgesinde analitik,

Rep(z)>0ve p0)=a+if (a,f>0 ve reel say1 ) kosullarimi saglayan bir

fonksiyon olsun. Bu taktirde
1 .
(2.35) q(2) =;(p(2)—l,3)

seklinde tanimlanan fonksiyon  sinifina aittir.

ISPAT: p(z) fonksiyonu D de analitik oldugundan, fonksiyonun bir pozitif

reel say1 ile carpilmasi ve paralel kaydirmaya tabi tutulmasi analitikligini bozmaz.

Dolayisiyla

(2.36) p()—if (paralel kaydirma)

(2.37) l( p(2)—if) (reel sayiyla carpma)
o

fonksiyonlar1 da analitik olacaktir. Bunu gore (2.35) seklinde tanimlanan fonksiyon

D de analitiktir. Diger yandan
1 . 1 P 1
q(0)=—(p(O)-if)=—(a+if-if)=—(@)=1=
a a a
q(0)=1
kosulunu gercekler. Ayrica
1 . 1 1
Reqg(z)= Re{—(p(z) —lﬂ)} =Re (— P(Z)J =—Rep(2)>0=
a a a

Reg(z) >0

sonucuna ulagilir ki bu bize ¢(z) fonksiyonunun g smifina ait oldugunu gosterir.

TEOREM 2.6:  p(z)=1+pz+p,2°+ps2 +..+p,z" +..  fonksiyonu
birim disk D :{Z||z| < 1} de tanimlanmis ve analitik olsun. p(z)fonksiyonunun g
sinifina ait olmasi i¢in gerek ve yeter sart , w(z) fonksiyonu D de analitik, w(0)=0,
|w(z)| <1 kosullarim gergekleyen bir fonksiyon olmak iizere,

_ 1+w(z)

PO

seklinde ifade edilmesidir.
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ISPAT: (Gereklilik) p(z)egp olsun, dolayisiyla asagidaki iic kosul
gerceklenir.

(2.38)  p(z) fonksiyonu D de analitiktir.
(2.39)  p0)=1 dir.
(2.40) Re p(z) > 0 dir.

Diger yandan ,
-1
Q41)  wz)="—
z+1

lineer kesirsel transformasyonu Rez>0 sag yarim diizlemini birim disk igine

resmeder. Dolayistyla (2.40) kosulu (2.41) esitliginde kullanilirsa

2.42 _p@)-1
(2.42) w(z) Do)t

fonksiyonunda sag yarim diizlemini birim disk i¢ine resmeder. Simdi (2.42)

fonksiyonundaki durumlari inceleyelim.

p(O)+1 1+1
(2.43) w(0) =0

dir. Diger yandan sag yarim diizlem birim disk i¢ine resmedildiginden

(2.43) lw(z)|<1

p(z)-1

kosulu gerceklenir. Ote yandan w(z)=
p(2)+1

seklinde tanmimlanan fonksiyon

p(2)-1
p(z2)+1

gOzoniine alindiginda , p(z) analitik oldugundan Mobius transformasyonu

da analitiktir. Yani sonu¢ olarak (2.42) esitligi ile tamimlanan w(z) fonksiyonu

D ={z||z|<1} de analitikir.

_p)-1 _1+w(z)
M= o C PTG

esitligi elde edilir.
(Yeterlilik) w(z) fonksiyonu D = {z||z| < 1} de tantmlanmis
@) w(0)=0

(ii) lw(z)| <1
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(iii) w(z), D={z|z|<1} de analitik
kosullarim gercekleyen fonksiyon olsun . w(z) fonksiyonu yardimiyla

1+w(z)

(2.45) F@=100

fonksiyonunu tanimlayalim . (2.45) ifadesindeki fonksiyon bir lineer transformasyon

oldugundan, f(z), D= {z| |z| < 1} de analitiktir ve

_1+w(0) _1+0 _
f(o)_l—w(O)_l—O =
(2.46) £0)=1

kosulunu saglar. Ayrica

N SR vy
-T2 0 (]

Ref(z)=l_1+w(z)+ 1+w(z) N
2_1—w(z) 1-w(z)

Re f(z)= L [+ w@)T—w(@)+ T w@)-w) |
2l (1= w(2)(1—w(2))

Re f(2) =%_1‘W+W<Z)—|W<Z>lz +1—W(Z>+W—IW<Z)|2}:>

A+w(2)A+w(2))

_ , )
Re (o=t 2221 | _1olwal
20 1= w(z)| 1= w(z)|
(2.47) Re f(2)>0
kosulu gerceklenir. (2.45), (2.46) ve (2.47) yaziliglar1 bize f(z)= F—WEZ;
—w(z

fonksiyonunun g sinifina ait oldugunu gosterir.

TANIM 2.2: D bolgesinde analitik w= f(z) fonksiyonunun modiiliinii

isten ve alttan sinirlayan degerler verirsek distorsiyonu vermis oluruz.
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TEOREM 2.7: w= f(z) fonksiyonu g sinifina ait ise

1- 1+r
—<R <_
—SRef(s—

distorsiyonu gerceklenir.

ISPAT: Teorem 2.1 ‘de w= f(z) fonksiyonu & sinifina ait ise

2r
l—r2

1+r

(2.48) ‘f (2)—

esitsizliginin gerceklenecegini gostermistik. Ayrica herhangi bir  z
say1st i¢in
(2.49) |z <Rez <]

2
bagintist vardir. Eger w= f(z)— 1+ r2

2
Re(f(Z)—i J ‘f( >—1”

esitsizligi elde edilir. (2.48) ve (2.50) esitsizlikleri birlikte diisiiniiliirse,

alinirsa

1+r

(2.50) ‘f (z )—

2
1-

2.51) - 1”

‘f( )—

yazilir. Bu ise ayn1 zamanda
2r I+r 2r
2.52 - -
( ) -7 (f( ) 1-72 j 1-r°

demektir ve

2 1+ 72 2r
<Re - <

1 F@ - <1—r2

2r 1+r 2r 1+ 72
- <Re <

l—r2 1-r2 J@ 1—r2+1—r2

2 2
1+r 22rSRef(z)S1+lr -1—22r:>

-r -r

=" _Re e A"
(1-rd+r) T (1=-rd+r)
(1 r) (1+r)
T AT

25
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kompleks

2r

T 1=




seklinde ifade edilir.

TEOREM 2.8: |a| <1kosulunu saglayan bir kompleks sayi i¢in

I+a| 1+
1-d

l1-a

esitsizligi daima vardir.

ISPAT: Kompleks sayilarda ki iiggen esitsizliginden
(2.53) [I1+a| <1+l
ifadesini yazabiliriz. Ayrica,
1=|l|=[1-a+a|<[1-a|+|d =
(2.54) 1-|a|<1-4]
bagintisini (2.53) esitsizliginde kullanirsak

|l+a|sl+|a| 1+
l—a| " 1-]a] |1~

1+|a|
1=l

a <
al
elde edilir ki buda bize teoremin ispatin1 verir.

TEOREM 2.9: w= f(z) fonksiyonu g sinifina ait ise

\ 2
£ ()< g

esitsizligi gerceklenir.

ISPAT: w= f(z) fonksiyonu g simifina ait ise, ¢(z) fonksiyonu Schwarz
Lemmasinin kosullarini saglayan bir fonksiyon olmak iizere

_1+9(2)
1-9(2)

seklinde yazilabilir. (2.55) ifadesinden tiirev alirsak

(2.55) f(@)

@ (2)(1-9(2))+ ¢ (2)(1+9(2)) -
(1-9(2))*

_9@-9@9)+9 (D+9(2)¢ (1)
(1-9(z))°

f(2)=

f @
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20 (2) N

f@)= (—p(0)
(2.56) G %

esitligi bulunur. Ayrica  @(z) fonksiyonu Schwarz Lemmasimin kosullarini
gerceklediginden
1-|p(2)|’
1=
yazilabilir. (2.56) ve (2.57) birlikte diisiiniildiigiinde
5 1—|¢?(z)|2
deca] Uil ) 20—l
l-pz)| [l-e@]  A-zH-e@)|
21— @) +|p(2)])
(1=|p+]2p|1-p(2)f

2.57) l9(2)|<

‘f'(z)‘ = |

(2.58) 12| <

esitsizligini elde ederiz. Diger yandan ¢(z) fonksiyonunun |¢(Z)|S|Z| esitsizligini
sagladigi gbz Oniine alinirsa

(2.59) L+ |p(o] <14 = 2@ o
1+|z|

ifadesi bulunur ki (2.59) ifadesi (2.58) de kullanilirsa
2(1-|e(2)))
(1-|2p1- o)

elde edilir. (Carathedory teoremi)

(2.60) ROE

Ayrica z; ve z, herhangi iki kompleks say1 olmak iizere
(2.6) 2= 2| 2]zl
esitsizligi daima gecerlidir. Bu ifadede z, =1 ve z, = ¢(z) olarak alinirsa

(2.62) 1= p(2)| 2 1-|p(2)| = [1-p(2)| = (1-|p(2))?
elde edilir. (2.62) ifadesi (2.60) da kullanilirsa
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RCE 20-lp@)  _ 20-[p()))
A=|zpfi-pf ~ A=|zha-[ez))

2
(1-]2pd-|e(2)|

(2.63) REE

bulunur. |¢)(Z)| < |z| esitsizligi (2.63) ifadesinde kullanilirsa

2 2
< =
(-|2pd—|e)| ~ A-|zpa—|z)

‘f'(z)‘ <

, 2
‘f (z)‘ SW

SONUC 2.1: w= f(z) fonksiyonu g smifina ait ise

1-r 1+r . 2
o, S@s e |/ (z)\s—(l_|z|)2

esitsizlikleri gerceklendiginden g smifi normal bir aile olusturur ve g sinifi

kompak bir fonksiyon ailesidir.

SONUC 2.2: | £ (2)|< i 2 - = |£ (0)| <2 esitsizligi vardir. Bu ise

~|4|
(D =1+pz+p, 22 +..= f(2)=p +2p,z+..= [ (2) = p,

oldugu g6z 6niine alinirsa
£ )| =|p|<2

demektir.

TEOREM 2.10: f(z) fonksiyonu g sinifina ait ise 0 <7 <27z olmak iizere

f(e"z) fonksiyonu da g smifina aittir.

ISPAT : f(z)e @ oldugundan
(2.64) f@)=1+pz+p,2° +...
acilimina sahip, D = {z| |z| < 1} bolgesinde analitik ve

(2.65) Re f(z)>0
(2.66) fO)=1
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kosullarm gercekler. Simdi

(2.67) h(z)=f(e"z) =1+ pe'z+ p,e™' 7" +...

fonksiyonunu diisiinelim. (2.67) yazilisindan dolay1 h(z) fonksiyonu D :{z||z| < 1}
de analitiktir, £(0) =1 kosulunu gercekler.

(:e”z:>|§'|:

eitz

= ||l =ld| <1
ifadesi goz Oniine alacak olursak e D = {z||z| < 1} dir ve

h(z)= f(e"z) = Reh(z)=Re f({)>0

kosulunu gercekler. Yani A(z) fonksiyonu g sinifina aittir.

TEOREM 2.11: w= f(z) =1+ p,z+ p,z" +... fonksiyonu & sinifina ait ise

p,|<2
dir.
ISPAT : Teoremin ispatinda asagidaki integral kullanilir.
1 I 1|d
(2.68) I=— [ f|2-2"-=|=
27i cli L b 4

integralini goz Oniine alalim. (2.68) integrali ayn1 zamanda

1 i 1]d
I=— [ f@)2-2-— ==
Zicga L 1z
1 1 _ 1
een 1= [ 280 L[ peae- L [ L,
i 2 27 T o
seklinde ifade edilebilir. (2.69) yazilisindaki
(i) integral ;
2
L. 2f(z)dZZL. 21+p1z+pzz +...dZ
2 e 2 270 i Z
1

1
=—— J. 2(—pl+pzz+..jdz
27 i

29



seklinde yazilirsa integralin sadece z = (0noktasinda rezidiisii vardir (Laurent a¢ilimi
diisiiniiliir). Rezidii teoreminden dolayi, integralin degeri Laurent acilimindaki ilk

katsay1ya esit oldugundan (i) integralinin degeri 2 olarak bulunur.

(ii) integral;

1 4 1 . 5
— 77 f(dz=— T\l pz+pz+o+p 7t F)dz
om | A @dz= [ (1 pizepy P2 )
Cid=1 Clef=1
1 — n n n—
=— f @+ pt+ p T e p, 2 )
27 Clz=1

seklinde yazilirsa Cauchy-Integral Teoremine gore integralin degeri O olarak

bulunur.

(iii) integral;
1 f(2)

n+l

27 cfg=t £

dz

integrali oldugu goz Oniine alimrsa Cauchy-Tiirev formiiliinden dolayr p,

katsayisina esittir.

Buldugumuz sonuglan (2.69) ifadesinde yazarsak, [ integrali

L ¥ ACOP A | M rd—— [ LD g

27 Z 27i 27 mH

C:‘z‘=1 C:‘z‘=1 C:‘z‘:l
2 0 (py)
(2.70) [=2-p,
olarak bulunur.
[ integralinin diger bir ¢oziimii ise asagidaki sekilde yapilabilir.
1 1 |d 1 ad
I=— | f(z){Z—z" —T}i:—_ [ rof2--"]%=
27i ciim "]z 2m Ci b4
1 ad
2.71) I=— [ f@[2--"]=
27 Cie=1 z

-n —in@

=€ = dz=ie%d0,7" =™, ;7" =e¢
2_(Zn+Z7n):2_(eim9+€fim9):
2—(cosn@ +isinnf+cosnf—isinnf) =

2—(2cosnB)=2—-2cosnf =
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2(1—cosn9):2(1—00391):2(sin2ﬂ+cos2i—cos i—ﬂ =
ry 2 2 2 2

2(sin’ i+ cos’ i —cos® ﬁ +sin’ ﬂ) =4sin’ ﬁ =4sin’ ﬁ =
2 2 2 2 2 2

2 (" + ") =4sin>
2
(2.71) integralinde yukarida buldugumuz ifadeler yazilacak olursa

1 n a1 d
1= | f@f- -]

Ciz=1

1 o . o n@ie”
=— e”)4sin" ——-d6f
27i CLf " 2 €

(2.72) [= j f(ei9)4sin2%d9

|2|=1
esitligi bulunur. Diger taraftan 0<6<27=0<nf <2z oldugu acgiktir. |z| =1
cemberi iizerinde ¢alistigimizdan (2.72) integrali
2z
(2.73) =L j f(e?)4sin’ 9= L j f(e?)4sin’ L
2r e 2 27 2

seklinde  yazilabilir. Ayrica f(z) fonksiyonu @ smifina ait oldugundan

Re f(z) 20= Re f(¢) >0 esitsizligi saglanir. Dolayisiyla
2% e . anf
Rel=Re(2—p,)=Re| = j f(e)sin =d |>0=
T 0

(2.74) Re(2-p, )20 Rep, <2=
esitsizligi elde edilir. Diger yandan g sinifinin orijin etrafindaki rotasyon altinda
invaryant kaldigimi, yani f(z)e @ ise f(e"z)e @ oldugunu, Teorem 2.10
da gostermistik.

f(e"z) fonksiyonunun Taylor agilimindaki n’inci katsaymim e™ p, oldugu
g6z Oniine alimirsa (7) esitsizligi,
(2.75) Re(e"'p,)<2,0<t<2x

seklinde ifade edilebilir. ¢ *nin 6zellikle
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iar iar
e &P =Y gl’npn:

pll pll

(2.76) {p "
nt

=—argp, ©nt+argp, =0

olacak sekilde degeri segilirse (2.75) ve (2.76) esitliklerinden

Re(e" p,)=|p,|<2

oldugu bulunur.

TEOREM 2.12: f(z) fonksiyonu g sinifina ait ise

1
f2)= jﬂdm) yQr.r)-y0.r)=1

seklinde yazilabilir. Burada
1 o
Yt r)=— j Re f(re®)d6
2z,

seklinde bir fonksiyondur.

ISPAT: Teoremin ispati, analitik fonksiyonlar icin Schwarz formiilii
kullanarak yapilir. Analitik fonksiyonlar i¢in Schwarz formiili asagidaki sekilde

ifade edilir.

h(z) fonksiyonu |z| < R de analitik olsun. Bu durumda

h<z>=2i jjfi LREHTS' gf

yazilis1 gecerlidir. Burada ¢ keyfi reel say1, u(¢)fonksiyonu, A(z) fonksiyonunun

reel kismudir.

|§’|=r:§=re”:d§’=ire”dt:>

2z it .t
f@=5m [ 5 S Re s = L [ Re f e =
g ;‘_ ¢ 2miyre" -z re
2.77) f(z)—— j re +ZR F(re"ydt
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Diger yandan Helly se¢me teoremine gore, [a,b] araliginda sonsuz elemana
sahip bir F ={f(x)} ailesi tamimlanmus olsun. Aileye ait biitiin fonksiyonlar ve bu
fonksiyonlarin toplam degisimi sinirh, yani Vf(x)e F igin | f (x)| <K ve

b
V f(x)<K ise, F ailesinden bir {f,(x)}dizisi se¢mek miimkiindiir ki {f,(x)}

dizisi [a,b] nin her noktasinda bir ¢(x) fonksiyonuna yakinsar. n — oo i¢in r, =1

olmak iizere {r,}dizisi, y(t,r,) fonksiyonunun biitiin siireklilik noktalar1 i¢in ()

t
fonksiyonuna yakinsar. Burada y(t,r,) =2i I Re f(r,e”)d@ dir. Dolaysiyla (2.77)
4 0

esitligi
27 it
f@)=— [ X5 Re freydi =
2y re” —z
Tre'+z( 1 , T re' + 7
flo)= I - (—Ref(re”)dtJZ f,-,—dV(t)
o re" —z\2x o e’ —z
dy(t)
seklinde yazilabilir.

TEOREM 2.13: w= f(z)fonksiyonu g sinifina ait olsun. Bu durumda

1 | it
Yt = ! Re f(re")d6

seklinde tamimlanan fonksiyon O0<¢<2x aralifinda monoton artan bir

fonksiyondur.

ISPAT : w= f(z)fonksiyonu @ sinifina ait oldugundan
(2.78) Re f(2)>0

kosulunu gercekler. Dolayistyla
1 ;
(2.79) Yt r)=— j Re f(re)d6>0
27,
dir. Simdi 0<¢ <t, <27 olmak iizere

(2.80) 0<y(t,r)=— [Re f(re)d6 = L [Re F(re*)d6+—— [Re f(re”)d6
27[ 0 27[ 0 27[ 4
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ifadesini yazalim. Diger taraftan

(2.81) 0< p(t,,1) :LJ.RGf(reig)d9+LJ.Ref(rei6)d9>LJ.Ref(rei9)d(9
2z 0 2 " 27 d

y(.r)

oldugu goz oniine alinirsa
y(t,,r) > y(t,,r)

bulunur ki buda teoremin ispatin1 verir.

SONUC 2.3: y(2z,r)=1,%(0,r) =0 esitlikleri gecerlidir.
Gercekten,

re' +z

—=Re f (re" )dt
re' —z

1 2r
f(z)=5£

ifadesinde z =0 alinacak olursa

2r it
FO)=1=—— [ oRe f(re")di =
27 o re

1= ziRe fre"dt =yQ2r,r)= yQx,r)=1
V4
bulunur. Ayrica
1 | :
y(t.r) ==~ [Re f(re)do
27,
taniminda ¢ =0 alinirsa
17 .
7(0,r)==—[Re f(re*)d#=0=> y(0,r) =0
27,

elde edilir.

TEOREM 2.14: p(z)=1+pz+p,z°+.. fonksiyonu D={z||z|<1} de
tanimlanmis ve analitik olsun ve Re p(z) >0, p(0)=1 kosullarim gerceklesin. Eger

Re p(2),|z

=r ¢emberi iizerinde bir z, noktasinda minimum degerini aliyorsa

2P (2) =1(1- (p(zo))z),(r < —%)

esitligi gecerlidir. Daha fazla olarak p(z,) =0+ Ai bagintis1 gergeklenirse
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. 1

esitsizligi gecerlidir.

ISPAT: p(z) fonksiyonu yardimiyla

_r@-1
(2.82) w(z) = Do)t

fonksiyonunu tanimlayalim. w(z) fonksiyonu D de analitik ve p(0) =1 oldugundan

w(0)=0 kosulu gerceklenir. Ayrica Z—_i lineer transformasyonu sag yarim
Z+

diizlemi, birim cembere resmettiginden (2.82) den dolay1 |w(z)| <1 kosulunu

gercekler. Diger taraftan Re p(z), |z|=r cemberi lizerinde bir z,noktasinda

minimum degerine aliyorsa (2.82) yazilisindan dolayr w(z)ayni noktada maksimum
degerini alir. Dolayisiyla I.S Jack Lemmasindan (Lemma 2.1)

(2.83) zowv(zo) =kw(z,y), k=1
esitsizligini yazabiliriz. Diger taraftan ( 2.82 ) ifadesinden tiirev alirsak

_p@(p@+)-p @) -1

W@ (p(2)+1)?
w(g=LRPETP@D=p (ZZ)p(z)+ p(2)
(p(2)+1)
: 2p (2)
2.84 —_“PY
(284) R e

esitligini elde ederiz. ( 2.84 ) esitliginin her iki tarafi z ile carpilirsa

2zp (2)
(p(2)+1)°

ifadesi elde edilir. ( 2.82 ) ve ( 2.85 ) bagintilarindan hareketle

(2.85) w(z)=

zw'(z)= 22p (2) p(2)+1 _ 22p (2)
w(z) (p(2)+1)’ p(2)-1 p*(2)-1

w2 _ 2 (2)

2.86 =
(2:80) w(z) 1-p*(2)
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elde edilir. ( 2.83 ) esitligini ( 2.86 ) da kullanilirsa

(2.87)

Iz _ 2P (2) Kk ap(3)
2w(zy) 1-p*(z) 2 1-p'(z)

~ k
4 (Zo) = _5(1_ pz(zo))

ifadesi elde edilir. Diger taraftan

(2.88)

k21> k<—1=—K< 1
272

bulunur. (2.87 ) ve ( 2.88 ) bagintilar1 birlikte diisiiniiliirse

. k 1
7P (z9) =t(1= p*(z))),t =—— < ——
oP (z9) =t(1=p~(z)) > >

olarak bulunur. Eger

p(z,)=0+Ai

1se bu durumda

P’ (2,) = (0+Ai)’ = A" =-A’

bulunur.
. k s
zop(zo)=-5(l—17(zob
. k 2
(2.89) zop(zo):—5(1+A )
2 g k 1
Ae R= A" >0,k 21 oldugundan —ks—l:—as—gj
(2.90) ——(1+AH)<——(1+A")
2 2
esitligi elde edilir.
1+A’21=>—-(1+A%)<-1.
2
(291) _(1+47) < 1
2 2

(2.90) ve (2.91) esitlikleri birlikte diisiiniiliirse

(292)

k oo 1 oo 1
——(+A)<S——(1+AY)<——
2( ) 2( ) 5
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esitsizligi elde edilir.( 2.92 ) ve ( 2.89 ) esitlikleri birlikte diisiiniiliirse

- k 1
(293) gz = A)S—

bulunur. ¢ = —% alinirsa ( 2.93 ) ifadesi

, 1
%P (Zo):t(l"'Az)S_E

seklinde gelir.

TEOREM 2.15 : p(z)=1+pz+p,z°+... fonksiyonu D={z||¢[<1} de
tanimlanmis, analitik olsun ve Re p(z) >0, p(0)=1 kosullarim1 gerceklesin. w(z),

D de analitik w(0)=0,

w(z)| <1 kosullarint saglayan bir fonksiyon olmak iizere

A(z)—B(z)<Re w () <A(Z)+B(Z)
4 o 1=-w() ) 4

esitsizligi

2 2_ _ 2
j’ B(Z):r|p(z)+1| |p(z) 1|

1
A(z) =Re(p(z)—— (1—r2)|p(2)|

p(2)
acilimina sahip fonksiyonlar icin gerceklenir.

ISPAT : p(z)=1+ p,z+ p,z* +... fonksiyonu D de tamimlanmus analitik

p(0)=1, Re p(z) > 0kosullarin1 gercekleyen fonksiyon olmak iizere

=1+w(z):> 1 =l—w(z)
l-w(z) p(2) l1+w(z)

(2.94) p(z2)

seklinde yazilabilir. Dolayisiyla (2.94) esitliklerinden

1 :1+w(z)_l—w(z):>
p(z2) 1-w(z) 1+w(z)

1 4w(z)
2.95 — =
( ) [P(Z) p(z)J —w'(2)

ifadesi elde edilir. (2.95) den hareketle

p(z)—
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1 4w(z)
2.96 A(z)=R — |=Re| %)
( ) (2) e(p(Z) p(z)j e(l_wz(z)j

bulunur. Benzer tarzda hareket ederek.(2.94) yazilisindan

|2

14+ w(2) +1|2 _[w@+-w[ |

2 2 2
' |p(z)+1| - 1-w(z) | 1-w(z) | |1—W(Z)| =

4r?

(297) I"2|p(Z)+1|2 :m
—wW(Z

ifadesi elde edilir. Diger taraftan

|p(z)—1|2 = 1+w(z) _ ‘2 =|1+W(z)—1+w(z)|2 =| 2w(z) |2
1-w(z) | 1-w@ | [1-w)
2
(2.98) |[)(Z)_1|QZ4|LZ)|2
1=w(2)|

dir. (2.97) ve (2.98) ifadelerinin birlikte kullanilmasiyla

4r* B 4|W(Z)|2
P lp@+1 =|p@ -1 _[l-w@)| [I-w)f _
(1-r)|p(2)] ?

B(z)=
1+ w(z)

a-r") = w(z)

40 =|w2)|)

(2.99) B(z)= -
A=r)|l=w(2)

bulunur. Diger taraftan w(z) fonksiyonu

2 _ 2
(2.100) ‘zwl(z)— W(Z)‘ < %

esitsizligini gergekler. (2.100) ifadesi [1—w”(z)| ile bolersek

v @-w@)|, -l

(2.101) | 1—W2(Z) |—(1_r2)‘1_wz(z)‘

bagintisini buluruz. z herhangi bir kompleks say1 olduguna gére

(2.102) || <Rez<|]
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esitsizligi gerceklenir. Dolayisiyla (2.102)’ye gore (2.101) ifadesinden

Re[zw'(z)—w(z)J<|zw'(z)—w(z)|< ”2—|W(Z)|2 N
=W )| 1=w@ | (1-7)i-w' ()

(2.103) RC{ZW‘(Z)_W(Z)J P 169

1-w’(z) )~ (l—rz)‘l—wz(z)‘

esitsizligi yazilabilir.(2.103) ifadesi ayn1 zamanda

Re(zw'(z);ww cre[ O w@ ) )
1-w'(2) 1-w(2) 1-w’(2) (l—rz)‘l—wz(z)‘

, , )
(2.104) Re[ ZWEZ) JS r* —|w(z) +Re[ w(f) j
L=w(@) " (1-)[I-w(2) 1-w(2)

seklinde yazilabilir. (2.96) ve (2.99) ifadeleri (2.104) esitsizliginde g6z Oniine

alinirsa

(2.105)

Re[ zw'gz) JSA(z)+B(z)
1-w?(2) 4 4

elde edilir. Ayrica (2.101) ve (2.102) ifadelerinden

Re

()= w(z)J I 40
1=-w'2) ) (1-7)1-w’(2)

Re[ (@) —Re[ e j>— r* =|we)f’
=w'@) =w' @) (1=7)i-w' ()|

(2.106) Re ﬂJ>Re( w(z) j_ 7'2—|W(Z)|2
=w'@)U=w @) (1= l-w' o)

esitsizligi yazilir. (2.106) ifadesinde (2.96) ve (2.99) kullanilirsa

Re[ 2 () JzA(Z)-B(Z)
1-w?(2) 4 4

(2.107)

bulunur .(2.105) ve (2.107) esitsizliklerinden

A(z)—B(z)<Re w (2) <A(z)+B(z)
4 T1-wi(r) ) 4

elde edilir.
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TANIM 2.2 : (Genellestirilmis Pozitif Reel Kisma Sahip Fonksiyonlar
Smif1) : w= f(z) fonksiyonu birim diskte analitik, w(0) =0, |w(z)| <1 ve A,B reel

sayilar olmak iizere —1 < B < A <1kosullarim gerceklesin. Eger

(2.108) p()=1+pz+p,2°+...
acilimina sahip p(z) fonksiyonu

_1+Aw(z)

(2.109) p(2) 15 Bw(o)

seklinde ifade edilebilirse ““ p(z) fonksiyonu (A, B) sinifina aittir” denir.

(2.109) yazilisi, subordinasyon prensibi ve

1+ Az
1+ Bz

(2110) po(Z):

fonksiyonu g6z 6niine alindiginda (2.108) acilimina sahip bir fonksiyonun (A, B)

sinifina ait olabilmesi icin gerek ve yeter sart

1+ Az
1+ Bz

(2.111) p(z)<

subordinasyonunu gerceklemesidir.
Bu fonksiyon sinifi W. Janowski tarafindan tanimlanmistir ve yalinkat
fonksiyonlar teorisindeki en genel fonksiyon sinifi olma 6zelligini tasir. Bu durum

asagidaki sekilde agiklanabilir.

1+ w(z)

1. Durum: A=1,B=-1 ise (2.109) yazilisindan dolay1 p(z)= 1 halinde gelir

—w(z2)

ki @(1,—1) smfi, pozitif reel kisma sahip fonksiyon sinifidir.

2. Durum: A=1-2a, B=-1, 0<a<lolmas: halinde p(z)fonksiyonu, p(0)=0,

Re p(z) > a kosullarin1 gergekleyen birim diskte analitik fonksiyonlarin sinifindadir.

3. Durum: A=1,B=0olmast durumunda (1,0) simfi, birim diskte analitik

p0)=1 ve | p(z)—1|<l kosullarm  gercekleyen fonksiyonlarin  sinifidir.
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4. Durum: A=, B=0, 0<a <1 olmasi durumunda §X,0) smifi, birim diskte

analitik p(0)=1 ve | p(z)—1| <o kosullarim1 gercekleyen fonksiyonlarin sinifidir.

5. Durum: A=1,B =—1+ML,M >% olmasi durumunda p(l,—l+$j sinifi, birim

diskte analitik p(0)=1 ve | p(2)—M |<M kosullarii gercekleyen fonksiyonlarin

sinifidir.

6. Durum: A=a,B=-a,0<a <1 olmast durumunda g(a,—a)smifi, birim diskte

p(z2)—1

analitik p(0)=1 ve
p(2)+1

< « kosullarini gercekleyen fonksiyonlarin sinifidir.

Bu fonksiyon sinifina ait genel 6zellikler asagidaki sekilde verilebilir.

OZELLIK 2.1: p(z)e @(A, B) ise (D) resim bolgesi

1-A 1+ A
D, =Po(—1)=ﬁ,D2 =p,()=——

1+B

noktalar1 bir ¢capin u¢ noktalar1 olan ve merkezi reel eksen lizerinde bulunan diskin

icindedir. Baska bir degisle, 0< D, <1< D, kosullari1 gergekleyen bir nokta ¢ifti
icin —1< B < A<I kosullarim1 gercekleyen A ve B reel sayilan vardir ki g(D), D,

ve D, noktalarini bir ¢apin u¢ noktalari kabul eden disktir.

Gergekten, w=u+iv olmak lizere

W:1+Az<:>w(l—sz)=1+Az(:)w—lz(A—Bw)z@z= w-l
1-Bz A—Bw
__utiv-] e = =D+l =1+
A—B(u+iv) (A= Bu)+iBv)|"  (A=Bu)’+(Bv)’

w +2u+1+v°
A* —2ABu+ B*u’ + BH?

u?> =2u+1+v: — A*r* +2ABriu— B r’u* - B*rH* =0=>
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(1=-B* > +(1-Br*Ww =2(1+ ABr ) u+(1-A*r*)=0=>
_ 2 42,2
2(1 ABr-) +1 A rt

2 2
u - +v — u =0
1-B*r? 1-B*r?

cember denklemini buluruz (x* + y*> + Ax+ By + C = 0). Bu ¢emberin merkezi

2l—ABr2
A “_g,2 1-ABX .
a:——: = —
2 2 1-B% L= c(r) = IA%,O
B 0 1-B°r
b:——:—:o
2 2
yaricapi
1-ABr ) 1- A%
Y 2 | O e
" A+ B —4C 1-B°r 1-B°r
r)= = =
P 2 2
)= 1-AB2 Y (1-4%7) _ [U=4Br*)’ —(1-Br)1-AF)
1-B** 1-B*r* (1-B*r*)?

(1) = 1-2ABr*> + A°B*r* -1+ A°r* + B*r* - A°B*r*
(1 - B*? )2

—2ABr* + A’r* + B*r? A’ -2AB+ B’ (A-B)?
pr)= > =r — =T
(1-B°7) (1-B°) (1-

(A-B)
PO~ e

olarak bulunur. Bu ifade ayrica

1-ABr*| _(A-B)r
7)— <
P 1—B2r2| 1-B*r?

seklinde ifade edilebilir. Ozelligin geometrik ifadesi Sekil 2.2’de verilmistir.
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_J

> <
—
|
R

z-diizlemi w-diizlemi 1-B
(2)= 1+ Az A 1+ 4
T 1+ Bz N\ 1+B
 — ;
& > Q 2
D Bélgesi '
v
Py (D)
Resim Bélgesi
Sekil 2.2

Iki nokta arasindaki uzaklik formiilinden yada orta nokta formiiliinden

hareket edilirse

|D1Dz|:\/(1+A_l—Aj2:A—B can)
1-B’

2 1+B 1-B
1+A A-BY 1-AB
TB 1-5°) 1_p (merkez)

olarak bulunur.

OZELLIK 2.2: p(z) fonksiyonu g(A,B) smifina, g(z) fonksiyonu ise
@(1,—1) smifina ait fonksiyonlar olsun. Bu iki fonksiyon arasindaki bagmti,

bulunduklar siniflarin tanimlarindan hareketle asagidaki sekilde ifade edilebilir.

q(z) fonksiyonu g(1,—1)smifina ait bir fonksiyon (pozitif reel kisma sahip

fonksiyon) oldugundan

1+ w(z) @q(z)<1+—z

(2.112) q(2)e p(,-1) & q(z)= (o) 42

bagintilar gecerlidir.

p(z) fonksiyonu (A, B) smifina ait oldugundan
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1+ Aw(z) 1+ Az
(2.112) p(2)e 9(A,B) & p(2) _—1+Bw(z) S p(z)<—1+BZ

(2.112) ve (2.113) ifadelerindeki w(z) fonksiyonu Schwarz Lemmasinin
kosullarint  gercekleyen bir fonksiyondur. (2.112) bagintisindan hareket ederek

w(z) fonksiyonunu ¢(z)cinsinden ifade edersek

4= s - gw) =1+ ()
1-w(2)
q(2)—1=w(2)(q(2)+1) &
q(z)-1
2.114 =
( ) w(z) J11
yazabiliriz. (2.114) esitligi (2.113) de kullanilirsa
1442071
_ q(z)+1
p(2) _—1+B 1()—1
q(z2)+1
2.115) (o= LF A +A=A)

(1+B)q(z)+(1-B)
ifadesine ulagilir. (2.115) esitligi (A, B) sinif1 ile (1,—1) sinif1 arasindaki bagintiy1

gosterir.

OZELLIK 2.3: p(z)=1+pz+p,z°+..+ p,z"+.. fonksiyonu @(A,B)
sinifina ait ise

<(A-B)

Py

esitsizligi gerceklenir.

Bu ozelligin ispatinda Mobius transformasyonlar1 i¢in Y. POLATOGLU
tarafindan verilen asagidaki lemma kullanilir. Buna gore a, b, ¢, d kompleks sayilar

az+b

olmak {iizere birim disk D :{z||z| < 1} de tamimlanmis olan f(z) = Mobius

transformasyonunun Taylor acilimindaki n.katsayinin modiilii
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n

1

[ba|

c

d

— L

2‘ _1
d
kosullarim gergeklerse

a

n

(2.116)

a b
SH H=|ad—bc|
c d

ifadesi gecerlidir.

Diger yandan Rogosinski tarafindan ispatlanan asagidaki teoremi kullanarak
(2.117) esitsizligini yazabiliriz. (2.116) ve (2.117) ifadelerinden, (A, B) sinifinin
tanimindan dolay1

1+A 1+ A
W) o gy < HAZ

@.117) p)e pAB) & p@)=r—p 1+ Bz

A1l
P, SHB 1H=<A—B>:>|pn|s(A—B)

bulunur.

OZELLIK 2.4: p(z)e (A, B)olsun. Bu durumda

1-Ar 1+ Ar
2.118 <|p(2)| <
( ) 1+ Br |p( )| 1+ Br
1-Ar 1+ Ar
2.119 <Rep(z) <
( ) 1+ Br pz) 1+ Br

esitsizlikleri gerceklenir.

Gergekten, herhangi bir z kompleks sayisi i¢in
(2.120) |z <Rez <]
esitsizliginin gecerli oldugunu biliyoruz. Bu ifadeyi Ozellik 2.1 de gosterdigimiz

1—ABr2|<(A—B)r
1-B*r’ |_ 1-B*r*

(2.121) p(z)—

esitsizliginde kullanirsak
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1- ABr? 1-ABr*|_ (A-B)r
Re| p(2)———— |2 —|p(z) - > -
(p( ) 1—Bzr2J ‘p( ) 1—B2r2| 1-B*r*

l—ABrz> (A—B)r:R >1—ABr2 (A-B)r

Re p(z)— >— ep(z)= —
P 1-B*r? 1-B*? P 1-B*r* 1-B*/*

1-(A—B)r—ABr*
1-B*r?

(2.122) Re p(2) 2
elde edilir. Buradan
1-(A-B)r—ABr’ =0=

(A-B)*+.(A-B)" +4AB
e = 2AB -

(A—B)£\A’>—2AB+ B’ +4AB .
2AB

ho =

(A-B)+JA>+B*+24AB (A-B)t./(A+B)’ _
r, = =
b2 2AB 2AB

(A-B)+(A+B)
2AB

A-B)- - —A-
( )-(A+B) -A+B-A-B__ 2A R B
2AB 2AB 2AB B

h

(A-B)+(A+B) -A+B+A+B_ 2B 1

r2=— =

2AB 2AB 2AB A

(2.123) 1-(A—B)r—ABr* =(1+ Br)(1- Ar)

ifadesini yazabiliriz. (2.123) esitligi (2.122) esitliginde kullanilirsa

1-(A-B)r—ABr* _(1+Br)(1-Ar) _(1-Ar) -
1- B* ~ (1+Br)(1-Br) (1-Br)

1-Ar

1-Br

Re p(z) 2

(2.124) Re p(z) 2

elde edilir. Ayrica
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|p(2)|2Re p(2)

esitligini (2.124) esitligine uygularsak

1-Ar
1-Br

(2.125) |p(2)]2

bulunur. Diger yandan z, ve z, herhangi iki kompleks say1 olmak iizere
|2l =[] <[z =2

esitsizligini yazabiliriz. Bu esitsizlikten hareketle

1- ABr> 1-ABr*| _(A-B)r
2)|— <|(p(2)— <
|p( )| 1—- B*r? Pz l—Bzr2| 1-B*r?
(A—B)r 1-ABr’
1-B*r*  1-B*?

2
1- ABr < (A-B)r

|p(Z)|— 1-B*7*| 1-B*r*

= |p(2)|<

1+(A-B)r—ABr’

LOE 1-B*r*
elde edilir.

1-(A—B)r—ABr* =(1+ Ar)(1- Br)
ve
(2.126) Re p(2) <|p(2)|

ifadeleri (2.126) esitliginde kullanilirsa

(I1+Ar)(1-Br) 1+Ar
(1-Br)(1+Br) 1+Br

Re p(2) < |p(z)| <

1+ Ar
2.127 7)<
(2.127) |p(2)| o
(2.128) Re p(z) < HAT

1+ Br

bulunur. (2.124), (2.128) ve (2.125), (2.127) esitlikleri birlikte diisiiniiliirse
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1-Ar
1-Br

<1+Ar

< )<
|p( )| 1+ Br
1-Ar 1+ Ar
<Rep(z) <

1-Br pz) 1+ Br

esitsizlikleri elde edilir ki bu da 6zelligin gerceklestigini gosterir.

TEOREM 2.16: p(z) =1+ pyz+ p,2* +... fonksiyonu D ={z|z|<1]} de
tanimlanmis ve analitik olsun. w(z) fonksiyonu birim diskte analitik, w(0)=0,
|w(z)| <1 kosullarim gergekleyen bir fonksiyon olmak iizere

_ 1+ Aw(2)

P = o)

J(~1<B<A<I)

seklinde yazilabilsin. Bu taktirde

@mgx(—p(Z)“j:HJb'M_B) L pec-(0)
a2 r 2 1+Br

esitligi gecerlidir.

ISPAT: Ozellik 2.1’ den

1—ABr2|<(A—B)r

2.129 - <
( ) Pz l—Bzr2| 1- B*r?

esitsizligi yazilabilir. (2.129) ifadesinden hareketle

1-ABr| _ (A-B)r

2)+1-1- <

p(z) l—Bzr2| 1— B2
2—(AB+B>r*| _(A-B)r

2.130 2)+1)— <

( ) (p(2)+1) 1-B*r* | 1-B*r*

esitsizligini elde ederiz. Burada iicgen esitsizliginin
2l =z <]z ==

ifadesi kullanilirsa
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(AB+B*)r| _2—(AB—Bz)r2|<(A—B)r

2-

|p(z>+1|_| 1-B*r’ |S(p(1)+1) -8 |7 1-BF
A-B 2—(AB+ B*)r?

|p(2)+1|g(1—32r)2r+ (I—Bzrz =

2+(A-B)r—(AB+B*)r’
1-B*r?

(2.131) |p(2)+1]<

bulunur. (2.131) esitsizliginden

(2.132) H|p(z)+1|< 2|p|+b|(A—B)r —|p|(AB+ B*)r?
2 - 2(1—327’2)
Bl| p(z) +1] _ 2|p|+[b|(A— B)r—|p|(AB+ B*)r’ =r
2|z |7 2|2|(1-B*?) ’
alinarak
2.133) ‘E p(2)+1] _ 2b[+[b[(A~ B)r—|b[(AB+B*)r* e
. 2 z |_ 27‘(1—32}"2) ’

esitsizliklerini elde ederiz. Maksimum kavramina kullanarak

(2.134) Mmax

(p(z)ﬂj:l2|b|+|b|(A—B)r—|b|(AB+BZ)r2
2 |atl=tr

z 2 r(1—- B*r?)

yazilabilir. Simdi sag taraftaki ifadeyi ¢arpanlarina ayiralim.

2|b|+|b|(A—B)r—|b|(AB+B2)r2=£+ Y , Z
r(1— Br)(1+ Br) "~ r 1+Br 1-Br

=

_X(U-B’r)+Yr(1-Br)+Zr(1+ Br) -
r(1+ Br)(1- Br)
2|b|+|b|(A—B)r—|b|(AB+B*)r* _
r(1— Br)(1+ Br) B
X +(Y+2Z)r+(—XB*-YB+ZB)r* -
r(1+ Br)(1- Br)

X =2[b|,Y =|b|(A-B),Z=0=
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2|b|+|p|(A—B)r—|b|(AB+ B*)r?
2r(1-Br)(1+ Br)

12|b|+[b|(A~B)r-|b|(AB+B*)r*

EM+|b|(A—B):

r 1+ Br

bl =B

(2.135) =
2 2r(1-Br)(1+ Br) r 2 1+ Br

(2.134) ve (2.135) ifadelerinden
b —
. (p(z)+1j ol [bl(A=B) 1
2 |etf=tr Z r 2 1+ Br

esitsizligi elde edilir.

TEOREM 2.17: p(z)=1+pz+p,z°+.. fonksiyonu birim disk

D:{z||z|<1} de tanimlanmis ve analitik olsun. w(z) fonksiyonu birim diskte

analitik, w(0)=0, |w(z)| <1 kosullarim gergekleyen bir fonksiyon olmak {izere

1+ Aw(z)

P = )

(-1<B<A<I)

seklinde yazilabilsin. Bu taktirde

ngx(p@_lj: PIA=B) e oo
2 |al=ir Z 1+ Br

esitligi gegerlidir.

ISPAT: Ozellik 2.1’ den biliyoruz ki

1—ABr2|<(A—B)r
1-B*r’ |_ 1-B*r*

(2.136) p(z)—

esitsizligi vardir. Burada asagidaki gibi hareket ederek

1-ABr*| _(A-B)r

2)+1-1- <

Pz 1—B2r2| 1- B*r?
—AB)r —B)r

(2.137) ()-8 — 2) I o )2

esitsizligini elde ederiz. Uggen esitsizliginin
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|2l =[] <[z =2

ifadesi (2.137) de kullanilirsa

_ _M _ _(Bz—AB)r2| (A-B)r
|p(2)—1| 5, S‘(P(z) 1) —— |S1—BZr2
(2.138) Ip()—1]< r[(A-B)-B(A-B)r]

1-B*r?
elde edilir. (2.138) esitsizligi aynm1 zamanda

H me < |b|[(A—B)—B(;42—B)r]r :>v|Z|: r alinarak
2] z 2|2 (1-B*r?)
el p2)-1] _[ollcA-B)-BA-B)r]r
2] z 2(1-B*r*)r
Bl| p(2) 1| _ [pl[(A-B) - B(A-B)r] _|[b[[(A—B)-B(A-B)r] _
2 = |0 20-BTH) (1-Br)
ol p2)-1| _[pl(A-B)1~Br) _|b|(A-B)
2| z | (A-BnU+Br)  (1+Br)

(2.139) o[ p2)-1]_[lcA-B)

' 2| z |7 a+Bn

seklinde yazilabilir. (2.139) ifadesinde maksimum kavramini kullanirsak

g 071 s
2 |atl=r z 1+ Br

elde edilir.

TEOREM 2.18: f(z)=z+a,z’ +... fonksiyonu birim disk D ={z||z|<1}

de tamimlanmuis, analitik, -1< B< A<1 ve B # 0 olmak iizere

(2.140) 2[1+l(z fl(z)—lﬂ—lzm,be c—{o}
b\ f(2) 1+ Bw(z)

kosulunu gerceklerse

|pj(A-B) |pj(A-B)

[ a-Bry 2 <|f )| <[ A By 2

esitsizligi vardir. Burada w(z) fonksiyonu birim diskte analitik, w(0) =0, w(z)| <1

kosullarim gercekleyen bir fonksiyondur.
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ISPAT : Ozellik 2.1°de gosterdik ki
p(2)=1+p,z+ p,z° +... fonksiyonu birim diskte analitik bir fonksiyon

olmak iizere

1+ Aw(z)

2.141 =
( ) p(2) 15 Buw(o)

seklinde yazilabiliyorsa

1- ABr| (A-B)r

2.142
( ) -B*r? | 1-B*r?

p(z )—

esitsizligini gercekler.

(2.141) yazilist (2.140) ifadesi ile karsilastirilirsa

1 f(2)
2.143 201+— —1||-1=
( ) { +b[z 7@ H p(2)

esitligi yazilabilir. (2.143) ifadesinden hareketle

I f@ f@ b ~
b(zf(z) J —(p()+)-1=>z 17 -1 2(p(z)+1) b=

fz) b
= 1 1-b
Zf(z) 2(p(z)+ )+(1-Db)

yaziligini elde ederiz.

(2.144)

P I <En

@+ -2 ;fjf?ri i
e R

L ip(@++a-b)-1-n)- 2L :ﬁf”zi < lﬂ(_f‘;f))
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2-[28° +b(B - AB)” || _|b|(A-B)r
2(1-B*r) | 20-B°)

(2.145) ‘[g(P(Z)+1)+(l—b)}—

Ote yandan (2.144) esitliginden

LD b 1oy L@ b @D (-b)

(2.146)
f() 2 f(z) 2 z Z

elde ederiz. (2.146) ifadesinde integral alirsak

g“)+1 =

log f(z)=(1—-b)log z+= j”(;

i _ b 1 1
log f(2)~log 2 EEV(;%‘MDI f(fzb? —j"@” -

b ¢ 1
19 oof 2010
z 29 ¢

_ (- b p)+1
(2.147) f(2)=z"" exp[a}[Td;}:

esitligi bulunur. (2.147) ifadesinden

S
0

yazilabilir. Ote yandan Teorem 2.16 dan

(2.149) Hmax(Reszu M-8 c-{0}
2 Jaien t 2 201+ Br)

elde ederiz. (2.149) ifadesinde integral alirsak
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1 1 1 _
HJ.max(Re—p(Zt)+l dt:J.H%dr+J.—|b|(A 5 dr =
0 o 2(1+Br)

1 —
Hjmflx (Rem dt=log 4 |b'f—BB)log(l +Br)=

2 ¢l Z
bl L |plcA-B)
(2.150) g | max (Rem di =1og (14 Br) 2%
0 Zt|=rt Z

bulunur. (2.148) ve (2.150) ifadelerinden

|pj(A-B)
|f(z)|£‘r“_b"exp log".(1+Br) 6 |=

|pj(A-B)

(2.151) £ (2) s\r<1*">\r"".(1+3r) 28

esitsizligi elde edilir. Tamamen benzer sekilde hareket edersek alt sinir icinde

|p|(A-B)

(2.152) P a-Br) 2 <|f(2)

ifadesini buluruz. (2.151) ve (2.152) esitsizlikleri bize

|p|(A-B) |pj(A-B)

F | a=-Bry 2 <|f @) <[r | By 2

ifadesini verir.
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3. YALINKAT FONKSIYONLAR

TANIM 3.1 ( Yalinkat Fonksiyonlar ) w= f(z) fonksiyonu basit baglantili
D bolgesinde tammlanmuis, analitik olsun. Eger
2,5,€D, 522, & f(z)# f(2,)
injektiflik (bire-bir) kosulu gerceklenirse f(z)fonksiyonuna “ Yalinkat Fonksiyon”
denir. Bire-bir olma kosulu asagidaki sekilde de ifade edilir.

72,5,€D,20=2, 0 f(z)=f(zg,)

TANIM 3.2: (S Smf1 ) f(z)=z+a2z2+... fonksiyonu birim disk
D:{z||z|<1} de tamimlanmig, analitik ve yalinkat olsun. f(z) fonksiyonu

f(0)=1ve f(0)=0 olacak sekilde normalize edilmistir. Bu tiir fonksiyonlarin

ciimlesini “ § Sinift ” olarak adlandiracagiz.

Bu normalizasyon, asagidaki sekilde ifade edilen Riemann Tasvir
Teoremindeki f({)=0, f ({)>0kosullarindan saglanmaktadur.

“ Kompleks diizlemin 6zel basit baglantil1 bir alt ctimlesini g6z oniine alalim.
{,D bolgesinde verilen bir nokta olmak iizere, f({)=0,f ({)>0 kosullarini

gercekleyen ve D’yi birim disk iizerine konform olarak resmeden bir tasvir vardir ve

bu tasvir tek tiirlu belirlidir.”
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S smufina ait 6nemli fonksiyonlar asagidaki sekilde siralanabilir.

OZELLIK 3.1: w=f(z)=z idantik fonksiyonu (birim fonksiyon) D

bolgesini D bolgesi iizerine resmeder.

OZELLIK 3.2: w=f (z):lL fonksiyonu D bolgesini Rew>—% yar1
-z

diizlemi iizerine resmeder.

Gergekten, w=u+iv alinirsa

w

1+w

=

z w
w=—<:>w—wz=z(:>w=z(1+W)®Z:_‘:’|Z|=
1-2 1+w

|2 |u+iv|2 oy

o er= e -
1+’ (A+wy+iv] A+u)*+v

(I+u)’+vV =+ =

(1+u)2+v2—u2—v2=0:>1+2u:():>,4:_%

bulunur. Buna gore |z| =1 cemberi Rew=u= —% dogrusu iizerine resmedilir.

Dolayisiyla D bolgesi

B |w|2 B |u+iv|2 oy
L] Q+w i A+’ +v°

>[of

(I+u)* +v* >u’ +1*
(I+u)+v -’ v >0=14+2u >0:>u:Rew:Ref(z)>—%

yarim diizlemi iizerine resmedilir.
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OZELLIK 3.3: w:%log(r—zj fonksiyonu D  bolgesini  dik
-z

I <Imw< 7 seritsel bolge lizerine resmeder.

1+ . o
Gergekten, 7= 1—Z ara transformasyonu D = {z| |z| < 1} birim diskinin
-z

w=u, +iv, alinrsa,

1+ -1 -1

n:i@n—nz:Hz@n—lzz(n+l)@z:%@|z|:%
i ottt

1>|z|:77—:>1>|z|2=77 2:>1>77 =+ >n-1 =
7 +1] I +1] In+1]

|, +D+iv | >, =D+ = @ +D*+97 > @, =D +v,? = u, >0
Ren >u, >0 sag yarim diizlemine resmedildigini buluruz. Diger yandan sag yarim
diizlemde bulunan kompleks sayilarin argiimanlarinin —%ile% arasinda oldugu goz
Oniine alinirsa
V4 V4
3.1 ——<argn<—
(3.1 L <A<
esitsizligi elde edilir. Ayrica
(3.2) w:llogn:llog|77|e“9 :llog|77|e"“g’7
2 2 2

oldugunu diisiiniirsek

_1 L ogeimen =L 1 _1 1
w= 2log|77|+2loge 2log|77|+z 2arg?]loge 210g|77|+1 2arg77

3.3) Imw:%argn
esitligi bulunur. (3.1) ve (3.3) birlikte diisiiniiliirse
T 1 V.4 V.4 4
——<—argn<—o ——<Imw<—
4 2 4 4

elde edilir ki buda iddianin dogru oldugunu gosterir.
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OZELLIK 34: w=k(z)= N £ fonksiyonu D birim diskini —i’den

)2

sonsuza kadar negatif eksen boyunca kesilmis tiim diizleme resmeder.

Gercekten,
Z 1 4z 12742z 1 1-142z+2z+z7°-7°
w=k(z)= == == == >
(1-2) 4(1-2) 4 (1-2) 4 (1-2)
1 (4+2z+72H)-01-2z+27") 1 |(+2)?* (1-2)*
w=k(z)=—-( z2+2°) (2 z+z) _1|( Z)z_( z)2 -
4 (1-2) 4 | (1-2)° (-2
1 (I+2% 1 1 (1+z) 1
W=k(z)=_.%__=_.(_zj _2
2 1I-2° 4 4\1l-z 4

(3.4 n=—-

ara transformasyonunu diisiinelim. Bu transformasyon altinda |z| =1 c¢emberinin

resmi 7 =1, +in, olarak alinir ve yukaridaki tarzda hareket edilirse

n:H—ch] nz=l+z&en- 1-z(77+1)<:>z—77—_1<:>|z|=77—_1

1-z n+1 n+l1
n-1 n-1 77—12

S e AU

7+ D +iny| = =D +in,[ = 1+ D+ =@, -1 +7° =1, =0

bulunur. Bu da |z| =1’in resminin u# = Ren =0 oldugunu gosterir. Dolayisiyla

2
z 1(1+z 1 1, 1
(@) (1-2)? 4(1—1) 4 477 4

ifadesi goz Oniine alimlirsa 7, =0’in, yani 77diizleminde imajiner eksenin, resmi

—inoktasmdan —oo ’a kadar giden dogrudur. Sekil asagida gosterildigi gibidir.
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y 1, v
A A A
z-diizlemi n -diizlemi w-diizlemi

I+z
= 77:17_
_—
K > > 17,

Sekil 3.1

TEOREM 3.1: Yalinkat iki fonksiyonun bileske fonksiyonu da yalinkattir.

ISPAT: ispat1 iki adimda yapariz. Birinci adimda  Injektif iki fonksiyonun
bileske fonksiyonu da injektiftir *“ oldugunu gosterelim.
f:D— D, = f(D)
4 = f(z)
2, = f(2,)
seklinde tanimlanan f(z) fonksiyon injektif ise
(3.5) 72,2,€ D,z #2, = f(z)# f(z2,)

bagintis1 gergeklenir. Diger taraftan

g:f(D)—>H
J(z)—g(f(z)
J(z) = 8(f(2,)
seklinde tanimlanan fonksiyon injektif ise
(3.6) (@), f(z)€ f(D), f(2) # f(2,) = g(f(2)) # 8(f(2,))
bagintis1 gergeklenir. (3.5) ve (3.6) bagintilar birlikte diisiiniiliirse
(3.7 7,5, € D, # 2, = 8(f(2) # 8(f(2,))

bagintisin1 yazabiliriz Bu bize (g o f)(z) fonksiyonunun injektif oldugunu gosterir.

Ispatin ikinci adiminda (go f)(z) fonksiyonunun analitik oldugunu gostermeliyiz.
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Bunun i¢inde bileske fonksiyonunun tiirevinin var oldugunu gostermemiz gerekir.

lim 8Y @) =8(f(z) _ . 8(f(2)=8(f(2)) f(2)~f(z)

=2 -2, = =2 F (@)= f(z)

8(f(2)-8(f(z)) _ lin{g(f(z))—g(f(zo)) f(Z)_f(Zo)}
f(2)— f(zy) Z—2,

w=f(2)wy = f(2), 2= 2w =W,

lim
77 -2, 2%

i 8@ =8 @) _[ 4, g(f(Z))—g(f(Zo))}[hm f(z)—f(zo)}

-7 Z—2, _z—>zo f(Z)_f(Zo) 757 2—2,
i 8T @ =8 @) [ g(w*g(Wo)Mum f(z)—f(z@}
() 71— 2 _wﬁw(, w—=w, =% 71— 2

tim ELEDELLED — 1) £ (5

bu esitlik bize tiirevin var oldugunu gosterir. Bu ise teoremi ispatlar.

TEOREM 3.2: f(z)#0 olmak iizere (%j fonksiyonunun yalinkat
Z

olmasi i¢in gerek ve yeter sart f(z) fonksiyonunun yalinkat olmasidir.

ISPAT: (Gereklilik) g(z)zl fonksiyonunu g6z Oniine alalim. g(z)
Z

fonksiyonu her D" = {Z| 7€ C—(0)} bolgesinde yalinkattir. Zira

1 1
2,5, €D=>—#—=g(z)) # 8(z,)
%

dir. Teorem 3.1° den dolay1

| P S
g(%j‘l 7@
f(2)

yazabiliriz. Buda bize f(z)’ nin yalinkat oldugunu gésterir.
(Yeterlilik) f(z) yalinkat olsun. Benzer tarzda g(2) :l yalinkat
Z

fonksiyonunu goz 6niine alalim. Onceki teoremden
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1
g(f(2) —%

bileske fonksiyonu yalinkat oldugundan (ﬁ] fonksiyonu yalinkattir.
b4

S smifim koruyan bazi Onemli elemanter transformasyonlar asagida

tanimlanmustir.

TANIM 3.3 (Eslenik Transformasyonlar1) w= f(z)=z+a,z’ +...

fonksiyonu S sinifina ait olsun. g(z)= f (E) =z+ a212 +...seklinde tanimlanan f (E)

fonksiyonu da § sinifina aittir.

Gergekten, S sinifinin normalizasyonu

¢()=f(@D)=z+ar* +..= g(0)=0
g (2)=1+2az+..= g (0)=1
seklindedir. Diger taraftan f(z) yalinkat oldugundan
(3.8) 3722, f(z)* f(z,)
(3.9) LELSLEL
dir. (3.8) ve (3.9) ifadelerinden
0t L e [(@)# ()6 [(2)# /() e 8(@) % 8(:)
bagintisim elde ederiz. Bu da bize g(z)= ﬁfonksiyonunun S smmfina ait

oldugunu gosterir.

TANIM 3.4: (Rotasyon Transformasyonlar)
w=f(z)=z+a,z"+.. fonksiyonu S simfina ait olsun. Bu durumda
g(z)=ef(e”z) seklinde tammlanan g(z) fonksiyonu da S sinifina aittir.
Gercgekten,
fe?z)=e"z+ az(e"gz)2 +..=e%74 azemz2 +.=

(3.10) g()=e"f(’2)=z+ae’ +..

fonksiyonun da § sinifinin normalizasyonunu diisiiniirsek
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(3.11) g(0)=0
ve
g (2)=1+2a,e"z +..=
(3.12) g (0)=1
bulunur. (3.11) ve (3.12) esitlikleri S sinifi normalizasyonunun gergeklendigini

gosterir.

Diger yandan injektiflik kosulundan
L% L & eiazl * eiazz = f(emzl) * f(emzz) =
g(zl) = e_igf(eiezl) * e_ief(eiezz) = g(zz)
bulunur. Bu da g(z) fonksiyonunun yalinkat oldugunu gosterir. Sonug olarak

g(z) =e " f(e”z) fonksiyonunun S sinifina ait oldugunu soyleyebiliriz.

TANIM 3.5: (Genisleme yada Daralma Transformasyonlar)
w= f(z)=z+a,z" +... fonksiyonu S smifina ait olsun. Bu durumda 0 < r < 1
olmak iizere g(z)=r"'f(rz) seklinde tammlanan g(z) fonksiyonu da S siifina

aiar. Gercekten,

g()=r"fr)=z+ay’ +a;r’7 +.. =
20)=0, g(0)=1
esitliklerinden S sinifi normalizasyonunun gerceklendigi goriiliir. Ayrica
O<r<l=z #z, &ry#r, & g(z)=r"firz)#r " f(rz,)=2(2,)
oldugundan g(z) fonksiyonu bire-birdir. Bu ise bize g(z)=r"'f(rz)seklinde

tanimlanan fonksiyonun S siifina ait oldugunu gosterir.

TANIM 3.6: (Disk Transformasyonlarl) w= f(z)=z+a,z" +...

fonksiyonu § sinifina ait olsun. Bu durumda |a| <1 olmak iizere
z+a
e
1+az
(1=|a]")f (a)

seklinde tanimlanan g(z) fonksiyonu da S sinifina aittir.

g(z)=
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Gercekten,

(3.13) ¥ ( ita j
1+az
transformasyonunu goz oniine alalim. Bu transformasyon
z+a
w, ()= =
+az

birim diskini invaryant biraktifindan (yani birim disk iizerine resmeden Mobius
transformasyonu oldugundan) yalinkattir. Yalinkat iki fonksiyonunun bileske
fonksiyonu da yalinkat oldugundan (3.13) seklinde tanimlanan fonksiyon yalinkattir.

Ayrica bu fonksiyonun z =0 noktasindaki Taylor acilimi

(3.14) f(i:“j f()+f()ﬂ—||)+
seklindedir. Dolayisiyla (3.14) esitliginden
f[z+“) f(a)
2(2) = 1+az .
(1-|d")f (@)

yazilabilir. Bu son ifade g(z)fonksiyonu S sinifina ait normalizasyonu gercekler ve

injektiftir. Dolayisiyla g(z) fonksiyonu § sinifina aittir.

TANIM 3.7 : (Karekok Transformasyonlar1) w= f(z)=z+ a2z2 +...

fonksiyonu S sinifina ait olsun. Bu durumda,

g(z) =+/f(z°) seklinde tanimlanan g(z) fonksiyonu da S simifina aittir.

Gercekten,

8(2)=Af(2) =\/z2 +ta,zt +... =\/z2 (14+a,27 +..) =

g()= z«/(1+a2z2 +.)=2z+..

yazilabileceginden g(0)=0 ve g (0)=1 esitlikleri gerceklenir. Ayrica

g(z)=\f () =4(z) =8(z,)=>

2 2 2 2
f@)=f(z)=z =7 =z =%z,

bulunur. f(z) fonksiyonu bire-bir oldugunu z, = *z, ifadesinde kullanirsak z, = z,
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elde edilir ki bu aym zamanda g(z) =+/f(z°) seklinde tammlanan fonksiyonun bire

bir oldugunu gosterir. Bu ise g(z) fonksiyonu S sinifina aittir demektir.

TANIM 3.8: (AliInmayan Deger Transformasyonlari)

w= f(2)= z+a2z2 +... fonksiyonu § sinifina ait olsun. § smifinin tanimindan
dolay1 f(z) fonksiyonu D = {z||z| < 1} bolgesinde tamimlanmis, analitik ve bire-bir
fonksiyondur. Yani,
(3.15) z,2,€ Dve z,#7, icin f(z)# f(z,)
dir.

ze D igin f (z) fonksiyonu tarafindan alinmayan bir deger ¢ olsun. Yani
(3.16) Vze D igin f(z)#c

bagintist gerceklensin.

3.17 _ @
(3.17) 8=
seklinde tanimlanan fonksiyon § sinifina aittir.
Gercekten,
7 # 2, igin f(z) # f(z,) & cf (z) #cf (2,) ve —f(z) #—f(z,) =
(3.18) c=f(z)#c—f(z,)
ifadesinden
72,,€D ve z,#z, i¢in g(z)) = C‘ifj(cz(lz)l) # Cif;Z(ZZ)Z) =g(z,)=
8(z) #8(z,)
bulunur. Diger yandan
_ @O _ 0 _
8O =" 0% =0
f0= of (e f(@)=(=f (2))ef(2) _ A f(2)
(c—f(2)° ¢ =2cf(2)+ f*(2)
2 p 2
2'(0)= c f 0 _ c’1

= = =1
c?=2¢f(0)+ f2(0) ¢*—2c¢0+0

yazilirsa g(z) fonksiyonunun $ sinifina ait oldugunu bulunmus olur.
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TANIM 3.9: (M-Fold Simetri Transformasyonlari) Bu transformasyonlar
genel olarak asagidaki sekilde tanimlanir.

N 1 1 2m+l
(3.19) f(z):z+Zamn+lzm”+ =z+a,,2"" +a,,,27"" +...

n=1
fonksiyonu D = {z||z| < 1} birim diskinde tanimlanmuis, analitik ve bire-bir olsun. Bu
durumda  f(z) fonksiyonuna “birim diskte m-fold simetri fonksiyonu” ad1 verilir

ve bu fonksiyonlarin sinift § ile gosterilir. Asikar olarak S sinifinda

{f(0)=0
fO)=1

normalizasyonu vardir. Dolayistyla f(z)€ S olmak lizere

(3.20)

1
g =(f@")"

seklinde tanimlanan g(z) fonksiyonu §"

sinifina aittir (bunun terside dogrudur).
NOT 3.1: m =2 hali karekok transformasyonunu verir ve bu transformasyon

aym zamanda S simfindaki f(—z)=—f(z)esitligini gercekleyen tek yalinkat

fonksiyon sinifidir.

Yalinkat fonksiyonlar ait genel 6zellikler asagidaki sekilde verilebilir.

TEOREM 3.3: Yalinkat fonksiyonlar topolojik kavramlar1 korurlar. Yani

topolojik 6zellikler yalinkat fonksiyonlar altinda invaryant kalir.

ISPAT : Eger yalinkat fonksiyonun makus fonksiyonunun tiirevinin daima

var oldugunu gosterirsek iddiayi ispatlamis oluruz.

=) z- 2 - !

1 =1 =

o wmwy e - ) e T TGy
Z_ZO

T =) 1 1

1 =1 =

o wew, e FOTG) T

Z_Z()

f'(z,) >0 oldugundan ifadesi daima tanimlidir. Bu da bize teoremin

(Zo)

ispatini verir.
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TEOREM 3.4: Yalinkat fonksiyonlar birer konform homomorfizmadir.

ISPAT : C egrisi, a<t<b olmak iizere z(¢) = x(¢)+iy(t) denklemiyle
verilsin (Diizgiin, basit baglantili yani kendi kendini kesmeyen egri veya Jordan
yay1). w= f(z) Yalinkat fonksiyonu ile C egrisinin resim egrisi f(C)de diizgiin
bir Jordan yayi olacaktir. Dolayisiyla
(3.21) 7 (1) #0,z(t) siirekli

ifadeleri yazilabilir. z, = z(f,) olmak iizere f(z,) noktasinda f(C)egrisinin tegeti

dz daf dz
7=z dt t=t, dt =z dr t=t,

esitligi ile verilir. Burada 6nemli belirtmek gerekir ki (3.22) esitliginde z, =oc ve

ile pozitif eksen dogrultusundaki ac1

(3.22) arg L—f

4 —are| | &
7=z, J - arg[{ dt

dz

f(z,) =codurumlari goz ard1 edilmistir.

Simdi z-diizleminde w= f(z)fonksiyonunun tamim bolgesinde bulunan,
a<t<fve o <s<pf olmak iizere C, :z(t),C,:z(s) seklinde iki egri diisiinelim
oyle ki z,=z(t,) = z(s,) esitligi gerceklensin. Yani, asagidaki sekilde goriildiigii
gibi C, ve C, egrileri z, noktasinda gegsinler. Bagka bir deyisle C, ve C, egrileri

Z, noktasinda kesissinler.
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D Bolgesi D, Balgesi

[ Egrisi I', Egrisi

Sekil 3.2

w= f(z) yalinkat fonksiyonu ile I" egrisi I', egrisi lizerinde, D bolgesi
lizerinde ve z, noktasinda kesisen C, ve C, egrileri sirasiyla  f(C)) ve

f(C,)egrilerine resmedilsin. Yukarida anlatilanlardan dolay1

(3.23) w; (1) = f'(zo)z'(to) ( f(C)) egrisi diizgiin Jordan yay1 )
(3.24) w,(s,) = f (24)z (5,) ( f(C,) egrisi diizgiin Jordan yay1 )
esitlikleri yazilabilir. Ote yandan (3.23) ve (3.24) esitliklerinden hareketle
(3.25) argw, () =arg f'(z,)z (t,) =arg f (z,) +arg 2 (¢,)
(3.24) arg w, (s,) = arg(f (202 (s,)) = arg f (z,) +arg  (s,)
ifadelerini elde ederiz. (3.25) ve (3.26) taraf tarafa ¢ikarilacak olursa

arg w, (1)) —arg w, (s,) = arg z (1,) —arg z (s,)

yada,

(3.27) arg W.’(to) =arg < (to) =60=¢
w, (5,) z (s0)

esitligi bulunur. (3.27) ifadesi acilarin korundugunu gosterir.
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TEOREM 3.5: w= f(z) fonksiyonu basit baglantili kapali C egrisinin
kapattigi D bolgesinde tanimlanmis ve yalinkat olsun. D bolgesinin w= f(z)

yalinkat fonksiyonu altindaki resmi f(D) ise
Alanf (D) = [[| £ '(2)f" dxdy
D

dir.

ISPAT: w= f(z) fonksiyonu D bolgesinde analitik ve yalinkat oldugundan

Cauchy-Riemann denklemlerini gercekler. Bu ise

(3.28) w= f(z)=u(x,y)+iv(x, y):?)—izg—;, g—z:—%

denklemlerinin saglanmas1 demektir. Diger taraftan analitik bir f(z)fonksiyonunun

tlirevi

(3.29) f()_a_”ﬂﬁ:_la_uﬁv du_du_ v
dx dx dy dy ox dy Ox Oy

esitlikleri ile verilebilir. (3.29) esitliklerinin kullanilmasi ile

o2 (uY (ov ou v ou ou’Y
oo Jref =3 (3 (3] o[ (3 (3

esitligi bulunur.

Diger taraftan Alanf (D)ifadesi
(3.31) Alanf (D) = j j dudy
£(D)
ile verilir.
Ayrica ¢ok kath integrallerde ki degisken doniisiimii goz Oniine alinarak

Cauchy-Riemann denklemlerinin kullanilmasi ile

ou ou
u=u(x,y) 9x Oy| Oudv OJudv Oudu ( avj av
= dudv = = ===
v=v(x,y) dv dv| dxdy dyodx OJxox dx ) dx

ox g

68



esitsizligini buluruz. Dolayisiyla (3.31) esitligi
ou Ou
_ 3 ox Oy RN
Alanf (D) = ij dudy = i o o dxdy = 1[ £ (2)| dxdy
ox dy

bulunur.
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4. KESIRSEL HESAPLAR

AU :{ze (C||z|<1} acik birim diskinde analitik olan f(z) = z+2anz"

n=2
seklindeki f(z)fonksiyonlar smnift olsun. Owa [l] ve Srivastava ve Owa [2]

tarafindan verilen Kesirsel Tiirev ve Kesirsel integral tanimlari asagidaki sekildedir.

TANIM 4.1: Bir f(z)fonksiyonu i¢in 4 mertebeli Kesirsel Integral

- 1t f(©&
D f(z2)= d¢,(A>0
e ng T3>0

seklinde tanimlanir. Bu integralde f(z) fonksiyonu orijini ihtiva eden kompleks

diizlemin basit baglantili bir bolgesinde analitiktir ve (z—{¢) > 0oldugunda

log(z—¢)min reeldir. Bu durumda (z—¢ )y in cok degerliligi ortadan kaldirilmis

olur.

TANIM 4.2: Bir f(z) fonksiyonu i¢in A mertebeli Kesirsel Tiirev

D! f(2)= i ﬂ)dj f@ ~d{, (0 A<1)
0

seklinde tanimlanir. Burada f(z)fonksiyonu orijini iceren kompleks diizlemin basit

baglantili bir bolgesinde analitiktir ve (z—¢)>0oldugunda log(z—¢)nin reeldir.

Bu durumda (z—¢ ) in cok degerliligi ortadan kaldirilmis olur.
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TANIM 4.3: Tanim 4.2 deki hipotez altinda bir f(z)fonksiyonu i¢in n+ A4

mertebeli Kesirsel Integral

D™ f(2)=—D*f(z), (0<A<l;ne Ny=Nu{0o}

dl'l
dz"
seklinde tanimlanir.
Tp+D)  pn
I'(p—n+1)
Lp+D)  ps _T(p+D s
I'(p-3+1) I'(p-2)

Lp+D) e _T(pHD oo
I(p-2+1) (p-1)

D'f(2)=f"(2)=p(p-D(p=2)..(p—n+D)z’" =

Dlf(x)=f ()=p(p-D(p-2)z"" =

D f(2)=f (2)=p(p-Dz'* =
I'(p+1) o= I'(p+1) e
[(p-1+D ['(p)

L(p+1) ,
T(p+1)

Dif()=f(z)=pz"" =

Dif(2)=f(z)=z"=

D;lf(z)=ff(,)d;:LZp+1_ Cp+D) _pu _T@+D
0

= Z =
p+1 I'(p+1+1) I'(p+2)

L e TO#D o _T(p+D .
(p+D(p+2) I'(p+2+1) I'(p+3)

D f(2)= (D f(t)d1 =
0

1 p+3 _ F(p+1) Zp+3

VNN DI - -
D f(Z)_.([(DZ f (e (p+1)(p+2)(p+3)Z C(p+3+1)

— F(P"‘l) Zp+3
I(p+4)

z 1
D = (D" F(1)dt = "
" f (@) l( AL (P+D(p+2(p+3)p+n)

_ T+
I'(p+n+1)

F(p + 1) p—A

A —
DI O= 0 v

LDy

1 _
b. f(Z)_r(p+z+1)
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-ﬂ ACS)
D f(Z)_F(ﬂl _g)md . (A>0)
1 (1 )
=1"(/1)£Z1/1 r(-2du)
a+ld 2
=2 -1 (a+)-1
= 1—
r(/i){” (1~u) i
a+l {=z(l-u)=d{ =—zdu
F(l) pe % =z0-u)*
_ L7+ T T(a+]) (2= &) = gy

[(A) T(A+a+])
Fa+1) 4.4
ey e——
C(A+a+1)

@)= (D ()= Y ACY
DI f(z)= (D f(2)= {m ,1)[ Z_;)zdé“}

! £
F(1 g)dzj(z 2% ¢, ((0<i<))

Dlza (D—(l A) a) i Mzaﬂ—ﬂ
z dz \T(a+2-1)

__T@+h_
CT(@+2-4)
La+l) L,
== %
D(a+1-1)

(C(%—l—ﬂ,)zw_/1

l’l

DI f(z )——(le(z)) 0<A<ln=0,1,2,.)

d (DZ;LZa) Zd—(MZa—/‘L)

Dn+/1za _

&’ d7" T(a+1-2)
:MZH—}'[—A’AE R
INa+1-n—-A)

ia_ L@+ 4,
ZZ =———<2
Ia+1-4)
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f(2)=ayz® +a,z"" +a,z%" + ..

=7%(ay+az +a,z° +...)

L+ F(a+2)z+a T@+3) »,
ray ' LR G

Dzaf(z):ao

_DIf(0)
 T(a+1)

D' f(2)=al(a+2)+a,l(@+2)z+...

o= D™ f(0)
" Ta+2)

DI f()=a,l(a+3)+...

_ DI f(0)
2 I(a+3)

_ DI f(0)
T(@+n+1)

n

DI f(0) Lo
@)= zr(m +1)

yukaridaki (4.1), (4.2), (4.3) tammlarinda da goriiliiyor ki,

pAzp = L@PHD pu )
: ['(p+A+1)
pizp = LPHD b o< a1
I(p—A+1)
ve
DT%p:FG§%;%IBHﬂ44031<&n€NM
dolayistyla
pizp = L@*D  »i g a0
[(p—A+1)
yazilabilir.

73



2p+l

Bu bdlimde f(z)=z+ ap+1z”+1 +a,,,2°"" +...acilimina sahip fonksiyonlar

ile tammlanan D*f(z) A- kesirsel operatoriiniin yildiz1il fonksiyon olmasi

durumunda, bu operator i¢in 6zel halde katsayir esitsizligi genel halde katsayi

esitsizligi ve yine genel halde de distorsiyon teoremleri verip bunlarin 6zel halini

inceledik. Genel halde D*f(z) kesirsel operatériiniin yildizil olma kosulu analitik

olarak
(D*f(2)
Re T >0
D" f(2)
ile verilir.
TEOREM 4.1
)=z+a 2" +a, .,z +a, ..z +..4+a, 727 +... onksiyonu
f( ) p+l r 2p+l 2ol 3p+l e np+l " fonksi

D= {z| |z| <1} agik birim diskinde tanimlanmus analitik fonksiyon olsun. Bu taktirde

p! T 2\ A _ ..\ [(np+2)I'(2-4) e
D f(z)=TQ2-A).z D;f(z)—z+nzz;anp+1 Fop+2- 1)

seklinde tanimlanan A —Xkesirsel operator asagidaki 6zellikleri gercekler.

(1)

F(”P + z)r(z B 1) an+l

. ¥ _ _ _ 111 — S
Lim D* f (2)= Df (2) =T (2~ 2).2' D} £ (2) z+;anp+1 Tp+2-1)

S LFp+2)IA) pa
=z+ — <
Z ups1 C(np+1)

- I'(np+2
=7+ Z np+1 (”p ) an+l
I'(np+1)

= T(np+1)+1) .

n=1

=z+ Z (np +1).anp+lz"”+1

n=l1

74



4.1 Lim D f(2)= Z+Z(np+l) A"

n=1

diger taraftan

f(Z) =7 +Z anp+lzﬂll+l
n=l1

f@=1+> (np+Da,,. """

n=l1

f () =1+i(np+l)anp+lznp

n=l1

4.2) f()=z+ i (np+1)a,, 2"

n=1

(4.1) ve (4.2) esitliklerinin sag taraflar esit oldugundan sol taraflan da esit olacaktir.

Dolayisiyla
Lim D f(z)=z+ Z(np +1).a,,,2"" = 2f (2)
n=1
yazabiliriz.
(ii) A —0i¢in

F(”P + z)r(z B 0) an+l
I'(np+2-0)

LimD*f(2)= D () =T2=0)2'D’f () =2+t
- n=1

- Inp+2)I'(2)
=7+ _—
AP Tp+2)

- I'(np+2
=z +Z anrl (”P ) an+l
I'(np+2)

S 1
= Z+Zanp+lznp+ =f(2)
n=1

(iii)

i (& Tmp+TQ=2) o)

_p4 3 Dp+ L@ Do D)

S Tap+2-a
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IC'(np+2)I'2-A) o

1+ (np+1).a,,.,

D) S L(np+2-24)
D'f(z) S Dp+2T2=2)
Z+;a’"’“ Tp+2-2)
= Cnp+2)I'2-2)
_Z{1+nz_z(np+1).anp+l F(p+2- ) Z}
S Top+2T2=2)
Z[HEaW Copaz i) ° }
dDf@Y |,
l -
D f(z) !

LEMMA 4.1. f(z)=z+) a,,,2"" fonksiyonu D ={z||z|<1}agcik birim

n=l1

diskinde tanimlanmis analitik olsun. Bu taktirde

L(np+2)L(2-4) Ll
I'(np+2-A4)

D/lf(Z) = F(z_ Z)ZADN;Lf(Z) =2 +i:anpﬂ
n=1

seklinde tanimlanan D* f(z) A—Xkesirsel operatorii

Re[z(Dlﬂz))'

— 19 100l D? _
2L | Sl

esitligini gercekler.

ISPAT:
(4.3) D*f(2)=|D"f(2)|¢” esitligini yazabiliriz.
(4.3) den hareketle
log D* /() =log(D" f ()"
log D’lf(z) =log D’lf(z) +loge”

log D’lf(z) =log D’lf(z) +ifloge

(4.4) logD*f(z)=log|D*f(z)|+i6
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ifadesini elde ederiz. z = re almrsa
@.5) log(D*f(re)) = 1og\Dﬂ f(reig)‘ +i0
bulunur. (4.5) ifadesinden r’ye gore tiirev alirsak

o (D f ey 0

4.6 : —
(46) D’lf(relg) or

1og‘Dﬂ f(re”)‘+i9

esitligini elde ederiz. (4.6) esitliginin her iki yanim r ile carparsak

L0 (DM f(re?))

4.7 .
( ) D/?.f(relé’)

r%log‘Dﬂf(re’ﬂ)‘

bulunur. (4.7) esitligini ayn1 zamanda

(D' f(2)) _

4.8 _ =
@8 D*f(2)

r%log‘le(z)‘

seklinde de yazilabilir.

(4.8) ifadesinin reel kismi alinirsa

L
Re(z (D)
D*f(2)

j: rglog‘[)ﬂf(z)‘,|z| =r

bulunur ki buda ispat1 istenen ifadedir.
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TEOREM 4.2 f(z):z+i a,,,2"" fonksiyonu D ={z||¢|<1}agik

np+1Z
n=l1

birim diskinde tanimlanmis analitik olsun. Bu taktirde

1-4 1-4

r A r
<|D; s
(1+rk)2/k.l—*(2_l) <‘ N f(Z)‘ = (l—rk)2/k.r(2_ﬂ)

gerceklenir.

ISPAT: Subordinasyon prensibini ve pozitif reel kisma sahip fonksiyonun
tanimim kullanarak

. (D f(2) 1+ Lot

Dif(z) 1= 1=

(4.9)

r
ifadesini yazabiliriz.

Bu ifadede herhangi bir z; komplex sayisi i¢in reel kismu ile modiilii
arasinda

(4.10) ~|z|<Rez<|z|
bagintist vardir. Bu ifadeden hareketle

(D*f(z) 1+

(4.11) 4=z D f(z)  1-r*

alinarak

2k
<

- 2k =
1-r

(D@ ] (D)) 1
D'z 1-r D'f(z) ) 1-r*
(D f) 1+t 2t
Df(z)  1-r*| 1-r%

k A ! 2k k
“.12) 2r <R6(Z(D f@) 1+r j< 2r

I D'f(z) 1-r% ) 1-r%

esitligi elde edilir. (4.12) ifadesi ayn1 zamanda
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2t (D*f() 1+ ot
ok SRCZT 3 2k T 2k
1-r D f(z) 1-r 1-r

k 2%k 2 : k 2%
4.13) 3 2r2k+1+r2k SRez(le(Z)) < 2r2k+1+r2k
1-r 1-r D f(z) 1-r 1-r

2%~k 2 2%k k
1+r 2k2r <Rez (D gf(Z)) 1+r J;{2;’
1-r D" f(z2) 1-r

U=r')’ e, P _ (+r')
A=r+rt) "7 DM@ A=rHa+rh)
k A ' k
U=r)  pe P @) _(+r
(1+r5) D'f(z) ~(-r")

(4.14)

seklinde ifade edilir. Diger taraftan Lemma 4.1 de gosterilen

(4.15)

A
Re [ (D' f @)
D" f(z)

J 2 tog|p*f (o)

ifadesi oldugu goz Oniine alinirsa (4.14) ,(4.15) ‘de kullanildiginda

(=),

(1+rk)

1+r)
=)

< r—log‘D f(z)‘

ifadesi elde edilir.

Burada her iki tarafi r ye bolersek

1 (1+rk)
(4.16) - log|D” £ (2) S7(1—rk)

r(1+rk)_

(=) _a
0

seklinde yazilabilir. (4.16) esitsizliginde 0 dan r ye kadar integral alinirsa

“1a-r%) . ¢ 9 B 11475

X D <= D <|l=="7

~([r(l+r") <£a Og‘ f(Z)}dr<~([r(1—rk) '
I, I,
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k
-,

I =
! A+ %)

1
-

O e

1a-r")_ A +Brk—1+c A+ +Br +Cr

rd+rf) or 1+7r* r.(+r")
[} —_—
(1+r%) (r)

(1-"Y=A+Arf +Brf +Cr
(1-r"=A+r*(A+B)
A+B=-1 A=1

1a+r)_ A +Brk_1+C_A.(l—rk)+B.rk+Cr
rd-ry or 1= r(—r")

—
(1-rky (r)

A+ Y=A-Arf +Brf +Cr
1+ =A+r*(~A+B)+Cr

~A+B=1 A=1
B=2
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~
—
+
N
=~
~

r
[ ———
© (1+r")
-
@.17) o LG Er e
elde edilir.

Ayrica p* =IrQ2-)z*p? =p* =2+ Lop 21 C2=A) it ge
y f(Z) ( )Z z f(Z) f(Z) Z+;anp-+-l F(np+2—/1) 2

D*f(z)=T(2—A)z*D? f(z) ifadesini (4.17) ifadesinde kullanirsak

s[re-aelr@| s

(1+ 2/k = )Z/k

elde edilir. Buradan
r A
———-<r* I 2-A)|D: S —
e el e
r r

A+ A T2 -2) ‘ i )‘ R AT2-2)

(4.18) AN I<5 -
' A+ r@2-2) 2/" IQ2-2)

yazabiliriz.
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SONUC 4.1.

M ifadesi 4 —1 icin
D*f(2)
D) @) [(f@+F @)@ F @
D*f(2) #f'(2) () 7@ '@
_{ i (z)j R AC)
2 fl(2) ')
(D f(z)) ifadesi A — 0 igin
D*f(2)
(Dof(z)) @) f@
Df(2) f(2) f(2)
yazilabilir.
(4.17) adimindan dolay1
r
REaEE —‘ f(z)‘ )Z/k
yazabiliriz. Buradan
. r
A—1 i¢in W ‘ f(z)‘ W
(1_|_ 2/k ‘ ¥ (Z)‘ )2/k
(1_|_ 2/k < ‘f( )‘ )2//<
(1_|_ 2/k ‘f( )‘ )2//<
bulunur.
. r
A—0 1¢In m_‘ f( )‘ W
T Ml

sonuglart elde edilir.
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SONUC 4.2.

k 2k A ' k 2k
2r +1+r SRez(D f(z))< 2r +l+r

< adimindan
1-r2k D*f(z) 1-r% 1-p%*

A ! k 2k kN2
ReZ(D f(2) 21—2;’ +r _ (1-r")
D*f(2) 1— 72k A= rF)1+ 75y

(D*f(z)) _ (")
) 2 X
D*f(z)  (1+r5)
Zf"(z)}(l—r")
'@ ) a+r

Re

A —1 i¢in Rez(1+

! k
A—0 icin Rez(zf(Z)J>(l_r )

f@ ) a+r5

bulunur.

TEOREM 4.3.

1 2p+l 3p+l 1 .
f(@=z+a,, 2" +a,,, 27" +ay,,27"" +..+a,,,z"" +...  fonksiyonu

D:{z||z| <l}agik  birim diskinde tamimlanmis analitik fonksiyon ve

p(z)=1+ plz1 + p2z2 + p3z3 +..+p,7"+... fonksiyonu D= {z||z| <1}agik birim
diskinde tanimlanmis analitik fonksiyon olsun. Bu taktirde
p=1icin a,, katsayisi

n+l

n—1
[ % F(ﬁ(;i;)ﬂ s r(iin:—l)ﬂ) 2(Z|a’"0

m=l1

esitsizligini gercekler.
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D' f(2) _
D*f(z)

2D f(2)) =(D*f(2)).p(2)

ISPAT: p(2)

[(np+2)I'(2-4) e
I'(np+2-A1)

D' f(D)=2+ a4y
n=1

'

A ' S F(np+2)r(2_ﬂ) np+1
W _Z[H;a’"’“ Cp+2-4) j

C(np+2)L'(2-4) Ll
IC'(np+2-71)

=z+ Z (np+1).a,,,
n=1
L(p+2D0Q=A)
C(np+2-A4)

z+ Z (”P + 1)‘anp+l

n=l1

- Cnp+2)I'2-A) pu
=(+p7+p. 22+ +p 7" +.)z+ Y a 2P
( D P> Py )( Z np+1 F(I’lp+2—ﬁ)

n=l1

)

T(p+2)[(2-A
z+(p+Da,, (p+DIX )zp+1+(2p+l)azp+1

I'2p+2)[[(2-A) eV
T(p+2-A)

TQ2p+2—A)
FGp+2)L(2=2) 5,4 L(np+2)T2=A) pui
3p+1 PP+ (mp+1). P4
Or Dt = 3p2-) N TP T
L(p+2)T(2-4) Py
I'(p+2-A4)
I'2p+2)L2-A) 2pn I'Gp+2L2=4) 3,4
A ps1 < +a;,., z
T2p+2-A) TGp+2-2)
pova TOPEDICCA)
r I'(np+2-A1)

=(1+pz +p,2°+..+p,7" +.)(z+a,,

+...)

bu adimda p =1 alinarak her iki tarafta z" lerin katsayilar esitlendiginde

r3Q2-A4) 243, C(HI2-A) 2 +4a, LG)IQ2-A) oy
I'(3-A) C(4-2) L(5-14)
F(n+2)I'(2-A)
"t 2-4)
rere-4) , FHrQR-4) ; IFS)re-21) 4
—tegy———————7ta,——— 27 +
I'(3-1) L(4-A) [(5-A)
4 F(n+2)I'(2=A4)
" t2-4)

z+2a,

+(n+1).a +o.=(+pz +pt +tp2"+.0)

(z+a,

+...)
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TGIrR2-A1) 2 g AT A) g, FOIQ- A e,
r3-2) ’Td-4) Y TG-4)
g C(n+2)I'2-A) 4 rGre2-A1a ; +p FAre-A4) 4
e 2—) rG-4 - “Tra-p °©
IFGIrQ2-4) s F(n+2)I'2-4) ,1» 3
1a, —F(S—/i) Z+..+Pa,,, —F(n+2—/1) "+ Bz
rre-1) , IAC2-4) 5 TGIQ2-24) ¢
2, —F(3— ) z tPha, —F(4— ) " +Pha, —F(S 7 z +
P C(n+2)I'(2-2) s
2%n+1 F(n+2—/1)

=Z+(l2

+ Plz2 + Ba,

Lrere-a _,
* TG3-A) !
L _rere-u,
ore-4 '
. r(i)r(z—/i) _, T(HC2-A) " rAre-A) , P
(4-A) T(4-4) T'G-A)
. r(lzt)r(z—z) _ P4, rere-a ., P
(4-2) T(3-A)

(52— A) CC2-A) C(4HC2-A) C(3)C(2-A)
a4 = a4 la3 — P2a2 =T
T(5-A) L(5-2) C(4-A) CG3-1)
L TOre-4 _, rére-a ., rore-i
Y rG-4) " TMU-2) 2 13-4
1 TG-4) (A2 -A) C(3)C2-A)

_1 P
“=3reren b ey TP el

1 T+1-A)% Tm+1)
a, = Z Ry —
n—1 I'(n+1) IF'(m+1-A)

m=1

1 T(n+1-2)
ja,| =

= T(m+1)
n—-1 I'(n+1) Z

.am n—-m
T(m+1-2)

m=1

1 F(n+1—/l){ C(m+1)

“n-1 I(n+l) |[Tm+1-2) ‘(|a1||Pn—1|+|az||Pn—z|+---+|an-1||Pz|}

1 F(n+1—/1){ C(m+1)

“n-1 T'(n+1) |T(m+1-21) .(2|a1|+2|a2|+,,_+ 2|an_l|}
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I T(n+1-4) T(m+1)

lanl=2 T(nitl) Tmtl-A) 2a|+aa] +---+a,

buradan da

_1Tn+2-4 Tm+D )2(|a1|+|a2|+...+|an|),alEl

T(n+2) T(m+1-A

a

n+l

buda ispat1 istenen ifadedir.
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