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ÖZET

LOG-HARMON�K YALINKAT FONKS�YONLAR

H. Esra ÖZKAN

Çal�³mada öncelikle analitik ve harmonik fonksiyonlar teorisi ele

al�nm�³t�r. Ard�ndan çal�³ma alan� olarak log-harmonik fonksiyonlar

teorisi seçilmi³tir. Log-harmonik fonksiyonlar analitik ve co-analitik

olmak üzere iki fonksiyonun çarp�m� ³eklinde gösterilen ve genel

anlamda logaritmas� harmonik olan fonksiyonlard�r. Tez çal�³mas� için

log-harmonik fonksiyonlar�n bir alt s�n�f� olan S∗lh(A,B) s�n�f�

tan�mlanm�³ ve çal�³malar bu s�n�f üzerinden sürdürülmü³tür. Bu

s�n�fa ait fonksiyonlar�n özelli§i analitik k�sm�n�n Janowski y�ld�z�l

fonksiyon olmas�d�r. Benzer ³ekilde analitik k�sm� di§er bir analitik

fonksiyon s�n�f�na ait olmas� ko³ulu alt�nda yeni sonuçlar elde etmek

de mümkün olmaktad�r. Çal�³mada s�n�fa ait fonksiyonlar�n yan� s�ra

analitik ve co-analitik k�s�mlara dair distorsiyonlar elde edilmi³tir.

S�n�f için Marx-Strohhacker E³itsizli§i elde edilmi³ ve y�ld�z�ll�k

yar�çap� bulunmu³tur. Log-harmonik fonksiyonlar için jakobiyen

fonksiyonu verilip, bu fonksiyon için distorsiyon elde edilmi³tir. Ayr�ca

log-harmonik fonksiyonlar için bir katsay� e³itsizli§i elde edilmi³tir.
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SUMMARY

LOG-HARMONIC UNIVALENT FUNCTIONS

H. Esra ÖZKAN

In the thesis, the theory of analytic and harmonic functions are taken

up �rst. Then the so-called log-harmonic functions are studied.

Log-harmonic functions are basically those complex mappings having

a harmonic logarithm, and they are represented as a multiplication of

an analytic and a co-analytic function. The subclass S∗lh(A,B) of

log-harmonic functions is introduced and studied. This is the subclass

consisting of log-harmonic functions whose analytic part is a

Janowski starlike. It should be noted that it is also possible to obtain

new results provided that the analytic part of a log-harmonic

function belongs to a well-known class of analytic functions.

Distortion theorems for the functions in S∗lh(A,B), as well as for their

analytic and co-analytic parts, are obtained.Marx-Strohhacker

inequality and the radius of starlikeness for the class S∗lh(A,B) are

derived. The Jacobian function and its distortion for the members of

S∗lh(A,B) are obtained.

Lastly, a coe�cient inequality is also obtained for the class S∗lh(A,B).
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Bölüm 1

G�R��

Birim diskte analitik ve yal�nkat olan tek kompleks de§i³kenli fonksiyonlar ilk

olarak 1907 y�l�nda Koebe taraf�ndan incelenmi³tir. Daha sonra birtak�m matema-

tikçiler bu fonksiyonlar� s�n��and�rarak incelemi³lerdir. Tek kompleks de§i³kenli

analitik fonksiyonlarla ilgili temel problemler; bu fonksiyonlara ait Taylor aç�l�m�n-

daki an katsay�s�n�n modülünün üst s�n�r�n� bulmak, fonksiyon s�n�f�na ait distor-

siyon teoremlerini ara³t�rmak, s�n�fa ait karakterizasyonu vermek, yar�çap belir-

lemek, resim bölgelerinin özelliklerini incelemek ve Koebe bölgelerini ifade etmek-

tir.

Harmonik fonksiyonlar ise reel ve sanal k�s�mlar�n�n e³lenik olmas� gerekmeyen

kompleks de§erli fonksiyonlard�r. Di§er bir deyi³le Cauchy-Riemann denklem-

lerini her zaman sa§lamayan dolay�s�yla her zaman analitik olmayan fonksiyon-

lard�r. 1980 li y�llar�n ortalar�nda harmonik fonksiyonlar teorisi bir çok matem-

atikçi taraf�ndan incelenmeye ba³lam�³t�r. 1984 y�l�nda Clunie ve Terry Sheil-

Small ([7]) taraf�ndan yay�nlanan ve teoride dönüm noktas� olan makalede, kon-

form fonksiyonlar için bilinen sonuçlar�n harmonik fonksiyonlar için analoglar� or-

taya konulmu³tur. Bu çal�³man�n sonras�nda harmonik fonksiyonlar teorisi geli³me

sürecine girmi³tir.

Harmonik fonksiyonlar teorisi üzerine yap�lan çal�³malar devam ederken, bunlara

paralel olarak log-harmonik fonksiyonlar teorisi ortaya at�lm�³t�r ve bu alan üze-

rine çal�³malara ba³lanm�³t�r. Bu kez de harmonik fonksiyonlar üzerine yap�lan

ara³t�rmalar�n analoglar� log-harmonik fonksiyonlar için verilmeye çal�³�lm�³t�r.

Bu alandaki çal�³malar 1984 y�l�nda Z. Abdulhadi ile ba³lam�³ ve teoriyi aç�k-
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layan ilk yay�n 1988 y�l�nda olmu³tur ([3]). Bu yay�nda H.H(D) ve F (w,D)

³eklinde iki s�n�f tan�mlanm�³t�r. Yay�nda bu iki s�n�f aras�nda ba§lant�lar kuru-

larak log-harmonik ve yal�nkat log-harmonik fonksiyonlar�n tan�mlar� verilmi³tir.

Ard�ndan yap�lan çal�³malarda ise log-harmonik fonksiyonlara ait s�n��ar tan�m-

lanm�³, bunlarla analitik fonksiyon s�n��ar� aras�ndaki ili³kilere yer verilmi³tir.

Kurulan bu ba§lant�lar ile log-harmonik fonksiyonlara dair distorsiyon teoremleri

elde edilmi³tir.

Bu bilgiler do§rultusunda bizim haz�rlad�§�m�z tez çal�³mas� be³ bölümden olu³-

maktad�r.

�kinci bölümde, analitik fonksiyonlar ve bunlar�n tan�m bölgelerine dair tan�mlara

ve analitik fonksiyonlarla ilgili kullan�lacak temel kavramlara yer verilmektedir.

Üçüncü bölümde, harmonik ve log-harmonik fonksiyonlara dair tan�m ve kavram-

lar ele al�nmaktad�r. Log-harmonik fonksiyonlarla ilgili yapt�§�m�z çal�³maya kadar

inceledi§imiz makalelerdeki önemli k�s�mlar verilmektedir.

Dördüncü bölümde ise, yap�lan orjinal çal�³maya yer verilmektedir. Çal�³mada

log-harmonik fonksiyonlara dair S∗lh(A,B) alt s�n�f� tan�mland� ve incelemeler bu

s�n�f üzerinden yap�ld�. Bu s�n�fa ait log-harmonik fonksiyonlar�n analitik k�sm�

Janowski y�ld�z�l fonksiyon olmaktad�r. Bu varsay�m alt�nda bir log-harmonik

fonksiyonun art�k analitik k�sm�n�n di§er analitik fonksiyon s�n��ar�ndan birine

ait olmas�yla yeni sonuçlar elde edilmesi mümkündür. Bu tan�mlaman�n ard�ndan

S∗lh(A,B) s�n�f�ndaki fonksiyonlara, fonksiyonlar�n analitik ve co-analitik k�s�m-

lar�na dair distorsiyonlar ve bu s�n�f için Marx-Strohhacker E³itsizli§i elde edilmi³tir.

Ayr�ca s�n�fa ait fonksiyonlar için y�ld�z�ll�k yar�çap� belirlenip, jakobiyen fonksiy-

onuna dair s�n�rlar elde edilmi³tir. Çal�³man�n sonunda da S∗lh(A,B) s�n�f�na ait

fonksiyonlar için bir katsay� e³itsizli§i elde edilmi³tir.

Be³inci bölümde de sonuç yer almaktad�r.
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Bölüm 2

ANAL�T�K FONKS�YONLAR TEOR�S�

2.1 Analitik Fonksiyonlar ve Tan�m Bölgeleri

Analitik fonksiyonlar�n tan�m bölgelerinden bahsetmek için öncelikle baz� eleman-

ter topolojik kavramlar� vermek gerekmektedir.

Tan�m 2.1.1. ([22])X bo³tan farkl� bir cümle ve ρ : X×X → R+ = {x ∈ R|x ≥ 0}

³eklinde bir fonksiyon olsun. ρ fonksiyonu a³a§�daki üç özelli§i gerçekliyorsa, ρ

ya X cümlesi üzerinde bir metrik denir.

(i) ρ(x, y) = 0⇔ x = y (∀x, y ∈ X)

(ii) ρ(x, y) = ρ(y, x) (∀x, y ∈ X)

(iii) ρ(x, z) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, z) (∀x, y, z ∈ X)

Bu durumda (X, ρ) çiftine bir metrik uzay ad� verilir.

Tan�m 2.1.2. ([22])(X, ρ) bir metrik uzay olsun. B(x, r) = {y ∈ X| ρ(x, y) < r}

cümlesine x merkezli, r yar�çapl� aç�k top ya da x in r topu ad� verilir.

D(x, r) = {y ∈ X| ρ(x, y) ≤ r} cümlesine x merkezli disk/ kapal� top ya da x

in r− kapal� topu ad� verilir.

S(x, r) = {y ∈ X| ρ(x, y) = r} cümlesine x merkezli r yar�çapl� küre ad� verilir.

Tan�m 2.1.3. ([22])(X, ρ) bir metrik uzay olsun ve x ∈ X olarak al�ns�n. x

merkezli bir aç�k topa x noktas�n�n bir kom³ulu§u denir.

Tan�m 2.1.4. ([22])(X, ρ) bir metrik uzay ve S ⊂ X olsun. Bir x ∈ X için

B(x, r) ⊂ S olacak ³ekilde bir r > 0 bulunabiliyorsa, x noktas�na S cümlesinin
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bir iç noktas� ad� verilir.

Tan�mdan dolay� bir iç nokta cümleye aittir. S ⊂ X cümlesinin tüm iç nokta-

lar�n�n kümesine S nin içi denir ve So olarak gösterilir. Bu cümle S nin içerdi§i

en geni³ aç�k cümledir.

Tan�m 2.1.5. ([22])(X, ρ) bir metrik uzay ve S ⊂ X olsun. So = S ise, S ye

aç�k cümle ad� verilir.

Tan�m 2.1.6. ([22]) (X, ρ) bir metrik uzay ve S ⊂ X olsun. X uzay�na ait bir

x noktas� için, x noktas�n�n her B(x, r) kom³ulu§unda x 6= y, y ∈ B(x, r) olacak

³ekilde, S cümlesinin en az bir y eleman� bulunuyorsa, x noktas�na S cümlesinin

bir y�§�lma noktas� veya limit noktas� denir.

Tan�m 2.1.7. ([22])(X, ρ) bir metrik uzay ve S ⊂ X olsun. S cümlesinin her

y�§�lma noktas� S nin bir noktas� ise yani S cümlesi tüm y�§�lma noktalar�n�

içinde bulunduruyorsa S ye kapal� cümle denir.

Bir cümlenin kapan�³�, cümleyi içeren en küçük kapal� cümledir ve S ile gösterilir.

Verilen tan�mlar alt�nda S nin s�n�r� ise, ∂S = S − S◦ ³eklinde, S nin içinde

olmay�p kapan�³�nda olan tüm noktalar� içeren cümledir.

Tan�m 2.1.8. (Ba§lant�l�l�k) X bir metrik uzay ve A bu uzay�n bir alt cüm-

lesi olsun. A cümlesi, bo³tan farkl�, ayr�k, iki aç�k alt cümlenin birle³imi olarak

gösterilemiyorsa, A cümlesine ba§lant�l�d�r denir. Yani, B ∩ C = ∅ olmak üzere

A = B ∪ C olacak ³ekilde B,C ⊂ A aç�k cümleleri bulunam�yorsa, A ya ba§lan-

t�l�d�r denir.

Tan�m 2.1.9. Bo³tan farkl�, aç�k, ba§lant�l� bir cümleye bölge denir.

Tan�m 2.1.10. Sonsuz noktas�n�n düzleme kat�lmas�yla elde edilen düzleme ge-

ni³letilmi³ düzlem denir.

Tan�m 2.1.11. Bir bölgenin tümleyeni geni³letilmi³ düzleme göre ba§lant�l� ise,

bu bölgeye basit ba§lant�l� bölge denir.
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Tan�m 2.1.12. ([9])Ba³lang�ç ve bitim noktalar� farkl� olan ve kendi kendini

kesmeyen bir e§riye basit ba§lant�l� aç�k e§ri denir .

�ekil 2.1: Basit ba§lant�l� aç�k e§ri

Tan�m 2.1.13. Ba³lang�ç ve bitim noktalar� farkl� olan ve kendi kendini kesen

bir e§riye çok ba§lant�l� aç�k e§ri ad� verilir.

�ekil 2.2: Çok ba§lant�l� aç�k e§ri

Tan�m 2.1.14. Ba³lang�ç ve bitim noktalar� ayn� olan ve kendi kendini kesmeyen

bir e§riye basit ba§lant�l� kapal� e§ri ad� verilir. Bu e§rinin kapatt�§� bölgeye basit

ba§lant�l� kapal� bölge denir.
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�ekil 2.3: Basit ba§lant�l� kapal� e§ri

Tan�m 2.1.15. Ba³lang�ç ve bitim noktalar� ayn� olan ve kendi kendini kesen

bir e§riye çok ba§lant�l� kapal� e§ri ad� verilir. Bu e§rinin kapatt�§� bölgeye de çok

ba§lant�l� kapal� bölge denir.

�ekil 2.4: Çok ba§lant�l� kapal� e§ri

Buradan itibaren D, D1, D2 notasyonlar� ile belirtti§imiz tüm bölgeler basit

ba§lant�l� bölgeyi i³aret edecektir.

Tan�m 2.1.16. ([11])D, C içinde bir bölge olsun. D bölgesinde sabit bir w0 nok-

tas�ndan ç�kan her do§ru parças� bölgenin s�n�r�n� tek bir noktada kesiyorsa, D

ye w0 noktas�na göre y�ld�z�l bölge denir.

�ekil 2.5: w0 noktas�na göre y�ld�z�l bölge
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w0 noktas� özel olarak orjin seçilirse, bu kez bölgeye orjine göre y�ld�z�l bölge

ad� verilir.

Tan�m 2.1.17. ([12])D, C içinde bir bölge olsun. Her w1, w2 ∈ D için w1 nok-

tas�n� w2 noktas�na birle³tiren do§ru parças� tamamen D içinde kal�yorsa D ye

konveks bölge denir. D nin konveks olmas� için gerek ve yeter ³art her noktas�na

göre y�ld�z�l olmas�d�r.

Tan�m 2.1.18. ([5],[9])Kompleks düzlemdeki bir yay, bir do§ru parças�n�n sürekli

resmidir ve z = z(t) fonksiyonu ³eklinde a ≤ t ≤ b aral�§�n�n C içine sürekli bir

tasviri olarak ifade edilebilir. z = z(t) ³eklinde gösterilen bir yay�n uzunlu§u;

s(t) =
Z t

t0
|z′(u)|du, t0, t ∈ [a, b]

ifadesiyle tan�mlanmaktad�r. E§er bu ifade sonlu ise yaya rekti�ye edilebilir denir.

Diferansiyellenebilir yaylar rekti�ye edilebilirdir.

Bir Jordan yay� kendi kendini kesmeyen bir yayd�r.

Kapal� e§ri, bir çemberin veya ba³lang�ç ve bitim noktalar� ayn� olan bir yay�n

sürekli resmidir.

Jordan e§risi basit ba§lant�l� kapal� bir e§ridir. Her Jordan e§risi, düzlemi Jordan

e§risinin içi ve d�³� diye iki bölgeye ay�r�r. Bir Jordan e§risinin içine Jordan bölgesi

denir.

2.2 Yal�nkat Fonksiyonlar

Tan�m 2.2.1. ([9]) Kompleks de§erli bir f fonksiyonu z0 ∈ C noktas�nda

f ′(z0) = lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0

türevine sahipse diferansiyellenebilirdir. Ayn� f fonksiyonu z0 noktas�n�n kom³u-

lu§undaki her noktada diferansiyellenebilir ise z0 noktas�nda analitiktir.
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Kompleks de§erli f fonksiyonu bir bölgenin her z0 noktas�nda tan�ml� ve türevi

varsa, bölgede analitiktir. f = u+ iv fonksiyonu analitik oldu§unda reel ve sanal

k�s�mlar� Cauchy Riemann Denklemleri'ni sa§lamaktad�r, yani

∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x

³eklindeki e³itlikler gerçeklenmektedir.

f fonksiyonu z0 noktas�nda diferansiyellenebilir ise her mertebeden türeve sahiptir

ve z0 merkezli aç�k diskte yak�nsak olan

f(z) =
∞X
n=0

an(z − z0)
n, an = f (n)(z0)/n!

³eklinde Taylor Serisi'ne sahip olur.

Lemma 2.2.2. ([9])f fonksiyonu birim disk D de analitik, f(0) = 0 ve |f(z)| < 1

olsun. Bu halde |f ′(0)| ≤ 1 ve |f(z)| ≤ |z| e³itsizlikleri gerçeklenir.

Bir e³itsizlikte e³itli§i veren fonksiyona ekstremal fonksiyon denir. Analitik

fonksiyonlar teorisinde basit ba§lant�l� bölgeler için ekstremal problemlerin çözümünde

Schwarz Lemma's� kullan�lmaktad�r.

Tan�m 2.2.3. Bir D ⊂ C bölgesindeki her z1, z2 ∈ D için z1 6= z2 oldu§unda

f(z1) 6= f(z2) (1-1) lik ko³ulu gerçekleniyorsa f fonksiyonuna yal�nkat fonksiyon

denir.

Tan�m 2.2.4. f fonksiyonu bir z0 noktas�n�n kom³ulu§unda yal�nkat ise yerel

yal�nkat fonksiyon ad�n� al�r.

Bu ko³ul analitik bir f fonksiyonu için f ′(z0) 6= 0 olmas�na denktir. Yani, f

fonksiyonu, z0 noktas�nda analitik ve f ′(z0) 6= 0 ise z0 noktas�n�n kom³ulu§unda

yal�nkatt�r.

Tersine; f fonksiyonu z0 noktas�nda yerel yal�nkat ise, f ′(z0) 6= 0 d�r.

|f ′(z)|2 ifadesine de f fonksiyonunun Jakobiyeni denir. Analitik fonksiyonlar için

jakobiyenin s�f�rdan farkl� olmas� için gerek ve yeter ³art yerel yal�nkat olmas�d�r.

Tan�m 2.2.5. �ki diferansiyellenebilir yay aras�ndaki aç�y� koruyan tasvire kon-

form fonksiyon denir. f fonksiyonu bir z0 noktas�n�n kom³ulu§unda f ′(z0) 6= 0
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olacak ³ekilde regüler bir fonksiyon olsun. x1 = x1(t), y1 = y1(t), x2 = x2(t),

y2 = y2(t), 0 ≤ t ≤ 1 olmak üzere, z = z0 noktas�nda α aç�s�yla kesi³en iki

yay olsun. Kompleks notasyonda bu yaylar s�ras�yla; C1 : z1(t), C2 : z2(t) ³ek-

linde ifade edilirler. z1 ve z2 de bu e§riler üzerinde z0 noktas�ndan r uzakl�§�ndaki

noktalar ise;

z1 − z0 = reiθ1 , z2 − z0 = reiθ2

e³itlikleri yaz�labilir. Bu e³itliklerin oran�ndan

z2 − z0

z1 − z0

= eθ2−θ1i

e³itli§i yaz�labilir. r → 0 için bu ifade α aç�s�na yakla³�r.

α = lim
r→0

arg
�
z2 − z0

z1 − z0

�
(2.1)

Burada α, ba³lang�c� z1 = z1(t), biti³i z2 = z2(t) olan yaya kadar olan aç�n�n

ölçüsüdür. w1 ve w2 noktalar� da s�ras�yla z1 ve z2 noktalar�n�n görüntüleri ise,

bu kez görüntü e§rileri C ′1 : w1(t) ve C ′2 : w2(t), w0 = f(z0) noktas�nda

β = lim
r→0

arg
�
w2 − w0

w1 − w0

�
(2.2)

aç�s� ile kesi³irler. Buradan

β = lim
r→0

arg

¨
f(z2)− f(z0)

f(z1)− f(z0)

«
= lim

r→0
arg

8<:
f(z2)−f(z0)

z2−z0
f(z1)−f(z0)

z1−z0

.
�
z2 − z0

z1 − z0

�9=;
e³itli§i yaz�labilir. Ayr�ca

lim
r→0

f(z2)− f(z0)

z2 − z0

= lim
r→0

f(z1)− f(z0)

z1 − z0

= f ′(z0)

d�r. E§er f ′(z0) 6= 0 ise

β = lim
r→0

z2 − z0

z1 − z0

= α

oldu§u aç�kça görülür. Böylelikle z = z0 noktas�nda iki yay aras�ndaki aç�n�n

w0 = f(z0) noktas�ndaki görüntüleri aras�ndaki aç� ile özde³ oldu§u elde edilir.

9



�ekil 2.6: Konform fonksiyon

Teorem 2.2.6. ([5]) f fonksiyonu analitik oldu§u her z noktas�nda f ′(z) 6= 0

ko³ulunu sa§l�yorsa, w = f(z) transformasyonu konformdur.

Her Möbious transformasyonu; a, b, c, d kompleks sabitler olmak üzere

w = f(z) =
az + b

cz + d
, ad− bc 6= 0

geni³letilmi³ kompleks düzlemi kendi üzerine resmeden konform bir fonksiyonu

gösterir.

Teorem 2.2.7. ([9])(Riemann Gönderim Teoremi)D, z−düzleminde basit ba§lan-

t�l� bir bölge olmak üzere z0 ∈ D için f(z0) = 0 ve f ′(z0) > 0 özelliklerini sa§layan

ve D bölgesini aç�k birim disk üzerine konform olarak resmeden, D bölgesinde

analitik ve yal�nkat bir f fonksiyonu tek türlü belirli ³ekilde vard�r.

Riemann Gönderim Teoremi olarak bilinen bu teorem tam olarak anla³�lmam�³

oldu§undan yirminci yüzy�l�n ba³lar�na kadar pek fazla uygulama alan� bula-

mam�³t�r. 1907 y�l�nda ise analitik ve yal�nkat fonksiyonlar için Riemann Gön-

derim Teoremi'nin ispat� verilmi³tir ([9], [11]).

Yal�nkat fonksiyonlar�n tan�m bölgesi D yerine D = {z ∈ C| |z| < 1} aç�k birim

diski ve ayr�ca f(z0) = 0, f ′(z0) > 0 normalizasyonlar� yerine f(0) = 0, f ′(0) > 1

³artlar�n� kullanarak normalize edilen birim diskte yal�nkat olan fonksiyonlar�n

s�n�f� S ile gösterilmektedir. Bu s�n�fa ait fonksiyonlar�n Taylor aç�l�m�

f(z) = z +
∞X
n=2

anz
n, z ∈ D (2.3)
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³eklinde ifade edilmektedir. Yal�nkat fonksiyonlar teorisi S s�n�f� üzerine kurul-

mu³tur. S s�n�f�n�n önemli bir örne§i;

k(z) =
z

(1− z)2
= z + 2z2 + 3z3 + ...

³eklinde verilen Koebe fonksiyonudur. Bu fonksiyon ayn� zamanda

k(z) =
z

(1− z)2
=

1

4

��
1 + z

1− z

�2

− 1

�
(2.4)

³eklinde de gösterilmektedir. Bu fonksiyon ve rotasyonlar� S s�n�f� içindeki birçok

�ekil 2.7: Koebe fonksiyonunun resim bölgesi

ekstremal problemin çözümüdür ve D aç�k birim diskini yatay eksenden −∞ dan

−1/4 e kadar olan ³eridin ç�kar�lmas�yla olu³an bölge üzerine resmeder ([12]).

• Koebe fonksiyonunun birtak�m rotasyonlar� a³a§�daki biçimde olmaktad�r

([12]):

(1) Koebe fonksiyonunun kθ(z) = z/(1 − eiθz)2, z ∈ D ³eklindeki ro-

tasyonu her θ ∈ R için S s�n�f�na aittir. Bu fonksiyon alt�nda birim diskin

görüntüsü yatay eksen üzerinden −∞ dan e−iθ/4 e kadar olan ³eridin ç�kar�l-

mas�yla elde edilen kompleks düzlemdir.

(2) f(z) = 1
2α

((1+z
1−z )α − 1), z ∈ D, 0 < α ≤ 2 fonksiyonuna genelle³tirilmi³

Koebe fonksiyonu denir ve bu fonksiyon S s�n�f�na aittir.

(3) f(z) = z/1 − z2, fonksiyonu D birim diskini, kompleks düzlemden

1/2 ≤ x < ∞ ve −∞ < x ≤ −1/2 yar� do§rular�n�n ç�kar�lmas�yla elde

edilen düzlem üzerine resmeder.

(4) f(z) = z/1 − z bir Möbious transformasyonudur ve birim disk D yi

Rew > −1/2 yar� düzlemi üzerine resmeder.
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�ekil 2.8: D birim diskinin z
1−z transformasyonu alt�ndaki resim bölgesi

Teorem 2.2.8. (Koebe Teoremi) {w| |w| ≤ c} ⊂ T
f∈S f(D) olacak ³ekilde bir

pozitif c sabiti vard�r.

1916 y�l�nda Bieberbach taraf�ndan c = 1/4 oldu§u bulunmas�yla, D aç�k birim

diskinin herhangi bir f ∈ S fonksiyonu ile |w| < 1/4 aç�k diskini örtece§i sonucu

elde edilmi³tir.

Teorem 2.2.9. (Bieberbach Teoremi) f ∈ S, f(z) = z +
P∞
n=2 anz

n ³eklinde

Taylor Aç�l�m�'na sahip bir fonksiyon ise, her n ≥ 2 için |an| ≤ n sa§lan�r.

k ile gösterilen bütün Koebe fonksiyonlar� ve bunlar�n rotasyonlar� için |an| =

n(n ∈ N) e³itli§i gerçeklenir ([9]). Bu teorem 1984 y�l�nda De Branges taraf�ndan

ispatlanm�³t�r ([8]).

• S s�n�f�ndaki fonksiyonlara dair birkaç örnek de a³a§�daki ³ekilde verilebilir

([12]):

(1) f(z) = z birim fonksiyondur.

(2) f(z) = z/1 − z fonksiyonu, D birim diskini konform olarak sa§ yar�

düzleme resmeden fonksiyondur. Normalize edilebildi§inden S s�n�f�ndad�r

ve S nin alt s�n��ar� için birçok problem içinde ekstremal fonksiyon rolü

oynar.

(3) f(z) = z/1−z2 fonksiyonu, D birim diskini kompleks düzlemden 1/2 ≤

x < ∞ ve −∞ < x ≤ −1/2 yar� do§rular�n�n ç�kar�lmas�yla elde edilen

düzlem üzerine resmeder.

(4) f(z) = z − 1

2
z2 =

1

2
[1− (1− z)2] fonksiyonu, D diskini bir kardioidin

üzerine resmeder.
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• S içindeki iki fonksiyonun toplam� yal�nkat de§ildir. Örne§in;
z

1− z
ve

z

1 + iz
fonksiyonlar�n�n toplam�

1

2
(1 + i) noktas�nda s�f�rlanan bir türeve

sahiptir.

• S s�n�f� elemanter transformasyonlar alt�nda korunurlar. Bunlara dair birkaç

örnek a³a§�daki ³ekilde verilebilir ([9]):

(1)E³lenik: f ∈ S ve g(z) = f(z) = z + a2z
2 + a3z

3 + ... ise g ∈ S dir.

(2)Dönme: f ∈ S ve g(z) = e−iθf(eiθz) ise g ∈ S dir.

(3)Dilatasyon: f ∈ S ve g(z) =
1

r
f(rz), (0 < r < 1) ise g ∈ S dir.

(4)Disk otomor�zmas�: f ∈ S ve

g(z) =
f( z+α

1+α
)− f(α)

(1− |α|2)f ′(α)
, |α| < 1

ise g ∈ S dir.

(5)De§er bölgesi transformasyonu: f ∈ S ve ξ, f nin de§er bölgesinde ξ(0) =

0, ξ′(0) = 1 olacak ³ekilde analitik ve yal�nkat bir fonksiyon ise g = ξ◦f ∈ S

dir.

(6)Al�nmam�³ de§er transformasyonu: f ∈ S ve f(z) 6= u ise g = uf/(u −

f) ∈ S dir.

Tan�m 2.2.10. P, D birim diski içinde analitik, p(0) = 1,Re(p(z)) > 0(z ∈

D) ko³ullar�n� sa§layan p(z) = z +
P∞
n=2 cnz

n ³eklindeki regüler fonksiyonlar�n

s�n�f�d�r. Bu s�n�fa Carathéodory s�n�f� da denilmektedir.

Örne§in; p(z) = (1 + z)/(1 − z), z ∈ D fonksiyonu P s�n�f�ndad�r. p(z), D birim

diskinin sa§ yar� düzlem üzerine konform bir tasviridir ve P s�n�f� içinde önemli

bir rol oynamaktad�r.

Lemma 2.2.11. ([12])Schwarz fonksiyonlar�n�n s�n�f�n� Ω ile gösterelim. φ fonk-

siyonu D de tan�ml� fonksiyon olmak üzere, φ ∈ Ω olmas� için gerek ve yeter ³art,

φ(z); D de analitik, φ(0) = 0 ve |φ(z)| < 1 (z ∈ D) olmas�d�r.

Sonuç 2.2.12. ([20])p(z) = 1+c1z+... ∈ P ise |cn| ≤ 2, n = 1, 2, ... dir. E³itli§in

gerçeklenmesi için gerek ve yeter ³art, α, ψ1, ψ2, ψ3, ..., ψn ≥ 0 için ψ1 +ψ2 +ψ3 +

...+ ψn = 1 olmak üzere

p(z) =
nX
k=1

ψk
eiα+2πik/n + z

eiα+2πik/n + z
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olmas�d�r.

P ve Ω s�n��ar� aras�ndaki ba§�nt� ³u ³ekilde verilmektedir:

p(z) ∈ P ⇔ p(z) =
1 + φ(z)

1− φ(z)
, φ(z) ∈ Ω.

Tan�m 2.2.13. f(z) ve g(z) fonksiyonlar� D bölgesinde analitik fonksiyonlar ol-

sun. f(z) fonksiyonunun g(z) fonksiyonuna subordine olmas� f(z) = g(φ(z))

olacak ³ekilde bir φ(z) ∈ Ω bulunabilmesi ile gerçeklenir ve bu sabordinasyon

f(z) ≺ g(z) ile gösterilir.

�ekil 2.9: f fonksiyonunun g fonksiyonu ile sabordinasyonu

Lemma 2.2.14. f ≺ g ise f(0) = g(0) ve f(D) ⊆ g(D) dir.

Teorem 2.2.15. f ≺ g olsun. Bu halde |f ′(0)| ≤ |g′(0)| e³itsizli§i gerçeklenir.

Lemma 2.2.16. g fonksiyonu D üzerinde yal�nkat ise f ≺ g olmas� için gerek ve

yeter ³art f(0) = g(0) ve f(D) ⊆ g(D) olmas�d�r.

S s�n�f�n�n iki önemli alt s�n�f�n� a³a§�daki ³ekilde verebiliriz:

Tan�m 2.2.17. ([20])f(z) = z+a2z
2 +a3z

3 + ... fonksiyonu D bölgesinde yal�nkat

ve F = f(D) görüntü bölgesi orjine göre y�ld�z�l bölge ise, yani analitik olarak;

u ∈ F için, 0 ≤ t ≤ 1 olmak üzere, tu ∈ F ise f fonksiyonuna y�ld�z�l fonksiyon

denir. Y�ld�z�l fonksiyonlar�n s�n�f� S∗ ile gösterilmektedir.

Teorem 2.2.18. ([20])f : D→ C analitik, f(0) = 0 ve f ′(0) = 1 olsun. Bu halde

f(z) ∈ S∗ ⇔ z
f ′(z)

f(z)
∈ P
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gerçeklenir

S∗ =

(
f,D de analitik |f(z) = z +

∞X
n=2

anz
n,Re(z

f ′(z)

f(z)
) > 0

)
. (2.5)

Tan�m 2.2.19. ([20])f(z) = z+a2z
2 +a3z

3 + ... fonksiyonu D bölgesinde yal�nkat

ve F = f(D) tasvir bölgesi konveks bölge ise, yani analitik olarak; 0 ≤ t ≤ 1 olmak

üzere her u1, u2 ∈ F için tu1+(1−t)u2 ∈ F ko³ulu gerçekleniyorsa f fonksiyonuna

konveks fonksiyon denir. Konveks fonksiyonlar s�n�f� ise K ile gösterilmektedir.

Teorem 2.2.20. ([20])f(z) = z + a2z
2 + a3z

3 + ... + anz
n + ... fonksiyonu D

bölgesinde konveks fonksiyon ise her n = 2, 3, ... için |an| ≤ 1 dir. |an| = 1

e³itli§inin gerçeklenmesi λ ∈ C, |λ| = 1 için f(z) =
z

1− λz
³eklinde olmas� ile

mümkündür.

Teorem 2.2.21. ([20])f : D→ C analitik, f(0) = 0 ve f ′(0) = 1 olsun. Bu halde

f(z) ∈ K ⇔ 1 + z
f ′′(z)

f ′(z)
∈ P

gerçeklenir

K =

(
f,D de analitik |f(z) = z +

∞X
n=2

anz
n,Re(1 + z

f ′′(z)

f ′(z)
) > 0

)
. (2.6)

Tan�m 2.2.22. ([14]) −1 ≤ B < A ≤ 1 olmak üzere P(A,B), p(z) = 1+p1z+ ...

³eklinde D de regüler fonksiyonlar�n s�n�f�d�r ve

p(z) ∈ P(A,B)⇔ p(z) =
1 + Aφ(z)

1 +Bφ(z)
, z ∈ D, φ(z) ∈ Ω

ba§�nt�s� gerçeklenmektedir.

Teorem 2.2.23. ([6])p(z) = 1 + p1z + p2z
2 + ... + pnz

n + ... ∈ P(A,B) ise her

n = 1, 2, 3, ... için |pn| ≤ A−B dir.

Tan�m 2.2.24. ([14])f(z) = z + a2z
2 + ... ³eklinde Taylor aç�l�m�na sahip olan,

D de regüler ve

f(z) ∈ S∗(A,B)⇔ z
f ′(z)

f(z)
= p(z), p(z) ∈ P(A,B), z ∈ D

ba§�nt�s�n� gerçekleyen fonksiyonlar�n s�n�f� S∗(A,B) ile gösterilmektedir.
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Teorem 2.2.25. ([19])f(z) = z+a2z
2 +a3z

3 + ...+anz
n + ... ∈ S∗(A,B) ise her

n = 2, 3, ... için

|an| ≤

8>><>>:
Qn−2
k=0

|(A−B)+kB|
k+1

, B 6= 0;

Qn−2
k=0

|A|
k+1

, B = 0.

e³itsizlikleri vard�r.

Lemma 2.2.26. ([14])p(z) ∈ P(A,B) fonksiyonu, D birim diskini, merkezi

C(r) = (1−ABr2
1−B2r2

, 0), yar�çap� ρ(r) = (A−B)r
1−B2r2

olan kapal� diske resmeder.

Teorem 2.2.27. ([14])f(z) ∈ S∗(A,B) ise |z| = r, 0 ≤ r < 1 için

C(r;A,B) =

8>><>>:
r(1 +Br)

(A−B)
B , B 6= 0;

reAr, B = 0;

olmak üzere

C(r;−A,−B) ≤ |f(z)| ≤ C(r;A,B)

distorsiyonu vard�r.
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Bölüm 3

LOG-HARMON�K YALINKAT

FONKS�YONLAR TEOR�S�

3.1 Harmonik Fonksiyonlar

Reel de§erli, ikinci k�smi türevlere sahip, sürekli bir u(x, y) fonksiyonu Laplace

diferansiyel denklemi olarak adland�r�lan

∆(u) =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0

ifadesini gerçeklerse harmonik fonksiyon olarak adland�r�l�r. Bir D bölgesinde

tan�ml�, sürekli ve kompleks de§erli w = f(z) = u(x, y) + iv(x, y) fonksiyonu-

nun harmonik fonksiyon olmas� için, D üzerinde u ve v nin reel de§erli harmonik

fonksiyonlar olmas� gerekir. Yani, ∆(u) = uxx + uyy = 0 ve ∆(v) = vxx + vyy = 0

Laplace denklemleri'nin sa§lanmas� gerekir. f = u + iv fonksiyonunun sürekli

k�smi türevleri var ise analitiktir. Analitiklik için gerek ve yeter ³art, ux = vy

ve uy = −vx olarak tan�mlanan Cauchy Riemann Denklemleri'nin sa§lanmas�d�r.

Dolay�s�yla, her analitik fonksiyon kompleks de§erli bir harmonik fonksiyondur.

Bunu a³a§�daki ³ekilde ispatlayabiliriz:

w = f(z) = u(x, y) + iv(x, y) fonksiyonu basit ba§lant�l� bir D bölgesinde tan�m-

lanm�³ ve analitik olsun. f(z) fonksiyonundaki reel de§i³kenli fonksiyonlar har-

moniktir. Gerçekten; f(z) fonksiyonu verilen bölgede analitik oldu§undan Cauchy
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Riemann Denklemleri'ni gerçekler. Buna göre;

∂u

∂x
=
∂v

∂y
⇒ ∂2u

∂x2
=

∂2v

∂x∂y
,
∂2v

∂y2
=

∂2u

∂y∂x

∂u

∂y
= −∂v

∂x
⇒ ∂2u

∂y2
= − ∂2v

∂y∂x
,
∂2v

∂x2
= − ∂2u

∂x∂y

(3.1)

e³itlikleri yaz�labilir. Schwarz e³itli§i

∂2v

∂x∂y
=

∂2v

∂y∂x
,

∂2u

∂x∂y
=

∂2u

∂y∂x

(3.1) e³itliklerinde kullanl�rsa,

∆(u) =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0, ∆(v) =

∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2
= 0

elde edilir. Böylece u = u(x, y), v = v(x, y) fonksiyonlar�n�n D bölgesinde har-

monik oldu§u söylenebilir. Bununla beraber her kompleks de§erli harmonik fonk-

siyon analitik de§ildir.

Cauchy Riemann Denklemleri'ni gerçekleyen bir (u, v) fonksiyon çifti e³lenik çift

olarak adland�r�l�r ve v ye u nun harmonik e³leni§i denir. Dolay�s�yla −u da v

nin harmonik e³leni§i olur.

Herhangi iki analitik fonksiyonun çarp�m� ve bile³kesi yine analitiktir. Fakat iki

harmonik fonksiyonun bile³kesi harmonik olmayabilir.

Harmonik bir fonksiyonun tersi harmonik olmak zorunda de§ildir.

f = u + iv basit ba§lant�l� D bölgesinde harmonik ve f(0) = 0 olsun. F (0) =

G(0) = 0, ReF = Ref = u,ReG = imf = v olacak ³ekilde D bölgesinde analitik

F ve G fonksiyonlar� tan�mlans�n. Ayr�ca h = (F+iG)/2 ve g = (F−iG)/2 olsun.

Bu durumda f = h + g ³eklinde olur ve h, g fonksiyonlar� D bölgesinde analitik-

tirler. Gerçekten, Ref = ReF = u ve imf = ReG = v kabulü alt�nda F = u+m

ve G = v + in olarak al�nabilir. Buna göre h = (F + iG)/2 ve g = (F − iG)/2

olarak yaz�l�rsa

h =
(u− n) + i(v +m)

2

ve

g =
(u+ n)− i(v −m)

2
⇒ g =

(u+ n) + i(v −m)

2
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e³itlikleri elde edilir. Dolay�s�yla f = h+ g olarak yaz�labilir. Bu gösterili³e f nin

kanonik gösterili³i ad� verilir. h ye f nin analitik k�sm�, g ye f nin co-analitik

k�sm� denir. Örne§in; f(z) = z− 1/z+ 2ln |z| fonksiyonu D birim diskini C−{0}

üzerine resmeden harmonik yal�nkat bir fonksiyondur. Bu fonksiyonun analitik

k�sm� h(z) = z + logz ve co-analitik k�sm� g(z) = logz − 1/z ³eklindedir.

Harmonik bir f = u+ iv fonksiyonu için Jakobiyen Jf = ux(z)vy(z)− uy(z)vx(z)

³eklinde tan�mlan�r. Jakobiyen, f = h + g harmonik fonksiyonu için fz ve fz

ifadelerine ba§l� olarak

Jf (z) = |fz(z)|2 − |fz(z)|2 = |h′(z)|2 − |g′(z)|2

³eklinde de yaz�labilir. Jf jakobiyeni D içinde pozitif ise f ye, D içinde yön-

koruyan fonksiyon, negatif ise yön-de§i³tiren fonksiyon denir. E§er f yön-koruyan

ise f yön-de§i³tiren'dir([10]).

xy− düzlemindeki birD1 bölgesinden, uv−düzlemindeki birD2 bölgesine tan�ml�,

bire-bir f(z) = u(z) + iv(z) fonksiyonu u ve v harmonik iseler harmonik yal�nkat

fonksiyon ad�n� al�r.

Harmonik tasvirler için Lewy taraf�ndan a³a§�daki önemli sonuç verilmi³tir.

Teorem 3.1.1. ([16]) Harmonik bir fonksiyonun z0 noktas�n�n kom³ulu§unda

yerel yal�nkat olmas� için gerek ve yeter ³art, Jf (z0) 6= 0 olmas�d�r.

Teorem 3.1.2. ([7])f = h + g fonksiyonunun yerel yal�nkat ve yön-koruyan

olmas� için gerek ve yeter ³art,

Jf (z) = |h′(z)|2 − |g′(z)|2 > 0 (z ∈ D)

³eklinde olmas�d�r.

Tan�m 3.1.3. Bir harmonik f fonksiyonu için w = g′/h′ ifadesine f nin ikinci

dilatasyon fonksiyonu ad� verilir. Yön-koruyan bir f harmonik fonksiyonu için

|w(z)| < 1 dir.

Tan�m 3.1.4. D üzerindeki harmonik, kompleks de§erli, yön-koruyan, normalize

edilmi³ yal�nkat harmonik fonksiyonlar�n s�n�f� SH ile gösterilir. SH s�n�f�na ait
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bir f fonksiyonu f = h+g olarak gösterilebilir. Burada h(z) ve g(z), D de analitik

ve

h(z) = z +
∞X
n=2

anz
n, g(z) =

∞X
n=1

bnz
n (3.2)

³eklindeki seri aç�l�mlar�na sahip fonksiyonlard�r. Yön-koruyan olma özelli§inden

|b1| < 1 olmak zorundad�r.

Yön-koruyan bir harmonik f ∈ SH tasviri, f(D) de§er bölgesi orijine göre

y�ld�z�l ise S∗H s�n�f�na aittir. S∗H s�n�f�na ait bir f fonksiyonu D içinde harmonik

y�ld�z�l fonksiyon olarak adland�r�l�r. Benzer ³ekilde, f ∈ SH tasviri alt�nda f(D)

bölgesi konveks ise, f fonksiyonu KH s�n�f�na aittir. KH s�n�f�na ait bir f fonksi-

yonu D içinde harmonik konveks fonksiyon olarak adland�r�l�r.

Bu tan�mlar analitik olarak

f ∈ S∗H ⇔
∂

∂θ
(arg f(reiθ)) > 0 z ∈ D (3.3)

f ∈ KH ⇔
∂

∂θ
arg(

∂

∂θ
arg f(reiθ)) > 0 z = reiθ, 0 ≤ θ ≤ 2π, 0 ≤ r ≤ 1 (3.4)

³eklinde ifade edilir.

S ailesi için ortaya konan ve 69 y�l sonra do§rulu§u 1984 y�l�nda Louis De Branges

([8]) taraf�ndan ispatlanan Bieberbach san�s�n�n ispat�ndan sonra S ailesi için

bilinen klasik sonuçlar�n SH ve bu s�n�f�n alt aileleri için de geçerli olup olmad�§�

sorusu dü³ünülmeye ba³lanm�³t�r. 1984 y�l�nda Clunie ve Sheil Small ([7]) yal�nkat

fonksiyonlar için elde edilen sonuçlar�n harmonik tasvirlerle ayn� olmad�§�n�, fakat

analoglar�n�n verilebilece§ini ortaya koymu³lard�r.

3.2 Log-harmonik Fonksiyonlar

Harmonik fonksiyonlar teorisi üzerine çal�³malar devam ederken, 1984 y�l�nda

Zayid Abdulhadi ve Walter Hengartner taraf�ndan log-harmonik fonksiyonlar in-

celenmeye ba³lanm�³t�r. Bu tür fonksiyonlarla ilgili çal�³malardaki temel konular,

harmonik ve analitik fonksiyonlarla ilgili özelliklerin log-harmonik fonksiyonlarda

ne ³ekilde gerçeklenece§inin ara³t�r�lmas�, bilinen yal�nkat analitik ve yal�nkat

harmonik fonksiyon s�n��ar� ile log-harmonik yal�nkat fonksiyon s�n��ar� aras�nda
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ba§lant�lar kurulmas�, yeni fonksiyon s�n��ar� belirlenmesi ve bu s�n��ar�n özellik-

lerinin incelenmesidir. 1988 y�l�nda yay�nlanan ilk çal�³mada log-harmonik fonk-

siyonlar�n ç�k�³ noktas� ortaya konulmu³tur ([3]).

Tan�m 3.2.1. D, C nin bir bölgesi olmak üzere H(D), normal yak�nsama topolo-

jisiyle D de tan�ml� tüm analitik fonksiyonlar�n cümlesi olsun. H.H(D), D böl-

gesinde tan�ml�,

f = H.G (3.5)

³eklinde gösterilen, aç�k ve yön-koruyan tüm kompleks de§erli fonksiyonlar�n cüm-

lesini göstermektedir. Bu fonksiyonlar

w ∈ H(D), w(D) ⊂ D = {ξ| |ξ| < 1} (3.6)

olmak üzere lineer olmayan eliptik

fz = [wf/f ]fz (3.7)

diferansiyel denklemini gerçeklemektedir. Bu s�n�f içindeki s�f�rlanmayan fonksi-

yonlar H1 ve G1, H(D) de olmak üzere, herhangi bir yön-koruyan, harmonik

u = H1 +G1 fonksiyonu için eu ³eklindedirler. Bunun yan�s�ra H.H(D) nin s�f�r-

lanan fonksiyonlar�yla da çal�³�lmaktad�r.

F (w,D), w daima (3.6) y� gerçeklemek üzere, D de (3.7) nin sabitten farkl� tüm

çözümlerinin cümlesidir. f ∈ F (w,D) olmak üzere f , aç�k ve yön-koruyan bir

fonksiyondur.

Bu tan�mlar gözönünde bulundurularak F (w,D) ve H.H(D) s�n��ar� aras�ndaki

ili³kiler a³a§�daki ak�³ta s�ralanm�³t�r ([3]).

• Z(f) = {z ∈ D | f(z) = 0}

Lemma 3.2.2. ([3]) D, C nin basit ba§lant�l� bir bölgesi olsun. S�f�rlanmayan bir

f fonksiyonunun H.H(D) de olmas� için gerek ve yeter ³art, w, (3.6) y� gerçek-

lemek üzere, F (w,D) cümlesinde olmas�d�r.

Lemma 3.2.3. ([3]) f fonksiyonu F (w,D) cümlesinde olsun. f(z0) = 0 ve

B(z0, ρ)/ {z0} ⊂ D/Z(f) olsun. Bu halde f fonksiyonu

f(z) = (z − z0)
n |z − z0|2βn h(z)g(z); z ∈ B(z0, ρ) (3.8)
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³eklinde gösterilir. Burada,

n ∈ N, β = nw(z0)(1 + w(z0))/(1 − |w(z0)|2) d�r, böylece Reβ > −n/2 dir. h,

g ∈ H(B(z0, ρ)) d�r ve h(z0) 6= 0, g(z0) = 1 dir.

Teorem 3.2.4. ([3]) D, C nin bir bölgesi olsun. f fonksiyonu H.H(D) içindeyse,

w (3.6) da tan�mland�§� ³ekilde, [0, 1) içinde bir rasyonel say� ve z ∈ Z(f) olmak

üzere F (w,D) dedir. Tersine, f ∈ F (w,D) ise ve her z0 ∈ Z(f) için p(z0) ∈

N ∪ {0} , q(z0) ∈ N ve q(z0) − p(z0), p(z0) �n bir böleni olmak üzere w(z0) =

p(z0)/q(z0) ∈ [0, 1) elde edilir ve böylece f ∈ H.H(D) dir.

3.3 Log-harmonik Yal�nkat Fonksiyonlar

D, C nin bir bölgesi ve z0 ∈ D olsun. A³a§�daki karakterizasyon, Teorem 3.2.4

den elde edilir.

Teorem 3.3.1. ([3]) f , D üzerinde f(z0) = 0 olacak ³ekilde yal�nkat bir tasvir

olsun. Bu halde f ∈ H.H(D) olmas� için gerek ve yeter ³art, w, w(z0) = m
m+1

,m ∈

N ∪ {0} olacak ³ekilde (3.6) y� tan�mlamak üzere f ∈ F (w,D) olmas�d�r.

Lemma 3.3.2. ([3]) D, C içinde bir bölge ve f ∈ F (w,D) yal�nkat bir fonksiyon

olsun. Bu halde

(a) f(z) 6= 0 oldu§unda fz(z) 6= 0 d�r,

(b) f(z0) = 0 ise

lim
z→z0

(z − z0)fz(z)/f(z)

vard�r ve C− {0} dad�r.

Böylece (z − z0)fz/f , H(D) de s�f�rlanmayan bir fonksiyondur.

Tan�m 3.3.3. ([3]) Slh; birim diskte tan�ml�, kompleks de§erli, normalize edilmi³

yal�nkat log-harmonik fonksiyonlar�n s�n�f�d�r.

Slh =
[

w∈H(D)

{f ∈ F (w,D) yal�nkat | f(0) = 0, fz(0) = 1} =

¦
f = zh(z)g(z) ∈ H.H(D) | f yal�nkat ve h(0) = g(0) = 1

©
.

Bu ilk çal�³man�n ard�ndan log-harmonik fonksiyon tan�m�H.H(D) ve F (w,D)

cümlelerinden ba§�ms�z olarak a³a§�daki ³ekilde genelle³tirilmi³tir.
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Tan�m 3.3.4. ([4]) H(D), D aç�k birim diskinde tan�ml� tüm analitik fonksiyon-

lar�n lineer uzay� ve B, her z ∈ D için |w(z)| < 1 ko³uluna uyan w(z) ∈ H(D)

fonksiyonlar�n�n cümlesi olsun. Bir log-harmonik fonksiyon ikinci dilatasyon fonk-

siyonu w ∈ B olmak üzere, lineer olmayan

fz

f
= w(z)

fz
f

(3.9)

eliptik k�smi diferansiyel dekleminin bir çözümüdür. f , D de s�f�rlanmayan bir

log-harmonik fonksiyon ise, h, g ∈ H(D) olmak üzere

f = hg

formundad�r. Di§er yandan f fonksiyonu sadece bir z0 noktas�nda s�f�rlan�yorsa,

• m negatif olmayan bir tamsay�,

• β = w(0)(1 + w(0))/(1− |w(0)|2) ve böylece Reβ > −1/2,

• h ve g, D de analitik fonksiyonlar, h(0) 6= 0, g(0) = 1

olmak üzere

f = (z − z0)
m|z − z0|2mβhg

³eklinde bir gösterilime sahiptir. z0 = 0 seçildi§inde bu gösterilim

f = zm|z|2mβhg

³ekline dönü³ür.

Ayr�ca f fonksiyonu D üzerinde yal�nkat log-harmonik bir fonksiyon ise; 0 /∈

f(D) iken log f , D üzerinde harmonik yal�nkat bir fonksiyondur, f(0) = 0 duru-

munda ise (yani f fonksiyonu s�f�r noktas�nda s�f�rlan�yorsa) F (ζ) = log f(eζ),

{ζ |Reζ < 0} yar�-düzlemi üzerinde harmonik yal�nkat fonksiyon olup f = z|z|2βhg,

Reβ > −1/2, 0 /∈ h.g(D) biçimindedir.

Log-harmonik fonksiyonlar için yap�lan bu tan�m�n ard�ndan harmonik fonk-

siyonlar teorisindeki ikinci dilatasyon ve Jakobiyen fonksiyon kavramlar�n� log-

harmonik yal�nkat fonksiyonlar için verebiliriz.
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Bu fonksiyonlar�, seçilen f fonksiyonu ve türevinin, ikinci dilatasyon fonksiyonu

için

w(z) =
fz

f
/
fz
f

ifadesinde ve Jakobiyen fonksiyonu için de

Jf (z) = |fz|2 − |fz|2

ifadesinde yerine yaz�lmas�yla elde edebiliriz. Bu tan�mlar a³a§�daki ³ekillerde

verilebilir.

Tan�m 3.3.5. f(z) = h(z)g(z) ³eklinde bir fonksiyon ise, ikinci dilatasyon fonk-

siyonu,

w(z) =
g′(z)/g(z)

h′(z)/h(z)

biçimindedir.

f fonksiyonu f(z) = (z − z0) |z − z0|2β h(z)g(z) ³eklinde ise bu fonksiyona dair

ikinci dilatasyon fonksiyonu ise,

w(z) =

β + (z − z0)
g′(z)

g(z)

1 + β + (z − z0)
h′(z)

h(z)

³eklinde elde edilmektedir.

Y�ld�z�l fonksiyonlar için z0 = 0 noktas� al�nd�§� için bu kez ikinci dilatasyon

fonksiyonu,

w(z) =

β + z
g′(z)

g(z)

1 + β + z
h′(z)

h(z)

³eklinde olur.

f(z) = zh(z)g(z) fonksiyonu için, β = 0 yani; w(0) = 0 durumunda ise ikinci

dilatasyon fonksiyonu,

w(z) =
zg′(z)/g(z)

1 + zh′(z)/h(z)

biçimine dönü³ür.
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Tan�m 3.3.6. f = h(z)g(z) ³eklindeki log-harmonik fonksiyona dair jakobiyen

fonksiyonu,

Jf (z) = |fz(z)|2 − |fz(z)|2 = |f(z)|2
������h

′(z)

h(z)

�����
2

−
�����g
′(z)

g(z)

�����
2
�

³eklinde elde edilmektedir.

f = (z − z0)|z − z0|2βh(z)g(z) ³eklindeki fonksiyon için de,

Jf (z) = |fz(z)|2 − |fz(z)|2 = |f(z)|2
������ 1 + β

z − z0

+
h′(z)

h(z)

�����
2

−
����� β

z − z0

+
g′(z)

g(z)

�����
2
�

biçiminde olmaktad�r.

Y�ld�z�l fonksiyonlar için z0 = 0 noktas� al�narak fonksiyona ait jakobiyen

Jf (z) = |fz(z)|2 − |fz(z)|2 = |f(z)|2
������1 + β

z
+
h′(z)

h(z)

�����
2

−
�����βz +

g′(z)

g(z)

�����
2
�

³eklinde tan�mlanmaktad�r.

f(z) = zh(z)g(z) fonksiyonu için, β = 0 yani; w(0) = 0 durumunda ise jakobiyen

fonksiyonu

Jf (z) = |fz(z)|2 − |fz(z)|2 = |f(z)|2
������1z +

h′(z)

h(z)

�����
2

−
�����g
′(z)

g(z)

�����
2
�

³eklinde elde edilmektedir.

Sabitten farkl� bir f log-harmonik fonksiyonu daima yön-koruyan bir fonksiyon-

dur ([1]). Dolay�s�yla bu tür fonksiyonlar için kullanaca§�m�z Jf (z) daima pozitif

olmaktad�r.

Bir z0 noktas�nda s�f�rlanan yal�nkat log-harmonik f fonksiyonunun h(z)g(z)

³eklinde gösterilebilmesi için gerek ve yeter ³art, w(z0) = m
m+1

,m ∈ N∪{0} olmas�

idi ([3]). Bu tan�m y�ld�z�l fonksiyonlar için w(0) = m
m+1

,m ∈ N ∪ {0} olmas�na

denk dü³mektedir. O halde f(z) = zh(z)g(z) fonksiyonu ile çal�³�ld�§�nda ise β =

0 yani w(0) = 0 olmaktad�r. Bu durumda fonksiyon f(z) = zh(z)g(z) = s(z)g(z)

³eklinde yaz�labilmektedir. Burada s(z) = zh(z) ³eklinde olup, h(0) = 1 = g(0),

s(0) = 0 normalizasyonlar� mevcuttur. Tez çal�³mas�nda bu tür fonksiyonlarla

ilgilenilecektir.

Harmonik ve analitik fonksiyonlarda oldu§u gibi log-harmonik fonksiyonlar için

de birtak�m önemli alt s�n��ar tan�mlanm�³t�r. Bunlardan ilki S∗lh d�r.
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Tan�m 3.3.7. ([1]) S∗lh; birim disk D üzerinde f(0) = 0 olacak ³ekilde tan�ml�,

h(0) = g(0) = 1 e³itli§ini gerçeklemek üzere, f(D) nin y�ld�z�l bir bölge oldu§u

tüm yal�nkat log-harmonik fonksiyonlar�n cümlesidir.

S∗ = {f ∈ S∗lh ve f ∈ H(D)} olmak üzere S∗lh ve S∗ s�n��ar� aras�ndaki ba§lant�

a³a§�daki teoremle verilmektedir.

Teorem 3.3.8. H(D); D = {z| |z| < 1} birim diskinde tan�ml� tüm analitik fonk-

siyonlar�n uzay� ve B = {w ∈ H(D)| |w(z)| < 1, z ∈ D} olmak üzere

(a) f = z |z|2β hg ∈ S∗lh ⇒ υ(z) = zh/g ∈ S∗ dir.

(b) Verilen herhangi υ(z) ∈ S∗ ve w ∈ B için, H(D) içinde a³a§�daki ³ekilde

tan�mlanan tek türlü belirli h ve g fonksiyonlar� vard�r:

(i) 0 /∈ hg(D), h(0) = g(0) = 1,

(ii) υ(z) = zh/g,

(iii) β = w(0)(1+w(0))/(1−|w(0)|2) olmak üzere f = z |z|2β hg, S∗lh s�n�f� içinde

eliptik diferansiyel denklemin bir çözümüdür.

A³a§�da verilen sonuç ise β = 0, yani w(0) = 0 için S∗lh s�n�f�na dair bir

distorsiyondur.

Teorem 3.3.9. ([1]) f = zhg ∈ S∗lh olsun. w(0) = 0 olmak üzere her z ∈ D için

(i) |z| exp

�−4 |z|
1 + |z|

�
≤ |f(z)| ≤ |z| exp

�
4 |z|

1 + |z|

�

(ii)
1− |z|

(1 + |z|)2
exp

�−4 |z|
1 + |z|

�
≤ |fz(z)| ≤ 1− |z|

(1 + |z|)2
exp

�
4 |z|

1 + |z|

�

(iii) |fz(z)| ≤ |z| (1− |z|)
(1 + |z|)2

exp

�
4 |z|

1 + |z|

�
distorsiyonlar� vard�r.

f0(z) =
z(1− z)

(1− z)
exp

�
Re

4z

1− z

�

olmak üzere f(z) = ξf0(ξz), |ξ| = 1 ³eklinde olmas� durumunda e³itlikler gerçek-

lenir.

Log-harmonik fonksiyonlar teorisinde di§er önemli bir fonksiyon s�n�f� Plh d�r.
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Tan�m 3.3.10. ([1]) Plh, tüm z ∈ D ler için Ref(z) > 0 olacak ³ekilde h, g ∈

H(D), h(0) = g(0) = 1 ko³ullar�n� sa§layan f(z) = h(z)g(z) ³eklinde ifade edilen,

birim disk D de tan�ml� tüm log-harmonik fonksiyonlar�n s�n�f�d�r.

Rep(z) > 0, p(0) = 1 olan p(z) analitik fonksiyonlar�n s�n�f� P, Plh s�n�f�n�n alt

cümlesidir.

Teorem 3.3.11. ([1]) f(z) = h(z)g(z) ∈ Plh ise p = h/g ∈ P dir. Tersine,

verilen p ∈ P ve w ∈ B ye kar³�l�k H(D) de, h ve g gibi s�f�rlanmayan fonksiyonlar

vard�r öyle ki, p = h/g, f = hg ∈ Plh ve f fonksiyonu verilen w ya göre (3.7) nin

bir çözümüdür.

Ayr�ca Plh s�n�f� için elde edilmi³ olan distorsiyonlar da a³a§�daki teoremle

verilmi³tir.

Teorem 3.3.12. ([1]) f(z) = h(z)g(z) ∈ Plh, w(0) = 0 olmas� durumunda

(i) exp (−2 |z| /(1− |z|)) ≤ |f(z)| ≤ exp (2 |z| /(1− |z|)),

(ii) |fz(z)| ≤ 2

(1− |z|)(1− |z|2)
exp (2 |z| /(1− |z|)),

(iii) |fz(z)| ≤ 2 |z|
(1− |z|)(1− |z|2)

exp (2 |z| /(1− |z|))

e³itsizlikleri elde edilir.

f0(z) =
1 + z

1− z

����1− z1 + z

���� eRe z
1−z

olmak üzere, f(z) nin

f0(ξz), |ξ| = 1

³eklinde fonksiyon olmas� durumunda e³itsizliklerin sa§ yanlar� için e³itlik,

1/f0(ξz), |ξ| = 1

³eklinde bir fonksiyon ise de e³itsizliklerin sol yanlar� için e³itlik olu³ur.

2006 y�l�nda ise Z. Abdulhadi ve A. Muhanna'n�n beraber yay�nlad�klar� çal�³-

mada α-y�nc� dereceden y�ld�z�l log-harmonik fonksiyon s�n�f� ortaya at�lm�³t�r.

Tan�m 3.3.13. ([2]) f(z) = z |z|2β h(z)g(z) yal�nkat log-harmonik bir fonksiyon

olsun.
∂ arg f(reiθ)

∂θ
= Re

zfz − zfz
f

> α, 0 ≤ α < 1
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e³itsizli§inin gerçeklenmesi halinde f fonksiyonuna α-y�nc� mertebeden y�ld�z�l

log-harmonik fonksiyon denir. S∗lh(α), tüm α-y�nc� mertebeden y�ld�z�l log-harmonik

fonksiyonlar�n s�n�f�d�r.

α = 0 için y�ld�z�l log-harmonik fonksiyonlar�n s�n�f� elde edilmektedir.
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Bölüm 4

ANAL�T�K KISMI JANOWSK� YILDIZIL

FONKS�YON OLAN JANOWSK� YILDIZIL

LOG-HARMON�K FONKS�YONLAR SINIFI

4.1 S∗lh(A,B) S�n�f�

Tan�m 4.1.1. f = zh(z)g(z) yal�nkat log-harmonik bir fonksiyon olsun. f nin

Janowski y�ld�z�l log-harmonik bir fonksiyon olmas� için h(0) = g(0) = 1 norma-

lizasyonlar� alt�nda, her z ∈ D için p(z) ∈ P (A,B) olmak üzere

Rep(z) =
∂ arg f(reiθ)

∂θ
= Re

�
zfz − zfz

f

�
>

1− A
1−B

(4.1)

ko³ulu gerçeklenmelidir ([14]). Analitik k�sm� (zh(z)) Janowski y�ld�z�l fonksiyon

olan Janowski y�ld�z�l log-harmonik fonksiyonlar�n s�n�f� S∗lh(A,B) ile gösterilmek-

tedir.

Yapt�§�m�z çal�³malarda kullan�lacak üç temel lemma a³a§�daki ³ekilde veril-

mektedir.

Lemma 4.1.2. ([13]) φ(z), D de φ(0) = 0 olacak ³ekilde tan�ml�, analitik bir

fonksiyon olsun. |φ(z)|, |z| = r < 1 çemberinde bir z0 ∈ D noktas�nda maksimum

de§erine ula³�yorsa, k ≥ 1, reel bir say� olmak üzere

z0φ
′(z0) = kφ(z0) (4.2)

e³itli§i vard�r.
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Lemma 4.1.3. ([15]) p(z), P (A,B) s�n�f�n�n bir eleman� ise

Rep(z) >
1− A
1−B

≥ 0 (4.3)

e³itsizlikleri gerçeklenir.

Lemma 4.1.4. ([21]) s(z) ∈ S∗(A,B) ise�����z s
′(z)

s(z)
− 1− ABr2

1−B2r2

����� ≤ (A−B)r

1−B2r2

e³itsizli§i vard�r.

Teorem 4.1.5. f = zh(z)g(z), D de log-harmonik bir fonksiyon ve 0 /∈ h.g(D)

olsun.

zh′(z)

h(z)
− zg′(z)

g(z)
≺

8>><>>:
(A−B)z

1 +Bz
= F1(z), B 6= 0;

Az = F2(z), B = 0;

sabordinasyonun gerçeklenmesi halinde f ∈ S∗lh(A,B) dir.

�spat. �spat� yapmak için

h(z)

g(z)
=

8>><>>:
(1 +Bφ(z))

A−B
B , B 6= 0;

eAφ(z), B = 0;

(4.4)

fonksiyonunu z = 0 noktas�nda (1 +Bφ(z))
A−B

B ifadesi 1 de§erini alacak ³e-

kilde tan�mlar�z (Burada uygun bir Riemann dal� seçilmektedir). Sabordinasyon

ko³ullar�n�n gerçeklenmesi için φ(z), D de analitik, φ(0) = 0, |φ(z)| < 1 olmal�d�r.

(4.4) ile verilen fonksiyonun tan�m�ndan dolay� ilk iki ko³ul gerçeklenmektedir.

Son ko³ulu gerçeklemek için (4.4) ifadesinden logaritmik türev al�narak,

zh′(z)

h(z)
− zg′(z)

g(z)
=

8>><>>:
(A−B)zφ′(z)

1 +Bφ(z)
, B 6= 0;

Azφ′(z), B = 0;

(4.5)

e³itlikleri elde edilir. Bu e³itliklerden hareketle φ(z) fonksiyonunun D de maksi-

mum de§ere ula³t�§� dü³ünülürse, bir z0 ∈ D için Lemma 4.1.2 nin yaz�lmas�yla

z0φ
′(z0) = kφ(z0), k ≥ 1 e³itli§i elde edilir, böylece

z0h
′(z0)

h(z0)
− z0g

′(z0)

g(z0)
=

8>>>>><>>>>>:

k(A−B)φ(z0)

1 +Bφ(z0)
= F1(φ(z0)) /∈ F1(D), B 6= 0;

kAφ(z0) = F2(φ(z0)) /∈ F2(D), B = 0;

(4.6)
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e³itlikleri elde edilir. (4.6) da görüldü§ü gibi e³itliklerin sa§ yanlar�ndaki ifadeler

k 6= 1 için resim bölgesinin d�³�nda kalmaktad�r. Bu halde her z ∈ D için |φ(z)| < 1

gerçeklenmek zorundad�r.

O halde üç ko³ul da gerçeklendi§inden sabordinasyon mevcuttur ve bu sabordi-

nasyon kullan�larak

1 +
zh′(z)

h(z)
− zg′(z)

g(z)
=

8>><>>:
1 + Aφ(z)

1 +Bφ(z)
= p(z), B 6= 0;

1 + Aφ(z) = p(z), B = 0;

(4.7)

e³itlikleri elde edilir ve Lemma 4.1.3 ün kullan�lmas�yla

Re
�

1 +
zh′(z)

h(z)
− zg′(z)

g(z)

�
= Rep(z) >

1− A
1−B

(4.8)

oldu§u bilinmektedir. Di§er yandan f fonksiyonunun tan�m�ndan,

f = zh(z)g(z)⇒ zfz − zfz
f

= 1 +
zh′(z)

h(z)
− zg′(z)

g(z)

e³itli§i elde edilir. Bu e³itli§in her iki yan�n�n reel k�s�mlar� al�nacak olursa,

Re
�
zfz − zfz

f

�
= Re

 
1 +

zh′(z)

h(z)
− zg′(z)

g(z)

!

= Re
�

1 +
zh′(z)

h(z)
− zg′(z)

g(z)

� (4.9)

e³itli§i elde edilir. (4.7), (4.8) ve (4.9) un birlikte dü³ünülmesiyle de y�ld�z�ll�k

ko³ulu gerçeklendi§inden f ∈ S∗lh(A,B) oldu§u sonucu elde edilir.

Sonuç 4.1.6. f ∈ S∗lh(A,B) ise8>>>>>><>>>>>>:

������
�
h(z)

g(z)

� B
A−B

− 1

������ < |B| , B 6= 0;

�����log

�
h(z)

g(z)

������ < |A| , B = 0.

(4.10)

e³itsizlikleri vard�r.

�spat. (4.4) e³itlikleri kullan�larak8>>>>>><>>>>>>:

�
h(z)

g(z)

� B
A−B

− 1 = Bφ(z), B 6= 0;⇒

������
�
h(z)

g(z)

� B
A−B

− 1

������ < |B| , B 6= 0;

log

�
h(z)

g(z)

�
= Aφ(z), B = 0;⇒

�����log

�
h(z)

g(z)

������ < |A| , B = 0;

³eklinde istenen sonuç elde edilebilir.
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Bu e³itsizlikler Teorem 4.1.5 in basit bir sonucu olarak ortaya ç�kmaktad�r.

Ayr�ca bu e³itsizlik çifti S∗lh(A,B) s�n�f� için Marx-Strohhacker E³itsizlikleri olarak

adland�r�lmaktad�r.

Lemma 4.1.7. h(z), D birim diskinde h(0) = 1 olacak ³ekilde tan�ml�, analitik

bir fonksiyon olsun. Bu halde,

Re
�

(zh(z))′

h(z)

�
= r

∂

∂r
log |zh(z)|

e³itli§i gerçeklenir.

�spat. �spat� yapmak için zh(z) ifadesini modülü cinsinden yaz�p logaritmik türev

al�rsak,

zh(z) = |zh(z)| eiθ ⇒ log(zh(z)) = log |zh(z)|+ iθ ⇒

log(reiξh(reiξ)) = log
���reiξh(reiξ)

���+ iθ ⇒

1 + reiξ.
h′(reiξ)

h(reiξ)
= r

∂

∂r
log

���reiξh(reiξ)
���

sonucunu elde ederiz. Buldu§umuz bu ifadeyi z cinsinden yaz�p e³itli§in reel k�s-

m�n� al�rsak

Re
�

1 + z
h′(z)

h(z)

�
= r

∂

∂r
log |zh(z)| ⇒ Re

�
(zh(z))′

h(z)

�
= r

∂

∂r
log |zh(z)|

³eklinde istenen sonucu elde ederiz.

Teorem 4.1.8. f ∈ S∗lh(A,B) ve s(z) = zh(z) ∈ S∗(A,B) olsun. Bu takdirde8>>>>><>>>>>:

1

(1−Br)B−A
B

≤ |h(z)| ≤ 1

(1 +Br)
B−A

B

, B 6= 0;

e−Ar ≤ |h(z)| ≤ eAr, B = 0;

(4.11)

distorsiyonlar� vard�r.

�spat. f ∈ S∗lh(A,B) varsay�m� alt�nda h(z) analitik fonksiyonu h(0) = 1 ko³ulu

ile h(z) = 1 +
P∞
n=1 anz

n ³eklinde bir Taylor aç�l�m�na sahip olur. s(z) = zh(z) ∈

S∗(A,B) oldu§undan y�ld�z�ll�k ko³ulu

Re
�
z
s′(z)

s(z)

�
= Re

�
z

(zh(z))′

zh(z)

�
= Re

�
(zh(z))′

h(z)

�
= Re

�
1 + z

h′(z)

h(z)

�
> 0

(4.12)
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³eklinde gerçeklenmektedir. Bu halde Lemma 4.1.7 nin kullan�lmas�yla8>>>>>><>>>>>>:

�����(zh(z))′

h(z)
− 1− ABr2

1−B2r2

����� ≤ (A−B)r

1−B2r2
, B 6= 0;

�����(zh(z))′

h(z)
− 1

����� ≤ Ar, B = 0;

(4.13)

e³itsizlikleri bilinmektedir. Bu ad�mdan sonra8>>>>>><>>>>>>:

�����1 +
zh′(z)

h(z)
− 1− ABr2

1−B2r2

����� ≤ (A−B)r

1−B2r2
, B 6= 0;

�����1 +
zh′(z)

h(z)
− 1

����� ≤ Ar, B = 0;

(4.14)

e³itsizlikleri yaz�labilir,

−|z| ≤ Rez ≤ |z|

e³itsizli§inin bir önceki e³itsizliklerde kullan�lmas�yla da istenen distorsiyonlar

elde edilir.

Teorem 4.1.9. f ∈ S∗lh(A,B) ise8>>>>><>>>>>:

r
�

1−Br
1 +Br

�A−B
B

≤ |g(z)| ≤ r
�

1 +Br

1−Br

�A−B
B

, B 6= 0;

re−2Ar ≤ |g(z)| ≤ re2Ar, B = 0;

(4.15)

distorsiyonlar� vard�r.

�spat. Teorem 4.1.5 ve Janowski y�ld�z�l fonksiyonlar için distorsiyon ko³ulu (Lemma

4.1.4) kullan�larak,8>>>>>><>>>>>>:

�����
�
z
h′(z)

h(z)
− z g

′(z)

g(z)

�
− B(B − A)r2

1−B2r2

����� ≤ (A−B)r

1−B2r2
, B 6= 0;

�����zh
′(z)

h(z)
− z g

′(z)

g(z)

����� ≤ Ar, B = 0;

(4.16)

e³itsizlikleri yaz�labilir. Öte yandan

− |z| ≤ Rez ≤ |z| (4.17)
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e³itsizlikleri bilinmektedir. (4.16) e³itsizliklerinde (4.17) ifadesinin kullan�lmas�yla8>>>>><>>>>>:

−(A−B)r

1−Br
≤ Re

�
z
h′(z)

h(z)
− z g

′(z)

g(z)

�
≤ (A−B)r

1 +Br
, B 6= 0;

−Ar ≤ Re
�
z
h′(z)

h(z)
− z g

′(z)

g(z)

�
≤ Ar, B = 0;

(4.18)

e³itsizlikleri yaz�labilir. Di§er yandan

Re
�
z
g′(z)

g(z)
− zh

′(z)

h(z)

�
= r

∂

∂r
(log |g(z)| − log |h(z)|) (4.19)

e³itli§i kullan�larak (4.18) e³itsizlikleri8>>>>><>>>>>:

−(A−B)

1 +Br
≤ ∂

∂r
log |g(z)| − ∂

∂r
log |h(z)| ≤ (A−B)

1−Br
, B 6= 0;

−A ≤ ∂

∂r
log |g(z)| − ∂

∂r
log |h(z)| ≤ A, B = 0;

(4.20)

³eklinde yaz�labilir. E³itsizliklerin her yan� 0 dan r ye integre edilerek,8>>>>>><>>>>>>:

1

(1 +Br)
A−B

B

≤
�����g(z)

h(z)

����� ≤ 1

(1−Br)A−B
B

, B 6= 0;

e−Ar ≤
�����g(z)

h(z)

����� ≤ eAr, B = 0;

(4.21)

e³itsizlikleri elde edilir. Bu e³itsizlikler ayr�ca,8>>>>><>>>>>:

|h(z)| 1

(1 +Br)
A−B

B

≤ |g(z)| ≤ |h(z)| 1

(1−Br)A−B
B

, B 6= 0;

|h(z)| e−Ar ≤ |g(z)| ≤ |h(z)| eAr, B = 0;

(4.22)

³eklinde de yaz�labilir. (4.22) e³itsizliklerinde ise (4.11) e³itsizliklerinin kullan�l-

mas�yla istenen distorsiyonlar elde edilir.

Teorem 4.1.10. f = zh(z)g(z) ∈ S∗lh(A,B) olsun. Bu halde8>>>>><>>>>>:

r2

�
(1−Br)2

1 +Br

�A−B
B

≤ |f | ≤ r2

�
(1 +Br)2

1−Br

�A−B
B

, B 6= 0;

r2e−3Ar ≤ |f | ≤ r2e3Ar, B = 0;

(4.23)

distorsiyonlar� vard�r.
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�spat. Teorem 4.1.8 ve Teorem 4.1.9 da h(z) ve g(z) için distorsiyonlar elde

edilmi³tir. Bu distorsiyonlar ve f fonksiyonunun tan�m� kullan�larak,8>>>>><>>>>>:

r2

�
(1−Br)2

1 +Br

�A−B
B

≤ |f | =
���zh(z)g(z)

��� = |zh(z)| |g(z)| ≤ r2

�
(1 +Br)2

1−Br

�A−B
B

, B 6= 0;

r2e−3Ar ≤ |f | =
���zh(z)g(z)

��� = |zh(z)| |g(z)| ≤ r2e3Ar, B = 0;

³eklinde istenen sonuçlar elde edilebilir.

Tan�m 4.1.11. ([17]) Birim disk D de f = z + a2z
2 + ... ³eklinde yal�nkat bir f

fonksiyonu için y�ld�z�ll�k yar�çap�

R(f) = sup

¨
R| Re

�
z
f ′(z)

f(z)

�
> 0, |z| < R

«

³eklinde tan�mlan�r.

Teorem 4.1.12. f ∈ S∗lh(A,B) ise bu fonksiyona ait y�ld�z�ll�k yar�çap�

rs =

8>><>>:
−(A−B)− |A+B|

2AB
, B 6= 0;

1

A
, B = 0;

(4.24)

³eklindedir. Bu sonuç kesindir, çünkü ekstremal fonksiyon8>><>>:
(1 +Bφ(z))

A−B
B , B 6= 0;

eAφ(z), B = 0;

(4.25)

e³itlikleri ile verilmektedir.

�spat. f ∈ S∗lh(A,B) oldu§undan8>>>>>><>>>>>>:

�����
�

1 + z
h′(z)

h(z)
− z g

′(z)

g(z)

�
− 1− B(B − A)r2

1−B2r2

����� ≤ (A−B)r

1−B2r2
, B 6= 0;

�����
�

1 + z
h′(z)

h(z)
− z g

′(z)

g(z)

�
− 1

����� ≤ Ar, B = 0;

(4.26)

e³itsizlikleri yaz�labilir. Yine (4.17) e³itsizli§inden hareketle8>>>>><>>>>>:

Re
�

1 + z
h′(z)

h(z)
− z g

′(z)

g(z)
− 1− ABr2

1−B2r2

�
≥ −(A−B)r

1−B2r2
, B 6= 0;

Re
�

1 + z
h′(z)

h(z)
− z g

′(z)

g(z)
− 1

�
≥ −Ar, B = 0;

(4.27)
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e³itsizlikleri elde edilir. f fonksiyonunun

Re
�
zfz − zfz

f

�
= Re

�
1 + z

h′(z)

h(z)
− z g

′(z)

g(z)

�
>

1− A
1−B

≥ 0 (4.28)

y�ld�z�ll�k ko³ulunu gerçekledi§i de kullan�larak e³itsizliklerin sa§ yanlar�n� s�f�r

yapan r de§erinin supremumu istenen yar�çap� vermektedir.

Teorem 4.1.13. f = zh(z)g(z) ∈ S∗lh(A,B) olsun. Bu halde,

�����h
′(z)

h(z)
− g′(z)

g(z)

����� <
8>>>>><>>>>>:

A−B
|B| (1− r)

, B 6= 0;

1− |s(z)|2

r(1− r2)
, B = 0;

(4.29)

e³itsizlikleri vard�r.

�spat. S∗lh(A,B) s�n�f� için elde etti§imiz Marx-Strohhacker E³itsizlikleri kullan�larak;

B 6= 0 için

s1(z) =

�
h

g

� B
A−B

− 1

fonksiyonu gözönüne al�nd�§�nda; s1(0) = 0, |s1(z)| < 1 dir. Bu halde s1(z) =

zφ(z), (φ(z) ∈ Ω) yaz�labilir. Buradan hareketle�
h

g

� B
A−B

= zφ(z) + 1⇒
�

B

A−B

��
log

h

g

�
= log (zφ(z) + 1)

e³itlikleri yaz�labilmektedir. Son e³itlikten türev al�nmas�yla,

B

A−B

�
h′

h
− g′

g

�
=
φ(z) + zφ′(z)

zφ(z) + 1

elde edilir ki bu ad�mda �����φ(z) + zφ′(z)

zφ(z) + 1

����� ≤ 1

1− r

e³itsizli§i de gözönünde bulundurulursa istenen ifade elde edilir.

B = 0 için

s1(z) = log
h

g

³eklinde yaz�ld�§�nda yine ayn� ³ekilde s1(0) = 0, |s1(z)| < 1 dir. Bu halde s1(z)

ifadesinden türev al�narak

s′1(z) =
h′

h
− g′

g
⇒
�����zh

′

h
− z g

′

g

����� = |zs′1(z)|
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e³itli§i elde edilir. Bulunan bu ifadenin sa§ yan� için de

|zs′1(z)| ≤ 1− |s1(z)|2

1− z2

e³itsizli§inin varoldu§u gözönüne al�narak istenen e³itsizlik elde edilir.

Lemma 4.1.14. s(z) ∈ S∗(A,B) ise8>>>>>><>>>>>>:

1− Ar
r(1−Br)

≤
�����s
′(z)

s(z)

����� ≤ 1 + Ar

r(1 +Br)
, B 6= 0;

1− Ar
r

≤
�����s
′(z)

s(z)

����� ≤ 1 + Ar

r
, B = 0;

(4.30)

e³itsizlikleri gerçeklenir.

�spat. s(z) ∈ S∗(A,B) oldu§undan dolay�8>>>>>><>>>>>>:

�����z s
′(z)

s(z)
− 1− ABr2

1−B2r2

����� ≤ (A−B)r

1−B2r2
, B 6= 0;

�����z s
′(z)

s(z)
− 1

����� ≤ Ar, B = 0;

(4.31)

e³itsizlikleri yaz�labilir (Lemma 4.1.4). Bu e³itsizliklerden hareketle,8>>>>>><>>>>>>:

1− Ar
1−Br

≤
�����z s
′(z)

s(z)

����� ≤ 1 + Ar

1 +Br
, B 6= 0;

1− Ar ≤
�����z s
′(z)

s(z)

����� ≤ 1 + Ar, B = 0;

(4.32)

elde edilir ki bu e³itsizlikler de |z| = r ile k�salt�l�rsa istenen sonuç elde edilir.

Lemma 4.1.15. f(z) = zh(z)g(z) = s(z)g(z) ∈ S∗lh(A,B) ise8>>>>>><>>>>>>:

−1− Ar
1−Br

<

�����g
′(z)

g(z)

����� < 1 + Ar

1 +Br
, B 6= 0;

−(1− Ar) <
�����g
′(z)

g(z)

����� < 1 + Ar, B = 0;

(4.33)

e³itsizlikleri vard�r.
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�spat. f(z) = s(z)g(z) olmak üzere ikinci dilatasyon fonksiyonu eliptik diferan-

siyel denklemden elde edilerek

w(z) =

g′(z)

g(z)
s′(z)

s(z)

³eklinde elde edilir. Bu durumda, w(z) fonksiyonu D diskinde analitik, |w(z)| < 1

(yön-koruyan) ve w(0) = 0 oldu§undan Schwarz Lemma's� gere§i

−r < |w(z)| < r

e³itsizli§i yaz�labilir. Bu halde

−r <

����������
g′(z)

g(z)
s′(z)

s(z)

����������
< r

e³itsizli§i yaz�labilir. Bu ad�mda ise Lemma 4.1.14 ün kullan�lmas�yla istenen

e³itsizlikler elde edilir.

Teorem 4.1.16. f(z) = zh(z)g(z) = s(z)g(z) ∈ S∗lh(A,B) ise8>>>>><>>>>>:

F (−r, A,B) ≤ Jf (z) ≤ F (r, A,B), B 6= 0;

F (−r, A) ≤ Jf (z) ≤ F (r, A), B = 0;

(4.34)

e³itsizlikleri gerçeklenir. Burada,

F (r, A,B) = r2(1 + r)(1 + Ar)

�
1 + Ar

(1 +Br)2
+
r(1− Ar)
1−B2r2

��
(1 +Br)2

1−Br

� 2(A−B)
B

,

F (−r, A,B) = r2(1− r)(1− Ar)
�

1− Ar
(1−Br)2

− r(1 + Ar)

1−B2r2

��
(1−Br)2

1 +Br

� 2(A−B)
B

,

F (r, A) = r2(1 + r)(1 + Ar) [1 + Ar + r(1− Ar)] e6Ar,

F (−r, A) = r2(1− r)(1− Ar) [1− Ar − r(1 + Ar)] e−6Ar

e³itlikleri mevcuttur.
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�spat. f(z) = zh(z)g(z) = s(z)g(z) log-harmonik fonksiyonu için Jakobiyen fonk-

siyonu

Jf (z) = |fz(z)|2 − |fz(z)|2 = |f(z)|2
������s

′(z)

s(z)

�����
2

−
�����g
′(z)

g(z)

�����
2
�

³eklindedir. Bu ifadeye dair s�n�rlar� elde etmek için Lemma 4.1.14 ve Lemma

4.1.15 kullan�larak;8>>>>>><>>>>>>:

(1− r)(1− Ar)
r(1−Br)

<

�����s
′(z)

s(z)

�����+
�����g
′(z)

g(z)

����� < (1 + r)(1 + Ar)

r(1 +Br)
, B 6= 0;

(1− r)(1− Ar)
r

<

�����s
′(z)

s(z)

�����+
�����g
′(z)

g(z)

����� < (1 + r)(1 + Ar)

r
, B 6= 0;

(4.35)

ve8>>>>><>>>>>:

(1+Br)(1−Ar)−r(1+Ar)(1−Br)
r(1−B2r2)

<
��� s′(z)
s(z)

���− ���g′(z)
g(z)

��� < (1−Br)(1+Ar)+r(1−Ar)(1+Br)
r(1−B2r2)

, B 6= 0;

1−Ar−r(1+Ar)
r

<
��� s′(z)
s(z)

���− ���g′(z)
g(z)

��� < 1+Ar+r(1−Ar)
r

, B = 0;

(4.36)

e³itsizlikleri yaz�labilir. Ayr�ca Teorem 4.1.10 da f fonksiyonunun modülü için

bulunan s�n�rlar da kullan�l�rsa istenen sonuç elde edilir.

Teorem 4.1.17. f(z) = zh(z)g(z) = s(z)g(z) ∈ S∗lh(A,B) ise8>>>>><>>>>>:

−r(1−Br
1 +Br

)
A−B

B (
1− Ar
1−Br

) < |g′(z)| < r(
1 +Br

1−Br
)

A−B
B (

1 + Ar

1 +Br
), B 6= 0;

−re−2Ar (1− Ar) < |g′(z)| < re2Ar (1 + Ar) , B = 0;

(4.37)

e³itsizlikleri gerçeklenir.

�spat. f(z) ∈ S∗lh(A,B) fonksiyonu için Lemma 4.1.15 ün kullan�lmas�yla8>>>>>><>>>>>>:

−
�

1− Ar
1−Br

�
<

�����g
′(z)

g(z)

����� <
�

1 + Ar

1 +Br

�
, B 6= 0;

− (1− Ar) <
�����g
′(z)

g(z)

����� < (1 + Ar) , B = 0;

e³itsizlikleri bilinmektedir. Bu e³itsizlikte |g(z)| için Teorem 4.1.9 da bulunan

s�n�rlar gözönüne al�narak istenen distorsiyonlar elde edilir.
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Teorem 4.1.18. (zh(z)) ∈ S∗(A,B) ise8>>>>><>>>>>:

1

(1−Br)
B−A

B

�
1−(A−B)r−ABr2

1−B2r2

�
≤ |h(z) + zh′(z)| ≤ 1

(1 +Br)
B−A

B

�
1+(A−B)r−ABr2

1−B2r2

�
, B 6= 0;

e−Ar(1− Ar) ≤ |h(z) + zh′(z)| ≤ eAr(1 + Ar), B = 0;

(4.38)

e³itsizlikleri vard�r.

�spat. (zh(z)) ∈ S∗(A,B) ise Janowski y�ld�z�l fonksiyonlar için8>>>>>><>>>>>>:

�����1 + z
h′(z)

h(z)
− 1− ABr2

1−B2r2

����� ≤ (A−B)r

1−B2r2
, B 6= 0;

�����1 + z
h′(z)

h(z)
− 1

����� ≤ Ar, B = 0;

e³itsizlikleri yaz�labilmektedir. Bu e³itsizliklerden hareketle8>><>>:
1− (A−B)r − ABr2

1−B2r2
≤
�����1 + z

h′(z)

h(z)

����� ≤ 1 + (A−B)r − ABr2

1−B2r2
, B 6= 0;

1− Ar ≤
�����1 + z

h′(z)

h(z)

����� ≤ 1 + Ar, B = 0;

e³itsizlikleri elde edilir. Bu e³itsizliklerde de |h(z)| için Teorem 4.1.8 de elde edilen

s�n�rlar�n kullan�lmas�yla istenen sonuç elde edilir.

Teorem 4.1.19. f(z) = zh(z)g(z) D üzerinde 0 /∈ h.g(D) olacak ³ekilde log-

harmonik bir fonksiyon olsun. Bu halde f ∈ S∗lh(A,B) olmas� için gerek ve yeter

³art υ(z) = zh(z)/g(z) ∈ S∗(A,B) olmas�d�r.

�spat. f(z) = zh(z)g(z) ∈ S∗lh(A,B) olsun. Bu halde,

Re
zfz − zfz

f
= Re

 
1 + z

h′(z)

h(z)
− z g

′(z)

g(z)

!
= Re

�
1 + z

h′(z)

h(z)
− z g

′(z)

g(z)

�
>

1− A
1−B

oldu§unu bilmekteyiz. υ(z) = z h(z)
g(z)

oldu§undan

Re z
υ′(z)

υ(z)
= Re

�
1 + z

h′(z)

h(z)
− z g

′(z)

g(z)

�
>

1− A
1−B

y�ld�z�ll�k ko³ulu elde edilir.

h(0) = g(0) = 1 oldu§undan υ(0) = 0.h(0)
g(0)

= 0 elde ederiz. Ayr�ca f fonksiyonu

yal�nkat oldu§undan 0 /∈ fz(D) dir.

�
υ ◦ f−1

�
(ϕ) = q1(ϕ) = υ|

�
g ◦ f−1

�
(ϕ)|−2
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fonksiyonu f(D) de yerel yal�nkatt�r. Böylece

z
υ′(z)

υ(z)
= (1− w(z))z

fz
f
6= 0(∀z ∈ D)

dir (Lemma 3.3.2). Dolay�s�yla υ fonksiyonu, D üzerinde yal�nkatt�r ([4] Lemma

2.3'den). Böylece υ ∈ S∗(A,B) elde ederiz.

Tersine, υ ∈ S∗(A,B) olsun ve her z ∈ D için w ∈ H(D), |w(z)| < 1 ³eklinde

verilsin.

z υ
′(z)
υ(z)

= (1− 1−A
1−B )p(z) + 1−A

1−B ve p(0) = 1, Rep(z) > 0, p(z) ∈ H(D) olmak üzere

g(z) = exp

�Z z

0

w(s)υ′(s)

(1− w(s))υ(s)
ds

�

fonksiyonunu inceleyelim.

Ayr�ca h(z) = υ(z)g(z)
z

ve f = zh(z)g(z) = υ(z)|g(z)|2 olsun. Bu halde h ve g

fonksiyonlar� D üzerinde s�f�rlanmayan, h(0) = g(0) = 1 ³eklinde normalize edilen

analitik fonksiyonlard�r ve f lineer olmayan

fz = [wf/f ]fz

eliptik diferansiyel denkleminin w ya göre bir çözümüdür.

�spat�n ilk k�sm�nda y�ld�z�ll�k ko³ulu için yap�lan i³lemlere benzer i³lemler yap�larak

∂ arg f(reiθ)

∂θ
= Re

zfz − zfz
f

= Re z
υ′(z)

υ(z)
>

1− A
1−B

elde edilir.

Ayr�ca �
f ◦ υ−1

�
(ϕ) = q2(ϕ) = ϕ|

�
g ◦ υ−1

�
(ϕ)|2

fonksiyonu υ(D) üzerinde yerel yal�nkatt�r. Böylece f nin yal�nkat oldu§u sonu-

cunu elde ederiz ([4] Lemma 2.3'den). Bu halde f ∈ S∗lh(A,B) dir.

Teorem 4.1.20. f(z) = zh(z)g(z) = s(z)g(z) ∈ S∗lh(A,B) ise

|an| ≤

8>>>>><>>>>>:

|bn|+
Pn−1
k=0

�Qk
i=0

|A−B+iB|
i+1

�
|bn−k−1|, B 6= 0;

|bn|+
Pn−1
k=0

�Qk
i=0

|A|
i+1

�
|bn−k−1|, B = 0

(4.39)

e³itsizlikleri vard�r.
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�spat. f(z) = zh(z)g(z) ∈ S∗lh(A,B) oldu§unda zh(z)/g(z) = s(z) ∈ S∗(A,B)

olaca§�n� Teorem 4.1.19 da ispatlad�k. Bu halde

zh(z) = s(z)g(z) (4.40)

e³itli§ini yazabiliriz. Burada hem S∗(A,B) s�n�f�n�n tan�m�ndan hem de normali-

zasyonlardan dolay�

s(z) = z + s2z
2 + s3z

3 + s4z
4 + ...+ snz

n + sn+1z
n+1 + ... =

∞X
n=1

snz
n, s1 = 1

h(z) = 1 + a1z+ a2z
2 + a3z

3 + a4z
4 + ...+ anz

n + an+1z
n+1 + ... =

∞X
n=0

anz
n, a0 = 1

g(z) = 1 + b1z + b2z
2 + b3z

3 + b4z
4...+ bnz

n + bn+1z
n+1 + ...

∞X
n=0

bnz
n, b0 = 1

Taylor Aç�l�mlar� mevcuttur. (4.40) e³itli§inde yukar�daki Taylor Aç�l�mlar� kul-

lan�l�rsa,8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

s2 + b1 = a1,

s3 + s2b1 + b2 = a2,

s4 + s3b1 + s2b2 + b3 = a3,

...

sn−1 + sn−2b1 + ...+ s4bn−5 + s3bn−4 + s2bn−3 + bn−2 = an−2,

sn + sn−1b1 + ...+ s4bn−4 + s3bn−3 + s2bn−2 + bn−1 = an−1,

sn+1 + snb1 + ...+ s4bn−3 + s3bn−2 + s2bn−1 + bn = an,

sn+2 + sn+1b1 + ...+ s4bn−2 + s3bn−1 + s2bn + bn+1 = an+1

...

(4.41)
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e³itlikleri elde edilir. Bu e³itliklere üçgen e³itsizli§inin uygulanmas�yla8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

|a1| ≤ |s2|+ |b1|,

|a2| ≤ |s3|+ |s2||b1|+ |b2|,

|a3| ≤ |s4|+ |s3||b1|+ |s2||b2|+ |b3|,

...

|an−2| ≤ |sn−1|+ |sn−2||b1|+ ...+ |s4||bn−5|+ |s3||bn−4|+ |s2||bn−3|+ |bn−2|,

|an−1| ≤ |sn|+ |sn−1||b1|+ ...+ |s4||bn−4|+ |s3||bn−3|+ |s2||bn−2|+ |bn−1|,

|an| ≤ |sn+1|+ |sn||b1|+ ...+ |s4||bn−3|+ |s3||bn−2|+ |s2||bn−1|+ |bn|,

|an+1| ≤ |sn+2|+ |sn+1||b1|+ ...+ |s4||bn−2|+ |s3||bn−1|+ |s2||bn|+ |bn+1|

...

(4.42)

e³itsizlikleri elde edilir. φ(z) ∈ S∗(A,B) oldu§undan dolay�

|sn| ≤

8>>>>><>>>>>:

Qn−2
p=0

|A−B + pB|
p+ 1

, B 6= 0;

Qn−2
p=0

|A|
p+ 1

, B = 0;

(4.43)

e³itsizlikleri de bilinmektedir([19]). Bu e³itsizliklerin kullan�lmas�yla istenen e³it-

sizlikler elde edilir.

• Bu ad�mdan sonra yapaca§�m�z hesaplar� yaln�zca B 6= 0 halinde incele-

memiz yeterlidir çünkü ifadelerde B = 0 kullan�lmas�yla benzer sonuçlar

kolayca elde edilebilmektedir.

�imdi matematiksel indüksiyon yöntemiyle (4.39) ifadesinin do§rulu§unu inceleye-

lim:

n = 1 için:

(4.42) e³itli§inde a1 katsay�s� için (4.43) e³itsizli§inin kullan�lmas�yla,

|a1| ≤ |s2|+|b1| ≤
n−2Y
p=0

|A−B + pB|
p+ 1

+|b1| =
0Y
p=0

|A−B + pB|
p+ 1

+|b1| = |A−B|+|b1|

³eklinde bulunur. Bu kez de (4.39) de n = 1 halini incelersek,

|a1| ≤ |b1|+
0X

k=0

 
kY
i=0

|A−B + iB|
i+ 1

!
|b−k| = |b1|+ |A−B||b0| = |A−B|+ |b1|
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buluruz ki bu da bize n=1 için (4.39) un do§ru oldu§unu gösterir.

�fadeyi n için do§ru kabul edip n+ 1 için do§rulu§unu ara³t�ral�m. (4.41) e³itlik-

lerinden

an+1 = sn+2 + sn+1b1 + snb2 + sn−1b3 + ...+ s4bn−2 + s3bn−1 + s2bn + bn+1 ⇒

an+1 = an+bn+1 +
nX
i=0

(si+2−si+1)bn−i = an+bn+1 +
nX
i=0

si+2bn−i−
nX
i=1

si+1bn−i−bn

e³itli§ini yazabiliriz. Bu ad�mda

|si+1| ≤
i−1Y
p=0

|A−B + pB|
p+ 1

, |si+2| ≤
iY

p=0

|A−B + pB|
p+ 1

e³itsizliklerini kullanarak;

|an+1| ≤ |an|+|bn+1|−|bn|+
nX
i=0

�
iY

p=0

|A−B + pB|
p+ 1

�
|bn−i|−

nX
i=1

�
i−1Y
p=0

|A−B + pB|
p+ 1

�
|bn−i|

e³itsizli§ini elde ederiz. Ayr�ca

nX
i=1

�
i−1Y
p=0

|A−B + pB|
p+ 1

�
|bn−i| =

n−1X
k=0

 
kY
i=0

|A−B + iB|
i+ 1

!
|bn−k−1|

oldu§undan

|an+1| ≤ |an|+ |bn+1|+
nX
i=0

�
iY

p=0

|A−B + pB|
p+ 1

�
|bn−i|

−
"
|bn|+

n−1X
k=0

 
kY
i=0

|A−B + iB|
i+ 1

!
|bn−k−1|

#

= |bn+1|+
nX
i=0

�
iY

p=0

|A−B + pB|
p+ 1

�
|bn−i|

bulunur ki bu da ifadenin n+ 1 için do§ru oldu§unu gösterir.

O halde her n ∈ N için (4.39) e³itsizlikleri do§rudur.
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Bölüm 5

SONUÇ

Tez çal�³mas�nda, log-harmonik fonksiyonlar�n bir alt ailesi olan S∗lh(A,B) s�n�f�

tan�mlanm�³t�r. Bu aileye ait fonksiyonlar f = zh(z)g(z) = s(z)g(z) biçiminde

olup, s(z) ∈ S∗(A,B), h(0) = g(0) = 1 ³eklindedir. Böylelikle s�n�fa ait genel

karakterizasyon, analitik k�sm�n�n Janowski Y�ld�z�l fonksiyon s�n�f�na ait olmas�d�r.

Bu fonksiyonlar�n analitik ve co-analitik k�s�mlar�na dair distorsiyonlar� elde edil-

erek, fonksiyonlar�n kendilerinin s�n�rlar� belirlenmi³tir. Ayr�ca bu s�n�fa ait Marx-

Strohhacker e³itsizli§i elde edilip, y�ld�z�ll�k yar�çap� hesaplanm�³t�r.

Log-harmonik fonksiyonlar için Jakobiyen tan�m� kullan�larak ve bulunan bir-

tak�m distorsiyonlar yard�m�yla da Jakobiyenin s�n�rlar� elde edilmi³tir.

Katsay� e³itsizli§i ise analitik fonksiyonlardan bu yana u§ra³�lagelen bir prob-

lemdir. Log-harmonik fonksiyonlarla ilgili yap�lan çal�³malar henüz bu yönde ol-

mam�³t�r. Bu çal�³man�n son teoreminde, üzerinde çal�³�lan s�n�fa ait fonksiyon-

lar�n analitik ve co-analitik k�s�mlar�n�n katsay�lar� aras�nda bir e³itsizlik elde

edilmi³tir.

S∗lh(A,B) ile tan�mlanan s�n�f için A ve B parametrelerine de§erler verilerek, yeni

alt s�n��ar� elde etmek mümkündür. Bunun yan�s�ra bu s�n�f�n tan�m�ndan ötürü,

analitik k�s�m y�ld�z�l fonksiyon s�n�f�na ait seçilebilece§i gibi di§er analitik fonk-

siyon s�n��ar�na ait de seçilebilmesi mümkün olabilir.
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