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OZET
LOG-HARMONIK YALINKAT FONKSIYONLAR

H. Esra OZKAN

Caligmada Oncelikle analitik ve harmonik fonksiyonlar teorisi ele
alinmigtir. Ardindan calisma alani olarak log-harmonik fonksiyonlar
teorisi secilmigtir. Log-harmonik fonksiyonlar analitik ve co-analitik
olmak iizere iki fonksiyonun carpimi geklinde gosterilen ve genel
anlamda logaritmas1 harmonik olan fonksiyonlardir. Tez ¢aligmasi igin
log-harmonik fonksiyonlarin bir alt sinifi olan S} (A, B) sinifi
tanimlanmig ve galismalar bu smif iizerinden siirdiiriilmiigtiir. Bu
smifa ait fonksiyonlarin 6zelligi analitik kisminin Janowski yildizil
fonksiyon olmasidir. Benzer gekilde analitik kismi diger bir analitik
fonksiyon sinifina ait olmasi kosulu altinda yeni sonuglar elde etmek
de miimkiin olmaktadir. Calismada sinifa ait fonksiyonlarin yani sira
analitik ve co-analitik kisimlara dair distorsiyonlar elde edilmigtir.
Siif icin Marx-Strohhacker Egitsizligi elde edilmis ve yildizillik
yaricapl bulunmusgtur. Log-harmonik fonksiyonlar igin jakobiyen
fonksiyonu verilip, bu fonksiyon i¢in distorsiyon elde edilmigtir. Ayrica

log-harmonik fonksiyonlar igin bir katsay1 esitsizligi elde edilmigtir.
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SUMMARY
LOG-HARMONIC UNIVALENT FUNCTIONS

H. Esra OZKAN

In the thesis, the theory of analytic and harmonic functions are taken
up first. Then the so-called log-harmonic functions are studied.
Log-harmonic functions are basically those complex mappings having
a harmonic logarithm, and they are represented as a multiplication of
an analytic and a co-analytic function. The subclass S}, (A, B) of
log-harmonic functions is introduced and studied. This is the subclass
consisting of log-harmonic functions whose analytic part is a
Janowski starlike. It should be noted that it is also possible to obtain
new results provided that the analytic part of a log-harmonic
function belongs to a well-known class of analytic functions.
Distortion theorems for the functions in S}, (A, B), as well as for their
analytic and co-analytic parts, are obtained.Marx-Strohhacker
inequality and the radius of starlikeness for the class S}, (A, B) are
derived. The Jacobian function and its distortion for the members of
S, (A, B) are obtained.

Lastly, a coefficient inequality is also obtained for the class S} (A4, B).
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BOLUM 1
GIRIS

Birim diskte analitik ve yalinkat olan tek kompleks degiskenli fonksiyonlar ilk
olarak 1907 yilinda Koebe tarafindan incelenmistir. Daha sonra birtakim matema-
tikciler bu fonksiyonlar1 ssmflandirarak incelemislerdir. Tek kompleks degiskenli
analitik fonksiyonlarla ilgili temel problemler; bu fonksiyonlara ait Taylor agilimin-
daki a,, katsayisinin modiiliiniin iist sinirin1 bulmak, fonksiyon sinifina ait distor-
siyon teoremlerini aragtirmak, sinifa ait karakterizasyonu vermek, yaricap belir-
lemek, resim bolgelerinin dzelliklerini incelemek ve Koebe bélgelerini ifade etmek-
tir.

Harmonik fonksiyonlar ise reel ve sanal kisimlarinin eglenik olmasi gerekmeyen
kompleks degerli fonksiyonlardir. Diger bir deyigle Cauchy-Riemann denklem-
lerini her zaman saglamayan dolayisiyla her zaman analitik olmayan fonksiyon-
lardir. 1980 1i yillarin ortalarinda harmonik fonksiyonlar teorisi bir ¢cok matem-
atikci tarafindan incelenmeye baglamigtir. 1984 yilinda Clunie ve Terry Sheil-
Small ([7]) tarafindan yayimnlanan ve teoride déniim noktasi olan makalede, kon-
form fonksiyonlar i¢in bilinen sonuglarin harmonik fonksiyonlar i¢in analoglari or-
taya konulmustur. Bu ¢alismanin sonrasinda harmonik fonksiyonlar teorisi gelisme
siirecine girmistir.

Harmonik fonksiyonlar teorisi iizerine yapilan ¢aligmalar devam ederken, bunlara
paralel olarak log-harmonik fonksiyonlar teorisi ortaya atilmigtir ve bu alan iize-
rine calismalara baglanmigtir. Bu kez de harmonik fonksiyonlar iizerine yapilan
aragtirmalarin analoglari log-harmonik fonksiyonlar icin verilmeye caligilmigtir.

Bu alandaki caligmalar 1984 yilinda Z. Abdulhadi ile baglamig ve teoriyi agik-



layan ilk yaym 1988 yilinda olmustur ([3]). Bu yaymda H.H(D) ve F(w, D)
seklinde iki sinif tanimlanmigtir. Yayinda bu iki sinif arasinda baglantilar kuru-
larak log-harmonik ve yalinkat log-harmonik fonksiyonlarin tanimlari verilmistir.
Ardindan yapilan calismalarda ise log-harmonik fonksiyonlara ait simflar tanim-
lanmig, bunlarla analitik fonksiyon simiflar1 arasindaki iligkilere yer verilmistir.
Kurulan bu baglantilar ile log-harmonik fonksiyonlara dair distorsiyon teoremleri
elde edilmigtir.

Bu bilgiler dogrultusunda bizim hazirladigimiz tez caligmasi beg boliimden olug-
maktadir.

Tkinci boliimde, analitik fonksiyonlar ve bunlarin tanim bélgelerine dair tanimlara
ve analitik fonksiyonlarla ilgili kullanilacak temel kavramlara yer verilmektedir.
Uciincii boliimde, harmonik ve log-harmonik fonksiyonlara dair tanim ve kavram-
lar ele alinmaktadir. Log-harmonik fonksiyonlarla ilgili yaptigimiz calismaya kadar
inceledigimiz makalelerdeki énemli kisimlar verilmektedir.

Dordiincii boliimde ise, yapilan orjinal calismaya yer verilmektedir. Caligmada
log-harmonik fonksiyonlara dair S}, (A, B) alt sinifi tanimlandi ve incelemeler bu
sinif {izerinden yapildi. Bu siifa ait log-harmonik fonksiyonlarin analitik kismi
Janowski yildizil fonksiyon olmaktadir. Bu varsayim altinda bir log-harmonik
fonksiyonun artik analitik kisminin diger analitik fonksiyon siniflarindan birine
ait olmasiyla yeni sonuclar elde edilmesi miimkiindiir. Bu tanimlamanin ardindan
S, (A, B) simfindaki fonksiyonlara, fonksiyonlarin analitik ve co-analitik kisim-
larina dair distorsiyonlar ve bu sinif icin Marx-Strohhacker Esitsizligi elde edilmigtir.
Ayrica sinifa ait fonksiyonlar i¢in yildizillik yarigapi belirlenip, jakobiyen fonksiy-
onuna dair sinirlar elde edilmigtir. Caligmanin sonunda da S}, (A, B) sinifina ait
fonksiyonlar i¢in bir katsay1 egitsizligi elde edilmigtir.

Besinci boliimde de sonug yer almaktadir.



BOLUM 2

ANALITIK FONKSIYONLAR TEORISI

2.1 Analitik Fonksiyonlar ve Tanim Bolgeleri

Analitik fonksiyonlarin tanim bélgelerinden bahsetmek i¢in 6ncelikle baz1 eleman-

ter topolojik kavramlari vermek gerekmektedir.

Tamim 2.1.1. ([22])X bostan farkl bir cimle ve p : X xX — Ry = {z € R|z > 0}
seklinde bir fonksiyon olsun. p fonksiyonu asagidaki ¢ ozelligi gercekliyorsa, p
ya X ctmlest tizerinde bir metrik denir.

(i) plz,y) =0 z=y (Vo,y€X)

(i) plz,y)=ply,z) (Va,y € X)

(iii) p(x,z) < p(x,y) +p(y,2) (Vz,y,2 € X)

Bu durumda (X, p) ¢iftine bir metrik uzay adi verilir.

Tamim 2.1.2. ([22])(X, p) bir metrik uzay olsun. B(z,r) ={y € X| p(z,y) <r}
ctimlesine x merkezli, r yaricaply acik top ya da x in r topu ady verilir.

D(z,r) ={y e X| plz,y) <r} cimlesine v merkezli disk/ kapal top ya da x
m r— kapaly topu ady verilir.

S(x,r)={y € X| p(z,y) =r} cimlesine x merkezli r yaricapl kiire adu verilir.

Tanmm 2.1.3. ([22])(X,p) bir metrik uzay olsun ve x € X olarak alnsin. x

merkezli bir acik topa x noktasimin bir komsulugu denir.

Tamim 2.1.4. ([22])(X,p) bir metrik uzay ve S C X olsun. Bir x € X igin

B(z,r) C S olacak sekilde bir r > 0 bulunabiliyorsa, x noktasina S cimlesinin

3



bir i¢c noktasi ady verilir.
Tanvmdan dolayr bir i¢ nokta cimleye aittir. S C X ctmlesinin tim i¢ nokta-
larinan kiimesine S nin ici denir ve S° olarak gdsterilir. Bu ciimle S nin icerdigi

en genis acik climledir.

Tanmm 2.1.5. ([22])(X,p) bir metrik uzay ve S C X olsun. S° = S ise, S ye

acik ciimle adr veriir.

Tamim 2.1.6. (/22]) (X, p) bir metrik uzay ve S C X olsun. X uzayina ait bir
x noktast i¢in, © noktasimn her B(x,r) komsulugunda x # y, y € B(x,r) olacak
sekilde, S ciimlesinin en az bir y elemant bulunuyorsa, x noktasina S ciimlesinin

bir yrgilma noktast veya limit noktast denir.

Tanmmm 2.1.7. ([22])(X, p) bir metrik uzay ve S C X olsun. S cimlesinin her
yrgilma noktast S nin bir noktasy ise yani S cimlesi tim yglma noktalaring
weinde bulunduruyorsa S ye kapaly ciimle denir.

Bir ciimlenin kapanisi, ciimleyi iceren en kiicik kapalr ciimledir ve S ile gosterilir.

Verilen tanimlar altinda S nin sinar ise, S = S — S° seklinde, S nin icinde

olmayip kapaniginda olan tiim noktalari iceren ciimledir.

Tanim 2.1.8. (Baglantililak) X bir metrik uzay ve A bu uzayin bir alt cim-
lesi olsun. A ciimlesi, bostan farkl, ayrik, iki acik alt cimlenin birlesimi olarak
gosterilemiyorsa, A ciimlesine baglantiudir denir. Yani, BN C = () olmak iizere
A = BUC olacak sekilde B,C C A ac¢ik ciimleleri bulunamaiyorsa, A ya baglan-

taladar denar.
Tanim 2.1.9. Bostan farkh, acik, baglantils bir ciimleye bélge denir.

Tanim 2.1.10. Sonsuz noktasinin dizleme katilmasiyla elde edilen diizleme ge-

nisletilmis diizlem denir.

Tanim 2.1.11. Bir bilgenin timleyent genisletilmis diizleme gdre baglantily ise,

bu bolgeye basit baglantily bolge denir.



Tamim 2.1.12. (/9/)Baslangi¢ ve bitim noktalar: farkly olan ve kendi kendini

kesmeyen bir egriye basilt baglantily ac¢ik egri denir .

Sekil 2.1: Basit baglantil agik egri

Tanim 2.1.13. Baslangic ve bitim noktalary farkly olan ve kendi kendini kesen

bir egriye cok baglantily acik egri adu verilir.

Sekil 2.2: Cok baglantili agik egri

Tanim 2.1.14. Baslangi¢ ve bitim noktalar: ayns olan ve kendi kendini kesmeyen
bir egriye basit baglantily kapaly egri ads verilir. Bu egrinin kapattigr bolgeye basit

baglantils kapalr bolge denir.



Sekil 2.3: Basit baglantih kapali egri

Tanim 2.1.15. Baslangic ve bitim noktalar: ayni olan ve kendi kendini kesen
bir egriye cok baglantily kapalr egri adv verilir. Bu egrinin kapattige bolgeye de ¢ok
baglantily kapalr bolge denir.

Sekil 2.4: Cok baglantili kapali egri

Buradan itibaren D, Dy, Dy notasyonlari ile belirttigimiz tiim bdélgeler basit

baglantih bolgeyi isaret edecektir.

Tamim 2.1.16. ([11/)D, C iginde bir bilge olsun. D bélgesinde sabit bir wy nok-
tasindan ¢ikan her dogru parcast bélgenin siniring tek bir noktada kesiyorsa, D

ye wo noktasina gore yildizil bélge denir.

Sekil 2.5: wy noktasina gore yildizil bolge



wo noktas1 6zel olarak orjin secilirse, bu kez bolgeye orjine gére yldizil bolge

ad1 verilir.

Tamim 2.1.17. ([12])D, C iginde bir bélge olsun. Her wy,we € D igin wy nok-
tasiny wo noktasina birlestiren dogru parcasy tamamen D i¢inde kaliyorsa D ye
konveks bélge denir. D nin konveks olmasi i¢cin gerek ve yeter sart her noktasina

gore yildizal olmasidar.

Tamim 2.1.18. (/5],[9])Kompleks diizlemdeki bir yay, bir dogru par¢asinin strekli
resmidir ve z = z(t) fonksiyonu seklinde a <t < b araligimin C igine sirekli bir
tasviri olarak ifade edilebilir. z = z(t) seklinde gdsterilen bir yayin vzunlugu;

sty = [ |Z@ldu, to,t € [a,b]

to

ifadesiyle tanmimlanmaktadir. Eger bu ifade sonlu ise yaya rektifiye edilebilir denir.

Diferansiyellenebilir yaylar rektifiye edilebilirdir.

Bir Jordan yay: kendi kendini kesmeyen bir yaydir.
Kapaly egri, bir cemberin veya basglangic ve bitim noktalar1 ayni olan bir yayin
siirekli resmidir.
Jordan egrisi basit baglantili kapali bir egridir. Her Jordan egrisi, diizlemi Jordan
egrisinin i¢i ve dig1 diye iki bolgeye ayirir. Bir Jordan egrisinin icine Jordan bélgesi

denir.

2.2 Yalinkat Fonksiyonlar

Tamim 2.2.1. ([9]) Kompleks degerli bir f fonksiyonu zy € C noktasinda

f2) = f(z0)

220 Z— 20

tiirevine sahipse diferansiyellenebilirdir. Ayna f fonksiyonu zy noktasimin komsu-

lugundaki her noktada diferansiyellenebilir ise zy noktasinda analitiktir.



Kompleks degerli f fonksiyonu bir bolgenin her zy noktasinda tanimh ve tiirevi
varsa, bolgede analitiktir. f = u + iv fonksiyonu analitik oldugunda reel ve sanal

kisimlart Cauchy Riemann Denklemleri'ni saglamaktadir, yani

ou B ov ou ov

or  dy dy Oz
seklindeki egitlikler gerceklenmektedir.
f fonksiyonu zg noktasinda diferansiyellenebilir ise her mertebeden tiireve sahiptir
ve zo merkezli acik diskte yakinsak olan

f(z) = i an(z — 20)",  an = f™(2)/n!

n=0

seklinde Taylor Serisi’ne sahip olur.

Lemma 2.2.2. ([9])f fonksiyonu birim disk D de analitik, f(0) =0 ve |f(2)] <1
olsun. Bu halde | f'(0)] <1 ve |f(2)| < |z| esitsizlikleri ger¢eklenir.

Bir egitsizlikte esitligi veren fonksiyona ekstremal fonksiyon denir. Analitik
fonksiyonlar teorisinde basit baglantili bolgeler icin ekstremal problemlerin ¢oziimiinde

Schwarz Lemma’s1 kullamilmaktadir.

Tanim 2.2.3. Bir D C C bélgesindeki her z1,2o € D i¢in 2y # 29 oldugunda
f(z1) # f(z2) (1-1) lik kogulu gercekleniyorsa f fonksiyonuna yalinkat fonksiyon

denir.

Tanim 2.2.4. f fonksiyonu bir zy noktasinin komsulugunda yalinkat ise yerel
yahinkat fonksiyon adiny aler.

Bu kosul analitik bir f fonksiyonu i¢in f'(z0) # 0 olmasina denktir. Yani, f
fonksiyonu, zo noktasinda analitik ve f'(zy) # 0 ise zy noktasinin komgulugunda
yalinkattur.

Tersine; f fonksiyonu zy noktasinda yerel yalinkat ise, f'(zo) # 0 dor.

|f/(2))? ifadesine de f fonksiyonunun Jakobiyeni denir. Analitik fonksiyonlar icin

jakobiyenin sifirdan farkly olmasi icin gerek ve yeter sart yerel yalinkat olmasidar.

Tanim 2.2.5. Iki diferansiyellenebilir yay arasindaki acuyr koruyan tasvire kon-

form fonksiyon denir. f fonksiyonu bir zy noktasinn komsulugunda f'(z9) # 0

8



olacak sekilde regiiler bir fonksiyon olsun. 1 = x1(t), y1 = y1(t), x2 = xo(t),
Yo = yo(t), 0 < t < 1 olmak dzere, z = zy noktasinda o ag¢iswyla kesisen iki
yay olsun. Kompleks notasyonda bu yaylar siraswyla; Cy : z1(t), Co @ 29(t) sek-
linde ifade edilirler. z, ve zo de bu egriler tizerinde zy noktasindan r uzakhgindaksi

noktalar ise;
91 92
?

21— 29 = re’ 29 — 29 = 1€’

esitliklery yazilabilir. Bu egitliklerin oranindan

22— 20 —f; -
_ 692 91@

21 — 20

esitligi yazlabilir. r — 0 i¢in bu ifade o acisina yaklagser.

« = lim arg { 2 ZO} (2.1)

r—0 21— 20

Burada «, baslangict zy = 21(t), bitisi zo = 29(t) olan yaya kadar olan agimn
olctstdir. wy, ve wy noktalart da sirasiyla z; ve zy noktalarinin gorintiler: ise,

bu kez gorinti egrileri C = wy(t) ve C : wa(t), wo = f(20) noktasinda

W_wﬂ (2.2)

0 = lim arg {

acist ile kesisirler. Buradan

( f(z2)=f(20)
it ﬂ@*ﬂﬁw}_- mwm{@_%}
= lli%arg{f(zl) — =)~ ﬂargif(m—mw = % }

21—20

esitligi yazilabilir. Ayrica

lim f(z2) — f(20) — lim f(z1) = f(20) _ f/(Zo)
r—0 22 — 2o r—0 21— %o
dir. Eger f'(z0) # 0 ise
ﬁ:hmzz_zo =«
r—0 21 — 2o

oldugu acikca gorilir. Boylelikle z = zy noktasinda ki yay arasindaki aginwn

wo = f(z0) noktasindaki gorintileri arasindaki a¢i ile dzdes oldugu elde edilir.



Sekil 2.6: Konform fonksiyon

Teorem 2.2.6. ([5]) f fonksiyonu analitik oldugu her z noktasinda f'(z) # 0

kosulunu saghyorsa, w = f(z) transformasyonu konformdur.

Her Mébious transformasyonu; a, b, c,d kompleks sabitler olmak tizere

az+b
cz+d’

w= f(z) = ad —be # 0

genisletilmis kompleks diizlemi kendi dizerine resmeden konform bir fonksiyonu

gosterir.

Teorem 2.2.7. ([9])(Riemann Géinderim Teoremi)D, z— dizleminde basit baglan-
tale bir bolge olmak dizere zg € D igin f(z9) = 0 ve f'(20) > 0 ozelliklerini saglayan
ve D bélgesini agik birim disk tizerine konform olarak resmeden, D bélgesinde

analitik ve yalinkat bir f fonksiyonu tek tirli belirli sekilde vardar.

Riemann Gonderim Teoremi olarak bilinen bu teorem tam olarak anlagilmamisg

oldugundan yirminci yiizyihn baglarina kadar pek fazla uygulama alani bula-
mamigtir. 1907 yilinda ise analitik ve yalinkat fonksiyonlar i¢in Riemann Gon-
derim Teoremi’nin ispat1 verilmistir (|9], [11]).
Yalinkat fonksiyonlarin tanmim bdlgesi D yerine D = {z € C||z| < 1} agik birim
diski ve ayrica f(z9) =0, f'(20) > 0 normalizasyonlar1 yerine f(0) =0, f'(0) > 1
sartlarin1 kullanarak normalize edilen birim diskte yalinkat olan fonksiyonlarin
sinifi § ile gosterilmektedir. Bu sinifa ait fonksiyonlarin Taylor acilimi

f(z)=z+ i a,z",z €D (2.3)

n=2
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seklinde ifade edilmektedir. Yalinkat fonksiyonlar teorisi S sinifi iizerine kurul-

mugtur. § sinifinin énemli bir 6rnegi;

k(z) = a _ZZ)2 =z+222 432+ ..

seklinde verilen Koebe fonksiyonudur. Bu fonksiyon ayni zamanda

k(z) = (1_22)2 - i mfz)? - 1} (2.4)

seklinde de gosterilmektedir. Bu fonksiyon ve rotasyonlar1 S sinifi i¢indeki bir¢ok

Sekil 2.7: Koebe fonksiyonunun resim bélgesi

ekstremal problemin ¢oziimiidiir ve D acik birim diskini yatay eksenden —oo dan

—1/4 e kadar olan seridin ¢ikarilmasiyla olugsan bolge iizerine resmeder ([12]).

e Koebe fonksiyonunun birtakim rotasyonlari agagidaki bigimde olmaktadir
([12]):
(1) Koebe fonksiyonunun  kg(z) = 2/(1 — €?2)?, 2 € D seklindeki ro-
tasyonu her 6 € R i¢in S siifina aittir. Bu fonksiyon altinda birim diskin

goriintiisii yatay eksen iizerinden —oo dan e~*0/4

e kadar olan geridin ¢ikaril-
masiyla elde edilen kompleks diizlemdir.

(2) f(z) = 52((72)* = 1),z € D,0 < a < 2 fonksiyonuna genelletirilmig
Koebe fonksiyonu denir ve bu fonksiyon S sinifina aittir.

(3) f(z) = z/1 — 22, fonksiyonu D birim diskini, kompleks diizlemden
1/2 <z < oove —oo < x < —1/2 yan dogrularinin ¢ikarilmasiyla elde
edilen diizlem {izerine resmeder.

(4)  f(z) = z/1 — z bir Mébious transformasyonudur ve birim disk D yi

Rew > —1/2 yan diizlemi iizerine resmeder.

11



Sekil 2.8: D birim diskinin = transformasyonu altindaki resim bolgesi

Teorem 2.2.8. (Koebe Teoremi) {w||w| < c} C Nyes f(D) olacak sekilde bir

pozitif ¢ sabiti vardr.

1916 yilinda Bieberbach tarafindan ¢ = 1/4 oldugu bulunmasiyla, D agik birim
diskinin herhangi bir f € S fonksiyonu ile |w| < 1/4 agik diskini 6rtecegi sonucu

elde edilmigtir.

Teorem 2.2.9. (Bieberbach Teoremi) f € S, f(z) = 2z + X125 an2™ seklinde
Taylor A¢ilimi’na sahip bir fonksiyon ise, her n > 2 i¢in |a,| < n saglanr.
k ile gosterilen bitin Koebe fonksiyonlars ve bunlarin rotasyonlar: i¢in |a,| =
n(n € N) esitligi gerceklenir ([9]). Bu teorem 1984 yilinda De Branges tarafindan
ispatlanmagter ([8]).

e S smufindaki fonksiyonlara dair birka¢ 6rnek de asagidaki sekilde verilebilir
([12]):
(1) f(2) = 2z birim fonksiyondur.
(2) f(z) = z/1 — z fonksiyonu, D birim diskini konform olarak sag yari
diizleme resmeden fonksiyondur. Normalize edilebildiginden S sinifindadir
ve § nin alt siiflart i¢in bircok problem icinde ekstremal fonksiyon rolii
oynar.
(3)  f(2) = 2/1—2? fonksiyonu, D birim diskini kompleks diizlemden 1/2 <
r < oove —o0 < x < —1/2 yart dogrularimin ¢ikarilmasiyla elde edilen
diizlem fiizerine resmeder.

1 1

4) f(z)=2z— 522 =3 [1 — (1 — 2)?] fonksiyonu, D diskini bir kardioidin

uzerine resmeder.
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e S icindeki iki fonksiyonun toplami yalinkat degildir. Ornegin; % ve

1
fonksiyonlarinin toplami 5(1 + ¢) noktasinda sifirlanan bir tiireve

141z
sahiptir.

e S sinifi elemanter transformasyonlar altinda korunurlar. Bunlara dair birkag
ornek agagidaki sekilde verilebilir ([9]):
(1)Eslenik: f € S ve g(2) = f(Z) = 2 + Ga2® + a32° + ... ise g € S dir.
(2)Dénme: f € S ve g(z) = e f(e?2) ise g € S dir.
(3)Dilatasyon: f € S ve g(z) = if(rz), (0<r<1)ise ge S dir.
(4)

4)Disk otomorfizmasi: f € S ve

f(&2) — fle)

9= 1 0P ey

lal <1

ise g € S dir.

(5)Deger bolgesi transformasyonu: f € S ve £, f nin deger bélgesinde £(0) =
0,&'(0) = 1 olacak sekilde analitik ve yalinkat bir fonksiyon ise g = (o f € S
dir.

(6)Alinmamig deger transformasyonu: f € S ve f(z) # wise g = uf/(u —
f) e S dir.

Tanim 2.2.10. P, D birim diski i¢inde analitik, p(0) = 1, Re(p(z)) > 0(z €

[e.9]

D) kosullariny saglayan p(z) = z + 3025 2" seklindeki regiiler fonksiyonlarim

siafadir. Bu sinifa Carathéodory simifi da denilmektedir.

Ornegin; p(z) = (14 2)/(1 — 2), z € D fonksiyonu P sinifindadir. p(z), D birim
diskinin sag yar1 diizlem {izerine konform bir tasviridir ve P sinifi i¢cinde 6nemli

bir rol oynamaktadar.

Lemma 2.2.11. ([12])Schwarz fonksiyonlarinin sinifina Q2 ile gosterelim. ¢ fonk-
siyonu D de tanwmly fonksiyon olmak iizere, ¢ € €2 olmasi i¢in gerek ve yeter sart,

#(z); D de analitik, $(0) =0 ve |¢(z)| <1 (z € D) olmasidur.

Sonug 2.2.12. ([20])p(z) = 1+c1z+... € Pise|c,| <2, n=1,2,... dir. Esitligin
gerceklenmesi i¢in gerek ve yeter sart, o, Wy, V9, 3, ..., Wn > 0 i¢in ¥ + Uy + 13+

o + U, =1 olmak dizere
eia+2m’k/n 4z

p(z) = g: Vg

elat2mik/n + 2z
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olmasidar.

P ve Q2 simflar1 arasindaki baginti su sekilde verilmektedir:

_1494(2)
1—¢(2)’

Tanimm 2.2.13. f(z) ve g(2) fonksiyonlar: D bélgesinde analitik fonksiyonlar ol-

p(z) € P < p(z) o(z) € Q.

sun. f(z) fonksiyonunun g(z) fonksiyonuna subordine olmasi f(z) = g(¢(2))
olacak sekilde bir ¢(z) € Q bulunabilmesi ile gergeklenir ve bu sabordinasyon

f(2) < g(z) ile gosterilir.

Sekil 2.9: f fonksiyonunun ¢ fonksiyonu ile sabordinasyonu

Lemma 2.2.14. f < g ise f(0) = g(0) ve f(D) C g(D) dir.
Teorem 2.2.15. f < g olsun. Bu halde |f'(0)| < |¢'(0)| esitsizligi gerceklenir.

Lemma 2.2.16. g fonksiyonu D dizerinde yalinkat ise f < g olmast i¢in gerek ve

yeter sart f(0) = g(0) ve f(D) C g(D) olmasidur.
S smifinin iki 6nemli alt simfini agagidaki sekilde verebiliriz:

Tamm 2.2.17. ([20])f(z) = z+agz* +a32®+ ... fonksiyonu D bélgesinde yalinkat
ve F' = f(D) gorinti bélgesi orjine gore yldial bilge ise, yani analitik olarak;
u € Figin, 0 <t <1 olmak tizere, tu € F ise [ fonksiyonuna yildizil fonksiyon

denir. Yildinl fonksiyonlarin sinifs S* ile gdsterilmektedir.

Teorem 2.2.18. ([20])f : D — C analitik, f(0) =0 ve f'(0) =1 olsun. Bu halde

f'(2)

f(z) e §* < Zf(z)

epP

14



gerceklenir

S* — {f,]D) de analitik | f(z) = z + i anzn,Re(zf,<z>
n=2 f(Z)

Tamm 2.2.19. (/20])f(z) = z+aez* +a32®+ ... fonksiyonu D bélgesinde yalinkat

) > 0}. (2.5)

ve F' = f(D) tasvir bolgesi konveks bilge ise, yani analitik olarak; 0 <t <1 olmak
tizere her uy, ug € F igintuy+(1—t)us € F kogulu gercekleniyorsa f fonksiyonuna

konveks fonksiyon denir. Konveks fonksiyonlar sinifi wse K ile gosterilmektedir.

Teorem 2.2.20. (/20])f(z) = 2z + a22® + a3z + ... + a,2" + ... fonksiyonu D

bilgesinde konveks fonksiyon ise her n = 2,3, ... i¢in |a,| < 1 dir. |a,] = 1

esitliginin gerceklenmesi A € C, |\ = 1 i¢in f(z) = - seklinde olmas ile
z

1—
mamkindir.

Teorem 2.2.21. (/20])f : D — C analitik, f(0) =0 ve f'(0) = 1 olsun. Bu halde

f"(z)
f'(2)

fz)eKe 142 eP

gerceklenir

K= {f,D de analitik |f(z) =z + i an=", Re(1 +Zf//(z)
n=2 f(2)

Tanim 2.2.22. ([1/]) —1 < B < A < 1 olmak tizere P(A, B), p(z) = 14+p1z+...

) > 0}. (2.6)

seklinde D de regiiler fonksiyonlarin sinifidir ve

14 Ad(2)

p(2) € P(A, B) & p(z) = HT%zﬁ(z)’

zeD, ¢(z)e

bagintist gerceklenmektedir.

Teorem 2.2.23. ([6])p(z) =1+ p1z + p22® + ... + pu2" + ... € P(A, B) ise her
n=1,23,..i¢in |p,| < A— B dir.

Tamm 2.2.24. ([14])f(2) = z + agz® + ... seklinde Taylor agilimina sahip olan,
D de regiiler ve

f'(2)
f(z)

bagintising gergekleyen fonksiyonlarin sinifs S*(A, B) ile géosterilmektedir.

f(z) e S*(A,B) & z

=p(z), p(z)eP(AB), z€D
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Teorem 2.2.25. ([19])f(z) = z+as2* + a3z® + ... + a,2" +... € S*(A, B) ise her
n=273,..1¢n

(
o < {1 (a-BikB 4,
ap| >
n—2 |A| _

esitsizliklers vardar.

Lemma 2.2.26. ([1/])p(z) € P(A,B) fonksiyonu, D birim diskini, merkezi

C(r) = (%, 0), yarigapr p(r) = gf;i?;" olan kapaly diske resmeder.

Teorem 2.2.27. ([14])f(z) € S*(A,B) ise |z| =7, 0 <r <1 i¢in
'{ (1+Br)“s>, B#0
ir r)E :
C(r;A,B) =
lreAT, =0;

olmak tzere

distorsiyonu vardar.
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BOLUM 3

LOG-HARMONIK YALINKAT
FONKSIYONLAR TEORISI

3.1 Harmonik Fonksiyonlar

Reel degerli, ikinci kismi tiirevlere sahip, siirekli bir u(x,y) fonksiyonu Laplace
diferansiyel denklemi olarak adlandirilan

0’u  0%u _

A(u):@‘f‘@—

0

ifadesini gerceklerse harmonik fonksiyon olarak adlandirihir. Bir D bolgesinde
tanimli, siirekli ve kompleks degerli w = f(z) = w(z,y) + iv(z,y) fonksiyonu-
nun harmonik fonksiyon olmasi i¢in, D iizerinde u ve v nin reel degerli harmonik
fonksiyonlar olmasi gerekir. Yani, A(u) = tyy + tyy = 0 ve A(v) = Uy + vy, =0
Laplace denklemleri’'nin saglanmasi1 gerekir. f = w + v fonksiyonunun siirekli
kismi tiirevleri var ise analitiktir. Analitiklik icin gerek ve yeter sart, u, = v,
ve u, = —v, olarak tamimlanan Cauchy Riemann Denklemleri'nin saglanmasidir.
Dolayisiyla, her analitik fonksiyon kompleks degerli bir harmonik fonksiyondur.
Bunu agagidaki sekilde ispatlayabiliriz:

w = f(z) = u(x,y) +iv(x,y) fonksiyonu basit baglantili bir D bélgesinde tanim-
lanmig ve analitik olsun. f(z) fonksiyonundaki reel degiskenli fonksiyonlar har-

moniktir. Gergekten; f(z) fonksiyonu verilen bolgede analitik oldugundan Cauchy
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Riemann Denklemleri'ni gercekler. Buna gore;

ou Ov  0%*u 0%y 0% 0%u

dr  dy M 0x0y’ Oy Oydx

(3.1)
ou v 0%u d*v  0%v 0%u

oy Oz = o2 Oydx 02 Oxdy

egitlikleri yazilabilir. Schwarz egitligi

v 0% Pu  u
oxdy  Oydx’ 0Oxdy  Oydx

(3.1) esitliklerinde kullanlirsa,

*u  0*u 0%y 0%

:@—FTyQ:O, A(U):@—F@IO

A(u)

elde edilir. Boylece u = u(z,y),v = v(z,y) fonksiyonlarinin D bolgesinde har-
monik oldugu séylenebilir. Bununla beraber her kompleks degerli harmonik fonk-
siyon analitik degildir.

Cauchy Riemann Denklemleri’ni gercekleyen bir (u,v) fonksiyon cifti eglenik ¢ift
olarak adlandirilir ve v ye w nun harmonik eslenigi denir. Dolayisiyla —u da v
nin harmonik eglenigi olur.

Herhangi iki analitik fonksiyonun carpimi ve bilegkesi yine analitiktir. Fakat iki
harmonik fonksiyonun bilegkesi harmonik olmayabilir.

Harmonik bir fonksiyonun tersi harmonik olmak zorunda degildir.

f = u + v basit baglantili D bdélgesinde harmonik ve f(0) = 0 olsun. F(0) =
G(0) =0, ReF = Ref = u, ReG = imf = v olacak gekilde D bolgesinde analitik
F ve G fonksiyonlar1 tanimlansin. Ayrica h = (F+iG)/2 ve g = (F —iG)/2 olsun.
Bu durumda f = h 4 g seklinde olur ve h, g fonksiyonlar1 D bolgesinde analitik-
tirler. Gercekten, Ref = ReF = u ve imf = ReG = v kabulii altinda F' = u+m
ve G = v + in olarak alinabilir. Buna gore h = (F +iG)/2 ve g = (F —iG)/2

olarak yazilirsa

- (u—n)+i(v+m)
h= 2
g= (u+n) —i(v—m) L= (u+n)+i(v—m)




egitlikleri elde edilir. Dolayisiyla f = h + g olarak yazlabilir. Bu gosterilise f nin
kanonik gdsteriligi adi verilir. h ye f nin analitik kismi, g ye f nin co-analitik
kismi denir. Ornegin; f(z) = z — 1/Z + 2In |z| fonksiyonu D birim diskini C — {0}
iizerine resmeden harmonik yalinkat bir fonksiyondur. Bu fonksiyonun analitik
kismi h(z) = z + logz ve co-analitik kismi1 g(z) = logz — 1/z seklindedir.

Harmonik bir f = u + iv fonksiyonu igin Jakobiyen J; = u,(2)v,(2) — uy(2)v,(2)
seklinde tanimlanir. Jakobiyen, f = h 4 g harmonik fonksiyonu i¢in f, ve fz

ifadelerine bagl olarak

Ji(z) = LGP = 1f=2) = W) = g ()

seklinde de yazilabilir. Jy jakobiyeni D iginde pozitif ise f ye, D i¢inde yon-
koruyan fonksiyon, negatif ise yon-degistiren fonksiyon denir. Eger f yon-koruyan
ise f yon-degigtiren’dir([10]).

xy— diizlemindeki bir D bélgesinden, uv—diizlemindeki bir D, bolgesine tanimli,
bire-bir f(z) = u(2) + iv(z) fonksiyonu u ve v harmonik iseler harmonik yalinkat
fonksiyon adini alir.

Harmonik tasvirler icin Lewy tarafindan agagidaki énemli sonu¢ verilmigtir.

Teorem 3.1.1. ([16/) Harmonik bir fonksiyonun zy noktasinin komsulugunda

yerel yalinkat olmasy icin gerek ve yeter sart, J;(29) # 0 olmasidar.

Teorem 3.1.2. ([7])f = h + g fonksiyonunun yerel yalinkat ve yon-koruyan

olmasi i¢in gerek ve yeter sart,
Jp(2) = W) =g (2)* >0 (2 € D)
seklinde olmasidir.

Tanim 3.1.3. Bir harmonik f fonksiyonu icin w = ¢'/h' ifadesine f nin ikinci
dilatasyon fonksiyonu ady verilir. Yion-koruyan bir f harmonik fonksiyonu icin

lw(z)| <1 dir.

Tanim 3.1.4. D dzerindeki harmonik, kompleks degerli, yon-koruyan, normalize

edilmis yalinkat harmonik fonksiyonlarin sinify Sy ile gosterilir. Sy sinifina ait
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bir f fonksiyonu f = h+79 olarak gésterilebilir. Burada h(z) ve g(2), D de analitik

ve
h(z) =24 anz", g(z) = by2" (3.2)
n=2 n=1
seklindeks seri agilimlarina sahip fonksiyonlardwr. Yion-koruyan olma ozelliginden

|b1| < 1 olmak zorundadar.

Yon-koruyan bir harmonik f € Sy tasviri, f(ID) deger bélgesi orijine gore
yildizil ise Sj; sinifina aittir. S, sinifina ait bir f fonksiyonu D i¢inde harmonik
yuldizal fonksiyon olarak adlandirihr. Benzer sekilde, f € Sy tasviri altinda f(D)
bolgesi konveks ise, f fonksiyonu Ky sinifina aittir. Ky simifina ait bir f fonksi-
yonu D icinde harmonik konveks fonksiyon olarak adlandirilir.

Bu tanimlar analitik olarak

0 (arg f(re)) >0 z€D (3.3)

feSH@%

fekuy& aaearg(; arg f(re®)) >0 z=re? 0<0<2r,0<r<1 (3.4)

seklinde ifade edilir.

S ailesi icin ortaya konan ve 69 yil sonra dogrulugu 1984 yilinda Louis De Branges
(|8]) tarafindan ispatlanan Bieberbach samsinin ispatindan sonra S ailesi icin
bilinen klasik sonuclarin Sy ve bu smifin alt aileleri icin de gecerli olup olmadig:
sorusu diigliniilmeye baglanmigtir. 1984 yilinda Clunie ve Sheil Small (|7]) yalinkat
fonksiyonlar i¢in elde edilen sonuclarin harmonik tasvirlerle ayni olmadigini, fakat

analoglarinin verilebilecegini ortaya koymuslardir.

3.2 Log-harmonik Fonksiyonlar

Harmonik fonksiyonlar teorisi iizerine calismalar devam ederken, 1984 yilinda
Zayid Abdulhadi ve Walter Hengartner tarafindan log-harmonik fonksiyonlar in-
celenmeye baglanmigtir. Bu tiir fonksiyonlarla ilgili calismalardaki temel konular,
harmonik ve analitik fonksiyonlarla ilgili 6zelliklerin log-harmonik fonksiyonlarda
ne gekilde gercekleneceginin aragtirilmasi, bilinen yalinkat analitik ve yalinkat

harmonik fonksiyon siniflari ile log-harmonik yalinkat fonksiyon siniflar1 arasinda
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baglantilar kurulmasi, yeni fonksiyon siniflar1 belirlenmesi ve bu siniflarin 6zellik-
lerinin incelenmesidir. 1988 yilinda yayinlanan ilk ¢aligmada log-harmonik fonk-

siyonlarin ¢ikig noktasi ortaya konulmustur ([3]).

Tanim 3.2.1. D, C nin bir bélgesi olmak tizere H(D), normal yakinsama topolo-
jisiyle D de tanamly tiim analitik fonksiyonlarin ciimlesi olsun. H.H(D), D bl-
gesinde tanimls,

f=HG (3.5)
seklinde gosterilen, acik ve yon-koruyan tim kompleks degerli fonksiyonlarin cim-

lesini gostermektedir. Bu fonksiyonlar
we H(D), w(D)cD={[¢ <1} (3.6)
olmak tzere lineer olmayan eliptik

fz=[wf/flf: (3.7)

diferansiyel denklemint gerceklemektedir. Bu sinuf i¢indeki sifirlanmayan fonksi-
yonlar Hy ve Gi, H(D) de olmak dzere, herhangi bir yon-koruyan, harmonik
u = H,+ G fonksiyonu i¢cin e* seklindedirler. Bunun yamsira H.H(D) nin sifir-
lanan fonksiyonlariyla da ¢alistlmaktadar.

F(w, D), w daima (3.6) yu gerceklemek tzere, D de (3.7) nin sabitten farkl tim
coztimlerinin cimlesidir. f € F(w, D) olmak tzere f, agik ve yon-koruyan bir
fonksiyondur.

Bu tammlar géziniinde bulundurularak F(w, D) ve H.H(D) simuflary arasindaki

iligkiler asagidaki akista siralanmagtr ([3]).

e Z(f)={zeD | [f(z)=0}

Lemma 3.2.2. ([3]) D, C nin basit baglantsls bir bélgesi olsun. Sifirlanmayan bir
[ fonksiyonunun H.H(D) de olmast i¢in gerek ve yeter sart, w, (3.6) y1 gercek-

lemek tizere, F(w, D) ciimlesinde olmasidar.

Lemma 3.2.3. ([3]) f fonksiyonu F(w,D) cimlesinde olsun. f(zy) = 0 ve
B(zo0,p)/ {20} € D/Z(f) olsun. Bu halde f fonksiyonu

f(2) = (2 =20)" |2 = 2" h(2)9(2); = € Bz, p) (3-8)
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seklinde gosterilir. Burada,
neN, = nw(z)l+wz)) /(1 - |w(z)l?) dur, biylece Ref > —n/2 dir. h,
g € H(B(z9,p)) dur ve h(z9) # 0, g(z0) = 1 dir.

Teorem 3.2.4. (/3]) D, C nin bir bolgesi olsun. f fonksiyonu H.H (D) igindeyse,
w (3.6) da tanwmlandige sekilde, [0,1) iginde bir rasyonel sayi ve z € Z(f) olmak
tzere F(w, D) dedir. Tersine, f € F(w,D) ise ve her zy € Z(f) i¢in p(zo) €
N U {0}, q(z0) € N ve q(z0) — p(z0), p(z0) tn bir boleni olmak tizere w(zy) =
p(20)/q(20) € [0,1) elde edilir ve béylece f € H.H(D) dir.

3.3 Log-harmonik Yalinkat Fonksiyonlar

D, C nin bir bolgesi ve zg € D olsun. Agagidaki karakterizasyon, Teorem 3.2.4
den elde edilir.

Teorem 3.3.1. (/3]) f, D dzerinde f(zy) = 0 olacak sekilde yalinkat bir tasvir

olsun. Bu halde f € H.H(D) olmasu i¢in gerek ve yeter sart, w, w(z) = m €

T
NU {0} olacak sekilde (3.6) yi tanwmlamak tzere f € F(w, D) olmasidar.

Lemma 3.3.2. (/3]) D, C i¢inde bir bolge ve f € F(w, D) yalinkat bir fonksiyon

olsun. Bu halde
(a) f(2) # 0 oldugunda f.(z) # 0 dur,
(b) f(z0) =0 ise
lim (= = 20)2(2)/ /()

vardir ve C — {0} dadar.
Boylece (z — z0) f./ f, H(D) de sifirlanmayan bir fonksiyondur.

Tanim 3.3.3. (/3/) Sin; birim diskte tanyml, kompleks degerli, normalize edilmis

yalinkat log-harmonik fonksiyonlarin sinafidar.

Sn= |J {fe€F(wD) yalnkat | f(0)=0,f.(0)=1}=

weH (D)

{f — 2h(2)g(z) € HHD) | f wyalnkat ve h(0) = g(0) = 1} )

Bu ilk ¢galismamn ardindan log-harmonik fonksiyon tanim H.H (D) ve F'(w, D)

climlelerinden bagimsiz olarak agagidaki sekilde genellestirilmigtir.
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Tanim 3.3.4. ([4]) HD), D agik birim diskinde tansml tim analitik fonksiyon-
larn lineer uzayr ve B, her z € D i¢in |w(z)| < 1 kosuluna uyan w(z) € H(D)
fonksiyonlarinin ctimlest olsun. Bir log-harmonik fonksiyon ikinci dilatasyon fonk-
siyonu w € B olmak tizere, lineer olmayan

ok
f f

eliptik kwsmi diferansiyel dekleminin bir cozimidir. f, D de sifirlanmayan bir

(3.9)

= w(z)

log-harmonik fonksiyon ise, h,g € H(D) olmak izere
f=hg

formundadir. Diger yandan f fonksiyonu sadece bir zg noktasinda sifirlaniyorsa,

e m negatif olmayan bir tamsays,

e 3=w(0)(1+w(0))/(1—|w(0)]?) ve biylece Refd > —1/2,
e h ve g, D de analitik fonksiyonlar, h(0) # 0, g(0) =1
olmak tzere
f=(2=2)"z = 2"’ hyg

seklinde bir gosterilime sahiptir. zo = 0 secildiginde bu gésterilim
f=2"z""hg

sekline dondstr.

Ayrica [ fonksiyonu D dzerinde yalinkat log-harmonik bir fonksiyon ise; 0 ¢
f(D) iken log f, D uzerinde harmonik yalinkat bir fonksiyondur, f(0) =0 duru-
munda ise (yani f fonksiyonu sifir noktasinda sifirlamyorsa) F(C) = log f(e°),
{¢  |Re¢ < 0} yari-diizlemi tizerinde harmonik yalinkat fonksiyon olup f = z|z|*’hg,
Re > —1/2, 0 ¢ h.g(D) bigimindedir.

Log-harmonik fonksiyonlar i¢cin yapilan bu tanimin ardindan harmonik fonk-
siyonlar teorisindeki ikinci dilatasyon ve Jakobiyen fonksiyon kavramlarini log-

harmonik yalinkat fonksiyonlar icin verebiliriz.
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Bu fonksiyonlari, secilen f fonksiyonu ve tiirevinin, ikinci dilatasyon fonksiyonu
i¢in o
. f? fz

w(z) =

T

ifadesinde ve Jakobiyen fonksiyonu icin de

Jp(z) = |1 = | f?

ifadesinde yerine yazilmasiyla elde edebiliriz. Bu tamimlar asagidaki sekillerde

verilebilir.

Tanim 3.3.5. f(z) = h(z)g(2) seklinde bir fonksiyon ise, ikinci dilatasyon fonk-

styonu,

bicimindedir.
f fonksiyonu f(2) = (2 — 20) |z — 20|’ M(2)g(2) seklinde ise bu fonksiyona dair

tkinct dilatasyon fonksiyonu ise,

h(z)
seklinde elde edilmektedir.
Yildizil fonksiyonlar i¢in zop = 0 noktas: alindige i¢in bu kez ikinci dilatasyon
fonksiyonu,
/
B+ zg ((j))
w(z) = S
1+ 6+ zh (2)
h(z)

seklinde olur.

f(2) = zh(2)g(2) fonksiyonu i¢in, B = 0 yani; w(0) = 0 durumunda ise ikinci

dilatasyon fonksiyonu,

oy = D)
L+ 2k (2)/h(2)

bicimine dondsir.
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Tanim 3.3.6. f = h(2)g(z) seklindeki log-harmonik fonksiyona dair jakobiyen

fonksiyonu,

Ji(2) = 1L = 1R = f(2) (

seklinde elde edilmektedir.

f=(2—2)|z — 20/**h(2)g(z) seklindeki fonksiyon icin de,

2

144 ()

Ji(2) = L) = | = 1 £ () < e )

biciminde olmaktadar.

Yildinl fonksiyonlar icin zg = 0 noktast alinarak fonksiyona ait jakobiyen

ﬁ+g’(2) )

2 g(2)
f(2) = zh(2)g(z) fonksiyonu i¢in, B = 0 yani; w(0) = 0 durumunda ise jakobiyen
2)

Sabitten farkly bir f log-harmonik fonksiyonu daima yén-koruyan bir fonksiyon-

Jp(2) = L1 = BRI = [£(2) (‘ Ly }2(())

seklinde tanimlanmaktadur.

fonksiyonu

*g(2)

1 W(z2)
i 9(2)

z ' h(2)

Ji(2) = £ = 1EGRF = 1£()f <

seklinde elde edilmektedir.

dur ([1]). Dolayisiyla bu tir fonksiyonlar i¢in kullanacagimiz J¢(z) daima pozitif

olmaktadr.

Bir zy noktasinda sifirlanan yalinkat log-harmonik f fonksiyonunun h(z)g(z)
seklinde gosterilebilmesi igin gerek ve yeter sart, w(z20) = ;%5, m € NU{0} olmasi

idi ([3]). Bu tanim yildizil fonksiyonlar igin w(0) = -5, m € NU {0} olmasina

denk diismektedir. O halde f(z) = zh(z)g(z) fonksiyonu ile cahisildigimda ise 3 =
0 yani w(0) = 0 olmaktadir. Bu durumda fonksiyon f(2) = zh(2)g(z) = s(2)g(2)
seklinde yazilabilmektedir. Burada s(z) = zh(z) seklinde olup, h(0) = 1 = ¢(0),
s(0) = 0 normalizasyonlart mevcuttur. Tez ¢aligmasinda bu tiir fonksiyonlarla
ilgilenilecektir.

Harmonik ve analitik fonksiyonlarda oldugu gibi log-harmonik fonksiyonlar icin

de birtakim 6nemli alt siniflar tanimlanmigtir. Bunlardan ilki &, dur.
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Tamim 3.3.7. ([1]) S},; birim disk D dzerinde f(0) = 0 olacak sekilde tanimls,
h(0) = g(0) = 1 egitligini gerceklemek tuzere, f(D) nin yildizil bir bélge oldugu
tim yalinkat log-harmonik fonksiyonlarin ciimlesidir.

S*={feS; wve fe€H(D)}olmakiizereS), veS* siniflars arasindaki baglants

asaqidaki teoremle verilmektedir.

Teorem 3.3.8. H(D); D = {z| |z| < 1} birim diskinde tansml tim analitik fonk-
siyonlarin uzayr ve B = {w € H(D)| |w(z)| < 1,z € D} olmak dzere

(a) f=z|z|"" hg € S;, = v(z) = zh/g € S* dir.

(b) Verilen herhangi v(z) € S* ve w € B i¢in, H(D) i¢inde asagqidaki sekilde
tansmlanan tek tirli belirli h ve g fonksiyonlary vardr:

(1) 0 ¢ hg(D), h(0) = g(0) = 1,

(ii) v(z) = zh/g,

(iii) B = w(0)(1+w(0))/(1—|w(0)|*) olmak iizere f = = |2|*° hyg, S}, sunafi icinde

eliptik diferansiyel denklemin bir ¢ozimaidir.

Agagida verilen sonug ise § = 0, yani w(0) = 0 i¢in &}, sinifina dair bir

distorsiyondur.

Teorem 3.3.9. ([1]) [ = zhg € S}, olsun. w(0) = 0 olmak tzere her z € D i¢in

() desp (T ) < 17G) < el e (120

1+ |z 1+ [2]
@ e () <101 e ()
i) 1) < ELE = ep (211
distorsiyonlar, vardar.
fo(z) = Z((ll__;)) exp [Relll_zz

olmak tizere f(z) = fo(€2), €| = 1 seklinde olmasy durumunda egitlikler gercek-

lenir.

Log-harmonik fonksiyonlar teorisinde diger 6nemli bir fonksiyon sinifi Py, dir.
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Tamim 3.3.10. (/1]) Py, tim z € D ler i¢in Ref(z) > 0 olacak sekilde h,g €
H(D), h(0) = ¢g(0) = 1 kosullarm saglayan f(z) = h(2)g(2) seklinde ifade edilen,
birim disk D de tanimly tiim log-harmonik fonksiyonlarin sinifidir.

Rep(z) > 0, p(0) = 1 olan p(z) analitik fonksiyonlarn sinifs P, Py, sinafinan alt

ctumlesidir.

Teorem 3.3.11. ([1]) f(z) = h(2)g(z) € Pu, ise p = h/g € P dir. Tersine,
verilenp € P vew € B ye karsilik H(D) de, h ve g gibi sifirlanmayan fonksiyonlar
vardwr oyle ki, p=h/g, f = hg € Py, ve [ fonksiyonu verilen w ya gore (3.7) nin

bir ¢ozimddir.

Ayrica Py, smifi icin elde edilmis olan distorsiyonlar da agagidaki teoremle

verilmigtir.

Teorem 3.3.12. ([1]) f(2) = h(2)g(2) € Py, w(0) = 0 olmast durumunda

(i) exp (=22 /(1 - Igl)) <[fE) <exp 2]z /(1 = |2])),
(i) |f-(2)] < exp (2|z] /(1 —|z]),

(1—1z |)2(| | |2I%)
(iii) | f=(2)] S( D= 2P exp (22| /(1 = |z]))

esitsizlikleri elde edilir.

1—2
1+=2

1+ 2
1—=2

eReﬁ

fo(z) =

olmak tzere, f(z) nin
fO(EZ)7 |§| =1

seklinde fonksiyon olmast durumunda esitsizliklerin sag yanlary i¢in esitlik,

1/fo(€2), €] = 1

seklinde bir fonksiyon ise de egitsizliklerin sol yanlary icin egitlik olusur.

2006 yilinda ise Z. Abdulhadi ve A. Muhanna'nin beraber yayinladiklar ¢alig-

mada a-ymc1 dereceden yildizil log-harmonik fonksiyon sinifi ortaya atilmistir.

Tamm 3.3.13. (/2]) f(2) = z |2*° h(2)g(z) yabnkat log-harmonik bir fonksiyon,

olsun.
i0 =
W:RGM”’ 0<a<l
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esitsizliginin gerceklenmesi halinde f fonksiyonuna a-yinct mertebeden yildizil

log-harmonik fonksiyon denir. S}, (o), tim a-yince mertebeden yildizil log-harmonik

fonksiyonlarin sinifadar.

a = 0 i¢in yildizl log-harmonik fonksiyonlarin sinfi elde edilmektedir.
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BOLUM 4

ANALITIK KISMI JANOWSKI YILDIZIL
FONKSIYON OLAN JANOWSKI YILDIZIL
LOG-HARMONIK FONKSIYONLAR SINIFI

4.1 S},(A, B) Simifi

Tanmm 4.1.1. [ = zh(2)g(2) yalinkat log-harmonik bir fonksiyon olsun. f nin
Janowski yildizil log-harmonik bir fonksiyon olmasu i¢in h(0) = g(0) = 1 norma-
lizasyonlary altinda, her z € D i¢in p(z) € P(A, B) olmak iizere
Zfz_zfz> > 1—-A
f 1-B

kosulu gerceklenmelidir ([14]). Analitik kismi (zh(z)) Janowski yldizil fonksiyon

T 0
Rep(z) = 228/ re) _ <

o (4.1)

olan Janowski yildizil log-harmonik fonksiyonlarin sinafs S}, (A, B) ile gosterilmek-

tedir.

Yaptigimiz caligmalarda kullanilacak {i¢ temel lemma agagidaki gekilde veril-

mektedir.

Lemma 4.1.2. ([13]) ¢(z), D de ¢(0) = 0 olacak sekilde taniml, analitik bir
fonksiyon olsun. |¢(z)], |z| = r < 1 ¢emberinde bir zy € D noktasinda maksimum

degerine ulasiyorsa, k > 1, reel bir sayr olmak tizere
Zo¢/(20) = k¢(20> (42)
esitligi vardr.
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Lemma 4.1.3. ([15]) p(z), P(A, B) sinifiran bir elemant ise

1—A
1-B

Rep(z) > >0 (4.3)

esitsizlikleri gerceklenir.

Lemma 4.1.4. ([21]) s(z) € S*(A, B) ise

s'(z) 1— ABr?

B < (A—B)r
y s(z) 1— B%r?

- 1— B2%y2

esitsizligi vardar.

Teorem 4.1.5. [ = zh(z)g(z), D de log-harmonik bir fonksiyon ve 0 ¢ h.g(D)
olsun. (
TP Rz), B0
zh'(z)  z¢'(2) - { 1+ B> 1(2) a

hMz) gz 1, _ 0
kAz-Fg(z), B =0;

sabordinasyonun ger¢eklenmesi halinde f € S} (A, B) dir.

Ispat. Tspat1 yapmak icin

{ A—B .
hz) _ { (1+B¢(z)) 5, B#O; (04)
9(2) ,LeAqb(z)? B=0;

A—B

fonksiyonunu z = 0 noktasinda (1+ B¢(z)) 7 ifadesi 1 degerini alacak se-
kilde tanimlariz (Burada uygun bir Riemann dal se¢ilmektedir). Sabordinasyon
kogullarinin gergeklenmesi icin ¢(z), D de analitik, ¢(0) = 0, |¢(z)| < 1 olmalidir.
(4.4) ile verilen fonksiyonun tanimindan dolay: ilk iki kosul gerceklenmektedir.

Son kogulu ger¢eklemek igin (4.4) ifadesinden logaritmik tiirev aliarak,

((A-Brde) .
LICIETICIN sy 7o B (45)

hz) 9(x) 'kAng’(z), B =0;

esitlikleri elde edilir. Bu esgitliklerden hareketle ¢(z) fonksiyonunun D de maksi-
mum degere ulagtigr diigliniiliirse, bir 2y € D i¢in Lemma 4.1.2 nin yazilmasiyla
200 (20) = ko (20), k > 1 esitligi elde edilir, boylece

[ k(A — B)o(x)

= Fi(¢(20)) € (D), B#0;
zoh/(20) B 209 (20) _

h(z0) 9(20)

(4.6)

m—————— N

kAp(z0) = Fa(9(20)) ¢ Fo(D), B=0;
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egitlikleri elde edilir. (4.6) da goriildiigii gibi egitliklerin sag yanlarindaki ifadeler
k # 1i¢in resim bolgesinin diginda kalmaktadir. Bu halde her z € D igin |¢(2)] < 1
gerceklenmek zorundadir.

O halde ii¢ kosul da gergeklendiginden sabordinasyon mevcuttur ve bu sabordi-

nasyon kullanilarak

(1+ Agp(z) _
() zg(2) _ { 1+ Bo(z) pie), B0 (4.7)

h(z) 9(2) {1+ Agp(z) =p(z), B=0;

1+

egitlikleri elde edilir ve Lemma 4.1.3 iin kullanilmasiyla

zh(2)  z4d'(2) 1-A
Re < et > Rep(z) > 1 (4.8)
oldugu bilinmektedir. Diger yandan f fonksiyonunun tanimindan,
—  z2f,—Zf zh(2)  ZzZg'(z2)
f = zh(2)ge) = T o -2
f hz)  g(z)
esitligi elde edilir. Bu egitligin her iki yaninin reel kisimlar: alinacak olursa,
s ! =
e (S27E) e (14 201 )
f h(z) — g(2) (4.9)

ke (1422012

h(z)  g(2)
esitligi elde edilir. (4.7), (4.8) ve (4.9) un birlikte digiintilmesiyle de yildizallik

kogulu gerceklendiginden f € S} (A, B) oldugu sonucu elde edilir. 0

Sonug 4.1.6. f € S};,(A, B) ise

(/7 Fe
N(55) " 1<l B0
i \g(z)
{ (4.10)
e (12)
Ilog<><A, B =0.
( 9(z) 4
esitsizlikleri vardar.
Ispat. (4.4) esitlikleri kullamlarak
4 B B
h a5 h aB
(BN 1= o). B0 |(B) T -1l < Bl B0
) 9)
h(z) h(z)
-10g< >:Agz5z, BzO;:>10g<><A, B =0;
(8 gz ~ 47 o) <M
seklinde istenen sonug elde edilebilir. O]
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Bu egitsizlikler Teorem 4.1.5 in basit bir sonucu olarak ortaya cikmaktadir.
Ayrica bu esitsizlik ¢ifti Sjj, (A, B) siifi i¢in Marx-Strohhacker Esitsizlikleri olarak

adlandirilmaktadir.

Lemma 4.1.7. h(z), D birim diskinde h(0) = 1 olacak sekilde tanvmli, analitik

bir fonksiyon olsun. Bu halde,

(h(z)) —7“20 zh(z
Re (30 ) = v logl:h(o)

esitlige gerceklenir.

Ispat. Ispati yapmak icin zh(2) ifadesini modiilii cinsinden yazip logaritmik tiirev
alirsak,
zh(2) = |zh(2)| € = log(zh(2)) = log |2h(2)| + i =
log(re®*h(re’)) = log ‘reigh(reig)‘ + 10 =
R (re') 0 it P
h(re) =T log ‘7‘6 h(re )‘

sonucunu elde ederiz. Buldugumuz bu ifadeyi z cinsinden yazip egitligin reel kis-

1+ re'.

min1 alirsak

Re <1 + z};;g))) = T(‘fr log [zh(z)| = Re <(z£z((zz>))’> = Tﬁar log |zh(2)|

seklinde istenen sonucu elde ederiz. O

Teorem 4.1.8. f € S} (A, B) ve s(z) = zh(z) € 8*(A, B) olsun. Bu takdirde

{%S‘h(ZHS;M, B # 0;

i (1—Br) ™5 (1+ Br) 5

{ (4.11)
e < |h(2)] < e, B =0;

distorsiyonlar: vardar.

Ispat. f € S}, (A, B) varsaymm altinda h(z) analitik fonksiyonu h(0) = 1 kogulu
ile h(z) = 1432, a,2" seklinde bir Taylor agihmina sahip olur. s(z) = zh(z) €
S*(A, B) oldugundan yildizillik kogulu

() () ) ) 0
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seklinde gerceklenmektedir. Bu halde Lemma 4.1.7 nin kullanilmasiyla

(1(zh(z)) 1—ABr| _(A-B)r
i — < B ;
L R(2) 1— B2 |~ 1— B%?’ 70
{ (4.13)
H !
i (zh(2)) — 1| < Ar, B =0;
U hz)
esitsizlikleri bilinmektedir. Bu adimdan sonra
( zh/(z) 1— ABr? (A—B)r
b1 — < B #0;
i + h(z) 1—B%2|~ 1-— B?r?’ 70
{ (4.14)
! I
LA N P B=0;
U n)
egitsizlikleri yazilabilir,
—|z] < Rez < |z|

egitsizliginin bir Onceki egitsizliklerde kullanilmasiyla da istenen distorsiyonlar

elde edilir. O

Teorem 4.1.9. f € S},(A, B) ise

(/11— Br\"7 1+ Br 5

i 7 B O’
:T<1+Br> —|9<Z)|—T<1—Br> 7

{ (4.15)
ire_z"” < lg(2)| < re?4r, B = 0;

distorsiyonlart vardar.

Ispat. Teorem 4.1.5 ve Janowski yildizil fonksiyonlar icin distorsiyon kosulu (Lemma

4.1.4) kullamlarak,

(17 W(z) g()\ BB-Ar2| (A-B)r
i — — < B ;
; (Z Wz g(2) > e | Siopye P70
{ (4.16)
H / /
E‘zh(z) _Zg(z) < Ar, B =0;
U hz) g2)
esitsizlikleri yazilabilir. Ote yandan
—|z| < Rez < |¢] (4.17)
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esitsizlikleri bilinmektedir. (4.16) esitsizliklerinde (4.17) ifadesinin kullanilmasiyla
— _ / / _
f(f“B)TSRe(zh(Z) 9<Z)>§(AB>7“ B 40

E 1— Br h(z) Zg(z) 1+ Br’
{ (4.18)
! / /
i —Ar < Re <zh(z) _Zg(z)> < Ar, B =0;
\ h(z)  g(z)
esitsizlikleri yazilabilir. Diger yandan
g(2) h’(Z)) 9
R — =r— (1 — log |h 4.19
(45 =40 ) =g Gomloe) ~loglh(a)) (419
esitligi kullamlarak (4.18) esitsizlikleri
(—(A-B) 0 0 (A— B)
< 1 ——1 < B #0;
B S gy leele) - gleg () < Tt B Ao
{ (4.20)
i—A<210 | (z)]—glo |h(z)| < A B = 0;
k — ar g g a/r g — ) - Y
seklinde yazilabilir. Esgitsizliklerin her yani 0 dan r ye integre edilerek,
( 1 g(2) 1
| & < < 5, B#0;
L (1+Br)" s~ |[h(2)| T (1-Br)F 7
{ (4.21)
e < 9lz) <e, B =0;
( h(z)
egitsizlikleri elde edilir. Bu egitsizlikler ayrica,
() g < () < Ph() g, BAO
L 2)| % = 9(2)| S 2| ———— = ;
By Y (1- Br)'s"
{ (4.22)
UR(2)[ e < [g(2)] < |h(2)| e, B=0;

seklinde de yazilabilir. (4.22) esitsizliklerinde ise (4.11) esitsizliklerinin kullanil-

masiyla istenen distorsiyonlar elde edilir. O]

Teorem 4.1.10. f = zh(z)g(z) € S},,(A, B) olsun. Bu halde

[ /(1—Br>\' 7 (14 Br2\ 7
A < < 2(\ " ="/ .
ET<1—|—BT> _’f|_r<1—Br>  B70;

(4.23)

7,26—3A7“ S ‘f’ S 7,263.41", B = O,

———A—

distorsiyonlar: vardar.
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Ispat. Teorem 4.1.8 ve Teorem 4.1.9 da h(z) ve g(z) icin distorsiyonlar elde

edilmigtir. Bu distorsiyonlar ve f fonksiyonunun tanimi kullanilarak,
(2<“‘&*)%B<m (=)0 |m>u<n<2(“+&y)yg
ir < = |z ya z = |Z z z ST I
; 1+ Br g 9 1— Br

Ur2e 3 < |f] = [oh(2)9(2)| = [2h(2)|g(2)] < r2e3,

seklinde istenen sonuglar elde edilebilir. O]
Tanim 4.1.11. ([17]) Birim disk D de f = z + ap2* + ... seklinde yalinkat bir f
fonksiyonu icin yldizallik yaricaps

Ruj:mm{m Reeﬁg?)>a p4<R}

seklinde taniymlanar.

Teorem 4.1.12. f € S}, (A, B) ise bu fonksiyona ait yildizillik yarigaps
(—(4-B)-|A+ 5]

, B#0;
re = 1 2AB (4.24)
i 1 B =0;
kA? )
seklindedir. Bu sonug¢ kesindir, ¢linki ekstremal fonksiyon
{u+3wwf¥ B +#0;
’ ’ (4.25)
| oA6(2) B_o
k ) 7
esitliklers ile verilmektedir.
Ispat. f € S}, (A, B) oldugundan
( W(z)  d(2) B(B— A)y?| _ (A- B)r
L - —-1- < B # 0;
i < +Zh(z) Zg(z)) 1—B%?% |~ 1— B%?’ 70
1 (4.26)
! l /
i <1+zh(z)—zg(z>>—l‘§flr, B =0;
\ h(z)  g(z)
egitsizlikleri yazilabilir. Yine (4.17) esitsizliginden hareketle
( W(z)  ¢(z) 1- ABr2> (A— B)r
! 1 - - > =55, B#O;
i Re< +e h(z) - g(z) 1-B%*»2 )~ 1— B%*? 70
{ (4.27)
i W(z)  g(2)
i 1 — —-1)>-A B = 0;
kRe( +Zh(z) Zg(z) > > T, 0;
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egitsizlikleri elde edilir. f fonksiyonunun

Re(sz;ZfZ) = Re <1 + z};;(f)) - ziéj?) > 1 :2 >0 (4.28)

yildizillik kosulunu gercekledigi de kullanilarak esitsizliklerin sag yanlarmi sifir

yapan r degerinin supremumu istenen yaricapit vermektedir. O]

Teorem 4.1.13. f = zh(z)g(z) € S},,(A, B) olsun. Bu halde,

( A—B .
v ge| |0 o
h@)_g“)<i1_‘(ﬂz (4.29)
U=y P70

esitsizlikleri vardar.

Ispat. S}, (A, B) smifi icin elde ettigimiz Marx-Strohhacker Esitsizlikleri kullanilarak;

B # 0 igin
B
h\ 3B
s1(z) = () -1
9
fonksiyonu gozoniine alindiginda; s1(0) = 0, [s1(z)| < 1 dir. Bu halde s,(z) =
2¢(2), (¢(z) € Q) yazilabilir. Buradan hareketle

B
= B
<2> R 20(2)+1= <A — B) <log Z> = log (z¢(z) + 1)
egitlikleri yazilabilmektedir. Son esitlikten tiirev alinmasiyla,

B(”_ﬁl’):“?(»z)”‘?'(z)
A-B\h g 2p(z) +1

elde edilir ki bu adunda

o(z) +20(z)| _ 1
zp(z)+1 |~ 1—r
esitsizligi de gozoniinde bulundurulursa istenen ifade elde edilir.

B =0 igin

h
51(2) = log —
1(2) p

seklinde yazildiginda yine ayni sekilde s1(0) = 0, |s1(z)| < 1 dir. Bu halde s(2)

ifadesinden tlirev alinarak




egitligi elde edilir. Bulunan bu ifadenin sag yani icin de

esitsizliginin varoldugu gozoniine alinarak istenen esitsizlik elde edilir.

Lemma 4.1.14. s(z) € S*(A, B) ise

/

1— Ar §'(2) 1+ Ar
< < B # 0;
r(l1—Br) ~ |s(z)| ~ r(1+ Br)’ 70
_ /
I1 Ar<s(z)<1—|—A7”’ B=o.
L sz r
esitsizliklers gerceklenir.
Ispat. s(z) € S*(A, B) oldugundan dolay1
(1 ¢(z) 1—ABr?| (A—=B)r
i — < B ;
i : s(z) 1—B%?|~ 1—B*»?’ 70
! /
E28<Z>—1 < Ar, B =0;
U s(2)

(1 Ar s'(z2) 1+ Ar

i < < :
il—Br_Zs(z) ~ 1+ Br’ B#0;
i s'(2)

11— Ar <|z <1+Ar, B=0;
L s(z

(4.30)

(4.31)

(4.32)

elde edilir ki bu esitsizlikler de |z| = r ile kisaltilirsa istenen sonug elde edilir. [

Lemma 4.1.15. f(2) = zh(2)g(z)

=s(2)g(z) € S;i,(A, B) ise

esitsizlikleri vardar.

[ 1—-Ar |d(2) 1+ Ar
i_l—Br< g(2) <1+Br’ B#£0;
- <23 o1 B
( 9(2)
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Ispat. f(z) = s(2)g(z) olmak iizere ikinci dilatasyon fonksiyonu eliptik diferan-

siyel denklemden elde edilerek

U)(Z) = /(Z)

seklinde elde edilir. Bu durumda, w(z) fonksiyonu D diskinde analitik, |w(z)| < 1

(yon-koruyan) ve w(0) = 0 oldugundan Schwarz Lemma’si geregi
—r < |w(z)| <r

esitsizligi yazilabilir. Bu halde

-1 <

esitsizligi yazilabilir. Bu adimda ise Lemma 4.1.14 iin kullamilmasiyla istenen

egitsizlikler elde edilir.

Teorem 4.1.16. f(z) = zh(2)g(2) = s(2)g(z) € S;;,(A, B) ise

F(—r,A,B) < Ji(2) < F(r,A,B), B#0;

—_

ELF(—r, A) < Jp(2) < F(r, A), B=0;

esitsizlikler: gerceklenir. Burada,

F(r,A,B) =r?(1+r)(1+ Ar) {(1—}—37")2 + 1 522

1+ Ar r(l—Ar)} <(11+_z;r)2

]

(4.34)

—B)

2(A
B
)

2(A—B)

F(=r,A,B) =r*(1—r)(1— Ar) {(1 —Br?  1- B

F(—r,A) =7r*(1 —7)(1 = Ar)[1 — Ar — r(1 + Ar)] e 04"

esitlikleri mevcuttur.
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Ispat. f(z) = zh(2)g(z) = s(2)g(z) log-harmonik fonksiyonu icin Jakobiyen fonk-
s'(2)

Jp(2) = L) = 117 =1f(2)] < s(2) >

seklindedir. Bu ifadeye dair sinirlar1 elde etmek icin Lemma 4.1.14 ve Lemma

siyonu
2

4.1.15 kullanilarak;

(1-r)(1—-A / / 1 1+A

(=N -4 |46, [¢@)]_ 0+n0+40 o

i r(1— Br) s(2) g(2) r(1+ Br)

{ (4.35)

F(1—7r)(1—A ! ! 1 1+A

=00 -4 |96, [0 0+n0TAn oo

L r s(z) g(2) r
ve
(
1 (14+Br)(1-Ar)—r(1+Ar)(1-Br) s'(z)| _ |d(=) (1—Br)(14+Ar)+r(1—Ar)(1+Br) .
E r(1—B2r?) s(z) g(2) < r(1—B2r?) ) B # O’
ilfArfr(lJrAr) S| |4k 1+Ar+r(1—Ar) .
— e Rl e A — B=0;

(4.36)
egitsizlikleri yazilabilir. Ayrica Teorem 4.1.10 da f fonksiyonunun modiili icin

bulunan sinirlar da kullanilirsa istenen sonug elde edilir. O]

Teorem 4.1.17. f(2) = zh(z)g(z) = s(2)g(2) € S};,(A, B) ise

( 1—Br as 1—Ar , 14+Br as, 1+ Ar
| 5 B B :
i—re‘”" (1—Ar) <|g(2)| < re® (1 + Ar), B = 0;

esitsizliklers gerceklenir.

Ispat. f(z) € S};,(A, B) fonksiyonu icin Lemma 4.1.15 iin kullanilmasiyla
( 1— Ar g (z) 14+ Ar
P — < B # 0;
i <1—Br> g(2) <1+B7’>’ 70
i 9'(z)
—(1—Ar) < <(1+Ar), B =0;
( 9(2)

egitsizlikleri bilinmektedir. Bu esitsizlikte |g(z)| i¢in Teorem 4.1.9 da bulunan

sinirlar gozoniine alinarak istenen distorsiyonlar elde edilir. O
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Teorem 4.1.18. (zh(z)) € S*(A, B) ise

1 1—(A—B)r—ABr? 1 1+(A—B)r—ABr?
ey R ) S R < e (M

S e N

e (1 — Ar) < |h(z) + 2l (2)| < e (1 + Ar),

(4.38)
esitsizlikler: vardur.
Ispat. (zh(z)) € 8*(A, B) ise Janowski yildizil fonksiyonlar icin
( W(z) 1—ABr?| _(A—B)r
| — B ;
i +Zh(z) 1— B2 |~ 1— B%?’ 70
! /
i1+zh(z)—1 < Ar, B =0;
( h(z)
egitsizlikleri yazilabilmektedir. Bu egitsizliklerden hareketle
(1—(A— B)r— ABr? R (2) 1+ (A— B)r— ABr?
; <1 B ;
j 1 — B?r? =t h(z) 1— B?r? ’ 70
h(z)
1 — < < — 0
\1 Ar_l—l—zh(Z) <1+ Ar, B =0;

esitsizlikleri elde edilir. Bu egitsizliklerde de |h(2)| igin Teorem 4.1.8 de elde edilen

sinirlarin kullanilmasiyla istenen sonug elde edilir. O]

Teorem 4.1.19. f(z) = zh(z)g(z) D dzerinde 0 ¢ h.g(D) olacak sekilde log-
harmonik bir fonksiyon olsun. Bu halde f € S}, (A, B) olmasi i¢in gerek ve yeter
sart v(z) = zh(2)/g(z) € S*(A, B) olmasidur.

Ispat. f(2) = zh(2)g(z) € S, (A, B) olsun. Bu halde,

RerZ;ZfZ = Re <1 +zz((§)) _Zgg/((j))> — Re <1 L ME Zg’(z)> _1-4

oldugunu bilmekteyiz. v(z) = zzgg oldugundan

z?;/((j)) = Re <1 + Zh’(z) — Zg’(z)) > L-4

h(z)  g(z2)
yildizillik kosulu elde edilir.
h(0) = g(0) = 1 oldugundan v(0) = O.% = 0 elde ederiz. Ayrica f fonksiyonu
yalinkat oldugundan 0 ¢ f.(D) dir.

(0o V) (@) = a(e) =l (g0 £ ) (9)|
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fonksiyonu f(D) de yerel yalinkattir. Boylece
/
P (2) zé
v(z) f
dir (Lemma 3.3.2). Dolayisiyla v fonksiyonu, D iizerinde yalinkattir ([4] Lemma
2.3’den). Boylece v € S*(A, B) elde ederiz.

=(1—-w(z)) #0(Vz € D)

Tersine, v € S*(A, B) olsun ve her z € D i¢cin w € H(D), |w(z)| < 1 seklinde
verilsin.

20— (1= 12 4yp(2) + 124 e p(0) = 1, Rep(2) > 0, p(z) € H(D) olmak iizere

v(z) 1-B
= w(s)v(s)
b T o™

g(2) = exp

fonksiyonunu inceleyelim.
Ayrica h(z) = % ve f = zh(2)g(z) = v(2)|g(2)|? olsun. Bu halde h ve ¢
fonksiyonlar: D iizerinde sifirlanmayan, ~(0) = g(0) = 1 seklinde normalize edilen

analitik fonksiyonlardir ve f lineer olmayan

fe=[wf/flf:

eliptik diferansiyel denkleminin w ya goére bir ¢oziimiidiir.
Ispatim ilk kisminda yildizillik kosulu icin yapilan iglemlere benzer islemler yapilarak

darg f(re?) o 2f—Zf V(z) 1-A
20 = Re 7 = Re ZU(Z)>1—B

elde edilir.
Ayrica

(fov™) (p) =aq(p) =¢l(gov™) (¢)

fonksiyonu v(D) tizerinde yerel yalinkattir. Béylece f nin yalinkat oldugu sonu-

cunu elde ederiz (|[4] Lemma 2.3’den). Bu halde f € S}, (A, B) dir. O

Teorem 4.1.20. f(z) = zh(2)g(z) = s(2)g(z) € S;;,(A, B) ise

( .
{1bal + 020 (Moo 255 2) [buoial, B #0;

jan] <4 (4.39)
1ol + 025 (T 5% [on-ral. B=0

esitsizliklers vardar.
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Ispat. f(2) = zh(2)g(2) € S}, (A, B) oldugunda zh(z)/g(z) = s(z) € S*(A, B)
olacagini Teorem 4.1.19 da ispatladik. Bu halde

zh(z) = s(2)g(z) (4.40)

esitligini yazabiliriz. Burada hem S*(A, B) sinifinin tanimindan hem de normali-

zasyonlardan dolay1

o0
$(2) = 24 $027 + 532" 4 suzt + 52" s 2T =) 5.2 s =1
n=1
o0
h(z) =1+aiz+az® +azz’ + a2 + ...+ 42"+ ap 12"+ =D apz a0 =1
n=0

g(2) = 1+ b1z + bz + b3z® +bgz*... + bp2™ + by 2" 4 Z bpz" by =1

n=0

Taylor Agihimlar mevcuttur. (4.40) esitliginde yukaridaki Taylor Agilimlar kul-

lanilirsa,

[

82+b1 = ag,
:83+52b1+62 = Q9,

154 + 53b1 + S2ba + bg = as,

Sp—1 + Sp—abi + ... + 84bp_5 + S3bp_4 + S2bp_3 + b2 = ap_2, (4.41)
b Sy + Spo1b1 4 oA Sabp_a + S3bn_g + Sobp_o 4+ b1 = ap_1,
1 Sn+1 + Snbl + ...+ 34bn73 + SSban + Sanfl + bn = dnp,

' Spyo T+ Spp1br + o+ S4bp—o + S3bp_1 + S2by + by = app
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egitlikleri elde edilir. Bu esitliklere icgen egitsizliginin uygulanmasiyla

E{’a1| < |sa| + [ba],

{lag| < |sa| + [s2][bs] + [bal,

|as| < |sa| + |s3][b1] + [s2[b2] + [bs],
$ -l < Isnoal + Isnallba] 4+ [sallbas| + Issl bu-al + [521bn-s] + [bu ],
{lan—1] < [sn] 4+ |sn-1llba] + - 4 |sallbn-a| + |s3]|bn—s| + [52]|bn—2] + [bn-l,
an| < [snpa] 4 [snllbi] 4 - 4 |sal[bn—s| + [s3][ba—2| + [s2][bn—1] + |bal,

i1 | < |Snpa] 4 [Snpal|br] + oo [Sa]|bra] + [83][bn_1] 4 [52]|bn] 4 [bri1]

(4.42)
esitsizlikleri elde edilir. ¢(z) € S*(A, B) oldugundan dolay:
i Hp 0 p _|_ 1 ) 7é )
5] < { (4.43)
i
1 B — 0
U0 p+1 0
esitsizlikleri de bilinmektedir([19]). Bu esitsizliklerin kullanilmasiyla istenen egit-

sizlikler elde edilir.

e Bu adimdan sonra yapacagimiz hesaplar yalmizca B # 0 halinde incele-
memiz yeterlidir c¢iinkii ifadelerde B = 0 kullanilmasiyla benzer sonuclar

kolayca elde edilebilmektedir.

Simdi matematiksel indiiksiyon yontemiyle (4.39) ifadesinin dogrulugunu inceleye-

lim:

n =1 i¢in:

(4.42) esitliginde a; katsayisi igin (4.43) esitsizliginin kullanilmasiyla,

< H >|A— B + pB|
p=0

seklinde bulunur. Bu kez de (4.39) de n = 1 halini incelersek,

|w<wn+z(

]A B—i—pB]
H

|a1] < [sa]+[by +b1| = +[b1] = [A=B[+]b1|

|A— B+ZB|
11

)uuzwm+m—3ma:m—3+um

=0
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buluruz ki bu da bize n=1 i¢in (4.39) un dogru oldugunu gosterir.
Ifadeyi n igin dogru kabul edip n 4 1 i¢in dogrulugunu arastirahm. (4.41) esitlik-

lerinden
Upt1 = Spt2 + Spt1b1 + 802 + Sp_1b3 + ... + 54by_o + S3bp—1 + 20y, + by =

n n n
Unt1 = Ap+bpy1+ Z<Si+2 —5i41)bn—i = ap +bpy1 + Z Sivobn_i— Z Siy1bn_i — by,
=0 1=0 =1

egitligini yazabiliriz. Bu adimda
A—B+pB
, |Sz+2| < H &
p=0 p+1
esitsizliklerini kullanarak;

|A — B+ pBj " ! |A— B+ pB|
|ant1] < [an|+]bpi1]|—[bn !+Z<H bp—i| = H— |by—i

=0 \ p=0 p + 1 i=1 \ p=0 P + 1
egitsizligini elde ederiz. Ayrica

> <ﬁ W) e o e [

i=1 k=0 \i=0

oldugundan

A— B+ pB
|lant1] < lan| + |bpsr| + Z (H ||> by

=0 p_'_l

l'b n Z (H |A — B+sz> |bn—k—1|]
= |bpt1] +Z <H 4o B+pB|> |bn—i]

=0 \ p=0 p_l— 1
bulunur ki bu da ifadenin n + 1 icin dogru oldugunu gosterir.

O halde her n € N igin (4.39) esitsizlikleri dogrudur. O
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BOLUM 5

SONUC

Tez ¢aligmasinda, log-harmonik fonksiyonlarin bir alt ailesi olan S}, (A, B) smufi
tanimlanmigtir. Bu aileye ait fonksiyonlar f = zh(2)g(z) = s(z)g(z) bigiminde
olup, s(z) € §*(4, B), h(0) = ¢g(0) = 1 geklindedir. Boylelikle smnifa ait genel
karakterizasyon, analitik kisminin Janowski Yildizil fonksiyon sinifina ait olmasidir.
Bu fonksiyonlarin analitik ve co-analitik kisimlarina dair distorsiyonlar: elde edil-
erek, fonksiyonlarin kendilerinin smirlar: belirlenmistir. Ayrica bu siifa ait Marx-
Strohhacker esitsizligi elde edilip, yildizillik yaricapi hesaplanmigtir.
Log-harmonik fonksiyonlar i¢in Jakobiyen tanimi kullanilarak ve bulunan bir-
takim distorsiyonlar yardimiyla da Jakobiyenin sinirlari elde edilmistir.

Katsay1 egitsizligi ise analitik fonksiyonlardan bu yana ugrasilagelen bir prob-
lemdir. Log-harmonik fonksiyonlarla ilgili yapilan ¢aligmalar heniiz bu yonde ol-
mamigtir. Bu ¢aligmanin son teoreminde, iizerinde ¢aligilan sinifa ait fonksiyon-
larin analitik ve co-analitik kisimlarimin katsayilari arasinda bir esitsizlik elde
edilmigtir.

S (A, B) ile tanimlanan smif i¢in A ve B parametrelerine degerler verilerek, yeni
alt siniflar1 elde etmek miimkiindiir. Bunun yanisira bu sinifin tanimindan 6tiirii,
analitik kisim yildizil fonksiyon sinifina ait secilebilecegi gibi diger analitik fonk-

siyon siiflarina ait de secilebilmesi miimkiin olabilir.
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