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BOLUM 1

DIiZAYNLAR

1.1. Dizayn ve(v, k, A) —Parametreli Simetrik Dizayn

Tanim 1.1.1.v elemanh birD kimesi verilsin.D nin, her birik elemanlib tane
alt kimesi g6z 6nine alinsin. Bu alt kiimelere oKkenilsin. Buna gore) nin her
bir noktasi, tanr tane blokta; her nokta ikilisi de (birlikte) tavh blokta bulunsun.

Bu sekilde olgan yapi,(v b, r, k, A) —parametreli dizayn adini alir. Kisaca

(v, b, r, k, A) —dizayn olarak gosterilebilir.

Su halde,(v b, r, k, A) —parametreli dizaynda, noktalar kiimesi ve bloklar

kiimesi denilen iki kime vardir. Noktalar kim@sibloklar kimesB ve dizaynin

kendisiD ile gosterilsin. Bloklar kiimesi

B:{yl! Yo ooy yb}

olmak tzere,
L8 %Dy,
"o x 0y,

seklinde tanimlanamA =[a;] matrisine, dizaynin ¢akm matrisi denir. Dgal olarak

A, bir vxb matristir.

(v, b, r, k, A) —parametreli dizayn olab nin ¢caksim matrisi A, elemanlarinin

tumu 1 olan uygun boyutlu matris olmak tzere,



AAT = (r =), +AJ,,
A, =1d,, (1.1.1.1)
3o, A=K, ,

esitliklerinin varligl, dizayn tanimi kullanilarak kolaylikla gosteriikt
Egser (v,b, r, k, A) —parametreli dizay ise parametreler arasinda
e vr=bk
* (v=DA=r(k-1).(12])

bagintilari vardir. Bunlarin ispatlanmasi oldukca kale.
Ornegin,
vr = bk

oldugunu gostermek igin, saymanin temel ilkeleri kullabilir:

Her bir noktar tane blokta bulundiundan § nokta var), dizaynin olimasinda
kullanilan noktalar kolleksiyonundaki nokta saywsiolur. Diger yandan, her birk
elemanlib tane blok vardi. Bu durumda nokta sayisi (dizaymukirken kullanilan),
bk olur.

Sonugcta,
vr = bk (1.1.1.2)

elde edilir.



Bu kez,
vV-DA=r(k-12
oldugu ispatlansin:

v elemandan,

V) _ v(v-l
2] 2

tane farkl ikili secilebilir. Her secilen ikilid blokta bulunur. Bu durumda, tim

bloklarda bulunan nokta ikilileri sayisi,

v(v-1) P
2

olur.

Bir blok k elemanhidir. O halde bir bloktaki noktalardan,

k) k(k-12)
2] 2

tane nokta ikilisi secilebilirb tane blok vardi. Tim bloklarda bulunan nokta iéiii

sayisl,

k=1 _ r(k=1)
2 2

dir. Buradan,

v(v—l)/] _ vr(k -1
2 2

olup,



(vV-DA=r(k-1) (1.1.1.3)

bulunur. 0

Hemen belirtiimelidir ki;

vr = bk,

v-DA=r(k-1)

esitliklerini saglayan (v ,b, r, k, A) parametreleri icinD dizayni var olmayabilir. [

Eser (v, b, r, k, A) —parametreli dizaynda, nokta sayisi blok sayisgitaes yani

esitli ginden,

k=r

elde edilir. Bu durumda ofan dizayn,(v k, A) —parametreli simetrik dizayn adini

alir.

O zamanv Kk, A) —parametreli simetrik dizaynin parametreleri aragjnd

(v—DA =k(k - 1) (1.1.1.4)

esitli gi vardir. ([15])



(1.1.1.4.yten,
k?-vA=k-A (1.1.1.5)
(V=K =(K-D)(Kk-A) (1.1.1.6.)
esitlikleri de yazilabilir. ([15])

(2.12.1.5)) ve (1.1.1.6.)'da kaasilan k — A degeri, “n” ile gosterilir veD nin
mertebesi adini alir. ([15]) 0

| birim matris ve tim elemanlari 1 olan uygun baybir kare matrisJ olmak
Uzere (1.1.1.1.)dekistlikler,

AJ = JA=KJ
(1.1.1.7.)

AAT = ATA= (K-l +AJ =nl +AJ

haline gelir. ([15])

Onerme 1.1.1.(v, k, A) —parametreli simetrik dizaynin ¢gkm matrisi A olmak

uzere,

v-1)

detA= kn%(
dir. ([15])
Ispat.(1.1.1.7.)den,

AAT =nl +AJ
idi. Buradan,

def AAT) =detAdetA’

yazilir.



detA = detA’
oldugundan,

def(AAT) = (detA)?
elde edilir.

Sonugcta,

defnl + AJ) = detA)?

dir.
Nt A A
A n+a A
deni +A2)=| T "0
P
n+vA A A
A n+d
detnl +AJ )—n v n' :
n+vA A A
14 A
1 n+d
de(nl +43 )= (n+VA), n+
14 A
11 A
0

det(nl + AJ )=(n +v/1)?

n+A



0
def(nl +AJ )= (n+v)l):

0O 0 --- n

detnl +AJ ¥ (n+vA)n'*
detnl + A3 %= (k=4 +vA)n'?

detnl +AJ E (k+(v-1A)n"*

=k(k-1)
defnl +AJ F (k +k(k -1))n"™*
detnl +AJ Fk*n'™
bulunur.
defnl +AJ) = (letA)?
idi. Buradan,
(den)? =k*n"*

1

Lym
|deA |= kn?
elde edilir.

Teorem 1.1.1. (Schutzenbergerv, k, A) —parametreli simetrik dizaynin var

oldugu kabul edilsin.v ¢ift ise n, bir tam kare olmalidir. ([15])

Ispat. (v, k, 1) —parametreli simetrik dizayn ele alinsin. Bu sintetlizaynin

caksim matrisi A olmak lizere, Onerme 1.1.1. géiree,

}(v—l)
detA = kn?



idi. Simdi, v nin ¢ift oldusu kabul edilsin. Bu durumdea—1, bir tek sayi olacaktir.

l -
Bu ise 2 | v— 1lolmasi demektir. de&, bir tam sayi oldg.lndan,knz( Y ifadesinin

tam sayi! olmasi i¢inn’nin bir tam kare olmasi gerekir.
Boylece ispat tamamlangrolur.

Not. Bir p noktasi icinp] B ise p noktasi,B blogu ile cakgim durumundadir

denebilir.

Ornek 1.1.1. (v, k, A) —parametreliD simetrik dizayninda ¢agm iliskisinin

timleyeni alinarak (cagim yerine calgmama durumunu alaraklp® ile belirtilen

D nin timleyeni elde edilirD®;
v=v, k=v-k, A =v-2k+A

olmak tzere(v. k', A) —parametreli simetrik dizayndir.
D ve D¢ nin her ikisinin de mertebesi,
n=k-A=k -A=n

dir.
(v-)A =k(k-12)

&sitli ginden,
AA =n(n-1)

oldugu hemen goralur. ([15])

1.2.t-Dizayn

Tanim 1.2.1.v noktali (elemanl) biD kiimesi veD nin, her birik elemanl alt
kiimelerinin bir toplulgu ele alinsin. Bk elemanl alt kimelere (6nceden aidu
gibi) bloklar denilsin.D nin her birt elemanl alt kimesi, tam tane blokta

bulunuyorsa bu yapt,— (v k, A) —dizayn adini alir. ([16])



BOLUM 2

LiINEER KODLAR

2.1. Temel Kavramlar

Ikili (binary) bir kod, kodsdzcukleri olarak adlandan O ve 1’'lerden olgan sirall
dizilerin bir kiimesidir. 0 ve 1 sembollerinim defa tekrarlanmasi ile alan
{00...0, 11...1} koduna,n uzunluklu ikili tekrarli kod denir.

Daha genel olarag —Iu bir kod, sembolleiq farkli elemanin bir
F, ={A, A5, ..., A} kimesinden secilmek lzere, semboller dizisiniratir
kimesidir. F, kimesine alfabe denirger g bir asal sayinin kuvveseklinde
(q=p", p asal ver pozitif tam sayi) iseé-, alfabesi, mertebesj olan sonlu cisim

olarak alinir.qg = 2icin kodlara ikili (binary) kodlarg = 3¢in tclu (ternary) kodlar

denir.

Her biri ayni uzunlukta kodsozcuklerindensalu bir kod, blok kod adini alir.
Kod denince, blok kod anddir.

(F)", tima=apa,..a,, (a OF,) sirali n-lilerinin kimesini gosterir.
(F,)" in elemanlarina vektor denigF,)" in mertebesiq” dir. Uzunligu n olan

- lu bir kod, (F,)" in bir alt kimesidir.

Tanim 2.1.1. (Hamming Uzaklgr) (F,)" in x ve y vektorleri arasindaki Hamming

uzaklgl, x ve y nin kasilikh olarak birbirinden farkli konumlarinin sayusr ve

“d(x,y) " ile gosterilir. ([12])



Hamming uzak, bir metriktir ve

) d(x,y)=0 < x=y
i) Her x, yO(F,)" icin d(x,y) =d(y,X)
i) Her x, y, zO(F,)" igin d(x,y) < d(x,2) +d(y,2)

kosullarini gercekler. (

Tanim 2.1.2. (Minimum Uzaklik) Bir C kodu i¢in 6nemli bir parametre minimum
uzaklik olup, farkh kodsozcukleri arasindaki uzkldrin en kicgu olarak

tanimlanir ve ‘d(C J ile gosterilir.

d(C) =min{d(x,y)| X, yOC, x#vy}. ([12]) 0

F,, Z, ={0, 1} kimesi olarak alinganda, (F,)" Uzerinde gagidaki gibi ikili

islemler tanimlanir:

X= (X, Xy ey X)) VEY=(Yy, Voo -0y Y,)s (F,)" de iki vektor olmak Uzere

x+vy, (F,)" de

Xty =0 +Y, % +Y,, ... % +Y,)
ile,
xny ise(F,)" de

XN Y =4y X Yo e % Yn)

ile tanimlanan vektorlerdir.(n y yerine x* y de yazilabilir.) x, +y, ve XV,

terimleri mod 2’ye gére hesaplanir. ([12])

10



Tanim 2.1.3.(F,)" deki bir x vektorunin girhgi, x teki 1 lerin sayisidir ve
“wt(X) " ile gosterilir. ([12])
Yardimci Teorem 2.1.1.x, yO(F,)" ise

d(x,y) =wt(x+y)

dir. ([12])

Ispat. x+y vektori, x ve y nin farkli oldygu konumlarinda 1 bikenini, ayni

oldugu konumlarinda O bikenini igerir. Boylece
d(x,y) =wt(x+y)

olur. ([12])

Yardimci Teorem 2.1.2.x, yO(F,)" ise
d(x y) = wt(x) + wt(y) —2wt(xn y)
dir. ([12])

Ispat. d(x,y) =wt(x+Yy) = (x teki 1’lerin sayis))+{ deki 1’lerin sayisi)-2x ve y

de 1 olan ortak konumlarin sayyst wt(x) + wt(y) —2wt(xn y . ()12]) 0

Bir (n, M, d) —kod denincen uzunluklu,M kods6zcgu iceren ve minimum

uzaklgl d olan bir kod anlglir.

Iyi bir (n, M, d) —kod denince;n parametresi kiigiik (mesajlarin hizli
gonderilmesi i¢in),M ’si blyuk (mesajlarin gegbir ¢ssitlilikte gdonderilmesini
sgilamak icin) ved 'si buyik (daha fazla hatay dizeltmek icin) bidkanlgilir.

sahiptir. Kodlar teorisinin temel problemlerinden;bn, M, d parametrelerinden

birini, verilen dger iki deger icin optimize etmektir. Bu problemin genel hakyilen

11



uzunluk ve minimum uzaklik i¢cin en biyik kodu bukha q-Ilu bir

(n, M, d) —kod mevcut olmak Gzere,A,(n,d ")le en bluyukM degeri gosterilir.

Tanim 2.1.4.(F,)" kimesinde biu vektori ve birr > Otam sayisi ele alinsin.

u merkezlir yaricapl kire
S(u,r) ={vO(F)" [d(u,v) <1}

kimesi ile ifade edilir.
Yardimci Teorem 2.1.3.r negatif olmayan tam sayisi we1(F,)" igin

S(u,r)={vO(F,)" [d(u,v) <1}

kimesir yaricapl kireyi ifade etmek tGizere< n iken

[2}+Gjm—n+{;}q—nz+m+ﬁjm—nf:éiﬁyq—n

sayisi,S(u 1) nin (F,)" deki eleman sayisini verir.

Ispat. vO(F,)" olsun.0<sm<r icin d(u,v) =m olanv vektorlerinin sayisini

.[n .o
arggtiralim. u vektoriindenm tane farkli konuma sahl;E, J tanev vektoru elde
m

edilir. Ayricav nin her konumug — Tarkl sekilde secilebilecginden bu sayi,

(”}q—nm
m

dir. Ote yandarD< m<r olduwundan, m= 0,1,---, r olabilir. BoyleceS(u [)

deki eleman sayisi,

r n m
n;[mj(q -1)
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olarak elde edilir. ([12])
Teorem 2.1.1. (Hamming Sinirr)

g-Ilu bir (n, M, 2t +1) —kod,

M {(g}m(q-l) +@(q -1)? +...+(th(q—1)t} <q" (2.1.1.1)

esitsizligini saglar.

Ispat. C, q—Iu bir (n, M, 2t +1) —kod olsun. Farkl kodsézciiklerini merkez kabul

edent yaricapli herhangi iki kiire ortak vektore sahigiltir. DolayisiylaM tane

kodsdzci@gunu merkez kabul edenyaricapliM tane kirenin icergi vektor sayisi,
(2.1.1.1.)'in sol tarafinasétir. Bu sayl, (F,)" uzayindaki tim vektdrlerin sayisina

esit ya da ayni sayidan kucuk olmalidir.

Buradan,
M < q (2.1.1.2)
{@ +@(q -1) +@(q 12+ ...+m(q —1)t}
elde edilir.

Not. (2.1.1.1.) ifadesindes#lik durumu s6z konusu olursa kod, mikemmel (yexki
kod adini alir.

2.2. Lineer Kodlar

Lineer kodlar incelenirkek, alfabesi,GF(q )Galois cismi olarak alinir. (Burada

q, bir asal sayinin kuvvegeklindedir.) ([12]).(F,)", F, cismi Uzerinde bir vektor

uzayidir.
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GF(q) Gzerinde bir lineer kod(F,)" vektdr uzayinin bir alt uzayidir.

Bu durumda(F,)" vektdr uzayimnin bilC alt kiimesi ancak ve ancak
)] Heru, vOC icin u+vOC
i) HeruOC, r OGF(q) icin rulC

kosullarini gercekliyorsa, lineer bir koddur. ([12])

Sonug olarak, ikili (binary) bir kod ancak aecak herhangi iki kods6zgiintin

toplami yine bir kods6zdii ise lineerdir.

Tanim 2.2.1.C, (F,)" vektor uzayinink —boyutlu bir alt uzay ise bu lineer

C koduna, bifn k] —kod denir. EBer C nin, d minimum uzakigini da belirtmek

gerekirse bu kod, bim k, d] —kod olarak adlandirilir. ([12])

Not.
i) q—lu bir [n, k, d] —kod, ayni zamanda b{n g*, d) —koddur. Fakat her

(n g, d)-kod, bir[n,k, d]-kod deildir.

i) Her lineer kod, 0 vektorunu icerir. ([12])

Tanim 2.2.2. (Hamming Agirli g1) (F,)" deki bir x vektorunin sifirdan farkls

sembollerinin sayisinag in Hamming &irligr denir ve “wt(x )" ile gosterilir.

x in ggirligr denince, Hamminggarl g1 anlgilacaktir.

Yardimci Teorem 2.2.1.x, yO(F,)" olmak tzere,

d(x,y) =wt(x-y)

dir. ([12])
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Ispat. x ve y nin farkli olduzu konumlarindax — y vektori sifirdan farkli

semboller igerir. Bu durumda,
d(x,y) =wt(x-y)

olur. ([12])

Teorem 2.2.1.C lineer bir kod olsunC nin sifirdan farkli kods6zciklerinden

agirh gl en kiiguk olaningrligi wt(C) olmak tzere,
d(C) =wt(C)

dir. ([12])

Ispat. d(C) =d(x, y) olacaksekilde C nin x ve y gibi kodsozciikleri vardir.
x=Y, C lineer kodunun bir kods6zgu oldygundan, Yardimci Teorem 2.2.1’e

gore,
d(C) = wt(x - y) = wt(C) (2.2.1.1)

dir.

Diger taraftanOJC olduzundan,C nin uygun birx kodsozcgu igin,
wt(C) =wt(x) =d(x,0)=d(C) (2.2.1.2)

dir.
(2.2.1.1.)) ve (2.2.1.2.)'den,

d(C) =wt(C)

elde edilir. ([12])

Tanim 2.2.3.Satirlari, lineer bifn k] —kodun bir tabanini okiuran k x n matrise,

kodun bir tGrete¢ matrisi denir. ([12])
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2.2.1. Lineer Bir Kod ile Kodlama

C, Urete¢ matrisiG olmak tzereGF(q Yizerinde bifn k] —kod olsun.
C, g* kodsozciii icerir veq* farkli mesajdan herhangi birini iletmek icin
kullanilabilir. Bu mesajlar(Fq)k vektor uzayining® tane siralkk - lilari ile
tanimlanir ve biu = u,u,..u, mesaj vektoriG nin satirlarir;, r,, ...,r, olmak

uzere,

uG = Zk:ui f
i=1

seklinde kodlanir. Bu durumdaG C nin bir kods6zcgu olur. Kodlama

fonksiyonu,

g:u - uG

dir. ¢ fonksiyonu,(Fq)k vektor uzayini(F,)" in k —boyutlu bir alt uzay: (yani

C kodu) tGzerine resmeder.
G Urete¢ matrisi standart formda ise kodlama daleykgapilir:
G=[I|A] (A=[g;], bir kx(n-k) matristir.) olmak Gzerey mesaj vektoru
X=UG = X Xy .. Xy Xy -+ X,

seklinde kodlanir. Burada

x =u, 1l<i<k (mesaj sembolleri)

ve

k
Xisi :Zajiuj , 1<i<n-k (kontrol sembolleri)
j=1

dir. ([12])
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Ornek 2.2.1.1.1kili bir [7, 4, 3] —kod olanC kodunun lrete¢ matrisi standart forma

dondstaralsan.

1111111 1 111111
1 000101 f2=lp~h 0111010 I —n-r
G= Drr_) Dr—>
1100010 0011101
0110001 0110001
1 000101 1 000101
0111010 2278 0100111
O Brerr — =[l,| Al
0011101 0010110
0 001O011 0001011
dir.

Buna gore bifu,, u,, u;, u,) mesaj vektoru,

(U U, uguy) = (U, Uy, Ug, Uy, Uy +U, +Ug, Uy U +U,

O O O Bk
O O - O
o +»r O O
=, O O O
O Fr = B
= = O
= O = B

u, +u, +u,)
seklinde kodlanir. Orngn,
0000I¥-0000000
1000If-1000101

11101f-1110100

seklindedir.
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2.2.2. Dual Kod ve EKlik-Denetim (Parity-Check) Matrisi
(F,)" de,u=(u;, u,,...,u,) ve v=(v;, V,,...,V,) vektorlerinin ic carpimi,
<uU,V>=UV, FWV, ..+t UuV,

seklinde tanimlanan skalerdir. YarGgF (q nun bir elemanidir.

Tanim 2.2.2.1.C, lineer bir[n, k] —kod olmak UzereC nin her bir kodsozdiiine
ortogonal olan(Fq)n in vektorlerinin kiimesineC nin dual kodu denir veC"” ile

gosterilir.
C"” ={vO(F,)" [w=0, OudC} ([12])

Yardimci Teorem 2.2.2.1.C, Urete¢ matrisiG olan bir[n ,k] —kod olsun. Bu
durumda,(F,)" in bir v vektoriininC" ne ait olmasi igin gerek ve yeterskis

v nin, G Urete¢ matrisinin her satirina ortogonal olmasidani,
vOC" =« vG' =0

dir. (BuradaG' ile G nin transpozesi belirtimektedir.) ([12])

Teorem 2.2.2.1.C, GF(q) uzerinde lineer bifn k] —kod olsun. Bu durumda,
C nin C" dual kodu, lineer bifn n-k] -koddur. ([12])

Teorem 2.2.2.2Herhangi bir[n k] —kod C i¢in
(CH” =cC
dir. ([12])

Ispat. C deki her bir vektorC" deki her vektore ortogonal olgundan,

cO(Cc?)”

18



dir. Fakat,
boy (C")” =n-(n-k) =k =boy C
dir. Boylece,
(CY)" =C

olur. ([12])

Tanim 2.2.2.2.C bir [n, k] —kod olmak tizereC = C" ise C ye, self-dual denir.
C self-dual iseboyC = boyC" dir, yani

k=n-k=2k=n=k=n/2
dir.

Tanim 2.2.2.3.C bir [n, k] —kod olmak Gzere, hau, v[OC i¢in uv=0 ise

C self-ortogonaldir, yanC O C" dir.

Gergekten, hem, vOC igin uv=0 iseu, vOC" dir. (C O C")

C self-ortogonal isdooy C < n/2 dir. Eger C self-ortogonal ikili bir kod ise,

C nin her sdzcgii cift agirhklidir, o haldeC" dual kodu 1 vektoriini igerir.

Tanim 2.2.2.4Tum s6zcuklerinin @grliklari 4 ile bolunebilen ikili bir koda,
katli-cift (doubly-even) denir.

Tanim 2.2.2.5.C, bir [n, k] - kod olmak tizereC" nin bir H Urete¢ matrisine,
C nin bir slik-denetim (parity-check) matrisi denir. Bu duruanti , bir (n—Kk)xn

matristir veGH " = Oesitli gini gercekler. ([12])

19



H, C nin bir slik-denetim matrisi ise,
C={xO(F,)"|xH" =0}

dir.
Bu yolla lineer bir kod, birstik-denetim matrisi ile tamamen belirlenebilir. 2

Teorem 2.2.2.3.C, bir [n, k] —kod olmak UzereC nin standart formdaki Ureteg

matrisiG =[I, | A] ise, C ic¢in bir glik-denetim matrisi,
H=[-A"|1,4]

dir. ([12])

Ispat.

0 A

0 1 a, &,

oldugu kabul edilsin.

R .

e e a0

olsun.

Bu durumdaH bir eslik-denetim matrisi icin istenen boyuttadir ¥€ nin

satirlari lineer bamsizdir. BéyleceH nin her bir satirininG nin her bir satirina

ortogonal oldgu gosterilmelidir.

G nini ninci satiri ileH nin j ninci satirinin i¢ garpimi,

0+...+0+(-a;) +0..+0+a, +0+..+0=0
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dir.
Boylece ispat tamamlangrolur. ([12])
Tanim 2.2.2.6 Bir H eslik-denetim matrisi igin,
H=[B]l, ]

ise H ye, standart formda denir.

Eser bir kod, standart formdaki bl =[B |l _, &lik-denetim matrisi ile

belirlenirse, bu kodun bir Urete¢ matrisi,
G=[l,|-B"]

dir. ([12])

2.2.3. Bir Dizaynin Kodu

Tanim 1.1.1.’de(v b, r, k, A) —parametreli dizayn tanimlangti. Bu kisimda ise,

dizaynin kodundan sz edilecektir.

I. bélimde de aciklangligibi s6z konusu dizaynin parametrelérib, r, k, 1)

oldugunda;v ile dizayndaki nokta sayisl, ile dizayndaki toplam blok sayisi, ile
her bir noktanin ait oldiu blok sayisik ile her bir bloktaki nokta sayisi v& ile

herhangi iki elemanli alt kimenin bulurublok sayisi gosterilmektedir.

Tanim 2.2.3.1.(v, b, r, k, A) —parametreli dizayn olaD nin caksim matrisi A

olsun. F, = GF(q ) cismi UzerindeD nin C kodu denince,

(F)” ={(x0 X0+ %) | X OF}

uzayinin, A nin satirlari ile Uretilngialt uzayr anlglir.
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C bir [v, r] - kod olduyuna gore dual ko€ ",
C™ ={yU(F)" U [<x y>=0]}
seklinde tanimlanir.
C" lineerdir ve[v y—r]-koddur. O
V bir i¢ carpim uzayi olsun. Bis [0V alalim.
S”={y0V |<x, y>=0, OxOS }
kiimesi, S nin ortogonal timleyeni adini alir.

V nin herhangiS alt kiimesi icinS” ,V nin bir alt uzayidir.

2.2.4. Bir Simetrik Dizaynin Kodu

Tanim 2.2.4.1.(v, k, A) —parametreli simetrik dizaynif, —kodu, Tanim 2.2.3.1'e

gore, (F,)" nin A caksim matrisinin satirlari ile Uretilen alt uzayidir.

Tanim 2.2.4.2.¢, (F,)™ Uzerinde bir simetrik bilineer form (veya skalerpan)

ise ¢ ye goreC kodunun duali,
CY ={xO(F,)" l¢(x, y) =0, O yOC igin}
kodudur.
Eger C O C¥ ise C koduna,y ye gore self-ortogonaldir denir.

Eger C =CY ise C koduna,y ye gore self-dualdir denir. ([15])
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2.2.5. Bir Simetrik Dizaynin Genkletilmis Kodu

Tanim 2.2.5.1.(v, k, A) —parametreli simetrik dizay® nin F —kodu C*",

gensgletilmis cakgim matrisinin satirlari ile Gretilen koddur. Ggetilmis ¢caksim

matrisi,
I | 1]
|
B= A |1
_ _ | _
_/1 oA | kJ (VL)X (v+1)
dir. ([15])

iki farkli blogun skaler carpimi, (mogh ye gore,A caksim matrisinin bu

bloklara kagilik gelen satirlarinin skaler carpimi olup, sémksu bloklarin

keskiminin eleman sayisinal() ssittir.

Teorem 2.2.5.1.(v, k, A) —parametreli simetrik dizay® nin F, —kodu

C olsun. Bu durumda,

)] Eger p|k—-A ise2< boyC s%(v+1) dir.

i) Eger pl k-1 ve p|k iseboyC =v- 1dir.

i) Eger p|Jk—A ve p] k iseboyC =v dir. (Lander 50)
Ispat.

) p|k—A olsun.

1)Eger p|k (buradan ayni zamanda| A) ise iki blasun (mod p) ye gore
skaler carpimi, daima sifirdir. Cunkdi nin F —kodu C, bu bloklar tarafindan

uretilir ve C, bilinen skaler carpima gore self-ortogonal@ 0 C" . Bpylece,
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1
boyC < =v
y 2

dir.
2)p | k olsun.

Simdi, bilinen skaler ¢carpim yerinesagida ¢ ile verilen bilineer form

tanimlansin. (Lander 50)
YOGV =X Y+ XY, = A Yo

Buradax = (X,++y X,pq) VE 3_/ = (Yo, Yyeg) dir. (>_<= (X, X, =+, X,, 1) veya son
satir vektoriy (A A, ---, A, k) dir.)

X ve y, B matrisinin satirlari oldguna gore,

w(x,y)=k-A veyag(xy)=0

dir.

Ger(;ekten)_(: (X, X5, 0+, X, 1) ve 3_/: (Vi Yoo 50 Yy, D) iken,

WX, Y) = XY+ XY, ++ XYy, —4.11=0

A

veyax = (X, X, -, X, 1) vey=(A, A, -, A, k) iken,

W(x,y) = kA - Ak

dir.
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X = (X, Xp0 - X, D) vey=(A, A, -, A, k) iken
W(x, x) =k-/
ve

t//(i/,s_/) =N+ P+ + N - AKK

vtane

=vA® - Ak?
=A(VA-k* ) (2.25.1.1)
dir. (1.1.1.4.) ger@nce,
(v-D)A=k(k-12)
idi. Buradan,
(Vv-DA=k*-k
VA-k?=A-k (2.2.5.1.2)
elde edilir. (2.2.5.1.2.) ifadesi, (2.2.5.1.1.)erine yazilacak olursa,
w(y,y) = AA-K)
olur. Yani,
w(y,y) =4 -k (2.2.5.1.3)
dir. (1.1.1.6.) ger@nce,
(vV=-KA=(k-I)(k-A1)

idi. Buradan,
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VA-kA = (k-1)(k-A)
VA - (k-1)(k-1) = kA
VA-k2+K1 +k -1 =ki (2.2.5.1.4)

elde edilir. (2.2.5.1.4.) ifadesi, (2.2.5.1.3. perine yazilacak olursa,
Wiy, ) =2 —vA+k2 kA —k+
=N -(VA-k?)-KkKl-k+A (2.2.5.1.5))

elde edilir. (2.2.5.1.2.)'dekfjvAd —k? hin kasilik geldigi ifade (2.2.5.1.5.)’te yerine

yazilacak olursa,
Wy, V) =P =(A=K) ki —k+1
=N -A+k-ki-k+
= —kA
=A(A-k)
=-A(k-1) (2.2.5.1.6.)

elde edilir. Bundan dolays,

w(x,y) =0 (modp)
dir.

Yani, p | k iken de iki blgun (mod p ) ye gore skaler carpimi sifirdir. Cunkd,

D nin gengletiimis F, —kodu C*", geniletilmis caksim matrisinin satirlariyla

iretilir ve C®" , bilinen skaler carpima gore self-ortogonal@@®® 0 C%").

Boylece,
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boyC *" < % (Vv+1)

dir.

Simdi de, sadecep | k iken boyC " =boyC esitli ginin sglandigi

gOsterilmelidir.

B nin ilk v tane sttununun toplami,

VA

dir. Bu siitunun (mod) ye goérek™ kati alinacak olursa,

K 1 1
kA=l = (modp )
vA vAk ™ Kk

elde edilir. Cunkd, (1.1.1.4.) ggyiace,

(v—DA =k(k - 1)

idi. Buradan,
VA-A=k?®-k
vVA=k?-k+A

elde edilir. Boylece,
vik™ = (k? -k +A)k™ (modp)

= (k* = (k=A)k™ (modp)

=0

n
=~

(mog)
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bulunur. YaniB matrisinin son sutunuB nin ilk v tane sttununun toplaminin

(mod p) ye gore—k katidir.

Simdi, B matrisinin ilk v tane satiri toplansin. Bu durumda,

bulunur. Bunun, (modo ye goreAk™ kati alinsin. Bu durumda,
AKK K, -, K, V] E[A, A, -+, A, vAK T (modp)

=[A A, A (kK*=(k=A)Pk™]  (modp)

=[A A, -, A K] (modp)

elde edilir. YaniB matrisinin son satiriB nin ilk v tane satirinin toplaminin

(mod p) ye goreAk™ katidir.

B matrisi, A matrisine bir satir ve bir stitun eklenerek eldénadti. Yukaridaki
ifadelerden;B matrisinin son sutununu matrisinin sutunlarinin bir lineer
kombinasyonu;B matrisinin son satirinin is& matrisinin satirlarinin bir lineer

kombinasyonu oldgu goértlmektedir. Bunun sonucunda,

rankA = rankB

bulunur. A, C nin ¢caksim matrisi; B, geniletiimis C®" nin caksim matrisi

oldugundan bu durumda,
boyC = boyC %"

dir. (C ve C*" in her biri, birerF , —kod olarak alinmaktadir.) Sonugta alt sinr,
2 < boyC

dir.
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i) pJk—A ve p|k olsun.A nin her satiri, (bilinen skaler ¢carpima gore)
(1,1, 1,..,1) vektoriine ortogonaldir. Gergekten,
(X Xor s X)L L D) =X + X, +---+x,=k=0 (modp)
dir. Bundan dolayi,
boyC<v-1
dir. i ninci sutunda sifiri iceren tum satirlarin toplami
(k=A,---,k=21,0,k=A,--- k=1)

vektdrudar. Burada @, ninci sutundadir. Bu vektbrle(Fp)m nin (v—-1) —boyutlu

bir alt uzayini tretirler.

i) pJ]k—A ve p]k olsun. Onerme 1.1.1. ggiace

L

detA=k(k = 1)?2
oldusundan, A matrisi, F, Uzerinde tersi alinabilen bir matristir.
Bundan dolayi,
boyC =v
dir.
Ornek 2.2.5.1.(7, 3]) — simetrik dizaynda;
v=7,k=3 A1=1
oldugundan,
k-A=3-1=2

dir. Bu durumda (7, 3) — simetrik dizayninF, —kodu igin,
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plk—-A yani 2|2
dir. O halde
2<boyC<4
tar.

Teorem 2.2.5.2Bir p asaliicin,p|k—A, (p, k) =1, p* | k—A olmak uzere

(v, k, A) —parametreli simetrik dizaynif, —kodunun boyutu%L dir.

Ispat. A caksim matrisinin satirlari ile uretiler, —kod C nin boyutu,
boyC =r
olsun. Bu durumda,
boyC"” =v-r
dir.
boyC"” =s
olarak alinsin. Yani,
V—r =g

olsun. (v ,k, A) —parametreli simetrik dizayni® ¢caksim matrisinin satirlari ile

uretilen F, —kod C nin H eslik-denetim matrisi,
H=[l,:P]

olsun. H ,bir sxv matristir.
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C" dual kodunun ¢akim matrisi,

olsun. K ,bir vxv matristir.

def AKT) =detAdetK’
dir.

detk =detK™ =1
oldugundan,

def AK™) =detA
dir. Onerme 1.1.1. ge¥imce,

v-1)

4
detA = kn?
idi. Boylece,

1

1,
de((AKT) = kn?'

elde edilir.

olup; AKT, A caksim matrisinin satirlari ileC” dual kodunun ¢cakim matrisinin
satirlarinin i¢ carpimidir. SonuctaK " nin ilk s sutununda,p nin katlari elde
edilir (=0 (mod p) olmal). O zaman, déAK ™ hinilk s stitunundanp

carpanlari determinantgina cikarilirsa (dé€tAK ™) =detA idi), detA’nin p® ile

bolundigl ortaya c¢ikar. Yani,
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p° [detA
dir. Buradan,

p* k="
yazilr.

(p,k)=1
oldugundan,

plk
dir. Dolayislyle,
p* 1k
dir. Buradan,
p° | kn%(v_l) ve p° |k
oldugundan,
p* n?"™
dir.
p? | n ve p|n idi. Boylece,
s< %(v—l)
olur. Yani,

1
v-r<—(v-1
2( )

dir. Buradan,
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2v-2r<sv-1
2v—-v+1<2r

v+1<2r

bulunur. Yani,

boyC z‘%l (2.252.1

dir. Teorem 2.2.5.1. i)’e gore,
. v+1
p|n iken bostT (2.2.5.2.2))
idi. (2.2.5.2.1.) ve (2.2.5.2.2.)'den,
v+1

boyC = ——
4 2

elde edilir.
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BOLUM 3

SIR PAYLASIM SEMALARI

GIRIS

Her turli 6zel anahtagifre, gizli bir aracin plani veya trtnin formalibggizli
tutulmasi zorunlu bilgilere “sir” denilmektedir. &onusu sir, bir formlle de ifade

edilebilir. Sirrin saklanmasi zorunlgu vardir.

Sir paylam problemi denince; s6z konusu sirrin formileipghrgalara
ayrilarak, batinin saklanmasi yerine, parcalamkiifgerlerde veya konumlarda

saklanmasi problemi agliémaktadir.

Sir paylaimi, 20 yildan fazla bir siireden beri ggain bir konudur: Sir paylaim
semalarinin olgturulmasi igin, kodlar teorisinden buyuk olcidearéaniimakta
olup; lineer kodlar, sir paydan semalarinin kurulgunda énemli bir rol

oynamaktadir.

Sir paylam semalarindan, 1979'da Blakley ([5]) ve Shamir ([23¢k
etmislerdir. Daha sonra bu konuda pek ¢ok yeni yontesritimistir. Shamir’in sir
paylaim semasi ve Reed-Solomon Kodlari arasindagkiilil981'de Mc Eliece ve
Sarwate ([19]) tarafindan belirtilgiir. Daha sonra hata diizeltme kodlari
kullanilarak, sir paykam semalarinin kurulmasi Gzerine galimistir. ([31], [9], [14],
[17], [18], [20], [22])

Massey ([17], [18]), sir payeni icin lineer kodlardan faydalanarak, ilgili kadu
dualinin minimal kods6zcukleri ve giin yapisi arasindaki gkiyi belirtmistir.

(1)Bu bélimun girg bdlimi biyilk 6lcide, Jin Yuan ve Cunsheng Dint8acret Sharing

Schemes From Three Classes Of Linear Codes” ([Sibf)i makalesine dayanmaktadir.
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Belli kodlar i¢in minimal kodsozcukleri aterilarak, bu kodlarin dual kodlari
Uzerine kurulan sir payan semalarinin egim yapilari karakterize edilrtir.

([24], [11, [2], [30])

3.1. Massey'in Sir Paylaim Semasi

Massey'in sir paykam semasinin kurulmasi, tamamen lineer kodlarla

yapiimaktadir ([21]). Bu kisimda 6nce lineer kodlaerinde olgturulan sir paylgm

semasl! anlatilacak, daha sor@d dual kodu {izerinde kurulan sir payta

semasinin bazi 6zelikleri sunulacaktir.

F, Uzerinde lineer bifn k, d]-kod C, (F,)" in bir alt uzayidir.
G=(99, 9;::"*» 9,4) » [N, k, d] —kod C nin Urete¢ matrisi olsun. Burada

Jos 95,-*» 0,1, G nin sutun vektorleridirG agiksekilde yazilacak olursa,

O G2 - On
G = 9.21 9.22 g.Zn
a G2 - G Kxn
gibidir.

Sir paylaim semalarini olgturmak icin, icinde katilimcilarin ve bir Y®netinih

bulundigu bir sir uzayi ele alinir. Bu sir uzaly} olarak dgtnulsin ven- ltane

katihmci daPR, P,,---, P,_; olsun.

Yonetici, bir “sir” olgturur. (Sir “s” olsun.) Sir olgturma slemi aagidaki
gibidir:

Herhangi biu = (u, u,,---, U.,) D(Fq)" vektoru segilir. Sir,

S=ug,

seklinde olyturulur.
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s sirrini olgturmak igin secilebilecelk D(Fq)" vektorlerinin sayisg™ olur:

Gergektenp [ (Fq)" olduguna g(‘jre,(Fq)" nin sifirdan farkl vektorlerinin sayisi

g“™ olup, u icin secenekg“™ dir. 0

“Yonetici, olygturdugu sirri nasil paykdirir?” sorusunun yaniti, konunun

temellerinden ilkidir.
u=(Ugy,u, -, u._,)0 (Fq)k dan,u’ya kasilik gelen
uG =(ty,t, -, t,,) =t

kodsdzcigu hesaplanir ve her= 2, ..., n-1i¢in P katiimcisinat vektoérinunt,

bileseni pay olarak verilir.
ty=ug, =s

olduguna gore,P, P,, ..., P, katiimcilarina dgitilan n— 1 parca igerisinden

m tanesi alinacak olursa, pagiialarin bir alt kimesi

t

{t ot

Im

ip 1t }

olur. O
“Patron veya sir sahibi herhangi bir nedente gitirirse (emeklilik, 6lim, kayip,

v.b. ), bu sirra nasil udabilir?” sorusunun yanitlanmasi da, konunugedionemli

bir parcasidir.

Onerme 3.1.1.Sirrin belirlenmesi icin gerek ve yeterskg
9o =(0y1) 910> O)' 1N, Gy, 05,0+, O, SUtun vektorlerinin lineer kombinasyonu

olarak yazilabilmesidir. ([31])
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Ispat.

O :dy 95 9,7, 0, Inlineer kombinasyonu olarak yazilabilsin. Bu uimda,

9o =010, +a,0, +---+a,,0,4 (ai O Fq , 1i < n_l)

(911 Go10 5 Gi)” = 01120 Gy Gio)' + -+ A (Gans Tonws i)
(911 Go1r 7 Gia) " = (@191, + -+ + Ty G

a,9,, +... 4+ a,,9,0, 0,0, +... 4+ an—lgkn)T
olur. Buradan,

0, =a,0p, ++-+ 0,0,
0, =019 - +0,4,0,,

O =019y, -+ 0,10,

elde edilir.

s=gy,U, +9,U, +---+g,,U,_, ifadesindeq,,, 9,,,*, ,, in deserleri yerine

yazilirsa,s sirri belirlenir.

= ¢ belirlenmi olsun. Bu durumda,
S=ug,

oldugundan,
S=0yUy + Qply T+ QUi

ifadesi biliniyor demektir. Bu is@, = (9,; 9.,'-+,d,,)" In bilinmesi demektir.
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G Urete¢ matrisinin tanimindan dolayn > k kglaylikla

Oy =a, 9, ¥+ 10,04,
Oy =010t 10,40,

O =010k - 0,101,

yazilabilir. Buradan,

(911 G20 Gia)" =1(Gras Gzov s Gk2) '+ + @i (G1ns v+ Gin) |
elde edilir ki bu da,

9o = (%11 G210 i) 1M 91 = (G120 G2 Gi2) '+ Gnt = (G1ns G2 O

in lineer kombinasyonu olmasi demektir.
Onerme 3.1.2.G, F, Uzerinde birfn k] -kod C nin Urete¢ matrisi olsun.
C Uzerinde kurulan sir pagan semasinddt, ¢ ,---, t }, @<i;<--<i <n-1

ve 1< m< n-1) paylgimlar kiimesinin sirri belirleyebilmesi igin gere& yeter

kosul; C" dual kodunda,

v=(1,0, 0 ¢,0,0¢ 0,0 ¢ ,0,0) (3.1.2.1)

kods6zcigunun var olmasidir. Buraolraj #0 dir. ([31])

C" de (3.1.2.1.) kodsézgii varsa, bu durumdg, vektéri, g, ,--- ,g, nin bir

lineer kombinasyonudur.
Ispat.

O : C" de (3.1.2.1.) kodsozgii varsa,g, vektoriining, g, .-, g,

. lerin, bir

lineer kombinasyonu olarak yazilabilgegdsteriimelidir. C” dual kodunun

tanimindan,
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vG' = 0

olmalidir. O halde,

O 921 - O
O 92 - Ok

gln an gkn
O +095C, +09;,C +-+0; 6 =0=0;; =—(0;C +7yC, ++ Oy C)
0,1 09,C, t0,,C t-+0, ¢ =0=0, = _(gzilci1 +0y,C, t--F gzimcim)
9 +94,C, +0,,C, t+0, ¢ =0=>0, = _(gkilcil *+0,,C, t--+ gkimcim)

dir. Buradan,

Jo = (911 Gopoeevs Our)" vektorunlng; g, , -, g; nin lineer kombinasyonu

oldugu gorular. Yani,
Oy = zxj gij
j=1
dir.
Bu durumda sir, belirlengolur.

= C Uzerinde kurulan sir payan semasinddt, t ,---, t, },

(I<ij<---<i,<n-1lvelsms<n-1) paylgimlar kimesi, sirri belirlergiolsun.

C" dual kodunda

v=(1,0,-0,¢,0:-,0 ¢ ,0-,¢_,0-0) (3.1.2.1)
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kodsdzcigunun bulundgunu gosterelim.

Tersini kabul edelim. Yar€" dual kodunda (3.1.2.1.) kodsézgibulunmasin.
Bu durumda ispat oldukca kolaydir. 0

Sir paylam semalarinda temel amaclardan biri; gerekli durunddrdlli sayida
(k diyelim) katihmcinin bir araya gelerek sirri cgziéyebilmesi, daha az sayida
katihmcinin sirra egememesinin saanmasidir. Orngn, Yonetici herhangi bir
sekilde devreden cikarilghnda, Y6netici’'nin olgturmus oldugu sirra

ulasilabilmelidir.

Bu durum, gagidaki gibi de aciklanabilir:

Onerme 3.1.2. gefimce; C” dual kodunda

v=(1,0,-- 0¢,0,--0c 0--0 ¢ ,0,,0)kodsozcgl varsa; bu durumda
g, vektoru, g, ,g; .-+, g nin @<i;<---<i  <n-1vels<sms<n-1) birlineer

kombinasyonudur.
Yani
Oy = zxj gij
j=1
dir. O haldes sirri,

S=Ug, SUD X0, UG, + %0, ++X,0, )
j=1

S=(Ug, Uy, oy Uy )(% G, +X,0; +---+X,.0; )
S=(X0;, *X,0; *--+ X0 Uy + (%9, +X,9, +-+ X0 U

+"‘+(X19i1 X0, +"'+Xmgim)uk—1
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S= X1(gi1uo + gi1u1 Tt giluk—l) + Xz(gizuo + gizul et gizuk—l)
et X0 (9 Ug+ g U+ 0 Uy

t.

mvin,

S= Xt + Xt +-+X

nin hesaplanmasi ile belirlenir.

Tanim 3.1.1. (Minimal Erisim Kimesi) k elemanl katilimcilar kiimesi ele alinsin.
Bu kiime, elemanlari bir araya gelerek sirri ¢cogoigun. Fakat, bk elemanl
katilimcilar kimesinink dan daha az elemanl her bir alt kiimesi, sir hradeki

higbir ipucu elde edemesin. Bu durumklaelemanli kiimeye, minimal gim kiimesi
denir. ([31])

Yani minimal egim kiimesi, bir araya gelerek sirragdhilen katilimcilarin
olusturdugu 6yle bir kiimedir ki; kimeden herhangi bir eksilragra egilmesini

olanaksiz kilar.

Tanim 3.1.2.Bir ¢ =(c,, ¢, -+, C,,;) O(F,)" vektorinin dests,
{0<i<n-1|c #0}

olarak tanimlanir.([31])

Tanim 3.1.3.¢, ,c, 0(F,)" olmak lzereg, kodsozcgilinin ¢, kodsozcglini
drtmesi deninceg, kodsdzcgunin destginin, ¢, kodsozcglnun destgini

kapsadgl anlailr.
Orngin;

¢, =(00110190(F,)”, ¢, =(11110110(F,)’
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olsun. Bu durumdag, in destgi {2, 3, 5}, ¢, nin destgi {0, 1, 2, 3, 5, 6} dir.

Buradan,c, kodsdzcgunln, ¢, kodsdzcglnu orttigu goruldr.

Tanim 3.1.4. (Minimal Kodso6zcigt) Sifirdan farkli birc kodsézcgt, yalnizca

kendisinin skaler katlarini ortiyorse,ye minimal kods6zgiii denir. ([31]) O

Minimal ersim kiimelerinin kiimesi ileC"” dual kodundaki ilk koordinati 1

olan minimal kods6zcukleri kiimesi arasinda birebiniresleme vardir. ([31])

Sir paylaim semasinin esim yapisini belirlemek icinC" dual kodundaki,

yalnizca ilk koordinati 1 olan minimal kods6zcukleimesini belirlemek gerekir.

([31])

Tanim 3.1.5. (Sir Paylaiminin Demokratiklik Derecesi) Bir sir paylgaim
semasinda, @r hert —li katilimci grubu ayni sayida minimal gm kimesinde

bulunuyorsa, bu sir payeni, t. dereceden demokratik adini alfr>  (31])

3.2. C" Dual Kodu Uzerinde Kurulan Sir Paylasim Semalarinin Bazi Ozelikleri

Onerme 3.2.1.F, uzerinde bifn k] -kod C ve G=(g,,9;,"**, 9,4), C nin
Urete¢ matrisi olsun. (Burada tigy (1<i <n-1) ler sifirdan farkhdir.)C nin

sifirdan farkh her bir kodsdzgii minimal ise bu durumd&"” dual kodu lizerinde

kurulan sir paylam semasinda, tam olara®®“™ tane minimal egim kiimesi

vardir. (Buradd'boyC 'lle C kodunun boyutu olatik Yosterilmektedir.) ([10])

Ispat. G Ureteg matrisinin tim sutun vektorleri sifirdarkfaoldugundan, g, # O
dir. u D(Fq)k olmak lizere, heu icin g™ farkl kodsézcgi yazilabilir.

Dolayisiyleug, carpimi da, tang“™ kez yapilir.ug, carpimi,u ile G ureteg

matrisinin ilk sitununu ¢carpmak demektir. Yani,¢arpmagleminin sonucunda,

kodsdzcigunun ilk koordinati belirlenmektediu = Be, ilk koordinati sifir olan

g“™* kodsozcgi vardir.
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(F,)* daki heru vektoirl igin yazilabileceky ™ segenek vardilk koordinat
F, nun elemani oldtundan,q ¢ssit deger alir. Dolayislyle, ilk koordinatF, nun

herhangi bir elemani olan,

k

qq“*t =q

kods6zcigu vardir. Bu durumd& deki ilk koordinati sifir olmayan

kodsozcuklerinin sayisi ise

dir. Bu sayi, ilk koordinati sifirdan farkli olaminimal kodsdézcuklerinin sayisidir.

Bu da ayni zamanda minimal @n kiimelerinin sayisini verir. ([10])

Onerme 3.2.2.F, uzerinde bifn k] -kod C ve G=(g,,0;,"**, 9,4), C nin

Urete¢ matrisi olsun. (Burada tigy (1<i<n-1) ler sifirdan farkhidir.)

i) 1<i<n-1olmak Uzereg, g, In bir skaler kati ise bu durumd& numarali

katilimci, her minimal egim kiimesinde olmalidir. Béyle bir katilimciya, dakibr

katilimci denir.

i) 1<i<n-1olmak tzereg, g, In bir skaler kati d&lse, P numarali katilimci,

boyC-1

q minimal ersim kiimesinden(q-1)q"¥“~? tanesinde bulunmalidir. ([10])

(1) ileriki bélimlerde simetrik dizaynik parametresi ileC kodunun boyutu olark birbiriyle

karsabilecesinden, yukaridak yerine"boyC" yaziimstir. ileride bu karmgkligi énlemek igin,

boyC =r olarak alinacaktir.
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Ispat. i) 1<i<n-1olmak Uizereg, =ag, (alF,)ise
ug, =a# 0olmasiug, =

oldugu manasina gelmektedir. Bundan dol&numaral katiimci, her minimal

erisim kiimesinde bulunmalidir. ([10])

i) 1<i<n-1olmak tzereg, ve g; lineer b&msiz ise,u D(Fq)" oldugunda,
ug, ve ug; (;arplmlarl,(l:q)k nin her bir elemani Gizerindg ™ kez yapilir. Bundan

dolayi,

[(u:ug, #0 veug, #0)}|=(q-1)°q"
ve

[{(u:ug, = 1ve ug, #0)} |= (-,

P numarali katimcinin bulungu minimal ergim kiimelerinin sayisidir. ([10])

3.3. Minimal Kodsozcuklerinin Karakterizasyonlari

3.3.1.Agirhklart Kullanarak

Yardimci Teorem 3.3.1.1Bir 2—(v, k, A) dizaynin calkim matrisi A, olsun.

Uretec matrisiA olan ikili (binary) kodun dualinin minimumgaligi w,_. icin,

w2 {*A)
mn — /1

dir. Buradar, bir noktanin bulundgu blok sayisidir. ([7])

Yardimci Teorem 3.3.1.2Bir 2—(v, k, A) dizaynin calkim matrisi A, olsun.

O zaman,
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matrisinin satirlari ile Gretilen ikili kodun dua@in minimum &irlik,

W, 2 min{—b+ ' , ' +)I}
r A
dir. ([7])

Teorem 3.3.1.1. (Ashikmin-Barg)F, lzerinde biffn k] -kod C de w,,, ve W,

sirasi ile sifirdan farkli minimum ve maksimughraklar olsun. Eer

Wiin > q_l

Winaks q
ise bu durumda€ nin sifirdan farkl tim kodsozcukleri minimaldff31])

3.3.2. Ustel Toplamlari Kullanarak

g = p* olsun. Buradap asal say! vek, pozitif bir tam sayidir,y, F, nun

toplamsal kanonik karakterini belirtmektedir.
{2NTr (x)
xx)=e *? = co{mTr(x)) +i sin(ETr(x)J :
p p

F, danF  ye her bir lineer fonksiyonlr(ax falF,) seklinde yazilabilir.
Bununla birlikte, Urete¢ matrisk olan, F, Gzerindeki herhangi bir lineer

[n, k] —kod C ic¢in; her bir kodsdzciil,
¢, =(Tr(g,2),--- . Tr(g,@)) . (aUF,)

seklinde ifade edilebilir. Burada,, g,,---, 9, UF, dur. ([31)] O

Simdi C nin sifirdan farkli iki kodsozddil olanc, ve c, ele alinsin. Burada

BlaUF, dir.

Bla OF, ise bu durumda iki kods0zgii, birbirlerinin skaler katlari olmalidir.

([31])
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Gergekten de,
A =t0F, = B=at
a
s =(Tr(9,8),--- . Tr(9,5)) = (Tr(g,at),--- ,Tr(g,at))

¢s =t(Tr(g,a). Tr(9,a))

dir. 0

S, €, nin sifir olan bilgenlerinin sayisiT, ;, ¢, ve ¢, nin ortaklaa sifir olan

bilesenlerinin sayisi olsun. Tanim ggnece,

dir. ([31])
Ornezin;
¢, =(11009, c, = (01109

olsun. Bu durumda,

S, =2 T,,=1
dir. Yani,
S, 2T,
dir. O

C, hinc, yi1 Ortmesi igin gerek ve yeterd S, =T, ;, olmasidir. ([31])
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Gosterelim:

0: S, =T, olsun. Bu durumda, nin sifirdan farkli bilgenlerinin konum
numaralarinin kimest, nin sifirdan farkli bilgenlerinin konum numaralarinin
kimesini icerir. (Yanic, nin destgi, c, nin destgini icerir.) O haldec,, c, v

Orter.

= C,, Cz Y1 Ortmis olsun. Bu durumda, nin sifirdan farkli bilgenlerinin konum
numaralarinin kimest, nin sifirdan farkli bilgenlerinin konum numaralarinin
kimesini icerir. Dolayisiylee, nin sifir olan bilgenlerinin sayisi¢, ve ¢, nin sifir

olan bilgenlerinin sayisinasétir. Yani S, =T, ; dir. Orngin;
¢, =(010019, c,; =(01000)olursa bu durumda,
S, =3veT, ;= 3olur. Yani,
S, =T

a a.p

dir. Boylecec,, c, yi Orter.

Onerme 3.3.2.1Her a O Fq* icin; ¢, nin minimal olmasi i¢in gerek ve yeterskib

BlaOF, olan her3[] F; icin S, >T, ; oImaS|d|r.(Fq*, F, cisminin sifirdan

farkli elemanlarinin carpim grubunu belirtmektedi31])
Ispat.

O: BlaOF, olan herB0F, icin S, >T, ; olsun. Hera OF, igin c, nin

minimal oldysunu gdsterelim.

BlaUF, isec, ve c,, birbirlerinin skaler katlari dgldir.
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S, >T, 5 isec, nin sifir olan bilgenlerinin sayisic, ve c; nin sifir olan
bilesenlerinin sayisindan fazla ol@gadanc,, c, yi 6rtmez. €, c, yi Orter.)

Bu durumdac, , yalnizca kendisinin skaler katlarini orter.

O haldec,, minimal kodso6zcgudur.

=:HeraOF, i¢cin c, minimal olsun.Z/a 0F, olan herBUF, icin S, >T, ;

oldugunu gosterelim.

c, minimal ise;c,, yalnizca kendisinin skaler katlarini orter, siéin farkl dger
kodsozcuklerini 6rtmez. Bu durumdg ve c,, birbirlerinin skaler katlar olamaz.

Yani glaOF, dir.

C,, C; Yl Ortmedgine gore, €, ve c,; farkl konumlarda sifir dgerini almstir.)
c, hin sifir olan bilgenlerinin sayisic, ve c; nin sifir olan bilgenlerinin

sayisindan fazladir. Yang, >T, , dir. O
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BOLUM 4

SIMETRIK DiZAYNIN KODU, SIR PAYLA SIM SEMASI VE M INIMAL
KODSOZCUKLER i

(v, k, A) —parametreliD simetrik dizayni ele alinsirD nin ¢cakgim matrisi,

& Q, -
A= 8 Ay Ay
aAp &, Ay
olsun.

Simetrik dizaynirF, —kodu olanC (q= p', p asal vet pozitif tam sayi),
(F,)" nin A caksim matrisinin satirlari ile tretilen alt uzayidi. dan,C kodunun

urete¢ matrisiG, kolaylikla elde edilir.C kodunun urete¢ matrigig, 9,,-:-, 9,-,)

olsun. Buradag,, 9,,..., 9, ile G nin sttun vektorleri gosteriimektedi@ nin

boyutu boyC =r olmak tizereG aciksekilde yazilacak olursa,

Ju G - Oy
G= g.21 g.zz g.2v
grl gr2 e grv rxv
dir.
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Onerme 4.1.C, (v, k, A) —parametreliD simetrik dizayninin tret, F, Uzerinde
lineer [v, r] —kod olsunt C" dual kodundaki sifirdan farkli her kodsogiii
minimal kabul edilsin. Bu durumd@ kodu tzerinde kurulan sir payle

semasinda minimal efm kimelerinin sayisi, tarq'“"ycm‘1 dir. (Onerme 3.2.1.’den)

Onerme 4.2.(v, k, A) — parametreli simetrik dizaynif, Gzerinde Uretfii

[v, r]—kod C olsun. Ber C ve C" dual kodu tizerinde kurulan sir payta

semalari ayni sayida minimal gm kiimesi iceriyorsav, ¢ift sayidir.

Ispat. Onerme 3.2.1. gegnce; F, Uzerinde bir f, r]-kod C nin sifirdan farkli
her bir kodsodzcgii minimal oldgundaC"” dual kodu tizerinde kurulan sir payta
semasinda, tam olarai ™ tane minimal egim kiimesi vardi. Onerme 4.1.’de,
(v, k, A) —parametreliD simetrik dizayninin Greti, F, Uzerindeki lineer

[v, r]-kod C nin C"” dual kodunun sifirdan farkl her kodsdgaiminimal olmak

uzereC kodu lizerinde kurulan sir paylm semasinda tam olaragy" ™" tane

minimal ersim kiimesinin var oldgu ifade edildi.

(1) Simetrik dizaynin parametrelevi, K, A ile gésterilir. Lineer birC kodunu dg n, K] —kod
diye gostermek adettif.n, k] — daki n, kodun uzunlgu olup, bizdev olarak alinmygtir. K ise

C nin boyutunu gosterir. AncalC nin boyutu olank nin, simetrik dizaynirk parametresi ile

karsmamasi i¢in,bOyC =r alinacaktir. Dolayisiyle, linedV, ] — kodundan soz edilecektir.
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Buradan,

q7t=q""
yazilabilir. Boylece,

r-1=v-r-1

2r=v

v
r=—
2

elde edilir ki bu dav nin ¢ift olmasi gerekgini ifade eder.

Sonug 4.1.F, tzerinde(v k, A) —parametreli simetrik dizaynin Gregitilineer

[v, r]—kod C olsun. Ber C nin C" dual kodunun sifirdan farkli her kodsogiiii

minimal ise k- A bir tam karedir.

Ispat. Onerme 4.2.’deny cifttir. SchutzenbergeFeoremi'ne (Teorem 1.1.1gpre

v ciftise n=k—A, bir tam karedir.

Onerme 4.3. F, Uzerinde(v K, A) —parametreli simetrik dizay® igin [v, r] —kod

C nin, C" dual kodunun sifirdan farkli her kodsogaiminimal ise,C kodu

v-2
Uzerinde kurulan sir payen semasindaki minimal eqim kiime sayisip 2 dir.

ispat. Onerme 4.2.denF Gzerinde(v k, A) —parametreli simetrik dizay igin

[v, r]—kod C nin C" dual kodunun, sifirdan farkli her kodsogaiminimal ise,

dir.
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boyC"” =v-r oldugundan

Vv
boyC"” =v—-—
y 2

N <

olur. Onerme 4.1.’denC kodu tizerinde kurulan sir paylen semasinda tam olarak

O_. .. - . .
p"™< ' tane minimal esim kiimesi vardi. Buradan,

bulunur.

Onerme 4.4 Eger (v, Kk, A) —parametreli simetrik dizaynda|k —A ve bu simetrik
dizayninF, —kodu C nin, C" dual kodundaki sifirdan farkl her kodsogi

minimal iseC kodu Uzerinde kurulan sir paylmn semasindaki minimal efim

kiime sayism olmak Uzere,

v-3

p2<ms<p”

tar.

Ispat. (v, k, A1) —parametreli simetrik dizaynif, —kodu C i¢in Teorem 2.2.5.1.i)

gerezince,

plk-/ ise2£b0stVT+1
idi. boyC =v-boyC" oldugundan,
v+1

2<v-boyC" ST

esitsizliginden,
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V—;lsboyCD <v-2

elde edilir. Buradan,

VT_l—ls boyC” -1<v -3

%gsboycD -1<v-3 (p asal)

DT < pboyC]—l < pv—s

©
<
N T
w
IN
3
IN
©

dir.

Onerme 4.5 Eger (v,k, A) —parametreli simetrik dizaynda | k—A ve p|k ve bu
simetrik dizayninF, —kodu C nin, C" dual kodundaki sifirdan farkli her
kodsozcigl minimal ise bu simetrik dizaynif, —kodu C zerinde kurulan sir

paylasim semasinda sadece bir minimalseri kimesi vardir.

Ispat. (v, k, 1) —parametreli simetrik dizaynifr, —kodu C i¢in Teorem 2.2.5.1.ii)

geresince,

pl|k—-A ve p|k iseboyC =v- 1dir.

Bu durumdapoyC = v -boyC" oldugundan,
boyC” =v—-(v-1)=1

olur.
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(X, X, -+, X,) JC olmak tzere,

(X X ooy X)L oo D) =X + X, -+ X, =k
dir. p|k oldysundan,

(X, X+, %)L L, -+-,1)=0 (mod p)

elde edilir. Dolayisiyle(L1:--1)JC" dir.

vtane

@1--)0C" ve boyC"” = 1oldugundanC"” dual kodu, 1:-- 1kodsozcgl

vtane vtane
tarafindan uretilirC"” dual kodundaki ilk koordinati 1 olan minimal kodsikleri,
minimal ersim kiimelerini olgturdusundan, buradaki minimal gnm kiimesi
yalnizca,
{11.1}
vtane

dir. Gergekten de Onerme 4.1. génee, C kodu lzerinde kurulan sir paylm

semasindaki minimal efim kiime sayisi,

pboyCD—l — p1—1 - po =1

dir. 0

Yukaridaki 6nermeden elde edilen songggiaaki gibi yorumlanabilir ki bu,

oldukca 6nemlidir:

Onerme 4.5.'teki kaillar sa&landginda olgturulacak olan minimal efim
kiimesi yalnizca bir tane olgundan, bu kiime, sir paylani igin kullansh
olmayabilir. Clnku, bu minimal eim kiimesindeki katilimcilardan herhangi birinin

kaybi, sirra egimi olanaksiz hale getirir.

Onerme 4.6.Eger (v,k, A) —parametreli simetrik dizaynda | k-4 ve p] k ve

bu simetrik dizayninF ; —kodu C nin, C" dual kodundaki sifirdan farkl her
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kodsozcigl minimal ise, bu simetrik dizayniR, —kodu C Uzerinde kurulan sir

paylasim semasinda minimal efm kiimesi yoktur.

ispat. (v, k, 1) —parametreli simetrik dizaynifr, —kodu C igin Teorem 2.2.5.1.iii)

gerezince,

pl|k—-A ve p]k iseboyC =v dir.

Bu durumda;boyC = v -boyC" oldusundan,
boyC” =v-v= 0

olur. Bu iseC" ={00--- OJolmasi demektirC" dual kodunda ilk koordinati 1 olan

vtane

minimal kodsozcgl bulunmadiindan, burada minimal gim kiimesinden stz

edilemez. Gergekten de Onerme 4.1. giaee, C kodu uizerinde kurulan sir

paylagim semasindaki minimal eqim kiime sayisi hesaplanacak olursa,

boyc”-1 1

p =p*t=p

bulunur ki boyle bir minimal egim kiime sayisi olamaz. Boylece buradan da

minimal ersim kiimesinin varigindan s6z edilemeyegiegorilir. O
Onerme 4.6.’dangagidaki sonug elde edilir:

Egser (v,k, A) —parametreli simetrik dizayndp | k—A ve p | k ise, bu simetrik
dizayninF, —kodu C nin, C" dual kodunun sifirdan farkl tim kodsézcukleri

minimal oldygundaC Uzerinde kurulan sir payisn semasinda minimal efm

kiimesi olmadiindan, sirra egilemez.

4.1. (v, k, A) —Parametreli Simetrik Dizayn ve Caksim Matrisi

(v,k, A) —parametreli simetrik dizay® ; A, bu dizaynin calkim matrisi ve

A nin satirlari ile Uretilen ko€ olsun. Bu durumda;
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AAT =(k-A)I +AJ
JA=AJ =kJ
esitlikleri gecerlidir.

D nin timleyeni olarD¢, (v, k', A) = (v, v—k, v-2k + A) — parametreli

simetrik dizayn, bu dizaynin ¢gkm matrisi B ve C° ise B nin satirlari ile Uretilen
kod olsun. Biliyoruz kiB, bir vxv matris olup; A matrisinde sifirlar yerine 1,

birler yerine 0 yazilarak elde edilir. Bu durumda,
BB" =(k—-A)I +(v-2k+A)J
BJ=JB=(v—-k)J

esitlikleri vardir.

Onerme 4.1.1.(v, k, A) —parametreli simetrik dizay ; A, bu dizaynin cakim
matrisi ve A nin satirlari ile Uretilen ko€ olsun. D nin timleyeni olanD®,

(v, k', A) = (v, v—k, v—-2k + 1) — parametreli simetrik dizayn, bu dizaynin gai
matrisi B ve C° ise B nin satirlari ile Uretilen kod olsurp bir asal say! olmak

uzere,
plk-AiseC®OC"

dir.

Ispat. B nin tanimindan,
B=J-A

dir. ispat icin,
AB" =0

oldugu gdsterilmelidir.
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AB" = A(J-A)

=AJ-A")

= AJ - AAT
=kd - (k=) =AJ
=(k=A)J - (k=2)I
=(k=-AH-1)

bulunur. p|k-A oldusundan
AB" =0 (modp)
dir.

Su haldeC*® nin kodsozciikleriC nin sozciiklerine ortogonaldiC” ise

(GF(p))" uzayindakiC nin sézcliklerine dik vektdrlerin timunin kiimesiydi

Boylece,
ceoc-
elde edilir.

(v k', A)=(v,v—k, v—2k + 1) — parametreli simetrik dizaylD°® nin
B ¢aksim matrisinin satirlari ile Gretilefr ) —kod C° igin p| k' —A olup,

Teorem 2.2.5.1.i)’e gore,
1
2<boyC* < E(\Hl)

dir.
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Sonug 4.1.1(v, k, A) —parametreli simetrik dizaynda, bir asal sayi olmak uzere,

plk=4,(p,k)=1ve p® k=41 ise(p,k)=(p, v-Kk) = p dir.

Ispat. p|k—-A isek -1 = px

gibi xOZ" vardir.
(p,k)=1ise pt+ks=1

gibi t, sOZ vardir.
(1.1.1.4.) ger@nce,
(v-DA =k(k-12)

idi. Buradan,
(V-DA=k*-k

k—A=k*-vA
elde edilir.

k—-A=px (4.1.1.1.) ifadesinden,

k? —vA = px
k? = px+vA
bulunur.

(4.1.1.).

(4.1.1.2)

(4.1.1.3)

Simdi pt + ks =1 ifadesinin her iki yanv -k ile ¢carpilsin. Bu durumda,

(v—K) pt + (v-K)ks = v —k

vpt —kpt + vks —k?s =v—k

elde edilir. Burad&k?® yerine (4.1.1.3.)'tenk® = px+vA yazilsin. Yani,

(4.1.1.4)



vpt — kpt + vks—s(px +vA) =v -k

p(w—m—y)+vqu):v—k

o
p(vt —kt —sx) + pxvs=v-—k
p(vt —kt —sx+ xvs) =v—-k
dir. Buradan,
plv-k
elde edilir. Bu ise
(p, k) =(p,v=k)
=p
olmasi demektir.

4.2. Kodsozcuklerinin Minimal Olmasi

(v, k, A) —parametreli simetrik dizaynin kodd nin, C" dual kodunun sifirdan

farkl kodsozcuklerinin minimal olup olmagnin bilinmesi, sir paylam semasi
icin oldukc¢a 6nemlidir. Aagidaki 6zelik ile bu soruya yanit vermekteyiz.

Teoerem 4.2.1(v, k, A) —parametreli simetrik dizaynin ikili (binaryy kodunun
C" dual kodundaki maksimungalikli bir kodun airlig “ w_,.” ile gosterilmek

uzere, ikili (binary)C" dual kodunda

_2k+A)

aks A

ise C"” dual kodundaki sifirdan farkl tim kodsozciklernimaldir.
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Ispat.Bir C kodu i¢cinC" dual kodu, yine lineer bir koddur. Ashikmin-Barg

Teoremi'ne (Teorem 3.3.1.1.) gor@,” dual kodundaki sifirdan farkli

kodsdzcuklerinin minimum ve maksimurgidiklari icin eger

w g-1

min >

Wiraks q

ise C"” dual kodundaki sifirdan farkh tiim kodsozcuklernimaldir. g = 2 alinirsa

ikili (binary) kod icin,

Wmin > l
W 2

ise ikili (binary) C" dual kodundaki sifirdan farkl tiim kodso6zciikleinimaldir.

Su halde ger

2(k+A) . w1
ks < ise >~
A W 2

oldugu gdsterilmelidir.

Yardimci Teorem 3.3.1.1.’e gore, @r (v k,,A) dizaynin calgim matrisi A,
olsun. Urete¢ matrisiA olan ikili (binary) kodun dualinin minimumgaligi w_..

icin,

min

dir. Buradar, bir noktanin bulundgu blok sayisidir.

Ozel olarak(v k, A) —parametreli simetrik dizaynda=r olup, A matrisinin

satirlari ile retilenC kodunun,C" dual kodunun minimumgarli g

k+A
>

min =

olur.
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W, < Z(k;") (4.2.1.1)

olsun. Bu durumda

1)
W 2(k+1)

(4.2.1.2)

k+A

dir. (4.2.1.2.) gtsizliginin her iki yani ile carpilirsa,

k+A

A1 74.3))
W 2

elde edilir.

k+A
>

min =

yazilirsa,

in

idi. (4.2.1.3.) ifadesindgz—’] yerinew_

Wmin > l
W 2

elde edilir. Bu daC" dual kodundaki sifirdan farkli tiim kodsdzcuklemimiinimal

olmasi demektir.

Teorem 4.2.2.(v, k, A) —parametreli simetrik dizaynin ¢akn matrisi A olmak

uzere,

matrisinin satirlari ile tretilen ikili (binary kodununC" dual kodundager

L 2v+K)

maks
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ise C"” dual kodundaki sifirdan farkl tim kodsézciklernimaldir.

Ispat. Yardimci Teorem 3.3.1.2.’ye gore, & (v k,,A) dizaynin cakam matrisi

A, olsun. O zaman,

matrisinin satirlari ile dretilen ikili kodun duagin minimum &irhk,

w > min2t " ! ;/‘} 4.2.2.1)
r

dir. (v, k, A) —parametreli simetrik dizayn icik =r, b=v alinirsa, (4.2.2.1.)
esitsizligi,

vk k+4 (4.2.2.2)

w_ = min{ :
k A

}

haline gelir. Burada d& > A oldugundan,

vtk k+/
<
K A

dir. Gergekten,

K+A vk _k(k+A)=Av+k)
P k kA

dir.
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Yani

. vtk k+A, v+k
min{ , } =
k A k

dir. Su halde

>v+k
Wmin = k

elde edilir. Buradan,

v+k
(4.2.2.3

kabul edelim. Bu durumda,

1,k (4.2.2.4)
2(v +K)

Wmaks

olur. (4.2.2.4.) gtsizliginin her iki yanl% ile carpilirsa

v+k
AL.5)

Wrmks

elde edilir. (4.2.2.3.) ve (4.2.2.5.)'ten,

W 1

min > =

W 2

bulunur.ispatlanmasi gereken de budur.
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Bu calgmada, IV. bolimde sunulagagidaki sonuclar elde edilstir:

(v, k, A) —parametreli simetrik dizaynifr, —kodu C nin, C" dual kodunun

sifirdan farkl tim kods6zciikleri minimal olmak g€ kodu lizerinde kurulan sir

paylagim semasindaki,

i) plk—A iken
i) plk—A ve p|k iken
minimal ergim kiime sayilari agariimistir.

(v,k, A) —parametreliD simetrik dizayninin timleyeninin kodi€® ilg s6z

konusu dizaynin kodunun dual kod@"” adasindaki ikki bulunmutur.

(v, k, A) —parametreli simetrik dizaynin ikili (binary§ kodununC" dual
kodundaki sifirdan farkli kodsozcuklerinim, . 'a bagli minimal olma durumlari
arggtinimis ve (v, k, A) —parametreli simetrik dizaynin ¢gkm matrisi A olmak

uzere,

matrisinin satirlari ile tretilen ikili (binaryC kodununC" dual kodunda
Wois <@ ise C" dual kodundaki sifirdan farkli tim kods6zcuklemini

minimal oldigu belirlenmitir.
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