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GIRIS

Hava tahminleri, fizyon hareketleri, finansal instriimentler 6rnegin bona degerleri,
enflasyon tahminleri vs. ler belirsiz sistemlerdir ve bu belirsiz sistemler parabolik
stokastik diferansiyel denklemler yardimi ile yorumlanirlar. Sinir deger problem-
leri ¢oztimi bu belirsiz sitemlerin yorumlanmasinda bir model olusturur.

Stokastik diferansiyel denklemlerin Hilbert ve Banach uzaylarinda arastirilmasinda
Operatorler metodundan istifade edilir. Bu konuda aragtirma yapan yazarlari
kaynaklar kismi iginde bulabilirsiniz (bkz. [1], [2], [3], [4]). Stokastik diferansiyel
denklemlerin baglangi¢ sinir deger kismi bir¢ok arastirmaci tarafindan ele alindi
(bakinz, [5], [6], [7], [8], [9], [10], [11], [12], [13]). Ancak, ¢coknoktali yerel olmayan
sinir deger problemleri i¢in ayni seyi pek soyleyemeyiz. Son olarak Hilbet ve Ba-
nach uzaylarindaki operetoér yarigruplart metodu, pargali eviilasyon diferansiyel
denklemlerinde sistemli olarak ele almip geligtirilmistir.(bakimz, [17], [18], [19],
[20], [21], [22] kaynaklar).

Fizigin matematik kisminda fark gemalarindan siklikla istifade edilmektedir.
Bilgisayar programlar: bizlere fark semalarinda uygulama yapma imkani vermek-
tedir. Boylece fark semalari olusturup yerel olmayan sinir deger problemlerine
¢ozim geligtirmek aragtirmacilarin ilgisini celp etti.

Fourier ve Laplace doniisim metotlar: ile yerel olmayan stokastik parabolik
sinir deger problemlerini ¢ozmek miimkiin.

Simdi yerel olmayan stokastik parabolik sinir deger esitligini ele alalim

dv — vgdt = e“tsinzdw, 0 <t <1, 0<z<m,
v(0,2,0 ) =v(l,z,w; ) — e tsinazw,, 0<x<m,
v(t,0,wy) = v(t,mw, ) =0, 0<t<1,

w; =Vt&  EN(0,1).

Problem (1.1) in ¢dziimii igin, Fourier serisi metodunu kullanabiliriz. Problemi

(1.1)

e N e

¢ozebilmek i¢in ayrigtirmamiz gerekmektedir



du —uzdt =0 0<t<l1l, O0<x<m,
w(0,2,0) = u(l,z,wy), 0 <x <, (1.2)
iu(t,(),wt):u(t,w,wt)zo, 0<t<1

—_— e —

ve

dz — zgedt = e tsinzdwy, 0 <t <1, 0<z<m,

2(0,2,0) = 2(1,z,w;) — e 'sinzwy, 0 <z <, (1.3)

—_—

L 2(t,0,w;) = 2(t, m,w;) =0, 0 << 1

Ik olarak problem (1.2) nin ¢oziimiinii elde ederiz. Fourier serisi metodu ile,

u(t, z,wy) = T(t,w;) X () # 01 elde ederiz. Dolayisi ile

T'(t,w) X (2) = T(t, w) X" (z),

veya

T'(t, w,) _ X"(z)
T(t,wy) X(x)

ve sinir deger sartlarini kullanarak

=A

elde edilir. Kolaylikla gostermek miimkiin ki eger A > 0 sinir deger problemi

X"(z) — A\X(z) =0, X(0)=0, X(7)=0

verilen baslangig deger sartlarinda trivial ¢oziim X (z) = 0 ise biz A < 0 duru-

munda ¢oziimleri inceleyecegiz. Bunlar

X"(z) = AX(z) =0, X(0)=0, X(7)=0

Xi(z) =sinkz, k=1,2...,

ikinci esitligi kullanarak ve X\ = —k?, den



T/(t, wt) + k2T(t, 'LUt) =0

elde edilir.

Lineer diferansiyel denklemin gercek ¢oziimi asagidaki gibidir,

Ty(t,w;) = Ck(O)e’th.

Boylece

u(t, z, w;) Z Cx(0 tsin k.

Sinir sarlarini kullanarak «(0, z,0) = u(l, x,wy),

> Cr(0)sinkz =) Ci(0)e ™ sin ka.

k=1
elde ederiz. Buradan C},(0) —Cy(0)e " = 0 ve C,(0) = 0. Boylece u(t,z,w;) = 0.

Tkinci olarak, (1.3) iin ¢oziimiinii elde ederiz.

2tz w) = > Ag(t, wy) sin kz,
k=1
olsun. Bundan

o0

dz — zypdt = Z(dAk(t, wy) + k2 Ag(t, wy))dt sin kx = e~ sin zdw;.

k=1
Eger k # 1 icin dAg(t,wy) + k*Ai(t,w;)dt = 0 yi cozersek, asagidaki ifadeyi

yazabiliriz

Ap(t,we) = A(0,0)e ™,

Eger k =1,
dAl (t, wt) + Al (t, wt)dt = e*tdwt .

dir ¢ozerek sunu yazabiliriz
t
Ay(t,wy) = A1(0,0)e”? +/ e~ e duy,
0

= A1(0,0)e”" + e Fwy.



buradan

z(t, x,wy) ZAk (0,0)e *t in kx + e tw, sin x.

Yerel olmayan simir deger sarlarimi kullanirsak, 2(0, z,0) = 2(1,z,0) —e lw; sin ,

oo
Z (0,0) sin kx = Z Ai(0,0)e M sin kx + e tw; sinz — e twy sin o,
=1 k=1

veya

3" Ap(0,0)sinkx = 3 Ay (0,0)e ™ sin k.

k=1 k=1
Buradan A;(0,0) =0 ve z(t, z,w;) = 0+ e fw; sinx = e "w; sin x. Boylece,

v(t, z,wy) = u(t, z,w;) + z(t, x,w;) = 0 + e~ " sin 2wy,

veya

v(t, v, w;) = e " sin rwy

ifadesi verilen sinir deger problemi (1.2) nin bir ¢dziimidiir.
Aymni yoldan ¢ok boyutlu yerel olmayan sinir deger stokastik diferansiyel prob-

lemini ¢ozmek miimkiin

( do(t, z,w;) — i aTMdt+5v(t x,wy) = f(t,x)dwy,

2
o ox?2

i r= (21, x,) €Q, 0<t<T,

J
\ v(0,2,0) = ¥ au(Aj, z,wy,) + @(T, Wy, wy, ), T € Q,
j=1

J
Z|O[j|§]_,0</\1<"'</\J§1,
j=1

:\ v(t,z,w) =0, x €5,

oyleki o, 6 > 0 ve f(t,2)(t € [0,T], 2 € Q), o(x,w;), z € Qiyi tanimlh fonksiyolar
olarak veriliyor. Burada €2 acik n boyutlu birim kiip Oklit Uzayidir. R" (0 <
rp < 1,1 <k <n)smrsartlann S, Q= QU S dir

Degiskenlerin ayrigimi metodu sadece katsayilar sabit olmasi durumunda kul-
lanilabilinir. Fark metodu, ¢t ve uzay degiskenlerine bagh degisken katsayili parcal

diferansiyel denklemlerinde siklikla kullanilir.
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Ikinci olarak, stokastik terimli parabolik esitliklerde simir deger problemini ele

alacagiz.

dv(t, T, w;) — Vgedt + 2vdt = e~ dw,, 0 <t < 1,0 < x < o0,

v(0,2,0) = v(l,z,w;) — e Py, 0< 2 < oo, (1.4)

—_

:l v(t,0,w;) = e twy, v(¢,0,w;) = —etwy, 0<t < 1.

Problem (1.4) iin ¢6ziimiinde, son egitligin her iki tarafina Laplace dontigiim meto-

dunu kullanarak
L{dv} = L{vyedt} — L{2vdt} + L{e~ ") dw,}.
elde edilir.

e tdw,

dL{v} = s*L{v}dt — sv(t,0,w;)dt — vy (t,0,w,)dt — 2L{v}dt + STl

L{v(t,z,w;)} = v(t, s, w;) diyelim. Sonra

e~ tdw,
s+1°

dv(t, s, w;) — s*(t, s, w;)dt + se "wydt — e "wypdt + 20(t, s, w; )dt =
Boylece, agagidaki denlklemi elde ederiz.

) e tdwy i
do(t, s,wy) + (2 — s%)v(t, s, w,)dt = 1 (s — 1)e "wydt.
s

Boylece,

—(2-s2)t?t

o(t, s, wy) = e~ ®(0, 5,0) + 6(1_82)pdwp

S—I—l 0

—em ) (g 1)66(1_52)pwpdp.

v(0,5,0) = v(1,s,wy) + p(s,wy) sir deger sartlarini kullanarak ve kismi inte-

grasyon metoduyla sunu elde ederiz

e twy
s+1°

'U(t> S, wt) =

Sonra



e twy,

v(t,m,wy) = L Ho(t,s,w)} = L7 1

s+1
veya
1
v(t, z,wy) = L_l{s 1 Ye .
Boylece,
—(t+z)

v(t,z,wy) =e wy

yerel olmayan sinir deger brobleminin (1.4) ¢éziimiidiir. Ayni yoldan ¢ok boyutlu

yerel olmayan sinir deger stokastik diferansiyel problemini ¢ozmek miimkiin

dv(t, z,wy) — i aT%dt+ dv(t, x,we) = f(t, x)dwy,
r=1 T
r=(r1, 2, €EQT, 0<t < T,
J -+
v(0,2,0) = X au(Nj, z,wy,) + @2, way,wy, ),z €Q
=1

]:
J
Yl <LO0O< A << A< 1,
j=1

e N e

/U<t7‘r7wt> — O,ka(t,l‘,wt) - 0, T € S+’]{; = 1’ . .7n7

oyleki ., d > 0 ve f(t,z)(t € [0,T],z € Q+), o(x,wy, .. wy,), T € Q iyi tanimh
fonksiyonlar olsun. Burada Q* n boyutlu acik Oklit uzayr R® (0 <z < o0,
1 <k<n)smn ST, OF = O+ U ST

Laplace degisim metodu sadece katsayilar sabit olmasi durumunda kullani-
labilinir. Fark metodu, ¢t ve uzay deiskenlerine bagl degisken katsayili parcal
diferansiyel denklemlerinde siklikla kullanilir.

Uclincii olarak, stokastik terimli parabolik egitliklerde siur deger problemini

Fourier degigsim metodu ile ¢oziimiinii ele alacagiz.

22

dv — Vg dt = S duwy,

' 2vwt (1.5)
a:2 °
i (0T, 2,07) = v(1, z,wy) — %wl, —00 < x < 00.

Esitigin (1.5) her iki tarafina Fourier deggimini uygulayalim. Sonra,

2

F{dv} — F{updt} = F{;\/%dwt}.

elde edilir. Buradan



22

. e w
dF{v(t,z,w)} — (is)*F{v(t, s, w;)}dt = F{m}dwt.
elde edilir.

F{o(t,x,w;)} = v(t, s,w;) olsun, buradan

dv(t, s, w;) + s20(t, s, wy)dt = e dw,

elde edilir.

Adi diferansiyel denkleminin ¢éziimiinden,

u(t, s, wy) = v(0F, 5,01)e " 4 e " dw,

elde edilir.

sinir degerleri kullanilarak

_g2 2 <2 a2
v(t, s, wy) = v(1, s,wy)e” " — e T wie T 4 eg® Pdw,.

Buradan

o(t, s, wy) = ety

Son olarak ters Fourier dontistimiinii kullanirsak

u(t, r,w;) = F’l{F{e’S%wt}}.
Boylece,

22

e 4t

—w
2+t !

u(t, z,wy) =

problem (1.5) in ¢dziimiinii elde ederiz.

Aymni yoldan ¢ok boyutlu yerel olmayan sinir deger stokastik diferansiyel prob-



lemini ¢ozmek miimkiin

( dv(t,z,w) — Y « Mdt—l—év(t,x,wt)dt = f(t, z)dwy,

r T1...9,"N
| =2m Oxy " ---0xy

z,reR* 0<t<T, |rl=ri+ -+,

ey

J
v(0,2,0) = X au(Aj, x,wy,) + @(z, wy, .. wy,), v €R",
=1

<

Yl <LO< A < - <A< 1,
j=1

oyleki o, 0 > 0 ve f(t,z)(t € [0,T],z € R"), p(x), z € R" iyi tanmimh fonksiyon-
lardir.

Ancak, Fourier dontisiimii yontemi yalnizca denklem sabit katsayili olmasi
durumunda kullanilabilinir. Katsayilar1 ¢ ve uzay degiskenli bagiml kismi dife-
ransiyel denklemleri ¢ozmek ic¢in en faydal yontem fark semalar1 yontemi oldugu
bilinmektedir.

Yerel olmayan stokastik parabolik sinir deger problemleri yerel olmayan siir

deger problemine indirgenebilinir.

i{ du(t) = —Av(t)dt + f(t)dwy, 0 <t < T,
{ v(0) = jé a;jv(X;) + o(wx,,wa, ), (1.6)

1 J
oY oy <1, 0< << A<
( J=1

Hilbert uzayimda A kendine adjoint pozitif operatordiir. Burada

i. wy bu bir standart Wiener proses oldugu (€2, F, P) ihtimal uzayinda ver-
ilmigtir.

ii. f(t), M2([0,T], Hy) uzaymm elemamdir. H;— i igerir ve agagidaki sart:
saglar

T
B [ 1f @Il dt < o0, Hy € H

Simdi gelecekte ihtiyacimizin olacagl bazi lemmalar: ve ispatlarini verelim. Bu
tezin tamaminda verilen bu tamimlama gecerlidir, H bir Hilbert uzay1 olsun, A

bir pozitif tanimh kendine adjoint operator A > 1, olsun 6yleki § > 0.
Lemma 1.1. Asaqidaki souglar: almak mimkiin:

Ae™| < 1(75 > 0). (1.7)

e,y < ez 0 A <5

H—H —




Lemma 1.2. Kabul edelimki
J
Slowl <1 (1.8)
k=1
saglanir. Buradan, operator
J
I — Z ake_’\’“A
k=1

tersi elde edilir .

T = (1 — éakew) (1.9)

asagidakt sonuglar elde edilir:
1
1RSI 1 oMb < C(0, ). (1.10)

Ispat: Ucgen esitsizli, kabul (1.8) ve sonug

dan elde edebiliriz. Simdi problem (1.6) igin bir ¢6ziim bulmaya ¢aligahm. (z)— (i%)

1
sup
§<u<oo |1 — Z,‘gzl ape k|

H—H

J _1
(I — Z ozke_’\’“A>

k=1

ve

Elv(0)|f, < oo, H2 C H,

kabulleri altinda Cauchy problemi
dv(t) = —Av(t)dt + f(t)dw:, 0 < t < T,v(0) veriliyor (1.11)
nin tek ¢oziimii vardir ve agsagidaki gibi yazilir
t
v(t) = e~ (0) —|—/e*A(t’s)f(s)dws. (1.12)
0
Sonra bu formiil ve ¢ok noktali sinir deger sartlarindan

Za] +90 Wy, wAJ)a

bunu elde ederiz

J Aj
Za e (0 +Zaj/e_A(Aﬂ ) f(8)dws + o(wy, .. 0y,
j=1 0



J J -1
Lemma 1.2 den operator [ — > ozje_A)‘J' tersi simirhidir T = <I - > ozje_A’\J) .
i=1 i=1
Buradan

(J Aj b
J:

v(0)=T i a; 0/ e~ A=) £ () dw, + go(w,\17...7wAJ)} : (1.13)

1

Béylece, Su formiilleri (1.12) ve (1.13) i problem (1.6) nin ¢6ztimii i¢in elde ederiz.
Simdi [0, 7] araliginda tek adimli tam fark semasini inceleyecegiz. Diizgiin ag

(uniform grid) uzaymi 7 > 0 basamaginda ele alalim
0,7, ={tx, =kr,k=0,1,--- NNt =T}
N belirli pozitif tam sayidir.

Teorem 1.1. v(ty)ifadesi (1.6) nin t =t ag noktalarinda ¢ézimi olsun . Sonra

{v(tp)}) ifadesi asagdaki ¢cok noktal yerel olmayan simr deger fark denkleminin

ti

v (tk) — v (tg—1) + ([ — e_TA) v (tg—1) = / 6_(tk_s)Af(8)dws, (1.14a)

tr—1
cozumdur.

1<k<N,
( Aj

)
v(0)="7 ii: a; /e’A(’\j’S)f(s)dwS + gp(w,\17...,w,\J)} .

0

Ispat t = t; ve t = t;_; y1 formiil (1.12) de yerine yazarsak,
t

v(ty) = e *(0) + / ' e~ tmA £ () dw,
0

tp—1
=4 [e‘t’“—lAv(O) + / ’ e_(t’“‘l_s)Af(s)dws
0

t
+ [ e eI f () dw,,

tk—1
te—1
v(tp_1) = e 149 (0) + / ' e_(t’“‘l_s)Af(s)dws,
0
elde edilir. Boylece, v(tx) ve v(tg_1) arasindaki iligkiyi

ti

v(ty) = e T o(te_y) + e~ =4 £ () dw,

tk—1

elde ederiz. Son esitlik ve iligkisi (1.14a) a denk. Theorem 1.1 ispatlanda.

10



Mevcut galigmalarla, yerel olmayan sinir deger problemi (1.6) nin sayisal ¢o-
zimleri icin tek adimh fark semalari olusturulmustur. Bu fark semalar: iginde
yakinsak tahminler olugturulmugtur. Uygulamada bu soyut sonug bize yerel ol-
mayan parabolik sinir deger problemlerinin sayisal ¢oziimlerinde yakinsak tahmin-
leri elde etmeye yarar. Teorik tiim sonuglari sayisal olarak ele alip destekledik.

Simdi tezimizdeki boltimleri kisaca 6zetleyelim. Tez alti1 boliimden olugsmakta-
dir. Tlk boliim Giris. Ikinci boliim de problem (1.6) nin yaklagik ¢oziimlerini bul-
mak icin 1/2—inci mertebeden dogru Rothe fark semasimi kurduk ve aragtirdik.
Uygulamada bu soyut sonug bize yerel olmayan parabolik sinir deger problem-
lerinin sayisal ¢oziimlerinde yakimsak tahminleri elde etmeye yarar. Uciineii bo-
limde de problem (1.6) nmin yaklagik ¢oziimlerini bulmak igin 3/2—inci mertebe-
den dogru fark semasini, A? dan olusturulan, kurduk ve arastirdik. Dordiincii boliimde
de problem (1.6) nin yaklagik ¢éziimlerini bulmak igin olugturulan 3/2—inci mer-
tebeden dogru Crank-Nicholson fark semasini kurduk ve arastirdik. Beginci boliim

sayisal analize ve altinci boliimde sonug kismina ayrildi.

11



Rothe Fark Semasi

Bu bélimde 1/2— inci mertebeden dogru fark semasini problem (1.6) in tah-
mini ¢oziimii i¢in kurduk ve arastirdik. Bu fark semasinin tahmini ¢oziimii icin
yakinsama tahmini olugturuldu. Uygulama olarak, yerel olmayan ¢ok noktali sinir
deger stokastik parabolik esitliklerin fark semalar1 ¢oziimlerinin yakinsama tah-

minleri elde edilmigtir.

1/2-inci Mertebeden Dogru Rothe Fark Semasi: Standard
Wiener Prosesli

Tleride gerekli olan lemmalar: sirayla verelim.

Lemma 2.1. Asaqidaki sonuglar alamak mimkin:

HA“ Alts—p) _ e—”‘)H <Oyrit, <p<t,l1<s<N, (2.1)

—
N
o
AN
=
(e
N
Q
N
\‘l—\
o
N7

4]

H—H — ( k;T)a
27¢

H—H — kl-o’

HA*‘" (RF — e7*74) H 1<k<N,0<a<?2, (2.3)

dyleki R = (I +1A)™
Lemma 2.2. Kabul edelimki (1.8) dogrudur. Sonra, Asaqidaki operatdrin
I — Z a] [Tj]

tersit vardwr ve operator sinirldur

:< Za] [1’]>1 (2.4)

ve asagrdaki sonu¢ saglanir:

1Tl < €6, M) (2.5)

12



ispat Ispat iicgen esitsizliginden ve kabul(1.8)den elde edilir, ve sonug

o< pu<oo J 1
= arn T

Zozj [TJ]>_1 < sup L ‘

(1.14a) nin yardimu ile ¢ok noktali yerel olmayan sinir deger problemlerinin tah-

mini deger ¢oztimleri gok daha kolay. (1.6) ifadesini tahmin etmemiz gerekli

G_TA,

1 t
t

T Jtp—1

ve ¢oknoktali yerel olmayan sinir deger sarti
J
Z _'_ 90 Wiy, w/\J)'

f(t) igin (i) den daha kuvvetli bir kabulle bu miimkiindiir.

+ max F HA%f(s)HZ < (.

0<s<T

E HA%QD(’LU)\L...,IU)\J)

e ™, =94 ifadelerini R = (I +7A)7!, ile yer degistirirsek problem (1.6) nin
¢oziimii i¢in Rothe fark semasini agagidaki gibi elde ederiz.
t
I{ up — Up—1 + TAu, = pp, o = f f(s)dws, ty =kr,1 <k <N,
fe (2.6)
t = z_: [—]] + (p(w,\h...’w)\(,)

Rothe fark semasinin

¢
-ruk—uk,l—i—TAuk:gok,gok: ff(s)dws, tr = k7,1 <k <N,

tp—1
1(

Uy = (W, ... W)
Cauchy problemi ¢oztimleri i¢in

( do(t) = —Av()dt + f(t)duwr,0 < t <T,

{ U<O) = SO(UJ)\L...’IU)\J), (27)
L w=VIEEEN(0,1),0<1<T
tek ¢oziimii vardir, asagidaki formiille soyle ifade edilir

uk_RqurZRk SH/f Ydw,, 1 <k < N. (2.8)

s=1 1

13



Bu formiil ve ¢ok noktali yerel olmayan siir deger sartlarindan

Zaj [TJ] +90 Wiy, wAJ)u

agagidakini elde ederiz

>
[~

; ] 2]
:Z:aj [7}u0+2a > R [T] SH/f Ydw, + o(wy, ... wy, ).

s=1
ts—1

J A
Lemma 2.5 yardimu ile operator 1 — > osz[ T ] in smirh tersi vardir

Sonra

uy =Y, 1' Z a; l’i’[T]fsJrl / f(p)dw, + p(wy, ... wy,) } : (2.9)
( )

Boylece, (2.8) ve (2.9) formiillerini problem (2.6) in ¢oztimleri i¢in elde ederiz.

Simdi fark semasi (2.6) min yakinsama tahminini arastiracagiz.

Teorem 2.1. Asagidaki yakinsama tahmini

max (B [Ju(ty) — ukHH) < C1(8,M)72 (2.10)

0<k<N

elde edilir. Burada, C' ve C1(d, \1) T dan bagimsizdur.
Ispat formiil (1.13) ve (2.9) yi kullanarak, asagidaki ifadeyi yazabiliriz

v(0) —up = (T = YT, )p(wy, ... wy,)

Aj

J
—TT)Zoc]/e : s)dws.
0

Jj=1

y [#] t

+71, iaj/e_A(’\j s)dws — ZO‘J Z R[?J] - / f(p)dw,
0 S=

ts—1
=Pig+Py+P g+ P+ P55+ Py,
oyleki

14



Pl,J = (T - TT)QO(ZU/\I,.%”LU)\J), (2'11>

Aj
Py=(T=1)3 a / e~ AN=9) £(5) duw, (2.12)
=1 9
J N
Py =71 o / e~ A9 £(5) dws, (2.13)
=1y
)
Py = szjja 2 / ( e‘(mT‘S)A> £(s)dws, (2.14)
j=1  p=1
[AT]] A Xj ty
Ps ;=1 iaj (e_([:]T rr)a R[g]_p> / e~ = f(s)dw,, (2.15)
=1 p=1 0
[ATJ] s tp
Ps =1, XJ: Y R[Tj]fp / [e’(tP’S)A — R] f(s)dws. (2.16)
j=1 p=1 ty1

Biitiin & =1, - -, 6, ler igin Py 1 bulahm. P; ; den baghyalim. (1.9) ve (2.4)

formiillerini kullanarak, asagidaki ifadey1 elde ederiz

T-71T,=77, (f: o (5“1 - Rm>> : (2.17)

P, ; nin beklenen degerini tahmin edelim. Formil (2.11) i kullanarak, ii¢gen

esitsizligi, (2.5), (1.10) ve (2.2) sonuglarim kullanarak

A
A7H (e - R H
H—H

2)%
H

< G0, M)7 (B |Abp(uy, )

1 J
(NP < I g I D L]

J=1

X (E HA%QO(U)M,...,U))\J)

W)
elde edilir.

Simdi P ; yi tahmin edelim. (2.12) formiiliinii, tiggen esitsizligini, (2.5), (1.10),
(2.3) ve (1.7) leri kullanarak sunu elde ederiz

1 J
(E ’|P2J”i1) * < ‘|TTHH~>H HT|’H~>H Z ’O‘j’

J=1

P
ATE (e - RJ)H
H—H

15



Aj
/ e’A(’\f’S)A%f(s)dws

0

2\ %
H

< C5(6, M) (Z oyl s B[4 f “)“2)

=1

|—=

2

1 1 2\ 3
< G )7 (ax B[ 4br6),) "
Simdi Pj; i tahmin edelim. (2.13) formiiliinii, tiggen esitsizligini, (2.5) ve (1.7)

leri kullanarak sunu elde ederiz

1
(B11Pssl)?

VI

>\.
J 9 !
Tl et | e, [ BIFG)IE ds
%)
2
J A
<GEM Xl | [ EIfs)I} ds
B

1

<o ) S o (Aﬂ' } H ) (e EIFG)IG)

2

< G0, )7 (mass B 117611 )

Simdi P, s i tahmin edelim. (2.14) formiiliinii, tiggen esitsizligini, (2.5) ve (2.3) yi

kullanarak sunu elde ederiz

1 J
(BN Puall)* < 1ol D ol

J=1

2

b ‘uy

B4t s, ds

]TS)A>

H—H

[)\Tj] f; 1 2 1 1 2 %
[P as | <A (max EHA2f(s)HH> |

0<s<T

16



Simdi Ps ; i tahmin edelim. (2.15) formiiliinii, ti¢gen esitsizligini, (2.5), (2.3) ve
(1.7) yi kullanarak sunu elde ederiz

P]

2

ot (e (Bl

(B1Psslz)” < I Crllzrom Z

Jj=1 H—H

N =

tp
op [ o »1A%f<s>|;ds)
tp1

1 1

< Oo(6,\1) 2< /HA f(s 5) <C’2(5,/\1)T2<maXEHAf H >

<s<T

Simdi Fg s yi tahmin edelim. (2.16) formiiliinii, tiggen esitsizligini, (2.5), (2.3)

ve (2.2) yi kullanarak sunu elde ederiz

P]

1 Aj 2
(BRI < Il | 5 tRl7]
j=1 p=1 H—H
1
tp ) 2
s oo, |Azf<s>,,ds)
p—1
1 1 2 %
< G0, )7t (s B4t )
yukaridakileri kullanarak Py ; , k =1,---,6, sunu elde ederiz
(E [vlte) — uol%)? < Ca(8, )7t (2.18)

Theorem 2.1 i ispatlamak icin agagidaki sonucu elde etmek yeterlidir.

max (B [o(ty) — ul)? < Ca(d,M)7% . (2.19)

1<k<N

(1.13) ve (2.8) formiillerini kullanarak sunu yazabiliriz

k te
’U(tk) oy, = 6_kTAU(O) + Z e~ (k=s)TA / e—A(ts—p)f(p)dw
s=1 t571

17



k ts
—Rfug — > RFH / f(p)dw, = Dy, + Doy, + Dy + Dy + Ds i,

s=1

ts—1
oyleki
( Aj )
D= (77 = ROY 320 [ 070 fls)o, ol oo,
=1 9
Dy = RF(v(0) — uy),
k—1 ts
Dyy = Z (e—(k—s)m _ Rk—s) / G—A(ts—p)f(p)dwm
s=1 ts 1
& t te
Dyp=)Y RE=s / e’A(tS’p)f(p)dwp —e A / f(p)dw, |,
s=1 ts—1 ts—1
k ts
Dsi =Y R (e — R) / f(p)dw,.
s=1 ts—l
Dy itim m = 1,---,5 ler icin ayr1 ayr1 bulahm. D, ; dan baslayalim. Ucgen

esitsizligini, (1.10), (1.7), (2.3) ve (2.2) leri kullanarak sunu elde ederiz

2

H—H

(E ||D1k||il)% < <H(e—km _ R'“)A—%

( A )
x B

Ti o / A3 e AN £(5) du, +A%<p(wAl,_..,wAJ)}
J 0

S 01(5, )\1>T% (E

1

2)%
H

j
e—A(Aj—S)A%f(s)dws + Aé@(w/\uww/\l)

N

A 2>
i

Ea3s6), ds

J
T Z O[j
7=1

0

2

(J A
< Ca0 M)A Tl {32 1o [ e
Jj=1 0

2}%
H

H—H

+ HA%go(wM,...,w)\,)

T 2
< Cy(6,M)73 </ E|Aif(s)| ds+ E HA%H?J
0
< et (g B0 + (Elatel2)’).

0<s<T

18



Simdi Dy, i tahmin edelim (2.3) i kullanarak agagidaki ifadeyi

1

(BND2l13)* < (R, E|rv<o>—uo||i[)§S(E||v<o>—uO|riI>?

ve (2.18) i kullanirsak, su sonucu elde ederiz:

(E|Doyl3)? < C(8,M)77.

Simdi D3 i tahmin edelim. ti¢gen esitsizligini, (1.7), (2.3) ve (2.2) y1 kullanarak,

su sonucu elde ederiz

1 k—1 .
(E HD?’ka?{)E S C<57 >\1) (Z HA7§ [ef(k*S)TA _ kas] 2
s=1

H—H
ts
Bt [ o)
ts—1
k—1 ts : 2
C(6,\1) (ZTE/ Azf<p>2dp> C(6,\)7 < / |42 £(p )

gcl((s,Al)T%(maxEHA ) )

<s<T

N|=

Simdi D,y i tahmin edelim. ficgen esitsizligini, (2.5), (2.3) ve (2.1) i kullanarak

su sonucu elde ederiz

k te
Dy =3 R < [ (et — e f(p)dwp>
s=1

ts—1

4=
H—H H—H

& [ o)

k ts % A
=cor (ZlE / 1Aéf<p>2dp> <067 (g Eatr0)],)

Son olarak, D5 i tahmin edelim. ficgen esitsizligini, (2.3) ve (2.2) y1 kullanarak

D)} < (S 17, 478 e -
s=1

su sonucu elde ederiz

o [, )

19
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X HA—% (e_TA — R)H < Cy(0, /\1)7'% <max E HA f(s H >

H—H

D1k, Do, D3y, Dyy ve Dsy leri toparlarsak (2.19) elde edilir ve Theorem 2.1
ispatlanmig olur.

Simdi Theorem 2.1 in uygulamasina bir géz atalm. Ilk énce, bir boyutlu
yerel olmayan stokastik parabolik diferansiyel denklem i¢in sinir deger problemine

bakalim
(
du(t,x) — (a(x)uy),dt + du(t, x)dt = f(t, z)dw,

F0<t< T, 0<x <1,
(2.20)

J
uw(0,z) = X aju(r;,x) + (wy,,.. wr,,x), 0 <z <1,
j=1

ku(t,O) =u(t, 1), ug(t,0) = u.(t,1),0 <t < T,
Oyleki 6 > 0, a(x) > a >0 (x € (0,1)), p(wy, ... wr,,x) (x € [0,1]) ve f(t,2)

(t,z € [0,1]) x e gore iyi tammh fonksiyonlardir.

Problem (2.20) tin diskritizasyonu iki agamaldir. Tk asamada bir ag uzayi

tanimlayalim,
0,1, ={z =2, :2,=nh, 0<n <M, Mh=1}.

Hilbert uzaymi tanimlayalim. Ag fonksiyonlarini Loy = Lo([0,1]5) " (z) =
{0, 11171 ve [0,1], de tamimlayalim, normuda

1/2
™., = ( > Iso(:r)lzh>

IG[O,I]h

olsun.
Problem (2.20) yardimi ile olugturulan A fark operatorinii Af i goyle ifade
edebiliriz
Ane" (@) = {~(a(@)pz)en + dpu} (2.21)

ag fonksiyonlar uzaymda ¢©"(z) = {@.} w0 = ©m, Y1 — o = Yu — P
sartlarini saglhyor. A} Loj uzaymda pozitif tanimli kendinden adjoint bir op-
eratordiir. Yerel olmayan sinir deger problemine A7 1n yardimi ile ulasiriz.

(

dul(t, ) + ASul(t, x)dt = it x)dw, 0 <t <T, x €|0,1],

p (2.22)
luh((),a:) = Y au(\j, ) + p(wy, .. wy,,x),x € [0, 1].
Jj=1

20



Ikinci asamada, (2.22) y1 fark semasi (2.6) ile yer degistirelim

ub(a) = () + ATk @) = s (@), fha() = f 1 2)dw

th=kr, 1<k<N, z€l0,1], (2.23)

e N e

J
ub(z) = ‘21 ajufﬁj}(x) + o(wy, .. wy,, ),z € [0,1].
= -

Teorem 2.2. 7 ve h keyfi ve yeterince kii¢ik sayr olsun. Bdylece,(2.23) nin
cozimi asagqidaki tahminin yakinsamasine saglar

max (E " () - ugH;h)é < CO(0,M) (2 +h), (2.24)

0<k<N

dyleki C(6,\1) T ve h den bagimsizdar.

Theorem 2.2 in ispat1 Theorem 2.1 in soyut formu temel alinarak ve A7 (2.21)
de taniml fark semalar1 operatorlerinin simetri 6zelliginden istifade ile yapilir.

Ikinci, Q n boyutlu Oklit uzaymda acik birim kiip olsun R = {z = (21, ,, &) :
O<mz;<l,i=1,--- ,n}smrlarn S. Q@ =QUS. [0,T] x Q nin i¢inde ¢ok boyutlu
yerel olmayan parabolik egitlik i¢in sinir deger problemi olsun.

{du(t, x) —

i (ar(2)Ug, )z, dt = f(t, z)dw,

r=1

P 0<t<T,x=(v1,...,2,) €,

!

J

uw(0,2) = Y aju(rj, z) + p(wy, .. wx,, x),z € €,
i j=1

(ut,z) =0, €S8 0<t<T,

(2.25)

Dirichlet sartinm1 ele alahm. Burada a,(x), (z € Q), p(x) (z € Q), ve f(t,z) (t €

(0,1), x € Q) verilen z ve a,(z) > a > 0 gore iyi tanimh fonksiyonlardir.

Problem (2.25) min diskritizasyonu iki agsamalidir. Tk asamada, ag uzayii soyle
tanimlayalim Q) = {z =z = (hamy, -+ Jhymy); m = (mq, -+ ;my), 0 <m, <
Ny hN,=1,r=1-- 0} Q=000 8 =0n5.
Loy, Hilbert uzayimni ifade eder
1/2

)
Lon = Lo(@) = { " (0) + | 2 |e" @ ha | <00
( )

(Eeﬁh
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(2.25) daki Fark operatorii A y1 agagidaki ifade ile yer degistirelim

(2.26)

;)
ZTpr,Jr

Aﬁuh(x) = — zi:l (ar(x)u%)

oyleki, fark operatorii A¥ ag fonksiyonlarinda soyle tanmmlanmistir u”(z) = 0, Sy,
deki her = € ¢in.Aj ler Loy, uzaymmda kendine-adjoint pozitif tanimhdir.

(2.25) ve (2.26) y1 kullanarak, agagidakini elde ederiz

(
du(t, ) + Aful(t, z)dt = fh(t,z)dw, 0 <t <T, z € Qp,

p R (2.27)
u(0,2) = 3 ajul (N, x) + p(wy, .. wy,, x), T € Q.
5=1
Ikinci asamada, (2.27) y1 fark semasi (2.6) ile yer degistirelim
tg
up(@) = w1 () + TARu(2) = fina (@), fia (@) = [ (s @)dws,
k—1
ty=kr, 1<k<N, €, (2.28)

J ~
ub(x) = j;l aju?ﬁ}(x) + o(wy, .. wy,, ), T € Q.

e N

Teorem 2.3. 7 ve |h| = \/h3 + -+ + h2 keyfi kiigik sayilar olsun. Boylece, fark

semasy ¢ozimleri (2.28) asaqdaki yakinsama tahminini saglar,

max (E 0" () — ul )5 < C(0, M) (72 +[h) (2.29)

0<kE<N

2
Laop

dyleki C(6,\1) T ve |h| den bagimsizdar.

Theorem 2.3 iin ispat1 Theorem 2.1 in soyut formuna ve (2.26) de tammh fark

operatorii A7 in simetri 6zelligine baghdir.
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Rothe Fark Semasi: Standard Dis1t Wiener Prosesli

Kabul edelimki,

max HA*%f/(t H + max HA%f(t)HH <

te[0,7) t€[0,77]

e ™ ve e~ =94 ifadelerini R = (I + 7A)! ifadesiyle, v(}\;) ifadesini v ([Aﬂ T)
ifadesiyle ve f(s) fonksiyonunu f(tx_1) fonksiyonu ile yer degistirirsek, Rothe fark
semasini

{ up — Up—y + TAu, = f(teo1)(wy, —wy,_,), 1 <k <N,

{ ; (2.30)
Uy = Z QU + gp(w)\l wAJ)'
\ Jj=1 [ T ]

elde ederiz. Problem (2.6) in ¢oziimi igin formiil bulalim. Cauchy problemi (2.7)

icin Rothe fark semasi

(
{I U — Up—1 + TAUk; = f(tk‘—1>(wtk - wtk_1)7 1 S k S N7
1 ug s given

nin tek ¢oziimii vardir, ve agagidaki gibi temsil edilir
k
= Rfug+ Y RFM*t f(te ) (wy, —wy, ), 1<k < N. (2.31)
s=1

Sonra bu formiilden ve ¢oknoktali yerel olmayan sinir sartlarindan

ZaJ [TJ] +<10 Wiy, wAJ)a

sunu elde ederiz
Uo
A
ol s, 3 Al
= ZOsz T lug + ZOCJ Z RL~ ts 1)<wts - wtsfl) + Qo(wz\lyww)u)'
=1 5=

A5
T

} sinirl tersi vardir,

])1,

Lemma 2.2 den operator I — ajR[
j=1

(g

23
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sonra
] —s+1
F(tsa) (e, = wr, ) + 9w, . ws,) } (2.32)
)

Boylece, problem (2.6) in ¢oziimii i¢in (2.8) ve (2.9) formiillerimiz vardir. Simdi,

farklar semasinin yakinsamasini (2.6) inceleyecegiz.

Teorem 2.4. Kabul edelimki

1 2
FE “A§¢(WA17...7ZU)\J) " <C,
asaqrdaki yakinsama tahmini
max (B [[u(ty) — uy|? ) < Cy(8,\)72, (2.33)

0<k<N

dogrudur. Burada C ve Cy(0,\1) T dan bagimsizdur.

Ispat. (1.13) ve (2.32) formiillerini kullanarak, agagidaki gibi yazabiliriz

v(0) —up = (T — T,)p(wy, ... wy,)

g N
+T Y« / e A=) £ (5)dw,
Jj=1 0

oyleki

PLJ = (T — TT)gp(wM’...vw)\J), (234)
J A
Py=-1)Y a / e AN £(5) du,, (2.35)
Jj=1 0

J A

Py=17, Z Q; / e_A(’\j_s)f(s)dws, (2.36)
Jj=1 by
ey

Py =, ZJ: ] 2:: / < o4 _ 6([?]75)1“) f(s)dws,  (2.37)
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)\.
J [TJ] [AJ] tp tp
Py ;= TTZQJ RLTI7? / e’(tP’S)Af(s)dws — / e’TAf(tp,l)dws ,
Jj=1 p=1 tp1 tp1
(2.39)
%] )
Py=17, Z | S° RIFIT (e = R) f(ty—1)Awy,. (2.40)
p_
Py j y1 bitin £ =1,---,7, ler i¢in ayr1 ayr1 tahmin edelim. P, ; den baslayalim.

(2.34), (1.9), (2.4) formiillerini, (2.5) ve (2.3) sonuglarini, tiggen esitsizligini kul-
lanilarak agagidaki gibi yazabiliriz

T-Y,=77, (zjj | (w‘%‘ - Rm>> (2.41)

)\,
A-3 (B*AM _ RTJ)H
H—H
2 )é
H

< 02(67 )‘1)7—% (E HA%(p(wAlf",w)\J)

1 J
(E HPLJH?{)Q < HTTHHHH HTHHAHZ ||

J=1

X (E HA%ga(w)\h...,wAJ)

2>§
)

Simdi P, ; i tahmin edelim. (2.35) formiiliini, liggen esitsizligini (1.7) yi kulla-

)

narak sunu elde ederiz

=

Aj
/ e_A()‘j_S)A%f(s)dws
0

(E|Posl? ) < C5(8,M\)72 <ZE

J=1

(S

Jj=1

Aj
< C5(6, M) %<2/|Af >
0

< Co(0, \)T : Iélag (HA I(s H )



Simdi Pj ;i tahmin edelim. (2.36) formiiliinii , tiggen esitsizligini ve (2.5) u kul-

lanarak sunu eldeederiz

1
)1
(EN|Ps.s)3)*
%
J
< . —A—9)||? d
= || THH—>H Z |O‘J‘ € H—H H—H s 7
(%)
2
Aj

< Cs(9, M) Z || /
j=1 TJ]

’ !
J
<G00 3 ol (= | 7] ) 225,

o)

Simdi P, ; i tahmin edelim. (2.37) formiiliini , liggen esitsizligini (2.5) u kulla-

‘ds ,

),

narak sunu elde ederiz(2.2),

. J
(BN Pusl5)® < N lsn O oyl

J=1

< C4(0, )\1)7'2 max (

0<s<T

MK
\W
5
—
S
m [\
oy
N

A_
i 5 o)
p=1 tpo1

Simdi P; ; i tahmin edelim. formiil (2.38) yi, ticgen esitsizligini, (2.5), (2.3) ve
(2.2) y1 kullanarak sunu elde ederiz

1
)1
ENPsslly)? <ol i
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A%f(s)HiIf .

0<s<T

Aéf(s)H;ds> 2 < Cy(6, )\1)7% max (

T
< Cq(6, )\1)7'% <
/

Simdi P ; yi tahmin edelim. Formiil (2.39) i, ti¢gen esitsizligini, (2.5), (2.3), (1.7)

ve (2.1), i kullanarak sunu elde ederiz

1 J
(1o, l5)* <ol gz D Lo

j=1

N

3] g 2
< 040, mz( | (F|a3s@), + 1) = FE-0)l7) ds>

D=
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< Gy ( [lasl s+ [ 7ol ds>
0 0

1

2 ! 2 %
0<s<T +OI£Sa§XT(||f (S)HH) >

2
< culo 7 (o, (Jats o)
Son olarak, P; ; yi tahmin edelim. Formiil (2.40) i, ti¢gen esitsizligini, (2.5), (2.3)

ve (2.2) i kullanarak sunu elde ederiz

. J
(ENPrsll3)? < W lsn O eyl

j=1
1
[ATJ] [ﬁ] . 2 ) 4 9 . 9 9 :
x| X |RE [475 (e = B |43 £ ), B | Ay
p=1 H—H
A 3
<c@n) | X rl|adrt | B |aw,|
p=1
Aw,, bir wiener prosesi oldugundan asagidaki sonug
E HAthHQ <At,=r71
elde edilir. Boylece,
4] 5
(BIPI2)? <c@A)r | X 43|, 7
p=1
1
< Culb )t max (JabrG)f,)"
Py, k=1,---71kullanarak agagidaki tahmini elde ederiz,
1
(Eu(to) — uol3)? < Ca(d, M)7%. (2.42)
Teorem 2.4 in ispati icin agagidaki tahmini elde etmek yeterlidir.
max (E o(te) — urll%)? < Co(d,A)7% | (2.43)

1<k<N

(1.13) ve (2.31) formiillerini kullanarak sunu yazabiliriz,

k ts
v(ty) —uy = e_kTAU(O) + Z g~ (k=—s)rA / e_A(t‘“_p)f(p)dwp
s=1 te_1
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k

—Rfug — 3" RM*M f(t) (we, — wy, ) = D1+ Doy + D3+ Dy + Dy g,
s=1

oyleki,

S a, [t ]
aj [ e A Sf( Jdw, + p(wy, .. wx,) ¢
0 )|

k—1 ts
DS,k _ Z [e—(k—s)TA . Rk—s] / B_A(ts_p)f(p)dwp,
s=1 ts—l

ls

Dy = 2 R [ A0 f(p)dus, — e f(t) (e, = wr,,),

ts—1

k
D5 =Y R"*[e™ — R] f(tsm1)(wy, —wy,_,).

Dy, yi biitiin m = 1,- - -, 5 ler icin ayr1 ayr1 tahmin edelim. D,y ile baglayalim.
liggen egitsizligini ve 6nceki sonuglar1 (1.10), (1.7), (2.3) ve (2.2) kullanarak sunu
yazabiliriz

2

(BIDwIZ) < ([ - REyah

H—H

Aj ]

<B|TRS a4l [ A“f‘S>f<s>dws+so<wxl,...,wAJ>}

NS

2>§
H

J
Z e AN A3 f(s)dw, + A2p(wy, . wy,)

(
e
J
2\ 2
< Cy(8, )72 < >
H
< 02(57 /\1)7_5 ||T”H—>H

J Aj
(B Jleo s i oo
=1 0

[

=

1
2

< Cyfon) é(/HAf ds+EHA5goH2>

< it (g (Jats o) + (ko))

Simdi Dy, i tahmin edelim. (2.3) sonucunu kullanarak sunu elde ederiz

1

(B1D2l2)® < (B, El0(©) — wol%)” < (B (0) — uol)*
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(2.42) tahminini kullanarak sunu elde ederiz

(E||Dall3)? < C(8,M)72.

Simdi Ds . i tahmin edelim. Ucgen esitsizligini, (2.3) ve (2.2) sonuclarmi kullanrak

sunu yazabiliriz

2

(E|’D3,k||2) < C(0, M) (Z HA** k—s)TA _ kas]

" H — A(ts—p) H%H / HA F(p >
< C6.N) <z / |Aéf<p>;dp> < 06 AT ( / HA%f<p>Hde>

s=1 te 1

H—H

M=

N|= )—‘

2

< C(@ M) max (|45 5(s)]; )

0<s<T

Simdi Dy, i tahmin edelim. Yardime1 bir degisken tanimlayalim

// (A3 f (2) + A% eG4 f (5)) dzduw,

ti—1tj—1
ve (
’ ( 0, degilse.
Sonra
k ts
Dis =Y R [ (e f(p) e f(t-1) duo,
s=1 te g
tS
=3 Rk / ((e7 =P — ™) f(p) + e (f(p) — f(tso1))) duw,
s=1 te_q
k bhoos
=> Az Rb (e’TAAf%fl(z) + Az e (tJ’Z)Af(s)) dzdwy
s=1 t]*l t]',1
N .
=Y R'A%b;_,
=1
ve
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N
(E||D4,k‘|§{)% = <E

S RIAz0;
i=1

2\ 3
—'L > .
H

Uggen esitsizligini, (1.7) ve (2.3) sonuglarimi kullanarak sunu yazabiliriz

s :
(EIDul) < (S Blrat )

N
S (
i=1

[N

e, )
(Blpl,,)°

l/ /8 TTAATIf () 4 A2 e_(tj_z)Af(s)) dzdws
j—1tj—1

-( )

< / </ TAA_Ef()%—A?e (ti=2)A ))i{dz) ds

N

tj—1 tji—1

< / /SH TAA_if( )—|—A2e (t—2) )H dzds

tji—1tj—1

< (9, )\1)7'2 <Ornax (

oldugundan, su elde edilir,

o) +;gg;<»wf'<s>uz>2)

1
(B llPuxlly)? <

||Mz

\/—( Jei],)”

N 3

<5 Cc?
X(J&%(M<S> ) +J£;;XT(HA o))

< C4(0, )\1)7'% (max ( 2

0<s<T

[SIES N

)+ g (Jatrf)*).

Son olarak, D5 i tahmin edelim. Asagidaki degiskene ihtiyacimiz olacak

q] = A%f<t],1)Awt]
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ve

q; = { .
( 0, degilse.

Boylece,
N
Dsj = ATR'A (e — R) gf_,.

=1

Ucgen esitsizligini, (2.3) ve (2.2) sonuglarin kullanarak, agagidaki elde edilir
2 1 N 1 . 1 A 2 %
(E1Dssl) < 3[40, A4 @ = B, (B i)

1
* 2

1
2\ 3 2
gii,) < C max (£ lg;]y)

2)5
H

(Bllgil2)* < (E]| A2 f(tj-1) Aw,

oldugundan

< Cy(8, )72 max. (HAEf(S)HZ)

su elde edilir
(IDs4l13)* < oo, M) max (HA%f(S)HZ )é .

D1k, Dok, D3y, Dyy ve Dsy leri birlestirirsek, (2.43) elde edilir. Teorem 2.4

ispatlanmigtir.

Simdi Teorem 2.4 iin uygulamasma bir goz atalm. Ilk olarak, bir boyutlu
yerel olmayan stokastik parabolik denklem icin sinir deger problemine bakalim.
Problem (2.20) iin diskritizasyonu benzer sekilde iki agamaldir. Ilki bir 6nceki
gibi. Tkinci agamada, (2.22) y1 fark semasi (2.30) ile yer degstirsek, agagidaki fark
semasini elde ederiz.
up (@) — ui_y (2) + TAFuR () = fiy (@) (wy, —wy, ), 1 <k <N,

{ flle—l(x) - fh(tk—lyx)a tk = kT7 1 S k S N7 VS [O’ 1]h7 (244>
J
uj(x) = 3 aguly, (2) + @(wy,,..wx,, x), z € [0, 1]

( j=1 [=]
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Teorem 2.5. 7 ve h yeterince kii¢ik keyfi sayilar olsun. Sonra, (2.44) fark

semasimn ¢ozumi, asagidaki tahminin yakinsamasinig saglar:

h h
JBax, (E Hv (tr) — uy,

2 \3 1
L2h) < C@M) (17 + 1), (2.45)
dyleki C'(6,\1) T ve h den bagimsizdar.

Teorem 2.5 in ispat1 teorem 2.4 in soyut formu temel alinarak ve A7 (2.21) de
tamimli fark semalar1 operatorlerinin simetri 6zelliginden istifade ile yapilir.

Ikici olarak, coknoktali yerel olmayan parabolik sinir deger problemini (2.25)
ele alalim. (2.44) nun diskritizasyonu 6nce yapilanlar gibi. Ikinci asamada, (2.22)

y1 (2.30) ile yer degistirirsek

(
Pug () — wi (o) + TARu () = fi (@) (wy, —wy, ), 1 < k<N,
{f,ﬁ_l(:p) = Mty r,2), ty=k7, 1<k <N, 2 €, (2.46)
i J ~
Itug(x) = '21 aju?Aj](x) + o(wy, Wy, ), T € .
i= =

elde edilir.

Teorem 2.6. 7 ve |h| = /hi+ -+ h2 yeterince kiigik keyfi saylar olsun.

Sonra, (2.46) fark semasinin ¢ozimi asagidaki tahminin yakinsamasine saglar.

max (B v"(t) -} )7 <C6.0) (7% +1hP), (2.47)

0<k<N

2
Laop

dyleki C(6,\1) T ve |h| den bagimsizdar.

Teorem 2.6 in ispat1 Teorem 2.4 in soyut formu temel alinarak ve A7 (2.21)

de tanimli fark semalar1 operatorlerinin simetri 6zelliginden istifade ile yapilir.
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Kapali1 Fark Semasi

Bu boliimde 3/2— inci mertebeden dogru fark semasimi problem (1.6) in tah-

mini ¢oziimii icin kurduk ve aragtirdik. A ve A% den olusturulan bu fark semasinin

tahmini ¢oziim yakinsamasi olusturuldu. Uygulama olarak, yerel olmayan cok

noktali sinir deger stokastik parabolik egitliklerin fark semalar1 ¢éziimlerinin tah-

mini yakinsamalari elde edilmigtir.

3/2-inci Mertebeden Dogru Kapah Fark Semasi: Standard

Wiener Prosesli

Tleride gerekli olan lemmalar: sirayla verelim.

Lemma 3.1. Asaqidaki sonuglar, almak mumkiin,

Jr ], <

< , 1<kE<N, 0<ac<l,
H—H (k;q—)a

HA—fx (RF — e7kr4) H 1<k<N,0<a<?2,

H—H — k2—a’

-1
Gyleki R = (I + 1A+ 720)

Lemma 3.2. Kabul edelimki (1.8) dogruysa asagidaki operatérin

J

J A
I— Z OéjR[T]
j=1

e (1 San)

tersi vardir ve sinirldar

Tl m < €00, M)

(3.3)

(3.4)

Ispat Ispat iicgen esitsizli, (1.8) ve (1.10) un kabuliinden elde edilir. Sonucu

soyle ifade edilir,

1Tl s < W + 1l s 1l g €00, AT
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Simdi, ¢coknoktali sinir deger probleminin yaklagik ¢6ziimiiniin 3/2-inci mertebe-
den dogru fark gemasi (1.6) n1 ele alalim. (1.14a) nmin da yardimiyla Coknoktali
yerel olamayan sinir deger probleminin ¢éztiimiiniin yakinsakligi asikardir. Agsagidaki

ifadelerin yakinsakliklarina bakalim,

e*TA’

g
l e DA f(p)dw,

k—1

ve ¢oknoktali sinir deger sartlar:

v(0) = 2_31 a;v(Aj) + @(wy,,.. W, ).

Yerel olmayan smir deger sartlari igin sunu kabul edelim A; € [0, 7] then % =

] )
ey R = ([ +T17A+ %) ile
e~ t=PAF(p) ifadesini (I + (p —tr_1) A) Rf(p) ile yer degistirirsek, kapali fark

semasi elde edilir

Uk — Uk—1 + ([ — R)uk,1 = RQDk,
ti ti

on=J f(p)dw, + A J (p — tee1) f(p)dw,, (3.5)
k—1 k—1

J
ug = ,El Qi x; + (W, W)
J= T

o e N

Problem (1.6) in yakinsak ¢oztimleri i¢in kapali fark semasinin

U — Up_1 + (I — R)uk_l = R(,Ok,
tx tk

PE = J f(p)dw, + At J (P —ti—1) f(p)dwy,
k-1 k-1

ug veriliyor

’_____/\_____“

Cauchy problemi (2.7) nin ¢dziimii i¢in tek ¢oziimii vardir ve goyle ifade edilir

k
u, = Rfug + Y RF "o, 1<k < N. (3.6)

s=1

Bu formiil ve ¢ok noktali yerel olmayan siir deger sartlarindan

J
Up = Z QjUx; + (W, . W, ),
j=1 v
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asagidakini elde ederiz

A
J b EY
Uy = Z o7 <R"]U0 + Z RTJ*SJrl g03> + (,0(10)\17...,11})\J).

J y
I — Z a; R
j=1
un smirh tersi vardir )
J O\
Y.=(I-Y R~
j=1
Sonra
( ; i 1
1 = by 1
up =", { > ;Y R7 o+ p(wy, . wy,) } : (3.7)
Lj:1 s=1 J

Boylece, (3.6) ve (3.7) formiillerini problem (3.5) in ¢oztimleri i¢in elde ederiz.

Simdi fark gsemasi (3.5) nin yakinsama tahminini aragtiracagiz.

Teorem 3.1. Eger

E HAgcp(w,\l,...,wAJ)

T

2 9 2

L [lerofesa
0

dogruysa,bundan yakinsama tahmina,

max (B [[o(ty) — ukl)? < Co(8, M) 72 (3.8)

0<k<N

saglanar. Burada Cy ve Cy(6,\1) T dan bagimsizdur

Ispat formiil (1.13) ve (3.7) i kullanirsak agagidaki ifadeyi yazabiliriz

U(0> — Up = (T - TT)SO<w>\1,"'7w)\J)

J Aj
+(T-71,) 2 a; / e_A(Aj_p)f(p)dwp
j=1 0

ls

J A Y
+7T:> </ e~ AN f(p)dw, — ST R7 ! / (Alp —ts—1)+ 1) f(p)dwp>
2 =

jil s=1 ts—l
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=Pig+Py+ P+ P+ Py,

oyleki

Pl,J = (T - TT)SO(w/\1,-~~,w)\J)a (39)
Aj
Py=(T=1) a / e AN~ £ (5)dw,, (3.10)
=1 9
Aj
Jg 7
Py =3 oy e At (3.11)
o e —

7j=1 s=1 to_1
(3.12)
J 4 ts
T A
Py =T,% ;3 RF / (A(p—tor) + 1) (e = R) f(p)dw,. (3.13)
7=1 s=1 te_q

Biitiin £ = 1,---,5, ler i¢in Py ; yi bulahm. P; ; den baghyalim. (1.13) ve (3.7)

formiillerini kullanarak, asagidaki ifadeyi elde ederiz

J z;
T =TT, Y ay (e - RY). (3.14)

j=1
(3.14) ve (3.9) yi kullanarak agagidaki gibi yazariz
A

J
Pl,J =TT, Z Q; <€7A)\j - RT) So(w/\h-",w)u)'
j=1

Py ; nin beklenen degerini tahmin edelim.

(BNPLGE)* < Il 1ol i

-

J A
7=1

2 2
H
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(1.10), (3.4) ve (3.2) leri kullanarak asagidaki sonucu elde ederiz

( —AN ATJ)H
H—H

2)%
H

< Co(6, )77 (B[ Ap(wy, . wy,)

(B||Pr I3 ) < Ci(6, M) Z|%|

X (E HA%gp(w,\l,...,w)\J)

1
)5
0

P, ; nin beklenen degerini tahmin edelim. (3.14) ve (3.10) formiillerini kullanarak

sunu yazabiliriz

)‘.7
J

A
P,y=17, Za] A RT /e / s)dws.
Jj=1 0

(1.10), (3.4) ve (3.2) lerden sunu elde ederiz

1
(B 11Posll)?

A
S/

2\>§
H

/ e~ A0 A% £ (5)duw,

< Cl (S /\ Z ’CY]|
X (E
< Cy(6,\)73 <Z%E
N N 5 2 :
< Cy(8, )72 Z\%-\E/Hmf@HHdS
Jj=1 0

< Cy(o 27 <E [atrel, ds>

2
Simdi P; ; yi tahmin edelim.

Aj

/ e’A(’\f’s)A%f(s)dws

0

2\>§
H

e—A(ts—p) . e—TA . A(p . ts—l)e_TA

/ / AZe~ AN gy = / (p — A) A2e= A=), (3.15)

ts—1ts—1 ts—1
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formiillerini kullanarak asagidakini yazabiliriz

A
Jg = te P
Pay="0.>a;3 e At / / (p — \) A2 AE=NaNf (p)dw,.
j=1 s=1

ts—1ts—1
son formiili, liggen esitsizligini, (1.7) ve (3.4) formiillerini kullanarak sunu elde

ederiz

A

1 J -
(ENPIE) < 1 lisn (ZajEZ)G woal

j=1 s=1

1
ts P 2
o R e R L )

ts—1ts—1

1
Ny, 2

< O1(0, M) <Za]ET/ (ts — \)° ‘A2 H dpd/\>

s 1ts 1ts—1

< Cy(8, \y)7 < /HA2f(p)Hj{dp> .

Simdi P, ; yi tahmin edelim. (3.12) formiiliinii , iggen esitsizligini, (3.4), (1.7)

ve (3.2) yi kullanarak sunu elde ederiz

H—H

1 J
(ENPusl13)? < Il yon <
j=1

><E/ |(A(s = tp0) + )™

p—l

- »A%f<s>|zds)

< Co(5, \)T < /HAf )

Simdi Ps ; yi tahmin edelim. (3.13) formiiliini, ficgen esitsizligini, (3.4), (3.1)

ve (3.2) leri kullanarak sunu elde ederiz

2

fi Mﬂ\:

H—H

1 J
(BNPssllz)* < INCellire <Z
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N

H—H

x E / [AGs — tyo) + ) A2 (74— R)[ (A%f(s))zds>

p—1

< Gyl A <E [atrel, ds>

Yukanidakileri kullanarak Py ; , K =1, --,5 sunu elde ederiz

(Elo(to) — wall3)* < Cald. A)r?. (3.16)

Teorem 3.1 1 ispatlamak icin agagidaki sonucu elde etmek yeterlidir.

max. (B fvty) — wel|3)® < Ca(8, Ai)72. (3.17)

(1.13) ve (3.6) formiillerini kullanarak sunu yazabiliriz

k ts
o(ty) — up = e " (0) + e~ (k=s)ra / e~ A=P) £ (p)dw,
s=1 to_q
k ts ts
—Rrug = SR [ fp)dw,+ A [ (0=t fp)dw,
s=1 ts—1 ts—1

=D+ Doy + D3y + Dy + Ds g,

oyleki

(J A )
D,y = (e‘k”‘ — Rk)T i a; /e‘A(’\j_s)f(s)dws + cp(wAl,...,wAJ)} ,
= 0

J=1

Dy = RF(v(0) — uy),

ts—1
k—1 te
Dyy = Z (ef(kfs)TA _ kas> / (A(p _ ts—l) + [) e*TAf(p)dwp,
s=1 ts 1
k te
D5 = Z Rt (efTA - R) / (Alp — ts—1) + 1) e*TAf(p>dwp-
s=1 to_1
Dy tim m =1, - -5 ler icin ayr ayr1 bulahm. D; , dan baslayalim. Ucgen

esitsizligi, (3.4),(3.1) ve (3.2) leri kullanarak sunu elde ederiz
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N

(EID1kll7)

< (H(e_m — RMA-3 2

H—H

[

(N Y\
x E||T iz a; A%e_A()‘j_S)f(s)dws + Aggo(wAh...,w,\J)}
Jj=1 0 I
J N 2\ ?
< Cy(0,\)T 2 (E TY oy / A(Af’S)A%f(s)dws + A%go(w,\l,...,w,\J) >
j=1 0 I

< 02(57 )‘1>T HTHH—)H

7 N )
(St [
Jj=1 0

(NI

|43 £ ds + B[ AR p(ws,....wn,)

H—H

)

2

3 7 3 2
< Oy(6,\)72 ( /HA £(s ds—l—EHA2<pHH>
0

< C4(6, M) 3<</EAf ds+EAg<p2>2>.

Simdi Dy, y1 tahmin edelim. (3.2) i kullanarak su sonug elde edilir
% K 2\? 2\3
(ENDaxl2)? < (|RY]) ., El0(0) — uolly)™ < (£ [[v(0) - uoll3)* -
(3.16) i kullanirsak agagidaki tahminelde edilir.
(B D2lly)* < C@ M)

Simdi D3 y1 tahmin edelim (3.15) formiiliinii kullanarak sunu yazabiliriz

Ze—(k STA/ / p— /\ A2~ Alts— )x)d/\f( )dwp

ts—1ts—1

Son formiilii, tiggen esitsizligini ve (1.7) yi kullanmirsak, su sonucu elde ederiz

(E1Du1) < (X e,
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1
2

N

k ts D
< C1(8, A1) < H dpd)\>
s=L "y

T 5 2
< Cyfo e ( 2<p>HHdp> |
0

Simdi D, ; yi tahmin edelim. Ucgen esitsizligini, (3.1),(1.7) ve (3.2) i kulla-

narak su sonucu elde ederiz

(B 1Dul)? < (Z |4t (et RE) 2

L >
x E / |(A(p —toa) + 1) e ;H : (p)zdp>

2f(p)2dp> SC((S,)\l)T% <E 3 (p))‘ifdp) :

(EDusl?)? < (Z [as (et = mrey

[N

C(8, A1) 3(2]3

=1 ts

—1

: :
<E [ |(ae-t+De, A%f<p>2dp>

ls—1
3 T )
clo.m) 3<ZE ol dp> < c(o ) <E : <p>HHdp> |
= 0

Son olarak, Ds j i tahmin edelim. Ucgen esitsizligini, (3.1) ve (3.2) i kullanarak

N

su sonucu elde ederiz

1 2

EIDal) < (S |at - n),

< B [ -t DR, 3<p>|2dp)

ts—1

(Xk:E/ Agf(p)j{dp> C (8, M) 3< / \ dp> .
s=1 te 1 0
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D1k, Dok, D3y, Dyy ve Dsleri toparlarsak (3.17) elde edilir ve teorem 3.1 is-

patlanir.

Simdi teorem 3.1 iin uygulamasina bir goz atahm. Ilk olarak, bir boyutlu
yerel olmayan stokastik parabolik denklem icin sinir deger problemine bakalim.
Problem (2.20) in diskritizasyonu benzer gekilde iki agamalidir. Ilki bir énceki

gibi. Tkinci asamada, (2.22) y1 (3.5) fark semasi ile yer degistirirsek

,

i) (o) + (47 + <”*f>2> ul(z) = (o),

tr tr
oz, k) =/ f(p, x)dw, + An T (o= trr ) fM(p, 2)dw,, t, = kT,
k—1 k—1

(3.18)
1<k<N, z€l0,1],

J
Lug(v) = X agul (@) + p(wn,,.wa,, 2), @ € [0,1],

elde edilir.

Teorem 3.2. 7 ve h yeterince kii¢ik keyfi saylar olsun. Sonra, (3.18) fark
semaswnin ¢ozumu asagidaki tahminin yakinsamasini saglar

max <E th(tk) — uy ;h); < C(6,\) (T% + h) , (3.19)

0<k<N

ayleki C(9, \1) T ve h den bagimsizdar.

Teorem 2.5 in ispat1 Teorem 3.2 in soyut formu temel alinarak ve A7 (2.21)de
tanimh fark semalar1 operatorlerinin simetri 6zelliginden istifade ile yapalir.

Ikici olarak, coknoktali yerel olmayan parabolik sinir deger problemini (2.25)
ele alalim. (3.18) nun diskritizasyonu énce yapilanlar gibi. Ikinci agamada, (2.27)
i (3.5) ile yer degistirirsek,

(

ul(z) — by (2) + <7Aii 1 () ) W(a) = @) 1 <k < N,

H 173 tg
i (,02($,k’) = f fh(p7 x)de_FAi f (p_tk—l)fh(pam)dwpa by = kTa
fe1 frt (3.20)

1§]€§N,IEQ}L,

}Eﬁ] () + o(wy, ... wy,, ),z € Q.

J
uf(z) = 3 oju
j=1
elde edilir.
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Teorem 3.3. 7 ve h yeterince kii¢ik keyfi sayilar olsun. Sonra, (3.18) fark

semasin ¢ozumi asagrdakt tahminin yakinsamasing saglar,

max (E 0" () — i) < C@. M) (72 +107),

0<kE<N

dyleki C(6,\1) T ve |h| den bagimsizdar.

Teorem 3.3 iin ispat1 teorem 3.1 in soyut formu temel alinarak ve A7 (2.26)

de tamimli fark semalar1 operatorlerinin simetri 6zelliginden istifade ile yapilir.
Kapali Fark Semasi: Standard Dis1t Wiener Prosesli

-1
e~ ifadesini R = (I +7A+ %) ifadesi ile
Jir e DA f(s)dw,

ifadesini
R\ f(te-1)Awy, + (f (te-1) + Af(tr-1)) /(S—tk—l)dws

ifadesi ile yer degistirirsek kapali fark semasini elde ederiz. Yerel olmayan sinir

deger probleminin yaklagik ¢oziimii i¢in sunu kabul edelim A; € [0,77]_ ise /\—TJ =
%]
up — up—1 = (R — Dup_1 + Ry,
tg
or = f(tr—1)Awyy, + (f (1) + Af(te-1)) [ (s = th1)dws, 1 <k < N,

te—1

—_— N ——————

Awtk = wtk — wtk_l,

J
Uy = ‘21 OéjU[)v] + @(wy, ... wy, ).
j:

27
T

{
Problem (1.6) nin yaklagik ¢6ziimii i¢in bu fark semasi ve agagidaki kapal fark

semaslt

[ uk—uk_1+(ﬂ4+#)uk=sok,ISkSN,
ti
or = f(tr—1)Awy, + (f (th-1) + Af(te-1)) [ (5 — tp1)dw,
te—1
(3.21)
A’thk = Wy, — wtk71,1 S k S N,

J
Ug= > ozju[x-] + @(wy, ... wy,)
=1

22
T
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problem (1.6) nin denk yaklagik ¢oziimiidiir. Problem (3.21) i¢in ¢6ztim formiilleri

bulalim. kapali fark semasinin

( :
{1%—W1+OA+“§)W—¢m1§k§N
(

ug is given

Cauchy problem (2.7) igin tek ¢dziimii vardir, ve agagidaki gibi temsil edilir
k
up = Rfug+ > RF*p, 1 <k < N. (3.22)
s=1

Sonra bu formiilden ve ¢oknoktali yerel olmayan sinir sartlarindan

Zaj [TJ] +90 Wiy, wAJ)u

sunu elde ederiz

Z%[ﬂ
%]

—Ll—s+1
+Zaj Z R[T] s + p(wy, . wy,).
Lemma 3.7 den a@agldakl operatorin

A

— Z]:osz[T}

sinirh tersi vardir

Buradan
Ug
|{ J [/\7]] [7]] o1
= TT { Z Qy Z RL~
(S

ts—1

ts b}
x (f(tslmwts F(f(tr) + Af() [ (- tsndwp) |

(W, wa, ) }
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boylece, problem (3.21) nin ¢dziimi i¢in (3.22) ve () formiillerimiz var. Simdi,

(3.21) fark gemasinin yakinsamasimi inceleyecegiz.

Teorem 3.4. Eger

£ O]+ s 435 @+ max |20, < .

+ max

EHANP Oxs,- w”) te[0,7T)

dogruysa, asagqidaki yakinsama tahmina

N\O«

max_(E o(t) — uill%)? < C1(8 M)

0<k<N

(3.23)

dogrudur. Burada C ve C1(0, A1) T dan bagimsizdur.

Ispat (1.13) ve () formiillerini kullanarak, agsagidaki gibi yazabiliriz

v(0) —up = (T — T, )p(wy, ... wy,)

Aj

J
—TT)Z%/(& (p)dw,
0

J=1

J A
+71,) < e~ D) f(p)dw,

Jj=1 0

>
.

|
]+

Rt <f(t51>Awts + (f(ts1) + Af (b)) / v t“)dwp>>

1 ts—1

©
Il

J v
ToT, =TT, <z oy (e — RT)> (3.24)
j=1

=Pij+ Py +Psy+ P+ Psy,

oyleki

Pl,J = (T -7 )QO(U),\1 U))\J) (3.25)
7 A
Poy=(T=0:)) oy /e ' s)dws, (3.26)
j=1 0
P, =7, Z a; Z e~ ARt (3.27)
7j=1 s=1
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ts
X </ e_A(ts_p)f(p)dwp
ts

oA < flts—1)Awy, + (f'(ts-1) + Af(ts-1)) / (»— ts1>dwp>>

ts—1

Aj
J T z;
Piy=T,3 ;3 (e W4 — ges) ema (3.28)
=1 s=1
ts
x| flten)dwn, + (F () + A1) [ (0= tioa)duw, |,
ts—1
J 2
Py=",3 ;3 R7° (™ ~R) (3.29)
j=1 s=1
ts
< | flte) A, + (F () + Af () [ (0= tim)du,
ts—1
Simdi Py ; ya bakalim. Biitiin &£ = 1,- - -, 5 lar icin ayr1 ayr ele alahm. Py ;
den baglayalim. (1.9) ve () formiillerini kullanarak sunu elde ederiz
J B \)
T—TT:TTTZaj<e‘ AJ‘—RT). (3.30)

7=1
(3.30) ve (3.25) formiillerini kullanarak sunu yazabiliriz
i

J
Pl,J =TT, Z Qi <€_A)\j - RT) 90<w>\17'",w>u)‘
j=1

Py ; nin beklenen degerini tahmin edelim.

1
(BIPLlz)? S 0Ty 1l

[N

2
H>
(1.10), (3.4) ve (3.2) ifadelerinden sunu elde ederiz
A
A2 (e _ R7 H
< ) H—H

2)%
H

J N
> ajA_% <6_A>\j - RT]) Agap(wAl,...vw,\J)
=1

L J
(E|\Prsl5)° < Cild, M) Y oyl
j=

X (E HA%go(w,\l,...,wAJ)
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1
)5
0

Simdi P ; i tahmin edelim. (3.30) ve (3.26) formiillerini ve tiggen esitsizligini

< Co(6, )77 (B[ Ap(wy, . wy,)

kullanarak sunu elde ederiz

A)\J _ dws

O\Qy
('(3

J
PQ’J = TTT Z CY]
=1
(1.10) (3.4) ve (3.2) lerden istifade ile agagidaki ifade elde edilir

1
(E11Posll)?

A
A3 ( —AN _ RT])H
H—H

2)%
H

Aj
/ e~ A=) A3 f(s)dws
0

J

< Ch(0, A )Z o] || A

J ? %

< Cy(8, \)7? (Z ] )
=1 u

AT , \*

< Cy(0, )78 <Zaj/|A§f<s)(Hds>

Jj=1 0

(Jhassol )

< o607 ax (Jatr)|’)

0<s<T

Aj
(| f e at sy,

Njw

< Cy(6, M)

Simdi P; ; yi tahmin edelim.

e AP f(p) — A f (i) — €T (F () + AF(E1)) (p— to)

/ / (A2F(N) + 24F/(N) + (V) (e At dAdz (3.31)
= [ (0= N (A2 + 247 () + (V) eV,
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formiillerinden agagidaki ifade elde edilir

A
J -

ZA(N—t

Py = T Y ay Y A
=1  s=1

X / / (p—A) (A2 F(N) + 241 (V) + f'(N) e —At=N g\ dw,.

Son formiil, tiggen esitsizligi, (1.7) ve (3.4) ifadelerinin yardinu ile g6yle yazmak

mumkun
(ENIPI2)? < Il (z o Ez e .
ts p 2
3 ROV el (A2f<p>+2Af'<p>+Af"<p>)dedA>
< Ci(0, M) <iaji S (tsA)Q(Azf(p)+2Af’(p)+f”(p))Hi,dpdA>
7j=1 s:lts_1 te_q
T 9 2
< Cy(6, M1)7 </ |(A2f(p) +24f () + f"(p ))HHdp>
0
<ot s, ([42F)]7 + 147G+ 17)1E)

Simdi P, ; i tahmin edelim. (3.28) formiilii {iggen esitsizli, (3.4), (1.7) ve (3.2)

ifadelerinin yardimi ile goyle yazabiliriz.

H—H

(BIPusl5)? < Irllirsm <Z ] Z

tp

/(HIJFA( —ty_q))e A

tp—1

Jat st

H

H—H

o=t o 4t )’

‘H—)H



< C5(6,\)7? max (“A%f(S)“Z + HA%f'(S - 1)H2>% :

0<s<T
Simdi Ps ; i tahmin edelim. (3.29) formiilii liggen esitsizligi, (3.4),(3.1) ve

(3.2) ifadelerinden istifade ile sunu elde ederiz

A
J Ea .
P5’J = TT ZOéj ZRATJ_S (e_TA - R)
j=1  s=1

S

X <f(t31)Awt5 + (f'(ts—1) + Af(ts-1)) / (p— tsl)dwp>

ts—

A

v
T

1 J
(ENPs.sll5)? < Il sm (Z Y
=1

=1

2

b
R7

H—H

< [l Ao, e - e,

2

[ = R)[}, |42 )], ds)°

+ H(p— toa)e ™ HoH

1
2

< Cy(8, \y)72 </ | A% (F(tn) + f’(ts_l))Hst>

< Cu. 0t s (o) + At - )

0<s<T

Py, k=1,---51 kullanarak agagidaki tahmini elde ederiz

(E l[olte) — wol%)? < Ca(8, )7t (3.32)

Teorem 3.4 in ispati icin agagidaki tahmini elde etmek yeterlidir.

max (E [lo(ty) — ukH?ﬁ,)§ < Co(6, \p)T2. (3.33)

(1.13) ve (3.22) formiillerini kullanarak sunu yazabiliriz
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k te
v(ty) —ug = e_kTAv(O) + Z e~ (k=s)rA / e_A(tS_p)f(p)dwp

s=1 ts—1

~Rfup — Z REH < [ 1) + (P ) + A ) ) dwp>

ts—1

=D+ Dap + D3+ Dy + Ds i,

oyleki
( Aj )
Dy = (e "4 — RMY i a; /e_A(’\j_S)f(s)dws + cp(w,\h...’w,\(])} :
=1 9
D27k = Rk(U(O) - Uo),
k
D3,k — Z ef(k:fs)TA
s=1
tS
X / [e™ P f(p) — f(tsm1) = (f (tsmr) + Af (ts1))(p — tsmr)e ™™ duwy,
ts—1
k—1
D4,k _ Z (ef(kfs)‘rA . kas)
s=1
ls
[ L) + () + A2 (p = tma)] du,
ts—1
k
D5,k _ Z kas (efTA _ R)
s=1
ts
x [ [ )~ Fta) ~ (F(ta) + AT )~ tar)e ] dus,
ts—1
Biitin m = 1, ---, 5 ler i¢in ayr1 ayr1 D,, ; y1 tahmin edelim. D, j ile baglayalim.

Ucgen esitsizligini, 6nceki sonuclar, (3.4), (3.1) ve (3.2) ifadelerinden istifadeyle
sunu yazabiliriz

1
(E1Dwally)?

—krA ey 4—2 2
= (H(e - R)AT H—H
(7 % , VI[P 2
% B Tizaj / Az A=) f(s)dws+A2<p(wxl,...,w,\J)}
Jj=1 9 I
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T Z o / fA(/\j*S)A%f(s)dws + Ag(ﬂ(wklr"vw”)

2>%
H
2
H

< Cy(8, )72 (E

< Co(6, )72 ||y

[NIES

HA f(s H ds—l—E)‘A%go(w)\l,...’w,\J)

)
1))
D)

Simdi Dy, y1 tahmin edelim. (3.2) ifadesinden istifade ile su elde edilir

7 A

X <Z%‘/€A(
Jj=1 0

< C5(8, M) §</HAf ds+EHA%¢

< Cy(6, M) 3((/(Af | ds+E|Ay

< culs 7 ( (g (Jatof}) + £t

0<s<T

H—H

NI

(ST

1

(ENDa2)F < (R, B 1e0) = wl) < (B 10(0) - wl)

Tahmin(3.32) den istifadeyle sunu elde ederiz

(E|Dagll?)? < C0, )72,

Simdi Dj, i tahmin edelim. Formiil (3.31) i kullanarak, séyle yazmak miimkiin

ts P

Dy = i ¢~ (h=s)rA / / (p— A) (A2F(N) + 24 () + £/(N)) e 44N rduw,
s=1

ts—1ts—1

son formiil, iggen esitsizligi ve ifade (1.7) den istifade edersek, su elde edilir

1

(E|Ds %) (ZH e

x / JECERY W(H|(A2f<p>+2Af'<p>+f"<p>)j,dpcm>

1
2

s=1y 1teoq

< (5, \) <Z/ / (t = V2] (A2 () + 241 (p )+f”(p))HiIdpd)\>
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3 ” 2 ’
< Cy(8, )T (/H (A2 +2Af()+Af’(p))HHdp>
3 2 ' 1" 2
< Gy a7 (o (|20, + 1247 G + 1 0)1E) )
Simdi D, ; i tahmin edelim. Ucgen esitsizligi, (3.1), (1.7) ve (3.2) ifadelerinden

sunu yazabiliriz

1

(E1Darl)} (ZWA (e-tk-m1 _ o)

H—H

N

ls

X / | —to) + 1 e™

ts—1

iHHHA%usﬂ+A%wsﬂH2@>

3(21/3Af51+Af(31>) )

s=1y 1
3 3 2 3 23
SawﬁmﬂQ%g@A#@—UM+W@f@—DL>)-
Son olarak, Ds j y1 tahmin edelim. Ucgen esitsizligi, (3.1) ve (3.2) ifadelerinden

sunu yazabiliriz

Jun

2

EIDsl) < (XAt =R,

[N

ts

< [ et + DR,

ts—1

HoH H(A%f(ts—1> + Agf/(tsl))|2dp>

C(6, M) 3<§:1/)Af81+Af<81>)1 >

<Gilo M <02152’% (Jatre -, + |4t r - 1)“2)5) |

D1k, Dag, Dsy, Dyy ve Dy leri birlestirirsek, (3.33) elde edilir. Teorem 3.4

ispatlanmigtir.

Simdi teorem 3.4 {in uygulamasma bir goz atalm. Ik olarak, bir boyutlu

yerel olmayan stokastik parabolik denklem icin sinir deger problemine bakalim.
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Problem (2.20) iin diskritizasyonu benzer gekilde iki asamalidir. Iki bir énceki
gibi. Tkinci agamada, (2.22) y1 (3.21) fark semasi ile yer degistiririz ve agagidaki

fark semasisini,

@) — @)+ (747 + T ) = o),

L oh(n, k) = f(th, ) Awy,

{+ ( (M twn) P o) 4 e pgy, ))t:fi(p—tk_l)dwp, o=kt (3.34)
1<Ek<N, xe€|0,1],

( ) + So(w)q w,\(,,m),x € [07 1]/17

J
ug () = ¥ oju
7=1

3 ‘&?’3

elde ederiz.

Teorem 3.5. 7 ve h yeterince kiigik keyfi sayilar olsun. Sonra, (53.34) fark
semasimin ¢ozumi asaqrdaki tahminin yakinsamasing saglar

)é < @A) (72 + 1) (3.35)

2
max (E th(tk) — uf
0<k<N Loy,

dyleki C'(6,\1) T ve h den basimsizdar.

Teorem 3.5 in ispat1 Teorem 3.4 in soyut formu temel alinarak ve A7 (2.21)de
tamimli fark semalar1 operatorlerinin simetri 6zelliginden istifade ile yapilir.

Ikici olarak, coknoktal yerel olmayan parabolik sir deger problemini (2.25)
ele alalim. (3.34) nun diskritizasyonu 6nce yapilanlar gibi. Ikinci asamada, (2.27)

i (3.21) ile yer degistiririsek agagidaki fark semasi

/

W) -l (2) + (A G ) W) = ph(e),1 < k < N,

oz, k) = [ (te-1, 2)Awy,
1 h (B T t
# (et L i) § = teddun b=k (330)
k—1
't 1< k<N, z€Q,

elde edilir.
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Teorem 3.6. 7 ve h yeterince kii¢ik keyfi sayilar olsun. Sonra, (3.36) fark

semasin ¢ozumi asagrdakt tahminin yakinsamasing saglar,

s (B0 ot} )" < e (o).

dyleki C(6,\1) T ve |h| den bagimsizdar.

2h

Teorem 3.6 in ispat1 Teorem 3.4 in soyut formu temel alimarak ve A7 (2.21)

de taniml fark semalar1 operatorlerinin simetri 6zelliginden istifade ile yapilir.
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Crank-Nicholson Fark Semasi

Bu boliimde 3/2— inci mertebeden dogru fark semasini problem (1.6) in
tahmini ¢oziimii i¢in kurduk ve aragtirdik. Bu fark semasinin tahmini ¢oziim
yakinsamasi olugturuldu. Uygulama olarak, yerel olmayan ¢ok noktali sinir deger
stokastik parabolik esitliklerin fark semalar1 ¢oziimlerinin yakinsama tahminleri

elde edilmigtir.

3/2-inci Mertebeden Dogru Crank-Nicholson Fark Semast:
Standard Wiener Prosesli

Ileride gerekli olan lemmalar: sirayla verelim.

Lemma 4.1. Asaqidaki sonuglar almak mumkiin,

‘PWBh”ﬁvQCWTAMH%Hg<£gﬁjf§kg]%0556§7/2r:1ﬁL~3
(4.1)
| A2 (BY = exp(=krA))| < _GT k<N o< B<1,  (4.2)
H—>H_5(k»7-)1*67 - = -
a2 (e =), <o |As—t) + DA (e =), <O
(4.3)

Gyleki B= (1 —2) (I+ ), 0= (I+)".
Lemma 4.2. Kabul edelimki (2.2) dogrudur. Sonra, asagidaki operatoriin,
J y
I— Z Oéj.BT
j=1

terst vardir ve sinirlidar,

-1
I \,
j=1
ve asagidaki sonug¢ saglanar,
el o < €6, ). (4.5)

J
Burada o = Y |oy| < 1.
j=1
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ispat Ispat iicgen esitsizligi ve kabul (1.8) den elde edilir, ve sonug,

el < Wl + 1 g Il €0, )T

Simdi, goknoktali sinir deger probleminin yaklagik ¢ozlimiiniin 3/2-inci mer-
tebeden dogru fark semasini ele alalim. (1.6) ve (1.14a) nin da yardimiyla goknoktali
yerel olamayan sinir deger probleminin ¢oztiimiiniin yakinsakligi agsikardir. Asagidaki

ifadelerin yakinsakliklarina bakalim,

e*TA’

¢
lk e_(t’“_s)Af(s)dws,

k—1

ve ¢oknoktali sinir deger sartlar:
J

v(0) = D aju(A)) + p(wh, . wy, ).
j=1

Yerel olamayan smir deger sartlarn igin sunu kabul edelim A; € [0,7] sonra
% = [’\T—J] dir.

e~ ™ ifadesi ile B = ( — %) (I+%)7lve c? = (I—i—%)f2 ifadelerini,
e~ t=PAf(p) ifadesiile (I + (p — tp_1) A) C%f(p) ifadesini yer degistirirsek, Crank-
Nicholson fark semasini1 buluruz.

up — up—1 + (I — B)ug_y = C?py,
t

k tg
o= [ fo)dw,+4 [ (0=t f(p)dwyte = k1 Sk <N,

tk—1

R N —

J
up = Zl ajux; + (W, wy,)
J= T

Problem (1.6) in yakinsak ¢Oziimleri i¢in fark semasimi denk formda tekrar

yazalim,

2 2
U — Ugp—1 + (TA + (T%)) Uy, + %uk_l = Yk,
tr tr
Pe= J f(p)dw, + At J (0= te1) f(p)dwy, ty = k1,1 <k < N, (4.6)
k—1 k—1

R N —

J
Uy = Zl QU+ P(Wry W)
j= T
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Crank-Nicholson fark gemas,

Uk:_uks 1+(7'A+ TA))U + A )Uk; 1= Ok,

ug veriliyor,

P N

Cauchy problemi (2.7) i¢in tek ¢oztimlidiir ve goyle temsil edilir,

k
= Bfuy + > BF5C2,.
s=1
Bu formiil ve ¢ok noktali yerel olmayan siir deger sartlarindan

J

ZQJUA +(10(w>\1 w)\J)
7j=1

asagidakini elde ederiz

A

Uy = Zaj BTJuo—i—ZBTJ_S C%ps | + p(wy, ... wy,).

Lemma 4.9 yardimu ile operator

un smirh tersi vardir

Sonra

>
(<.

-1
I A
= I — ZO&jBT .
j=1
I

=7, ij 1a

M*\

S

)
TJ SC’QQOS + go(w,\h...,w)\J) } .
)

P Zt[ f(p)dw, + At{ (p = te1) f(p)dwy, 1 <k <N,

(4.8)

Boylece, (4.7) ve (4.8) formiillerini problem (4.6) nin ¢oziimleri i¢in elde ederiz.

Simdi fark semasi (4.6) nin yakinsama tahminini aragtiracagiz.

Teorem 4.1. FEger

T
E |42 p(ws,,cwn,)|, + E/ |a2p(s)] ds < c.
0

dogruysa, buradan yakinsama tahmini,

max (B [o(ty) — ukHH) < Cy(5, )72

0<k<N

saglanir. Burada Cy ve Cy(0, A1) T dan bagimsizdur.
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Ispat formiil (1.13) ve (4.8) i kullanarak, agagidaki ifadeyi yazabiliriz

=P g+ P+ P+ P+ Py,

oyleki

PLJ - (T - TT)QO

—~

w)\h...7w)\‘,),

J
Py=(r-1,) Z | e’A(’\j’s)f(s)dws,
j=1

> = \ ‘>~/

J
Py ;=7 |aj] ARGt

=1

e

vy
Al
i

ts

% / (e—A(tS—p) — (A(p—ty1) + 1) 6—7A> F(p)duw,,

ts—1

>
.

gl

J
P4,J = TTZ |Oéj|

7=1 s

(e—()\j—ts)A B By_s)

1

< [ A=)+ e f o),

ts—1

>
.

t
N s

BF [ (Alp—to) +1) (€7 = C?) f(p)du,.

ts—1

M-

J
P5,J =T, Z |Oéj|
i=1

J 1

S

Biitiin £ = 1,---,5 ler igin Py ; yi bulahm. P, ; den baghyalim. (1.13) v

formiillerini kullanarak asagidaki ifadey: elde ederiz,
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(4.12)
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J Ny
T =TT, Y0 (e - B ). (4.14)

(4.14) ve (4.9) yi kullanarak agagidaki gibi yazariz
4 AN Ay
Py ="17:3 o <€7 - BT) P WA, )-
j=1

Py j nin beklenen degerini tahmin edelim.

1
(BNPLAG)? < WLl ol i

NI

2

J z;
E Z ajA_% <6_A’\J' — BT) A%gp(w,\h...,w,\‘])
j=1

H

(4.2) yi kullanarak agagidaki sonucu elde ederiz

J
(E||P1,J||2) < Ci(d, A1) Z|%|

H—H
2 )é
H

< Cy(6, )T <E HA?cp W, . W, )

X (E HA%SO(IUM,...,U))\J)

2)%
)

P5 ; nin beklenen degerini tahmin edelim. (4.14) ve (4.10) formiillerini kullanarak

sunu yazabiliriz

Aj

J
P27J:TTTZO£]'<€ J— /6 dws.
0

=1

(1.7) ve (4.2) formiillerini kullanarak sunu yazabiliriz

1
(B P2sll7)

by 2\ 2
A% (e - B? HH H< / %9 A% f(s)dw, )

H

J
< 01(5 Oé) Z |Oéj’
j=1

NI

J

Aj
< Co(8, ) %Z || E/HG—A(AJ-—S) 2
0

H*)H‘

[ 7o), ds
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Simdi P; ; tahmin edelim.

e—A(ts—p) . e—TA . A(p . ts—l)e_TA

p
/ / A2V dNdz = [ (p— x) A%, (4.15)

ts lts 1 t571

formiillerini kullanarak asagidakini yazabiliriz

ls P

A

J =
Poy=71.3 a; 3 e Ait) / / (p — A) A2 AN f(p)duw,.

j=1 s=1

ls—1ts—1
Son formiilii, tiggen esitsizligini, (1.7) ve (4.5) formiillerini kullanarak sunu

elde ederiz
1
(E||P3,J||§{)2 < |17, ||H—>HZ|O‘J|ZH e HH—>H

(2] Joemsplen sl m)

ts—1ts—1

N

N

$ 1ts 1ts—1

< C(6,M1)7 ( /HA2 dp>2.

Simdi P, ; yi tahmin edelim. (4.12) formiiliinii , iggen esitsizligini, (4.5), (1.7)

A5
< C1(6, M) (Z%ET f /p ts— ) HAz H dpdx\)

ve (4.2) yi kullanarak sunu elde ederiz

2

( —(A\j—ts)A _B¥—5>

Z|O‘J|2::

7j=1 s=

H—H

1
(ENPusl3)? < 1ol ysn (

D=

><E/ |(A(s = tp0) + D)™

p—l

- »A%f<s>|i,ds)
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< Cy(6, M)7 ( /HAf >

Simdi Ps ; i tahmin edelim. (4.13) formiiliini, ti¢gen esitsizligini, (4.5), (4.1)

ve (4.3) leri kullanarak sunu elde ederiz

/\J
1 T 2
(BNPsallz)” < ICellysn (Z ;> | B
— s=1 H—H
., !
8 [ -t e nat - Jabsol
T 1
< Cy(6,0) 3<E/HAf >
0
Yukaridakileri kullanarak Py, ; , k = 1,---,5 leri birlegtirirsek sunu elde ederiz,
2\ 3
(EHU(to) —UO||H)2 S 04(5, /\1)7'5. (416)

Teorem 4.1 i ispatlamak icin asagidaki sonucu elde etmek yeterlidir.

max (E [jv(ty,) — u || ) < Cy(6, )\I)Tg . (4.17)

1<k<N

(1.13) ve (4.6) formiillerini kullanarak sunu yazabiliriz

k ts
v(ty) — up = e ¥ 40(0) + > e~ (k=s)7A / e_A(tS_p)f(p)dw

s=1 t5,1

k te
—Brug— " Bt / (I+ Alp — ts_1)) C2f (p)dw,
s=1 to_1
=Dy + Doy + D3y + Dy + Ds .,
oyleki,
(7 A )
Dy = (e = RMY iZ a; [ e 47 f(s)dw, + @(wxl,---,wm)} ,
Jj=1 0

Dy = B*(v(0) — o),
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ls

k
D3,k — Z e~ (k—s)TA / (efA(ts*p) _ (A(p _ tsfl) + I) 67TA> f(p)dwp,

s=1

ts—1
k—1 te
D4,k — Z (6—(k—s)TA _ Bk—s) / (A(p _ ts—l) + I) B_TAf(p)dwp,
s=1

ts—1

ts

k
D5 = Rk (e_TA — 02) / (A(p —ts—1) + 1) e_TAf(p)dwp.

ts—1
Dy, tim m = 1,- -+, 5 ler icin ayr1 ayr1 bulalim. D, ; dan baglayalim. Uggen
esitsizligini, (4.5),(4.2) ve (4.1) leri kullanarak sunu elde ederiz,

(E1D1ell3)?

(e = Bhai,
( - %
iZ%/AG AN f(s)dws + Ap(wy, ... wm)} >
=l 0 "
2\ 3
< Cy(0, )T 2 (E TZ\a |/ AN AL (8)dw, + Ap(ws, .. wy,) >
7= H

< Ca(s, )\1)7'% I i

J N )
(St [
Jj=1 0

w5+ B [ A3 p(wn, )

m [N}
N~
(NI

1
2
3

< Gyl ( /HAf ds+EHA§gon{>

Simdi Dy, y1 tahmin edelim (4.2) i kullanarak su sonucu elde ederiz,

[SIE

(EIDs)F < (R, B 1e0) = woly)* < (2 16(0) — wolly)

(4.16) y1 kullanirsak asagidakini,

(E||Dag]l?)? < C(3,M)72,

elde ederiz.
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Simdi Dsy, y1 tahmin edelim. (4.15) formiiliint kullanarak sunu yazabiliriz,

Ze(ksrA/ / p—\) A2 AGN g f(p)duw,.

ts—1ts—1

Son formiilii, iggen egitsizligini ve (1.7) yi kullanarak su sonucu elde ederiz,

(E1D13) < (BX e,

1
ts 2

p
x//@s»wA@AHWAQCMQ

ts—1ts—1

<cion (£5 ] [ o-vrhrrlam )

s=1y Lte 1

1
2

< Co(8, \)T < /HA2 dp>2.

Simdi D,y yi tahmin edelim. Ucgen esitsizligini, (4.1) ve (4.2) yi kullanarak,

l\')

su sonucu elde ederiz,

1

(E1Dul?)} (Z 4t ( el

o )

<conrt (£ [ Lo, )2 6M3(LMAf w)

ve (4.3) 1 kulla-

H—H

(Ap—tsm) + 1D e ™

Son olarak, Ds ;. y1 tahmin edelim. Ucgen esitsizligini, (4.1)

narak su sonucu elde ederiz,

ts

EIoali)t < (St e -,
<E [ -t + 0B H|A%f<p>|2dp>
ts—1

<conie (32 ] o) <corrt (s o)
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D1k, Do, Dsy, Dyy ve D5, leri toparlarsak (4.17) elde edilir ve teorem 4.1

ispatlanir.

Simdi teorem 4.1 {in uygulamasma bir goz atalm. Ik olarak, bir boyutlu
yerel olmayan stokastik parabolik denklem icin sinir deger problemine bakalim.
Problem (2.20) in diskritizasyonu benzer gekilde iki agamalidir. Tlki bir énceki

gibi. Tkinci asamada, (2.22) y1 (4.6) fark semas ile yer degistirirsek,

i) s (o) + (7 + ()) ab(@) + T (@) = oh(),

ti tr
SDZ(:E) = f fh(p7 x)dwp + A:fvz f (p - tk—l)fh(p7 x)dwpv tk’ = kTv
] fet P (4.18)

' 1< k<N, z€0,1],

J
bl (z) = > aju
( j=1

elde edilir.

() + o(wy, .. wr,, x),x € [0, 1],

>
I~

3|

Teorem 4.2. 7 ve h yeterince kii¢ik keyfi sayilar olsun. Sonra, (4.18) fark
semasin ¢ozumi asagrdakt tahminin yakinsamasing saglar,

max (E th(tk) — uf 2L )% < C(6, \) (7-% + h) , (4.19)

0<k<N

2h

ayleki C(9, \1) T ve h den bagimsizdar.

Teorem 4.3 iin ispat1 Teorem 4.2 in soyut formu temel alimarak ve A7 (2.21)
de taniml fark semalar: operatorlerinin simetri 6zelliginden istifade ile yapilir.

Ikici olarak, coknoktall yerel olmayan parabolik siir deger problemini (2.25)
ele alalm. (4.18) nun diskritizasyonu 6nce yapilanlar gibi. Ikinci asamada, (2.27)

i (4.6) ile yer degistirirsek

{ TAY ? TAZ 2
ul () — b (2) + (A T ()) ab (@) + P (@) = o),

tr g
i SOZ(:C’ k) = ; f fh(p7 a:)dwp + Ait f (p - tkfl)fh<p7 x)dwp, ly = kT7
k-1 k—1

!

(4.20)
1<k<N, zey,

J ~
ub(x) = '21 ajul, (2) + o(wy, .. wn,, ), 2 € Q.
\ J= T
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Teorem 4.3. 7 ve h yeterince kii¢iik keyfi saylar olsun. Sonra, fark semasu (4.20)
nin ¢ozumu asagidaki tahminin yakinsamasine saglar,

max (B " (t) — uf i) < O(5,a) (73 + 1),

0<k<N

ayleki, C'(6,\1), T ve |h| den bagimsizdur.

Teorem 4.3 iin ispat1 teorem 4.1 in soyut formu temel almarak ve A7 (2.26)

de taniml fark semalar: operatorlerinin simetri 6zelliginden istifade ile yapilir.
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Crank-Nicholson Fark Semasi: Standard Dist Wiener

Prosesli
Lemma 4.3. Asagqidaki ifadeler,
—r T C’1 o
HAﬁB’“ (rA)C (TA)HILHH < i 1<k<NO<B<r/2,r=12---
(4.21)
11— CITQ
|7 (B - eXp(—kTA))HH%H < ISk 1<k<N, 0<B<1, (422
A7 (e =c?)|,_, <O |(As—t) + DA (e =C?)| <O,
(4.23)

oyleki B = (I — %) (I+ %)_1, C = (I+ %)_1 dogrudur.

Lemma 4.4. Eger (2.2) dogruysa, operatdr

A

J
I - Z Oéj.BT
j=1
swnarl bir tersi vardar,
-1
I \,
T, =|1- Z a; B+ (4.24)
j=1
ve asaqidaki ifade saglanar,
el o < €6, ). (4.25)
J
Burada o = Y || < 1.
j=1

Ispat Ispat ficgen esitsizligi, ifade ( 1.8) ve 4.25) den istifade ile yapilir.

el < Il + 1l Il €0, )7

Simdi goknoktali yerel olmayan sinir deger 3/2-inci mertebeden yakinsak Crank-
Nicholson fark semasini problem (1.6) igin ele alalim. (1.13) ifadesinden ¢oknoktali
yerel olmayan sinir deger problemi yakinsaktir. Simdi su ifadelerin yakinsamasi

incelenmelidir,

—TA
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t
/k e_(t’“_s)Af(s)dws,
t

k-1

ve ¢oknoktali yerel olmayan sinir deger sartlari,

Zaj _'_90 Wy, wAJ)‘

Yerel olmayan sinir deger sartlari icin su kabulleri yapiyoruz,

A €10,7] ise &£ [73] dir

e~ ifadesini B = (I — ) (I+ %)_1% C*=(I+ %)_2 ifadesiyle,

e~ t=PA £ (p) ifadesini (I + (p — tr_1) A) C? f(p) ifadesi ile yer degistirirsek, Crank-

Nicholson fark semasini elde ederiz.

(

up — w1 + (I — B)ug_1 = C?py,
tr
or = f(tr—1)Awy + (f'(tr-1) + Af(fkfl))t J (s = tg—1)dws, 1 <k < N,

k—1
i Awtk:wtk—wtkil,lgng,

J
Uy = '21 aju[ﬁ] + gO(wxl,---,UJAJ)
]: T

\

Problem (1.6) nin yakinsak ¢oziimii igin denk formu tekrar yazarsak,

2
U — U1 + (TA+ (Tf) )u —i-( A e = O,
tk
or = [(tr—1)Awyy + (f'(tr—1) + Af(tkfl))t J (s =tp—1)dws, 1 <k <N,

k—1

Awtk = Wy, —wtk71,1 < k < ]\77

J
up = 2. aju [4] + P(Way Wi, )-
]:1 T

(4.26)
elde edilir.
Crank-Nicholson fark semasinin,
={ Uk — Uk—1 + ([ — B)Uk,1 = CQQOk,
i tr
{: or = f(te—1)Awy, + (f'(te—1) + Af@kfl))t [ (8 = tr—1)dws,
k—1
: 1<k<N,
:( uo veriliyor
Cauchy problem (2.7) i¢in tek ¢6ziimii vardir ve goyle formiile edilir,
k
= BMug+ > B"*C%p,. (4.27)

s=1
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Bu formiilden ve yerel olmayan sinir deger sartlarindan

J

Up = Z QU x; + (p(wAl,"',wAJ)v
Jj=1 T

elde edilir ve,

A

J A T A
=3 ;| Bxug+ Y. B77% C%p, | + plwy,..wy,).
=

s=1

Lemma 4.11 operator,

J \,
I - Z a; BT,
j=1
sinirh tersi vardir,
I v -t
TT = I — Z CY]BT
j=1
Boylece
[ X )
1 T X 1
Uy = TT { Z (67 Z BT_SCQQOS + QO(UJ,\L...’?JU)\J) } . (428)
L=l =1 )
Buradan, problem (4.26) in ¢6ziimii igin (4.27) ve (4.28) formiillerimiz vardir.

Simdi, fark semasi (4.26) nmin yakinsamasini aragtiralim.

Teorem 4.4. FEger,

2
H

£ O+ s 427 O+ o 4270

: 2
E HA%go(w,\h...7w>\J) + max <C,

H  t€[0,T)
dogruysa,

213 3
omax (B [lv(ty) = wlly)* < C(5,a)r

yakinsaktir. Burada C ve Cy(0, A1) T dan bagimsizdar.

Ispat (1.13) ve (4.28) formiillerini kullanarak sunu yazabiliriz

v(0) —up = (T = Tr)p(wx, ... wx,)
Aj

+(T=71,) Z a; / e_A()‘j_p)f(p)dwp
0



j=1

+7, i a; </ e_A()‘j_p)f(p)dwp
-y B < [ 1)+ () + AT ()0 = 1) Cdep>>

=P g+ P+ P+ P+ Psy,

oyleki,
PLJ = (T - TT)gp(wM’...vw)\,), (429)
Aj
Py = (X =T X Jay| [ e O f(s)du, (4.30)
j=1 0
A,
J T] is
Py, =7, Z e Z e~ ARt / e_A(tS_p)f(p)dwp (4.31)
j=1 s=1 ¢
ts
= [ [Ften) + () + AF(t2))(p = o)) € AC
ts—1
Aj
/ - Aj—te)A A
P =00 Y o] 3 (¢ - 5 (432
j=1 s=1
ts
$ [ 1F )+ (F () + AF () (p = o) €,
ts—1
A
J = A
P57(] :TTZ|()[J'|ZBT—S (433)
j=1 s=1
t
[ 1F )+ (F ) + AF () (p = ton)] 7 (6774 = €2) du,
ts—1
Simdi Py ; ya bakalm. Bitiin £ = 1,- - -, 5 lar icin ayr1 ayri ele alahm. P ;

den baglayalim. (1.13) ve (4.28) formiillerini kullanarak sunu elde ederiz,

A

J
T =TT, Y a; (e - BF). (4.34)

7j=1
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(4.34) ve (4.29) formiillerini kullanarak sunu yazabiliriz

J z;
Py="7.Y o <e’A’\f — BT) o(wy, .. wy,).
=1

P, ; nin beklenen degerenini tahmin edelim. Asagidaki ifadeden

1
2 2
H

< —AXN B%

2)%
H

1
(E ||P1,J||§{)2 < ||T||H—>H ||TT||H—>H

3

J 3 A
X <E S a;AE (e*“j — BT) A2
j=1

(4.22) ifadesini kullanarak sunu elde ederiz

@(w/\l,"nwk])

J
(EHPLJHQ) < Ci(6, M) Z|%\

)HHﬁH

X (E HA%gp(w,\l,A..,w)\J)

2)%

Simdi P ; yi tahmin edelim. (4.34) ve (4.30) formiillerini kullanarak sunu yazmak

< Cy(6, )72 (E HAW Wy, W)

miimkiin,

Aj

J
Py = TTTZocj (e Ao /e s)dws.
0

Jj=1

(1.7) ve (4.22) ifadelerinden hareketle sunu elde ederiz,

N

(ENPelz)
)\j AJ 3 : %
< —AN; _ BT)H /e‘A(Af‘S)Aif(s)dws
H—H 0 o
J A 2 2
<cssart Fioi ([l ol )

)\]
< Cy(6, ) 3<Z|aj/Af >
0

J
< C1(6, @) Z|oz]|

Nl

N

Jj=1
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< C4(6, ) 3(/”Af )

§C5(5,04)7'% (max HA f(s H >1

<s<T
Siradaki Ps; yi tahmin edelim. (4.15) ifadesinin yardim ile, son formiili,

liggen esitsizligini, (1.7) ve (3.4) tahminlerini kullanarak agagidaki ifade elde

edilir,
(EP;»,,J2>5<|TTH%H< |a]|2H s
. N
| [ apforese A>|H<A2f<p>+zAff<p>+Af~<p>>Hdpcu)
ts—1ts—1

S Cl (55 >\1)

[SIES

‘77 5= 1ts 1ts—1

(i %\Z/ / (te — N[ (42 +2Af/(p)+f"(p))i{dpd)\>

< Cy(6, M)72 (/ |(A2F(p) +24F (p )—l—f”(p))Hj{dp)
<.t s, (|42 + 147G+ 171

Siradaki P, ; yi tahmin edelim. (4.32) formiiliinii, ficgen esitsizligini, (4.25) , (1.7)
ve (4.22) tahminlerinden hareketle su denebilir,

(BIPusl5)” < ICrllirsm <E ] Z

H—H

N|=

/ [Ap -t +De™ )(Aif@s1>+A3f/<ts1>)12dp>

1
2

5 k=1 ls
2<Z/Af51+14f(81)) )

Slt 1
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3

< G627 max ([|a%r(s = D), + |A3r (s - 1)HZ>é

0<s<T

Son olarak P ; y1tahmin edelim. (4.33) formiiliinii, iggen esitsizligini, (4.25), (4.21)
ve (4.23) tahminlerinden istifade ile agagidaki,

P 3 3 A-ipas|’
(A _(Z i
/ 1o -t +pat e -,

-

<N (A3 + A2 ) o)

N

(6, M) 5<Z/)Afsl+Af<sl>)1 )

l\')

Sltgl

M\DD

< it g (Jakss - v}, + [atre - o)

elde edilir.

Py gy, k=1,---51 kullanarak agagidaki tahmini elde ederiz

(E l[olte) — wol%)? < Ca(8, )7t (4.35)

teorem 4.4 in ispati i¢in agagidaki tahmini elde etmek yeterlidir

Jnax (EJo(ty) — ukHH) < Cy(5, M)72 (4.36)

(1.13) ve (4.22) formiillerini kullanarak,

k te
v(ty) — ug = 6_kTAU(0) + Z e~ (k=s)rA / e_A(ts_p)f(p)dw

s=1 ts—1

s=1

By - Y. B ( [ aw-t) c2f<p>dwp>

—1

=D+ Dop+ D3+ Dyj + Ds
seklinde yazabiliriz,
oyleki,
([ J A

)
Dl,k = (e_kTA - Rk)T i Q /e_A(Aj_S)f(S)dws + cp(whw',wa)} )
J= 0

=1
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D2,k = Bk(U(O) - UO),

k
P = Z 6—(k—s)7’A
s=1

ts
X / [e_A(tS_p)f(p) - f(ts—l) - (f/(ts—l) + Af(ts—l))(p - ts—l)e_TA] dwpa
ts—1
k—1
D4,k _ Z (6—(k—5)TA i Bk—s)
s=1
ts
X / [e_A(tS_p)f(p) - f(ts—l) - (f/(ts—l) + Af(ts—l))(p - ts—l>e_TA] dwpa
ts—1
k
D5,k — Z Rk—s (e—TA . 02)
s=1
t
x / (e P f(p) = f(tamr) = (f'(tsm1) + Af (tsm1))(p — tomr)e™ ™ duvy,
ts—1
elde edilir.
Biittin m = 1,---,5 ler i¢in ayr1 ayr1 D,, & y1 tahmin edelim. D ; ile baghyalim.

tiggen esitsizligini, onceki sonuglar (4.21), (4.22) ve (4.21) 1 kullanarak, soyle yaz-

abiliriz,
(E|Drlly)?
—krA ky A—2
= (H(e - 574 H—H
(7 % V[P 2
x BT iz / )dws + A@(wh wAJ)}
j=1 0 i
J A 2\ 2
< C1(8, M\)72 < TY oyl / e AN Af(s)dw, + Ap(wy, ... wy, ) )
Jj=1 0 I

< 02(57 /\1)7_5 ||T”H—>H

Aj
(i ol [0, A2 s+ B bt o) )

N |=

2

< Cyfon) 3(/\1Af dstAs@Hj{)
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D=

< Cyfon) 3<</Af ds+EHA3gonI>

< G306, 0yt ((wax 42 r)])) + B |42

0<s<T

N

Simdi Dy, i tahmin edelim. (4.22) formiiliint kullanirsak,

(B0l < (|B, B 100) —wl3) < (B0 - wl)}

elde edilir.
(4.35) ifadesinin yardimuyla,

(E||Dag]l?)? < C(3,M)72,

formiiltinii yazabiliriz.
Simdi D3, y1 tahmin edelim. (4.15) formiiliini kullanarak,

S (p—N) (A2F(N) + 2AF' (N) + f/(N)) e N dAdw,,

k
DS,k _ Z ef(kfs)‘rA
s=1

ts—1ts—1

seklinde yazabiliriz.
Son formiilii kullanarak ve (1.7) ifadesinden istifadeyle,

(IDs1%)* < (ZH R

1
2

x / [ =2 e |(A2f<p>+2Af/<p>+f”<p>)f,dpdx>

ts—1ts—1

NI

< (6, M) <Z/ / (ts = N (A2 —|—2Af’(p)+f”(p))“j{dpd)\>

$ lts 1ts—1

2

[e=]
-

< Cy(0, M) max ([42£s)[ +IAF G+ 176 5)

elde edilir.

Siadaki D, y1 tahmin edelim. Uggen esitsizliginden, (3.1),(1.7) ve (3.2)

tahminlerinden istifade ile,

75



(BDul?)? < (Z A% ( — )|

H—H

1
2

/ (A~ )+ D™, )(Aif@snw%f’(tsn)ﬁfdp)

3k1t5 :
C(0,A) z<2/Afsl+Af(sl>) >

Sltgl

3

|

< Cy(0, \)T Jnax. (HA f(s—1 Hj{ + HA%JN(S - 1)Hj{>é

elde edilir.

Son olarak Dsj, y1 tahmin edelim. Ucgen esitsizliginden, (3.1) ve (3.2) tah-

minlerinden istifade ile agagidaki ifadeleri yazabiliriz.

EIDl) < (Sat -,

1
2

/H —t51+I)BkS

H—H H (A%f(tsfl) + A%fl(ts—1)) HZ dp>

c6A s<z/;Afsl+Af<sl>)1 )

Sltsl

< .07 g (|t = ff, + 4t - vf},) "

0<s<T
D1k, Dag, D3y, Dyy ve Dy leri birlestirirsek, (3.33) elde edilir. Teorem 4.4

ispatlanmigtir.

Simdi teorem 4.4 {in uygulamasma bir goz atalm. Ik olarak, bir boyutlu
yerel olmayan stokastik parabolik denklem icin sinir deger problemine bakalim.
Problem (2.20) nin diskritizasyonu benzer sekilde iki agamahdir. Iki bir 6nceki

gibi. Ikinci agsamada, (2.22) bunu (4.26) fark semasi ile yer degistirirsek,
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—aa )+ (a4 ) ) + PR ) = el

_----___---_“
<
>
&

op(z, k) = fh(tk_l, ) Awy,

( e M o) | g f"(tkl,w)> j (p—te)dwy, b= kT (437)
E 1<k<N, xe€|0,1],
() = 5 o, (2) + ol ) € 0.1

elde edilir.

Teorem 4.5. 7 ve h yeterince kii¢ik keyfi sayilar olsun. Sonra, (4.37) fark

semasin ¢ozumi asagrdakt tahminin yakinsamasing saglar,

max <E th(tk) - uZH;h)% < C(6,\) (T% + h) , (4.38)

0<k<N

oyleki C(6,\1) T ve h den bagimsizdr.

Teorem 4.5 in ispati Teorem 4.4 in soyut formu temel almarak ve A7 (2.21) de
tanimh fark semalar1 operatorlerinin simetri 6zelliginden istifade ile yapilir.

Ikici olarak, coknoktali yerel olmayan parabolik simir deger problemini (2.25)
ele alalm. (4.37) nun diskritizasyonu 6nce yapilanlar gibi. Ikinci asamada, (2.27)

yi (4.26) ile yer degistirirsek,

@) — )+ (741 + T Y upe) + O g @) = ),
o0 k) = [ (b, ) Ay,

( G b UKD +A;;fh(tk_1,x))ttf (p— tp_1)dw,, t, = kr (4.39)
i 1<EkE<N, ze€y,

elde edilir.

Teorem 4.6. 7 ve h yeterince kii¢iik keyfi sayular olsun, sonra, (4.39) fark semasinin

cozimi asagqidaki tahminin yakinsamasini saglar,
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max (E " () — ul i) < C(6,0) (72 +[h[*),

0<k<N

dyleki C(6,\1) T ve |h| den bagimsizdar.

Teorem 4.6 in ispat1 Teorem 4.4 in soyut formu temel alinarak ve A7 (2.21)

de tamiml fark semalar1 operatorlerinin simetri 6zelliginden istifade ile yapilir.
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SAYISAL SONUCLAR

Simdi yerel olmayan siir deger problemi i¢in sayisal uygulama yapacagiz.

dv — Vgpdt = e tsinzdw, 0 <t <1, 0<zx<m,

v(0,2,0 ) =v(l,7,w; ) +sinz — e tsinzw, —etsinz, 0<z<m,
v(t,0,wy) = v(t,mw, ) =0, 0<t<1,

w, =t€, €€ N(0,1), 0<t<1

(5.1)

e\ e

Bir boyutlu stokastik parabolik denklemi (5.1) nin diizgiin ag uzayinda sayisal

¢oziimiine bir goz atalim.

0,1] x [0,7], = {(tx,xn) it =kr, 0<k <N, NT=1,

x, = nh, 0<n<M, Mh=r}.

Ilk énce sunu hatirlayalim, yerel olmayan sir deger problemi (5.1) icin fark
semasi t de 1/2—inci mertebeden = de ise ikinci mertebeden yakinsaktir ve prob-
lem sudur,

=k a0 )r(VEr - /(= D7) €

k
[, zy) =esing, 1<k<N-1,1<n<M-1,

»
0

o N . —
U, = U, +SMT, —e

S

(5.2)
uk, =0, 0<k <N,

Ysinz,w; — e 'sinz,, 0 <n < M.

Boylece, (N +1) x (M +1) tane lineer denklemler sistemi vardir. Bunu matris
formda yazalim,
(
' Aupi1 +Bu, +Cup 1 =Dg,, 1<n<M-—1,

i Up=0, Uy=70.

(5.3)
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h 0
on 0
%
Burada ¢, = | ©? ,0=10 ,
N
Pn | (N+1)x1 L 0 J(N+1)x1

902:07 1§n§M7¢fL:f(tk7xn)T<Vk —v(k’—l)T)g,lSkSN, 1<
n<M,

[0 0 0 0 00 0 0]
0 a 00 ..00 0 0
00 a 0 ..00 0 0
000 a ..00 0 0
A — )
0000 ..a 00 0
00 00 ..0a 0 0
0000 ..00 a 0
LO 00 0 0 0 a-(N+1)><(N+1)
(1000 .00 0 —1]
b e 0 00 0 0
0b ¢ 0 ..00 0 0
00 b c ..00 0 0
B: )
00 0 0 c 0 0 0
00 0 0 b ¢ 0 0
0000 ..00b ¢ O
(00 0 0 00 b e J v
a=(=) b=(-1D,c=(1+3) veC=4
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_ - [ uo ]
1 0 0 0 0 °
u,
0O 1 0 0 O
us
0O 0 1 0 0
D = y Us = Ug y §= N —
0 0 0 1 0
uév_l
0O 0 O 0 0
- - (N+1)x(N+1) uy
- e 4 (N+1)x(1)
1, n, n+1.

Son matris denkleminin ¢oziimiinde diizeltilmis Gauss eleme metodu kul-

lanilmigtir. Asagidaki form dan istifadeyle matris denklemine ¢oziim arayacagiz.

%
Un = Qp1Uns1 + Bop1, n=M =1, Luy= 0 =[0](np1)x1, (5.4)

a; ,lar (N+1)x (N +1) kare matrisleri ve 5;, ler (N+1)x 1 siitun matrisleri
ve (j=1,..., M — 1) agagidaki gibi tamiml,

Opy1 = —(B+Ca,) " A, (5.5)

Bpsr = (B4 Con) " (Dpn—CBy),n=1,--- M—1.

_ - [0 ]
0O 0 O 0
0
0O 0 O 0
0
Buradaa;=|{0 0 0 .. 0 1=
0O 0 0 .. 0
L 4 (N+1)x(N+1) 0
L (N <1

Son olarak 0 beklenen deger ve 1 varyansh 1000 rastgele say1 olugturalim.
E=[y1,y2---sy1000)7 i ve & = y; j:1 to 1000 olsun.
Tam ve tahmini ¢oztimlerin ag noktalarinda farklar karesinin beklenen degeri

soyledir;
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1. Tablo Hata Analizi

N/M 10/30 20/60 30/90 40/120 50,150

Fark Semasi(5.2) 0.0929 0.0401 0.0355 0.0187 0.0175

Ikinci olarak, yerel olmayan smir deger problemi (5.1) icin fark semas: ¢ de

3/2—inci mertebeden z de ise ikinci mertebeden yakinsakdir ve problem su dur,

(& E—1 _ T“ﬁ+1_2“§+“ﬁ71 +7_2“ﬁ+2_4“ﬁ+1+6“§L—4“ﬁ71+“ﬁ72
n n h2 2h4

o= f(tho1, 0) Awy,

(= fra(tomt, o) + [/ (tro1, 0))ik (5 — tpo1)dws + 5 f (tpor, 2 ),

flt,2) = e“tsinz, Aw, = (VT —/(k—1)7) €,

1<k<N, 2<n<M-2, . (5.6)
ugzuﬂzo, 0<k<N,

! k_ 4,k 1,k

ko _ 4,k 1,k

Uy = 5Un—p — 5Un—g 0 S K SN,
0
n

[ w) —ul =sinz, —etsinz,wy — e tsinz,, 0 <n < M.

Boylece, elimizde (N 4 1) x (M + 1) lineer denklemler sistemi var.
(. & 1 ]k

gt + (7 — dgj] wi

[ A ]

P [ g i g

=¢F 0<k<N,2<n<M-2,

buf=uk, =0, 0< k<N,

ukzgu’;—%u’g, 0<k<N,

1
E_ 4,k 1,k
Uy, = 5Unp — 5Un-3, 0<E <N,
t u%—uﬁ]:Sinmn—e_lsinxnwl—e‘lsinxn, 0<n< M,
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oyleki,

W =0,1<n<M,

O = f(ter, 20) Awyy, + (= Fon(tho1, )

f (1, ) ) (5 — try)dws + T F(thor, Tn ),

1<k<N,2<n<M-2.

e e e e e e N e e e

Bunu matris formda yazacagiz

:f Atpio+ B uyyy +C up + Duy g + Euy o = Ry,

g

5 5

1

—
4 1
1 o=uy= 0, up = zus — zus,
1
| 4
L UM—1 = sUp—2 — gupm—3, 2<n<M-—2,

oyleki ] )
0
Pn
ol
Pn=1 o

A= ,
00 0 z 0
000 . 0
L d (N1 x(N+1)
(000 .0 0]
0y 0 ..00
0 00
B= Y
000 .. yo0
000 .. 0y
L d(NE1)x(N+1)
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- 4 (N+1)x(N+1)
ve D=B, E=A,
. T2 T 272 i 27 N 37‘2]
= — €T _— = —=——————— = _— —_
b T o VT T T PR
(100 .. 00]
010 ..00
0 0 1 0 0
R = ,
000 ..10
000 .. 01
- L (N DX (N+1)
T
Yl
u
us = | u? , oylekis=n—2,n—1,n,n+1,n+2.
Y1
uy
L J(N+1)x(1)

Son matris denkleminin ¢oziimiinde diizeltilmis Gauss eleme metodu kul-

lanilmigtir. Asagidaki form dan istifadeyle matris denklemine ¢oziim arayacagiz.

Up = Op4+1Un+1 + 5n+1un+2 + Yn+1, N = M — 27 T ]-7 07
—
uy = 0,

upr—1 = [(Bar—2 +5I) — (41 — apg_o)aps 1]
x[(4I — apr—2)ym—1 — Ym-2-

o e N e
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Burada o , 8, (j=1: M —1)lar (N +1) x (N + 1) kare matrisleri ve ~,-s

ler (N + 1) x 1 stitun matrisleridir.

000 0 0 00 0
0 00 0 0 00 0
ap=000 .. 0 ., Bi=100 0 0 )
000 ..0 000 .. 0
L 4 (N+1)x(N+1) L 4 (N+1)x(N+1)
0 0
0 0
Y1=10 y o Y2=10 )
0 0
L 7 1 (N+1)x(1) L A (N+)x(D)
» } _ }
= 00 0 —% 0 0 0
4 1
0 £ 0 0 0O — 0 .. 0
az=10 0 3 0 , P=| 0 0 -} 0
000 .. 4 o o0 o .. —%
L 5 J(N+1)x(N+1) L 5 J(N+1)x(N+1)

Son olarak 0 beklenen deger ve 1 varyansh 1000 rastgele say1 olusturalim.

E=[y1,y2,m - 7Y1000]T :ve & = y; j:1 to 1000 olsun.

Tam ve tahmini ¢oztimlerin ag noktalarinda farklar karesinin beklenen degeri

sOyledir;

2. Tablo Hata analizi

N/M 10/30 20/60 30/90 40/120 50,150

Fark Semasi(5.6) 0.0072 0.0057 0.0043 0.0037 0.0030

85



Uciincii olarak , yerel olmayan siir deger problemi (5.1) i¢in Crank-Nicholson

fark semasi ¢ de 3/2— inci x de ikinci mertebeden yakinsakdir ve problem gu dur,

—4u’fl_~_1 +6u’fb —4qu_ 1 +ufl_2
4h4

f uk  —ouk fuk uk
uﬁ_uﬁ—l_ n+41 h2n n—1 +7.2 n+2

! +Tzu51§—4ui111+6ﬁj—4uii:11+uii:§
= f(tr—1,xn)Awy,
(= fow (i, 20) + f' (i1, In))iﬁ_l(s — tp—1)dws + 5 f(tp—1, 70 ),

b f(t,x) = e tsing, Awy, = (VEkT — (k- 1)7) €,

1<k<N,2<n<M-2

(5.7)

bk =uk =0, 0< k<N,

k _ 4,k 1,k

ko 4k 1,k
1 Upr— = 5Up—2 — 5UNM-—3; 0<k<N,

u —uY =sinz, — e sinz,w; — e lsiny,, 0 <n < M.

\

Boylece, elimizde (VN 4 1) x (M + 1) lineer denklemler sistemi var.
T2 72 k— T2
Tilige T gt + [~ = fa] una
P ]+ [FL Sl [ ]

7_2 ,[_2
P [ v+ [
Fut b =k 1<E<N, 2<n<M-2,
buf=uk, =0, 0< k<N,
k k

u1:§u2—%u’§, 0<k<N,

ko _ 4,k 1,k
Uy, = 5Unp — 5Un—3, 0<E <N,

u% —uiv =sinx, — e 'sinz,w; —e tsinz,, 0 <n < M,

—

oyleki,

e =0,1<n<M,

wh = fth-1, o) Awyy, + (= fao(tho1, 24)

+f (b1, n) )i (5 — tpoa)dws + 5 f(tro1, 2n ),
1<k<N, 2<n<M-—2,

P N

Bunu matris formda yazacagiz.
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{ At + B tpss + C oty + Dty + By = Rp,, 2<n < M—2,

—
— _ _ 4 1
{ ug =uy = 0, ur = juz — sus,
i _ 4 1
| UmM-1 = gUpm—2 — 3UM-3;
oyleki,
0
Pn
1
Pn
- 2
Pn = ¥n
N
| #n | (N+1)x1

A= ,
00 0 z 0
0O 00 . z =z
L 4 (N+1)x (N+1)
(000 .. 00|
t y 0 ... 00
0ty .. 00
B = 4
000 .. yo0
000 .. ty
L J (N X (V1)
(1.0 0 0 —1 |
p z 0 0 0
0 p 2 0 0
o
00 0 20
000 ... p =z
L 4 (N+1)x (N+1)
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ve D=B, E=A,

2ht’ 4h*’ h?  hY
t = - z [1+—+3—72]
h*’ h? 2%V

R = ;
000 .. 10
000 .. 01
: J(NH DX (N+1)
T
Yl
u;
us = | u? , oylekis=n—2,n—1,nn+1,n+2.
Y1
uy
. J(v+1)x(1)

Son matris denkleminin ¢oziimiinde diizeltilmis Gauss eleme metodu kul-

lanilmigtir. Asagidaki form dan istifadeyle matris denklemine ¢oziim arayacagiz.

2

n = Qni1Uns1 + /BnJrlunJrQ + Vg1, N = M — 27 R 17 07
%
=0, uy_1=[By_2+5I)— (4l —ay_2)ap 1]

X[(41 — anr—2)Ynm—1 — Y—2)-

Q

M

|

Burada o , 85, (j=1:M —1)lar (N+1) x (N + 1) kare matrisleri ve v;-s

are (N + 1) x 1 siitun matrisleridir.
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0 00 0 00
0 00 0 00
ar=10 0 0 0 B = 00 ;
0 00 0 00
L J(N+1)x(N+1) 4 (N+1)x(N+1)
0
0
1=10 Yo =
0 0
L 7 1 (N+1)x(1) L (V)< (1)
- 4 - r 1 T
100 ..0 - 0 0 0
4 1
0 : 0 .0 0 — 0 .. 0
=100 % .0 , =] 0 0 —% 0
000 .. % 0 0 0 .. —%
L J(N+1)x (N+1) L 4 (N+1)x(N+1)

Son olarak 0 beklenen deger ve 1 varyansh 1000 rastgele say1 olugturalim.
€:[y17y27 ..... 7Y1OOO]T . ve 5] =Yj Jl to 1000 olsun.
Tam ve tahmini ¢oztimlerin ag noktalarinda farklar karesinin beklenen degeri

sOyledir;

3. Tablo Hata analizi

N/M 10/30  20/60 30/90 40/120 50,150

Fark Semas1(6.7) 0.0117 0.0063 0.0053 0.0031 0.0029
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SONUCLAR

Bu tez yerel olmayan stokastik parabolik sinir deger denklemlerine fark semalar:

aragtirmak icin yazilmistir. Orjinal sonuclar1 asagida kisaca tekrarlayalim.

e 1/2—inci mertebeden yakinsak Rothe fark semasi

t
Utk — s + 7 A = g = | F(8)dw, ty = kr1 <k < N,
t

k—1
J
1 Uy = Zl @JU[/\J] + (70(/11]/\1,,.,7’(1))\‘])
J= T
Problem (1.6) in yaklagik ¢dziimii igin standard wiener prosesli olani ince-
lenmigtir. Fark semasinin tahmini ¢oztimiiniin yakinsamasi ispat edildi. Uygulama

olarak, yerel olmayan iki ¢coknoktali stokastik parabolik sinir deger denkleminin

sayisal ¢oziim fark semasinin yakinsama tahmini elde edildi.

e 1/2—inci mertebeden yakinsak Rothe fark semasi

f up — Up—1 + TAug = f(te—1)(wy, —wy,_,), th =k7,1 <k <N,

J
i Up = 2 O‘J'u[ﬁ] + (p(w)\l,“-,wAJ)
j=1 =

Problem (1.6) in yaklagik ¢Oziimii i¢in standard wiener procesiz olani ince-
lenmigtir. Fark semasinin tahmini ¢oztimiiniin yakinsamasi ispat edildi. Uygulama
olarak, yerel olmayan iki ¢oknoktali stokastik parabolik sinir deger denkleminin

¢oziim fark semasimin yakinsama tahmini elde edildi.

e 3/2—inci mertebeden yakinsak kapali fark semasi

uk_ukfl‘i‘(TA‘i‘#)uk:@ka tr =kr,1 <k <N,

173
or =1* f(p)dw, + A f (p — tr—1) f(p)dwy,
k—1

J
Uy = -El ajur; + @(wy,,.. wx,)
j= 7

o e N e
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Problem (1.6) in yaklagik ¢dziimii igin standard wiener prosesli olani ince-
lenmigtir. Fark semasinin tahmini ¢oztimiiniin yakinsamasi ispat edildi. Uygulama
olarak, yerel olmayan iki ¢coknoktali stokastik parabolik sinir deger denkleminin

¢oziim fark semasimin yakinsama tahmini elde edildi.

e 3/2—inci mertebeden yakinsak kapali fark semasi

2
Uk—uk—1+(7'z4+%)uk=¢k, 1<k<N,
t

or = f 1) Awy, + (F/(ter) + Af(te1)) | (s — ty1)duw,,

tk—1

Awtk :wtk —wtk_Nl S k S N,

P N,

Z AUy + o(wxy Wi, )

Problem (1.6) in yaklagik ¢Oziimii igin standard wiener prosessiz olani ince-
lenmigtir. Fark semasinin tahmini ¢oztimiiniin yakinsamasi ispat edildi. Uygulama
olarak, yerel olmayan iki ¢coknoktali stokastik parabolik sinir deger denkleminin

¢oziim fark semasinin yakinsama tahmini elde edildi.

e 3/2—inci mertebeden yakimsak Crank-Nicholson fark semasi

2
U — Up— 1+(7'A+ (rA” )Uk+%uk—1=90lm

or =1, f(p)dw, + At [ (p — te-1) f(p)dwy,

J
o = X ajuy + @(Wa W)
ji

Problem (1.6) in yaklagik ¢6ziimii i¢in standard wiener prosesli olani ince-

N

lenmigtir. Fark semasinin tahmini ¢oziimiiniin yakinsamasi ispat edildi. Uygulama
olarak, yerel olmayan iki ¢coknoktali stokastik parabolik sinir deger denkleminin

¢oziim fark semasimin yakinsama tahmini elde edildi.

e 3/2—inci mertebeden yakimsak Crank-Nicholson fark semasi

2
uk—uk,1+(TA+(Tf) )u + A” )uk 1= Ok,
t

o1 = f(tia) S+ (F(t51) + Af (1)) S (5t

k—1

o e N e

J
Uy = -El ajur; + @(wy,,.. wx,)
j= 7
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Problem (1.6) in yaklagik ¢Oziimii igin standard wiener prosessiz olani ince-
lenmigtir. Fark semasinin tahmini ¢oztimiiniin yakinsamasi ispat edildi. Uygulama
olarak, yerel olmayan iki ¢coknoktali stokastik parabolik sinir deger denkleminin

¢oziim fark semasimin yakinsama tahmini elde edildi.

e Bir boyutlu parabolik denklemlerin ¢oziimleri i¢in olusturlulan fark gemalarinin

teori kismi sayisal uygulamalarla desteklenmistir.
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EK

Rothe Fark Semas: icin Rastgele 1000 Rakamla Olusturulan Matlab

Uygulamasi.

function p=EulerRotherMethod(N,M)
% Computes numerical solution of the equation by
% using the Euler Rother Method.
% dU-Uxxdt=ftx(t,x,Wt);
% U(0,x,ksi)=0,U(t,0,ksi)=0,U(t,pi,ksi)=0: boundary condition
% A U(n+1)4B U(n)+C U(n-1)= fii(:,n);
% f(t,x,ksi), rox(x), exact(t,x,ksi) are given sub functions.
% INPUT: N, M step numbers:
% dU-Uxxdt=E" (-t*sin(x)dwt;
% U(0,x,ksi)=U(1,x,ksi);
% U(t,0,ksi)=U(t,pi,ksi)=0;
% U(t,x,ksi)=exp(-t)*sin(x)sqrt(t)ksi;
if narginjl; N=50 ; M=150 ; end;
close; close;
aaa=1;
ksi=randn(1,100);
s=0;
for m=ksi;
s=s+1; % index of ksi
tau=1/N; h=pi/M;
v=-tau/(h"2);
for i=1:N+1; A(i,i)=v;
A(1,1)=0;A(i,1)=0;A(1,i)=0;end ;
alfa= 14 2*tau/(h"2) ;
for i=2:N+1; B(i,i)=alfa; end;
for i=1:N; B(i+1,i)=-1 ;B(1,N+1)=-aaa ; end,;
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B(1,1)=1; C=A;

for i=1:N; D(i,i)=1; D(N+1,N+1)=0;end ;
alpha{1l}= zeros(N+1,N+1) ; betha{l}= zeros(N+1,1) ;
%fii(:,j) ;j-th column matrix’ ;

for j=1:M,;

x=j*h;

for k=1:N+1;

fii( k.j:j,s) = f(k-1,tau,x,m); 'right side function ’;
end;

fii(1,j:j,s)=rox(x,m); ’given sub function ’;

end;

%alpha(:,:,j) : j. alpha and betha(:,j) :j-th betha’ ;
for j=1:M-1;

Q=inv(B+C*alpha{j});

alpha{j+1}= - Q*A ;

betha{j+1}= Q*(D*( fi(-§5))-(C* betha{j}) )
end;

COMPUTE U(n);

U( N+1,M:M,s)= 0; % U(M)=0 ;

for z= M-1:-1:1 ;

U(:,z,s) = alpha{z+1}* U(:,z+1,s) + betha{z+1};

end;
U(1,:,:)=0;
for z= 1:M ;

p(:,z+1,8)=U(:,2,8);’U(0)=0";

end;

EXACT SOLUTION OF THIS PDE ;
for j=1:M+1;

for k=1:N+1;

t=(k-1)*tau;

x=(-1)*h;

es(k,j,s) =exact(t,x,m);
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end;

end;

end; % end for ksi

ERROR ANALYSIS;
normes2=h*tau*sum(sum(sum(es."2)))/s;
normapp2=h*tau*sum(sum(sum(p."2)))/s;
normerror2=h*tau*sum(sum(sum(es-p)."2))/s;
relativeerror=normerror2 /normes2;

tots=es(:,:,1);

for d1=2:s;

tots=tots+es(:,:,d1);

end;

es=tots/s;

ptots=p(:,:,1);

for m1=2:s;

ptots=ptots+p(:,:,;ml);

end;

p=ptots/s;

cevap= [normes2,normapp2,normerror2,relativeerror]|
%table=[es;pl;table(1:2:end,:)=es; table(2:2:end,:)=p;
GRAPH OF THE SOLUTION
g=min(min(table)); w=max(max(table));

surf(es); titleCEXACT SOLUTION); view(-60,16);
set(gea, ZLim’ [q w]);

surf(p); titleCEULER YAKLAIK COZUMLERY’); rotate3d ;view(-60,16);
set(gea, ZLim’,[q w]);

subplot(2,1,1), surf(es)

rotate3dd;

subplot(2,1,2), surf(p)

SUB FUNCTIONS

function rx=rox(x,ksi)

E=exp(1);
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rx=-E"(-1)*sin(x)*ksi;

function estx=exact(t,x,ksi)

E=exp(1);

estx=E"(-t)*sin(x)*(t"(1/2))*ksi;

function ftx=f(k,tau,x ksi)

E=exp(1);

ftx=E"(-k*tau)*sin(x)*((k*tau) " (1/2)-(k*tau-tau) " (1/2))* ksi;

Kapali Fark Semas: i¢in Rastgele 1000 Rakamla Olusturulan Matlab

Uygulamasi.

function [table,es,p]=secondorder(N,M)
% Computes numerical solution of the equation
% dU-Uxxdt=ftx(t,x,Wt);
% U(0,x,ksi)=0,U(t,0,ksi)=0,U(t,pi,ksi)=0: boundary condition
% A Um+1)+B U(n)+C U(n-1)= fii(:,n);
% f(t,x,ksi), rox(x), exact(t,x,ksi) are given sub functions.
% INPUT: N, M step numbers:
% dU-Uxxdt=E"(-t)*sin(x)dwt;
% U(0,x,ksi)=0;
% U(t,0,ksi)=U(t,pi,ksi)=0;
% U(t,x,ksi)=exp(-t)*sin(x)sqrt(t)ksi;
% A U(n+2)4B U(n+1)+C U(n)+DU(n)+EU(n-1)+FU(n-2)= R fii(:,n)
% rsf(t,x,a)=(I4(tau/2)A)f(t,x),
% alx(x), exact(t,x) are given sub functions
if narginjl; N= 50 ; M= 150 ; end;
close;close;
ksi=randn(1,100);
g=0;
for m=ksi;
g=g+1; % index of ksi
tau=1/N; h=pi/M;
aaa=1; %u(0)=aaa.u(1)+alx(x)
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x= tau"2/(2*(h"4)); A=zeros(N+1,N+1);

for i=2:N+1; A(ii)=x; end ;

E=A ;

y= -tau/(h"2)-2*tau"2/(h"4) ;B=zeros(N+1,N+1);

for i=2:N+1; B(i,i)=y;end ;

D=B;

z= 1+ 2*tau /(h"2) + 3*tau"2/(h"4) ; C=zeros(N+1,N+1);
for i=2:N+1; C(ij)=z; end; ¢(1,1)=0;

s=-1;

for i=1:N; C(i+1,i)=s; end;

C(1,1)=1,; C(1,N+1)=-1;

R=eye(N+1,N+1);

alpha{1l}= zeros(N+1,N+1) ;

betha{l}= zeros(N+1,N+1) ;

gamma{l}= zeros(N+1,1) ;

alpha{2}= (4/5)*eye(N+1) ;

betha{2}= (-1/5)*eye(N+1);

gamma{2} = zeros(N+1,1);

'fii(:,j) :j-th column matrix’ ;

for j=1:M;

x=j*h;

for k=1:N+1;

fii(k,j:j,g) = f(k-1,tau,x,m); 'right side function ’;

end;

fii(1,j:j,g)=rox(x,m); ’given sub function ’;

end;

‘alpha(N+1,N+1,j) ve betha(N+1,j) ler hesaplanacak’ ;
for n= 2:M-2 ;
K=C+D*alpha{n}+E*betha{n-1}+E*alpha{n-1}*alpha{n} ;
betha{n+1}= - inv(K)*(A) ;

alpha{n+1}= - inv(K)*(B +D*betha{n}+E*alpha{n-1}*betha{n});
gamma{n+1}= inv(K)*( R*fi(:,n:n,g) - D*gamma{n} ...
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- E*alpha{n-1}*gamma{n} - E¥gamma{n-1} );
end;

"EXACT SOLUTION OF THIS PDE’ ;

for j=1:M-+1;

for k=1:N+1;

t=(k-1)*tau;

x=(j-1)*h;

es(k,j,g) =exact(t,x,m);

end;

end;

INITIAL VALUES OF U IS OBTAINED HERE;
I=eye(N+1); U(L:N+1,M:M,g )= 0 ;

U(:, M-1,g) = inv( betha{M-2} + 5*I - (4*I-alpha{M-2} )*alpha{M-1} )*...
( 4*gamma{M-1} - alpha{M-2}*gamma{M-1} - gamma{M-2});
COMPUTE U(n)

for z= M-2:-1:1 ;%% % %M-3;
U(:,z,g)=alpha{z+1}*U(:,z4+1,g)+betha{z+1}*U(:,z+2,g) +gamma{z+1};
end;

U(1,:,:)=0;

for z=1: M ; p(:,z4+1,g)=U(:,z,g); end,;

end; % end for ksi

'ERROR ANALYSIS’ ;

normes2=h*tau*sum(sum(sum(es."2)))/g;
normapp2=h*tau*sum(sum(sum(p."2)))/g;
normerror2=h*tau*sum(sum(sum(es-p)."2))/g;
relativeerror=normerror2 /normapp2;

cevap= [normes2 normapp2,normerror2,relativeerror|

tots=es(:,:,1);

for d1=2:g;

tots=tots+es(:,:,d1);

end;

es=tots/g;
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ptots=p(::1);
for m1=2:g;

ptots=ptots+p(:,:,;m1);

end;

p=ptots/g;

%table=[es;pl;table(1:2:end,:)=es; table(2:2:end,:)=p;

GRAPH OF THE SOLUTION

q=min(min(table)); w=max(max(table));

surf(es); titleCEXACT SOLUTION); view(-60,16);

set(gea, ZLim’ [q w]);

surf(p); titleCEULER YAKLAIK COZUMLERY’); rotate3d ;view(-60,16);
set(gea, ZLim’ [q w]);

subplot(2,1,1), surf(es)

rotate3d;

subplot(2,1,2), surf(p)

SUB FUNCTIONS

function rx=rox(x,ksi)

E=exp(1);

rx=-E"(-1)*sin(x)*ksi;

function estx=exact(t,x,ksi)

E=exp(1);

estx=E"(-t)*sin(x)*(t"(1/2))*ksi;

function ftx=f(k,tau,x,ksi)

E=exp(1);

ftx=E"(-k*tau+tau)*sin(x)*(((k*tau) " (1/2)-(k*tau-tau) " (1/2))*(1+tau/2)...
-2/3*(k*tau) " (3/2)-4/3* (k*tau-tau) " (3/2)...
+2*(k*tau-tau)* (k*tau) " (1/2))*ksi;

Crank Nicholson Semasi icin Rastgele 1000 Rakamla Olusturulan Mat-
lab Uygulamasi.

function [table,es,p]=cranknicholsonmethod(N,M)

% Computes numerical solution of the equation by cranknicholson method
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% dU-Uxxdt=ftx(t,x,dWt);

% U(0,x,ksi)=0,U(t,0,ksi)=0,U(t,pi,ksi)=0: boundary condition
% A U(n+1)4B U(n)+C U(n-1)= fii(:,n);

% f(t,x,ksi), rox(x), exact(t,x,ksi) are given sub functions.
% INPUT: N, M step numbers:

% dU-Uxxdt=E"(-t)*sin(x)dwt;

% U(0,x)=u(1l,x);

% U(t,0,ksi)=U(t,pi,ksi)=0;

% U(t,x,ksi)=exp(-t)*sin(x)sqrt(t)ksi;

if narginjl; N= 10 ; M= 30 ; end;

close; close;

ksi=randn(1,100);

s=0;

for m=ksi;

s=s+1; % index of ksi

tau=1/N; h=pi/M;

aaa=1; %u(0)=aaa.u(1l)+alx(x)

x= -tau/(2*(h"2)) ;

for i=2:N+1;
A(ii)=x;

end ;

for i=1:N;
A(i+1,i)= x ;
end ;

y=1+ tau/(h"2) ;
z=-1+ tau/(h"2) ;
for i=2:N+1;
B(ii)=y;

end;

for i=1:N;
B(i+1,i)=z;

end;
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B(1,1)=1;

B(1,N+1)=-aaa;

C=A;

for i=1:N+1;

D(i,i)=1 ;

end;

alpha{1}= zeros(N+1,N+1) ;

betha{l} = zeros(N+1,1) ;

fii(:,j) :j-th column matrix’ ;

for j=1:M,

x=J*h;

for k=1:N+1;

fii(k,j:j,s) = f(k-1,tau,x,m); 'right side function ’;
end;

fii(1,j:j,s)=rox(x,m); ’given sub function ’;

end;

‘alpha(:,:,j) : j. alpha and betha(:,j) :j-th betha’ ;
for j=1:M-1;

Q=inv(B+C*alpha{j});

alpha{j+1}= - Q*A ;

betha{j+1}= Q*(D*( fii(:,j,5))-(C* betha{j}) );
end;

COMPUTE U(n);

U( N+1,M:M,s)= 0; % U(M)=0 ;

for z= M-1:-1:1 ;

U(:,2,8) = alpha{z+1}* U(:,z+1,s) + betha{z+1};
end;

for z= 1:M ;

p(:,z+1,8)=U(:,2,);"U(0)=0%;

end;

OBTAIN THE GRID VALUES OF EXACT SOILUTION OF THIS PDE;
for j=1:M+1;

105



for k=1:N+1;

t=(k-1)*tau;

x=(-1)*h;

es(k,j,s) =exact(t,x,m);

end;

end;

end; % end for ksi

ERROR ANALYSIS;
normes2=h*tau*sum(sum(sum(es."2)))/s;
normapp2=h*tau*sum(sum(sum(p."2)))/s;
normerror2=h*tau*sum(sum(sum(es-p)."2))/s;
relativeerror=normerror2 /normapp2;

cevap= [normes2,normapp2,normerror2 relativeerror
tots=es(:,:,1);

for d1=2:s;

tots=tots+es(:,:,d1);

end;

es=tots/s;

ptots=p(:,:,1);

for m1=2:s;

ptots=ptots+p(:,:,;m1);

end;

p=ptots/s;

%table=[es;pl;table(1:2:end,:)=es; table(2:2:end,:)=p;
GRAPH OF THE SOLUTION
q=min(min(table)); w=max(max(table));

surf(es); titleCEXACT SOLUTION’); view(-60,16);
set(gea, ZLim’ [q w]);

surf(p); titleCEULER YAKLAIK COZUMLERY"); rotate3d ;view(-60,16);
set(gea, ZLim’ [q w]);

subplot(2,1,1), surf(es)

rotate3dd;
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subplot(2,1,2), surf(p)

SUB FUNCTIONS

function rx=rox(x,ksi)

E=exp(1);

rx=-E"(-1)*sin(x)*ksi;

function estx=exact(t,x,ksi)
E=exp(1);
estx=E"(-t)*sin(x)*(t"(1/2))*ksi;
function ftx=f(k,tau,x,ksi)
E=exp(1);
ftx=E"(-k*tau+tau)*sin(x)*((k*tau) " (1/2)-(k*tau-tau) " (1/2)...
-2/3*(k*tau) " (3/2)-4/3* (k*tau-tau) " (3/2)...
+2*(k*tau-tau)* (k*tau) " (1/2))* ksi;
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