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0609241034
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Fark Şeması,

Tahminin Yakınsaması,

Hilbert Uzayı.

Bilim Dalı Sayısal Kodu : 0924

v
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GİRİŞ

Hava tahminleri, fizyon hareketleri, finansal instrümentler örneğin bona değerleri,

enflasyon tahminleri vs. ler belirsiz sistemlerdir ve bu belirsiz sistemler parabolik

stokastik diferansiyel denklemler yardımı ile yorumlanırlar. Sınır değer problem-

leri çözümü bu belirsiz sitemlerin yorumlanmasında bir model oluşturur.

Stokastik diferansiyel denklemlerin Hilbert ve Banach uzaylarında araştırılmasında

Operatörler metodundan istifade edilir. Bu konuda araştırma yapan yazarları

kaynaklar kısmı içınde bulabilirsiniz (bkz. [1], [2], [3], [4]). Stokastik diferansiyel

denklemlerin başlangıç sınır değer kısmı birçok araştırmacı tarafından ele alındı

(bakınız, [5], [6], [7], [8], [9], [10], [11], [12], [13]). Ancak, çoknoktalı yerel olmayan

sınır değer problemleri için aynı şeyi pek söyleyemeyiz. Son olarak Hilbet ve Ba-

nach uzaylarındaki operetör yarıgrupları metodu, parçalı evülasyon diferansiyel

denklemlerinde sistemli olarak ele alınıp geliştirilmiştir.(bakınız, [17], [18], [19],

[20], [21], [22] kaynaklar).

Fiziğin matematik kısmında fark şemalarından sıklıkla istifade edilmektedir.

Bilgisayar programları bizlere fark şemalarında uygulama yapma imkanı vermek-

tedir. Böylece fark şemalari oluşturup yerel olmayan sınır değer problemlerine

çözüm geliştirmek araştırmacıların ilgisini celp etti.

Fourier ve Laplace dönüşüm metotları ile yerel olmayan stokastik parabolik

sınır değer problemlerini çözmek mümkün.

Şimdi yerel olmayan stokastik parabolik sınır değer eşitliğini ele alalım8>>>>>><>>>>>>:
dv − vxxdt = e−t sinxdwt, 0 < t < 1, 0 < x < π,

v(0, x, 0 ) = v(1, x, w1 )− e−1 sinxw1, 0 ≤ x ≤ π,

v(t, 0, wt) = v(t, π, wt ) = 0, 0 ≤ t ≤ 1,

wt =
√
tξ ξ˜N(0, 1).

(1.1)

Problem (1.1) in çözümü için, Fourier serisi metodunu kullanabiliriz. Problemi

çözebilmek için ayrıştırmamız gerekmektedir

1



8>>><>>>:
du− uxxdt = 0, 0 < t < 1, 0 < x < π,

u(0, x, 0) = u(1, x, w1), 0 ≤ x ≤ π,

u(t, 0, wt) = u(t, π, wt) = 0, 0 ≤ t ≤ 1

(1.2)

ve

8>>><>>>:
dz − zxxdt = e−t sinxdwt, 0 < t < 1, 0 < x < π,

z(0, x, 0) = z(1, x, w1)− e−1 sinxw1, 0 ≤ x ≤ π,

z(t, 0, wt) = z(t, π, wt) = 0, 0 ≤ t ≤ 1.

(1.3)

İlk olarak problem (1.2) nin çözümünü elde ederiz. Fourier serisi metodu ile,

u(t, x, wt) = T (t, wt)X(x) 6= 0 ı elde ederiz. Dolayısı ile

T
′
(t, wt)X(x) = T (t, wt)X

′′(x),

veya

T
′
(t, wt)

T (t, wt)
=
X ′′(x)

X(x)
= λ

ve sınır değer şartlarını kullanarak

X(0) = 0, X(π) = 0.

elde edilir. Kolaylıkla göstermek mümkün ki eğer λ ≥ 0 sınır değer problemi

X ′′(x)− λX(x) = 0, X(0) = 0, X(π) = 0

verilen başlangıç değer şartlarında trivial çözüm X(x) = 0 ise biz λ < 0 duru-

munda çözümleri inceleyeceğiz. Bunlar

X ′′(x)− λX(x) = 0, X(0) = 0, X(π) = 0

Xk(x) = sin kx, k = 1, 2...,

ikinci eşitliği kullanarak ve λ = −k2, den

2



T ′(t, wt) + k2T (t, wt) = 0

elde edilir.

Lineer diferansiyel denklemin gerçek çözümü aşağıdaki gibidir,

Tk(t, wt) = Ck(0)e−k
2t.

Böylece

u(t, x, wt) =
∞X
k=1

Ck(0)e−k
2t sin kx.

Sınır şarlarını kullanarak u(0, x, 0) = u(1, x, w1),

∞X
k=1

Ck(0) sin kx =
∞X
k=1

Ck(0)e−k
2

sin kx.

elde ederiz. Buradan Ck(0)−Ck(0)e−k
2

= 0 ve Ck(0) = 0. Böylece u(t, x, wt) ≡ 0.

İkinci olarak, (1.3) ün çözümünü elde ederiz.

z(t, x, wt) =
∞X
k=1

Ak(t, wt) sin kx,

olsun. Bundan

dz − zxxdt =
∞X
k=1

(dAk(t, wt) + k2Ak(t, wt))dt sin kx = e−t sinxdwt.

Eğer k 6= 1 için dAk(t, wt) + k2Ak(t, wt)dt = 0 yi çözersek, aşağıdaki ifadeyi

yazabiliriz

Ak(t, wt) = Ak(0, 0)e−k
2t.

Eğer k = 1,

dA1(t, wt) + A1(t, wt)dt = e−tdwt .

dir çözerek şunu yazabiliriz

A1(t, wt) = A1(0, 0)e−t +
Z t

0
e−(t−s)e−sdws

= A1(0, 0)e−t + e−twt.
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buradan

z(t, x, wt) =
∞X
k=1

Ak(0, 0)e−k
2t sin kx+ e−twt sinx.

Yerel olmayan sınır değer şarlarını kullanirsak, z(0, x, 0) = z(1, x, 0)−e−1w1 sinx,

∞X
k=1

Ak(0, 0) sin kx =
∞X
k=1

Ak(0, 0)e−k
2

sin kx+ e−1w1 sinx− e−1w1 sinx,

veya

∞X
k=1

Ak(0, 0) sin kx =
∞X
k=1

Ak(0, 0)e−k
2

sin kx.

Buradan Ak(0, 0) = 0 ve z(t, x, wt) = 0 + e−twt sinx = e−twt sinx. Böylece,

v(t, x, wt) = u(t, x, wt) + z(t, x, wt) = 0 + e−t sinxwt,

veya

v(t, x, wt) = e−t sinxwt

ifadesi verilen sınır değer problemi (1.2) nin bir çözümüdür.

Aynı yoldan çok boyutlu yerel olmayan sınır değer stokastik diferansiyel prob-

lemini çözmek mümkün8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

dv(t, x, wt)−
nP
r=1

αr
∂2v(t,x,wt)

∂x2r
dt+ δv(t, x, wt) = f(t, x)dwt,

x = (x1, · · ·, xn) ∈ Ω, 0 < t < T,

v(0, x, 0) =
JP
j=1

αjv(λj, x, wλj) + ϕ(x,wλ1,···,wλJ ), x ∈ Ω,

JP
j=1
|αj| ≤ 1, 0 < λ1 < · · · < λJ ≤ 1,

v(t, x, wt) = 0, x ∈ S,

öyleki αr, δ > 0 ve f(t, x)(t ∈ [0, T ], x ∈ Ω), ϕ(x,w1), x ∈ Ω iyi tanımlı fonksiyolar

olarak veriliyor. Burada Ω açık n boyutlu birim küp Öklit Uzayıdır. Rn (0 <

xk < 1, 1 ≤ k ≤ n) sınır şartları S, Ω = Ω ∪ S dır

Değişkenlerin ayrışımı metodu sadece katsayılar sabit olması durumunda kul-

lanılabilinir. Fark metodu, t ve uzay değişkenlerine bağlı değişken katsayılı parçalı

diferansiyel denklemlerinde sıklıkla kullanılır.
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İkinci olarak, stokastik terimli parabolik eşitliklerde sınır değer problemini ele

alacağız.

8>>><>>>:
dv(t, x, wt)− vxxdt+ 2vdt = e−(t+x)dwt, 0 < t < 1, 0 < x <∞,

v(0, x, 0) = v(1, x, w1)− e−(1+x)w1, 0 ≤ x <∞,

v(t, 0, wt) = e−twt, vx(t, 0, wt) = −e−twt, 0 ≤ t ≤ 1.

(1.4)

Problem (1.4) ün çözümünde, son eşitliğin her iki tarafına Laplace dönüşüm meto-

dunu kullanarak

L{dv} = L{vxxdt} − L{2vdt}+ L{e−(t+x)dwt}.

elde edilir.

dL{v} = s2L{v}dt− sv(t, 0, wt)dt− vx(t, 0, wt)dt− 2L{v}dt+
e−tdwt
s+ 1

.

L{v(t, x, wt)} = v(t, s, wt) diyelim. Sonra

dv(t, s, wt)− s2v(t, s, wt)dt+ se−twtdt− e−twtdt+ 2v(t, s, wt)dt =
e−tdwt
s+ 1

.

Böylece, aşağıdaki denlklemi elde ederiz.

dv(t, s, wt) + (2− s2)v(t, s, wt)dt =
e−tdwt
s+ 1

− (s− 1)e−twtdt.

Böylece,

v(t, s, wt) = e−(2−s2)tv(0, s, 0) +
e−(2−s2)t

s+ 1

t

0
e(1−s2)pdwp

−e−(2−s2)t(s− 1)t0e
(1−s2)pwpdp.

v(0, s, 0) = v(1, s, w1) + ϕ(s, w1) sınır değer şartlarını kullanarak ve kısmi inte-

grasyon metoduyla şunu elde ederiz

v(t, s, wt) =
e−twt
s+ 1

.

Sonra
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v(t, x, wt) = L−1{v(t, s, wt)} = L−1{e
−twt
s+ 1

},

veya

v(t, x, wt) = L−1{ 1

s+ 1
}e−twt.

Böylece,

v(t, x, wt) = e−(t+x)wt

yerel olmayan sınır değer brobleminin (1.4) çözümüdür. Aynı yoldan çok boyutlu

yerel olmayan sınır değer stokastik diferansiyel problemini çözmek mümkün8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

dv(t, x, wt)−
nP
r=1

αr
∂2v(t,x,wt)

∂x2r
dt+ δv(t, x, wt) = f(t, x)dwt,

x = (x1, · · ·, xn) ∈ Ω+, 0 < t < T,

v(0, x, 0) =
JP
j=1

αjv(λj, x, wλj) + ϕ(x,wλ1,···,wλJ ), x ∈ Ω
+
,

JP
j=1
|αj| ≤ 1, 0 < λ1 < · · · < λJ ≤ 1,

v(t, x, wt) = 0, vxk(t, x, wt) = 0, x ∈ S+, k = 1, · · ·, n,

öyleki αr, δ > 0 ve f(t, x)(t ∈ [0, T ], x ∈ Ω
+

), ϕ(x,wλ1,···,wλJ ), x ∈ Ω
+

iyi tanımlı

fonksiyonlar olsun. Burada Ω+ n boyutlu açık Öklit uzayı Rn (0 < xk < ∞,

1 ≤ k ≤ n) sınırı S+, Ω+ = Ω+ ∪ S+.

Laplace değişim metodu sadece katsayılar sabit olması durumunda kullanı-

labilinir. Fark metodu, t ve uzay deişkenlerine bağlı değişken katsayılı parçalı

diferansiyel denklemlerinde sıklıkla kullanılır.

Üçüncü olarak, stokastik terimli parabolik eşitliklerde sınır değer problemini

Fourier değişim metodu ile çözümünü ele alacağız.8><>: dv − vxxdt = e−
x2

4t

2
√
πt
dwt,

v(0+, x, 0+) = v(1, x, w1)− e−
x2

4

2
√
π
w1, −∞ < x <∞.

(1.5)

Eşitiğin (1.5) her iki tarafına Fourier değşimini uygulayalım. Sonra,

F{dv} − F{vxxdt} = F{ e
−x

2

4t

2
√
πt
dwt}.

elde edilir. Buradan

6



dF{v(t, x, wt)} − (is)2F{v(t, s, wt)}dt = F{ e
−x

2

4t

2
√
πt
}dwt.

elde edilir.

F{v(t, x, wt)} = v(t, s, wt) olsun, buradan

dv(t, s, wt) + s2v(t, s, wt)dt = e−s
2tdwt

elde edilir.

Adi diferansiyel denkleminin çözümünden,

v(t, s, wt) = v(0+, s, 0+)e−s
2t + e−s

2t
0

tdwp

elde edilir.

sınır değerleri kullanılarak

v(t, s, wt) = v(1, s, w1)e−s
2t − e−s2w1e

−s2t + e−s
2t

0
tdwp.

Buradan

v(t, s, wt) = e−s
2twt.

Son olarak ters Fourier dönüşümünü kullanırsak

u(t, x, wt) = F−1{F{e−s2twt}}.

Böylece,

u(t, x, wt) =
e−

x2

4t

2
√
πt
wt

problem (1.5) in çözümünü elde ederiz.

Aynı yoldan çok boyutlu yerel olmayan sınır değer stokastik diferansiyel prob-

7



lemini çözmek mümkün8>>>>>>>><>>>>>>>>:

dv(t, x, wt)−
P
|r|=2m

αr
∂|r|v(t,x,wt)

∂x
r1
1 ···∂x

rn
n
dt+ δv(t, x, wt)dt = f(t, x)dwt,

x, r ∈ Rn 0 ≤ t ≤ T, |r| = r1 + · · ·+ rn,

v(0, x, 0) =
JP
j=1

αjv(λj, x, wλj) + ϕ(x,wλ1,···,wλJ ), x ∈ Rn,

JP
j=1
|αj| ≤ 1, 0 < λ1 < · · · < λJ ≤ 1,

öyleki αr, δ > 0 ve f(t, x)(t ∈ [0, T ], x ∈ Rn), ϕ(x), x ∈ Rn iyi tanımlı fonksiyon-

lardır.

Ancak, Fourier dönüşümü yöntemi yalnızca denklem sabit katsayılı olması

durumunda kullanılabilinir. Katsayıları t ve uzay değişkenli bağımlı kısmi dife-

ransiyel denklemleri çözmek için en faydalı yöntem fark şemaları yöntemi olduğu

bilinmektedir.

Yerel olmayan stokastik parabolik sınır değer problemleri yerel olmayan sınır

değer problemine indirgenebilinir.8>>>>><>>>>>:
dv(t) = −Av(t)dt+ f(t)dwt, 0 < t < T,

v(0) =
JP
j=1

αjv(λj) + ϕ(wλ1,···,wλJ ),

JP
j=1
|αj| ≤ 1, 0 < λ1 < · · · < λJ ≤ 1

(1.6)

Hilbert uzayında A kendine adjoint pozitif operatördür. Burada

i. wt bu bir standart Wiener proses olduğu (Ω, F, P ) ihtimal uzayında ver-

ilmiştir.

ii. f(t), M2
w([0, T ], H1) uzayının elemanıdır. H1− i içerir ve aşağıdaki şartı

sağlar

E
Z T

0
‖f(t)‖2

H1
dt <∞, H1 ⊂ H

Şimdi gelecekte ihtiyacımızın olacağı bazı lemmaları ve ispatlarını verelim. Bu

tezin tamamında verilen bu tanımlama geçerlidir, H bir Hilbert uzayı olsun, A

bir pozitif tanımlı kendine adjoint operatör A ≥ δI, olsun öyleki δ > 0.

Lemma 1.1. Aşağıdaki souçları almak mümkün:


e−tA



H→H

≤ e−δt(t ≥ 0),



Ae−tA




H→H
≤ 1

t
(t > 0). (1.7)

8



Lemma 1.2. Kabul edelimki
JX
k=1

|αk| ≤ 1 (1.8)

sağlanır. Buradan, operatör

I −
JX
k=1

αke
−λkA

tersi elde edilir

Υ =

 
I −

JX
k=1

αke
−λkA

!−1

(1.9)

aşağıdaki sonuçlar elde edilir:

||Υ||H→H ≤
1

1− e−λ1δ
≤ C(δ, λ1). (1.10)

İspat: Üçgen eşitsizli, kabul (1.8) ve sonuç





 I − JX
k=1

αke
−λkA

!−1







H→H

≤ sup
δ≤µ<∞

1

|1−PJ
k=1 αke

−λkµ|

dan elde edebiliriz. Şimdi problem (1.6) için bir çözüm bulmaya çalışalım. (i)−(ii)

ve

E‖v(0)‖2
H2
<∞, H2 ⊂ H,

kabulleri altında Cauchy problemi

dv(t) = −Av(t)dt+ f(t)dwt, 0 < t < T, v(0) veriliyor (1.11)

nin tek çözümü vardır ve aşağıdaki gibi yazılır

v(t) = e−Atv(0) +

tZ
0

e−A(t−s)f(s)dws. (1.12)

Sonra bu formül ve çok noktalı sınır değer şartlarından

v(0) =
JX
j=1

αjv(λj) + ϕ(wλ1,···,wλJ ),

bunu elde ederiz

v(0) =
JX
j=1

αje
−Aλjv(0) +

JX
j=1

αj

λjZ
0

e−A(λj−s)f(s)dws + ϕ(wλ1,···,wλJ ).
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Lemma 1.2 den operatör I−
JP
j=1

αje
−Aλj tersi sınırlıdır Υ =

�
I −

JP
j=1

αje
−Aλj

�−1

.

Buradan

v(0) = Υ

8<: JX
j=1

αj

λjZ
0

e−A(λj−s)f(s)dws + ϕ(wλ1,···,wλJ )

9=; . (1.13)

Böylece, Şu formülleri (1.12) ve (1.13) ü problem (1.6) nın çözümü için elde ederiz.

Şimdi [0, T ] aralığında tek adımlı tam fark şemasını inceleyeceğiz. Düzgün ağ

(uniform grid) uzayını τ > 0 basamağında ele alalım

[0, T ]τ = {tk = kτ, k = 0, 1, · · ·, N,Nτ = T}

N belirli pozitif tam sayıdır.

Teorem 1.1. v(tk)ifadesi (1.6) nın t = tk ağ noktalarında çözümü olsun . Sonra

{v(tk)}N0 ifadesi aşağıdaki çok noktalı yerel olmayan sınır değer fark denkleminin

v (tk)− v (tk−1) +
�
I − e−τA

�
v (tk−1) =

Z tk

tk−1

e−(tk−s)Af(s)dws, (1.14a)

çözümdür.

1 ≤ k ≤ N,

v (0) = Υ

8<: JX
j=1

αj

λjZ
0

e−A(λj−s)f(s)dws + ϕ(wλ1,···,wλJ )

9=; .
İspat t = tk ve t = tk−1 yı formül (1.12) de yerine yazarsak,

v(tk) = e−tkAv(0) +
Z tk

0
e−(tk−s)Af(s)dws

= e−τA
�
e−tk−1Av(0) +

Z tk−1

0
e−(tk−1−s)Af(s)dws

�
+
Z tk

tk−1

e−(tk−s)Af(s)dws,

v(tk−1) = e−tk−1Av(0) +
Z tk−1

0
e−(tk−1−s)Af(s)dws,

elde edilir. Böylece, v(tk) ve v(tk−1) arasındaki ilişkiyi

v(tk) = e−τAv(tk−1) +
Z tk

tk−1

e−(tk−s)Af(s)dws

elde ederiz. Son eşitlik ve ilişkisi (1.14a) a denk. Theorem 1.1 ispatlandı.
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Mevcut çalışmalarla, yerel olmayan sınır değer problemi (1.6) nin sayısal çö-

zümleri için tek adımlı fark şemaları oluşturulmuştur. Bu fark şemaları içinde

yakınsak tahminler oluşturulmuştur. Uygulamada bu soyut sonuç bize yerel ol-

mayan parabolik sınır değer problemlerinin sayısal çözümlerinde yakınsak tahmin-

leri elde etmeye yarar. Teorik tüm sonuçları sayısal olarak ele alıp destekledik.

Şimdi tezimizdeki bölümleri kısaca özetleyelim. Tez altı bölümden oluşmakta-

dir. İlk bölüm Giriş. İkinci bölüm de problem (1.6) nın yaklaşık çözümlerini bul-

mak için 1/2−inci mertebeden doğru Rothe fark şemasını kurduk ve araştırdık.

Uygulamada bu soyut sonuç bize yerel olmayan parabolik sınır değer problem-

lerinin sayısal çözümlerinde yakınsak tahminleri elde etmeye yarar. Üçüncü bö-

lümde de problem (1.6) nın yaklaşık çözümlerini bulmak için 3/2−inci mertebe-

den doğru fark şemasını,A2 dan oluşturulan, kurduk ve araştırdık. Dördüncü bölümde

de problem (1.6) nın yaklaşık çözümlerini bulmak için oluşturulan 3/2−inci mer-

tebeden doğru Crank-Nicholson fark şemasını kurduk ve araştırdık. Beşinci bölüm

sayısal analize ve altıncı bölümde sonuç kısmına ayrıldı.

11



Rothe Fark Şeması

Bu bölümde 1/2− inci mertebeden doğru fark şemasını problem (1.6) in tah-

mini çözümü için kurduk ve araştırdık. Bu fark şemasının tahmini çözümü için

yakınsama tahmini oluşturuldu. Uygulama olarak, yerel olmayan çok noktalı sınır

değer stokastik parabolik eşitliklerin fark şemaları çözümlerinin yakınsama tah-

minleri elde edilmiştir.

1/2-inci Mertebeden Doğru Rothe Fark Şeması: Standard

Wiener Prosesli

İleride gerekli olan lemmaları sırayla verelim.

Lemma 2.1. Aşağıdaki sonuçları alamak mümkün:


A− 1
2

�
e−A(ts−p) − e−τA

�



H→H

≤ C1τ
1
2 , ts−1 ≤ p ≤ ts, 1 ≤ s ≤ N, (2.1)


AαRk





H→H

≤ 1

(kτ)α
, 1 ≤ k ≤ N, 0 ≤ α ≤ 1, (2.2)


A−α �Rk − e−kτA

�



H→H

≤ 2τα

k1−α , 1 ≤ k ≤ N, 0 ≤ α ≤ 2, (2.3)

öyleki R = (I + τA)−1 .

Lemma 2.2. Kabul edelimki (1.8) doğrudur. Sonra, Aşağıdaki operatörün

I −
JX
j=1

αjR

�
λj
τ

�
tersi vardır ve operatör sınırlıdır

Υτ =

�
I −

JX
j=1

αjR

�
λj
τ

��−1

(2.4)

ve aşağıdaki sonuç sağlanır:

‖Υτ‖H→H ≤ C(δ, λ1). (2.5)
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İspat İspat üçgen eşitsizliğinden ve kabul(1.8)den elde edilir, ve sonuç







�
I −

JX
j=1

αjR

�
λj
τ

��−1








H→H

≤ sup
δ≤µ<∞

1������1− JP
j=1

αk
1

(1+µτ)

�
λk
τ

� ������ .
(1.14a) nın yardımı ile çok noktalı yerel olmayan sınır değer problemlerinin tah-

mini değer çözümleri çok daha kolay. (1.6) ifadesini tahmin etmemiz gerekli

e−τA,

1

τ

Z tk

tk−1

e−(tk−s)Af(s)dw

ve çoknoktalı yerel olmayan sınır değer şartı

v(0) =
JX
j=1

αjv(λj) + ϕ(wλ1,···,wλJ ).

f(t) için (ii) den daha kuvvetli bir kabulle bu mümkündür.

E



A 1

2ϕ(wλ1,···,wλJ )



2

H
+ max

0≤s≤T
E



A 1

2f(s)



2

H
≤ C1.

e−τA, e−(tk−s)A ifadelerini R = (I + τA)−1, ile yer değiştirirsek problem (1.6) nin

çözümü için Rothe fark şemasını aşağıdaki gibi elde ederiz.8>><>>: uk − uk−1 + τAuk = ϕk, ϕk =
tkR

tk−1

f(s)dws, tk = kτ, 1 ≤ k ≤ N,

u0 =
JP
j=1

αju�λj
τ

� + ϕ(wλ1,···,wλJ )
(2.6)

Rothe fark şemasının8><>: uk − uk−1 + τAuk = ϕk, ϕk =
tkR

tk−1

f(s)dws, tk = kτ, 1 ≤ k ≤ N,

u0 = ϕ(wλ1,···,wλJ )

Cauchy problemi çözümleri için8>>><>>>:
dv(t) = −Av(t)dt+ f(t)dwt, 0 < t < T,

v(0) = ϕ(wλ1,···,wλJ ),

wt =
√
tξ, ξ ∈ N(0, 1), 0 ≤ t ≤ T

(2.7)

tek çözümü vardır, aşağıdaki formülle şöyle ifade edilir

uk = Rku0 +
kX
s=1

Rk−s+1

tkZ
tk−1

f(s)dws, 1 ≤ k ≤ N. (2.8)
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Bu formül ve çok noktalı yerel olmayan sınır değer şartlarından

u0 =
JX
j=1

αju�λj
τ

� + ϕ(wλ1,···,wλJ ),

aşağıdakini elde ederiz

u0 =
JX
j=1

αjR

�
λj
τ

�
u0 +

JX
j=1

αj

�
λj
τ

�X
s=1

R

�
λj
τ

�
−s+1

tsZ
ts−1

f(p)dwp + ϕ(wλ1,···,wλJ ).

Lemma 2.5 yardımı ile operatör I −
JP
j=1

αjR

�
λj
τ

�
ün sınırlı tersi vardır

Υτ =

�
I −

JX
j=1

αjR

�
λj
τ

��−1

.

Sonra

u0 = Υτ

8><>: JX
j=1

αj

�
λj
τ

�X
s=1

R

�
λj
τ

�
−s+1

tsZ
ts−1

f(p)dwp + ϕ(wλ1,···,wλJ )

9>=>; . (2.9)

Böylece, (2.8) ve (2.9) formüllerini problem (2.6) in çözümleri için elde ederiz.

Şimdi fark şeması (2.6) nın yakınsama tahminini araştıracağız.

Teorem 2.1. Aşağıdaki yakınsama tahmini

max
0≤k≤N

�
E ‖v(tk)− uk‖2

H

� 1
2 ≤ C1(δ, λ1)τ

1
2 (2.10)

elde edilir. Burada, C ve C1(δ, λ1) τ dan bağımsızdır.

İspat formül (1.13) ve (2.9) yi kullanarak, aşağıdaki ifadeyi yazabiliriz

v(0)− u0 = (Υ−Υτ )ϕ(wλ1,···,wλJ )

+(Υ−Υτ )
JX
j=1

αj

λjZ
0

e−A(λj−s)f(s)dws.

+Υτ

�
JX
j=1

αj

λjZ
0

e−A(λj−s)f(s)dws −
JX
j=1

αj

�
λj
τ

�X
s=1

R

�
λj
τ

�
−s+1

tsZ
ts−1

f(p)dwp

�

= P1,J + P2,J + P3,J + P4,J + P5,J + P6,J ,

öyleki
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P1,J = (Υ−Υτ )ϕ(wλ1,···,wλJ ), (2.11)

P2,J = (Υ−Υτ )
JX
j=1

αj

λjZ
0

e−A(λj−s)f(s)dws, (2.12)

P3,J = Υτ

JX
j=1

αj

λjZ�
λj
τ

�
τ

e−A(λj−s)f(s)dws, (2.13)

P4,J = Υτ

JX
j=1

αj

�
λj
τ

�X
p=1

tpZ
tp−1

�
e−(λj−s)A − e−

��
λj
τ

�
τ−s
�
A
�
f(s)dws, (2.14)

P5,J = Υτ

JX
j=1

αj

�
λj
τ

�X
p=1

�
e
−
��

λj
τ

�
τ−pτ

�
A −R

�
λj
τ

�
−p
� tpZ

tp−1

e−(tp−s)Af(s)dws, (2.15)

P6,J = Υτ

JX
j=1

αj

�
λj
τ

�X
p=1

R

�
λj
τ

�
−p

tpZ
tp−1

�
e−(tp−s)A −R

�
f(s)dws. (2.16)

Bütün k = 1, · · ·, 6, ler için Pk,J ı bulalım. P1,J den başlıyalım. (1.9) ve (2.4)

formüllerini kullanarak, aşağıdaki ifadeyı elde ederiz

Υ−Υτ = ΥΥτ

�
JX
j=1

αj

�
e−Aλj −R

�
λj
τ

���
. (2.17)

P1,J nin beklenen değerini tahmin edelim. Formül (2.11) ü kullanarak, üçgen

eşitsizliği, (2.5) , (1.10) ve (2.2) sonuçlarını kullanarak�
E ‖P1,J‖2

H

� 1
2 ≤ ‖Υτ‖H→H ‖Υ‖H→H

JX
j=1

|αj|




A− 1

2

�
e−Aλj −R

λj
τ

�




H→H

×
�
E



A 1

2ϕ(wλ1,···,wλJ )



2

H

� 1
2

≤ C2(δ, λ1)τ
1
2

�
E



A 1

2ϕ(wλ1,···,wλJ )



2

H

� 1
2

elde edilir.

Şimdi P2,J yi tahmin edelim. (2.12) formülünü, üçgen eşitsizliğini, (2.5), (1.10),

(2.3) ve (1.7) leri kullanarak şunu elde ederiz�
E ‖P2,J‖2

H

� 1
2 ≤ ‖Υτ‖H→H ‖Υ‖H→H

JX
j=1

|αj|




A− 1

2

�
e−Aλj −R

λj
τ

�




H→H
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×

�
E








 λjZ0 e−A(λj−s)A
1
2f(s)dws









2

H

� 1
2

≤ C5(δ, λ1)τ
1
2

�
JX
j=1

|αj| max
0≤s≤λj

E



A 1

2f(s)



2

H

� 1
2

≤ C6(δ, λ1)τ
1
2

�
max

0≤s≤T
E



A 1

2f(s)



2

H

� 1
2

.

Şimdi P3,J i tahmin edelim. (2.13) formülünü, üçgen eşitsizliğini, (2.5) ve (1.7)

leri kullanarak şunu elde ederiz �
E ‖P3,J‖2

H

� 1
2

≤ ‖Υτ‖H→H
JX
j=1

|αj|

�


e−A(λj−s)



2

H→H

λjZ�
λj
τ

�
τ

E ‖f(s)‖2
H ds

� 1
2

≤ C1(δ, λ1)
JX
j=1

|αj|

�
λjZ�

λj
τ

�
τ

E ‖f(s)‖2
H ds

� 1
2

≤ C2(δ, λ1)
JX
j=1

|αj|
�
λj −

�
λj
τ

�
τ

� 1
2
�

max
0≤s≤T

E ‖f(s)‖2
H

� 1
2

≤ C7(δ, λ1)τ
1
2

�
max

0≤s≤T
E ‖f(s)‖2

H

� 1
2

.

Şimdi P4,J i tahmin edelim. (2.14) formülünü, üçgen eşitsizliğini, (2.5) ve (2.3) yi

kullanarak şunu elde ederiz�
E ‖P4,J‖2

H

� 1
2 ≤ ‖Υτ‖H→H

JX
j=1

|αj|

×

��
λj
τ

�X
p=1

E

tpZ
tp−1






A− 1
2

�
e−(λj−s)A − e−

��
λj
τ

�
τ−s
�
A
�




2

H→H
E



A 1

2f(s)



2

H
ds

� 1
2

≤ C1(δ, λ1)

��
λj
τ

�X
p=1

τ

tpZ
tp−1

E



A 1

2f(s)



2

H
ds

� 1
2

≤ C1(δ, λ1)τ
1
2

�
max

0≤s≤T
E



A 1

2f(s)



2

H

� 1
2

.
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Şimdi P5,J i tahmin edelim. (2.15) formülünü, üçgen eşitsizliğini, (2.5), (2.3) ve

(1.7) yi kullanarak şunu elde ederiz

�
E ‖P5,J‖2

H

� 1
2 ≤ ‖Υτ‖H→H

�
JX
j=1

|αj|

�
λj
τ

�X
p=1






A− 1
2

�
e
−
��

λj
τ

�
τ−pτ

�
A −R

�
λj
τ

�
−p
�




2

H→H

× E
tpZ

tp−1




e−(tp−s)A



2

H→H




A 1
2f(s)




2

H
ds

� 1
2

≤ C2(δ, λ1)τ
1
2

�
E

TZ
0




A 1
2f(s)




2

H
ds

� 1
2

≤ C2(δ, λ1)τ
1
2

�
max

0≤s≤T
E



A 1

2f(s)



2

H

� 1
2

.

Şimdi P6,J yi tahmin edelim. (2.16) formülünü, üçgen eşitsizliğini, (2.5), (2.3)

ve (2.2) yi kullanarak şunu elde ederiz

�
E ‖P6,J‖2

H

� 1
2 ≤ ‖Υτ‖H→H

�
JX
j=1

|αj|

�
λj
τ

�X
p=1






A− 1
2R

�
λj
τ

�
−p





2

H→H

× E
tpZ

tp−1




e−(tp−s)A −R



2

H→H




A 1
2f(s)




2

H
ds

� 1
2

≤ C2(δ, λ1)τ
1
2

�
max

0≤s≤T
E



A 1

2f(s)



2

H

� 1
2

.

yukarıdakileri kullanarak Pk,J , k = 1, · · ·, 6, şunu elde ederiz

�
E ‖v(t0)− u0‖2

H

� 1
2 ≤ C4(δ, λ1)τ

1
2 . (2.18)

Theorem 2.1 i ispatlamak için aşağıdaki sonucu elde etmek yeterlidir.

max
1≤k≤N

�
E ‖v(tk)− uk‖2

H

� 1
2 ≤ C2(δ, λ1)τ

1
2 . (2.19)

(1.13) ve (2.8) formüllerini kullanarak şunu yazabiliriz

v(tk)− uk = e−kτAv(0) +
kX
s=1

e−(k−s)τA
tsZ

ts−1

e−A(ts−p)f(p)dwp
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−Rku0 −
kX
s=1

Rk−s+1

tsZ
ts−1

f(p)dwp = D1,k +D2,k +D3,k +D4,k +D5,k,

öyleki

D1,k = (e−kτA −Rk)Υ

8<: JX
j=1

αj

λjZ
0

e−A(λj−s)f(s)dws + ϕ(wλ1,···,wλJ )

9=; ,

D2,k = Rk(v(0)− u0),

D3,k =
k−1X
s=1

�
e−(k−s)τA −Rk−s� tsZ

ts−1

e−A(ts−p)f(p)dwp,

D4,k =
kX
s=1

Rk−s

�
tsZ

ts−1

e−A(ts−p)f(p)dwp − e−τA
tsZ

ts−1

f(p)dwp

�
,

D5,k =
kX
s=1

Rk−s �e−τA −R� tsZ
ts−1

f(p)dwp.

Dm,k i tüm m = 1, · · ·, 5 ler için ayrı ayrı bulalım. D1,k dan başlayalım. Üçgen

eşitsizliğini, (1.10), (1.7), (2.3) ve (2.2) leri kullanarak şunu elde ederiz�
E ‖D1,k‖2

H

� 1
2 ≤

�


(e−kτA −Rk)A−
1
2




2

H→H

×E








Υ
8<: JX
j=1

αj

λjZ
0

A
1
2 e−A(λj−s)f(s)dws + A

1
2ϕ(wλ1,···,wλJ )

9=;







2

H

� 1
2

≤ C1(δ, λ1)τ
1
2

�
E








Υ JX
j=1

αj

λjZ
0

e−A(λj−s)A
1
2f(s)dws + A

1
2ϕ(wλ1,···,wλJ )









2

H

� 1
2

≤ C2(δ, λ1)τ
1
2 ‖Υ‖H→H

8<: JX
j=1

|αj|
λjZ
0




e−A(λj−s)



2

H→H
E



A 1

2f(s)



2

H
ds

+



A 1

2ϕ(wλ1,···,wλJ )



2

H

ª 1
2

≤ C3(δ, λ1)τ
1
2

�
TZ

0

E



A 1

2f(s)



2

H
ds+ E




A 1
2ϕ



2

H

� 1
2

≤ C4(δ, λ1)τ
1
2

 �
max

0≤s≤T
E



A 1

2f(s)



2

H

� 1
2

+
�
E



A 1

2ϕ



2

H

� 1
2

!
.
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Şimdi D2,k i tahmin edelim (2.3) ü kullanarak aşağıdaki ifadeyi�
E ‖D2,k‖2

H

� 1
2 ≤

�


Rk



2

H→H
E ‖v(0)− u0‖2

H

� 1
2 ≤

�
E ‖v(0)− u0‖2

H

� 1
2 ,

ve (2.18) i kullanırsak, şu sonucu elde ederiz:

�
E ‖D2,k‖2

H

� 1
2 ≤ C(δ, λ1)τ

1
2 .

Şimdi D3,k i tahmin edelim. üçgen eşitsizliğini, (1.7), (2.3) ve (2.2) yı kullanarak,

şu sonucu elde ederiz

�
E ‖D3,k‖2

H

� 1
2 ≤ C(δ, λ1)

 
k−1X
s=1




A− 1
2

�
e−(k−s)τA −Rk−s�


2

H→H

×



e−A(ts−p)




2

H→H
E

tsZ
ts−1




A 1
2f(p)




2

H
dp

� 1
2

≤ C(δ, λ1)

�
k−1X
s=1

τE

tsZ
ts−1




A 1
2f(p)




2

H
dp

� 1
2

≤ C(δ, λ1)τ
1
2

�
E

TZ
0




A 1
2f(p)




2

H
dp

� 1
2

≤ C1(δ, λ1)τ
1
2

�
max

0≤s≤T
E



A 1

2f(s)



2

H

� 1
2

.

Şimdi D4,k i tahmin edelim. üçgen eşitsizliğini, (2.5), (2.3) ve (2.1) i kullanarak

şu sonucu elde ederiz

D4,k =
kX
s=1

Rk−s

�
tsZ

ts−1

�
e−A(ts−p) − e−τA

�
f(p)dwp

�
�
E ‖D4,k‖2

H

� 1
2 ≤

 
kX
s=1




Rk−s



2

H→H




A− 1
2

�
e−A(ts−p) − e−τA

�


2

H→H

× E
tsZ

ts−1




A 1
2f(p)




2

H
dp

� 1
2

≤ C(δ, λ1)τ
1
2

�
kX
s=1

E

tsZ
ts−1




A 1
2f(p)




2

H
dp

� 1
2

≤ C(δ, λ1)τ
1
2

�
max

0≤s≤T
E



A 1

2f(s)



2

H

� 1
2

.

Son olarak, D5,k i tahmin edelim. üçgen eşitsizliğini, (2.3) ve (2.2) yı kullanarak

şu sonucu elde ederiz�
E ‖D5,k‖2

H

� 1
2 ≤

�
kX
s=1




Rk−s



2

H→H
E

tsZ
ts−1




A 1
2f(s)




2

H
ds

� 1
2
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×



A− 1

2

�
e−τA −R

�



H→H

≤ C2(δ, λ1)τ
1
2

�
max

0≤s≤T
E



A 1

2f(s)



2

H

� 1
2

.

D1,k, D2,k, D3,k, D4,k ve D5,k leri toparlarsak (2.19) elde edilir ve Theorem 2.1

ispatlanmış olur.

Şimdi Theorem 2.1 in uygulamasına bir göz atalım. İlk önce, bir boyutlu

yerel olmayan stokastik parabolik diferansiyel denklem için sınır değer problemine

bakalım 8>>>>>>>><>>>>>>>>:

du(t, x)− (a(x)ux)xdt+ δu(t, x)dt = f(t, x)dwt,

0 < t < T , 0 < x < 1,

u(0, x) =
JP
j=1

αju(λj, x) + ϕ(wλ1,··· ,wλJ , x), 0 ≤ x ≤ 1,

u(t, 0) = u(t, 1), ux(t, 0) = ux(t, 1), 0 ≤ t ≤ T ,

(2.20)

öyleki δ > 0, a(x) ≥ a > 0 (x ∈ (0, 1)), ϕ(wλ1,···,wλJ , x) (x ∈ [0, 1]) ve f(t, x)

(t, x ∈ [0, 1]) x e göre iyi tanımlı fonksiyonlardır.

Problem (2.20) ün diskritizasyonu iki aşamalıdır. İlk aşamada bir ağ uzayı

tanımlayalım,

[0, 1]h = {x = xn : xn = nh, 0 ≤ n ≤M, Mh = 1}.

Hilbert uzayını tanımlayalım. Ağ fonksiyonlarını L2h = L2([0, 1]h) ϕ
h(x) =

{ϕn}M−1
1 ve [0, 1]h de tanımlayalım, normuda

‖ϕh‖L2h
=

� X
x∈[0,1]h

|ϕ(x)|2h

�1/2

olsun.

Problem (2.20) yardımı ile oluşturulan A fark operatörünü Axh i şöyle ifade

edebiliriz

Axhϕ
h(x) = {−(a(x)ϕx)x,n + δϕn}M−1

1 (2.21)

ağ fonksiyonlar uzayında ϕh(x) = {ϕn}M0 ϕ0 = ϕM , ϕ1 − ϕ0 = ϕM − ϕM−1

şartlarını sağlıyor. Axh L2h uzayında pozitif tanımlı kendinden adjoint bir op-

eratördür. Yerel olmayan sınır değer problemine Axh ın yardımı ile ulaşırız.8>><>>:du
h(t, x) + Axhu

h(t, x)dt = fh(t, x)dwt, 0 < t < T, x ∈ [0, 1]h,

uh(0, x) =
JP
j=1

αju
h(λj, x) + ϕ(wλ1,···,wλJ , x), x ∈ [0, 1]h.

(2.22)
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İkinci aşamada, (2.22) yı fark şeması (2.6) ile yer değiştirelim8>>>>><>>>>>:
uhk(x)− uhk−1(x) + τAxhu

h
k(x) = fhk−1(x), fhk−1(x) =

tkR
tk−1

fh(s, x)dws,

tk = kτ, 1 ≤ k ≤ N, x ∈ [0, 1]h,

uh0(x) =
JP
j=1

αju
h

[
λj
τ

]
(x) + ϕ(wλ1,···,wλJ , x), x ∈ [0, 1]h.

(2.23)

Teorem 2.2. τ ve h keyfi ve yeterince küçük sayı olsun. Böylece,(2.23) nin

çözümü aşağıdaki tahminin yakınsamasını sağlar

max
0≤k≤N

�
E



vh(tk)− uhk


2

L2h

� 1
2 ≤ C(δ, λ1)

�
τ

1
2 + h

�
, (2.24)

öyleki C(δ, λ1) τ ve h den bağımsızdır.

Theorem 2.2 in ispatı Theorem 2.1 in soyut formu temel alınarak ve Axh (2.21)

de tanımlı fark şemaları operatörlerinin simetri özelliğinden istifade ile yapılır.

İkinci, Ω n boyutlu Öklit uzayında açık birim küp olsun Rn = {x = (x1, · · · , , xn) :

0 < xi < 1, i = 1, · · · , n} sınırları S. Ω = Ω∪S. [0, T ]×Ω nın içinde çok boyutlu

yerel olmayan parabolik eşitlik için sınır değer problemi olsun.8>>>>>>>><>>>>>>>>:

du(t, x)−
nP
r=1

(ar(x)uxr)xrdt = f(t, x)dwt,

0 < t < T, x = (x1, . . . , xn) ∈ Ω,

u(0, x) =
JP
j=1

αju(λj, x) + ϕ(wλ1,···,wλJ , x), x ∈ Ω,

u(t, x) = 0, x ∈ S, 0 ≤ t ≤ T,

(2.25)

Dirichlet şartını ele alalım. Burada ar(x), (x ∈ Ω), ϕ(x) (x ∈ Ω), ve f(t, x) (t ∈

(0, 1), x ∈ Ω) verilen x ve ar(x) ≥ a > 0 göre iyi tanımlı fonksiyonlardır.

Problem (2.25) nın diskritizasyonu iki aşamalıdır. İlk aşamada, ağ uzayını şöyle

tanımlayalım ÜΩh = {x = xm = (h1m1, · · · , hnmn); m = (m1, · · · ,mn), 0 ≤ mr ≤

Nr, hrNr = 1, r = 1, · · · , n}, Ωh = ÜΩh ∩ Ω, Sh = ÜΩh ∩ S.

L2h Hilbert uzayını ifade eder

L2h = L2(ÜΩh) =

8><>:ϕh(x) :

�X
x∈eΩh |ϕh(x)|2h1 · · ·hn

�1/2

<∞

9>=>; .
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(2.25) daki Fark operatörü A yı aşağıdaki ifade ile yer değiştirelim

Axhu
h(x) = −

nX
r=1

�
ar(x)uhxr

�
xr,jr

, (2.26)

öyleki, fark operatörü Axh ağ fonksiyonlarında şöyle tanımlanmıştır uh(x) = 0, Sh

deki her x ∈ çin.Ax
h ler L2h uzayında kendine-adjoint pozitif tanımlıdır.

(2.25) ve (2.26) yı kullanarak, aşağıdakini elde ederiz8>><>>:du
h(t, x) + Axhu

h(t, x)dt = fh(t, x)dwt, 0 < t < T, x ∈ Ωh,

uh(0, x) =
JP
j=1

αju
h(λj, x) + ϕ(wλ1,···,wλJ , x), x ∈ ÜΩh.

(2.27)

İkinci aşamada, (2.27) yı fark şeması (2.6) ile yer değiştirelim8>>>>><>>>>>:
uhk(x)− uhk−1(x) + τAxhu

h
k(x) = fhk−1(x), fhk−1(x) =

tkR
tk−1

fh(s, x)dws,

tk = kτ, 1 ≤ k ≤ N, x ∈ Ωh,

uh0(x) =
JP
j=1

αju
h

[
λj
τ

]
(x) + ϕ(wλ1,···,wλJ , x), x ∈ ÜΩh.

(2.28)

Teorem 2.3. τ ve |h| =
È
h2

1 + · · ·+ h2
n keyfi küçük sayılar olsun. Böylece, fark

şeması çözümleri (2.28) aşağıdaki yakınsama tahminini sağlar,

max
0≤k≤N

�
E



vh(tk)− uhk


2

L2h

� 1
2 ≤ C(δ, λ1)

�
τ

1
2 + |h|2

�
, (2.29)

öyleki C(δ, λ1) τ ve |h| den bağımsızdır.

Theorem 2.3 ün ispatı Theorem 2.1 in soyut formuna ve (2.26) de tanımlı fark

operatörü Axh in simetri özelliğine bağlıdır.
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Rothe Fark Şeması: Standard Dışı Wiener Prosesli

Kabul edelimki,

max
t∈[0,T ]




A− 1
2f
′
(t)




H

+ max
t∈[0,T ]




A 1
2f(t)





H
≤ C.

e−τA ve e−(tk−s)A ifadelerini R = (I + τA)−1 ifadesiyle, v(λj) ifadesini v
�h

λj
τ

i
τ
�

ifadesiyle ve f(s) fonksiyonunu f(tk−1) fonksiyonu ile yer değiştirirsek, Rothe fark

şemasını8><>: uk − uk−1 + τAuk = f(tk−1)(wtk − wtk−1
), 1 ≤ k ≤ N,

u0 =
JP
j=1

αju�λj
τ

� + ϕ(wλ1,···,wλJ ).
(2.30)

elde ederiz. Problem (2.6) in çözümü için formül bulalım. Cauchy problemi (2.7)

için Rothe fark şeması8><>: uk − uk−1 + τAuk = f(tk−1)(wtk − wtk−1
), 1 ≤ k ≤ N,

u0 is given

nın tek çözümü vardır, ve aşağıdaki gibi temsil edilir

uk = Rku0 +
kX
s=1

Rk−s+1f(ts−1)(wts − wts−1), 1 ≤ k ≤ N. (2.31)

Sonra bu formülden ve çoknoktalı yerel olmayan sınır şartlarından

u0 =
JX
j=1

αju�λj
τ

� + ϕ(wλ1,···,wλJ ),

şunu elde ederiz

u0

=
JX
j=1

αjR

�
λj
τ

�
u0 +

JX
j=1

αj

�
λj
τ

�X
s=1

R

�
λj
τ

�
−s+1

f(ts−1)(wts − wts−1) + ϕ(wλ1,···,wλJ ).

Lemma 2.2 den operatör I −
JP
j=1

αjR

�
λj
τ

�
sınırlı tersi vardır,

Υτ =

�
I −

JX
j=1

αjR

�
λj
τ

��−1

,
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sonra

u0 = Υτ

8><>: JX
j=1

αj

�
λj
τ

�X
s=1

R

�
λj
τ

�
−s+1

f(ts−1)(wts − wts−1) + ϕ(wλ1,···,wλJ )

9>=>; . (2.32)

Böylece, problem (2.6) in çözümü için (2.8) ve (2.9) formüllerimiz vardır. Şimdi,

farklar şemasının yakınsamasını (2.6) inceleyeceğiz.

Teorem 2.4. Kabul edelimki

E



A 1

2ϕ(wλ1,···,wλJ )



2

H
≤ C,

aşağıdaki yakınsama tahmini

max
0≤k≤N

�
E ‖v(tk)− uk‖2

H

� 1
2 ≤ C1(δ, λ1)τ

1
2 , (2.33)

doğrudur. Burada C ve C1(δ, λ1) τ dan bağımsızdır.

İspat. (1.13) ve (2.32) formüllerini kullanarak, aşağıdaki gibi yazabiliriz

v(0)− u0 = (Υ−Υτ )ϕ(wλ1,···,wλJ )

+Υ
JX
j=1

αj

λjZ
0

e−A(λj−s)f(s)dws

−Υτ

JX
j=1

αj

�
λj
τ

�X
s=1

R

�
λj
τ

�
−s+1

f(ts−1)(wts − wts−1)

= P1,J + P2,J + P3,J + P4,J + P5,J + P6,J + P7,J ,

öyleki

P1,J = (Υ−Υτ )ϕ(wλ1,···,wλJ ), (2.34)

P2,J = (Υ−Υτ )
JX
j=1

αj

λjZ
0

e−A(λj−s)f(s)dws, (2.35)

P3,J = Υτ

JX
j=1

αj

λjZ�
λj
τ

�
τ

e−A(λj−s)f(s)dws, (2.36)

P4,J = Υτ

JX
j=1

|αj|

�
λj
τ

�X
p=1

tpZ
tp−1

�
e−(λj−s)A − e−

��
λj
τ

�
τ−s
�
A
�
f(s)dws, (2.37)
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P5,J = Υτ

JX
j=1

|αj|

�
λj
τ

�X
p=1

�
e
−
��

λj
τ

�
τ−pτ

�
A −R

�
λj
τ

�
−p
� tpZ

tp−1

e−(tp−s)Af(s)dws, (2.38)

P6,J = Υτ

JX
j=1

αj

�
λj
τ

�X
p=1

R

�
λj
τ

�
−p

�
tpZ

tp−1

e−(tp−s)Af(s)dws −
tpZ

tp−1

e−τAf(tp−1)dws

�
,

(2.39)

P7,J = Υτ

JX
j=1

|αj|

�
λj
τ

�X
p=1

R

�
λj
τ

�
−p �

e−τA −R
�
f(tp−1)∆wtp . (2.40)

Pk,J yı bütün k = 1, · · ·, 7, ler için ayrı ayrı tahmin edelim. P1,J den başlayalım.

(2.34), (1.9), (2.4) formüllerini, (2.5) ve (2.3) sonuçlarını, üçgen eşitsizliğini kul-

lanılarak aşağıdaki gibi yazabiliriz

Υ−Υτ = ΥΥτ

�
JX
j=1

|αj|
�
e−Aλj −R

�
λj
τ

���
(2.41)

�
E ‖P1,J‖2

H

� 1
2 ≤ ‖Υτ‖H→H ‖Υ‖H→H

JX
j=1

|αj|




A− 1

2

�
e−Aλj −R

λj
τ

�




H→H

×
�
E



A 1

2ϕ(wλ1,···,wλJ )



2

H

� 1
2

≤ C2(δ, λ1)τ
1
2

�
E



A 1

2ϕ(wλ1,···,wλJ )



2

H

� 1
2

.

Şimdi P2,J i tahmin edelim. (2.35) formülünü, üçgen eşitsizliğini (1.7) yi kulla-

narak şunu elde ederiz

�
E ‖P2,J‖2

H

� 1
2 ≤ C5(δ, λ1)τ

1
2

�
JX
j=1

E








 λjZ0 e−A(λj−s)A
1
2f(s)dws









2

H

� 1
2

≤ C5(δ, λ1)τ
1
2

�
JX
j=1

λjZ
0




A 1
2f(s)




2

H
ds

� 1
2

≤ C6(δ, λ1)τ
1
2 max

0≤s≤T

�


A 1
2f(s)




2

H

� 1
2

.
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Şimdi P3,J i tahmin edelim. (2.36) formülünü , üçgen eşitsizliğini ve (2.5) u kul-

lanarak şunu eldeederiz �
E ‖P3,J‖2

H

� 1
2

≤ ‖Υτ‖H→H
JX
j=1

|αj|

�


e−A(λj−s)



2

H→H




A− 1
2




2

H→H

λjZ�
λj
τ

�
τ




A 1
2f(s)




2

H
ds

� 1
2

,

≤ C6(δ, λ1)
JX
j=1

|αj|

�
λjZ�

λj
τ

�
τ




A 1
2f(s)




2

H
ds

� 1
2

,

≤ C6(δ, λ1)
JX
j=1

|αj|
�
λj −

�
λj
τ

�
τ

� 1
2

max
0≤s≤T

�


A 1
2f(s)




2

H

� 1
2

≤ C7(δ, λ1)τ
1
2 max

0≤s≤T

�


A 1
2f(s)




2

H

� 1
2

.

Şimdi P4,J i tahmin edelim. (2.37) formülünü , üçgen eşitsizliğini (2.5) u kulla-

narak şunu elde ederiz(2.2),�
E ‖P4,J‖2

H

� 1
2 ≤ ‖Υτ‖H→H

JX
j=1

|αj|

×

��
λj
τ

�X
p=1

tpZ
tp−1






A− 1
2

�
e−(λj−s)A − e−

��
λj
τ

�
τ−s
�
A
�




2

H→H




A 1
2f(s)




2

H
ds

� 1
2

≤ C1(δ, λ1)

��
λj
τ

�X
p=1

τ

tpZ
tp−1




A 1
2f(s)




2

H
ds

� 1
2

≤ C1(δ, λ1)τ
1
2 max

0≤s≤T

�


A 1
2f(s)




2

H

� 1
2

.

Şimdi P5,J i tahmin edelim. formül (2.38) yi, üçgen eşitsizliğini, (2.5), (2.3) ve

(2.2) yı kullanarak şunu elde ederiz

�
E ‖P5,J‖2

H

� 1
2 ≤ ‖Υτ‖H→H

×

�
JX
j=1

|αj|

�
λj
τ

�X
p=1






A− 1
2

�
e
−
��

λj
τ

�
τ−pτ

�
A −R

�
λj
τ

�
−p
�




2

H→H

×
tpZ

tp−1




e−(tp−s)A



2

H→H




A 1
2f(s)




2

H
ds

� 1
2
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≤ C2(δ, λ1)τ
1
2

�
TZ

0




A 1
2f(s)




2

H
ds

� 1
2

≤ C2(δ, λ1)τ
1
2 max

0≤s≤T

�


A 1
2f(s)




2

H

� 1
2

.

Şimdi P6,J yi tahmin edelim. Formül (2.39) ü, üçgen eşitsizliğini, (2.5), (2.3), (1.7)

ve (2.1), i kullanarak şunu elde ederiz�
‖P6,J‖2

H

� 1
2 ≤ ‖Υτ‖H→H

JX
j=1

|αj|

×

��
λj
τ

�X
p=1

tpZ
tp−1






R�λjτ �−p




2

H→H




e−(tp−s)Af(s)− e−τAf(tp−1)



2

H
ds

� 1
2

≤ C1(δ, λ1)
JX
j=1

��
λj
τ

�X
p=1

tpZ
tp−1




e−(tp−s)Af(s)− e−(tp−tp−1)Af(tp−1)



2

H
ds

� 1
2

= C1(δ, λ1)
JX
j=1

�
λj
τ

�X
p=1

×

�
tpZ

tp−1




�e−(tp−s)A − e−(tp−tp−1)A
�
f(s) + e−(tp−tp−1)A (f(s)− f(tp−1))




2

H
ds

� 1
2

≤ C2(δ, λ1)
JX
j=1

��
λj
τ

�X
p=1

tpZ
tp−1




A− 1
2

�
e−(tp−s)A − e−(tp−tp−1)A

�
A

1
2f(s)




2

H

+



e−(tp−tp−1)A (f(s)− f(tp−1))




2

H
ds
� 1

2

≤ C3(δ, λ1)
JX
j=1

��
λj
τ

�X
p=1

tpZ
tp−1

�
τ



A 1

2f(s)



2

H
+ ‖f(s)− f(tp−1)‖2

H

�
ds

� 1
2

≤ C4(δ, λ1)
JX
j=1

��
λj
τ

�X
p=1

tpZ
tp−1

�
τ



A 1

2f(s)



2

H
+



f ′(s)τ


2

H

�
ds

� 1
2
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≤ C4(δ, λ1)τ
1
2

�
TZ

0




A 1
2f(s)




2

H
ds+

TZ
0




f ′(s)


2

H
ds

� 1
2

≤ C5(δ, λ1)τ
1
2

 
max

0≤s≤T

�


A 1
2f(s)




2

H

� 1
2

+ max
0≤s≤T

�
‖f ′(s)‖2

H

� 1
2

!
.

Son olarak, P7,J yi tahmin edelim. Formül (2.40) ü, üçgen eşitsizliğini, (2.5), (2.3)

ve (2.2) i kullanarak şunu elde ederiz�
E ‖P7,J‖2

H

� 1
2 ≤ ‖Υτ‖H→H

JX
j=1

|αj|

×

��
λj
τ

�X
p=1






R�λjτ �−p




2

H→H




A− 1
2

�
e−τA −R

�


2

H→H




A 1
2f(tp−1)




2

H
E



∆wtp


2

� 1
2

≤ C(δ, λ1)

��
λj
τ

�X
p=1

τ



A 1

2f(tp−1)



2

H
E



∆wtp


2

� 1
2

.

∆wtp bir wiener prosesi olduğundan aşağıdaki sonuç

E



∆wtp


2

≤ ∆tp = τ

elde edilir. Böylece,

�
E ‖P7,J‖2

H

� 1
2 ≤ C(δ, λ1)τ

1
2

��
λj
τ

�X
p=1




A 1
2f(tp−1)




2

H
τ

� 1
2

≤ C1(δ, λ1)τ
1
2 max

0≤s≤T

�


A 1
2f(s)




2

H

� 1
2

.

Pk,J , k = 1, · · ·, 7 i kullanarak aşağıdaki tahmini elde ederiz,�
E ‖v(t0)− u0‖2

H

� 1
2 ≤ C4(δ, λ1)τ

1
2 . (2.42)

Teorem 2.4 in ispati için aşağıdaki tahmini elde etmek yeterlidir.

max
1≤k≤N

�
E ‖v(tk)− uk‖2

H

� 1
2 ≤ C2(δ, λ1)τ

1
2 . (2.43)

(1.13) ve (2.31) formüllerini kullanarak şunu yazabiliriz,

v(tk)− uk = e−kτAv(0) +
kX
s=1

e−(k−s)τA
tsZ

ts−1

e−A(ts−p)f(p)dwp
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−Rku0 −
kX
s=1

Rk−s+1f(ts)(wts − wts−1) = D1,k +D2,k +D3,k +D4,k +D5,k,

öyleki,

D1,k = (e−kτA −Rk)Υ

8<: JX
j=1

αj

λjZ
0

e−A(λj−s)f(s)dws + ϕ(wλ1,···,wλJ )

9=; ,
D2,k = Rk(v(0)− u0),

D3,k =
k−1X
s=1

�
e−(k−s)τA −Rk−s� tsZ

ts−1

e−A(ts−p)f(p)dwp,

D4,k =
kX
s=1

Rk−s
tsZ

ts−1

e−A(ts−p)f(p)dwp − e−τAf(ts−1)(wts − wts−1),

D5,k =
kX
s=1

Rk−s �e−τA −R� f(ts−1)(wts − wts−1).

Dm,k yi bütün m = 1, · · ·, 5 ler için ayrı ayrı tahmin edelim. D1,k ile başlayalım.

üçgen eşitsizliğini ve önceki sonuçları (1.10), (1.7), (2.3) ve (2.2) kullanarak şunu

yazabiliriz �
E ‖D1,k‖2

H

� 1
2 ≤

�


(e−kτA −Rk)A−
1
2




2

H→H

× E








Υ
8<: JX
j=1

|αj|A
1
2

λjZ
0

e−A(λj−s)f(s)dws + ϕ(wλ1,···,wλJ )

9=;







2

H

� 1
2

≤ C1(δ, λ1)τ
1
2

�
E








Υ JX
j=1

αj

λjZ
0

e−A(λj−s)A
1
2f(s)dws + A

1
2ϕ(wλ1,···,wλJ )









2

H

� 1
2

≤ C2(δ, λ1)τ
1
2 ‖Υ‖H→H

×

�
JX
j=1

|αj|
λjZ
0




e−A(λj−s)



2

H→H




A 1
2f(s)




2

H
ds+ E




A 1
2ϕ(wλ1,···,wλJ )




2

H

� 1
2

≤ C3(δ, λ1)τ
1
2

�
TZ

0




A 1
2f(s)




2

H
ds+ E




A 1
2ϕ



2

H

� 1
2

≤ C4(δ, λ1)τ
1
2

 
max

0≤s≤T

�


A 1
2f(s)




2

H

� 1
2

+
�


A 1

2ϕ



2

H

� 1
2

!
.

Şimdi D2,k i tahmin edelim. (2.3) sonucunu kullanarak şunu elde ederiz�
E ‖D2,k‖2

H

� 1
2 ≤

�


Rk



2

H→H
E ‖v(0)− u0‖2

H

� 1
2 ≤

�
E ‖v(0)− u0‖2

H

� 1
2 .
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(2.42) tahminini kullanarak şunu elde ederiz

�
E ‖D2,k‖2

H

� 1
2 ≤ C(δ, λ1)τ

1
2 .

Şimdi D3,k i tahmin edelim. Üçgen eşitsizliğini, (2.3) ve (2.2) sonuçlarını kullanrak

şunu yazabiliriz

�
E ‖D3,k‖2

H

� 1
2 ≤ C(δ, λ1)

 
k−1X
s=1




A− 1
2

�
e−(k−s)τA −Rk−s�


2

H→H

×



e−A(ts−p)




2

H→H

tsZ
ts−1




A 1
2f(p)




2

H
dp

� 1
2

≤ C(δ, λ1)

�
k−1X
s=1

τ

tsZ
ts−1




A 1
2f(p)




2

H
dp

� 1
2

≤ C(δ, λ1)τ
1
2

�
TZ

0




A 1
2f(p)




2

H
dp

� 1
2

≤ C(δ, λ1)τ
1
2 max

0≤s≤T

�


A 1
2f(s)




2

H

� 1
2

.

Şimdi D4,k i tahmin edelim. Yardımcı bir değişken tanımlayalım

bj =

tjZ
tj−1

sZ
tj−1

�
e−τAA−

1
2f
′
(z) + A

1
2 e−(tj−z)Af(s)

�
dzdws

ve

b∗j =

8><>: bj, 1 ≤ j ≤ k − 1,

0, değilse.

Sonra

D4,k =
kX
s=1

Rk−s
tsZ

ts−1

�
e−A(ts−p)f(p)− e−τAf(ts−1)

�
dwp

=
kX
s=1

Rk−s
tsZ

ts−1

��
e−A(ts−p) − e−τA

�
f(p) + e−τA (f(p)− f(ts−1))

�
dwp

=
kX
s=1

A
1
2Rk−s

tjZ
tj−1

sZ
tj−1

�
e−τAA−

1
2f
′
(z) + A

1
2 e−(tj−z)Af(s)

�
dzdws

=
NX
i=1

RiA
1
2 b∗k−i

ve
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�
E ‖D4,k‖2

H

� 1
2 =

�
E






 NX
i=1

RiA
1
2 b∗k−i






2

H

� 1
2

.

Üçgen eşitsizliğini, (1.7) ve (2.3) sonuçlarını kullanarak şunu yazabiliriz

�
E ‖D4,k‖2

� 1
2 ≤

 
NX
i=1

E



RiA

1
2 b∗k−i




2

H

! 1
2

≤
 

NX
i=1




A 1
2Ri





H→H

E



b∗k−i


2

H

! 1
2

.

�
E



b∗j


2

H

� 1
2

=

�






 tjZ
tj−1

sZ
tj−1

�
e−τAA−

1
2f
′
(z) + A

1
2 e−(tj−z)Af(s)

�
dzdws









2

H

� 1
2

≤
tjZ

tj−1

�
sZ

tj−1




�e−τAA− 1
2f
′
(z) + A

1
2 e−(tj−z)Af(s)

�


2

H
dz

� 1
2

ds

≤
tjZ

tj−1

sZ
tj−1




�e−τAA− 1
2f
′
(z) + A

1
2 e−(tj−z)Af(s)

�


2

H
dzds

≤ C(δ, λ1)τ
3
2

 
max

0≤s≤T

�


A 1
2f(s)




2

H

� 1
2

+ max
0≤s≤T

�


A− 1
2f ′(s)




2

H

� 1
2

!
olduğundan, şu elde edilir,�

E ‖P4,k‖2
H

� 1
2 ≤

NX
i=1

C1√
iτ

�
E



b∗k−i


2

H

� 1
2

≤
NX
i=1

C1√
iτ
C(δ, λ1)τ

3
2

×
 

max
0≤s≤T

�


A 1
2f(s)




2

H

� 1
2

+ max
0≤s≤T

�


A− 1
2f ′(s)




2

H

� 1
2

!
≤ C1(δ, λ1)τ

1
2

 
max

0≤s≤T

�


A 1
2f(s)




2

H

� 1
2

+ max
0≤s≤T

�


A− 1
2f ′(s)




2

H

� 1
2

!
.

Son olarak, D5,k i tahmin edelim. Aşağıdaki değişkene ihtiyacımız olacak

qj = A
1
2f(tj−1)∆wtj
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ve

q∗j =

8><>: qj, 1 ≤ j ≤ k − 1,

0, değilse.

Böylece,

D5,k =
NX
i=1

A
1
2RiA−1

�
e−τA −R

�
q∗k−i.

Üçgen eşitsizliğini, (2.3) ve (2.2) sonuçlarını kullanarak, aşağıdaki elde edilir�
E ‖D5,k‖2

H

� 1
2 ≤

NX
i=1




A 1
2Ri





H→H




A−1
�
e−τA −R

�



H→H

�
E



q∗k−i


2

H

� 1
2

≤
NX
i=1

2τ√
iτ

�
E



q∗k−i


2

H

� 1
2 ≤ C max

1≤j≤N

�
E ‖qj‖2

H

� 1
2 .

�
E ‖qj‖2

H

� 1
2 ≤

�
E



A 1

2f(tj−1)∆wtj




2

H

� 1
2

olduğundan

≤ C1(δ, λ1)τ
1
2 max

0≤s≤T

�


A 1
2f(s)




2

H

� 1
2

şu elde edilir �
‖D5,k‖2

H

� 1
2 ≤ C2(δ, λ1)τ

1
2 max

0≤s≤T

�


A 1
2f(s)




2

H

� 1
2

.

D1,k, D2,k, D3,k, D4,k ve D5,k leri birleştirirsek, (2.43) elde edilir. Teorem 2.4

ispatlanmıştır.

Şimdi Teorem 2.4 ün uygulamasına bir göz atalım. İlk olarak, bir boyutlu

yerel olmayan stokastik parabolik denklem için sınır değer problemine bakalım.

Problem (2.20) ün diskritizasyonu benzer şekilde iki aşamalıdır. İlki bir önceki

gibi. İkinci aşamada, (2.22) yı fark şeması (2.30) ile yer değştirsek, aşağıdaki fark

şemasını elde ederiz.8>>>>><>>>>>:
uhk(x)− uhk−1(x) + τAxhu

h
k(x) = fhk−1(x)(wtk − wtk−1

), 1 ≤ k ≤ N,

fhk−1(x) = fh(tk−1, x), tk = kτ, 1 ≤ k ≤ N, x ∈ [0, 1]h,

uh0(x) =
JP
j=1

αju
h

[
λj
τ

]
(x) + ϕ(wλ1,···,wλJ , x), x ∈ [0, 1]h.

(2.44)
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Teorem 2.5. τ ve h yeterince küçük keyfi sayılar olsun. Sonra, (2.44) fark

şemasının çözümü, aşağıdaki tahminin yakınsamasını sağlar:

max
0≤k≤N

�
E



vh(tk)− uhk


2

L2h

� 1
2 ≤ C(δ, λ1)

�
τ

1
2 + h

�
, (2.45)

öyleki C(δ, λ1) τ ve h den başımsızdır.

Teorem 2.5 in ispatı teorem 2.4 in soyut formu temel alınarak ve Axh (2.21) de

tanımlı fark şemaları operatörlerinin simetri özelliğinden istifade ile yapılır.

İkici olarak, çoknoktalı yerel olmayan parabolik sınır değer problemini (2.25)

ele alalım. (2.44) nun diskritizasyonu önce yapılanlar gibi. İkinci aşamada, (2.22)

yı (2.30) ile yer değiştirirsek8>>>>><>>>>>:
uhk(x)− uhk−1(x) + τAxhu

h
k(x) = fhk−1(x)(wtk − wtk−1

), 1 ≤ k ≤ N,

fhk−1(x) = fh(tk−1, x), tk = kτ, 1 ≤ k ≤ N, x ∈ Ωh,

uh0(x) =
JP
j=1

αju
h

[
λj
τ

]
(x) + ϕ(wλ1,···,wλJ , x), x ∈ ÜΩh.

(2.46)

elde edilir.

Teorem 2.6. τ ve |h| =
È
h2

1 + · · ·+ h2
n yeterince küçük keyfi sayılar olsun.

Sonra, (2.46) fark şemasının çözümü aşağıdaki tahminin yakınsamasını sağlar.

max
0≤k≤N

�
E



vh(tk)− uhk


2

L2h

� 1
2 ≤ C(δ, λ1)

�
τ

1
2 + |h|2

�
, (2.47)

öyleki C(δ, λ1) τ ve |h| den bağımsızdır.

Teorem 2.6 in ispatı Teorem 2.4 in soyut formu temel alınarak ve Axh (2.21)

de tanımlı fark şemaları operatörlerinin simetri özelliğinden istifade ile yapılır.
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Kapalı Fark Şeması

Bu bölümde 3/2− inci mertebeden doğru fark şemasını problem (1.6) in tah-

mini çözümü için kurduk ve araştırdık. A ve A2 den oluşturulan bu fark şemasının

tahmini çözüm yakınsaması oluşturuldu. Uygulama olarak, yerel olmayan çok

noktalı sınır değer stokastik parabolik eşitliklerin fark şemaları çözümlerinin tah-

mini yakınsamaları elde edilmiştir.

3/2-inci Mertebeden Doğru Kapalı Fark Şeması: Standard

Wiener Prosesli

İleride gerekli olan lemmaları sırayla verelim.

Lemma 3.1. Aşağıdaki sonuçları almak mümkün,


AαRk




H→H

≤ 1

(kτ)α
, 1 ≤ k ≤ N, 0 ≤ α ≤ 1, (3.1)


A−α �Rk − e−kτA

�



H→H

≤ 2τα

k2−α , 1 ≤ k ≤ N, 0 ≤ α ≤ 2, (3.2)

öyleki R =
�
I + τA+ (τA)2

2

�−1
.

Lemma 3.2. Kabul edelimki (1.8) doğruysa aşağıdaki operatörün

I −
JX
j=1

αjR

�
λj
τ

�
Υτ =

�
I −

JX
j=1

αjR

�
λj
τ

��−1

(3.3)

tersi vardır ve sınırlıdır

‖Υτ‖H→H ≤ C(δ, λ1). (3.4)

İspat İspat üçgen eşitsizli, (1.8) ve (1.10) un kabulünden elde edilir. Sonucu

şöyle ifade edilir,

‖Υτ‖H→H ≤ ‖Υ‖H→H + ‖Υτ‖H→H ‖Υ‖H→H C(δ, λ1)τ.
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Şimdi, çoknoktalı sınır değer probleminin yaklaşık çözümünün 3/2-inci mertebe-

den doğru fark şeması (1.6) nı ele alalım. (1.14a) nın da yardımıyla Çoknoktalı

yerel olamayan sınır değer probleminin çözümünün yakınsaklığı aşikardır. Aşağıdaki

ifadelerin yakınsaklıklarına bakalım,

e−τA,Z tk

tk−1

e−(tk−p)Af(p)dwp

ve çoknoktalı sınır değer şartları

v(0) =
JX
j=1

αjv(λj) + ϕ(wλ1,···,wλJ ).

Yerel olmayan sınır değer şartları için şunu kabul edelim λj ∈ [0, T ]τ then λj
τ

=h
λj
τ

i
e−τA yı R =

�
I + τA+ (τA)2

2

�−1
ile

e−(tk−p)Af(p) ifadesini (I + (p− tk−1)A)Rf(p) ile yer değiştirirsek, kapalı fark

şeması elde edilir8>>>>><>>>>>:
uk − uk−1 + (I −R)uk−1 = Rϕk,

ϕk =
tkR

tk−1

f(p)dwp + A
tkR

tk−1

(p− tk−1)f(p)dwp,

u0 =
JP
j=1

αjuλj
τ

+ ϕ(wλ1,···,wλJ )

(3.5)

Problem (1.6) in yakınsak çözümleri için kapalı fark şemasının8>>>><>>>>:
uk − uk−1 + (I −R)uk−1 = Rϕk,

ϕk =
tkR

tk−1

f(p)dwp + A
tkR

tk−1

(p− tk−1)f(p)dwp,

u0 veriliyor

Cauchy problemi (2.7) nin çözümü için tek çözümü vardır ve şöyle ifade edilir

uk = Rku0 +
kX
s=1

Rk−s+1ϕs, 1 ≤ k ≤ N. (3.6)

Bu formül ve çok noktalı yerel olmayan sınır değer şartlarından

u0 =
JX
j=1

αjuλj
τ

+ ϕ(wλ1,···,wλJ ),
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aşağıdakini elde ederiz

u0 =
JX
j=1

αj

�
R

λj
τ u0 +

λj
τX
s=1

R
λj
τ
−s+1 ϕs

�
+ ϕ(wλ1,···,wλJ ).

Lemma 3.7 yardımı ile operatör

I −
JX
j=1

αjR
λj
τ

ün sınırlı tersi vardır

Υτ =

�
I −

JX
j=1

αjR
λj
τ

�−1

.

Sonra

u0 = Υτ

8><>: JX
j=1

αj

λj
τX
s=1

R
λj
τ
−s+1ϕs + ϕ(wλ1,···,wλJ )

9>=>; . (3.7)

Böylece, (3.6) ve (3.7) formüllerini problem (3.5) in çözümleri için elde ederiz.

Şimdi fark şeması (3.5) nın yakınsama tahminini araştıracağız.

Teorem 3.1. Eğer

E



A 3

2ϕ(wλ1,···,wλJ )



2

H
+

TZ
0

E



A2f(s)




2

H
ds ≤ C1,

doğruysa,bundan yakınsama tahmini,

max
0≤k≤N

�
E ‖v(tk)− uk‖2

H

� 1
2 ≤ C2(δ, λ1)τ

3
2 (3.8)

sağlanır. Burada C1 ve C2(δ, λ1) τ dan bağımsızdır

İspat formül (1.13) ve (3.7) i kullanırsak aşağıdaki ifadeyi yazabiliriz

v(0)− u0 = (Υ−Υτ )ϕ(wλ1,···,wλJ )

+(Υ−Υτ )
JX
j=1

αj

λjZ
0

e−A(λj−p)f(p)dwp

+Υτ

JX
j=1

αj

�
λjZ
0

e−A(λj−p)f(p)dwp −

λj
τX
s=1

R
λj
τ
−s+1

tsZ
ts−1

(A(p− ts−1) + I) f(p)dwp

�
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= P1,J + P2,J + P3,J + P4,J + P5,J ,

öyleki

P1,J = (Υ−Υτ )ϕ(wλ1,···,wλJ ), (3.9)

P2,J = (Υ−Υτ )
JX
j=1

αj

λjZ
0

e−A(λj−s)f(s)dws, (3.10)

P3,J = Υτ

JX
j=1

αj

λj
τX
s=1

e−A(λj−ts) (3.11)

×
tsZ

ts−1

�
e−A(ts−p) − (A(p− ts−1) + I) e−τA

�
f(p)dwp,

P4,J = Υτ

JX
j=1

αj

λj
τX
s=1

�
e−(λj−ts)A −R

λj
τ
−s
� tsZ
ts−1

(A(p− ts−1) + I) e−τAf(p)dwp,

(3.12)

P5,J = Υτ

JX
j=1

αj

λj
τX
s=1

R
λj
τ
−s

tsZ
ts−1

(A(p− ts−1) + I)
�
e−τA −R

�
f(p)dwp. (3.13)

Bütün k = 1, · · ·, 5, ler için Pk,J yi bulalım. P1,J den başlıyalım. (1.13) ve (3.7)

formüllerini kullanarak, aşağıdaki ifadeyi elde ederiz

Υ−Υτ = ΥΥτ

JX
j=1

αj

�
e−Aλj −R

λj
τ

�
. (3.14)

(3.14) ve (3.9) yi kullanarak aşağıdaki gibi yazarız

P1,J = ΥΥτ

JX
j=1

αj

�
e−Aλj −R

λj
τ

�
ϕ(wλ1,···,wλJ ).

P1,J nin beklenen değerini tahmin edelim.

�
E ‖P1,J‖2

H

� 1
2 ≤ ‖Υ‖H→H ‖Υτ‖H→H

×

�
E







 JX
j=1

αjA
− 3

2

�
e−Aλj −R

λj
τ

�
A

3
2ϕ(wλ1,···,wλJ )







2

H

� 1
2

.
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(1.10), (3.4) ve (3.2) leri kullanarak aşağıdaki sonucu elde ederiz�
E ‖P1,J‖2

H

� 1
2 ≤ C1(δ, λ1)

JX
j=1

|αj|




A− 3

2

�
e−Aλj −R

λj
τ

�




H→H

×
�
E



A 3

2ϕ(wλ1,···,wλJ )



2

H

� 1
2

≤ C2(δ, λ1)τ
3
2

�
E



A 3

2ϕ(wλ1,···,wλJ )




H

� 1
2 .

P2,J nin beklenen değerini tahmin edelim. (3.14) ve (3.10) formüllerini kullanarak

şunu yazabiliriz

P2,J = ΥΥτ

JX
j=1

αj

�
e−Aλj −R

λj
τ

� λjZ
0

e−A(λj−s)f(s)dws.

(1.10), (3.4) ve (3.2) lerden şunu elde ederiz�
E ‖P2,J‖2

H

� 1
2

≤ C1(δ, λ1)
JX
j=1

|αj|




A− 3

2

�
e−Aλj −R

λj
τ

�




H→H

×

�
E








 λjZ0 e−A(λj−s)A
3
2f(s)dws









2

H

� 1
2

≤ C2(δ, λ1)τ
3
2

�
JX
j=1

|αj|E








 λjZ0 e−A(λj−s)A
3
2f(s)dws









2

H

� 1
2

≤ C3(δ, λ1)τ
3
2

�
JX
j=1

|αj|E
λjZ
0




A 3
2f(s)




2

H
ds

� 1
2

≤ C4(δ, λ1)τ
3
2

�
E

TZ
0




A 3
2f(s)




2

H
ds

� 1
2

.

Şimdi P3,J yi tahmin edelim.

e−A(ts−p) − e−τA − A(p− ts−1)e−τA

=

pZ
ts−1

zZ
ts−1

A2e−A(ts−λ)dλdz =

pZ
ts−1

(p− λ)A2e−A(ts−λ)dλ, (3.15)
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formüllerini kullanarak aşağıdakini yazabiliriz

P3,J = Υτ

JX
j=1

αj

λj
τX
s=1

e−A(λj−ts)
tsZ

ts−1

pZ
ts−1

(p− λ)A2e−A(ts−λ)dλf(p)dwp.

son formülü, üçgen eşitsizliğini, (1.7) ve (3.4) formüllerini kullanarak şunu elde

ederiz

�
E ‖P3,J‖2

H

� 1
2 ≤ ‖Υτ‖H→H

�
JX
j=1

|αj|E

λj
τX
s=1




e−(λj−sτ)A



2

H→H

×
tsZ

ts−1

pZ
ts−1

(ts − λ)2



e−A(ts−λ)




2

H→H




A2f(p)



2

H
dpdλ

� 1
2

≤ C1(δ, λ1)

�
JX
j=1

|αj|E

λj
τX
s=1

tsZ
ts−1

pZ
ts−1

(ts − λ)2



A2f(p)




2

H
dpdλ

� 1
2

≤ C2(δ, λ1)τ
3
2

�
E

TZ
0




A2f(p)



2

H
dp

� 1
2

.

Şimdi P4,J yi tahmin edelim. (3.12) formülünü , üçgen eşitsizliğini, (3.4) , (1.7)

ve (3.2) yi kullanarak şunu elde ederiz

�
E ‖P4,J‖2

H

� 1
2 ≤ ‖Υτ‖H→H

�
JX
j=1

|αj|

λj
τX
s=1





A− 3
2

�
e−(λj−ts)A −R

λj
τ
−s
�



2

H→H

× E
tpZ

tp−1




(A(s− tp−1) + I) e−τA



2

H→H




A 3
2f(s)




2

H
ds

� 1
2

≤ C2(δ, λ1)τ
3
2

�
E

TZ
0




A 3
2f(s)




2

H
ds

� 1
2

.

Şimdi P5,J yi tahmin edelim. (3.13) formülünü, üçgen eşitsizliğini, (3.4) , (3.1)

ve (3.2) leri kullanarak şunu elde ederiz

�
E ‖P5,J‖2

H

� 1
2 ≤ ‖Υτ‖H→H

�
JX
j=1

αj

λj
τX
s=1





Rλj
τ
−s




2

H→H
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× E
tpZ

tp−1




(A(s− tp−1) + I)A−
3
2

�
e−τA −R

�


2

H→H




A 3
2f(s)




2

H
ds

� 1
2

≤ C2(δ, λ1)τ
3
2

�
E

TZ
0




A 3
2f(s)




2

H
ds

� 1
2

.

Yukarıdakileri kullanarak Pk,J , k = 1, · · ·, 5 şunu elde ederiz�
E ‖v(t0)− u0‖2

H

� 1
2 ≤ C4(δ, λ1)τ

3
2 . (3.16)

Teorem 3.1 ü ispatlamak için aşağıdaki sonucu elde etmek yeterlidir.

max
1≤k≤N

�
E ‖v(tk)− uk‖2

H

� 1
2 ≤ C2(δ, λ1)τ

3
2 . (3.17)

(1.13) ve (3.6) formüllerini kullanarak şunu yazabiliriz

v(tk)− uk = e−kτAv(0) +
kX
s=1

e−(k−s)τA
tsZ

ts−1

e−A(ts−p)f(p)dwp

−Rku0 −
kX
s=1

Rk−s+1

�
tsZ

ts−1

f(p)dwp + A

tsZ
ts−1

(p− ts−1)f(p)dwp

�
= D1,k +D2,k +D3,k +D4,k +D5,k,

öyleki

D1,k = (e−kτA −Rk)Υ

8<: JX
j=1

αj

λjZ
0

e−A(λj−s)f(s)dws + ϕ(wλ1,···,wλJ )

9=; ,
D2,k = Rk(v(0)− u0),

D3,k =
kX
s=1

e−(k−s)τA
tsZ

ts−1

�
e−A(ts−p) − (A(p− ts−1) + I) e−τA

�
f(p)dwp,

D4,k =
k−1X
s=1

�
e−(k−s)τA −Rk−s� tsZ

ts−1

(A(p− ts−1) + I) e−τAf(p)dwp,

D5,k =
kX
s=1

Rk−s �e−τA −R� tsZ
ts−1

(A(p− ts−1) + I) e−τAf(p)dwp.

Dm,k tüm m = 1, · · ·, 5 ler için ayrı ayrı bulalım. D1,k dan başlayalım. Üçgen

eşitsizliği, (3.4) , (3.1) ve (3.2) leri kullanarak şunu elde ederiz
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�
E ‖D1,k‖2

H

� 1
2

≤
�


(e−kτA −Rk)A−

3
2




2

H→H

× E








Υ
8<: JX
j=1

αj

λjZ
0

A
3
2 e−A(λj−s)f(s)dws + A

3
2ϕ(wλ1,···,wλJ )

9=;







2

H

� 1
2

≤ C1(δ, λ1)τ
3
2

�
E








Υ JX
j=1

αj

λjZ
0

e−A(λj−s)A
3
2f(s)dws + A

3
2ϕ(wλ1,···,wλJ )









2

H

� 1
2

≤ C2(δ, λ1)τ ‖Υ‖H→H

×

�
JX
j=1

|αj|E
λjZ
0




e−A(λj−s)



2

H→H




A 3
2f(s)




2

H
ds+ E




A 3
2ϕ(wλ1,···,wλJ )




2

H

� 1
2

≤ C3(δ, λ1)τ
3
2

�
E

TZ
0




A 3
2f(s)




2

H
ds+ E




A 3
2ϕ



2

H

� 1
2

≤ C4(δ, λ1)τ
3
2

��
TZ

0

E



A 3

2f(s)



2

H
ds+ E




A 3
2ϕ



2

H

� 1
2

�
.

Şimdi D2,k yı tahmin edelim. (3.2) ü kullanarak şu sonuç elde edilir�
E ‖D2,k‖2

H

� 1
2 ≤

�


Rk



2

H→H
E ‖v(0)− u0‖2

H

� 1
2 ≤

�
E ‖v(0)− u0‖2

H

� 1
2 .

(3.16) i kullanırsak aşağıdaki tahminelde edilir.

�
E ‖D2,k‖2

H

� 1
2 ≤ C(δ, λ1)τ.

Şimdi D3,k yı tahmin edelim (3.15) formülünü kullanarak şunu yazabiliriz

D3,k =
kX
s=1

e−(k−s)τA
tsZ

ts−1

pZ
ts−1

(p− λ)A2e−A(ts−λ)dλf(p)dwp.

Son formülü, üçgen eşitsizliğini ve (1.7) yi kullanırsak, şu sonucu elde ederiz

�
E ‖D3,J‖2

H

� 1
2 ≤

 
E

kX
s=1




e−(λj−sτ)A



2

H→H
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×
tsZ

ts−1

pZ
ts−1

(ts − λ)2



e−A(ts−λ)




2

H→H




A2f(p)



2

H
dpdλ

� 1
2

≤ C1(δ, λ1)

�
E

kX
s=1

tsZ
ts−1

pZ
ts−1

(ts − λ)2



A 3

2f(p)



2

H
dpdλ

� 1
2

≤ C2(δ, λ1)τ
3
2

�
E

TZ
0




A 3
2f(p)




2

H
dp

� 1
2

.

Şimdi D4,J yi tahmin edelim. Üçgen eşitsizliğini, (3.1) , (1.7) ve (3.2) ü kulla-

narak şu sonucu elde ederiz

�
E ‖D4,k‖2

H

� 1
2 ≤

 
k−1X
s=1




A− 3
2

�
e−(k−s)τA −Rk−s�


2

H→H

× E
tsZ

ts−1




(A(p− ts−1) + I) e−τA



2

H→H




A 3
2f(p)




2

H
dp

� 1
2

≤ C(δ, λ1)τ
3
2

�
k−1X
s=1

E

tsZ
ts−1




A 3
2f(p)




2

H
dp

� 1
2

≤ C(δ, λ1)τ
3
2

�
E

TZ
0




A 3
2f(p)




2

H
dp

� 1
2

.

�
E ‖D4,k‖2

H

� 1
2 ≤

 
k−1X
s=1




A− 3
2

�
e−(k−s)τA −Rk−s�


2

H→H

× E
tsZ

ts−1




(A(p− ts−1) + I) e−τA



2

H→H




A 3
2f(p)




2

H
dp

� 1
2

≤ C(δ, λ1)τ
3
2

�
k−1X
s=1

E

tsZ
ts−1




A 3
2f(p)




2

H
dp

� 1
2

≤ C(δ, λ1)τ
3
2

�
E

TZ
0




A 3
2f(p)




2

H
dp

� 1
2

.

Son olarak, D5,k i tahmin edelim. Üçgen eşitsizliğini, (3.1) ve (3.2) i kullanarak

şu sonucu elde ederiz

�
E ‖D5,k‖2

H

� 1
2 ≤

 
kX
s=1




A− 3
2

�
e−τA −R

�


2

H→H

× E
tsZ

ts−1




(A(p− ts−1) + I)Rk−s



2

H→H




A 3
2f(p)




2

H
dp

� 1
2

≤ C(δ, λ1)τ
3
2

�
kX
s=1

E

tsZ
ts−1




A 3
2f(p)




2

H
dp

� 1
2

≤ C(δ, λ1)τ
3
2

�
E

TZ
0




A 3
2f(p)




2

H
dp

� 1
2

.
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D1,k, D2,k, D3,k, D4,k ve D5,kleri toparlarsak (3.17) elde edilir ve teorem 3.1 is-

patlanır.

Şimdi teorem 3.1 ün uygulamasına bir göz atalım. İlk olarak, bir boyutlu

yerel olmayan stokastik parabolik denklem için sınır değer problemine bakalım.

Problem (2.20) in diskritizasyonu benzer şekilde iki aşamalıdır. İlki bir önceki

gibi. İkinci aşamada, (2.22) yı (3.5) fark şeması ile yer değiştirirsek8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

uhk(x)− uhk−1(x) +

�
τAxh +

(τAxh)
2

2

�
uhk(x) = ϕhk(x),

ϕhk(x, k) =
tkR

tk−1

fh(p, x)dwp + Axh
tkR

tk−1

(p− tk−1)fh(p, x)dwp, tk = kτ,

1 ≤ k ≤ N, x ∈ [0, 1]h,

uh0(x) =
JP
j=1

αju
h
λj
τ

(x) + ϕ(wλ1,···,wλJ , x), x ∈ [0, 1]h

(3.18)

elde edilir.

Teorem 3.2. τ ve h yeterince küçük keyfi sayılar olsun. Sonra, (3.18) fark

şemasının çözümü aşağıdaki tahminin yakınsamasını sağlar

max
0≤k≤N

�
E



vh(tk)− uhk


2

L2h

� 1
2 ≤ C(δ, λ1)

�
τ

3
2 + h

�
, (3.19)

öyleki C(δ, λ1) τ ve h den bağımsızdır.

Teorem 2.5 in ispatı Teorem 3.2 in soyut formu temel alınarak ve Axh (2.21)de

tanımlı fark şemaları operatörlerinin simetri özelliğinden istifade ile yapılır.

İkici olarak, çoknoktalı yerel olmayan parabolik sınır değer problemini (2.25)

ele alalım. (3.18) nun diskritizasyonu önce yapılanlar gibi. İkinci aşamada, (2.27)

i (3.5) ile yer değiştirirsek,8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

uhk(x)− uhk−1(x) +

�
τAxh +

(τAxh)
2

2

�
uhk(x) = ϕhk(x), 1 ≤ k ≤ N,

ϕhk(x, k) =
tkR

tk−1

fh(p, x)dwp + Axh
tkR

tk−1

(p− tk−1)fh(p, x)dwp, tk = kτ,

1 ≤ k ≤ N, x ∈ Ωh,

uh0(x) =
JP
j=1

αju
h�
λj
τ

�(x) + ϕ(wλ1,···,wλJ , x), x ∈ ÜΩh.

(3.20)

elde edilir.
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Teorem 3.3. τ ve h yeterince küçük keyfi sayılar olsun. Sonra, (3.18) fark

şemasının çözümü aşağıdaki tahminin yakınsamasını sağlar,

max
0≤k≤N

�
E



vh(tk)− uhk


2

L2h

� 1
2 ≤ C(δ, λ1)

�
τ

3
2 + |h|2

�
,

öyleki C(δ, λ1) τ ve |h| den bağımsızdır.

Teorem 3.3 ün ispatı teorem 3.1 in soyut formu temel alınarak ve Axh (2.26)

de tanımlı fark şemaları operatörlerinin simetri özelliğinden istifade ile yapılır.

Kapalı Fark Şeması: Standard Dışı Wiener Prosesli

e−τA ifadesini R =
�
I + τA+ (τA)2

2

�−1
ifadesi ileR tk

tk−1
e−(tk−s)Af(s)dws

ifadesini

R

�
f(tk−1)∆wtk + (f ′(tk−1) + Af(tk−1))

tkZ
tk−1

(s− tk−1)dws

�
ifadesi ile yer değiştirirsek kapalı fark şemasını elde ederiz. Yerel olmayan sınır

değer probleminin yaklaşık çözümü için şunu kabul edelim λj ∈ [0, T ]τ ise λj
τ

=h
λj
τ

i
,8>>>>>>><>>>>>>>:

uk − uk−1 = (R− I)uk−1 +Rϕk,

ϕk = f(tk−1)∆wtk + (f ′(tk−1) + Af(tk−1))
tkR

tk−1

(s− tk−1)dws, 1 ≤ k ≤ N,

∆wtk = wtk − wtk−1
,

u0 =
JP
j=1

αju�λj
τ

� + ϕ(wλ1,···,wλJ ).

Problem (1.6) nin yaklaşık çözümü için bu fark şeması ve aşağıdaki kapalı fark

şeması8>>>>>>><>>>>>>>:
uk − uk−1 +

�
τA+ (τA)2

2

�
uk = ϕk, 1 ≤ k ≤ N,

ϕk = f(tk−1)∆wtk + (f ′(tk−1) + Af(tk−1))
tkR

tk−1

(s− tk−1)dws,

∆wtk = wtk − wtk−1
, 1 ≤ k ≤ N,

u0 =
JP
j=1

αju�λj
τ

� + ϕ(wλ1,···,wλJ )

(3.21)
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problem (1.6) nin denk yaklaşık çözümüdür. Problem (3.21) için çözüm formülleri

bulalım. kapalı fark şemasının8><>: uk − uk−1 +
�
τA+ (τA)2

2

�
uk = ϕk, 1 ≤ k ≤ N,

u0 is given

Cauchy problem (2.7) için tek çözümü vardır, ve aşağıdaki gibi temsil edilir

uk = Rku0 +
kX
s=1

Rk−s+1ϕs, 1 ≤ k ≤ N. (3.22)

Sonra bu formülden ve çoknoktalı yerel olmayan sınır şartlarından

u0 =
JX
j=1

αju�λj
τ

� + ϕ(wλ1,···,wλJ ),

şunu elde ederiz

u0 =
JX
j=1

αjR

�
λj
τ

�
u0

+
JX
j=1

αj

�
λj
τ

�X
s=1

R

�
λj
τ

�
−s+1

ϕs + ϕ(wλ1,···,wλJ ).

Lemma 3.7 den aşağıdaki operatörün

I −
JX
j=1

αjR

�
λj
τ

�
sınırlı tersi vardır

Υτ =

�
I −

JX
j=1

αjR

�
λj
τ

��−1

.

Buradan

u0

= Υτ

8><>: JX
j=1

αj

��
λj
τ

�X
s=1

R

�
λj
τ

�
−s+1

�

×

�
f(ts−1)∆wts + (f ′(ts−1) + Af(ts−1))

tsZ
ts−1

(p− ts−1)dwp

�9=;
+ϕ(wλ1,···,wλJ )}

.
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böylece, problem (3.21) nin çözümü için (3.22) ve () formüllerimiz var. Şimdi,

(3.21) fark şemasının yakınsamasını inceleyeceğiz.

Teorem 3.4. Eğer

E



A 3

2ϕ(wλ1,···,wλJ )



2

H
+ max
t∈[0,T ]




f ′′(t)


2

H
+ max
t∈[0,T ]




A 3
2f
′
(t)



2

H
+ max
t∈[0,T ]




A2f(t)



2

H
≤ C,

doğruysa, aşağıdaki yakınsama tahmini

max
0≤k≤N

�
E ‖v(tk)− uk‖2

H

� 1
2 ≤ C1(δ, λ1)τ

3
2 , (3.23)

doğrudur. Burada C ve C1(δ, λ1) τ dan bağımsızdır.

İspat (1.13) ve () formüllerini kullanarak, aşağıdaki gibi yazabiliriz

v(0)− u0 = (Υ−Υτ )ϕ(wλ1,···,wλJ )

+(Υ−Υτ )
JX
j=1

αj

λjZ
0

e−A(λj−p)f(p)dwp

+Υτ

JX
j=1

αj

�
λjZ
0

e−A(λj−p)f(p)dwp

−

λj
τX
s=1

R
λj
τ
−s+1

�
f(ts−1)∆wts + (f ′(ts−1) + Af(ts−1))

tsZ
ts−1

(p− ts−1)dwp

��
Υ−Υτ = ΥΥτ

�
JX
j=1

|αj|
�
e−Aλj −R

λj
τ

��
(3.24)

= P1,J + P2,J + P3,J + P4,J + P5,J ,

öyleki

P1,J = (Υ−Υτ )ϕ(wλ1,···,wλJ ), (3.25)

P2,J = (Υ−Υτ )
JX
j=1

αj

λjZ
0

e−A(λj−s)f(s)dws, (3.26)

P3,J = Υτ

JX
j=1

αj

λj
τX
s=1

e−A(λj−ts) (3.27)
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×

�
tsZ

ts−1

e−A(ts−p)f(p)dwp

−e−τA
�
f(ts−1)∆wts + (f ′(ts−1) + Af(ts−1))

tsZ
ts−1

(p− ts−1)dwp

��
P4,J = Υτ

JX
j=1

αj

λj
τX
s=1

�
e−(λj−ts)A −R

λj
τ
−s
�
e−τA (3.28)

×

�
f(ts−1)∆wts + (f ′(ts−1) + Af(ts−1))

tsZ
ts−1

(p− ts−1)dwp

�
,

P5,J = Υτ

JX
j=1

αj

λj
τX
s=1

R
λj
τ
−s �e−τA −R� (3.29)

×

�
f(ts−1)∆wts + (f ′(ts−1) + Af(ts−1))

tsZ
ts−1

(p− ts−1)dwp

�
Şimdi Pk,J ya bakalım. Bütün k = 1, · · ·, 5 lar için ayrı ayrı ele alalım. P1,J

den başlayalım. (1.9) ve () formüllerini kullanarak şunu elde ederiz

Υ−Υτ = ΥΥτ

JX
j=1

αj

�
e−Aλj −R

λj
τ

�
. (3.30)

(3.30) ve (3.25) formüllerini kullanarak şunu yazabiliriz

P1,J = ΥΥτ

JX
j=1

αj

�
e−Aλj −R

λj
τ

�
ϕ(wλ1,···,wλJ ).

P1,J nin beklenen değerini tahmin edelim.

�
E ‖P1,J‖2

H

� 1
2 ≤ ‖Υ‖H→H ‖Υτ‖H→H

×

�
E







 JX
j=1

αjA
− 3

2

�
e−Aλj −R

λj
τ

�
A

3
2ϕ(wλ1,···,wλJ )







2

H

� 1
2

.

(1.10), (3.4) ve (3.2) ifadelerinden şunu elde ederiz�
E ‖P1,J‖2

H

� 1
2 ≤ C1(δ, λ1)

JX
j=1

|αj|




A− 3

2

�
e−Aλj −R

λj
τ

�




H→H

×
�
E



A 3

2ϕ(wλ1,···,wλJ )



2

H

� 1
2
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≤ C2(δ, λ1)τ
3
2

�
E



A 3

2ϕ(wλ1,···,wλJ )




H

� 1
2 .

Şimdi P2,J i tahmin edelim. (3.30) ve (3.26) formüllerini ve üçgen eşitsizliğini

kullanarak şunu elde ederiz

P2,J = ΥΥτ

JX
j=1

αj

�
e−Aλj −R

λj
τ

� λjZ
0

e−A(λj−s)f(s)dws.

(1.10) (3.4) ve (3.2) lerden istifade ile aşağıdaki ifade elde edilir�
E ‖P2,J‖2

H

� 1
2

≤ C1(δ, λ1)
JX
j=1

|αj|




A− 3

2

�
e−Aλj −R

λj
τ

�




H→H

×

�






 λjZ0 e−A(λj−s)A
3
2f(s)dws









2

H

� 1
2

≤ C2(δ, λ1)τ
3
2

�
JX
j=1

|αj|








 λjZ0 e−A(λj−s)A
3
2f(s)dws









2

H

� 1
2

≤ C3(δ, λ1)τ
3
2

�
JX
j=1

|αj|
λjZ
0




A 3
2f(s)




2

H
ds

� 1
2

≤ C4(δ, λ1)τ
3
2

�
TZ

0




A 3
2f(s)




2

H
ds

� 1
2

≤ C5(δ, λ1)τ
3
2 max

0≤s≤T

�


A 3
2f(s)




2

H

� 1
2

.

Şimdi P3,J yi tahmin edelim.

e−A(ts−p)f(p)− e−τAf(ts−1)− e−τA (f ′(ts−1) + Af(ts−1)) (p− ts−1)

=

pZ
ts−1

zZ
ts−1

�
A2f(λ) + 2Af ′(λ) + f ′′(λ)

�
(e−A(ts−λ)dλdz (3.31)

=

pZ
ts−1

(p− λ)
�
A2f(λ) + 2Af ′(λ) + f ′′(λ)

�
e−A(ts−λ)dλ,
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formüllerinden aşağıdaki ifade elde edilir

P3,J = Υτ

JX
j=1

αj

λj
τX
s=1

e−A(λj−ts)

×
tsZ

ts−1

pZ
ts−1

(p− λ)
�
A2f(λ) + 2Af ′(λ) + f ′′(λ)

�
e−A(ts−λ)dλdwp.

Son formül, üçgen eşitsizliği, (1.7) ve (3.4) ifadelerinin yardımı ile şöyle yazmak

mümkün

�
E ‖P3,J‖2

H

� 1
2 ≤ ‖Υτ‖H→H

�
JX
j=1

|αj|E

λj
τX
s=1




e−(λj−sτ)A



2

H→H

×
tsZ

ts−1

pZ
ts−1

(ts − λ)2



e−A(ts−λ)




2

H→H




�A2f(p) + 2Af ′(p) + Af ′′(p)
�


2

H
dpdλ

� 1
2

≤ C1(δ, λ1)

�
JX
j=1

|αj|

λj
τX
s=1

tsZ
ts−1

pZ
ts−1

(ts − λ)2



�A2f(p) + 2Af ′(p) + f ′′(p)

�


2

H
dpdλ

� 1
2

≤ C2(δ, λ1)τ
3
2

�
TZ

0




�A2f(p) + 2Af ′(p) + f ′′(p)
�


2

H
dp

� 1
2

≤ C3(δ, λ1)τ
3
2 max

0≤s≤T

�


A2f(s)



2

H
+ ‖Af ′(s)‖2

H + ‖f ′′(s)‖2
H

� 1
2

.

Şimdi P4,J i tahmin edelim. (3.28) formülü üçgen eşitsizli, (3.4) , (1.7) ve (3.2)

ifadelerinin yardımı ile şöyle yazabiliriz.

�
E ‖P4,J‖2

H

� 1
2 ≤ ‖Υτ‖H→H

�
JX
j=1

|αj|

λj
τX
s=1





A− 3
2

�
e−(λj−ts)A −R

λj
τ
−s
�



2

H→H

×
tpZ

tp−1

�


(I + A (p− ts−1)) e−τA



2

H→H




A 3
2f(ts−1)




2

H

+



(p− ts−1)e−τA




2

H→H




A 3
2f ′(ts−1)




2

H
ds
� 1

2

≤ C2(δ, λ1)τ
3
2

�
TZ

0




A 3
2 (f(s) + f ′(s− 1))




2

H
ds

� 1
2
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≤ C3(δ, λ1)τ
3
2 max

0≤s≤T

�


A 3
2f(s)




2

H
+



A 3

2f ′(s− 1)



2

H

� 1
2

.

Şimdi P5,J i tahmin edelim. (3.29) formülü üçgen eşitsizliği, (3.4) , (3.1) ve

(3.2) ifadelerinden istifade ile şunu elde ederiz

P5,J = Υτ

JX
j=1

αj

λj
τX
s=1

R
λj
τ
−s �e−τA −R�

×

�
f(ts−1)∆wts + (f ′(ts−1) + Af(ts−1))

tsZ
ts−1

(p− ts−1)dwp

�

P5,J = Υτ

JX
j=1

αj

λj
τX
s=1

R
λj
τ
−s

tsZ
ts−1

(A(p− ts−1) + I)
�
e−τA −R

�
f(p)dwp.

�
E ‖P5,J‖2

H

� 1
2 ≤ ‖Υτ‖H→H

�
JX
j=1

αj

λj
τX
s=1





Rλj
τ
−s




2

H→H

×
tpZ

tp−1

�


(I + A (p− ts−1)) e−τA



2

H→H




�e−τA −R�


2

H




A 3
2f(ts−1)




2

H

+



(p− ts−1)e−τA




2

H→H




�e−τA −R�


2

H




A 3
2f ′(ts−1)




2

H
ds
� 1

2

≤ C2(δ, λ1)τ
3
2

�
TZ

0




A 3
2 (f(ts−1) + f ′(ts−1))




2

H
ds

� 1
2

≤ C3(δ, λ1)τ
3
2 max

0≤s≤T

�


A 3
2f(s)




2

H
+



A 3

2f ′(s− 1)



2

H

� 1
2

.

Pk,J , k = 1, · · ·, 5 i kullanarak aşağıdaki tahmini elde ederiz

�
E ‖v(t0)− u0‖2

H

� 1
2 ≤ C4(δ, λ1)τ

1
2 . (3.32)

Teorem 3.4 in ispati için aşağıdaki tahmini elde etmek yeterlidir.

max
1≤k≤N

�
E ‖v(tk)− uk‖2

H

� 1
2 ≤ C2(δ, λ1)τ

1
2 . (3.33)

(1.13) ve (3.22) formüllerini kullanarak şunu yazabiliriz
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v(tk)− uk = e−kτAv(0) +
kX
s=1

e−(k−s)τA
tsZ

ts−1

e−A(ts−p)f(p)dwp

−Rku0 −
kX
s=1

Rk−s+1

�
tsZ

ts−1

[f(ts−1) + (f ′(ts−1) + Af(ts−1))(p− ts−1)] dwp

�
= D1,k +D2,k +D3,k +D4,k +D5,k,

öyleki

D1,k = (e−kτA −Rk)Υ

8<: JX
j=1

αj

λjZ
0

e−A(λj−s)f(s)dws + ϕ(wλ1,···,wλJ )

9=; ,
D2,k = Rk(v(0)− u0),

D3,k =
kX
s=1

e−(k−s)τA

×
tsZ

ts−1

�
e−A(ts−p)f(p)− f(ts−1)− (f ′(ts−1) + Af(ts−1))(p− ts−1)e−τA

�
dwp,

D4,k =
k−1X
s=1

�
e−(k−s)τA −Rk−s�

×

�
tsZ

ts−1

[f(ts−1) + (f ′(ts−1) + Af(ts−1))(p− ts−1)] dwp

�
D5,k =

kX
s=1

Rk−s �e−τA −R�
×

tsZ
ts−1

�
e−A(ts−p)f(p)− f(ts−1)− (f ′(ts−1) + Af(ts−1))(p− ts−1)e−τA

�
dwp

Bütün m = 1, ···, 5 ler için ayrı ayrı Dm,k yı tahmin edelim. D1,k ile başlayalım.

Üçgen eşitsizliğini, önceki sonuçlar, (3.4), (3.1) ve (3.2) ifadelerinden istifadeyle

şunu yazabiliriz �
E ‖D1,k‖2

H

� 1
2

≤
�


(e−kτA −Rk)A−

3
2




2

H→H

× E








Υ
8<: JX
j=1

αj

λjZ
0

A
3
2 e−A(λj−s)f(s)dws + A

3
2ϕ(wλ1,···,wλJ )

9=;







2

H

� 1
2
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≤ C1(δ, λ1)τ
3
2

�
E








Υ JX
j=1

αj

λjZ
0

e−A(λj−s)A
3
2f(s)dws + A

3
2ϕ(wλ1,···,wλJ )









2

H

� 1
2

≤ C2(δ, λ1)τ
3
2 ‖Υ‖H→H

×

�
JX
j=1

|αj|
λjZ
0




e−A(λj−s)



2

H→H




A 3
2f(s)




2

H
ds+ E




A 3
2ϕ(wλ1,···,wλJ )




2

H

� 1
2

≤ C3(δ, λ1)τ
3
2

�
TZ

0




A 3
2f(s)




2

H
ds+ E




A 3
2ϕ



2

H

� 1
2

≤ C4(δ, λ1)τ
3
2

��
TZ

0




A 3
2f(s)




2

H
ds+ E




A 3
2ϕ



2

H

� 1
2

�
≤ C5(δ, λ1)τ

3
2

 �
max

0≤s≤T

�


A 3
2f(s)




2

H

�
+ E




A 3
2ϕ



2

H

� 1
2

!
.

Şimdi D2,k yı tahmin edelim. (3.2) ifadesinden istifade ile şu elde edilir�
E ‖D2,k‖2

H

� 1
2 ≤

�


Rk



2

H→H
E ‖v(0)− u0‖2

H

� 1
2 ≤

�
E ‖v(0)− u0‖2

H

� 1
2 .

Tahmin(3.32) den istifadeyle şunu elde ederiz

�
E ‖D2,k‖2

H

� 1
2 ≤ C(δ, λ1)τ

3
2 .

Şimdi D3,k i tahmin edelim. Formül (3.31) ü kullanarak, şöyle yazmak mümkün

D3,k =
kX
s=1

e−(k−s)τA
tsZ

ts−1

pZ
ts−1

(p− λ)
�
A2f(λ) + 2Af ′(λ) + f ′′(λ)

�
e−A(ts−λ)dλdwp.

son formül, üçgen eşitsizliği ve ifade (1.7) den istifade edersek, şu elde edilir

�
E ‖D3,J‖2

H

� 1
2 ≤

 
kX
s=1




e−(λj−sτ)A



2

H→H

×
tsZ

ts−1

pZ
ts−1

(ts − λ)2



e−A(ts−λ)




2

H→H




�A2f(p) + 2Af ′(p) + f ′′(p)
�


2

H
dpdλ

� 1
2

≤ C1(δ, λ1)

�
kX
s=1

tsZ
ts−1

pZ
ts−1

(ts − λ)2



�A2f(p) + 2Af ′(p) + f ′′(p)

�


2

H
dpdλ

� 1
2
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≤ C2(δ, λ1)τ
3
2

�
TZ

0




�A2f(p) + 2Af ′(p) + Af ′′(p)
�


2

H
dp

� 1
2

≤ C3(δ, λ1)τ
3
2

�
max

0≤s≤T

�


A2f(p)



2

H
+ ‖2Af ′(p)‖2

H + ‖f ′′(p)‖2
H

� 1
2

�
.

Şimdi D4,J i tahmin edelim. Üçgen eşitsizliği, (3.1), (1.7) ve (3.2) ifadelerinden

şunu yazabiliriz

�
E ‖D4,k‖2

H

� 1
2 ≤

 
k−1X
s=1




A− 3
2

�
e−(k−s)τA −Rk−s�


2

H→H

×
tsZ

ts−1




(A(p− ts−1) + I) e−τA



2

H→H




�A 3
2f(ts−1) + A

3
2f ′(ts−1)

�


2

H
dp

� 1
2

≤ C(δ, λ1)τ
3
2

�
k−1X
s=1

tsZ
ts−1




�A 3
2f(ts−1) + A

3
2f ′(ts−1)

�


2

H
dp

� 1
2

≤ C1(δ, λ1)τ
3
2

 
max

0≤s≤T

�


A 3
2f(p− 1)




2

H
+



A 3

2f ′(p− 1)



2

H

� 1
2

!
.

Son olarak, D5,k yı tahmin edelim. Üçgen eşitsizliği, (3.1) ve (3.2) ifadelerinden

şunu yazabiliriz

�
E ‖D5,k‖2

H

� 1
2 ≤

 
kX
s=1




A− 3
2

�
e−τA −R

�


2

H→H

×
tsZ

ts−1




(A(p− ts−1) + I)Rk−s



2

H→H




�A 3
2f(ts−1) + A

3
2f ′(ts−1)

�


2

H
dp

� 1
2

≤ C(δ, λ1)τ
3
2

�
kX
s=1

tsZ
ts−1




�A 3
2f(ts−1) + A

3
2f ′(ts−1)

�


2

H
dp

� 1
2

≤ C1(δ, λ1)τ
3
2

 
max

0≤s≤T

�


A 3
2f(p− 1)




2

H
+



A 3

2f ′(p− 1)



2

H

� 1
2

!
.

D1,k, D2,k, D3,k, D4,k ve D5,k leri birleştirirsek, (3.33) elde edilir. Teorem 3.4

ispatlanmıştır.

Şimdi teorem 3.4 ün uygulamasına bir göz atalım. İlk olarak, bir boyutlu

yerel olmayan stokastik parabolik denklem için sınır değer problemine bakalım.
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Problem (2.20) ün diskritizasyonu benzer şekilde iki aşamalıdır. İlki bir önceki

gibi. İkinci aşamada, (2.22) yı (3.21) fark şeması ile yer değiştiririz ve aşağıdaki

fark şemasısını,

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

uhk(x)− uhk−1(x) +

�
τAxh +

(τAxh)
2

2

�
uhk(x) = ϕhk(x),

ϕhk(x, k) = fh(tk−1, x)∆wtk

+
�

(fh(tk,x)−fh(tk−1,x)
τ

+ Axhf
h(tk−1, x)

� tkR
tk−1

(p− tk−1)dwp, tk = kτ

1 ≤ k ≤ N, x ∈ [0, 1]h,

uh0(x) =
JP
j=1

αju
h
λj
τ

(x) + ϕ(wλ1,···,wλJ , x), x ∈ [0, 1]h,

(3.34)

elde ederiz.

Teorem 3.5. τ ve h yeterince küçük keyfi sayılar olsun. Sonra, (3.34) fark

şemasının çözümü aşağıdaki tahminin yakınsamasını sağlar

max
0≤k≤N

�
E



vh(tk)− uhk


2

L2h

� 1
2 ≤ C(δ, λ1)

�
τ

3
2 + h

�
, (3.35)

öyleki C(δ, λ1) τ ve h den başımsızdır.

Teorem 3.5 in ispatı Teorem 3.4 in soyut formu temel alınarak ve Axh (2.21)de

tanımlı fark şemaları operatörlerinin simetri özelliğinden istifade ile yapılır.

İkici olarak, çoknoktalı yerel olmayan parabolik sınır değer problemini (2.25)

ele alalım. (3.34) nun diskritizasyonu önce yapılanlar gibi. İkinci aşamada, (2.27)

i (3.21) ile yer değiştiririsek aşağıdaki fark şeması

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

uhk(x)− uhk−1(x) +

�
τAxh +

(τAxh)
2

2

�
uhk(x) = ϕhk(x), 1 ≤ k ≤ N,

ϕhk(x, k) = fh(tk−1, x)∆wtk

+
�

(fh(tk,x)−fh(tk−1,x)
τ

+ Axhf
h(tk−1, x)

� tkR
tk−1

(p− tk−1)dwp, tk = kτ

1 ≤ k ≤ N, x ∈ Ωh,

uh0(x) =
JP
j=1

αju
h
λj
τ

(x) + ϕ(wλ1,···,wλJ , x), x ∈ ÜΩh,

(3.36)

elde edilir.

54



Teorem 3.6. τ ve h yeterince küçük keyfi sayılar olsun. Sonra, (3.36) fark

şemasının çözümü aşağıdaki tahminin yakınsamasını sağlar,

max
0≤k≤N

�
E



vh(tk)− uhk


2

L2h

� 1
2 ≤ C(δ, λ1)

�
τ

3
2 + |h|2

�
,

öyleki C(δ, λ1) τ ve |h| den bağımsızdır.

Teorem 3.6 in ispatı Teorem 3.4 in soyut formu temel alınarak ve Axh (2.21)

de tanımlı fark şemaları operatörlerinin simetri özelliğinden istifade ile yapılır.
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Crank-Nicholson Fark Şeması

Bu bölümde 3/2− inci mertebeden doğru fark şemasını problem (1.6) in

tahmini çözümü için kurduk ve araştırdık. Bu fark şemasının tahmini çözüm

yakınsaması oluşturuldu. Uygulama olarak, yerel olmayan çok noktalı sınır değer

stokastik parabolik eşitliklerin fark şemaları çözümlerinin yakınsama tahminleri

elde edilmiştir.

3/2-inci Mertebeden Doğru Crank-Nicholson Fark Şeması:

Standard Wiener Prosesli

İleride gerekli olan lemmaları sırayla verelim.

Lemma 4.1. Aşağıdaki sonuçları almak mümkün,


AβBk−r(τA)Cr(τA)




H→H

≤ C1

(kτ)β
, 1 ≤ k ≤ N, 0 ≤ β ≤ r/2, r = 1, 2, · · ·,

(4.1)


A−1−β �Bk − exp(−kτA)
�



H→H

≤ C1τ
2

β (kτ)1−β , 1 ≤ k ≤ N, 0 < β ≤ 1, (4.2)


A−2
�
e−τA − C2

�



H→H

≤ C1τ
2,



(A(s− tp−1) + I)A−2

�
e−τA − C2

�



H→H

≤ C1τ
2,

(4.3)

öyleki B =
�
I − τA

2

� �
I + τA

2

�−1
, C =

�
I + τA

2

�−1
.

Lemma 4.2. Kabul edelimki (2.2) doğrudur. Sonra, aşağıdaki operatörün,

I −
JX
j=1

αjB
λj
τ

tersi vardır ve sınırlıdır,

Υτ =

�
I −

IX
j=1

αjB
λj
τ

�−1

(4.4)

ve aşağıdaki sonuç sağlanır,

‖Υτ‖H→H ≤ C(δ, α). (4.5)

Burada α =
JP
j=1
|αj| < 1.
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İspat İspat üçgen eşitsizliği ve kabul (1.8) den elde edilir, ve sonuç,

‖Υτ‖H→H ≤ ‖Υ‖H→H + ‖Υτ‖H→H ‖Υ‖H→H C(δ, α)τ.

Şimdi, çoknoktalı sınır değer probleminin yaklaşık çözümünün 3/2-inci mer-

tebeden doğru fark şemasını ele alalım. (1.6) ve (1.14a) nın da yardımıyla çoknoktalı

yerel olamayan sınır değer probleminin çözümünün yakınsaklığı aşikardır. Aşağıdaki

ifadelerin yakınsaklıklarına bakalım,

e−τA,Z tk

tk−1

e−(tk−s)Af(s)dws,

ve çoknoktalı sınır değer şartları

v(0) =
JX
j=1

αjv(λj) + ϕ(wλ1,···,wλJ ).

Yerel olamayan sınır değer şartları için şunu kabul edelim λj ∈ [0, T ]τ sonra

λj
τ

=
h
λj
τ

i
dır.

e−τA ifadesi ile B =
�
I − τA

2

� �
I + τA

2

�−1
ve C2 =

�
I + τA

2

�−2
ifadelerini,

e−(tk−p)Af(p) ifadesi ile (I + (p− tk−1)A)C2f(p) ifadesini yer değiştirirsek, Crank-

Nicholson fark şemasını buluruz.8>>>>><>>>>>:
uk − uk−1 + (I −B)uk−1 = C2ϕk,

ϕk =
tkR

tk−1

f(p)dwp + A
tkR

tk−1

(p− tk−1)f(p)dwp, tk = kτ, 1 ≤ k ≤ N,

u0 =
JP
j=1

αjuλj
τ

+ ϕ(wλ1,···,wλJ )

Problem (1.6) in yakınsak çözümleri için fark şemasını denk formda tekrar

yazalım,

8>>>>><>>>>>:
uk − uk−1 +

�
τA+ (τA)2

4

�
uk + (τA)2

4
uk−1 = ϕk,

ϕk =
tkR

tk−1

f(p)dwp + A
tkR

tk−1

(p− tk−1)f(p)dwp, tk = kτ, 1 ≤ k ≤ N,

u0 =
JP
j=1

αjuλj
τ

+ ϕ(wλ1,···,wλJ ).

(4.6)
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Crank-Nicholson fark şeması,8>>>><>>>>:
uk − uk−1 +

�
τA+ (τA)2

4

�
uk + (τA)2

4
uk−1 = ϕk,

ϕk =
tkR

tk−1

f(p)dwp + A
tkR

tk−1

(p− tk−1)f(p)dwp, 1 ≤ k ≤ N,

u0 veriliyor,

Cauchy problemi (2.7) için tek çözümlüdür ve şöyle temsil edilir,

uk = Bku0 +
kX
s=1

Bk−sC2ϕs. (4.7)

Bu formül ve çok noktalı yerel olmayan sınır değer şartlarından

u0 =
JX
j=1

αjuλj
τ

+ ϕ(wλ1,···,wλJ ),

aşağıdakini elde ederiz

u0 =
JX
j=1

αj

�
B

λj
τ u0 +

λj
τX
s=1

B
λj
τ
−s C2ϕs

�
+ ϕ(wλ1,···,wλJ ).

Lemma 4.9 yardımı ile operatör

I −
JX
j=1

αjB
λj
τ

ün sınırlı tersi vardır

Υτ =

�
I −

IX
j=1

αjB
λj
τ

�−1

.

Sonra

u0 = Υτ

8><>: IX
j=1

αj

λj
τX
s=1

B
λj
τ
−sC2ϕs + ϕ(wλ1,···,wλJ )

9>=>; . (4.8)

Böylece, (4.7) ve (4.8) formüllerini problem (4.6) nın çözümleri için elde ederiz.

Şimdi fark şeması (4.6) nın yakınsama tahminini araştıracağız.

Teorem 4.1. Eğer

E



A 3

2ϕ(wλ1,···,wλJ )



2

H
+ E

TZ
0




A2f(s)



2

H
ds ≤ C,

doğruysa, buradan yakınsama tahmini,

max
0≤k≤N

�
E ‖v(tk)− uk‖2

H

� 1
2 ≤ C1(δ, α)τ

3
2

sağlanır. Burada C1 ve C2(δ, λ1) τ dan bağımsızdır.
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İspat formül (1.13) ve (4.8) i kullanarak, aşağıdaki ifadeyi yazabiliriz

v(0)− u0 = (Υ−Υτ )ϕ(wλ1,···,wλJ )

+(Υ−Υτ )
JX
j=1

αj

λjZ
0

e−A(λj−p)f(p)dwp

+Υτ

JX
j=1

αj

�
λjZ
0

e−A(λj−p)f(p)dwp

−

λj
τX
s=1

B
λj
τ
−s

�
tsZ

ts−1

(A(p− ts−1) + I) e−τAf(p)C2dwp

��
= P1,J + P2,J + P3,J + P4,J + P5,J ,

öyleki

P1,J = (Υ−Υτ )ϕ(wλ1,···,wλJ ), (4.9)

P2,J = (Υ−Υτ )
JX
j=1

|αj|
λjZ
0

e−A(λj−s)f(s)dws, (4.10)

P3,J = Υτ

JX
j=1

|αj|

λj
τX
s=1

e−A(λj−ts) (4.11)

×
tsZ

ts−1

�
e−A(ts−p) − (A(p− ts−1) + I) e−τA

�
f(p)dwp,

P4,J = Υτ

JX
j=1

|αj|

λj
τX
s=1

�
e−(λj−ts)A −B

λj
τ
−s
�

(4.12)

×
tsZ

ts−1

(A(p− ts−1) + I) e−τAf(p)dwp,

P5,J = Υτ

JX
j=1

|αj|

λj
τX
s=1

B
λj
τ
−s

tsZ
ts−1

(A(p− ts−1) + I)
�
e−τA − C2

�
f(p)dwp. (4.13)

Bütün k = 1, · · ·, 5 ler için Pk,J yi bulalım. P1,J den başlıyalım. (1.13) ve (4.8)

formüllerini kullanarak aşağıdaki ifadeyı elde ederiz,
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Υ−Υτ = ΥΥτ

JX
j=1

αj

�
e−Aλj −B

λj
τ

�
. (4.14)

(4.14) ve (4.9) yi kullanarak aşağıdaki gibi yazarız

P1,J = ΥΥτ

JX
j=1

αj

�
e−Aλj −B

λj
τ

�
ϕ(wλ1,···,wλJ ).

P1,J nin beklenen değerini tahmin edelim.

�
E ‖P1,J‖2

H

� 1
2 ≤ ‖Υ‖H→H ‖Υτ‖H→H

×

�
E







 JX
j=1

αjA
− 3

2

�
e−Aλj −B

λj
τ

�
A

3
2ϕ(wλ1,···,wλJ )







2

H

� 1
2

.

(4.2) yi kullanarak aşağıdaki sonucu elde ederiz�
E ‖P1,J‖2

H

� 1
2 ≤ C1(δ, λ1)

JX
j=1

|αj|




A− 3

2

�
e−Aλj −B

λj
τ

�




H→H

×
�
E



A 3

2ϕ(wλ1,···,wλJ )



2

H

� 1
2

≤ C2(δ, α)τ
3
2

�
E



A 3

2ϕ(wλ1,···,wλJ )



2

H

� 1
2

.

P2,J nin beklenen değerini tahmin edelim. (4.14) ve (4.10) formüllerini kullanarak

şunu yazabiliriz

P2,J = ΥΥτ

JX
j=1

αj

�
e−Aλj −B

λj
τ

� λjZ
0

e−A(λj−s)f(s)dws.

(1.7) ve (4.2) formüllerini kullanarak şunu yazabiliriz�
E ‖P2,J‖2

H

� 1
2

≤ C1(δ, α)
JX
j=1

|αj|




A− 3

2

�
e−Aλj −B

λj
τ

�




H→H

�
E








 λjZ0 e−A(λj−s)A
3
2f(s)dws









2

H

� 1
2

≤ C2(δ, α)τ
3
2

JX
j=1

|αj|

�
E

λjZ
0




e−A(λj−s)



2

H→H




A 3
2f(s)




2

H
ds

� 1
2
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≤ C3(δ, α)τ
3
2

�
JX
j=1

|αj|E
λjZ
0




A 3
2f(s)




2

H
ds

� 1
2

≤ C4(δ, α)τ
3
2

�
E

TZ
0




A 3
2f(s)




2

H
ds

� 1
2

.

Şimdi P3,J tahmin edelim.

e−A(ts−p) − e−τA − A(p− ts−1)e−τA

=

pZ
ts−1

zZ
ts−1

A2e−A(ts−λ)dλdz =

pZ
ts−1

(p− λ)A2e−A(ts−λ)dλ, (4.15)

formüllerini kullanarak aşağıdakini yazabiliriz

P3,J = Υτ

JX
j=1

αj

λj
τX
s=1

e−A(λj−ts)
tsZ

ts−1

pZ
ts−1

(p− λ)A2e−A(ts−λ)dλf(p)dwp.

Son formülü, üçgen eşitsizliğini, (1.7) ve (4.5) formüllerini kullanarak şunu

elde ederiz

�
E ‖P3,J‖2

H

� 1
2 ≤ ‖Υτ‖H→H

JX
j=1

|αj|

λj
τX
s=1




e−(λj−sτ)A




H→H

×

�
E

tsZ
ts−1

pZ
ts−1

(ts − λ)2



e−A(ts−λ)




2

H→H




A2f(p)



2

H
dpdλ

� 1
2

≤ C1(δ, λ1)

�
JX
j=1

|αj|E

λj
τX
s=1

tsZ
ts−1

pZ
ts−1

(ts − λ)2



A2f(p)




2

H
dpdλ

� 1
2

≤ C2(δ, λ1)τ
3
2

�
E

TZ
0




A2f(p)



2

H
dp

� 1
2

.

Şimdi P4,J yi tahmin edelim. (4.12) formülünü , üçgen eşitsizliğini, (4.5) , (1.7)

ve (4.2) yi kullanarak şunu elde ederiz

�
E ‖P4,J‖2

H

� 1
2 ≤ ‖Υτ‖H→H

�
JX
j=1

|αj|

λj
τX
s=1





A− 3
2

�
e−(λj−ts)A −B

λj
τ
−s
�



2

H→H

× E
tpZ

tp−1




(A(s− tp−1) + I) e−τA



2

H→H




A 3
2f(s)




2

H
ds

� 1
2
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≤ C2(δ, λ1)τ
3
2

�
E

TZ
0




A 3
2f(s)




2

H
ds

� 1
2

.

Şimdi P5,J i tahmin edelim. (4.13) formülünü, üçgen eşitsizliğini, (4.5) , (4.1)

ve (4.3) leri kullanarak şunu elde ederiz

�
E ‖P5,J‖2

H

� 1
2 ≤ ‖Υτ‖H→H

�
JX
j=1

αj

λj
τX
s=1





B λj
τ
−s




2

H→H

× E
tpZ

tp−1




(A(s− tp−1) + I)A−
3
2

�
e−τA − C2

�


2

H→H




A 3
2f(s)




2

H
ds

� 1
2

≤ C2(δ, α)τ
3
2

�
E

TZ
0




A 3
2f(s)




2

H
ds

� 1
2

.

Yukarıdakileri kullanarak Pk,J , k = 1, · · ·, 5 leri birleştirirsek şunu elde ederiz,

�
E ‖v(t0)− u0‖2

H

� 1
2 ≤ C4(δ, λ1)τ

3
2 . (4.16)

Teorem 4.1 i ispatlamak için aşağıdaki sonucu elde etmek yeterlidir.

max
1≤k≤N

�
E ‖v(tk)− uk‖2

H

� 1
2 ≤ C2(δ, λ1)τ

3
2 . (4.17)

(1.13) ve (4.6) formüllerini kullanarak şunu yazabiliriz

v(tk)− uk = e−kτAv(0) +
kX
s=1

e−(k−s)τA
tsZ

ts−1

e−A(ts−p)f(p)dwp

−Bku0 −
kX
s=1

Bk−s

�
tsZ

ts−1

(I + A(p− ts−1))C2f(p)dwp

�
= D1,k +D2,k +D3,k +D4,k +D5,k,

öyleki,

D1,k = (e−kτA −Rk)Υ

8<: JX
j=1

αj

λjZ
0

e−A(λj−s)f(s)dws + ϕ(wλ1,···,wλJ )

9=; ,
D2,k = Bk(v(0)− u0),
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D3,k =
kX
s=1

e−(k−s)τA
tsZ

ts−1

�
e−A(ts−p) − (A(p− ts−1) + I) e−τA

�
f(p)dwp,

D4,k =
k−1X
s=1

�
e−(k−s)τA −Bk−s� tsZ

ts−1

(A(p− ts−1) + I) e−τAf(p)dwp,

D5,k =
kX
s=1

Rk−s �e−τA − C2
� tsZ
ts−1

(A(p− ts−1) + I) e−τAf(p)dwp.

Dm,k tüm m = 1, · · ·, 5 ler için ayrı ayrı bulalım. D1,k dan başlayalım. Üçgen

eşitsizliğini, (4.5) , (4.2) ve (4.1) leri kullanarak şunu elde ederiz,

�
E ‖D1,k‖2

H

� 1
2

≤
�


(e−kτA −Bk)A−

3
2




2

H→H

×E








Υ
8<: JX
j=1

αj

λjZ
0

Ae−A(λj−s)f(s)dws + Aϕ(wλ1,···,wλJ )

9=;







2

H

� 1
2

≤ C1(δ, λ1)τ
3
2

�
E








Υ JX
j=1

|αj|
λjZ
0

e−A(λj−s)Af(s)dws + Aϕ(wλ1,···,wλJ )









2

H

� 1
2

≤ C2(δ, λ1)τ
3
2 ‖Υ‖H→H

×

�
JX
j=1

|αj|E
λjZ
0




e−A(λj−s)



2

H→H




A 3
2f(s)




2

H
ds+ E




A 3
2ϕ(wλ1,···,wλJ )




2

H

� 1
2

≤ C3(δ, λ1)τ
3
2

�
E

TZ
0




A 3
2f(s)




2

H
ds+ E




A 3
2ϕ



2

H

� 1
2

.

Şimdi D2,k yı tahmin edelim (4.2) i kullanarak şu sonucu elde ederiz,

�
E ‖D2,k‖2

H

� 1
2 ≤

�


Rk



2

H→H
E ‖v(0)− u0‖2

H

� 1
2 ≤

�
E ‖v(0)− u0‖2

H

� 1
2 .

(4.16) yı kullanırsak aşağıdakini,

�
E ‖D2,k‖2

H

� 1
2 ≤ C(δ, λ1)τ

3
2 ,

elde ederiz.
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Şimdi D3,k yı tahmin edelim. (4.15) formülünü kullanarak şunu yazabiliriz,

D3,k =
kX
s=1

e−(k−s)τA
tsZ

ts−1

pZ
ts−1

(p− λ)A2e−A(ts−λ)dλf(p)dwp.

Son formülü, üçgen eşitsizliğini ve (1.7) yi kullanarak şu sonucu elde ederiz,

�
E ‖D3,J‖2

H

� 1
2 ≤

 
E

kX
s=1




e−(λj−sτ)A



2

H→H

×
tsZ

ts−1

pZ
ts−1

(ts − λ)2



e−A(ts−λ)




2

H→H




A2f(p)



2

H
dpdλ

� 1
2

≤ C1(δ, λ1)

�
E

kX
s=1

tsZ
ts−1

pZ
ts−1

(ts − λ)2



A2f(p)




2

H
dpdλ

� 1
2

≤ C2(δ, λ1)τ
3
2

�
E

TZ
0




A2f(p)



2

H
dp

� 1
2

.

Şimdi D4,k yi tahmin edelim. Üçgen eşitsizliğini, (4.1) ve (4.2) yi kullanarak,

şu sonucu elde ederiz,

�
E ‖D4,k‖2

H

� 1
2 ≤

 
k−1X
s=1




A− 3
2

�
e−(k−s)τA −Bk−s�


2

H→H

× E
tsZ

ts−1




(A(p− ts−1) + I) e−τA



2

H→H




A 3
2f(p)




2

H
dp

� 1
2

≤ C(δ, λ1)τ
3
2

�
k−1X
s=1

E

tsZ
ts−1




A 3
2f(p)




2

H
dp

� 1
2

≤ C(δ, λ1)τ
3
2

�
E

TZ
0




A 3
2f(p)




2

H
dp

� 1
2

.

Son olarak, D5,k yı tahmin edelim. Üçgen eşitsizliğini, (4.1) ve (4.3) ü kulla-

narak şu sonucu elde ederiz,

�
E ‖D5,k‖2

H

� 1
2 ≤

 
kX
s=1




A− 3
2

�
e−τA − C2

�


2

H→H

× E
tsZ

ts−1




(A(p− ts−1) + I)Bk−s



2

H→H




A 3
2f(p)




2

H
dp

� 1
2

≤ C(δ, λ1)τ
3
2

�
kX
s=1

E

tsZ
ts−1




A 3
2f(p)




2

H
dp

� 1
2

≤ C(δ, λ1)τ
3
2

�
E

TZ
0




A 3
2f(p)




2

H
dp

� 1
2

.
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D1,k, D2,k, D3,k, D4,k ve D5,k leri toparlarsak (4.17) elde edilir ve teorem 4.1

ispatlanır.

Şimdi teorem 4.1 ün uygulamasına bir göz atalım. İlk olarak, bir boyutlu

yerel olmayan stokastik parabolik denklem için sınır değer problemine bakalım.

Problem (2.20) in diskritizasyonu benzer şekilde iki aşamalıdır. İlki bir önceki

gibi. İkinci aşamada, (2.22) yı (4.6) fark şeması ile yer değiştirirsek,

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

uhk(x)− uhk−1(x) +

�
τAxh +

(τAxh)
2

4

�
uhk(x) +

(τAxh)
2

4
uhk−1(x) = ϕhk(x),

ϕhk(x) =
tkR

tk−1

fh(p, x)dwp + Axh
tkR

tk−1

(p− tk−1)fh(p, x)dwp, tk = kτ,

1 ≤ k ≤ N, x ∈ [0, 1]h,

uh0(x) =
JP
j=1

αju
h
λj
τ

(x) + ϕ(wλ1,···,wλJ , x), x ∈ [0, 1]h,

(4.18)

elde edilir.

Teorem 4.2. τ ve h yeterince küçük keyfi sayılar olsun. Sonra, (4.18) fark

şemasının çözümü aşağıdaki tahminin yakınsamasını sağlar,

max
0≤k≤N

�
E



vh(tk)− uhk


2

L2h

� 1
2 ≤ C(δ, λ1)

�
τ

3
2 + h

�
, (4.19)

öyleki C(δ, λ1) τ ve h den bağımsızdır.

Teorem 4.3 ün ispatı Teorem 4.2 in soyut formu temel alınarak ve Axh (2.21)

de tanımlı fark şemaları operatörlerinin simetri özelliğinden istifade ile yapılır.

İkici olarak, çoknoktalı yerel olmayan parabolik sınır değer problemini (2.25)

ele alalım. (4.18) nun diskritizasyonu önce yapılanlar gibi. İkinci aşamada, (2.27)

i (4.6) ile yer değiştirirsek

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

uhk(x)− uhk−1(x) +

�
τAxh +

(τAxh)
2

4

�
uhk(x) +

(τAxh)
2

4
uhk−1(x) = ϕhk(x),

ϕhk(x, k) =
tkR

tk−1

fh(p, x)dwp + Axh
tkR

tk−1

(p− tk−1)fh(p, x)dwp, tk = kτ,

1 ≤ k ≤ N, x ∈ Ωh,

uh0(x) =
JP
j=1

αju
h
λj
τ

(x) + ϕ(wλ1,···,wλJ , x), x ∈ ÜΩh.

(4.20)

65



Teorem 4.3. τ ve h yeterince küçük keyfi sayılar olsun. Sonra, fark şeması (4.20)

nın çözümü aşağıdaki tahminin yakınsamasını sağlar,

max
0≤k≤N

�
E



vh(tk)− uhk


2

L2h

� 1
2 ≤ C(δ, α)

�
τ

3
2 + |h|2

�
,

öyleki, C(δ, λ1), τ ve |h| den bağımsızdır.

Teorem 4.3 ün ispatı teorem 4.1 in soyut formu temel alınarak ve Axh (2.26)

de tanımlı fark şemaları operatörlerinin simetri özelliğinden istifade ile yapılır.
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Crank-Nicholson Fark Şeması: Standard Dışı Wiener

Prosesli

Lemma 4.3. Aşağıdaki ifadeler,


AβBk−r(τA)Cr(τA)




H→H

≤ C1

(kτ)β
, 1 ≤ k ≤ N, 0 ≤ β ≤ r/2, r = 1, 2, · · ·,

(4.21)


A−1−β �Bk − exp(−kτA)
�



H→H

≤ C1τ
2

β (kτ)1−β , 1 ≤ k ≤ N, 0 < β ≤ 1, (4.22)


A−2
�
e−τA − C2

�



H→H

≤ C1τ
2,



(A(s− tp−1) + I)A−2

�
e−τA − C2

�



H→H

≤ C1τ
2,

(4.23)

öyleki B =
�
I − τA

2

� �
I + τA

2

�−1
, C =

�
I + τA

2

�−1
doğrudur.

Lemma 4.4. Eğer (2.2) doğruysa, operatör

I −
JX
j=1

αjB
λj
τ

sınırlı bir tersi vardır,

Υτ =

�
I −

IX
j=1

αjB
λj
τ

�−1

(4.24)

ve aşağıdaki ifade sağlanır,

‖Υτ‖H→H ≤ C(δ, α). (4.25)

Burada α =
JP
j=1
|αj| < 1.

İspat İspat üçgen eşitsizliği, ifade ( 1.8) ve 4.25) den istifade ile yapılır.

‖Υτ‖H→H ≤ ‖Υ‖H→H + ‖Υτ‖H→H ‖Υ‖H→H C(δ, α)τ.

Şimdi çoknoktalı yerel olmayan sınır değer 3/2-inci mertebeden yakınsak Crank-

Nicholson fark şemasını problem (1.6) için ele alalım. (1.13) ifadesinden çoknoktalı

yerel olmayan sınır değer problemi yakınsaktır. Şimdi şu ifadelerin yakınsaması

incelenmelidir,

e−τA,
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Z tk

tk−1

e−(tk−s)Af(s)dws,

ve çoknoktalı yerel olmayan sınır değer şartları,

v(0) =
JX
j=1

αjv(λj) + ϕ(wλ1,···,wλJ ).

Yerel olmayan sınır değer şartları için şu kabulleri yapıyoruz,

λj ∈ [0, T ]τ ise λj
τ

=
h
λj
τ

i
dir

e−τA ifadesini B =
�
I − τA

2

� �
I + τA

2

�−1
ve C2 =

�
I + τA

2

�−2
ifadesiyle,

e−(tk−p)Af(p) ifadesini (I + (p− tk−1)A)C2f(p) ifadesi ile yer değiştirirsek, Crank-

Nicholson fark şemasını elde ederiz.8>>>>>>><>>>>>>>:
uk − uk−1 + (I −B)uk−1 = C2ϕk,

ϕk = f(tk−1)∆wtk + (f ′(tk−1) + Af(tk−1))
tkR

tk−1

(s− tk−1)dws, 1 ≤ k ≤ N,

∆wtk = wtk − wtk−1
, 1 ≤ k ≤ N,

u0 =
JP
j=1

αju�λj
τ

� + ϕ(wλ1,···,wλJ )

Problem (1.6) nin yakınsak çözümü için denk formu tekrar yazarsak,

8>>>>>>><>>>>>>>:
uk − uk−1 +

�
τA+ (τA)2

4

�
uk + (τA)2

4
uk−1 = ϕk,

ϕk = f(tk−1)∆wtk + (f ′(tk−1) + Af(tk−1))
tkR

tk−1

(s− tk−1)dws, 1 ≤ k ≤ N,

∆wtk = wtk − wtk−1
, 1 ≤ k ≤ N,

u0 =
JP
j=1

αju�λj
τ

� + ϕ(wλ1,···,wλJ ).

(4.26)

elde edilir.

Crank-Nicholson fark şemasının,8>>>>>><>>>>>>:
uk − uk−1 + (I −B)uk−1 = C2ϕk,

ϕk = f(tk−1)∆wtk + (f ′(tk−1) + Af(tk−1))
tkR

tk−1

(s− tk−1)dws,

1 ≤ k ≤ N,

u0 veriliyor

Cauchy problem (2.7) için tek çözümü vardır ve şöyle formüle edilir,

uk = Bku0 +
kX
s=1

Bk−sC2ϕs. (4.27)
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Bu formülden ve yerel olmayan sınır değer şartlarından

u0 =
JX
j=1

αjuλj
τ

+ ϕ(wλ1,···,wλJ ),

elde edilir ve,

u0 =
JX
j=1

αj

�
B

λj
τ u0 +

λj
τX
s=1

B
λj
τ
−s C2ϕs

�
+ ϕ(wλ1,···,wλJ ).

Lemma 4.11 operatör,

I −
JX
j=1

αjB
λj
τ ,

sınırlı tersi vardır,

Υτ =

�
I −

IX
j=1

αjB
λj
τ

�−1

.

Böylece

u0 = Υτ

8><>: IX
j=1

αj

λj
τX
s=1

B
λj
τ
−sC2ϕs + ϕ(wλ1,···,wλJ )

9>=>; . (4.28)

Buradan, problem (4.26) in çözümü için (4.27) ve (4.28) formüllerimiz vardır.

Şimdi, fark şeması (4.26) nın yakınsamasını araştıralım.

Teorem 4.4. Eğer,

E



A 3

2ϕ(wλ1,···,wλJ )



2

H
+ max
t∈[0,T ]




f ′′(t)


2

H
+ max
t∈[0,T ]




A 3
2f
′
(t)



2

H
+ max
t∈[0,T ]




A2f(t)



2

H
≤ C,

doğruysa,

max
0≤k≤N

�
E ‖v(tk)− uk‖2

H

� 1
2 ≤ C1(δ, α)τ

3
2

yakınsaktır. Burada C ve C1(δ, λ1) τ dan bağımsızdır.

İspat (1.13) ve (4.28) formüllerini kullanarak şunu yazabiliriz

v(0)− u0 = (Υ−Υτ )ϕ(wλ1,···,wλJ )

+(Υ−Υτ )
JX
j=1

αj

λjZ
0

e−A(λj−p)f(p)dwp
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+Υτ

JX
j=1

αj

�
λjZ
0

e−A(λj−p)f(p)dwp

−

λj
τX
s=1

B
λj
τ
−s

�
tsZ

ts−1

[f(ts−1) + (f ′(ts−1) + Af(ts−1))(p− ts−1)]C2dwp

��
= P1,J + P2,J + P3,J + P4,J + P5,J ,

öyleki,

P1,J = (Υ−Υτ )ϕ(wλ1,···,wλJ ), (4.29)

P2,J = (Υ−Υτ )
JX
j=1

|αj|
λjZ
0

e−A(λj−s)f(s)dws, (4.30)

P3,J = Υτ

JX
j=1

|αj|

λj
τX
s=1

e−A(λj−ts)

�
tsZ

ts−1

e−A(ts−p)f(p)dwp (4.31)

−
tsZ

ts−1

[f(ts−1) + (f ′(ts−1) + Af(ts−1))(p− ts−1)] e−τAC2dwp

�

P4,J = Υτ

JX
j=1

|αj|

λj
τX
s=1

�
e−(λj−ts)A −B

λj
τ
−s
�

(4.32)

×
tsZ

ts−1

[f(ts−1) + (f ′(ts−1) + Af(ts−1))(p− ts−1)] e−τAdwp.

P5,J = Υτ

JX
j=1

|αj|

λj
τX
s=1

B
λj
τ
−s (4.33)

×
tsZ

ts−1

[f(ts−1) + (f ′(ts−1) + Af(ts−1))(p− ts−1)] e−τA
�
e−τA − C2

�
dwp

Şimdi Pk,J ya bakalım. Bütün k = 1, · · ·, 5 lar için ayrı ayrı ele alalım. P1,J

den başlayalım. (1.13) ve (4.28) formüllerini kullanarak şunu elde ederiz,

Υ−Υτ = ΥΥτ

JX
j=1

αj

�
e−Aλj −B

λj
τ

�
. (4.34)
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(4.34) ve (4.29) formüllerini kullanarak şunu yazabiliriz

P1,J = ΥΥτ

JX
j=1

αj

�
e−Aλj −B

λj
τ

�
ϕ(wλ1,···,wλJ ).

P1,J nin beklenen değerenini tahmin edelim. Aşağıdaki ifadeden�
E ‖P1,J‖2

H

� 1
2 ≤ ‖Υ‖H→H ‖Υτ‖H→H

×

�
E







 JX
j=1

αjA
− 3

2

�
e−Aλj −B

λj
τ

�
A

3
2ϕ(wλ1,···,wλJ )







2

H

� 1
2

.

(4.22) ifadesini kullanarak şunu elde ederiz�
E ‖P1,J‖2

H

� 1
2 ≤ C1(δ, λ1)

JX
j=1

|αj|




A− 3

2

�
e−Aλj −B

λj
τ

�




H→H

×
�
E



A 3

2ϕ(wλ1,···,wλJ )



2

H

� 1
2

≤ C2(δ, α)τ
3
2

�
E



A 3

2ϕ(wλ1,···,wλJ )



2

H

� 1
2

.

Şimdi P2,J yi tahmin edelim. (4.34) ve (4.30) formüllerini kullanarak şunu yazmak

mümkün,

P2,J = ΥΥτ

JX
j=1

αj

�
e−Aλj −B

λj
τ

� λjZ
0

e−A(λj−s)f(s)dws.

(1.7) ve (4.22) ifadelerinden hareketle şunu elde ederiz,�
E ‖P2,J‖2

H

� 1
2

≤ C1(δ, α)
JX
j=1

|αj|




A− 3

2

�
e−Aλj −B

λj
τ

�




H→H

�






 λjZ0 e−A(λj−s)A
3
2f(s)dws









2

H

� 1
2

≤ C2(δ, α)τ
3
2

JX
j=1

|αj|

�
λjZ
0




e−A(λj−s)



2

H→H




A 3
2f(s)




2

H
ds

� 1
2

≤ C3(δ, α)τ
3
2

�
JX
j=1

|αj|
λjZ
0




A 3
2f(s)




2

H
ds

� 1
2
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≤ C4(δ, α)τ
3
2

�
TZ

0




A 3
2f(s)




2

H
ds

� 1
2

≤ C5(δ, α)τ
3
2

�
max

0≤s≤T




A 3
2f(s)




2

H

� 1
2

.

Sıradaki P3,J yi tahmin edelim. (4.15) ifadesinin yardımı ile, son formülü,

üçgen eşitsizliğini, (1.7) ve (3.4) tahminlerini kullanarak aşağıdaki ifade elde

edilir,

�
E ‖P3,J‖2

H

� 1
2 ≤ ‖Υτ‖H→H

�
JX
j=1

|αj|

λj
τX
s=1




e−(λj−sτ)A



2

H→H

×
tsZ

ts−1

pZ
ts−1

(ts − λ)2



C2e−A(ts−λ)




2

H→H




�A2f(p) + 2Af ′(p) + Af ′′(p)
�


2

H
dpdλ

� 1
2

≤ C1(δ, λ1)�
JX
j=1

|αj|

λj
τX
s=1

tsZ
ts−1

pZ
ts−1

(ts − λ)2



�A2f(p) + 2Af ′(p) + f ′′(p)

�


2

H
dpdλ

� 1
2

≤ C2(δ, λ1)τ
3
2

�
TZ

0




�A2f(p) + 2Af ′(p) + f ′′(p)
�


2

H
dp

� 1
2

≤ C3(δ, λ1)τ
3
2 max

0≤s≤T

�


A2f(s)



2

H
+ ‖Af ′(s)‖2

H + ‖f ′′(s)‖2
H

� 1
2

.

Sıradaki P4,J yi tahmin edelim. (4.32) formülünü, üçgen eşitsizliğini, (4.25) , (1.7)

ve (4.22) tahminlerinden hareketle şu denebilir,

�
E ‖P4,J‖2

H

� 1
2 ≤ ‖Υτ‖H→H

�
JX
j=1

|αj|

λj
τX
s=1





A− 3
2

�
e−(λj−ts)A −B

λj
τ
−s
�



2

H→H

×
tsZ

ts−1




(A(p− ts−1) + I) e−τA



2

H→H




�A 3
2f(ts−1) + A

3
2f ′(ts−1)

�


2

H
dp

� 1
2

≤ C(δ, λ1)τ
3
2

�
k−1X
s=1

tsZ
ts−1




�A 3
2f(ts−1) + A

3
2f ′(ts−1)

�


2

H
dp

� 1
2
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≤ C1(δ, λ1)τ
3
2 max

0≤s≤T

�


A 3
2f(s− 1)




2

H
+



A 3

2f ′(s− 1)



2

H

� 1
2

.

Son olarak P5,J yı tahmin edelim. (4.33) formülünü, üçgen eşitsizliğini, (4.25) , (4.21)

ve (4.23) tahminlerinden istifade ile aşağıdaki,

�
‖P5,k‖2

H

� 1
2 ≤

 
kX
s=1





A− 3
2B

λj
τ
−s




2

H→H

×
tsZ

ts−1




(A(p− ts−1) + I)A−
3
2

�
e−τA − C2

�


2

H→H

×



�A 3

2f(ts−1) + A
3
2f ′(ts−1)

�


2

H
dp
� 1

2

≤ C(δ, λ1)τ
3
2

�
kX
s=1

tsZ
ts−1




�A 3
2f(ts−1) + A

3
2f ′(ts−1)

�


2

H
dp

� 1
2

≤ C1(δ, λ1)τ
3
2 max

0≤s≤T

�


A 3
2f(s− 1)




2

H
+



A 3

2f ′(s− 1)



2

H

� 1
2

elde edilir.

Pk,J , k = 1, · · ·, 5 i kullanarak aşağıdaki tahmini elde ederiz

�
E ‖v(t0)− u0‖2

H

� 1
2 ≤ C4(δ, λ1)τ

3
2 . (4.35)

teorem 4.4 in ispati için aşağıdaki tahmini elde etmek yeterlidir

max
1≤k≤N

�
E ‖v(tk)− uk‖2

H

� 1
2 ≤ C2(δ, λ1)τ

3
2 . (4.36)

(1.13) ve (4.22) formüllerini kullanarak,

v(tk)− uk = e−kτAv(0) +
kX
s=1

e−(k−s)τA
tsZ

ts−1

e−A(ts−p)f(p)dwp

−Bku0 −
kX
s=1

Bk−s

�
tsZ

ts−1

(I + A(p− ts−1))C2f(p)dwp

�
= D1,k +D2,k +D3,k +D4,k +D5,k,

şeklinde yazabiliriz,

öyleki,

D1,k = (e−kτA −Rk)Υ

8<: JX
j=1

αj

λjZ
0

e−A(λj−s)f(s)dws + ϕ(wλ1,···,wλJ )

9=; ,
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D2,k = Bk(v(0)− u0),

D3,k =
kX
s=1

e−(k−s)τA

×
tsZ

ts−1

�
e−A(ts−p)f(p)− f(ts−1)− (f ′(ts−1) + Af(ts−1))(p− ts−1)e−τA

�
dwp,

D4,k =
k−1X
s=1

�
e−(k−s)τA −Bk−s�

×
tsZ

ts−1

�
e−A(ts−p)f(p)− f(ts−1)− (f ′(ts−1) + Af(ts−1))(p− ts−1)e−τA

�
dwp,

D5,k =
kX
s=1

Rk−s �e−τA − C2
�

×
tsZ

ts−1

�
e−A(ts−p)f(p)− f(ts−1)− (f ′(ts−1) + Af(ts−1))(p− ts−1)e−τA

�
dwp,

elde edilir.

Bütün m = 1, ···, 5 ler için ayrı ayrı Dm,k yı tahmin edelim. D1,k ile başlıyalım.

üçgen eşitsizliğini, önceki sonuçlar (4.21), (4.22) ve (4.21) ı kullanarak, şöyle yaz-

abiliriz,

�
E ‖D1,k‖2

H

� 1
2

≤
�


(e−kτA −Bk)A−

3
2




2

H→H

× E








Υ
8<: JX
j=1

αj

λjZ
0

Ae−A(λj−s)f(s)dws + Aϕ(wλ1,···,wλJ )

9=;







2

H

� 1
2

≤ C1(δ, λ1)τ
3
2

�






Υ JX
j=1

|αj|
λjZ
0

e−A(λj−s)Af(s)dws + Aϕ(wλ1,···,wλJ )









2

H

� 1
2

≤ C2(δ, λ1)τ
3
2 ‖Υ‖H→H�

JX
j=1

|αj|
λjZ
0




e−A(λj−s)



2

H→H




A 3
2f(s)




2

H
ds+ E




A 3
2ϕ(wλ1,···,wλJ )




2

H

� 1
2

≤ C3(δ, λ1)τ
3
2

�
TZ

0




A 3
2f(s)




2

H
ds+ E




A 3
2ϕ



2

H

� 1
2
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≤ C4(δ, λ1)τ
3
2

��
TZ

0




A 3
2f(s)




2

H
ds+ E




A 3
2ϕ



2

H

� 1
2

≤ C3(δ, λ1)τ
3
2

��
max

0≤s≤T




A 3
2f(s)




2

H

�
+ E




A 3
2ϕ



2

H

� 1
2

.

Şimdi D2,k i tahmin edelim. (4.22) formülünü kullanırsak,�
E ‖D2,k‖2

H

� 1
2 ≤

�


Rk



2

H→H
E ‖v(0)− u0‖2

H

� 1
2 ≤

�
E ‖v(0)− u0‖2

H

� 1
2

elde edilir.

(4.35) ifadesinin yardımıyla,

�
E ‖D2,k‖2

H

� 1
2 ≤ C(δ, λ1)τ

3
2 ,

formülünü yazabiliriz.

Şimdi D3,k yı tahmin edelim. (4.15) formülünü kullanarak,

D3,k =
kX
s=1

e−(k−s)τA
tsZ

ts−1

pZ
ts−1

(p− λ)
�
A2f(λ) + 2Af ′(λ) + f ′′(λ)

�
e−A(ts−λ)dλdwp,

şeklinde yazabiliriz.

Son formülü kullanarak ve (1.7) ifadesinden istifadeyle,

�
‖D3,J‖2

H

� 1
2 ≤

 
kX
s=1




e−(λj−sτ)A



2

H→H

×
tsZ

ts−1

pZ
ts−1

(ts − λ)2



e−A(ts−λ)




2

H→H




�A2f(p) + 2Af ′(p) + f ′′(p)
�


2

H
dpdλ

� 1
2

≤ C1(δ, λ1)

�
kX
s=1

tsZ
ts−1

pZ
ts−1

(ts − λ)2



�A2f(p) + 2Af ′(p) + f ′′(p)

�


2

H
dpdλ

� 1
2

≤ C2(δ, λ1)τ
3
2

�
TZ

0




�A2f(p) + 2Af ′(p) + Af ′′(p)
�


2

H
dp

� 1
2

≤ C3(δ, λ1)τ
3
2 max

0≤s≤T

�


A2f(s)



2

H
+ ‖Af ′(s)‖2

H + ‖f ′′(s)‖2
H

� 1
2

elde edilir.

Sıradaki D4,J yı tahmin edelim. Üçgen eşitsizliğinden, (3.1) , (1.7) ve (3.2)

tahminlerinden istifade ile,
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�
E ‖D4,k‖2

H

� 1
2 ≤

 
k−1X
s=1




A− 3
2

�
e−(k−s)τA −Bk−s�


2

H→H

×
tsZ

ts−1




(A(p− ts−1) + I) e−τA



2

H→H




�A 3
2f(ts−1) + A

3
2f ′(ts−1)

�


2

H
dp

� 1
2

≤ C(δ, λ1)τ
3
2

�
k−1X
s=1

tsZ
ts−1




�A 3
2f(ts−1) + A

3
2f ′(ts−1)

�


2

H
dp

� 1
2

,

≤ C1(δ, λ1)τ
3
2 max

0≤s≤T

�


A 3
2f(s− 1)




2

H
+



A 3

2f ′(s− 1)



2

H

� 1
2

elde edilir.

Son olarak D5,k yı tahmin edelim. Üçgen eşitsizliğinden, (3.1) ve (3.2) tah-

minlerinden istifade ile aşağıdaki ifadeleri yazabiliriz.

�
E ‖D5,k‖2

H

� 1
2 ≤

 
kX
s=1




A− 3
2

�
e−τA − C2

�


2

H→H

×
tsZ

ts−1




(A(p− ts−1) + I)Bk−s



2

H→H




�A 3
2f(ts−1) + A

3
2f ′(ts−1)

�


2

H
dp

� 1
2

≤ C(δ, λ1)τ
3
2

�
kX
s=1

tsZ
ts−1




�A 3
2f(ts−1) + A

3
2f ′(ts−1)

�


2

H
dp

� 1
2

≤ C1(δ, λ1)τ
3
2 max

0≤s≤T

�


A 3
2f(s− 1)




2

H
+



A 3

2f ′(s− 1)



2

H

� 1
2

.

D1,k, D2,k, D3,k, D4,k ve D5,k leri birleştirirsek, (3.33) elde edilir. Teorem 4.4

ispatlanmıştır.

Şimdi teorem 4.4 ün uygulamasına bir göz atalım. İlk olarak, bir boyutlu

yerel olmayan stokastik parabolik denklem için sınır değer problemine bakalım.

Problem (2.20) nın diskritizasyonu benzer şekilde iki aşamalıdır. İlki bir önceki

gibi. İkinci aşamada, (2.22) bunu (4.26) fark şeması ile yer değiştirirsek,
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8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

uhk(x)− uhk−1(x) +

�
τAxh +

(τAxh)
2

4

�
uhk(x) +

(τAxh)
2

4
uhk−1(x) = ϕhk(x),

ϕhk(x, k) = fh(tk−1, x)∆wtk

+
�

(fh(tk,x)−fh(tk−1,x)
τ

+ Axhf
h(tk−1, x)

� tkR
tk−1

(p− tk−1)dwp, tk = kτ

1 ≤ k ≤ N, x ∈ [0, 1]h,

uh0(x) =
JP
j=1

αju
h
λj
τ

(x) + ϕ(wλ1,···,wλJ , x), x ∈ [0, 1]h,

(4.37)

elde edilir.

Teorem 4.5. τ ve h yeterince küçük keyfi sayılar olsun. Sonra, (4.37) fark

şemasının çözümü aşağıdaki tahminin yakınsamasını sağlar,

max
0≤k≤N

�
E



vh(tk)− uhk


2

L2h

� 1
2 ≤ C(δ, λ1)

�
τ

3
2 + h

�
, (4.38)

öyleki C(δ, λ1) τ ve h den bağımsızdır.

Teorem 4.5 in ispatı Teorem 4.4 in soyut formu temel alınarak ve Axh (2.21) de

tanımlı fark şemaları operatörlerinin simetri özelliğinden istifade ile yapılır.

İkici olarak, çoknoktalı yerel olmayan parabolik sınır değer problemini (2.25)

ele alalım. (4.37) nun diskritizasyonu önce yapılanlar gibi. İkinci aşamada, (2.27)

yi (4.26) ile yer değiştirirsek,

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

uhk(x)− uhk−1(x) +

�
τAxh +

(τAxh)
2

4

�
uhk(x) +

(τAxh)
2

4
uhk−1(x) = ϕhk(x),

ϕhk(x, k) = fh(tk−1, x)∆wtk

+
�

(fh(tk,x)−fh(tk−1,x)
τ

+ Axhf
h(tk−1, x)

� tkR
tk−1

(p− tk−1)dwp, tk = kτ

1 ≤ k ≤ N, x ∈ Ωh,

uh0(x) =
JP
j=1

αju
h
λj
τ

(x) + ϕ(wλ1,···,wλJ , x), x ∈ ÜΩh,

(4.39)

elde edilir.

Teorem 4.6. τ ve h yeterince küçük keyfi sayılar olsun, sonra, (4.39) fark şemasının

çözümü aşağıdaki tahminin yakınsamasını sağlar,
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max
0≤k≤N

�
E



vh(tk)− uhk


2

L2h

� 1
2 ≤ C(δ, α)

�
τ

3
2 + |h|2

�
,

öyleki C(δ, λ1) τ ve |h| den bağımsızdır.

Teorem 4.6 in ispatı Teorem 4.4 in soyut formu temel alınarak ve Axh (2.21)

de tanımlı fark şemaları operatörlerinin simetri özelliğinden istifade ile yapılır.
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SAYISAL SONUÇLAR

Şimdi yerel olmayan sınır değer problemi için sayısal uygulama yapacağız.8>>>>>><>>>>>>:
dv − vxxdt = e−t sinxdwt, 0 < t < 1, 0 < x < π,

v(0, x, 0 ) = v(1, x, w1 ) + sin x− e−1 sinxw1 − e−1 sinx, 0 ≤ x ≤ π,

v(t, 0, wt) = v(t, π, wt ) = 0, 0 ≤ t ≤ 1,

wt =
√
tξ, ξ ∈ N(0, 1), 0 ≤ t ≤ 1

(5.1)

Bir boyutlu stokastik parabolik denklemi (5.1) nin düzgün ağ uzayında sayısal

çözümüne bir göz atalım.

[0, 1]τ × [0, π]h = {(tk, xn) : tk = kτ, 0 ≤ k ≤ N, Nτ = 1,

xn = nh, 0 ≤ n ≤M, Mh = π}.

İlk önce şunu hatırlayalım, yerel olmayan sınır değer problemi (5.1) için fark

şeması t de 1/2−inci mertebeden x de ise ikinci mertebeden yakınsaktır ve prob-

lem şudur,

8>>>>>><>>>>>>:
ukn − uk−1

n − ukn+1−2ukn+ukn−1

h2
τ = f(tk, xn)τ(

√
kτ −

È
(k − 1)τ) ξ,

f(tk, xn) = e−tk sinxn, 1 ≤ k ≤ N − 1, 1 ≤ n ≤M − 1,

uk0 = ukM = 0, 0 ≤ k ≤ N,

u0
n = uNn + sinxn − e−1 sinxnw1 − e−1 sinxn, 0 ≤ n ≤M.

(5.2)

Böylece, (N +1)× (M +1) tane lineer denklemler sistemi vardır. Bunu matris

formda yazalım,8><>: A un+1 +B un + C un−1 = Dϕn, 1 ≤ n ≤M − 1,

U0 =
−→
0 , UM =

−→
0 .

(5.3)
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Burada ϕn =

26666666666664
ϕ0
n

ϕ1
n

ϕ2
n

..

ϕNn

37777777777775
(N+1)×1

,
−→
0 =

26666666666664
0

0

0

..

0

37777777777775
(N+1)×1

,

ϕ0
n = 0, 1 ≤ n ≤ M,ϕkn = f(tk, xn)τ(

√
kτ −

È
(k − 1)τ) ξ, 1 ≤ k ≤ N, 1 ≤

n ≤M,

A =

2666666666666666666666666664

0 0 0 0 ... 0 0 0 0

0 a 0 0 ... 0 0 0 0

0 0 a 0 ... 0 0 0 0

0 0 0 a ... 0 0 0 0

.. ... ... ... ... .. ... ... ...

0 0 0 0 ... a 0 0 0

0 0 0 0 ... 0 a 0 0

0 0 0 0 ... 0 0 a 0

0 0 0 0 ... 0 0 0 a

3777777777777777777777777775
(N+1)×(N+1)

,

B =

2666666666666666666666666664

1 0 0 0 ... 0 0 0 −1

b c 0 0 ... 0 0 0 0

0 b c 0 ... 0 0 0 0

0 0 b c ... 0 0 0 0

.. ... ... ... ... .. ... ... ...

0 0 0 0 ... c 0 0 0

0 0 0 0 ... b c 0 0

0 0 0 0 ... 0 b c 0

0 0 0 0 ... 0 0 b c

3777777777777777777777777775
(N+1)×(N+1)

,

a =
�
− τ
h2

�
, b = (−1) , c =

�
1 + 2τ

h2

�
ve C = A,
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D =

26666666666666664

1 0 0 ... 0 0

0 1 0 ... 0 0

0 0 1 ... 0 0

.. ... ... ... ... ...

0 0 0 ... 1 0

0 0 0 ... 0 0

37777777777777775
(N+1)×(N+1)

, us =

266666666666666666664

u0
s

u1
s

u2
s

u3
s

..

uN−1
s

uNs

377777777777777777775
(N+1)×(1)

, s = n−

1, n, n+ 1.

Son matris denkleminin çözümünde düzeltilmiş Gauss eleme metodu kul-

lanılmıştır. Aşağıdaki form dan istifadeyle matris denklemine çözüm arayacağız.

un = αn+1un+1 + βn+1, n = M − 1, · · ·, 1, uM =
−→
0 = [0](N+1)×1, (5.4)

αj , lar (N+1)×(N+1) kare matrisleri ve βj, ler (N+1)×1 sütun matrisleri

ve (j = 1, ...,M − 1) aşağıdaki gibi tanımlı,

αn+1 = − (B + Cαn)−1A, (5.5)

βn+1 = (B + Cαn)−1 (Dϕn − Cβn) , n = 1, · · ·,M − 1.

Burada α1 =

26666666666664
0 0 0 ... 0

0 0 0 ... 0

0 0 0 ... 0

.. ... ... ... ...

0 0 0 ... 0

37777777777775
(N+1)×(N+1)

, β1 =

26666666666666664

0

0

0

0

37777777777777775
(N+1)×1

.

Son olarak 0 beklenen değer ve 1 varyanslı 1000 rastgele sayı oluşturalım.

ξ=[y1,y2,.....,y1000]T : ve ξj = yj j:1 to 1000 olsun.

Tam ve tahmini çözümlerin ağ noktalarında farklar karesinin beklenen değeri

şöyledir;
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1. Tablo Hata Analizi

N/M 10/30 20/60 30/90 40/120 50/150

Fark Şeması(5.2) 0.0929 0.0401 0.0355 0.0187 0.0175

İkinci olarak, yerel olmayan sınır değer problemi (5.1) için fark şeması t de

3/2−inci mertebeden x de ise ikinci mertebeden yakınsakdır ve problem şu dur,

8>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

ukn − uk−1
n −

�
τ
ukn+1−2ukn+ukn−1

h2
+ τ 2 u

k
n+2−4ukn+1+6ukn−4ukn−1+ukn−2

2h4

�
= f(tk−1, xn)∆wtk

+(−fxx(tk−1, xn) + f ′(tk−1, xn))tktk−1
(s− tk−1)dws + τ

2
f(tk−1, xn ),

f(t, x) = e−t sinx, ∆wtk = (
√
kτ −

È
(k − 1)τ) ξ,

1 ≤ k ≤ N, 2 ≤ n ≤M − 2,

uk0 = ukM = 0, 0 ≤ k ≤ N,

uk1 = 4
5
uk2 − 1

5
uk3, 0 ≤ k ≤ N,

ukM−1 = 4
5
ukM−2 − 1

5
ukM−3, 0 ≤ k ≤ N,

u0
n − uNn = sinxn − e−1 sinxnw1 − e−1 sinxn, 0 ≤ n ≤M.

. (5.6)

Böylece, elimizde (N + 1)× (M + 1) lineer denklemler sistemi var.8>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>:

τ
2h4
ukn+2 +

�
− 1
h2
− 4 τ

2h4

�
ukn+1

+(−1
τ

)uk−1
n +

�
1
τ

+ 2
h2

+ 3τ
h4

�
ukn

+
�
− 1
h2
− 4 τ

2h4

�
ukn−1 + τ

2h4
ukn−2

= ϕkn, 0 ≤ k ≤ N, 2 ≤ n ≤M − 2,

uk0 = ukM = 0, 0 ≤ k ≤ N,

uk1 = 4
5
uk2 − 1

5
uk3, 0 ≤ k ≤ N,

ukM−1 = 4
5
ukM−2 − 1

5
ukM−3, 0 ≤ k ≤ N,

u0
n − uNn = sinxn − e−1 sinxnw1 − e−1 sinxn, 0 ≤ n ≤M,
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öyleki, 8>>>>>><>>>>>>:
ϕ0
n = 0, 1 ≤ n ≤M,

ϕkn = f(tk−1, xn)∆wtk + (−fxx(tk−1, xn)

+f ′(tk−1, xn))tktk−1
(s− tk−1)dws + τ

2
f(tk−1, xn ),

1 ≤ k ≤ N, 2 ≤ n ≤M − 2.

Bunu matris formda yazacağız8>>><>>>:
A un+2 +B un+1 + C un +Dun−1 + Eun−2 = Rϕn,

u0 = uM =
−→
0 , u1 = 4

5
u2 − 1

5
u3,

uM−1 = 4
5
uM−2 − 1

5
uM−3, 2 ≤ n ≤M − 2,

öyleki

ϕn =

26666666666664
ϕ0
n

ϕ1
n

ϕ2
n

..

ϕNn

37777777777775
(N+1)×1

.

A =

26666666666666664

0 0 0 ... 0 0

0 x 0 ... 0 0

0 0 x ... 0 0

. . . . .

0 0 0 . x 0

0 0 0 . 0 x

37777777777777775
(N+1)×(N+1)

,

B =

26666666666666664

0 0 0 ... 0 0

0 y 0 ... 0 0

0 0 y ... 0 0

. . . . .

0 0 0 ... y 0

0 0 0 ... 0 y

37777777777777775
(N+1)×(N+1)
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C =

26666666666666664

1 0 0 ... 0 −1

p z 0 ... 0 0

0 p z ... 0 0

. . ... . .

0 0 0 ... z 0

0 0 0 ... p z

37777777777777775
(N+1)×(N+1)

ve D = B, E = A,

p = −1, x =
τ 2

2h4
, y = − τ

h2
− 2τ 2

h4
, z = [1 +

2τ

h2
+

3τ 2

h4
],

R =

26666666666666664

1 0 0 ... 0 0

0 1 0 ... 0 0

0 0 1 ... 0 0

. . ... . .

0 0 0 ... 1 0

0 0 0 ... 0 1

37777777777777775
(N+1)×(N+1)

,

us =

266666666666666666664

u0
s

u1
s

u2
s

u3
s

..

uN−1
s

uNs

377777777777777777775
(N+1)×(1)

, öyleki s = n− 2, n− 1, n, n+ 1, n+ 2.

Son matris denkleminin çözümünde düzeltilmiş Gauss eleme metodu kul-

lanılmıştır. Aşağıdaki form dan istifadeyle matris denklemine çözüm arayacağız.8>>>>>><>>>>>>:
un = αn+1un+1 + βn+1un+2 + γn+1, n = M − 2, · · ·, 1, 0,

uM =
−→
0 ,

uM−1 = [(βM−2 + 5I)− (4I − αM−2)αM−1]−1

×[(4I − αM−2)γM−1 − γM−2].
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Burada αj , βj, (j = 1 : M − 1) lar (N + 1)× (N + 1) kare matrisleri ve γj-s

ler (N + 1)× 1 sütun matrisleridir.

α1 =

26666666666664
0 0 0 ... 0

0 0 0 ... 0

0 0 0 ... 0

. . ... .

0 0 0 ... 0

37777777777775
(N+1)×(N+1)

, β1 =

26666666666664
0 0 0 ... 0

0 0 0 ... 0

0 0 0 ... 0

. . ... .

0 0 0 ... 0

37777777777775
(N+1)×(N+1)

,

γ1 =

26666666666664
0

0

0

..

0

37777777777775
(N+1)×(1)

, γ2 =

26666666666664
0

0

0

..

0

37777777777775
(N+1)×(1)

,

α2 =

26666666666664

4
5

0 0 ... 0

0 4
5

0 ... 0

0 0 4
5

... 0

. . ... .

0 0 0 ... 4
5

37777777777775
(N+1)×(N+1)

, β2 =

26666666666664
−1

5
0 0 ... 0

0 −1
5

0 ... 0

0 0 −1
5

... 0

. . ... .

0 0 0 ... −1
5

37777777777775
(N+1)×(N+1)

.

Son olarak 0 beklenen değer ve 1 varyanslı 1000 rastgele sayı oluşturalım.

ξ=[y1,y2,.....,y1000]T : ve ξj = yj j:1 to 1000 olsun.

Tam ve tahmini çözümlerin ağ noktalarında farklar karesinin beklenen değeri

şöyledir;

2. Tablo Hata analizi

N/M 10/30 20/60 30/90 40/120 50/150

Fark Şeması(5.6) 0.0072 0.0057 0.0043 0.0037 0.0030
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Üçüncü olarak , yerel olmayan sınır değer problemi (5.1) için Crank-Nicholson

fark şeması t de 3/2− inci x de ikinci mertebeden yakınsakdır ve problem şu dur,

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

ukn − uk−1
n − ukn+1−2ukn+ukn−1

h2
+ τ 2 u

k
n+2−4ukn+1+6ukn−4ukn−1+ukn−2

4h4

+τ 2 u
k−1
n+2−4uk−1

n+1+6uk−1
n −4uk−1

n−1+uk−1
n−2

4h4

= f(tk−1, xn)∆wtk

+(−fxx(tk−1, xn) + f ′(tk−1, xn))tktk−1
(s− tk−1)dws + τ

2
f(tk−1, xn ),

f(t, x) = e−t sinx, ∆wtk = (
√
kτ −

È
(k − 1)τ) ξ,

1 ≤ k ≤ N, 2 ≤ n ≤M − 2,

uk0 = ukM = 0, 0 ≤ k ≤ N,

uk1 = 4
5
uk2 − 1

5
uk3, 0 ≤ k ≤ N,

ukM−1 = 4
5
ukM−2 − 1

5
ukM−3, 0 ≤ k ≤ N,

u0
n − uNn = sinxn − e−1 sinxnw1 − e−1 sinxn, 0 ≤ n ≤M.

(5.7)

Böylece, elimizde (N + 1)× (M + 1) lineer denklemler sistemi var.8>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>:

τ2

4h4
ukn+2 + τ2

4h4
uk−1
n+2 +

�
− 1
h2
− τ2

h4

�
ukn+1

+
�
τ2

h4

�
uk−1
n+1 +

�
−1 + 3τ2

2h4

�
uk−1
n +

�
1 + 3τ2

2h4

�
ukn

+
�
− 1
h2
− τ2

h4

�
ukn−1 +

�
− τ2

h4

�
ukn−1

+ τ
4h4
ukn−2 + τ

4h4
uk−1
n−2 = ϕkn, 1 ≤ k ≤ N, 2 ≤ n ≤M − 2,

uk0 = ukM = 0, 0 ≤ k ≤ N,

uk1 = 4
5
uk2 − 1

5
uk3, 0 ≤ k ≤ N,

ukM−1 = 4
5
ukM−2 − 1

5
ukM−3, 0 ≤ k ≤ N,

u0
n − uNn = sinxn − e−1 sinxnw1 − e−1 sinxn, 0 ≤ n ≤M,

öyleki, 8>>>>>><>>>>>>:
ϕ0
n = 0, 1 ≤ n ≤M,

ϕkn = f(tk−1, xn)∆wtk + (−fxx(tk−1, xn)

+f ′(tk−1, xn))tktk−1
(s− tk−1)dws + τ

2
f(tk−1, xn ),

1 ≤ k ≤ N, 2 ≤ n ≤M − 2.

Bunu matris formda yazacağız.
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8>>><>>>:
A un+2 +B un+1 + C un +Dun−1 + Eun−2 = Rϕn, 2 ≤ n ≤M − 2,

u0 = uM =
−→
0 , u1 = 4

5
u2 − 1

5
u3,

uM−1 = 4
5
uM−2 − 1

5
uM−3,

öyleki,

ϕn =

26666666666664
ϕ0
n

ϕ1
n

ϕ2
n

..

ϕNn

37777777777775
(N+1)×1

.

A =

26666666666666664

0 0 0 ... 0 0

x x 0 ... 0 0

0 x x ... 0 0

. . . . .

0 0 0 . x 0

0 0 0 . x x

37777777777777775
(N+1)×(N+1)

,

B =

26666666666666664

0 0 0 ... 0 0

t y 0 ... 0 0

0 t y ... 0 0

. . . . .

0 0 0 ... y 0

0 0 0 ... t y

37777777777777775
(N+1)×(N+1)

C =

26666666666666664

1 0 0 ... 0 −1

p z 0 ... 0 0

0 p z ... 0 0

. . ... . .

0 0 0 ... z 0

0 0 0 ... p z

37777777777777775
(N+1)×(N+1)
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ve D = B, E = A,

p = −1 +
3τ 2

2h4
, x =

τ 2

4h4
, y = − 1

h2
− τ 2

h4
,

t = −τ
2

h4
, z = [1 +

2

h2
+

3τ 2

2h4
],

R =

26666666666666664

1 0 0 ... 0 0

0 1 0 ... 0 0

0 0 1 ... 0 0

. . ... . .

0 0 0 ... 1 0

0 0 0 ... 0 1

37777777777777775
(N+1)×(N+1)

,

us =

266666666666666666664

u0
s

u1
s

u2
s

u3
s

..

uN−1
s

uNs

377777777777777777775
(N+1)×(1)

, öyleki s = n− 2, n− 1, n, n+ 1, n+ 2.

Son matris denkleminin çözümünde düzeltilmiş Gauss eleme metodu kul-

lanılmıştır. Aşağıdaki form dan istifadeyle matris denklemine çözüm arayacağız.8>>><>>>:
un = αn+1un+1 + βn+1un+2 + γn+1, n = M − 2, · · ·, 1, 0,

uM =
−→
0 , uM−1 = [(βM−2 + 5I)− (4I − αM−2)αM−1]−1

×[(4I − αM−2)γM−1 − γM−2].

Burada αj , βj, (j = 1 : M − 1) lar (N + 1)× (N + 1) kare matrisleri ve γj-s

are (N + 1)× 1 sütun matrisleridir.
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α1 =

26666666666664
0 0 0 ... 0

0 0 0 ... 0

0 0 0 ... 0

. . ... .

0 0 0 ... 0

37777777777775
(N+1)×(N+1)

, β1 =

26666666666664
0 0 0 ... 0

0 0 0 ... 0

0 0 0 ... 0

. . ... .

0 0 0 ... 0

37777777777775
(N+1)×(N+1)

,

γ1 =

26666666666664
0

0

0

..

0

37777777777775
(N+1)×(1)

, γ2 =

26666666666664
0

0

0

..

0

37777777777775
(N+1)×(1)

,

α2 =

26666666666664

4
5

0 0 ... 0

0 4
5

0 ... 0

0 0 4
5

... 0

. . ... .

0 0 0 ... 4
5

37777777777775
(N+1)×(N+1)

, β2 =

26666666666664
−1

5
0 0 ... 0

0 −1
5

0 ... 0

0 0 −1
5

... 0

. . ... .

0 0 0 ... −1
5

37777777777775
(N+1)×(N+1)

.

Son olarak 0 beklenen değer ve 1 varyanslı 1000 rastgele sayı oluşturalım.

ξ=[y1,y2,.....,y1000]T : ve ξj = yj j:1 to 1000 olsun.

Tam ve tahmini çözümlerin ağ noktalarında farklar karesinin beklenen değeri

şöyledir;

3. Tablo Hata analizi

N/M 10/30 20/60 30/90 40/120 50/150

Fark Şeması(6.7) 0.0117 0.0063 0.0053 0.0031 0.0029
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SONUÇLAR

Bu tez yerel olmayan stokastik parabolik sınır değer denklemlerine fark şemaları

araştırmak için yazılmıştır. Orjinal sonuçları aşağıda kısaca tekrarlayalım.

• 1/2−inci mertebeden yakınsak Rothe fark şeması

8>><>>: uk − uk−1 + τAuk = ϕk, ϕk =
tkR

tk−1

f(s)dws, tk = kτ, 1 ≤ k ≤ N,

u0 =
JP
j=1

αju�λj
τ

� + ϕ(wλ1,···,wλJ )

Problem (1.6) in yaklaşık çözümü için standard wiener prosesli olanı ince-

lenmiştir. Fark şemasının tahmini çözümünün yakınsaması ispat edildi. Uygulama

olarak, yerel olmayan iki çoknoktalı stokastik parabolik sınır değer denkleminin

sayısal çözüm fark şemasının yakınsama tahmini elde edildi.

• 1/2−inci mertebeden yakınsak Rothe fark şeması

8><>: uk − uk−1 + τAuk = f(tk−1)(wtk − wtk−1
), tk = kτ, 1 ≤ k ≤ N,

u0 =
JP
j=1

αju�λj
τ

� + ϕ(wλ1,···,wλJ )

Problem (1.6) in yaklaşık çözümü için standard wiener procesiz olanı ince-

lenmiştir. Fark şemasının tahmini çözümünün yakınsaması ispat edildi. Uygulama

olarak, yerel olmayan iki çoknoktalı stokastik parabolik sınır değer denkleminin

çözüm fark şemasının yakınsama tahmini elde edildi.

• 3/2−inci mertebeden yakınsak kapalı fark şeması

8>>>>><>>>>>:
uk − uk−1 +

�
τA+ (τA)2

2

�
uk = ϕk, tk = kτ, 1 ≤ k ≤ N,

ϕk =tk
tk−1

f(p)dwp + A
tkR

tk−1

(p− tk−1)f(p)dwp,

u0 =
JP
j=1

αjuλj
τ

+ ϕ(wλ1,···,wλJ )
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Problem (1.6) in yaklaşık çözümü için standard wiener prosesli olanı ince-

lenmiştir. Fark şemasının tahmini çözümünün yakınsaması ispat edildi. Uygulama

olarak, yerel olmayan iki çoknoktalı stokastik parabolik sınır değer denkleminin

çözüm fark şemasının yakınsama tahmini elde edildi.

• 3/2−inci mertebeden yakınsak kapalı fark şeması

8>>>>>>><>>>>>>>:
uk − uk−1 +

�
τA+ (τA)2

2

�
uk = ϕk, 1 ≤ k ≤ N,

ϕk = f(tk−1)∆wtk + (f ′(tk−1) + Af(tk−1))
tkR

tk−1

(s− tk−1)dws,

∆wtk = wtk − wtk−1
, 1 ≤ k ≤ N,

u0 =
JP
j=1

αju�λj
τ

� + ϕ(wλ1,···,wλJ )

Problem (1.6) in yaklaşık çözümü için standard wiener prosessiz olanı ince-

lenmiştir. Fark şemasının tahmini çözümünün yakınsaması ispat edildi. Uygulama

olarak, yerel olmayan iki çoknoktalı stokastik parabolik sınır değer denkleminin

çözüm fark şemasının yakınsama tahmini elde edildi.

• 3/2−inci mertebeden yakınsak Crank-Nicholson fark şeması

8>>>>><>>>>>:
uk − uk−1 +

�
τA+ (τA)2

4

�
uk + (τA)2

4
uk−1 = ϕk,

ϕk =tk
tk−1

f(p)dwp + A
tkR

tk−1

(p− tk−1)f(p)dwp,

u0 =
JP
j=1

αjuλj
τ

+ ϕ(wλ1,···,wλJ )

Problem (1.6) in yaklaşık çözümü için standard wiener prosesli olanı ince-

lenmiştir. Fark şemasının tahmini çözümünün yakınsaması ispat edildi. Uygulama

olarak, yerel olmayan iki çoknoktalı stokastik parabolik sınır değer denkleminin

çözüm fark şemasının yakınsama tahmini elde edildi.

• 3/2−inci mertebeden yakınsak Crank-Nicholson fark şeması

8>>>>><>>>>>:
uk − uk−1 +

�
τA+ (τA)2

4

�
uk + (τA)2

4
uk−1 = ϕk,

ϕk = f(tk−1)∆wtk + (f ′(tk−1) + Af(tk−1))
tkR

tk−1

(s− tk−1)dws,

u0 =
JP
j=1

αjuλj
τ

+ ϕ(wλ1,···,wλJ )
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Problem (1.6) in yaklaşık çözümü için standard wiener prosessiz olanı ince-

lenmiştir. Fark şemasının tahmini çözümünün yakınsaması ispat edildi. Uygulama

olarak, yerel olmayan iki çoknoktalı stokastik parabolik sınır değer denkleminin

çözüm fark şemasının yakınsama tahmini elde edildi.

• Bir boyutlu parabolik denklemlerin çözümleri için oluşturlulan fark şemalarının

teori kısmı sayısal uygulamalarla desteklenmiştir.
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EK

Rothe Fark Şeması için Rastgele 1000 Rakamla Oluşturulan Matlab

Uygulaması.

function p=EulerRotherMethod(N,M)

% Computes numerical solution of the equation by

% using the Euler Rother Method.

% dU-Uxxdt=ftx(t,x,Wt);

% U(0,x,ksi)=0,U(t,0,ksi)=0,U(t,pi,ksi)=0 : boundary condition

% A U(n+1)+B U(n)+C U(n-1)= fii(:,n);

% f(t,x,ksi), rox(x), exact(t,x,ksi) are given sub functions.

% INPUT: N, M step numbers:

% dU-Uxxdt=Eˆ(-t*sin(x)dwt;

% U(0,x,ksi)=U(1,x,ksi);

% U(t,0,ksi)=U(t,pi,ksi)=0;

% U(t,x,ksi)=exp(-t)*sin(x)sqrt(t)ksi;

if nargin¡1; N=50 ; M=150 ; end;

close; close;

aaa=1;

ksi=randn(1,100);

s=0;

for m=ksi;

s=s+1; % index of ksi

tau=1/N; h=pi/M;

v= -tau/(hˆ2);

for i=1:N+1; A(i,i)=v;

A(1,1)=0;A(i,1)=0;A(1,i)=0;end ;

alfa= 1+ 2*tau/(hˆ2) ;

for i=2:N+1; B(i,i)=alfa; end;

for i=1:N; B(i+1,i)=-1 ;B(1,N+1)=-aaa ; end;
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B(1,1)=1; C=A;

for i=1:N; D(i,i)=1; D(N+1,N+1)=0;end ;

alpha{1}= zeros(N+1,N+1) ; betha{1}= zeros(N+1,1) ;

%fii(:,j) :j-th column matrix’ ;

for j=1:M;

x=j*h;

for k=1:N+1;

fii( k,j:j,s)= f(k-1,tau,x,m); ’right side function ’;

end;

fii(1,j:j,s)=rox(x,m); ’given sub function ’;

end;

%alpha(:,:,j) : j. alpha and betha(:,j) :j-th betha’ ;

for j=1:M-1;

Q=inv(B+C*alpha{j});

alpha{j+1}= - Q*A ;

betha{j+1}= Q*(D*( fii(:,j,s))-(C* betha{j}) );

end;

COMPUTE U(n);

U( N+1,M:M,s)= 0; % U(M)=0 ;

for z= M-1:-1:1 ;

U(:,z,s)= alpha{z+1}* U(:,z+1,s) + betha{z+1};

end;

U(1,:,:)=0;

for z= 1:M ;

p(:,z+1,s)=U(:,z,s);’U(0)=0’;

end;

EXACT SOLUTION OF THIS PDE ;

for j=1:M+1;

for k=1:N+1;

t=(k-1)*tau;

x=(j-1)*h;

es(k,j,s)=exact(t,x,m);
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end;

end;

end; % end for ksi

ERROR ANALYSIS;

normes2=h*tau*sum(sum(sum(es.ˆ2)))/s;

normapp2=h*tau*sum(sum(sum(p.ˆ2)))/s;

normerror2=h*tau*sum(sum(sum(es-p).ˆ2))/s;

relativeerror=normerror2/normes2;

tots=es(:,:,1);

for d1=2:s;

tots=tots+es(:,:,d1);

end;

es=tots/s;

ptots=p(:,:,1);

for m1=2:s;

ptots=ptots+p(:,:,m1);

end;

p=ptots/s;

cevap= [normes2,normapp2,normerror2,relativeerror]

%table=[es;p];table(1:2:end,:)=es; table(2:2:end,:)=p;

GRAPH OF THE SOLUTION

q=min(min(table)); w=max(max(table));

surf(es); title(’EXACT SOLUTION’); view(-60,16);

set(gca,’ZLim’,[q w]);

surf(p); title(’EULER YAKLAIK ÇÖZÜMLERÝ’); rotate3d ;view(-60,16);

set(gca,’ZLim’,[q w]);

subplot(2,1,1), surf(es)

rotate3d;

subplot(2,1,2), surf(p)

SUB FUNCTIONS

function rx=rox(x,ksi)

E=exp(1);
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rx=-Eˆ(-1)*sin(x)*ksi;

function estx=exact(t,x,ksi)

E=exp(1);

estx=Eˆ(-t)*sin(x)*(tˆ(1/2))*ksi;

function ftx=f(k,tau,x,ksi)

E=exp(1);

ftx=Eˆ(-k*tau)*sin(x)*((k*tau)ˆ(1/2)-(k*tau-tau)ˆ(1/2))* ksi;

Kapalı Fark Şeması için Rastgele 1000 Rakamla Oluşturulan Matlab

Uygulaması.

function [table,es,p]=secondorder(N,M)

% Computes numerical solution of the equation

% dU-Uxxdt=ftx(t,x,Wt);

% U(0,x,ksi)=0,U(t,0,ksi)=0,U(t,pi,ksi)=0 : boundary condition

% A U(n+1)+B U(n)+C U(n-1)= fii(:,n);

% f(t,x,ksi), rox(x), exact(t,x,ksi) are given sub functions.

% INPUT: N, M step numbers:

% dU-Uxxdt=Eˆ(-t)*sin(x)dwt;

% U(0,x,ksi)=0;

% U(t,0,ksi)=U(t,pi,ksi)=0;

% U(t,x,ksi)=exp(-t)*sin(x)sqrt(t)ksi;

% A U(n+2)+B U(n+1)+C U(n)+DU(n)+EU(n-1)+FU(n-2)= R fii(:,n)

% rsf(t,x,a)=(I+(tau/2)A)f(t,x),

% alx(x), exact(t,x) are given sub functions

if nargin¡1; N= 50 ; M= 150 ; end;

close;close;

ksi=randn(1,100);

g=0;

for m=ksi;

g=g+1; % index of ksi

tau=1/N; h=pi/M;

aaa=1; %u(0)=aaa.u(1)+alx(x)
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x= tauˆ2/(2*(hˆ4)); A=zeros(N+1,N+1);

for i=2:N+1; A(i,i)=x; end ;

E=A ;

y= -tau/(hˆ2)-2*tauˆ2/(hˆ4) ;B=zeros(N+1,N+1);

for i=2:N+1; B(i,i)=y;end ;

D=B ;

z= 1 + 2*tau /(hˆ2) + 3*tauˆ2/(hˆ4) ; C=zeros(N+1,N+1);

for i=2:N+1; C(i,i)= z ; end; c(1,1)=0;

s= -1 ;

for i=1:N; C(i+1,i)= s ; end;

C(1,1)=1; C(1,N+1)=-1 ;

R=eye(N+1,N+1);

alpha{1}= zeros(N+1,N+1) ;

betha{1}= zeros(N+1,N+1) ;

gamma{1}= zeros(N+1,1) ;

alpha{2}= (4/5)*eye(N+1) ;

betha{2}= (-1/5)*eye(N+1);

gamma{2}= zeros(N+1,1);

’fii(:,j) :j-th column matrix’ ;

for j=1:M;

x=j*h;

for k=1:N+1;

fii(k,j:j,g)= f(k-1,tau,x,m); ’right side function ’;

end;

fii(1,j:j,g)=rox(x,m); ’given sub function ’;

end;

’alpha(N+1,N+1,j) ve betha(N+1,j) ler hesaplanacak’ ;

for n= 2:M-2 ;

K=C+D*alpha{n}+E*betha{n-1}+E*alpha{n-1}*alpha{n} ;

betha{n+1}= - inv(K)*(A) ;

alpha{n+1}= - inv(K)*(B +D*betha{n}+E*alpha{n-1}*betha{n});

gamma{n+1}= inv(K)*( R*fii(:,n:n,g) - D*gamma{n} ...
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- E*alpha{n-1}*gamma{n} - E*gamma{n-1} );

end;

’EXACT SOLUTION OF THIS PDE’ ;

for j=1:M+1;

for k=1:N+1;

t=(k-1)*tau;

x=(j-1)*h;

es(k,j,g)=exact(t,x,m);

end;

end;

INITIAL VALUES OF U IS OBTAINED HERE;

I=eye(N+1); U(1:N+1,M:M,g )= 0 ;

U(:, M-1,g)= inv( betha{M-2} + 5*I - (4*I-alpha{M-2} )*alpha{M-1} )*...

( 4*gamma{M-1} - alpha{M-2}*gamma{M-1} - gamma{M-2});

COMPUTE U(n)

for z= M-2:-1:1 ;%%%%M-3;

U(:,z,g)=alpha{z+1}*U(:,z+1,g)+betha{z+1}*U(:,z+2,g)+gamma{z+1};

end;

U(1,:,:)=0;

for z= 1 : M ; p(:,z+1,g)=U(:,z,g); end;

end; % end for ksi

’ERROR ANALYSIS’ ;

normes2=h*tau*sum(sum(sum(es.ˆ2)))/g;

normapp2=h*tau*sum(sum(sum(p.ˆ2)))/g;

normerror2=h*tau*sum(sum(sum(es-p).ˆ2))/g;

relativeerror=normerror2/normapp2;

cevap= [normes2,normapp2,normerror2,relativeerror]

tots=es(:,:,1);

for d1=2:g;

tots=tots+es(:,:,d1);

end;

es=tots/g;

102



ptots=p(:,:,1);

for m1=2:g;

ptots=ptots+p(:,:,m1);

end;

p=ptots/g;

%table=[es;p];table(1:2:end,:)=es; table(2:2:end,:)=p;

GRAPH OF THE SOLUTION

q=min(min(table)); w=max(max(table));

surf(es); title(’EXACT SOLUTION’); view(-60,16);

set(gca,’ZLim’,[q w]);

surf(p); title(’EULER YAKLAIK ÇÖZÜMLERÝ’); rotate3d ;view(-60,16);

set(gca,’ZLim’,[q w]);

subplot(2,1,1), surf(es)

rotate3d;

subplot(2,1,2), surf(p)

SUB FUNCTIONS

function rx=rox(x,ksi)

E=exp(1);

rx=-Eˆ(-1)*sin(x)*ksi;

function estx=exact(t,x,ksi)

E=exp(1);

estx=Eˆ(-t)*sin(x)*(tˆ(1/2))*ksi;

function ftx=f(k,tau,x,ksi)

E=exp(1);

ftx=Eˆ(-k*tau+tau)*sin(x)*(((k*tau)ˆ(1/2)-(k*tau-tau)ˆ(1/2))*(1+tau/2)...

-2/3*(k*tau)ˆ(3/2)-4/3*(k*tau-tau)ˆ(3/2)...

+2*(k*tau-tau)*(k*tau)ˆ(1/2))*ksi;

Crank Nıcholson Şeması için Rastgele 1000 Rakamla Oluşturulan Mat-

lab Uygulaması.

function [table,es,p]=cranknicholsonmethod(N,M)

% Computes numerical solution of the equation by cranknicholson method
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% dU-Uxxdt=ftx(t,x,dWt);

% U(0,x,ksi)=0,U(t,0,ksi)=0,U(t,pi,ksi)=0 : boundary condition

% A U(n+1)+B U(n)+C U(n-1)= fii(:,n);

% f(t,x,ksi), rox(x), exact(t,x,ksi) are given sub functions.

% INPUT: N, M step numbers:

% dU-Uxxdt=Eˆ(-t)*sin(x)dwt;

% U(0,x)=u(1,x);

% U(t,0,ksi)=U(t,pi,ksi)=0;

% U(t,x,ksi)=exp(-t)*sin(x)sqrt(t)ksi;

if nargin¡1; N= 10 ; M= 30 ; end;

close; close;

ksi=randn(1,100);

s=0;

for m=ksi;

s=s+1; % index of ksi

tau=1/N; h=pi/M;

aaa=1; %u(0)=aaa.u(1)+alx(x)

x= -tau/(2*(hˆ2)) ;

for i=2:N+1;

A(i,i)=x;

end ;

for i=1:N;

A(i+1,i)= x ;

end ;

y= 1 + tau/(hˆ2) ;

z=-1 + tau/(hˆ2) ;

for i=2:N+1;

B(i,i)= y ;

end;

for i=1:N;

B(i+1,i)= z ;

end;
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B(1,1)=1;

B(1,N+1)=-aaa;

C=A;

for i=1:N+1;

D(i,i)=1 ;

end;

alpha{1}= zeros(N+1,N+1) ;

betha{1}= zeros(N+1,1) ;

’fii(:,j) :j-th column matrix’ ;

for j=1:M;

x=j*h;

for k=1:N+1;

fii(k,j:j,s)= f(k-1,tau,x,m); ’right side function ’;

end;

fii(1,j:j,s)=rox(x,m); ’given sub function ’;

end;

’alpha(:,:,j) : j. alpha and betha(:,j) :j-th betha’ ;

for j=1:M-1;

Q=inv(B+C*alpha{j});

alpha{j+1}= - Q*A ;

betha{j+1}= Q*(D*( fii(:,j,s))-(C* betha{j}) );

end;

COMPUTE U(n);

U( N+1,M:M,s)= 0; % U(M)=0 ;

for z= M-1:-1:1 ;

U(:,z,s)= alpha{z+1}* U(:,z+1,s) + betha{z+1};

end;

for z= 1:M ;

p(:,z+1,s)=U(:,z,s);’U(0)=0’;

end;

OBTAIN THE GRID VALUES OF EXACT SOILUTION OF THIS PDE;

for j=1:M+1;

105



for k=1:N+1;

t=(k-1)*tau;

x=(j-1)*h;

es(k,j,s)=exact(t,x,m);

end;

end;

end; % end for ksi

ERROR ANALYSIS;

normes2=h*tau*sum(sum(sum(es.ˆ2)))/s;

normapp2=h*tau*sum(sum(sum(p.ˆ2)))/s;

normerror2=h*tau*sum(sum(sum(es-p).ˆ2))/s;

relativeerror=normerror2/normapp2;

cevap= [normes2,normapp2,normerror2,relativeerror]

tots=es(:,:,1);

for d1=2:s;

tots=tots+es(:,:,d1);

end;

es=tots/s;

ptots=p(:,:,1);

for m1=2:s;

ptots=ptots+p(:,:,m1);

end;

p=ptots/s;

%table=[es;p];table(1:2:end,:)=es; table(2:2:end,:)=p;

GRAPH OF THE SOLUTION

q=min(min(table)); w=max(max(table));

surf(es); title(’EXACT SOLUTION’); view(-60,16);

set(gca,’ZLim’,[q w]);

surf(p); title(’EULER YAKLAIK ÇÖZÜMLERÝ’); rotate3d ;view(-60,16);

set(gca,’ZLim’,[q w]);

subplot(2,1,1), surf(es)

rotate3d;
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subplot(2,1,2), surf(p)

SUB FUNCTIONS

function rx=rox(x,ksi)

E=exp(1);

rx=-Eˆ(-1)*sin(x)*ksi;

function estx=exact(t,x,ksi)

E=exp(1);

estx=Eˆ(-t)*sin(x)*(tˆ(1/2))*ksi;

function ftx=f(k,tau,x,ksi)

E=exp(1);

ftx=Eˆ(-k*tau+tau)*sin(x)*((k*tau)ˆ(1/2)-(k*tau-tau)ˆ(1/2)...

-2/3*(k*tau)ˆ(3/2)-4/3*(k*tau-tau)ˆ(3/2)...

+2*(k*tau-tau)*(k*tau)ˆ(1/2))* ksi;
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