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BoLum 1
Giris

Mantigin bir dal olan modal mantik ilk olarak Aristo tarafindan olanaklilik ve zo-
runluluk kavramlarinin incelenmesiyle ¢alisilmaya baslanmistir. Modal mantigin
bir matematik disiplini olarak kabul edilmesi C.I. Lewis’in 1918’de yaptig1 sem-
bolik mantigin incelenmesi konulu ¢aligmasindan sonra olmugtur. Lewis onerme-
ler mantigina olanaksizdir anlamindaki birli ‘I’ operatoriinii ve kesin zorunlu-
dur anlamini ifade eden ‘<’ ikili operatorii ekleyerek yeni bir aksiyom sistemi
geligtirmigtir. 1932 yilinda Lewis’in diigiincesinden hareketle Lewis ve C.H. Lang-
ford modal mantigin modern anlamdaki ilk aksiyomatik sistemleri olan S3, S4
ve S5’ tanmimlamiglardir. Bu 6nemli sonuclarina ragmen Lewis’in fikirleri hemen
kabul gormemistir ¢iinkii, onun verdigi Hilbert tarzi sistemin aksiyomlari, oner-
meler mantigini baz alarak bunlar1 genisletmek yerine ‘<’ operatori cinsinden
tanimlamigt1 [3]. Modal sistemlere Hilbert yaklagimimi Godel’e borgluyuz. Godel
onermesel sezgi mantiginin teoremleri dogru kalacak gekilde S4’e gevrilebilecegini
gostermig ve Lewis-Langford aksiyomatizasyonunu kullanmak yerine ‘[J° ope-
ratoriini primitif sembol olarak almigtir [4].

Giiniimiizde caligilan modal mantik ile Lewis ve cagdaslarinin galigtigi mo-
dal mantik arasindaki temel fark ikincisinin sentaktik olmasidir ¢iinkii, Oner-
meler mantigl yeni modalitelerle zenginlestirilmigtir. Bundan sonraki ¢aligmalar
onermeler mantigina yeni aksiyomlar ekleyerek elde edilen aksiyomatik sistemleri
birbirinden ayirt etmeye yonelmis ve bu amacla cebirsel yontemler yaygin ola-
rak kullanilmigtir. Cebirsel yontemler teknik kolayliklarina ragmen modal diller
icin glivenilir yorum saglamada sinirli kalmigtir. Dogal semantigin eksikligi ise

sentaktik yaklagimin ortaya cikardigi tiim durumlar nelerdir problemini agikta



birakmistir. Saul Kripke'nin modal mantik i¢in semantigi tanimladigi 1959 yilina
kadar yapilan en onemli caligmalardan biri Johnson ve Tarski'nin operatorli Bo-
ole cebirlerinin (modal cebirler) gosterilig teorisini incelemeleridir. Johnson ve
Tarski’'nin teknigi esas olarak bir model olugturma teknigi idi ve sonraki yillarda
tamlik sonuglarin1 kanitlamak icin gereken teknik araglar1 vermigtir. Bu yaklagim
onbeg y1l sonra ortaya c¢ikan kanonik model tekniginin bir benzeridir.

Kripke'nin tanimladigi matematiksel modeller (Kripke modeller) Leibnitz’in
tiim olanakli diinyalardan birinin gercek diinya oldugu 6ngoriisiine ve bu diinya-
lar arasindaki iligkileri gosteren ulasilabilirlik bagintisina dayanir. Bu nedenle,
gliinimiizde, Kripke semantigi veya bagintisal semantik, olanakli diinyalar se-
mantigi olarak adlandirihir. Kripke semantiginde onermeler cesitli diinyalarda
dogru ya da yanligtir ve tiim diinyalar digerleri ile iligkili olmayabilir. Kripke'den
bagimsiz olarak Kanger ve Hintikka tarafindan da verilen bagintisal semantik
Kripke'nin galigmalari ile etkili olarak taninir hale gelmistir [14]. Kripke semantigi
ile ortaya cikan c¢ati, model, gergcekleme ve gecgerlilik gibi kavramlar devrim ni-
teliginde bir aragtirma programina neden olmusg ve bu program tamlik kavrami et-
rafinda odaklanmigtir. 1960’11 yillarin baglarinda Kripke semantigi modal mantiklar:
simiflandirmak i¢in 6nemli bir arag olmus ve kanonik model yontemini kullanmigtir.
Kanonik modeller ilk olarak Makinson - Creswell ve Lemon - Scott tarafindan
calisilmis ve Lemmon - Scott’in ‘Modal Mantiga Giris’” adli monograflarinda yer
almigtir. Bu monograf sonlu model olugturma yontemi olan filtrelemeyi de tanitmis
ve filtreleme yontemini bir mantigin saptanabilirligini gostermede kullanmigtar.

Modal mantigin bundan sonra ele aldig1 konular ¢at1 tamsizligi ve modal dil-
lerin teorik bilgisayar bilimine uyarlanmasidir. Bu baglamda tam olmayan modal
mantiklarin var oldugu ve temel modal dil i¢in bunlarin 6rnekleri verilmistir. Bu
caligmalar teorik bilgisayar bilimi agisindan ifade edilebilirlik giicii yiiksek modal
dillerin ortaya ¢ikmasina vesile olmustur. Uygulama alanlarindan bazilari oyun
teorisi, bilimsel dilbilim, yapay zeka ve formel felsefe olan 6nermesel dinamik
mantik bunlardan biridir ve glintimiizde aktif bir aragtirma alanidir.

Girig dahil beg boliimden olusan bu tezde, S4 ve GL modal mantiklariin

sonlu Henkin yontemi ve filtreleme yontemiyle elde edilen modelleri incelenmistir.



Caligmanin birinci ve ikinci boliimiinde tezin okunabilirligini kolaylagtirmak
icin gerekli onbilgiler verilmigtir.

Uciincii boliimde sonlu Henkin ve filtreleme yontemleri tanimlanarak S4 ve
GL modal mantiklarinin saglam ve tam olduklar: kanitlanmigtar.

Dordiincii boliimde ise S4 ve GL modal mantiginin tanimlanan yontemlerle

elde edilen modellerinin izomorf oldugu ispatlanmigtir.



BoLuM 2
On Bilgiler

Bu boliimde tezin okunabilirligini kolaylagtirmak amaciyla temel tanim, teorem
ve kavramlar verilmistir. Buradaki tiim bilgiler [2], [4], [5], [6], [7], [8], [14] ve [15]

de bulunabilir.

2.1 Onermeler Mantigi

Onermeler mantig1, her muhakemenin dogru ya da yanhs oldugu varsayimina
dayali en temel muhakeme modelini temsil eden bir mantiktir. Diger mantiklarin
¢ogu ya bu mantik tarafindan kapsanir ya da dili yeni baglaglarla zenginlestirilerek

onun lizerine inga edilir.

2.1.1 Onermeler Mantig1 Sentaksi

Tamim 2.1.1. Onermeler mantige dils L, onerme degiskenleri pi,ps,---,
baglaglar N,V ,—, <>, =, onerme sabitleri T, L ve parantezler (,) ’den olusur.

Tamm 2.1.2. Onermeler mantiginin formiller: indaktif olarak asagidaki
gibi tanwmlanar:

(i) Herbir onerme degiskeni bir formdldiir,
(ii) T we L birer formaildir,
(iii) ¢ bir formil ise, = de bir formildir,
(iv) ¢ ve ¥ birer formil ise, o AN, o VU, @ — b ve ¢ <> Y’ler de birer

formaildair.

L dilindeki tiim formiillerin kiimesi ForL, tiim degiskenlerin kiimesi ise VarL

ile gosterilir. Bu tez boyunca VarL sayilabilir bir kiimeyi gosterecektir.



Onermeler mantiginin aksiyom semalar: agagidaki gibidir:

1) o= ¥ =),
(i) (¢ = (@ = X)) = ((p =) = (¢ = X)),
(iif) (= = ) = (p — )

Onermeler mantigmn tiiretim kurali Modus Ponens (MP): %ﬁ’dir.

2.1.2 Onermeler Mantig1 Semantigi
Onermeler mantigini karakterize eden semantik asagidaki gibi verilir:
(i) Her 6nerme degiskeni (atomik 6nerme) ya dogru ya da yanhstir,

(ii) T daima dogru ve L daima yanhlgtir (burada T dogruluk degeri hep dogru

olan ve L ise dogruluk degeri hep yanlg olan bir formiilii géstermektedir),

(iii) Bilegik 6nermelerin dogruluk degerleri agagidaki dogruluk tablosu ile tek

tirld tanimlanir:

P|lq|7p|pANq|PVq|p—q|prq
T|T| F T T T T
T|F| F F T F F
F|T|T F T T F
FI|F|T F F T T

L dili i¢in bir model M, VarL’nin bir alt kiimesidir.

Tanim 2.1.3. M, L dili i¢in bir model olsun. M modeli tizerinde semantik ge-
rektirme bagintisi |=, @ formilinin karmasiklige tizerinde timevarimla asagidaki
gibi tanwymlanar:

(i) M E p olmast i¢in gerek ve yeter kosul her p € VarL i¢in p € M olmasidar.

(i) M = L durumu hicbir zaman gerceklenmez.

)

)
(i) M E ¥ A x olmasu igin gerek ve yeter kosul M =1 ve M = x olmasidur.
(iv) M =¥V x olmasi igin gerek ve yeter kosul M = ¢ veya M = x olmasidir.
)

(v) M E ¢ — x olmasi igin gerek ve yeter kosul M |= ) ise M = x olmasidar.



M = ¢ ifadesi, ¢ formiiliiniin M modelinde dogru oldugunu veya M’nin ¢
i¢cin bir model oldugunu ifade eder ve M semantik olarak ¢ formiiliinii gerektirir
diye okunur. Bir bagka deyisle énermeler mantiginda herhangi bir ¢ formiiliiniin
dogrulugu M modeli ile ¢ formiiliiniin 6nerme degiskenlerine atanan dogruluk
degerlerinden elde edilir.

M [ ¢ gerceklenmiyor ise, M [~ ¢ yazilir ve ¢ formiili M modelinde
yanligtir veya M, ¢ formiilii i¢in bir kargt modeldir denir.

' bir formiil kiimesi oldugunda I' = ¢ ifadesi, I' i¢in her model ¢ i¢in de bir
modeldir anlamindadir.

Tanim 2.1.4. [" bir formil kimesi ve ¢ bir formul olsun. ¢ formilinin 1" 'dan
tiretilebilir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul (g9.y.k.) o = p, olacak sekilde bir
O1,  ©n formil dizisinin var olmasidir oyle ki her 1 < ¢ < n i¢in p; formuli ya

(i) bir aksiyom semast veya
(ii) T'’nan bir elemans ya da,

(iii) kendinden once gelen formaillere bir tiretim kurali uygulanarak elde edilir.

Tanim 2.1.4’te tanimlanan o1, - - - , ¢, dizisi, ¢ formiiliiniin [’dan bir tiiretimi
olarak adlandirilir ve I' F ¢ ile gosterilir. I' bog kiime ise, yukaridaki dizi ¢’nin
bir tiiretimi olarak adlandirilir ve = ¢ ile gosterilir.

Tanim 2.1.5. Bir ¢ formali L i¢in her M modelinde dogru oluyorsa bir totolojs
olarak adlandirilir ve |= ¢ ile gésterilir.

Teorem 2.1.6. I bir formiil kimesi ve @ bir formil olmak tzere
(i)n. '@  Oncil veya (i) n. I'Fe  ny,ng, -+ ,ng Totoloji
bir ispatin satirlary ise, I ’daki tim formdiller dogru oldugunda ¢’de dogrudur.

ispat.
(i) Bu durumda ¢ formiilii I'nimn bir elemanidir ve dolayist ile ¢ dogrudur.
(ii) ¢ formiiliiniin [dan tiiretiminin uzunlugu tizerinde tiimevarimla yapilir.
Temel adim: ¢ formiiliintin tiiretiminin uzunlugu 1 ise, ¢ bir totolojidir. Bu
durumda, her T kiimesi i¢in T = ¢'dir.
Tiimevarim hipotezi: Teorem, tiiretiminin uzunlugu n + 1’den kiigiik olan
formiiller i¢in dogru olsun.
Timevarim adimi: ¢ formiiliintin [Vdan tiiretiminin uzunlugunun n + 1
oldugunu varsayalim. Bu durumda, her ¢ = 1,2,3,--- ,k i¢in n; < n + 1 olmak

uzere



n+1. I'Fe nyng -+, ng Totoloji
oldugundan 1 A ¥y A - -+ A ¢, — @ formiili bir totolojidir. O halde, tiimevarim
hipotezinden her i = 1,2,3, -,k i¢gin I' |= 4; ve bundan dolay1 I" = ¢’dir.
X

Teorem 2.1.7 (Tiiretim Teoremi). I' bir formiil kimesi, ¢ ve ¥ de birer formiil
olsun. Bu durumda, T'U{¢} F ¢ ise, I' 1 — @ dir.

Ispat. TU{y} F ¢ olsun. ¢ = ¢, olmak iizere o formiiliniin T'U{¢} kiimesinden
tiiretiminin ¢y, - - - , ¢, oldugunu varsayalim. Her i € {1,---  n} i¢in ; iizerinde
timevarim ile I' = ¢ — ¢; oldugunu gostermeliyiz.

@; bir aksiyom veya ["nin bir eleman1 olsun. Bu durumda,

1. ¢; Onciil
2.0 = (Y= @) Aksiyom
3.9 — o 1,2 MP

O halde, I' - 9 — ¢, dir.
@; = 1 olsun. Bu durumda,

L= ((0=¢)=¢) = (V=W —=9)=>@—=1v¢)  Aksiyom

2.9 = (¥ = ¢) =) Aksiyom
3. (0 = (W =) = (¥ —=1) 1,2 MP
L= (¥ =) Aksiyom
5.9 = 3,4 MP

O halde ¢ — ; yani, I' - ¢ — ¢, dir.
©i, pj ve o = p; — @; den MP ile elde edilmig olsun. Bu durumda,

L= (pj = ¢i) Onciil
2.9 = p; Onciil
3. (Y = (05 = @) = (0 = ¢5) = (¥ = ;) Aksiyom
4 (=) = W = @) 1, 3 MP
5. % = 3,4 MP

O halde, I' - 9 — ¢;’dir.



Teorem 2.1.8 (Saglamlik Teoremi). ¢ dnermeler mantiginin herhangi bir
formaili olmak tzere ¢ ’nin bir tiretimi var ise, @ bir totolojidir. Bu sembollerle
F o ise, = @ dir seklinde gdsterilir.

ispat. ¢ formiiliiniin tiiretiminin uzunlugu iizerinde tiimevarim ile yapilir. F ¢
oldugunu varsayalim.

Temel adim: ¢ formiiliiniin tiretiminin uzunlugu 1 olsun. Bu durumda, ¢
formiiliintin dogru oldugu Teorem 2.1.6 (i)’den anlagilir.

Timevarim Hipotezi: ¢ formiiliintin tiiretiminin uzunlugu n + 1 ve teorem
tiiretiminin uzunlugu n + 1’den kiiciik olan formiiller i¢in dogru olsun.

Timevarim adimi: Teoremin, MP’yi korudugunu gostermeliyiz. Teorem
Y — ¢ ve 1 formiilleri igin dogru yani, F ¥ — ¢ ise = 1 — ¢ ve F 1) ise
= ¢ olsun. Bu durumda, MP ile F ¢ formiiliinii elde ederiz. Teorem 2.6.1 (ii) ile
(v = ) ANp) — ¢ formiilii bir totolojidir. O halde, tiimevarim hipotezinden

E 1Y — ¢, = 1 ve bundan dolay1 = ¢'dir.
X

Tanim 2.1.9. @, v, x birer formul ve p bir onerme degiskeni olmak tzere ¢
formiilinin vzunlugu | indaktif olarak asagqidaki gibi tanimlanr:

(i) ¢ =pise l(p) =1,
(i) @ == ise, I{p) = U(y) +1,
(iii) * = {A,V, =, <} olmak tizere ¢ =1 x x ise, l(p) = () + 1(x) + 3 tir.

Tamlik teoremini ispatlamak icin asagidaki lemmaya ihtiyag vardir.

Lemma 2.1.10. ¢ bir formiil olsun oyle ki py, pa, - - -, pr lar bu formiildeki onerme
degiskenlerini gostersin. p; (1 <1 < k)’ler dizerindeki herhangi bir dogruluk deger
atamast i¢in p; asagrdaki gibi tanvmlansin:

p/ _ Pi, Di - T 15€
‘ —pi, pi:Fise

© formili py, pa, - -+, pr lara yapilan dogruluk deger atamalary altinda T degerini
alworsa ¢ = p, F degerini alyor ise ¢' = —p olsun. Bu durumda,

pllapéa U 717;3 H (10, dir.
Ispat. @ formiiliiniin uzunlugu iizerinde tiimevarimla yapilir.

Temel adim: [(p) = 1 olsun. O halde, ¢ = p; ve p; degigkenine yapilan T
ve F' dogruluk deger atamalar:1 altinda sirasi ile ya p; = p; ya da —p; = —p; elde

8



edilir. Tiiretim teoremi ile - p; — p; ve = —p; — —p,’dir ki totolojilerin her
zaman bostan bir tiiretimi var oldugundan dogrudur.

Tiimevarim Hipotezi: Lemma, uzunlugu n + 1’den kiiciik olan formiiller
i¢in dogru olsun.

Timevarim adimai: [(¢) = n + 1 olsun. {—, —} baglaclarin bir tam kiimesi

oldugundan ¢’'nin = ve 1) — x durumlarini incelemek yeterli olacaktir.

e © = = olsun. I(¢p) < n+ 1 oldugundan lemma ¢ formiilii i¢in dogrudur

ya’ni7 pllap/27 e 7p;<: H W?dﬁr.

v formiili yapilan dogruluk deger atamalar1 altinda 7' degerini aliyor ise,
' =1 ve p formilii F' degerini alir. Bu durumda, ¢’ = —p yani —=—¢’dir. Tiime-
varim hipotezinden p}, ph,--- ,p, F ¥ ve ¢ <> =) oldugundan p},ph,--- ,p) F
——p’dir. ¢’ = =) oldugundan p), ph, - - -, p; F @ diir.

1 formiilii yapilan dogruluk deger atamalar: altinda F' degerini aliyor ise, ¢/ =
=) ve @ formiilii T degerini alir. Bu durumda, ¢’ = ¢ yani —)’dir. Timevarim

hipotezinden p}, ph,- -+ ,p) = =1 ve ¢’ = = oldugundan p}, p, - - - , pj = ¢"diir.

e v =1 — yolsun. [(¢)) < n+1vel(x) < n+ 1 oldugundan lemma bu
formiiller i¢in dogru yani, pi, ph, - ,pi = ¥ ve pi,ph, -+, pi F X" diir.

v formiilii yapilan dogruluk deger atamalari altinda F' degerini aliyor ise,
' = =) ve p formiilii T degerini alir. Bu durumda, ¢’ = 9 — x’dir. Timevarim
hipotezinden p},ph, -+ ,p F =% ve =9 F ¢ — ¢ oldugundan pi,ph,--- ,p, F
" diir.

x formiilii yapilan dogruluk deger atamalari altinda 7' degerini aliyor ise,
X' = x ve ¢ formiilii T degerini alir. Bu durumda, ¢’ = ¢ — x’dir. Tiimevarim
hipotezinden p, p), -+, p. F x ve ¢ - 1 — ¢ oldugundan pi, pj, - - -, p). F ¢ diir.

v formiilii yapilan dogruluk deger atamalar: altinda T ve x formiilii /' degerini
aliyor ise, ' = 1, X' = —x ve ¢ formiili F' degerini alir. Bu durumda, ¢’ =
—(1) — x)’dir. Ttimevarim hipotezinden p}, p, -+, pi, = 1, pi, vy, -+, P F X ve
© N (@ — 1) oldugundan pi, ph, -+, pj b @ diir.

O halde, lemma ¢ formiilii i¢in dogrudur.



Teorem 2.1.11 (Tamlik Teoremi). ¢ dnermeler mantiginan herhangi bir for-
mili olmak tizere o bir totoloji ise, ¢ nin bir tiretimi vardir. Bu sembollerle = ¢
1se, = ’dir seklinde gosterilir.

Ispat. ¢’nin bir totoloji yani, |= ¢ oldugunu varsayalim. py,ps, - -, px’lar ¢ for-
miiliindeki 6nerme degigkenleri olsun. Herhangi bir dogruluk deger atamasi icin
p; ve ¢’ Lemma 2.1.10’daki gibi tanmimlansi. ¢ bir totoloji oldugundan herhangi
bir dogruluk deger atamasi altinda ¢’ = ¢ olacaktir.

p;i’ler igin iki farkh dogruluk deger atamasi asagidaki gibi olsun; ilkinde py
dogru olsun, bundan dolay1 p) = py ve ikincisinde p; yanhg olsun, bundan dolay1

pj, = —pg’dir. Lemma 2.1.10’dan

pllap/27 e 7p§gflapk - 2
PLDhs P PR

elde edilir. Turetim Teoremi’nden

PLDyy P B —
pllap/27 7p;€,1 F —pE — 2

ve (¢ = ) A (mp — ¢) F ¢ oldugundan da p', ph, - -+ ,pi_; F ¢ elde edilir. Aym
islemler £ — 1 kez uygulanirsa, - ¢’dir.

2.2 Modal Mantik

Modal mantik, onermeler mantigina bir ya da daha fazla operator ekleyerek
olugturulan ve belirli tiiretim kurallar1 altinda gecerli olan formiiller kiimesidir.
Modal mantigin temel kavramlar1 zorunluluk ve olanakliliktir. Bu kavramlar bi-
rer birli modal operator olan [J ve ¢ ile temsil edilirler. Bir ¢ formiilii i¢in Oy,
’'nin zorunlu oldugunu ve Q¢ ise ¢'nin olanakli oldugunu ifade eder. Bu iki kav-
ramin arkasinda yatan diigiince farkli ifadelerin yine farkli ve miimkiin diinyalarda
dogru olabilecegidir. Zorunluluk ve olanaklilik birbiri cinsinden tanimlanabilirdir:
Bir ifadenin zorunlu olmas i¢in gerek ve yeter kosul onun degilinin olanakli ol-
mamasidir ve bu nedenle bir ifadenin olanakl olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

degilinin zorunlu olmamasidir.
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2.2.1 Modal Mantik Sentaksi

Tanim 2.2.1. Modal dsl, Onermeler Mantigv diline birle bir modal operator olan
O (box)-operatdrinin eklenmesi ile elde edilir.

Modal dilin 1yi-olusturulmus formilleri, ® onerme degiskenlerinin bir kimes:
ve p € ® olmak uzere asagqidaki kural ile verilir:

p=plL]-p|eVy|DOp.

Genel olarak L1 modal operatori primitif sembol olarak alimir ve duali olan O
(diamond) asagrdaki gibi tanvmlanar:

Oy = —=ep.

® onerme degiskenleri kiimesi tez boyunca sayilabilir bir kiimeyi gosterecektir.

Tanim 2.2.2. Kripke mantigi K, asagidaki formiilleri igeren ve verilen tiuretim
kurallar, altinda kapalr olan en kiicik normal modal mantiktur:

(i) Modal dildeki tiim dnermesel totolojiler,
(i) K: O(p = ¢) = (O = Oy),

(ili) Tiretim kurallar, MP ve Gereklilik Kurale (NR): & dir.

Tanim 2.2.3. Bir ¢ formilinin K modal mantiginda bir A éncil kiimesinden
tiiretilebilir (A Fx ¢) olmast igin gerek ve yeter kosul ¢ = ¢, olacak sekilde
bir 1, , @, formil dizisinin var olmasidir dyle ki @; formailleri ya A’nin bir
elemany veya K’min bir aksiyomu, ya da kendinden dnce gelen ¢; (1 < j < i)
formiillerine herhangi bir turetim kuraly uygulanarak elde edilir.

Ornek 2.2.4. (T A Oy) < O(p A4 formiili K da tiretilebilirdir.
ispat.
(=): Fx (Op AOY) — O(e A 9) oldugunu gostermeliyiz.

Ltk —= (= (pAY)) Totoloji

2. 1k Dl = (10— (9 A ) I NR

3. bk Ol = (0= (e AY))) = (Hp = O = (¢ A9))) K Aksiyomu
4. Fx Op —» O0W — (g AY)) 2,4 MP

5. Fk O — (0 AY)) — (O — O(e A1) K Aksiyomu
6. F T — Oy — O(p A ) 4, 5 Totoloji
7.Fx (Op — (Ov = O(e Av))) — (Op Ay — O(p A ) Totoloji

8. Fi (O AT) — (i A ) 6, 7 MP

11



(<) Fx O(e A ) — (Op A Oy) oldugunu gostermeliyiz.

Lk (pAY) — ¢ Totoloji

2. Fx O((p AY) — ) 1 NR

3. Fk O((p AY) — @) = (O(p A) — Q) K Aksiyomu
4. Fx O(@AyY) = Op 2,3 MP

5. Fk (0 AY) — 9 Totoloji

6. Fx O((p A ) — ) 5 NR

7. Fx O((p AY) = ) = (O(p A) — OY) K Aksiyomu
8. Fx O(p A ) — O 6, 7 MP

9. Fre O(p A ) — O AT 4, 8 MP

Teorem 2.2.5 (K igin Tiretim Teoremi). o1, -, p,, ¥ Fk X ise,
O1, o Fr Y — X dir.

ispat. ©1,° 5 Pn, ¥ Fg x oldugunu varsayalim. ¢q,--- , ¢, Fx ¥ — x oldugunu
gostermeliyiz. @1, -+, p,, ¥ Fx x oldugundan K modal mantiginin sadece MP
uygulanarak elde edilmis teoremleri 6y, - - - , 8,,, olmak tizere, x formiili @1, - - - , @p, ¥

ve 0y, --- ,0,, formiillerinden tiiretilebilirdir. Bu nedenle, 6nermeler mantiginda

617"' 79magpla"' 790n7w H X
saglanir ve onermeler mantigi i¢in tiiretim teoreminden agagidaki yazilabilir:
F61—= (02 = (- (O = (01 = (L2 = (= X)) +))-

O halde, 6nermeler mantig i¢in saglamlik teoreminden bu formiil bir totolojidir
ve bundan dolay1 K'nin bir aksiyomudur. g 0y, ,Fx 6, (herbir 1 <i < m

icin 6;, K'nin bir teoremi) oldugundan, m-kez MP uygulanarak;

Fk 1= (o (e = (0= X))

elde edilir. Herbir 1 < 5 < n icin ¢;, K'nin bir teoremi oldugundan n-kez MP
uygulanarak ¢, --- ¢, Fx ¥ — x elde edilir.
X
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Tanim 2.2.6. S4 modal mantigi, K modal mantigina asagidaki aksiyomlarin
eklenmesi ile elde edilir:

T: Up — ¢,

4: Lp — 0.

Ornek 2.2.7. O0p — Oy formali S4’te turetilebilirdar.

ispat.
1. Fsa Op — T Aksiyom
2. Fs4 O0Op — ) 1 NR
3. Fs4 O(0p — ) — (O0¢ — Op) K Aksiyom
4. Fgq OOp — Oy 2, 3 MP

Ayrica, Oy — OOp S4’tn bir aksiyomu oldugundan Fg4 U <> OCp’dir.
X

Godel-Lob (GL) veya kanitlanabilirlik mantigr, K ve S4 modal mantiklarindan
farkli olarak zorunluluk kavramini degil kanitlanabilirlik kavramini inceler. Bu
kavramin incelenmesine neden olan ¢aligmalar Godel’in 1931°de verdigi tamsizlik
teoremleri ile Lob’tin 1953 teki teoremidir. Bir modal mantik olarak kanitlanabilirlik
mantig1 1970’li yillarin baglarinda galisilmaya baglanmig ve bu ¢aligmanin anafikri
kanitlanabilirlik kavraminin bir modal operator olarak goriilebilecegi olmustur.
Dolayisi ile GL kanitlanabilirlik kavramini inceler ve bu dildeki bir ¢ formiili i¢in
O, ¢ kanitlanabilirdiri ve Qy ise, ¢’nin tutarl oldugunu ifade eder.

Tanim 2.2.8. GL modal mantigi, K modal mantigina Lob aksiyomunun eklen-
mesi ile elde edilir:

GL: Op — ¢) — Oe.
Ornek 2.2.9. Oy — OOy formiili GL de tiretilebilirdir.

ispat.
1. Far ¥ — (OO0 ADY) — (O A ) Totoloji
2. Faor (OO0 A Oy) < OOy A ) KC GL
3. Fer ¥ = (OyY AY) — (O A)) 1, 2 Totoloji
1. Far O — (OO0 A %) — (D0 A 1)) 3 NR
5. Far O — (OO A) — (O A ) —
(O — OO0 A ) — (O Av))) K Aksiyomu
6. Far, O — OO0 A YD) — (O A ) 4. 5 MP

7. ber OO AY) — (O A)) — OO Avp)  Lob Aksiyomu
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8. FarL Oy — OOy A ) 6, 7 Totoloji

9. Far (O AY) — Oy Totoloji (Ornek 2.2.4)
10. Fgr O((Oy A ) — O) 8 NR
11. Fer OOy A ) — OY) — (O(0 A ) — O0) K Aksiyomu
12. Fer OOy A ) — Oy 10, 11 MP
13. Far Oy — OOy 8, 12 Totoloji
X

2.2.2 Modal Mantik Semantigi

Tanim 2.2.10. Modal dil i¢in bir Kripke ¢aty F = (W, R) ikilisidir. Burada W
elemanlary noktalar veya dinyalar olarak adlandirilan bostan farkly bir kime ve
W ¢catinin evreni olarak adlandirilir. R, W dizerinde tanamly ikili bir bagintidar.

Tamim 2.2.11. Modal dil i¢in bir model M = (F,V) ikilisidir oyle ki F temel
modal dil i¢in bir ¢atr ve V,

V: &= P(W)
p— V(p)
seklinde tanyml bir fonksiyondur. Burada P(W), W nun kuvvet kiimesini, V (p) 'de
p degiskeninin modelde dogru oldugu dunyalarin kiimesini gostermektedir. Bu
sekilde taniml V' fonksiyonu dogruluk deger atamast olarak adlandurilir. Dog-
ruluk deger atamasi' V', onerme degiskenleri kumesinden bir fomail kiimesine genis-
letilebilir. ¢ herhangi bir fomil olmak tizere V() asaqidaki sekilde tanimlanar;

V(p) = {w | M,w|= ¢}
M = (F, V) modeline F ¢atisindan elde edilen model denir.

Tanim 2.2.12. w, M = (W, R, V) modelinde bir dinya olsun. Bu durumda, bir
@ formaiilinin M modelindeki bir w dinyasinda dogrulugu (veya gercgeklene-
bilirligi) indaktif olarak asagidaki gibi tanymlanar:

(i) M,w = p olmast igin gerek ve yeter kosul p € ® olmak tizere w € V(p)
olmasudar.

(il) M,w | L durumu hi¢bir zaman ger¢eklenmez (yanls bir formil modelde
hi¢bir diinyada dogru degildir).

(iii) M,w | —¢ olmast igin gerek ve yeter kosul M,w |= p’nin gerceklenme-
mesidir.

(iv) M,w = ¢ V¢ olmasi igin gerek ve yeter kogul M, w = ¢ veya M,w =1
olmasidar.
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(v) M,w = Og olmasi i¢in gerek ve yeter kosul wRv olacak sekilde her v € W
icin M,v = ¢ olmasidur.

M modelinde $’ln bir formiiliin bir w dinyasinda gergeklenebilirligi (v)’ten yara-
lanilarak asagrdaki gibi tanwmlanar:

M, w = Q¢ olmas igin gerek ve yeter kosul wRv olacak sekilde herhangi bir
veW igin M,v = ¢ olmasidar.

Bir ¢ formiilii, bir M modelinin w diinyasinda gerceklenmez ise, ¢ formiilii w

diinyasinda yanligtir denir ve M, w [~ ¢ ile gosterilir.

Tanim 2.2.13.

(i) Bir ¢ formilinin, bir M = (W, R, =) modelinde dogru (M = ¢) olmasi
icin gerek ve yeter kosul her w € W igin w |= ¢ olmasidar.

(ii) Bir ¢ formiliniin, bir F ¢atisindaki bir w dinyasinda gegerli (F,w |=
@) olmast i¢in gerek ve yeter kosul ¢ formilinin F ¢atisindan elde edilen
bir (F, V) modelindeki w dinyasinda dogru olmasidar.

(iii) Bir ¢ formilinin, bir F c¢atisinda gegerli (F = ¢) olmasi igin gerek
ve yeter kosul ¢ formilinin F ¢atisindan elde edilen her (F,V') modelinde
gecerli olmasidar.

(iv) Bir ¢ formiiliniin gegerli (= ) olmasu i¢in gerek ve yeter kosul her F
catise igin F = @ olmasudar.

(v) Bir ¢ formilinin I' énciller kimesinden semantik olarak elde edi-
lebilir (I' |= ) olmasu icin gerek ve yeter kosul her M modeli, her ¢ € T’
vew € W igin M,w =1 ise M,w = ¢ olmasidr.

Ornek 2.2.14. F = (W,R); W = {wy, wy, w3, ws, w5} ve R = {(w;,w;) | her
i€{1,2,3,4} i¢in j =i+ 1} seklinde tanamly bir ¢atr olsun.

‘q b,q D, q q q
° ° ° °
w1 Wo W3 Wy Wsy

Sekil 2.1: F = (W, R)

F ¢atisy tzerinde tanwmly bir V' dogruluk deger atamasi; V(p) = {wa, w3},
V(q) = {wi, wa, w3, wy,ws} ve V(r) = & seklinde tanimlansin ve M = (F,V)
F catisy tizerinde tanvmly bir model olsun. M = (F, V) modelinde; $UOp, Ogq ve
O(p A —r) formiilleri gergeklenebilir, OUp — p formaili yanlistor.

Ispat. M, w; = OOp’dir ¢linkii w;Rws, M, wy = Op ve waRws, M, ws | p’dir.
M,wy = O(p A —r)'dir ¢iinkit woRws, M,ws = p A —r ve M,ws = p,
M, ws = rdir.
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M, wy = O0p — p’dir ¢iinktt M, w; = OOp olmasima ragmen M, w, £ p’dir.
M E Og¢'dur ¢linkii ¢ = 1,2,3,4,5 i¢in M,w; | ¢'dur. Burada V(g) nun
tanimindan g formiliintin wy, wsy, w3 ve wy diinyalarindaki dogrulu Tanim 2.2.12
(v) ile elde edilir. Og formiiliiniin ws diinyasindaki dogrulugu ise ws’in bir son
nokta (kendiside dahil higbir diinya ile baglantisi olmayan noktalar) olmasindan

anlagilir; ¢clinkii boyle diinyalarda hergey mumkiindiir.

X

Ornek 2.2.15. (Op A Og) < O(p A q) formiili herhangi bir Kripke catida
gecerlidar.

Ispat. F herhangi bir Kripke gat1 olmak tizere M = (F, V') bir model ve w da bu
modelde keyfi bir diinya olsun. Tanim 2.2.13 (iii) ile M, w = (OpAOq) <> O(pAg)
oldugunu gostermeliyiz.

(=): M, w = OpAUq oldugunu varsayalim. A’li fomiillerin bir M modelindeki
bir w diinyasinda gegerlilik tammimdan M, w = Op ve M, w = Og’dur. Tamm
2.2.12 (v) ile wRw olacak geklide her v diinyas: igin M, v = p ve M, v | ¢’dur.
Bu durumda, her v diinyasi i¢in M, v = p A g yani, M, w = O(p A q) elde edilir.
O halde = (Op AOq) — O(p A g)’dur.

(<): M = O(p A ¢) oldugunu varsayalim. Tanim 2.2.12 (v) ile wRv olacak
seklide her v diinyast i¢in M, v = p A ¢’dur. A’li fomiillerin bir M modelindeki
bir w diinyasinda gegerlilik tanimindan her v diinyasi i¢in M, v = p ve M, v = ¢
yani, M, w = Op ve M, w = Og¢’dur. Bu durumda M, w = Op A Og elde edilir.
O halde = O(p A q¢) — (Op A Og)’dur.

Ornek 2.2.16. OOp — Op formiilii her catuda gecerli dedildir.
Ispat. Bunu gostermek icin bir F catisi, bu catida bir w dinyast ve bu w
diinyasinda formiilii yanhglayacak bir dogruluk deger atamasi bulmaliyiz.

F = (WR); W ={0,1,2} ve R = {(0,1),(1,2)} seklinde tanimli bir ¢at1
olsun. F catisi iizerinde herhangi bir dogruluk deger atamasi V' (p) = {2} seklinde
tanimlansin. Bu durumda 0 = OOp, 1 = Op ve 2 |= p olmasma ragmen 0 = Op
oldugu igin 0 & OOp — Op’dir. O halde F }= OOp — Op’dir.
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Tamim 2.2.17. F = (W, R) bir ¢ats olsun.

(i) Her w,xz,y € W i¢in wRz ve xRy iken wRy ise R bagintisina gegiglidir
denir.

(ii) Her w € W igin wRw ise R bagintisina yansymalidar denir.

(iii) Her bostan farkls X C W kiimesi i¢in X in R bagintisina gére bir en kii¢ik
elemani varsa R bagintisina tyi-temellendirilmaistir denir. Diger bir ifa-
deyle; X in bir w eleman i¢in xRw olacak seklide herhangi bir x € X ele-
mani (yani, - - - W Rwy,—1 - - - weRw; Rwy olacak seklide W 'da wy, wy, wa, - - -
diinyalariman sonsuz bir dizisi) yok ise R bagintisina iyi-temellendirilmistir
denir.

(iv) Her bostan farkls X C W kimesi i¢in X in R bagintisina gore bir en biiyik
elemany varsa R bagintisina tersi iyi-temellendirilmasgtir denir. Diger
bir ifadeyle; X ’in herhangi bir w elemani i¢in wRzx olacak seklide bir x € X
elemant yok ise R bagintisina tersi iyi-temellendirilmistir denir.

Ornek 2.2.18. Ornek 2.2.16°da verilen OOp — Op formiili gecisli catilarda
gecerlidir.

Ispat. F gegigli bir gat1, w bu gatida bir diinya ve M = (F, V') bu ¢at1 ile tanimh
bir model olsun. M, w | {Op oldugunu varsayalim. ¢’li formiillerin bir M mo-
delindeki bir w diinyasindaki dogruluk tanimindan; wRu ve uRv olacak sekilde u
ve v diinyalar1 vardir 6yle ki M, v |= p’dir. R gegisli bir baginti oldugundan, wRwv
ve bundan dolay1 M, w = Op elde edilir. O halde M, w = 0Op — Op saglanir.
X

Tanim 2.2.19.

(i) S4 modal mantigr i¢in bir Kripke ¢atr (W, R) gecisli ve yansimalidar.
(ii) GL modal mantigu igin bir Kripke ¢atr (W, R) gegisli ve tersi iyi-temellen-
dirilmastir.
Teorem 2.2.20. Op — p formilinin F = (W, R) ¢catisinda gegerli olmasu igin

gerek ve yeter kosul R bagintisimin yansimaly olmasidar.

ispat. F = (W, R) bir Kripke ¢at1 ve M modeli F ¢atisi iizerinde taniml olsun.

(=): Op — p formiiliiniin F gatisinda gegerli oldugunu varsayalim. Bu du-
rumda, gegerlilik tanimindan M, w = Op ise M,w | p’dir. Tamim 2.2.12 (v)
ile her z i¢gin wRx olmak tlizere M,z |= p’dir ve bundan dolayida z, w olarak

secilebilir. O halde wRw yani, R bagintis1 yansimalidir.
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(<): R bagntis1 yansimah ve M, w = Op oldugunu varsayalim. Bu durumda,
wRw ve wRx olacak sekilde her z € W igin M,z |= p'dir. O halde, M,w = p
ve buradanda M, w |= Op — p elde edilir.

X

Teorem 2.2.21. Op — OOp formilinin F = (W, R) catisinda gegerli olmast
1¢in gerek ve yeter kosul R bagintisinin gegisli olmasidar.

Ispat. F = (W, R) bir Kripke ¢at1 ve M modeli F gatist iizerinde taniml olsun.

(=): Op — OOp formiili F catisinda gegerli ve wRz, xRy oldugunu var-
sayalim. Bu durumda, gegerlilik tanimindan M, w = Op ise M,w | OOp’dir.
Tanim 2.2.12 (v) ile M,z = Op ve bundan dolay1 M,y = p’dir. O halde wRy
yani, R bagintisi geciglidir.

(<): R bagintist gecisli ve M, w = Op, wRz oldugunu varsayalim. Bu du-
rumda, 2Ry ise wRy ve M,y | p’dir. Bundan dolay1, M, w |= OOp elde edilir.
O halde F | Op — OOp’dir.

X

Teorem 2.2.22. O(0Op — p) — Op formailinin F = (W, R) ¢atisinda gegerli ol-
masi i¢in gerek ve yeter kosul R bagintisinan gegisli ve tersinin 1yi-temellendirilmais
olmasudar.

Ispat. F = (W, R) bir Kripke ¢at1 ve M modeli F gatisi iizerinde taniml olsun.

(=): O0p — p) — Op formiliiniin F = (W, R) catisinda gegerli oldugunu
varsayalim. Bu durumda R bagintisinin gecisgli ve tersinin iyi-temellendirilmig
oldugunu gostermeliyiz.

R bagmtist geciglidir: Ornek 2.2.9 ile Op — OOp formiiliiniin F catisinda
gecerli oldugunu, Teorem 2.2.21 ile de R'nin gecisli oldugunu soyleyebiliriz.

R bagimtisinin tersi iyi-temellendirilmistir: X bostan farkli ve bir en biiytik
R elemani olmayan bir kiime olsun. w € X ve F flzerinde bir dogruluk deger
atamas1 V' (p) = {a | a € X} ile tammmlansm. x € W i¢in wRx ve x [~ p oldugunu
varsayalim. = ¢ V(p) oldugundan, = € X'tir. 2Ry olacak sekilde herhangi bir
ye Xiginy € Wvey ¢ V(p)dir. O halde, x = Op’dir. Bundan dolay1 = |=
Op — p ve wRx oldugundan w = O(Op — p) elde edilir. w € X oldugunudan,
herhangi bir z € X i¢in wRx ve x € W’dir. O halde = }= p ve w = Op’dir.
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Boylece w = O(Op — p) — Op elde edilir ki bu bir ¢eligkidir. Bundan dolayi, R
bagintisinin tersi iyi-temellendirilmigtir.

O halde, R bagintis1 gecislidir ve tersi iyi-temellendirilmistir.

(<): R'nin gegisli ve tersinin iyi-temellendirilmis oldugunu varsayalim. Ayrica
whEOpve X ={z €W :wRx Az}~ p} olsun. w £~ Op oldugundan, herhangi
bir z i¢in wRz ve z [~ p’dir. Bundan dolay1 z € X yani, X bostan farkhdir. R'nin
tersi iyi-temellendirilmis oldugundan, herhangi bir x € X ve xRy icin y & X ’tir.
zr € X oldugundan, wRz ve z £~ p'dir. Ry oldugunu varsayalim. Bu durumda,
y € X ve R bagmtisinin gegigliligi ile wRy oldugundan y = p’dir. Bundan dolay1,
z EOp, xz EOp — pvew = O0Op — p)dir. O halde, Op — p) — Op
formiili (W, R) catisinda gegerlidir.

X

Teorem 2.2.23. F = (W, R) sonlu ve gegisli bir ¢atr olsun. Bu durumda, R
bagintisinan tersinin iwyi-temellendirilmis olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R bagin-
tisinin yansimasiz olmasudar.

Ispat. F = (W, R) catis1 sonlu ve gecisli olsun.

(=): R bagmtisi yansimasiz ancak iyi-temellendirilmis olsun. Bu durumda,
xoRx1R - - - olacak sekilde sonsuz bir dizi vardir. F sonlu oldugundan, herhangi
bir m < n i¢in x,, = x,,’dir. R bagintisinin gecisliliginden x,,,Rx, elde edilir.
Bu durumda z,,Rz,, olacaktir ki bu bir celigkidir. O halde R bagintisinin tersi
iyi-temellendirilmigtir.

(«<): R bagintisinin tersi iyi-temellendirilmisg ve yansimali olsun. Bu durumda,
herhangi bir w € W i¢in wRw olur, yani herhangi bir w diinyasi i¢in wRx olacak
sekilde her zaman bir x = w diinyas1 vardir. Bu bir celigkidir. O halde R bagintis
yansimasizdir.

X

Simdi, catilar ve modeller i¢in homomorfizma ve izomorfizma tanimlarini verelim.

Tamim 2.2.24. F = (W,R) ve F' = (W', R') iki ¢atr olsun. f : F — F'
fonksiyonu asagidakini saglarsa bir homomorfizma olarak adlandirilir:

Her w,v € W i¢in wRv ise f(w)R'f(v) dir.
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Tanim 2.2.25. M = (W, R, V) ve M’

(W' R/, V') iki model olsun. f: M —
M’ fonksiyonu asaqidakileri saglarsa bir homomorfizma olarak adlandirilir:

(i) Herbir énerme degiskeni p ve her w € W igin w € V (p) ise f(w) € V'(p),
(ii) Her w,v € W elemans i¢in wRv ise f(w)R'f(v) dir.

Ornek 2.2.26. M = (W,R,V) ve M’
model olsun.

(W' R, V'Y asaqidaki gibi tanwmly iki

W = N W' = {eo}
R = {(n,n+1)|VneN} R = {(e0),(0,¢)}
V(p) = {neN|ngifttir} Viip) = {e}
M
0 1’\\ 2’\\ 3 na
\\ — / ’ MI

Sekil 2.2: M modeli ile M’ modeli arasindaki homomorfizma.

e, niftise
fn) = o, n tek ise

Seklinde tanymlanan f fonksiyonu, M modelinden M’ modeline bir homomorfiz-
madar.

ispat. f fonksiyonunun bir homomorfizma oldugunu gostermek i¢in homomor-
fizma taniminin kogullarini gercekleyelim.

(i) n € V(p) olsun. Bu durumda, dogruluk deger atamasindan n’in ¢ift oldugunu
biliyoruz. O halde, f(n) = e ve bundan dolay1 f(n) € V'(p)’dir.

(ii) nRn + 1 olsun. Bu durumda iki olasilik séz konusudur: n ¢ifttir ya da

tektir. Ilk olarak n’in c¢ift oldugunu varsayalim. Bu durumda, n 4+ 1 tektir ve
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bundan dolay1 f(n) =e, f(n+1) = o'dur. O halde, f(n)R'f(n + 1) elde edilir.
Simdide n’in tek oldugunu varsayalim. Bu durumda, n + 1 ¢ift ve bundan dolay1
f(n)=o, f(n+1) =e€'dir. O halde, f(n)R'f(n+ 1) elde edilir.

X

Tamim 2.2.27. F = (W, R) ve F' = (W', R') iki model olsun. f : F — F' fonk-
siyonu asaqrdaki saglanirsa bir kuvvetlt homomorfizma olarak adlandirilr:

Her w,v € W i¢in wRv olmasi igin gerek ve yeter kosul f(w)R'f(v) ol-
masudar.

Tamim 2.2.28. M = (W, R, V) ve M' = (W', R', V') iki model olsun. f: M —
M’ fonksiyonu asagqidakiler saglanirsa bir kuvvetli homomorfizma olarak ad-
landurilar:

(i) Herbir énerme degiskeni p ve her w € W i¢in w € V(p) olmasu i¢in gerek
ve yeter kosul f(w) € V'(p) olmasudur.

(ii) Her w,v € W igin wRv olmast i¢in gerek ve yeter kosul f(w)R'f(v) ol-
masidar.

Tanim 2.2.29. Bujektif kuvvetli homomorfizmaya izomorfizma denir. F cati-
sindan F' ¢atisina bir izomorfizma var ise F ¢atisy, F' ¢atisina izomorftur denir
ve F = F' ile gosterilir. Benzer sekilde M modelinden M’ modeline bir izomor-
fizma var ise M modeli, M’ modeline izomorftur denir ve M = M’ ile gdsterilir.

Ornek 2.2.30. F = ({0,1},=) ve F' = ({0,1},<) ki ¢atr olsun. {0,1} 'den
{0, 1} e bir birim fonksiyon f, bijektif bir homomorfizmadir. Ancak izomorfizma
degildar.

Ispat. f'nin bir bijeksiyon oldugunu gosterelim.

f 1-I’dir: f(w) = f(v) olsun. f birim fonksiyon oldugu i¢in f(w) = w ve
f(v) = v dir. Bundan dolay1, w = v’dir. O halde, f 1-1 bir fonksiyondur.

f ortendir: Her w icin, f(v) = w olacak sekilde bir v € {0,1} oldugunu
gostermeliyiz. Ilk olarak w = 0 oldugunu varsayahm. Bu durumda, f (v) = w
olacak sekilde bir v diinyast vardir 6yle ki fonksiyonun tanimindan bu v = 0
olmahdir. §imdide w = 1 oldugunu varsayalim. Bu durumda, f(v) = w olacak
sekilde bir v diinyas1 vardir 6yle ki fonksiyonun tanimindan bu v = 1 olmalhdir.
O halde, f fonksiyonu ortendir.

f bir homomorfizmadir: her w,v € {0,1} eleman: i¢in w = v ise f(w) < f(v)
oldugunu géstermeliyiz. Iki durum séz konusudur. Ilk olarak w = 0 ve w = v

olsun. Bu durumda, v = 0’dir. f birim fonksiyon oldugu i¢in f(0) = 0 (yani
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f(w) = 0 = f(v))dir. O halde, f(w) < f(v) elde edilir. Simdide w = 1 ve
w = v oldugunu varsayalim. Bu durumda, v = 1’dir. f birim fonksiyon oldugu
i¢in f(1) =1 (yani f(w) = 1= f(v))'dir. O halde, f(w) < f(v) elde edilir.

f(w) =0ve f(v) =1igin f(w) < f(v) iken w = v olmadigimdan f kuvvetli

homomorfizma degildir. O halde, f bir izomorfizma degildir. X

Ornek 2.2.31. Ornek 2.2.30°daki F catisinin bagintisy < ile degistirilirse, g :
({0,1}, <) — ({0,1} <) seklinde tanimlanan g birim fonksiyonu bir izomorfiz-
madar.

Ispat. g fonksiyonunun bijektif bir homomorfizma oldugu Ornek 2.2.28’dekine
benzer gekilde yapilir. Bu durumda sadece her w,v € {0,1} i¢in g(w) < g(v) ise

w < v oldugunu gostermek yeterlidir. O halde, ii¢ durum s6z konusudur;

e w=0vewv=0olsun. f(0) < f(0) ise, 0 < 0 dur,
e w=0vewv=1olsun. f(0) < f(1) ise, 0 < 1 dir,

e w=1vev=1olsun. f(1) < f(1) ise, 1 < 1 saglanir.

O halde, g fonksiyonu bir izomorfizmadir.
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BoLuMm 3

Saglamlik ve Tamlik Teoremleri

Bir mantigin sintaks1 ve semantigi arasindaki iligki saglamlik ve tamlik teorem-
leri ile verilir. Bir S modal mantiginin saglamlik teoremi, S mantigindan sonlu
adimda tiiretilebilen her formiiliin, bir S ¢atisindaki her diinyada dogru oldugunu
ifade eder. Tamlik teoremi ise saglamlik teoreminin tersidir: Bir S catisindaki
her diinyada dogru olan herhangi bir formiiliin S mantiginda bir tiiretimi vardir.
Saglamlik teoremlerinin ispati formiillerin karmasikligi tizerinde tiimevarim ile
yapilirken tamlik teoremlerinin ispati formiilleri gergekleyecek uygun modelin
olugturulmasina dayanair.

Bu bolimde K, S4 ve GL modal mantiklarinin saglam ve tam olduklar:

kanitlanacaktir.

3.1 K, S4 ve GL Modal Mantiklarinda Saglamlik

Teoremleri

Tanim 3.1.1. S modal mantigu ile karakterize edilen ¢atilar sinifs {F | her ¢ € S
icin F |= ¢} ile tanumlanar ve Char(S) ile gosterilir.

Tanim 3.1.2. C bir ¢catilar sinufo olsun. Her ¢ formaiili ve her F € C olmak tizere
ks ¢ iken F = ¢ oluyorsa S modal mantigi C ¢atilar sinifina gore saglamdar
denir.

Teorem 3.1.3 (K i¢in Zayif Saglamlik Teoremi). Fk ¢ ise | ¢ dir.

ispat. @ formiiliintin tiiretiminin uzunlugu iizerinde tiimevarim ile yapilir. Fg ¢
oldugunu varsayalim.
Temel adim: ¢ formiiliiniin tiretiminin uzunlugu 1 olsun. Bu durumda, ¢

ya bir aksiyom ya da bir totolojidir.
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¢ formiilii bir totoloji olsun. Totolojiler her modelde dogru oldugundan = ¢
oldugu asikardir.

¢ formili O(¢ — x) — (O¢Y — Oy) aksiyomu olsun. - O(p — ) ve
F Oy oldugunu varsayalim. Bu durumda, teorem (¢ — x) ve i formiilleri
i¢in dogrudur yani, herhangi bir M modeli ve w diinyas i¢in M, w = O(¢) — x)
ve M, w | Oy’dir. Tanim 2.2.12 (v) ile wRw' olacak sekilde her w' diinyas1 igin
Mw' E ¢ — x ve M,w' = ¢’dir. Bundan dolay1, —’li formiillerin dogruluk
tanimindan her w’ diinyast igin M,w’ | x elde edilir. Tamim 2.2.12 (v) ile
M, w | Ox’dir. O halde, = O(p — ¢) — (O — Oy) dir.

Tiimevarim Hipotezi: ¢ formiiliintin tiiretiminin uzunlugu n + 1 ve teorem
tiretiminin uzunlugu n + 1’'den kiiciik olan formiiller i¢in dogru olsun.

Timevarim adimi: Teoremin, MP ve NR tiiretim kurallar1 altinda korundu-
gunu gostermeliyiz.

Teorem ¢ — ¢ ve ¢ formiilleri igin dogru yani, Fx ¢ — @ ise = ¢ — ¢
ve Fx 1 ise = ¢ olsun. O halde, MP kurali ile bk ¢’dir. Bu durumda, her M
modelindeki her w diinyasi igin M, w = 1 — ¢ ve M, w = ¢’dir. —’li formiillerin
dogruluk tammmindan her w € M igin M, w = ¢ elde edilir yani, = ¢’dir.

Teorem 1) formiilii igin dogru yani, Fx ¢ ise = 9 olsun. ¢ < O oldugunu
varsayalim. O halde, NR ile g [i’dir. Herhangi bir M modelindeki w diinyasi
icin M, w £ Oy oldugunu varsayalim. Bu durumda, wRw’ olcak gekilde herhangi
bir w' € M igin M,w' [~ 1 yani, [~ ¢ elde edilir ki bu bir geligkidir. O halde
= Oy yani, = ¢'dir.

Teorem 3.1.4 (K igin Saglamhik Teoremi). o1, -, ¢, Fk ¥ ise
©1, o 0 dir.

Ispat. ©1,° ,on FK ¥ olsun. @1, -+, p, E ¥ oldugunu gostermeliyiz. Bu du-

rumda tliretim teoremi ile
©1, P2, P FK Y

©1,02, Y1 Fx (on — )

1K P2 = (o (on = )+ +)
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F o1 = (02 = (- (o0 = ) -1))

elde edilir. Teorem 3.1.3 ile = 1 — (g2 — (- (@n — ) ---))’dir, yani her M

modeli ve w € W icin

M>w):901_>(§02_>("'(90n_>w)"'>>
Mw @1 = M,wE g = (3= (- (pn = ¥)--+))
Mvw’:(pl VeMaw):@2:>Maw|:¢3_>((90n_>¢))

saglanir. O halde, her M modeli ve w diinyasi i¢cin M, w = ¢1, -+, M,w = ¢,
ise M, w [= 1 ve bundan dolay1 ¢, - , ¢, = ¢’dir.
X

Teorem 3.1.5 (K i¢in Kuvvetli Saglamlik Teoremi). A by ¢ ise A | ¢ dir.
Ispat. A bk @ olsun. A = ¢ oldugunu géstermeliyiz. Her tiiretim sonlu uzun-
lukta oldugundan ¢ formiiliiniin tiretimi A’dan sadece sonlu sayida onciil icerir.
Bu nedenle, sonlu bir A’ C A vardir oyle ki A’ Fg ¢’dir. Bu durumda vy, - - - , 1,
formiillerin sonlu bir dizisi olmak tizere ¥y, - - , v, Fx ¢ olur. Saglamlik teoremi
ile 11, -+, 1, = ¢ elde edilir. O halde A" C A oldugundan, A = ’dir.

X

Teorem 3.1.6 (S4 i¢in Saglamlik Teoremi). g4 ¢ ise ¢ formaili tim gegisli
ve yansimal catilarda gecerlidir.

ispat. K icin Zayif Saglamlik Teoremi'nin ispatina benzerdir. Burada ek ola-
rak teoremin S4 modal mantiginin aksiyomlarini sagladigini gostermeliyiz ki bu
Teorem 2.2.20 ve Teorem 2.2.21°de gosterilmigtir.

X

Teorem 3.1.7 (GL igin Saglamlik Teoremi). kgL ¢ ise ¢ formili tim
gegisli ve tersi iyi-temellendirilmis (denk olarak tim sonlu, ge¢isli ve yansimasiz)
catilarda gecerlidir.

Ispat. K icin Zayif Saglamlik Teoremi’nin ispatina benzerdir. Burada ek olarak
teoremin Lob aksiyomu i¢inde saglandigini gostermeliyiz ki bu Teorem 2.2.22’de

gosterilmigtir.
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3.2 K, S4 ve GL Modal Mantiklarinda Tamlhik
Teoremleri

Bir modal mantikta tamlik ve kuvvetli tamlik teoremlerinin ispati, ilgili mantigin
formiillerini gergekleyen modellerin var oldugunu gostermeye dayalidir. Bu boliim-
de bu modelleri olugsturma yontemlerinden olan kanonik model yontemi, sonlu
Henkin yontemi ve filtreleme yontemi verilerek K, S4 ve GL modal mantiklarinin

tam olduklar: kanitlanacaktir.

Tanim 3.2.1. S bir modal mantik ve C, S i¢in bir catilar sinafi olmak vzere
asagrdakiler vardur:

(i) Herhangi bir I formiil kiimesi i¢in T, S’de ¢ ’yi semantik olarak gerektiri-
yorsa @, I'’dan S-tiretilebilirdir denir. Bu sembollerle, I' =g ¢ ise ' Fg ¢
bictminde gosterilir.

(i1) Tdm sonlu Tlar i¢in (1) kosulu ger¢ekleniyorsa, S modal mantigi C ¢atilar
simifina gore kuvvetls tamdar denir.

(iii) Herhangi bir ¢ formaiili i¢in C |= ¢ iken kg ¢ oluyorsa, S’ye C sinifina gére
tamdar denir.

(iv) Tambik, kuvvetli tamligin T 'nan bos kime oldugu 6zel durumudur. Bu du-
rumda, bir S modal mantigr C’ye gore kuvvetli tam ise C’ye gore tamdar.
Ancak tersi dogru degildir.

3.2.1 Kanonik Model

Bu kesimde, herhangi bir S modal mantiginin kanonik modelini tanimlayacagiz.
Bu model ® Fg ¢’yi saglayan her ¢ formiilii ve her ® formiil kiimesi i¢in ®’nin
tiim elemanlarinin dogru, ¥’nin ise yanhg oldugu bir kargit 6rnek verir. Kanonik
modeller maksimal tutarli formil kiimeleri araciligi ile tanimlanirlar. Bu nedenle

once tutarli ve maksimal tutarl formiil kiimelerini inceleyelim.

Tanim 3.2.2. Bir I' formil kimesinin S-tutarly olmas: i¢in gerek ve yeter kosul
I' ¥s L olmasidar.

Tanim 3.2.3. Bir I formiil kimesinin maksimal S-tutarls olmas: i¢in gerek
ve yeter kosul T' kiimesinin S-tutarly ve I' C I olacak sekilde bir S-tutarly T
kimesinin bulunmamasidar.

Lemma 3.2.4. Bir I' formul kimesinin maksimal tutarl olmast igin gerek ve
yeter kosul I' kiimesinin tutarl ve her ¢ formili i¢in p & T ise TU{p} kiimesinin
tutarsiz olmasidar.

26



ispat.

(=): I' maksimal tutarli bir formiil kiimesi olsun. Bu durumda, Tanim 3.2.3’ten
I' kiimesi tutarh ve I' C IV olacak sekilde bir S-tutarli IV kiimesi yoktur. ¢ & I'
oldugundan, I kiimesini I' U {¢} olarak segebilir. O halde, I U {} tutarsizdir.

(«): T tutarh ve her ¢ igin ¢ ¢ I" ise I' U {p} tutarsiz olsun. Ayrica I'nin
maksimal tutarli olmadigim varsayalim. Bu durumda, I' C IT" olacak sekilde tu-
tarsiz bir IV kiimesi vardir yani, [V = 1’dur. O halde, I kiimesinin sonlu bir
alt kiimesi {¢1,---,¢,}’den L’'un bir tiretimi vardir. Bu durumda, herhangi
o1, -+, ¢p formiilleri igin TU{ ¢y, -+ , ¢, } ve dolayist ile TU{¢; A+ - - Ay, } kilme-
sinden | ’un bir tiiretimi vardir. O halde, I' = L elde edilir ki bu bir c¢eligkidir.

X

Kanonik modelleri inga ederken 6énce maksimal tutarli formiil kiimelerinin bir
kolleksiyonu ve bu koleksiyonun elemanlar1 diinyalar olarak alinir ve bu diinyalar
arasindaki iligkiler incelenir. Herhangi bir S modal mantigi i¢in her M modelin-
deki her w diinyas1 bir maksimal S-tutarli {¢ | M,w = ¢} formiil kiimesi ile
iligkilidir yani, ¢ formiilii S modal mantiginin herhangi bir modelinde dogru ise,
@ formiilii bir maksimal S-tutarh kiime tarafindan igerilir. Dolayisiyla M mode-
linde tutarh kiimelerin icerdigi bilgiler w ile w" diinyalar1 bagintili ise, birbirleriyle
tutarh olarak ilgilidir. Bir diger deyisle kanonik model tutarh bir sekilde birbiriyle
baglantili maksimal tutarl kiimelerin kolleksiyonunu verir. Her biri bir maksimal
tutarh formiil kiimesi olan bu diinyalarda bir formiiliin dogruluk kavramini ver-
mek i¢in Truth Lemma ispatlanir.

Asagidaki lemma herhangi bir tutarlh formiil kiimesinin bir maksimal tutarh
kiimeye genisletilebilecegini soyler.

Lemma 3.2.5 (Lindenbaum Lemmas1). Her S-tutarle I' kimesi i¢in IV O T
olacak sekilde bir maksimal S-tutarlh I kimest vardur.

ispat. I', S-tutarli bir kiime olsun. I D T' olacak sekilde bir maksimal S-
tutarh IV kiimesi oldugunu gostermeliyiz. Dildeki formiillerin bir numaralnig
Y1, g, 1y, - -+ biciminde olsun. n tizerinde tiimevarim ile formiil kiimeleri-

nin bir dizisini agagidaki gibi tanimlayalim:

27



L1 U{Yn},  eger S-tutarli ise
Her n > 1i¢in, I, =

[ U{—,}, diger durumda

]._V — n>0 F?’L‘

e Ilk olarak, n iizerinde tiimevarim ile T',, kiimesinin S-tutarh oldugunu goste-

relim:

n = 0 i¢in I'y = I"dir ve hipotezden I',,, S-tutarlidir.

Herhangi bir n igin '), kiimesinin S-tutarhh oldugunu varsayalim. Bu du-
rumda, I',,;; kiimesinin S-tutarh oldugunu gostermeliyiz. ', = T,y U {10, 11} ise
tanmimdan T, kiimesi S-tutarlhidir. T, 1 = T',, U {41} ise ', 1’in tanimindan
Iy U {41} S-tutarsizdir. Bu nedenle, I';, U {¢,11} F L dur ve Tiretim Te-
oremi'nden I';, F 4,11 — L elde edilir. O halde, I',, - =, dir.

I',,+1 kiimesinin S-tutarsiz oldugunu varsayalim. Bu durumda, '),y ; = '), U
{=ns1} F L’dur. Tiiretim Teoremi ile T';, = =), 1 — L yani, T',, F —=—),41 elde
edilir. O halde, T'), F 9, dir.

Iy, & ¥peq ve I'y B —1,41 oldugundan I',, kiimesi S-tutarsizdir ki bu bir
celigkidir. O halde I, ;1 S-tutarhdir ve bundan dolay1 her n icin I',, kiimesi S-

tutarhidir.

e Ikinci olarak, I" kiimesinin S-tutarh oldugunu géosterelim:

[V kiimesinin S-tutarsiz oldugunu varsayalim. Bu durumda, @1, -+, ¢, F L
olacak sekilde ¢y, -+, € IV vardir. I" = | 5o I', oldugundan, oy € 'y, -+, €
I, olacak sekilde nq,--- ,ng vardir. m = maz{ns,--- ,ng} olsun. Bu durumda,

r, €I, --,I, €T, ve bundan dolay1 ¢y, - ,¢x € I'y, vardir. O halde,
I, B L elde edilir yani I',,, S-tutarsizdir. Bu bir ¢eligkidir. O halde, I"" kiimesi
S-tutarhdar.
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e Uciincii olarak, I" kiimesinin maksimal S-tutarli oldugunu gosterelim:

¢ keyfi bir formiil olsun. ¢ € IV ve bir n dogal sayisi i¢in ¢ = 1), oldugunu
varsayalim. ¢, € I oldugundan, v,, ¢ I',,’dir. Bu durumda, I',_; U {¢,,} kiimesi
S-tutarsizdir ve bundan dolay1 IVU{1),, } kiimesi de S-tutarsizdir. O halde, Lemma

3.2.4ten TV kiimesi maksimal S-tutarlidir.

Agagidaki lemma maksimal tutarli kiimelerin 6zelliklerini verir.

Lemma 3.2.6 (Dogruluk Deger Atamas1 Lemmasi). I' maksimal S-tutarl
bir formul kiimesi olmak tizere asagidakiler saglanir;

(i) ¢ € I olmasu i¢in gerek ve yeter kosul T' g ¢ olmasidur.

)
(i) ¢ € ' olmasi igin gerek ve yeter kosul ~¢ ¢ I' olmasidar.
(iii) @ A € T olmasi i¢in gerek ve yeter kosul ¢ € I' ve ¢ € I' olmasidar.
)

(iv) Oy € T' olmas: i¢in gerek ve yeter kosul her I formil kimesi i¢in ['RgI”
ise p € I olmasidar.

ispat.

(i) (=): ¢ € I" olsun. Bu durumda, ¢ g ¢ ve I maksimal S-tutarl oldugundan
I' kg ¢’dir.

(<): T ks ¢ ve ¢ € T olsun. I maksimal S-tutarh oldugundan I" U {¢} S-
tutarsizdir. Bu durumda, I'U {¢} Fg L ve Tiiretim Teoremi ile I' g ¢ — L’dur.
MP ile I' = L elde edilir ki bu I' kiitmesinin S-tutarsiz oldugunu gosterir. Bu bir
geligkidir. O halde, ¢ € I"dir.

(ii) (=): ¢ € T olsun. ~¢ € I' oldugunu varsayahm. (i) ile I' Fg —¢ ve
I' kg ¢’dir. Buradan I" Fg ¢ A ¢ yani, I' Fg L elde edilir. I kiimesi S-tutarh
oldugundan bu bir ¢eligkidir. O halde, ¢ ¢ I'"dir.

(<): ¢ € T olsun. I maksimal tutarl oldugundan, Lemma 3.2.4'ten T' U {p}
tutarsizdir. Bu durumda, I'U{¢} Fs L ve Tiiretim Teoremi ile I' g ¢ — L yani,
I' Fg —¢’dir. O halde, (i)’den —p € Idur.

(iii) (=): ¢ A € T olsun. (i)’den I' Fg ¢ A Y’dir. Ayrica, ¢ A F ¢ ve
@ A Y ¢ oldugunu biliyoruz. Bu durumda, I' Fg ¢ ve I' Fg ¢ elde edilir. O
halde, (i)’den p € I' ve ¢ € I"dur.
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(<):peT vey €T olsun. (i)’den I' g ¢ ve I' bg o yani, I Fg ¢ A ¢0’dir. O
halde, (i)’den p A9 € IVdur.

(iv) (=): Op € I' oldugunu varsayalim. Kanonik modelde Rg bagintisinin
tanimindan, her I igin 'RgI” vardir dyle ki ¢ € IV elde edilir.

(<): VI'I'RsI” = ¢ € T”) olsun. Oy ¢ I' oldugunu varsayalim. I'y = {9 |
Oy € I'} U {—p} olsun. I'; kiimesi S-tutarh ise {¢p | Oy € I'} F ¢ vardir.
Tiiretimler sonlu oldugundan [y, - - -, € T' ve ¥y, --- , 1, F ¢ olacak sekilde
Uy, -+, 1, formilleri vardir. Tiiretim Teoremi'nden - ¥y — (- (¢, — ) -+)
ve NR kurali ile O(F 91 — (- -+ (¢, = @) - -+ )) elde edilir. Normallik aksiyomu ve
MP ile - O¢y — (- -+ (0w, — Ogp) - - - ) elde edilir. Oy, - - - O, € T oldugundan
MP ile - Oy yani Up € I' elde edilir. Bu bir celigkidir. O halde, I'; kiimesi
S-tutarhidir. T'y kiimesine Lindenbaum Lemma’si uygulamirsa, I'y C I olacak
sekilde bir IV maksimal S-tutarli kiimesi elde edilir. O halde, ~¢ € I” vardir.
Diger taraftan, her ¢ icin eger [y € T ise b € I vardir. Bundan dolay1, 'RgI”
saglanir. Yani 'RsI” ve - € I olacak gekilde maksimal S-tutarli bir I kiimesi
vardir. Ancak bu bir geligkidir. O halde, Ly € I'dir.

X

Herhangi bir modal mantik i¢in bir modelin diinyalar kiimesi, diinyalar ara-
sindaki iligkiyi gosteren ulasilabilirlik bagintisi ve bir dogruluk deger atamasi
ticliisiinden olustugu kesim 2.2.2’de gosterilmigti. Simdi benzer olarak Kanonik
modeli tanimlayalim.

Tanim 3.2.7. S modal mantigi i¢in Kanonik model Mg = (Ws,Rs, Vs)
asagqidaki gibi tanimlanr:

(i) Ws =A{T" | I' maksimal S-tutarhdur},
(ii)) Rs = {(I',I) | her ¢ i¢in Op € T ise ¢ € I dur},
(i) Vs(p) = {T" € Ws | her énerme degiskeni p i¢in p € I'} (denk olarak, T' = p
olmasu i¢in gerek ve yeter kosul p € T olmasidar).
Simdi dogruluk deger atamasi Vg’i formiillere genigletelim. Bunun icin agagidaki
lemmaya ihtiyag vardir.

Lemma 3.2.8 (Truth Lemmasi). I' maksimal S-tutarl bir formil kiimesi ve
¢ herhangi bir formil olmak tizere T' |= ¢ olmasi igin gerek ve yeter kosul p € T’
olmasidar.
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Ispat. ¢ formiiliiniin karmagiklig1 tizerinde tiimevarim ile yapilir.

¢ : p olsun. Kanonik model taniminin (iii) kogsulundan I" = p olmas i¢in gerek
ve yeter kogulun p € I' oldugu asgikardir.

@ : =) ve lemma v formiilii i¢in dogru olsun. =1 € I" oldugunu varsayalim.
Lemma 3.2.6'min (ii) kogulundan ¢ ¢ I' ve tiimevarim hipotezi ile I' j= ¢’dir. O
halde, I" = =) elde edilir.

v 1 A x ve lemma v, y formiilleri i¢in dogru olsun. ¥ A x € I' oldugunu
varsayalim. Lemma 3.2.6'min (iii) kogulundan ¢ € T" ve x € Idir. Tiimevarim
hipotezinden I' |= ¢ ve I' |= x’dir. O halde, I' = ¢ A x elde edilir.

@ : Y ve lemma v i¢in dogru olsun. [y € I' oldugunu varsayalim. Lemma
3.2.6'min (iv) kogulundan her maksimal S-tutarli I kiimesi igin ['RgI” Oyle ki
Y € I'diir. Tiimevarim hipotezinden her maksimal tutarli IV kiimesi igin IV =
y’dir. Bu durumda, I' = Oy elde edilir.

X

Teorem 3.2.9 (Kanonik Model Teoremi). Herhangi bir modal mantik S,
kanonik modeli Mg ye gore kuvvetli tamdir. Bu sembollerle su sekilde gdsterilir,
Mg, T | pise T bg p dir.

Ispat. I, S modal mantiginda tutarh bir kiime olsun. Lindenbaum Lemma ile,
[ kiimesini genisleten bir maksimal tutarh I kiimesi vardir. Her ¢ € T' igin
Ms,T' E ¢ oldugunu varsayalm. Bu durumda, ¢ € T' oldugundan Dogruluk

Deger Atamasi Lemmasi'ndan I' g ¢ elde edilir.

Yukaridaki teoremden asagidaki sonug elde edilir.

Teorem 3.2.10 (S-Tutarliik Teoremi). I', S-tutarl bir formail kimesi ise
herhangi bir F = (W, R) ¢atisi, w € W ve her ¢ € T' igin w |= ¢ olacak sekilde
bir dogruluk deger atamasi vardar.

ispat. [', S-tutarhi olsun. Lindenbaum Lemma ile, I' C I” olacak sekilde bir
maksimal S-tutarli [ kiimesi vardir. ¢ € I" ve I' C IV oldugundan, Truth Lemma
ile I'' = ¢ elde edilir. Bu durumda, her ¢ formiilii i¢gin w |= ¢ olacak sekilde bir

tane dogruluk deger atamasi vardir.
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Simdi K’'nin kuvvetli tamligin1 tiim gatilar sinifina gore kanitlayacagiz.
Teorem 3.2.11. K modal mantigr tum c¢atilar sinifina gore kuvvetli tamdar.
ispat. I', K-tutarh bir formiil kiimesi olsun. Bu durumda her ¢ € I'i¢in I" }:C;W(K)
Y ise I' Fk ¥ oldugunu gostermeliyiz.

Ispat kargit-ters yontemiyle yapilir. Herhangi bir ¢ € I icin T’ Hx 1 oldugunu
varsayalim. Bu durumda, I' U {-¢} K-tutarsizdir. I' U {—=%} icin S-tutarhlik
Teoremi’'nden en az bir F catist ve w € W vardir 6yle ki her ¢ € T'U {—)}
icin w E ¢'dir. =9 € T'U {—¢} oldugundan w | —¢’dir. O halde, w = 9 ve
I F’éChm«(K) Ydir.

Herhangi bir S modal mantiginin C ¢atilar sinifina gore kuvvetli tam oldugunu
ispatlamak icin birkag yontem vardir. S’in kanonik ¢atisinin C catilar sinifina ait
oldugunu gostermek yaygin olarak kullanilan bir yontemdir. Bu sekilde yapilan
ispatlar kanoniklik yolu ile tamlik ispatlar1 olarak adlandirilirlar. Bu yontemle S4
modal mantiginin yansimali ve gegisli catilar sinifina gore kuvvetli tam oldugunu

gosterelim.

Tanim 3.2.12. S4 modal mantiginin kanonik modeli Mgy = (Wsq, Rsa, Vsa)
asagqidaki gibi tanimlanr:

(1) Wsq ={T" | T kiimesi maksimal S4-tutarlidir },

(il) Rsa = {(I'1,T'2) | her ¢ formaili i¢in Op € T'y ise, ¢ € 'y },

(ili) Vsa(p) = {I' € Wga | her onerme degiskeni p i¢in p € I'}.
Teorem 3.2.13. S4 modal mantigr yansimali ve geg¢isli catilar sinifina gore kuv-
vetli tamdar.
ispat. Kanonik Model Teoremi'nden yararlanilarak yapilir. Bu durumda Rey
bagintisinin gegisli ve yansimalh yani, Fgg € C'har(S4) oldugunu géstermek yeterli
olacaktir.

Rsq yansimalidir: her maksimal S4-tutarli I' kiimesi i¢in I"Rg4l" oldugunu,
yvani Uy € I'ise ¢ € I' oldugunu gostermeliyiz. [y € T' oldugunu varsayalim.
Uy Fgq ¢ oldugundan

1. Fgq Op Onciil
2. Fga Up = ¢ Aksiyom T
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3. Fsap 1,2 MP
Lemma 3.2.6’dan ¢ € I''dir.
Rsa gecislidir: her maksimal S4-tutarli I'y, I's ve I's kiimeleri i¢in 'y Rgql's ve
['yRg4l's olsun. Ayrica g € I’y oldugunu varsayalim. Ly g4 0@ oldugundan;

1. Fgq U Onciil
2. Fgq Up — Ul Aksiyom 4
3. Fsq OOy 1,2 MP

Lemma 3.2.6’dan [y € [dir. Kanonik catidaki Rg bagintisinin tanimindan
Lep € I'y ve buradan ¢ € I's elde edilir. O halde, I'yRg4qI'3’t1ir.
X

Tanim 3.2.14. S bir modal mantik ve S’in kanonik modeli Mg = (Fs, Vs) olsun.
S modal mantiginin kanonik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul S’in tim teoremle-
rinin kanonik ¢atist Fs’'de gecerli olmasidar.

Tanim 3.2.13, Kanonik Model Teoremi ile kuvvetli tam olan K ve S4 modal
mantiklarinin ayn1 zamanda kanonik olduklar1 sonucunu verir. Bu bize kanonik
olmayan modal mantiklar var midir sorusunu ¢agristirir. Bu sorunun yanit1 evet-
tir ve GL kanonik olmayan modal mantiga bir ornektir. GL modal mantiginin

kanonik olmadigi daha sonra kanitlanacaktir.

3.2.2 Sonlu Model Ozelligi

Bu kesimde, modal formiillerin gerceklenebilirligi i¢in sonlu model olugturmanin
iki yontemi verilecektir. Bunlardan birincisi sonlu Henkin yontemi iken, ikin-
cisi filtreleme yontemidir. Bu yontemlerden yararlanarak K, S4 ve GL modal
mantiklarinin sonlu model ozelligine sahip olduklar1 gosterilecektir.

Tanim 3.2.15. Bir S modal mantiginin sonlu model ozelligine sahip olmas:
i¢in gerek ve yeter kosul ¥s ¢ 'yi saglayan her ¢ formaili i¢in asagrdaki gibi tanimla
bir M = (W, R, =) modelinin var olmasidor.

(i) W sonlu bir kiime,
(ii) M, S’in bir modeli (M |=S) ve
(i) M modeli ¢ yi yanhslar (M W ).

Tanim 3.2.16. ¢ ve ¥ birer fomul olmak tzere, bir formul kimesi ¥ ’nin alt
formiillert altinda kapalr olmasi icin gerek ve yeter kosul asagidakilerin saglan-
masudr:
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(i) pVYp eXise p € B vep € X,
(i) ~p € X ise p € %,
(ili) Op € ¥ ise p € & dar.
Ornek 3.2.17. ¥ = {eV¥,0x, 0,0, x} kimest alt formiillerine kapalidar.

Tanim 3.2.18. Bir & formil kumest asagidakileri saglarsa yeterls bir kiume
olarak adlandurilur:

(i) p € ® ve Y formili ¢ formilinin bir alt formili ise ¥ € P,
(il) ¢ € @ ve ¢ degillenmis bir formil degil ise —~p € O dir.

Ornek 3.2.19. & = {© V 1, 0,0, =@, b, ~p A b} kiimesi yeterli bir formiil
kimesidir.

3.2.2.1 Sonlu Henkin Yontemi

Bu kesimde, verilen bir modelden bu modelin sonlu bir alt modelini elde et-
meye dayanan sonlu Henkin yontemi anlatilarak K modal mantiginin sonlu model
ozelligine sahip oldugu gosterilecektir.

Sonlu Henkin yontemi, onceki kesimde tanimlanan kanonik model yontemi-
nin bir 6zel halidir. Kanonik model tanimlanirken kullanilan maksimal S-tutarh
kiimeler burada sonlu formiil kiimeleridir. Sonlu Henkin Yontemi ile elde edi-
len modeli tanimlayabilmek i¢in 6nce sonlu bir kiimede tutarh formiil kiimelerini

inceleyelim.

Tanim 3.2.20. ® ve I', ' C & olacak sekilde iki formil kimesi olsun. T nin,
& ’de maksimal S-tutarl olmast i¢in gerek ve yeter kosul I 'nan S-tutarly ve I' C T
olacak sekilde S-tutarly bir I" C ® formil kimesinin bulunmamasidar.

Lemma 3.2.21. T", ®’de maksimal S-tutarl, I' = ¢ ve ¢ € ® ise ¢ € I''dur.
Ispat. T, ®’de maksimal S-tutarly, T F w ve p € ® olsun. Ayrica, ¢ € I' oldugunu
varsayalim. I' maksimal tutarh oldugundan I' U {¢} kiimesi ®’de tutarsizdir. Bu
durumda, I' U {¢} g L’dur. Tiiretim Teoremi ile I' Fg ¢ — L yani, I' Fg —¢
elde edilir ki bu bir celigkidir. O halde, ¢ € I"'dir.

X

Lemma 3.2.22 (S i¢in Sonlu Lindenbaum Lemmasi). ¢ sonlu ve yeterli
bir formil kiimesi ve I' C ®, S-tutarh ise I'’'nin IV C ® olacak sekilde maksimal
S-tutarl bir genislemesi vardar.
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ispat. I’ C &, S-tutarh bir formiil kiimesi olsun. I' C I" olacak sekilde ®’de maksi-

mal S-tutarh bir I'” kiimesi oldugunu gostermeliyiz. ®'nin formiillerinin bir numa-

ralanigi (sonlu da olabilen): 1y, 1, -+ 1y, - - - olsun. ®’deki S-tutarh formiillerin
bir dizisi I'g, 'y, 'y, - -+ , ', - - - n lizerinde tiimevarimla agagidaki gibi tanimlanir:
Ihy=T

Iy U{tns1},  S-tutarh ise

L U{"Yni1}, TnU{tni1} S-tutarsiz ve
Hern > 0igin ', 11 = Ypa1’in ilk sembolii — degil ise

Lou{y,..},  TnU{vng} S-tutarsiz ve

wn—f—l = _'1%14-1 ise

"= 5ol
D :hy, g, Yy, - -+ dizsinin uzunlugu k ise g, 'y, -+ , T, -+ dizisinin uzun-
lugu k£ + 1’dir. S-tutarl kiimelerin bu dizisi ®'nin alt kiimelerinin bir dizisidir.
[’ niin tammmindan IV € ® ve I' C I oldugu aciktir. I'g, 'y, -+, T, -+ - sonlu
isel'y CI'y C--- C T} ve buradanda I'" = I';, elde edilir. O halde IV, I"'nin aranan
geniglemesidir.

X

Lemma 3.2.23 (S i¢in Sonlu Dogruluk Deger Atama Lemmasi). ¢ sonlu
ve yeterli bir formul kimesi ve I, ® de maksimal S-tutarl ise her ¢ € ® i¢in
asagrdakiler saglanr:

(i) = € ® ise ~p € T olmasi igin gerek ve yeter kosul p ¢ T’ olmasidur,

(i) eV € & ise pV1p €T olmast igin gerek ve yeter kosul p € T veya b € T
olmasuidar,

(iii) Op € @ ise Op € T olmast igin gerek ve yeter kosul TRET olacak sekilde
her I igin ¢ € I olmasidar.

ispat. ® yeterli bir formiil kiimesi ve I, ® de maksimal S-tutarli olsun.
(i) ¢ € @ olsun.
(=): 7p € I' ve p € T" oldugunu varsayalim. Bu durumda I' = L elde edilir
ki bu bir celigkidir.
(<): ¢ € T oldugunu varsayalim. I" maksimal S-tutarli ve ¢ ¢ T" oldugundan
I'U {p} tutarsizdir. Bu durumda, I' U {¢} F L’dur. Tiiretim Teoremi’den I" -
¢ — L ve bu nedenle I' - ~p’dir. Lemma 3.2.21’den —p € ["dir.
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(ii) ¢ V¢ € © olsun.

(=): ¢ Vi € T oldugunu varsayalim. Ayrica ¢ ¢ I' ve ¢» ¢ " olsun. I’
maksimal S tutarli oldugundan I' ¥ ¢ ve I' ¥ ¢ yani, [' = —p ve I' = —)’dir.
@V, —p, 1 L oldugundan I' = L elde edilir ki bu bir celigkidir.

(«<): ¢ € T veya ¢ € T oldugunu varsayalm. I' maksimal S-tutarh ve
¢ Fs @ oldugundan I' - ¢ veya I' - ¢’dir. O halde I' - ¢ V¢ yani, ¢ V¢ € I dur.

(iii) Oy € @ olsun.

(=): Op € I oldugunu varsayalim. Her I i¢cin 'RgI" olsun. Kanonik model
tizerinde Rg in tanimindan ¢ € I''dir.

(<): TRET olacak sekilde her T” igin ¢ € " ve Oy ¢ T’ oldugunu varsa-
yalm. T'y = {¢ | Oy € T} U {—¢} olsun. I';’in S-tutarh oldugunu gostermeliyiz.

['yin S-tutarsiz oldugunu varsayalim. Bu durumda, [y, --- [, € T' olmak
uzere

L. Fs =(mo Ay A= Ady,) Onciil

2. ks (Y1 A Aihy) = @ OM

3. Fs Ol(t1 A - Ay) = ] NR

4. Fs O A Atby) = o] =[O A Ah,) — O] K Aksiyomu

5. Fs Oty A+ Atby,) — Op 3, 4 MP

6. Fs (Ouy A--- AY,) — Op 5 Totoloji.

Uy, -+ 0y, € T ve Oy € T oldugundan g L elde edilir ki bu bir ¢eligkidir. O
halde, I'y kiimesi S-tutarhdir.

I'1 kiimesine Lindenbaum Lemmas1 uygulamirsa, I'y C IV olacak sekilde bir
maksimal S-tutarli [ kiimesi elde edilir. Bu durumda, —¢ € T"’diir ki bu bir
celigkidir.

X

Tanim 3.2.24. ® sonlu ve yeterli bir fomil kimesi olsun. Bu durumda S mo-
dal mantigiman sonlu Henkin yontemi ile elde edilen Mg = (WS RE V)
modeli asaqidaki gibi tanamlanar;

(i) WS ={T | I, ® de maksimal S-tutarldwr },
(i) RS = {([,T") | her p i¢in Ogp € T ise p € T'},

(iii) V&(p) = {T € W | her p degiskeni icin p € T} (denk olarak; T' = p olmas:
icin gerek ve yeter kosul p € I') olmasidar.
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Lemma 3.2.25 (S i¢in Sonlu Truth Lemmasi). ® sonlu ve yeterli bir formiil
kiimesi ve ¢ € ® olmak tizere, I' |= ¢ olmasi igin gerek ve yeter kosul ¢ € T’
olmasudar.

Ispat. ¢ formiiliintin karmagiklig1 tizerinde tiimevarim ile yapilir.

¢ : p olsun. Sonlu Henkin yontemi ile elde edilen model taniminin (iii) kogulundan
I' = p olmasi igin gerek ve yeter kogulun p € I" oldugu agiktir.

@ : ) ve lemma 9 icin dogru olsun. —¢) € ® olmak iizere =) € I' oldugunu
varsayalim. S igin Sonlu Dogruluk Deger Atamasi Lemmasi'nin (i) kogulundan
Y ¢ T"dir. Tiimevarim hipotezinden I' = ¢ ve bundan dolay1 I' = =) dir.

@ Y A x ve lemma v, y i¢in dogru olsun. ¢ A x € ® olmak tlizere Y Ay € I’
oldugunu varsayalim. S i¢gin Sonlu Dogruluk Deger Atamasi Lemmasi'nin (ii)
kosulundan ¢ € T" veya x € I"dir. Ttimevarim hipotezinden I' = ¢ veya I' = x
ve bundan dolay1 I' = ¢ A y'dir.

@ : Uy ve lemma ¢ i¢in dogru olsun. [y € & oldugunu varsayalim.

(=): T = O olsun. Bu durumda, I'RgI” olacak sekilde her maksimal S-
tutarh IV kiimesi i¢in IV = ¢0’dir. Ttimevarim hipotezinden her maksimal S-tutarl
[ kiimesi igin ¢ € I'diir. S igin Sonlu Dogruluk Deger Atamasi Lemmasi’nin
(iii) kogulundan Clp € IMdur.

(«<): Oy € T ve her maksimal S-tutarh [ kiimesi igin 'RgI" oldugunu var-
sayalim. S i¢in Sonlu Dogruluk Deger Atamasi Lemmasi’nin (iii) kogulundan
Y € I'dir. Timevarim hipotezinden her maksimal S-tutarh I kiimesi igin
I = ¢’dir. O halde, I" = Oi'dir.

X

Teorem 3.2.26 (Sonlu S-Tutarlilik Teoremi). ® sonlu,yeterli ve S-tutarl bir
kiime ise sonlu bir F = (W, R) catisi, w € W ve her ¢ € ® i¢in w |= ¢ olacak
sekilde bir dogruluk deger atamasi vardar.

ispat. ® sonlu, yeterli bir kiime ve I, ®’de S-tutarh olsun. S i¢in Sonlu Lin-
denbaum Lemmadan, I'nin ®’de maksimal S-tutarli bir geniglemesi I kiimesi
vardir. ¢ € ® ve I' C ® oldugundan Truth Lemma ile IV = ¢’dir. Bu durumda,

w = ¢ olacak gekilde bir dogruluk deger atamasi vardir.
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Simdi K modal mantiginin sonlu model 6zelligine sahip oldugunu sonlu Hen-

kin yonteminden yararlanarak gosterelim.
Teorem 3.2.27. K modal mantigr sonlu model ozelligine sahiptir.

Ispat. Fk ¢ ise M K~ ¢ olacak sekilde sonlu bir M modelinin var oldugunu
gostermeliyiz.

¥k ¢ oldugunu varsayalim. Bu durumda {—¢} kiimesi K-tutarlhidir. ® kiimesi
{—¢} nin geniglemesi olsun. Sonlu Lindenbaum Lemma’dan {—¢} C & olacak
sekilde ®’de maksimal K-tutarl bir I' kiimesi vardir. Sonlu Tutarlilik Teoremi’'nden
herhangi bir F catis1 w € W diinyasi i¢gin w = —p olacak sekilde bir dogruluk
deger atamasi vardir. Maksimal tutarhliktan w = ¢ ve bundan dolay1 I' f= ¢ elde
edilir. O halde, F catisi tlizerinde tanimli M modeli istenilen 6zelligi saglar.

X

GL modal mantiginin tamhgini gostermek icin sonlu Henkin yonteminden
yararlanacagiz. Bu nedenle, 6ncelikle GL'nin sonlu Henkin yontemiyle elde edilen

modelini tanimlayalim.

Tanim 3.2.28. & sonlu, yeterli bir formil kimesi olsun. GL modal mantigin
sonlu Henkin yontemi ile elde edilen modeli Mgy, = (W&, Rérw, VaL) asaqidaki
gibi tanwmlanar:

(i) W& = {T | T, ® de maksimal GL-tutarl},

(i) R&y, = {(T,T") | her ¢ € @ igin Op € T ise Jp € TV, p € T’ ve en az bir
Oy € TV formaili igin Ty € T},

(iil) V(p)&r = {T € W&, | her p degiskeni igin p € T'}.

Teorem 3.2.29. GL modal mantigi sonlu, ge¢isli ve yansimasiz (diger bir ifade
ile gecisli ve tersi wyi-temellendirilmis) ¢atilar sinafina gére tamdur.

Ispat. Far ¢ oldugunu varsayalim. Bu durumda p~g1, ¢ oldugunu géstermeliyiz.
GL modal mantiginin sonlu Henkin yontemi ile elde edilen modelini goz
oniine alalim. Ik olarak, yukaridaki tanimda verilen R&r bagmtisiin gegisli ve
yansimasiz oldugunu gostermeliyiz.
R&L gegiglidir: ARE LA ve A'RE&pA” olsun. Bu durumda, (v € A ise [y €
A ve (hp, 4 € A" diir. Diger taraftan, ARGy A’ oldugundan herhangi bir Oy i¢in
-0y € A ve Oy € A”diir ve bundan dolay1 Oy € A”’diir. O halde, ARE&; A diir.
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R&p yansimasizdir: ARE&p A oldugunu varsayalim. Bu durumda, herhangi bir
Oy icin =0y € A ve Oy € A’dir. Ancak A tutarh oldugundan bu bir geligkidir.

O halde (W&, R&1) catist sonlu, gegisli ve yansimasizdir.

Ikinci olarakta, dogruluk deger atamasmn formiillerin karmagiklig1 {izerinde
tiimevarimla formiillere genisgletilebilecegini gostermeliyiz. Sonlu Dogruluk Deger
Atama Lemmas: ve Truth Lemmas1 kullanilarak ikili baglaclar i¢in saglandigim
sOyleyebiliriz. Ancak Oy i¢in durum biraz daha karmasiktir. x formiiliiniin te-
oremi sagladigini yani, y € I" olmasi i¢in gerek ve yeter kogulun ' = x oldugunu
varsayalim. Bu durumda, Oy € T" olmasi igin gerek ve yeter kogulun I' = Oy
oldugunu gostermeliyiz.

(=): Oy € I’ oldugunu varsayalim. Bu durumda, I'R&; I olacak sekilde her T
icin x € I’diir. Varsayimdan her IV igin I |= x elde edilir. O halde, I" = Ox’dir.

(«<): Ox € TI' oldugunu varsayahm ve X = {—p,Op} U {y,0¢ : Oy €
A} kiimesini goz ontine alalim. X kiimesinin GL-tutarh oldugunu gostermeliyiz.

Bunun i¢in X kiimesinin tutarsiz oldugunu varsayalim yani,
(e AOP At Ao Ahy AT A - ADy)

formilinin GL’de bir tiiretimi var olsun. Bu durumda,

L FeL ~(mo A Aty A Athy ATy A -+ A Dtdy,) Onciil
2. Far (W1 A Ay Ay A -+ Ap,) — (Op — ) OM
3obar O[(Wr A~ Ay ATy A - AYy) — (Op — )] NR
4 Fer O A Ay AODL A - AD,) — (Op — )] —

O A AP, AOUL A - AO,) — O(0p — ¢)] K Aksiyom
5.0 A Athy Ay A -+ ADp,) — O(Op — ) 3, 4 MP
6. Far (OUy A -+ AOY, AOOY; A -+ - ADOOY,) — O(0¢ — ¢) 5 Totoloji
7. Far O0p — ¢) = Op Aksiyom
8. Fer, Oy — OOy Aksiyom
9. ber O, -+, Oy, — O 6, 7, 8 Tot.

Bu durumda, I' diinyas1 tutarsiz olur ki bu bir geligkidir ve bundan dolay1 X
kiimesi GL-tutarhidir. Lindenbaum Lemma ile [V € ® ve X C I" olacak sekilde bir
maksimal tutarh I kiimesi vardir. Varsayimdan, I j& x’dir. [R&I” oldugundan

I' = Oy elde edilir.
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O halde, GL modal mantigi tamdir.
X

GL tam bir modal mantik oldugu halde kuvvetli tam degildir. GL'nin kuvvetli
tam olmadigin1 kompaktlik kavramindan yararlanarak gosterecegiz. Bu nedenle

asagida bir modal mantigin kompaktlik tanimini veriyoruz.

Tanim 3.2.30. Bir S mantigimin kompakt olmas: i¢in gerek ve yeter kosul her
I’ formiil kimesinin, tum sonlu alt kimelerinin gerceklenebilir olmasidar.

Onerme 3.2.31. S modal mantige kuvvetli tam ise, kompakttor.

Ispat. S modal mantig1 kuvvetli tam olsun, ancak kompakt olmasm. Herhangi
bir S ¢atidan elde edilmig bir modelde w = T' olacak sekilde bir w diinyas: ol-
madigini varsayalim. Bu durumda, I’ ):C;W(s) L’dur. S kuvvetli tam oldugundan
I' kg L’dur. Tiretimler sonlu adim igerdiginden ¢q,--- , ¢, € I' olarak secilirse
1, ,on Fs L elde edilir. O halde, I"'min sonlu bir alt kiimesi {1, -+, @,}
tutarsizdir. Bu nedenle, {¢1, -+, .} gergeklenebilir degildir ki bu bir geligkidir.

O halde, S modal mantigi kompakttir.
X

Bir mantigin kompakt olmadigini gostermek, kuvvetli tam olmadigini goster-
mekten daha kolay oldugu i¢in yukarida verilen énerme genellikle bir mantigin
kuvvetli tam olmadigimi gosterirken kullanilir. Bu 6nermeyi GL’'nin kuvvetli tam

olmadigini gostermek icin kullanacagiz.
Teorem 3.2.32. GL modal mantigr kuvvetli tam degildir.

Ispat. po, p1, p2, - - - farkli onerme degiskenlerinin sonsuz bir dizisi ve U = {Opo}U
{O(p; = Opit1) : @ € N} bir formiil kiimesi olsun. Ispat GL'nin Char(GL)’ye
gore kompakthiginin U kiimesi i¢in saglanmadig1 gosterilerek yapilir.

M = (W, R, V) agagidaki gibi tanimhi bir GL model olsun:

<1> W= {w()?wh e >wn}7
(i) R, gegisli ve yansimasiz bir bagnti,

(iii) V(p) ={x |z =w; (0 <i<n) }dir.
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Sekil 3.1: M = (W, R, V)

U’nun her sonlu alt kiimesi, herhangi bir n dogal sayis1 igin {Opo} U{O(p; —
Opit1) © @ < n} kiimesinin bir alt kiimesidir. {Opo} U {O(p; — Opiz1) : @ < n}
kiimesindeki herbir énermenin M = (W, R, V') modelinin bir w diinyasida dogru
oldugunu gostermeliyiz.

M,w = Opy ve her i icin M,w £~ O(p; — Opiy1) oldugunu varsayalim.
X = {x : wRx ve herhangi bir i i¢in z | p;} olsun. M, w E Opy oldugundan
X bostan farkhdir. O halde, bir x € X vardir. Bu durumda, wRx ve herhangi
bir 7 icin M,z | p;’dir. M,w = O(p; — Opig1) oldugundan herhangi bir »
icin M,z [~ p; — piri’dir. M,z = p; oldugundan M,z [~ Op;41 olmalidir. Bu
durumda, her xRy igin M,y [~ p;rq’dir. R gegigli oldugundan wRy ve bundan
dolay1 y € X’tir. O halde, her y i¢in M,y = p;'dir. Ry oldugundan M,z | Op;
elde edilir. Herhangi bir x i¢in M, x |= Op; ve M, z |= p; oldugundan x yansimali
bir diinyadir. Bu bir geligkidir, ¢iinkii M modeli yansimasizdir. O halde, M, w =
O(p; — Opit1) yani, {Opo} U{O(p; — Opit1) : @ < n} kiimesindeki herbir 6nerme
w € W diinyasinda dogrudur.

Ancak U kiimesini gegisli ve tersi iyi-temellendirilmis modellerde dogru yapan
bir diinya yoktur. Bunu ¢eligki yontemiyle gosterelim.

M,w | Opy ve her i icin M,w | O(p; — Opiy1) oldugunu varsayalim.
X = {x : wRx ve herhangi bir ¢ i¢in M, x |= p;} gbz 6ntine alahm. M, w = Opy
oldugundan X bogtan farklhidir. O halde, bir € X vardir. Bu durumda, wRx, ve
herhangi bir 7 i¢cin M,z | p;'dir. M,w | O(p; — Opi+1) ve wRz oldugundan,
M,z = p; — Opiy1 dir. Bundan dolayi, M,z |= Op;11 ve herhangi bir y igin
TRy ve M,y |= p;ir1’dir. R gegisli oldugundan wRy ve bundan dolay1 y € X tir.
R, X kiimesinin her elemanini diger bir elemanina gotiirdiigiinden, R'nin tersi

iyi-temellendirilmig degildir. Bu bir celigkidir.
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O halde, Tanim 3.2.28 ile GL'nin {Opo} U {0(p; — Opiy1) : @ € N} formiil
kiimesine gore kompakt olmadigini soyleyebiliriz. Buradan da Onerme 3.2.30 ile
GL modal mantiginin kuvvetli tam olmadigl elde edilir.

X

GL modal mantiginin kanonik olmadigini gostermek istiyoruz. Bunun igin
GL modal mantiginin kanonik modelinin en az bir yansimali diinya igerdigini

gostermek yeterlidir. Bu amagla M™ modelini tanimlayalim.
Tamim 3.2.33. M+ = (WH RY V) modeli w" & Wg ve her w € Wy i¢in Mg
modelinin asagidaki gibi tanimly bir genislemesi olsun:
(i) Wt :=WsU{w"},
(i) Rt :=Rs U {{wt,w) | w € Ws},
(iii) V*(p) ={w | Ms,w [ p} dir.
Lemma 3.2.34. Mg = (Ws,Rs, Vs), S modal mantiginin kanonik modeli olsun.

Bu durumda, A = {-0Oyp : Fs ¢} kimesi S-tutarl ise her w € Wy diinyast i¢in
w*Rsw olacak sekilde bir w* € Wg dinyast vardur.

Ispat. A kiimesi S-tutarh olsun. Her w € Wy diinyas: icin w*Rgw olacak sekilde
bir w* € Wy diinyasinin var oldugunu gostermeliyiz. Bu durumda, Lidenbaum
Lemma ile A C w* olacak sekilde bir maksimal S-tutarli w* € Wg kiimesinin
vardir. A kiimesinin Oy € w* olmasi i¢in gerek ve yeter kosul ¢ formiiliiniin S
modal mantiginin bir teoremi olmasidir. ¢ formiilii S’in bir teoremi oldugunda
her w € Wy igin ¢ € w’dir. O halde, Uy € w* ise her w € Wy igin ¢ € w yani,
w*Rw elde edilir.

X

Teorem 3.2.35. Mg = (Ws,Rs, Vs), S modal mantiginin kanonik modeli ve
M kanonik modelin Tanim 3.2.832°deki gibi tanamly bir genislemesi olsun. A =
{—0¢ : ¥s ¢} olmak iizere her ¢ formili ve w € Wy dinyasi icin asagidakiler
vardur:

(i) Ms,w = ¢ olmasi igin gerek ve yeter kosul M, w = ¢ olmasidr,
(i) MT wt | Op ise g ¢ dir,
(iii) M*,w = A
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ispat.

(i) ispat @ formiiliintin karmagikligi tizerinde tiimevarim ile yapilir.

¢ : p olsun. V* dogruluk deger atamasinin tanimindan Mg, w = p olmasi igin
gerek ve yeter kogulun M™, w | p olmasi oldugunu biliyoruz.

¢ : ) ve teorem ® i¢in dogru olsun. Mg, w | —) olmasi i¢in gerek ve
yeter kogul Mg, w F~ 1 olmasidir. Ttimevarim hipotezinden M™ w £~ 1 yani,
MT w = = elde edilir.

¢ =Y A x ve teorem 1, x i¢in dogru olsun. Mg, w |= ¢ A x olmasi igin gerek
ve yeter kosul Mg, w | 1 ve Mg, w | x olmasidir. Tiimevarim hipotezinden
M w E Y ve MT w E x yani, M w ¢ Ay elde edilir.

¢ : O ve teorem v i¢in dogru olsun. Mg, w = ¢ olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul her wRsw' igin Mg, w’ = ¢ olmasidir. Tiimevarim hipotezinden M™ v’ =
Y’dir. RT'min tammindan her wRTw' igin M, w = ¢ yani, Mt w = Oy elde
edilir.

(il) MT, w* = Op oldugunu varsayalim. Bu durumda, her w € Wg diinyasi
icin M™, w | ¢’dir. O halde dogruluk deger atamasimin tanimindan her w € Wg
icin Mg, w = ¢ elde edilir. Bundan dolay1 Mg, S modal mantiginin kanonik
modeli oldugundan Fg ¢’dir.

(iii) ¢ € A ise (ii) ile M, wt £ Ogp’dir. Bu durumda, M*, wt = -Og’dir.
O halde, M™ wt = A elde edilir.

X

Teorem 3.2.34 ile S modal mantiginin (ii) kogulunu saglayan bir M™* modeli
vardir yani, A = {-0Oy: Fs ¢} kiimesi S-tutarhdir. Bundan dolayi, S’in kanonik
modeli herhangi bir ¢ formiilii i¢in Oy € w* ise kg ¢ olacak sekilde bir w* diinyast
igerir. Bu durumda, ¢ formiilii S modal mantiginin bir teoremi oldugundan ¢ €

w*’dir. O halde w*Rgw* yani, Mg modeli en az bir yansimali diinya icerir.

Tanim 3.2.36. GL modal mantiginin kanonik modeli Mg, = (Waw, Rer, VaL)
asagqidaki gibi tanimlanar;

(i) Wer = {T" | I maksimal GL-tutarldur},
(ii) Rar = {(I',T) | her ¢ formiili i¢in Op € T ise, ¢ € T'},

(ili) Vaor(p) = {I' | her dnerme degiskeni p i¢in p € '} dur.

43



Onerme 3.2.37. GL modal mantiginin kanonik modeli en az bir yansimali dinya
1¢erir.

Ispat. M* = (W*, R+, V1) modelinin GL modal mantigimm bir modeli oldugu-
nu gostermeliyiz. Bunun igin M w* | O(Op — ¢) = ¢ oldugunu gostermek
yeterlidir.

Mar = (Wer, RaL, Waw), GL'nin kanonik modeli olsun. Bu durumda, her-
hangi bir ¢ formiilt i¢gin Mgr,w | O¢ — ¢) — Oy ve Teorem 3.2.34’ten
M w EO0p — ¢) — Op’dir.

Mt wt | O0¢ — ¢) oldugunu varsayahm. M* wt E Op oldugunu
gostermek istiyoruz. Bu durumda teoremin (ii) kogulundan Fgr, Cp — ¢ elde
edilir. NR kurali ile Fgr, O(0¢ — ¢)’dir. Lob aksiyomu ile Fgr, O(0p —
¢) — Op ve MP kural ile Fgr, Og elde edilir yani, herhangi bir w € Wegy,
icin Mgr,w E Op’dir. Bu durumda, dogruluk deger atamasmin tanimindan
wTRTw olacak gekilde her w diinyas: igin M™, w = ¢ yani, MT w™ = Oyp’dir.
O halde, M™, w™ E O(0p — ¢) — Oy elde edilir.

O halde, GL modal mantiginm M™* wt = Oy ise a1, ¢ kogulunu saglayan
bir modeli vardir yani, kanonik modeli en az bir tane yansimali diinya igerir.

X

Tanim 3.2.14’ten bir S modal mantiginin kanonik modelinin ¢atisi, S igin bir
¢at1 ise kanonik oldugunu biliyoruz. GL modal mantiginin her teoremi onun ka-
nonik modelinde gecerli olmasina ragmen, bu modeli veren ¢at1 tizerinde dogruluk
deger atamasi degistirildiginde gecerli olmaz. Bunu gostermek i¢in Léb aksiyomu-
nun yansimali diinya iceren bir ¢atida gecerli olmadigini gostermek yeterlidir.

w* yansimali bir diinya ve F’de bu diinyay1 iceren bir cat1 olsun. w* diginda her
w € Wg i¢in Mg, w* & p ve Mg, w = p olmak tizere (F, V) modelini gbz éniine
alalim. Bu durumda, Mg, w* [~ Op oldugu agiktir ve bundan dolayida Mg, w* =
Up — p elde edilir. p degiskeni w* diginda her diinyada dogru oldugundan w*
diginda her w € Wy i¢in Mg, w = Op — p’dir. O halde, her w € Wy diinyasi igin
Mg, w = Op — p elde edilir. Bundan dolay1, M, w* = O(Op — p)’dir. O halde,
Lob aksiyomu w* diinyasinda yanligtir yani, Fg catisinda gegersizdir. O halde,

GL modal mantigi kanonik degildir.

44



3.2.2.2 Filtreleme Yontemi

Bu kesimde, bir modelin evrenini sonlu sayidaki denklik siniflarina indirgeme
yontemi olan filtreleme yontemi anlatilarak S4 ve GL modal mantiklarimin sonlu

model 6zelligine sahip oldugu gosterilecektir.

Tanim 3.2.38. M = (W, R, V) bir model ve ¥ alt formiillere kapaly bir formail
kimest olsun. ~yx, M modelinin dunyalar, tizerinde asagidaki gibi tanimly bir
bagintidar:

w ~yx v olmasy i¢in gerek ve yeter kosul w ve v diunyalarinda her ¢ € X
formailinin saglanmasidir. Bu sembollerle M, w = ¢ olmasi igin gerek ve yeter
kosul M,v |= ¢ seklinde gosterilir.

Onerme 3.2.39. Tanim 3.2.38’de tanimlanan ~s, bagintisy bir denklik bagintisidor.

Ispat. ~s, bagintisinin bir denklik bagintisi oldugunu gostermek i¢in yansimali,
simetrik ve gecismeli oldugunu gostermeliyiz.

~y yansimalidir: w ~yx w oldugunu gostermeliyiz.
w ~y w olmadiginm varsayalim. Tanim 3.2.38 ile her ¢ € ¥ olmak tizere M, w |= ¢
olmasi igin gerek ve yeter kogulun M, w [~ ¢ oldugu elde edilir. Ancak bu bir
geligkidir. O halde, w ~y w saglanir.

~y stmetriktir: w ~yx v ise v ~y w oldugunu gostermeliyiz.
w ~y v oldugunu varsayalim. Tamim 3.2.38 ile her ¢ € ¥ olmak iizere M, w |= ¢
olmasi i¢in gerek ve yeter kogulun M, v = ¢ oldugu elde edilir. Gerek ve yeter
kogulun tanimi geregince, M, v |= ¢ olmasi igin gerek ve yeter kogul M, w = ¢
olmasidir. O halde, Tanim 3.2.38 ile v ~x, w elde edilir.

~y gecigmelidir: w ~x v ve v ~y u ise w ~yx u oldugunu gostermeliyiz.
w ~y v ve v ~y u oldugunu varsayalim. Tanim 3.2.38 ile her ¢ € ¥ olmak tizere
M, w = ¢ olmasi i¢in gerek ve yeter kogulun M, v = ¢ ve M, w = ¢ olmasi igin
gerek ve yeter kogulun M, v = ¢ oldugunu biliyoruz. Bu durumda, M, w | ¢
olmas i¢in gerek ve yeter kogul M, u |= ¢ olmasidir. O halde, Tanim 3.2.38 ile
w ~x u elde edilir.

X

Tanim 3.2.40. ~yx bagintiss M modelinin bir w dinyasinin denklik sinifine be-
lirler ve bu denklik sinifi |w|s veya |w| ile gosterilir. Bu durumda, asagqidaki gibi

tanami /\/lg = (W71, R/, V) modeli, M modelinin ¥ ile elde edilmis filtre-
lemesidir:
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(1) W/ ={|w|s:we W},

)
(ii) wRwv ise |w|R|v],
(iii) |w|Rf|v| ise her Ogp € X igin M,w = Oy ise M, v = ¢ dir ve
(iv) Her p € ¥ icin VI (p) = {|w| : M,w [ p}.
Burada (i) kosulu denk olan (iii') ile degistirilebilir:
(iii') |w|R7|v| ise her Op € ¥ icin M, v |= ¢ ise M,w = Q¢ dir.

Ornek 3.2.41. M = (N,R, V); R ={(0,1),(0,2),(1,3)} U{(n,n+1) | n > 2},
V(p) = {N\{0}} ve V(q) = {2} modeli olsun.

/\
/4"

M

o |1TO

Sekil 3.2: A/ modeli, M modelinin bir filtrelemesidir.

2 = {Op.p} olmak dizere N'= (W', R", V") W' = {[0], [1]}, R" = {(|0], [1]),
(111, 11])} ve V'(p) = {|1]} ile tanumle N modeli, M modelinin bir filtrelemesidir.

ispat. Oncelikle, X formiil kiimesinin alt formiillerine kapal oldugunu gosterelim:
Op € X iken p € ¥ oldugundan istenen saglanmig olur.

Simdide filtreleme taniminda verilen kogullarin gergeklendigini gosterelim:
(i) W ={|0]g : 0 e N}U{|l|g = |n|g : n € \{0}} = {|w]s : w € W}.

(ii) Her w,v € N i¢in wRw olsun. O halde, dért durum soz konusudur:

e OR1 ise R’ nun tamimindan |0|R/|1|’dir.

e 0R2 ise |2|yx = |1| oldugundan |[0|R'|1| dir.

e 1IR3 ise |3|x = |1| oldugundan ve R"'niin tammindan |1|R’|1| dir.

e Her n > 3 icin nRn + 1 ise |n|y = |n + 1|y = |1] oldugundan |1|R’|1| dir.
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(iii") Her w,v € N igin |w|R'|v| ve her Op € 3 i¢in M, v = p olsun. O halde,

iki durum s6z konusudur:

e [0|R'|1| ve n € N\ {0} i¢gin M,n = p olsun. ¢’li formiillerin bir modeldeki
bir diinyada dogruluk tanimindan 0 diinyasinin baglantili oldugu en az bir
dunyada p dogru olmahidir. OR1, 0R2 ve M,1 = p, M, 2 = p oldugundan
M, 0 = Op'dir.

o |[1/R/|1| ve n € N\ {0} igin M,n |= p olsun. Her n > 1 i¢in n diinyasinin
baglantili oldugu her diinyada p dogru oldugundan M, n |= ¢p’dir.

(iv) Her p € ¥ olmak iizere V'(p) = {Jw| : M,w = p}:
Her n € N\ {0} i¢in |n|g = |1| ve M, n |= p oldugundan |1| € V'(p)’dir.
O halde, N' modeli M modelinin ¥ ile elde edilmig bir filtrelemesidir.
X

Teorem 3.2.42 (Filtreleme Teoremi). M/ = (Wx, RY, V') modeli M mo-
delinin, alt formiillere kapaly bir ¥ kumesi ile elde edilmis filtrelemesi olsun. Bu

durumda her ¢ € 3 ve w € M olmak tizere M, w |= ¢ olmasi icin gerek ve yeter
kosul M/ |w| = ¢ olmasidar.

ispat. @ formiiliiniin karmagikligi tizerinde tiimevarimla yapilir.

¢ : p olsun. Tanim 3.2.40'n (iv) kogulundan, M, w = p olmasi igin gerek ve
yeter kogulun |w| € V/(p) oldugunu biliyoruz. O halde, M/, |w| = p elde edilir.

@ : 1) ve teorem ¥ i¢in dogru olsun. Bu durumda, M, w | —) olmast i¢in
gerek ve yeter kogul M, w [~ 9 olmasidir. Tiimevarim hipotezi ile M/, |w]| & v
yani, M/, Jw| = = elde edilir.

@ 1V x ve teorem 1) ve Y i¢in dogru olsun. Bu durumda, M,w = ¥ V x
olmasi i¢in gerek ve yeter kogul M, w |= ¢ veya M, w |= x olmasidir. Timevarim
hipotezi ile M7, |w| | ¢ veya M/, |w| = x yani, M/ |w| = 9 V x elde edilir.

@ : Ly ve teorem v icin dogru olsun.

(=): M,w | Oy olsun. Ayrica |w|R7|v] oldugunu varsayalim. Bu durumda
Tanim 3.2.40"m (iii) kogulundan M, v = 9, ve tiimevarim hipotezinden de M/, |v| =
’dir. ('l formiillerin dogruluk tanimindan M/, |w| = Oy elde edilir.
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(«<): M7 |w| E Oy olsun. Ayrica M,w B Oy oldugunu varsayalim. Bu
durumda, wRv olacak sekilde en az bir v € W vardir dyle ki, M, v [~ 4. Tiime-
varim hipotezinden, M7, [v| £ v, ve Tamim 3.2.40'1n (ii) kosulundan, wRwv ise
lw|Rf |v]dir. O halde, M7, |w| £ O elde edilir.

X

Teorem 3.2.43. M = (W, R, V) bir model ve & sonlu ve yeterli bir kiime olmak
tizere @ € % bir formal olsun. ¢ formali M modelinde gegersiz ise @ formiili M
modelinin X ile elde edilmis her filtrelemesinde de gecersizdir.

Ispat. ¢ formiilii M modelinde gegersiz olsun. Bu durumda, M, w ¥~ ¢ olacak
sekilde bir w € W diinyas1 vardir. M/ = (W/ R/ V') modeli M modelinin %
ile elde edilmis herhangi bir filtrelemesi olsun. W/ kiimesinin tammindan w ~ w’
olacak sekilde bir w’ € W/ diinyas1 vardir. ¢ € ¥ oldugundan, M, w' [~ o'dir.
Filtreleme teoremi ile MY, w’ [~ ¢ yani, ¢ formiilii M/ modelinde gecersizdir.

X

Tamm 3.2.40°da verilen R/ bagintisinin her zaman var olup-olmadigimi bil-
miyoruz. Ancak gerekli sartlar1 yerine getiren ikili bagintiyr tanmimlamanin her
zaman iki yolu vardir: M modeli iizerinde en kiiciik R* ve en biiyiik R! filtreleme

bagintilari. Bu bagintilar sirasiyla asagidaki gibi tanimlanir:

(i) |w|R*|v| olmast i¢in gerek ve yeter kogul Jw’ € |w| ve T’ € |v| olmak tizere

w'Rv" olmasidir,

(ii) |w|R!|v| olmast i¢in gerek ve yeter kogul her [y € X olmak iizere M, w =
Oy ise M, v |= ¢ olmasidir.

Lemma 3.2.44. M herhangi bir model, > alt formaillerine kapalr herhangi bir
formail kimesi; Wy, ~x ile elde edilmis denklik siniflariman bir kumesi ve V', Wy,
tzerinde tanumly bir dogruluk deger atamasy olsun. Bu durumda, (Ws, R V)
ve Wy, RL VY modelleri, M modelinin Y ile elde edilmis birer filtrelemesidir.
Ayrica, (Ws, R, VI modeli M modelinin X ile elde edilmis herhangi bir filtre-
lemesi ise R* C R C R dir.

Ispat. (W, R, V) ve (Wx, R, V) modellerinin, M modelinin ¥ ile elde edilmisg
filtrelemeleri oldugunu gostermeliyiz. Bu modellerin sadece bagintilari iizerinde
degisiklik yaptigimiz i¢in filtreleme taniminin (ii) ve (iii) kogullarimin saglandigini

gostermemiz yeterli olacaktir.
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Ik olarak (Wy, R®, V) modelinin M’nin bir filtrelemesi oldugunu gosterelim:

(i), R* bagmtisinin tanimindan saglanir.

(ili) |w|R*|v| ve her Op € ¥ i¢in M, w [= Op oldugunu varsayalim. M, w =
Op ve w ~ w' oldugundan M,w" | Op'dir. |w|R*|v| oldugundan en az bir
w € |w| ve v/ € |v] vardir 6yle ki w'Rv”diir. Bundan dolayi, M,v" = ¢’dir.
v ~ v" oldugundan M, v = ¢ elde edilir.

O halde (Wx, R*, V) modeli M modelinin bir filtrelemesidir.

Simdide (Wy, R!, V) modelinin M'nin bir filtrelemesi oldugunu gosterelim:

(ii) wRwv ve her Oy € ¥ i¢in M, w = Og oldugunu varsayalim. ('l formiille-
rin dogruluk tanimindan M, v | ¢’dir. O halde, her Oy € ¥ igin M,w | Oy
ise M, v = ¢ yani, |w|R!|v| elde edilir.

(iii), R! bagmtisinin tanimindan saglanir.

O halde (Wyx, R, V) modeli M modelinin bir filtrelemesidir.

(W, R/, V1) modeli M modelinin herhangi bir filtrelemesi olsun. Bu durumda,
R* C R/ C R! oldugunu gostermeliyiz.

(i) Jw|R*|v| oldugunu varsayalim. R* bagintisinin tanimindan en az bir w’ €
lw| ve v € |v] vardir 6yle ki w'Rv”’dur. Tanim 3.2.40 ile |w'|R/|v’]’diir ki bundan
dolayida |w|R/|v|’dir. O halde, R* C R/ elde edilir.

(ii) |w|R/|v| oldugunu varsayalim. Tamm 3.2.40 ile her Oy € ¥ i¢in M, w =
Oy ise M, v | @’dir. RY bagimtisinin tammmindan |[w|R?|v|'dir. O halde, Rf C RY
elde edilir.

O halde R* C Rf € RVdir.

X

Teorem 3.2.45. M bir model, X alt formiillere kapaly bir formail kimesi ve Wy,
M modelinde ~y ile elde edilen denklik siniflarinin bir kiimesi olsun. Wy, tizerinde
ikili bir Rt bagqintise asaqdaki gibi tanimlanar:

|w|Rv| olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her Op € X i¢in M,w = Oy ise
M, v = Op ve M, v [= ¢ olmasidur.
R bagintisi gegisli ise (Wx, RY, V) modeli bir filtrelemedir ve Rt bagintisy gecisli
bir bagintidar.

Ispat. R bagintist gecigli ve R bagintist yukaridaki gibi tanimli olsun. Bu du-
rumda, (Wy, RY, V/) modelinin bir filtreleme ve R! bagmtisinin gecisli oldugunu

gostermeliyiz.
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(i) W/ = Wsy.

(i) wRw ise |w|R|vl:
wRv, Op € ¥ ve M,w | Op olsun. 'l formullerin dogruluk tanimindan,
M,v | ¢'dir. R gegigli oldugundan wRv ve vRu ise wRu'dur. M, w | Oy
oldugundan M, u |= ¢’dir. O halde, M, v = Og’dir.

(iii) |w|R*|v| ise her Op € ¥ igin M, w = Oy ise M, v = ¢
|w|Rtv| ve her Oy € ¥ igin M,w = Op olsun. R"nin tanimindan M, v = ¢
elde edilir.

O halde (Wy, R, V7Y bir filtrelemedir.

|w|R | ve [v|R|u| ise |w|R|ul:
|w| R v| ve [v|Rf|u] olsun. Op € ¥ ve M, w = Oy oldugunu varsayalim. |w|R*|v|
ve M, w | Op oldugundan M, v = Op ve M, v | @'dir. [v|R!|u] ve M, v = Oy
oldugundan M, u = O ve M, u |= ¢’dir. O halde, |w|R"|u| elde edilir.

O halde R! bagintis1 gegislidir.

X

S4 ve GL modal mantiklarinin sonlu model 6zelligine sahip olduklar: kanonik
model ve filtreleme yonteminden yararlanilarak ispatlanir.
Teorem 3.2.46. S4 modal mantigr sonlu model 6zelligine sahiptir.

ispat. S4 modal mantigimin kanonik modeli Mgy = (Wgsy4, Rsa, Vsa) ve Fss ¢
olsun. Bu durumda ¢ formili S4 modal mantiginin kanonik modeli Mg4'de
gecersizdir. Bunun i¢in S4’in ¢ formiiliinii gegersiz kilan sonlu bir modelinin var
oldugunu gostermeliyiz. Mgy modelinin bir ® formiil kiimesine gore filtreleme
yontemi ile elde edilen bu model ML, = (WY, RL,, Vd,) modelidir ve asagidaki

gibi tanimlanir:
(i) Wy ={Illo : T € Wsa},

(i) REy = {(T|,[I"]) | her Op € @ icin Mgs, T’ |= O ise Msa, I" |= Qg ve
MS47F/ ): 410}7

(iii) Vd,(p) = {I' | her 6nerme degigkeni p icin M, T |= p}.

Ik olarak ML, modelinin Mgy modelinin @ ile elde edilmig bir filtrelemesi

oldugunu gosterelim.
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(i) Wg4, sonlu bir formiil kiimesi ®’ye gore elde edilen denklik simiflarindan
olugur ve bu nedenle sonludur. O halde, filtreleme tanimimin (i) kogulunu saglar.

(ii) T'Rg4al” ve her Oy € ® igin Mgy, I' = O olsun. Mgy, I £ Op oldugunu
varsayalim. Bu durumda, I"Rg4I"” olacak sekilde bir I € Wgy vardir oyle ki
Msyq, T £ o'dir. R gecisli oldugundan I'RI"’diir. O halde, Mgy, I' = O elde
edilir ki bu bir geligkidir. O halde, filtreleme taniminin (ii) kogulunu saglar.

(i) |T|RL4|TY| ve her ¢ formiilii icin Mgy, T' = Oy olsun. Bu durumda,
Mgy, T7 = Op ve her T € W igin TRl ve Mgy, I” E ¢'dir. Rgy4 yansimali
oldugundan I"Rg4I" ve bundan dolayr da Mgy, I = ’dir.

Simdi M’SC4’i'1n bir S4 model oldugunu gosterelim.

RE, gecislidir: |T|RL,|TY| ve |T'|RE,|T”| olsun. Bu durumda, her Oy € ® icin
Mgy, T | Op ise Mgy, I" |= Op ve Mgy, I" = @dir. |I'|RL,|IT”| oldugundan
Msg, T |= Op ve Mgy, I = @dir. O halde |T|RE,|T”| yani, RE, gecislidir.

RL, yansimahdir: |T|RE,|T| olmadigim ve her Oy € @ icin Mgy, I | Oy
oldugunu varsayalim. Bu durumda Mgy, T' £ O veya Mgy, I’ £~ ¢ elde edilir ki
bu bir ¢eligkidir. O halde, R£4 yansimalidir.

O halde Teorem 3.2.43’den MY, £~ ¢ yani, S4 sonlu model 6zelligine sahiptir.
X

GL modal mantiginin kanonik modelinin en az bir tane yansimal diinya
icerdigini biliyoruz. Bu durumda, GL’'nin sonlu model 6zelligine sahip oldugunu

gosterebilmek ic¢in agagidakilere ihtiyag vardir.
Lemma 3.2.47. Bir ¢ formuli GL-tutarl ise, —=pAp formili de GL-tutarldr.

Ispat. ¢ formilinin GL-tutarl ve L—¢ A ¢ formuliniin GL-tutarsiz oldugunu
varsayalim. Bu durumda, Fgr, U—p — —¢ yazilabilir. NR kurali uygulanirsa,
Fer O(O-¢p — —p) ve Lob aksiyomu ile g, O—¢p elde edilir. Buradanda, MP
kurali uygulanirsa Fgr, —¢ elde edilir ki bu ¢ formiiliiniin GL-tutarli olmadigini
ifade eder. Bu bir geligkidir. O halde, =@ A ¢ formili GL-tutarhdir.

X

Tanim 3.2.48. M = (W, R, V) bir model ve I bir dinyalar kiimesi olsun. wRu
olacak sekilde bir w € I' diinyast yoksa, w € I" diinyasina I' kumesinin son noktasi
denir ve F(I') = w ile gdsterilir.
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Lemma 3.2.49. Mg = (War, Rer, Var), GL modal mantiginin kanonik mo-
deli ve I' herhangi bir sonlu ® kimesine gore Wgry, 'da bir denklik sinifi olsun. Bu
durumda bir w* € I' dunyast vardwr oyle ki w* son noktadur.

Ispat. ¢, GL’de herhangi bir formiil olsun. Wgy,'deki her denklik sinifi bostan
farklidir ve bu nedenle ¢ formiilii tutarhdir. Lemma 3.2.47 ile de U=p A ¢
formiilii tutarh olur. O halde, L—p A ¢ € w* olacak gekilde w* € Wgy, diinyasi
vardir. Bu durumda Truth Lemma ile (i) w* | O-p ve (i) w* | ¢'dir. (ii)
kogulundan w* € I"dir. (i) kogulu ile w* diinyasit —p formiiliinii igeren bir diinyay:
goriir ve bundan dolay1 I' kiimesinin bir elemani degildir. O halde, w* diinyasi I'

kiimesinde son noktadir.

Teorem 3.2.50. GL modal mantige sonlu model ozelligine sahiptir.

ispat. Mear = (Wer, Rew, Ver), GL'nin kanonik modeli ve Fgr, ¢ olsun. Bu
durumda, ¢ formiiliit GL modal mantiginin kanonik modeli Mgy, ’de gegersizdir.
Bunun i¢in ¢ formiiliini gecersiz kilan sonlu bir GL modelinin var oldugu goste-
rilmelidir. Bu model, filtreleme yontemi ile elde edilebilir. ® sonlu bir formiil
kiimesi olmak iizere Mgr, modelinin ®’ye gore filtreleme yontemi ile elde edilen

ML modeli MLy, = (Wi, REy, VL) modelidir ve asagidaki gibi tanimlanir:
(i) Wér = {Ills: T € War},

(i) RLy = {(T},|"]) | her Oy € @ formiilii icin Mgy, F(IT|) = Oy ise
Mer, F(|II'']) = Op A ¢ ve herhangi bir Oy € & icin Mgy, F(|I']) = Ox
ve MGLaF(’FD ): _'DX}a

(i) VL (p) = {T' | her 6nerme degiskeni p icin T |= p}.

Ik olarak MLy, modelinin Mgy nin bir filtrelemesi oldugunu gosterelim.
(i) Wy, sonlu bir formiil kiimesi ®’ye gére elde edilen denklik siiflarmdan
olugur ve bu nedenle sonludur. O halde, filtreleme taniminin (i) kogulunu saglar.
(ii) wRgrv ve her Oy € & igin Mqr, F(|I'|) = Og olsun. Bu durumda,
MLy, U] = Opdir. Filtreleme teoreminden Mgy, I' = Qg ve Ry nin tanimin-
dan Mg, T |= ¢ elde edilir. O halde, filtreleme teoreminden My, |T| |= ¢'dir.
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Ornek 2.2.9°dan Fgr, e — OUe yani, K4 € GL oldugunu biliyoruz. O
halde, Mgr, F(|T]) & Odg ve bundan dolayr ME,, |T| = O0g’dir. Filtreleme
teoreminden Mgr, I' = O0p ve Ry 'nin tanimindan Mgy, I = Oy elde edilir.
O halde, filtreleme teoreminden M, [I'| | O’dir.

A’li formiillerin bir modelde dogruluk tanimmdan M, | |[T'| = 0¢ Av ve bundan
dolay1 Mar, F(|T'|) = Oy A9 elde edilir.

Herhangi bir Oy € & i¢in Mgy, F(|I']) E Ox olsun. Mgy, F(|I']) = —-Ox
oldugunu varsayalim. F'(|T'|) maksimal GL-tutarh oldugundan Mgy, F(|T|) E
Ox’dir. 'R’ ve F(|I']), |I'|'min son noktasi oldugundan F(|I|) & |I'|’dir. An-

cak varsayimdan hem F(|I'|) hemde F(|IV|) diinyalar1 aym formiilleri gergekler,
yani Mgy, F(|I']) | Ox ve Maw, F(|IV]) = Ox'dir. F(|T']) ve F(]I]) aym denk-
lik sinifina ait olmadigindan bu bir geligkidir. O halde, Mgy, F(|T']) | —Ox’dir.

(iii) |T|RELITY| ve her Oy € ® igin Mgy, I = Oy olsun. Bu durumda, filt-
releme teoreminden Mk, |T'| | Oy, buradan Mar, F(|T|) | Og’dir. R nin
tammmindan Mgqy, F(|I']) E Op A ¢’dir. A’li formiillerin dogruluk tanimmimdan
Magr, F(IT')) k= ¢ elde edilir. O halde, M&;, |T"| = ¢ ve filtreleme teoremi ile
Mgy, I | ¢'dir.

Simdi MéL’nin bir GL model oldugunu gostermeliyiz. Bunun igin W(f;L sonlu
oldugundan RfGL’nin gecisli ve yansimasiz oldugunu gostermek yeterlidir.

R geciglidir: |D|REL|TY| ve |TY|RLLIT”| olsun. Bu durumda |T|RL. [T
oldugunu gostermeliyiz. Her Oy € ® igin Mg, F(|I']) E Og oldugunu varsa-
yalim. Hipotezden Mqy, F/(|I"|) = OpAyp oldugunu biliyoruz. A’li formiillerin bir
modeldeki dogruluk tammindan Mg, F(|I"|) = Op ve Mg, F(|I"|) = ¢'dir.
Hipotezden Mg, F(IT”]) = Og A ¢ elde edilir. O halde, |D|RE || diir.

RLy yansimasizdir: |T|RL.|T| yani, bagmtimn yansimali oldugunu varsa-
yalhm. R&; bagmtimn tammindan herhangi bir Oy € ® icin Mar, F(|T]) |= Oy
ve Maw, F(II')) E —-Ox’dir. F(]I'|) maksimal GL-tutarlh bir formiil kiimesi
oldugundan bu bir ¢eligkidir. O halde, RéL bagintisi yansimasizdir.

O halde, M%; modeli Mgy, modelinin ® kiimesi ile elde edilmis bir filtrele-
mesidir. Bu durumda Teorem 3.2.41 ile ¢ formiilii MéL modelinde de gegersizdir

yani, GL modal mantigi sonlu model 6zelligine sahiptir.
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BoLUM 4

Yeni Sonucglar

Bu boliimde S4 ve GL modal mantiklarinin sonlu Henkin yontemi ve filtreleme
yontemi ile elde edilen modellerinin izomorf oldugu kanonik modellerinden yarar-
lanilarak gosterilecektir.

Bolum boyunca ® sonlu ve yeterli bir kiimeyi gosterecektir.

4.1 S4 Modal Mantigi icin Sonuclar

K ve K4 modal mantiklarinin iki farkli yontemle elde edilen modellerinin izomorf
oldugu [12]’de ispatlanmigtir. Burada da benzer yontemle S4 modal mantiginin
iki farkli yontem ile elde edilen modellerinin izomorf oldugu ispatlanacaktir.

Tanim 4.1.1. S4 modal mantiginin sonlu Henkin yontemsi ile elde edilmis models
ME, = (W, RE,, V) asaqudaki gibi tanamlanar:

(i) W&, = {T | T kiimesi ® de maksimal S4-tutarhdr },
(i) RE, = {(T'1,Ts) | her o € @ igin Op € Ty ise, Op € Ty ve p € Ty },
(iii) V& (p) = {T | her énerme degiskeni p icin p € T'} 'dar.

Lemma 4.1.2. Tamm 4.1.1de tanvmlanan RE, bagintisy gegisli ve yansimaly bir
bagintidar.

Ispat. RE, gecislidir: Ty RE, Ty ve [YRE,I's olsun. Bu durumda, her Cip € ® icin
Up € I'y ise Uy € I'y’dir. Hipotezden Uy € I's ve ¢ € I's elde edilir. O halde,
RE, gecislidir.

RE, yansimahdir: T'yRE, T olmadigini ve her Oy € @ i¢in Oy € 'y oldugunu
varsayalim. Bu durumda, Uy € I'; veya ¢ € I'y elde edilir ki bu bir celigkidir. O

halde, R, yansimahdur.
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Teorem 4.1.3. Mgy, S4 modal mantiginan kanonik modeli olsun. M$,, sonlu
Henkin yontemiyle elde edilmais bir modeli ve M£4, kanonik modelin ® kiimesi ile
elde edilmis filtrelemesi ise, Mg, = Mé4 dar.

Ispat. M2, ile M{, modellerinin izomorf olduklar1 yani ME, ile M, modeli
arasinda bijektif kuvvetli bir homomorfizma oldugu gosterilmelidir. s bagintisi

agagidaki gibi tanimlansin:

S . Mg4 — M'§4
r — |,
burada T’ = I" N ®'dir. Oncelikle s bagintisinin bir fonksiyon oldugu gosterilme-

lidir. Bunun icin asagidaki lemmalara ihtiya¢ vardir.

Lemma 4.1.4. I, ® ’de maksimal S4-tutarl bir kime olsun. Bu durumda, I' C A
olacak sekilde bir maksimal S4-tutarly A kimesi vardar.

ispat. I', ®’'de maksimal S4-tutarli bir kiime olsun. Bu durumda, maksimal
tutarlilik tanimindan I' kiimesi S4- tutarlhidir. Lindenbaum Lemmasi’ndan da,
I' C A olacak gekilde bir maksimal S4-tutarli A kiimesinin var oldugu elde edilir.

X

Lemma 4.1.5. I', ®’de maksimal S4-tutarl bir kiime olsun. ' C TV ve I" C I
olacak sekilde T, T kiimelerinin maksimal S4-tutarl oldugunu varsayalim. Bu
durumda, IV ~¢ T (denk olarak, her ¢ € ® igin Mgy, I = ¢ olmast i¢in gerek
ve yeter kosul Mgq, I |= ¢ olmasidur)’diir.

Ispat. T, ®’de maksimal S4-tutarh bir kiime ve I' C I, I' C T olacak sekilde
iki maksimal S4-tutarhi kiime olsun. Mgy, [ = ¢ ve Mgy, I [~ ¢ oldugunu
varsayalim. Bu durumda, Truth Lemma’dan ¢ € IV ve ¢ ¢ I (I maksimal

S4-tutarh oldugundan —¢ € I'")’diir. Iki durum s6z konusudur;
e —p € ® olsun.

I maksimal S4-tutarli oldugundan ¢ € I'" olmasi i¢in gerek ve yeter kogul = ¢ T
olmasidir. I' € I" oldugundan —¢ ¢ I' ve I' maksimal S4-tutarli oldugundan
p € "dir. I' C T oldugundan da ¢ € I'” elde edilir ki bu bir geligkidir.

%)



e —p ¢ ® olsun.

Bu durumda, ¢ < — olacak gekilde bir ¢ € & formiilii vardir. IV maksimal
S4-tutarli oldugundan =) € T” olmasi igin gerek ve yeter kogul ¢ ¢ T olmasidir.
I' C I oldugundan ¢ ¢ T' ve I' maksimal S4-tutarh oldugundan —) € I'dir.
[ C T oldugundan da ¢ € I'” elde edilir ki bu bir celigkidir.
O halde, Mgy, I' = p’dir.
X

Lemma 4.1.4 ve lemma 4.1.5 ile I' ~» [ ~~ |I]g yani, I' — |IV|¢ elde edilir. O
halde, s bagmtisi M2, modelinden M, modeline bir fonksiyondur.

Simdi s : M$&, — /\/l£4 fonksiyonunun bir kuvvetli homomorfizma oldugu
gosterilmelidir. Bunun i¢in kuvvetli homomorfizma taniminin (i) ve (ii) kosullarim
gergekledigi gosterilmelidir:

(i) Her bir 6nerme degiskeni p ve I' € Mg, kiimesi igin I € V&, (p) olmas1 igin

gerek ve yeter kogulun s(I") € st 4(p) oldugu gosterilmelidir:
e p € ® olsun.

(=): T € Vg4 (p) oldugunu varsayalim. Bu durumda, Vgy(p) nin tanimindan
p € ["dir. I' C IV oldugundan p € I ve Truth Lemmasi’'ndan I'' |= p’dir. Filtre-
leme tanimmin (iv) kogulundan da s(I') = |IV| € Vd,(p) elde edilir.

(<): || € Vd,(p) oldugunu varsayalim. Bu durumda, Vg, (p)'nin tammum-
dan IV | p’dir. Truth Lemmasi’'ndan p € IV ve I', & de maximal S4-tutarl
oldugundan p € I"dir. Vg,(p) nin tammindan da T' € Vg, (p) elde edilir.

e p ¢ ¥ olsun.

', ®'de maksimal S4-tutarl bir kiime ve I' C ® oldugundan p ¢ [Vdir. Vg4 (p) nin
tanmmindan T ¢ Vg (p)’dir. p ¢ ® oldugundan V,(p) = 0’dir. Filtreleme tammimin
(iv) kogulundan da s(T') = |I’| & Vd,(p) elde edilir.

(ii) Her I'y, 'y € MZ, olmak iizere I'y RE,T'> olmasi igin gerek ve yeter kogulun
s(I'1)RL,s(Dy) oldugu gosterilmelidir:

(=): Her T'1,Ty € MQ, i¢in, T1/RE, [y ve Mgy, |T| E Op oldugunu var-
sayalim. Bu durumda, Truth Lemma’dan e € I elde edilir. Oy € & ve
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Iy = I, N ® oldugundan Oy € T'y’dir. Rg’4 bagintisinin tanimindan Oy € T’y
ve ¢ € I'y elde edilir. I'y C TY, oldugundan Oy € IY, ve ¢ € I'y’diir. Truth
Lemma’dan Mgy, T = Op ve Mgy, T, = 'dir. O halde, RL, bagmtisimn
tanmmndan || RL,|T,| yani, s(T1)RE,s(Ty) elde edilir.

(«<): Her I'1,Ty € M, icin s(Iy)RL,s(T2) ve Oy € Ty oldugunu varsayalim.
Bu durumda, Op € ® ve I'; = I')N® oldugundan Oy € I")’diir. Truth Lemma’dan
Mss, T = Op ve bu durumda RE, bagmtisimn tanmindan Mgy, Ty = Og ve
Msyq, T E ¢ elde edilir. Truth Lemma ile Ogp € T ve ¢ € T)dir. Ty =T, N ®
ve Oy, o € ® oldugundan Ty € T'y ve ¢ € I'y’dir. O halde, RE, bagimtisinin
tammmindan T'yRE, Ty elde edilir.

O halde, s fonksiyonu bir kuvvetli homomorfizmadir.

Simdi s fonksiyonunun bijektif oldugu gosterilmelidir. Bunun i¢in, s fonksiyonu-
nun 1-1 ve orten oldugu gosterilmelidir:

s fonksiyonu 1-1’dir: I'; ve I'y, ® de maksimal S4-tutarl kiimeler ve I'; # 'y
olsun. s(I'y) # s(I'y) oldugunu gostermeliyiz.

' #Tgise,yap eIy ve p € 'y yada o €'y ve p € 'y olacak sekilde bir ¢

formilu vardir.
e pcI'yve ¢TIy olsun.

I=T1Nnd Ty =T,Nd ve ¢ € & oldugundan ¢ € I'} ve ¢ ¢ I'}’diir. Truth
Lemma’dan Mgy, '] = ¢ ve Mgy, I' & ¢ saglanir. Bundan dolayi, ') #%¢ Iy 'diir.
O halde, || # |I'y| yani, s(I'1) # s(I'z) elde edilir.

e pcI'yve ¢!l olsun.

I=T1Nn®, Ty =T,N0 ve p € & oldugundan ¢ € I, ve ¢ ¢ I'’diir. Truth
Lemma’dan Mgy, I E ¢ ve Mgy, I} & ¢ saglanir. Bundan dolayi, I} e
I'ydir. O halde, |IY| # || yani s(T'y) # s(I'y) elde edilir.

s fonksiyonu ortendir: Her || € W, icin s(I') = |I”| olacak sekilde en az bir
I' € W2, kiimesinin var oldugu gosterilmelidir.

I' € T'y € & olacak gekilde I'y S4-tutarhi bir kiime olsun. I' = I'y oldugu
gosterilmelidir. Bunun i¢in I' # I'; oldugunu varsayalim. Bu durumda, herhangi

bir ¢ € ¢ formiilii igin ¢ € I'y ise ¢ ¢ ["dir. I' maksimal S4-tutarli oldugundan,
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- € ["dir. Bu durumda, I' = I" N ® oldugundan —¢ € I ve bundan dolay1
- € I'y elde edilir ki bu bir celigkidir.
O halde, s fonksiyonu bir bijeksiyondur.

Sonug olarak s fonksiyonu bir izomorfizmadir yani,

ME, = MY, dir.

4.2 GL Modal Mantig: i¢cin Sonuclar

Bu kesimde GL modal mantiginin sonlu Henkin yontemiyle elde edilen modeli
ve kanonik modelinin bir filtrelemesinden elde edilen modelinin izomorf olduk-
lar1 gosterilecektir. Bu izomorfizma gosterilirken Kesim 4.1’de verilen S4 modal
mantig1 durumuna benzer bir yontem izlenecektir. Ancak burada GL’nin kanonik
bir mantik olmamasi nedeniyle S4’ten farkl olarak kanonik modelin farkli bir
filtrelemesinden elde edilen ve Teorem 3.2.50’de tanimlanan ./\/lfGL modeli ve bu
modeldeki son noktalar kullanilacaktir.

Teorem 4.2.1. Mgy, GL modal mantiginin kanonik modeli olsun. Mgy, ka-
nontk modelin ® kumesine gore sonlu Henkin yontemiyle elde edilmis bir mo-
deli ve MéL, kanonik modelin ® kiimesi ile elde edilmis bir filtrelemesi ise,

MLy = My dir.
Ispat. ML, ile M&;, modellerinin izomorf olduklar: yani MY ile ME&; modeli

arasinda bijektif kuvvetli bir homomorfizma oldugu gosterilmelidir. g bagintist

agagidaki gibi tanimlansin:

g: MéL — Mgy
' — I'=F(I")no
Oncelikle g bagintisinin bir fonksiyon oldugu gosterilmelidir. Bunun i¢in agsagidaki
lemmalara ihtiyag vardir.

Lemma 4.2.2. ML, modelindeki her bir denklik sinafunan bir son noktass vardur.

Ispat. I' € Wgr olmak iizere filtreleme tanimmdan || € WéL, yani I'"'nin her-
hangi bir sonlu ® formiil kiimesine gore bir denklik sinifidir. Bu durumda, Lemma

3.2.49 ile |I'|'mn bir son noktasi vardir. X
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Lemma 4.2.3. IV, ®’de maksimal GL-tutarly bir kime olsun. I kiimesinin
' C B (1Y) ve I' € F(|IY]) olacak sekilde birbirinden farkl iki son noktast
oldugunu varsayalim. Bu durumda, Fy(|I"|) ~¢ F5(|T"|) (denk olarak, her ¢ € ®
icin Mgr, F1(|T"]) = ¢ olmast icin gerek ve yeter kosul Mgy, F2(|I']) |E ¢ ol-
masudar) 'diir.

Ispat. I", ®’de maksimal GL-tutarh bir kiime ve Fi(|I”]) ve Fy(|I"|) kiimeleri
maksimal GL-tutarli olsun. Fy(|I"]) ~¢ F2(|I"|) oldugunu gostermeliyiz.

Mo, Fi(|T7]) E ¢ ve Mar, Fo(|T7]) & ¢ oldugunu varsayalim. Bu durumda,
Truth Lemmasi’'ndan ¢ € Fi(|[I"]), ¢ ¢ F2(|]I"]) ve F5(|I”|)'niin maksimal GL-

tutarhihgindan —¢ € Fy(|I”|)) diir. Burada iki durum s6z konusudur:
e —p € d olsun.

Fi(|]T|) maksimal GL-tutarli oldugundan, ¢ € F(|T'|)’ olmas i¢in gerek ve yeter
kosul = ¢ F(|I'])" olmasidir. I' C Fi(|I|) oldugundan —¢ ¢ I"dir. I' maksimal
GL-tutarli oldugundan ¢ € I" ve I' C F5(|I']) oldugundan ¢ € F5(|I"|) elde edilir
ki bu bir celigkidir.

e —p ¢ ® olsun.

¢ < —p olacak sekilde bir ¢ € ® formiilii vardir. F;(|IV|) maksimal GL-tutarh
oldugundan —) € F;(|I”|) olmas i¢in gerek ve yeter kosul ¢ ¢ F;(|I”|) olmasidir.
' C Fi(|T"]) oldugundan v ¢ Idir. I' maksimal GL-tutarl oldugundan —¢ € T’
ve I' C F5(|]T7]) oldugundan ¢ € Fy(|IV]) elde edilir ki bu bir geligkidir.

O halde, Mgqr, F»(|I']) | ’dir.

Lemma 4.2.3 ve Lemma 4.2.4 ile [[| ~» [I"|¢ ~» I yani, |I"| — I elde edilir.
O halde, g bagintis: /\/lfGL modelinden Mg, modeline bir fonksiyondur.

Simdi g : MLy — M, fonksiyonunun bir kuvvetli homomorfizma oldugu
gosterilmelidir. Bunun igin kuvvetli homomorfizma tanimimn (i) ve (ii) kogullarim
gercekledigi gosterilmelidir:

(i) Her bir 6nerme degigkeni p ve |I’| € MLy olmak itizere |I'| € Vy(p)

olmas icin gerek ve yeter kogulun g(|T’]) € V&L (p) oldugu gosterilmelidir:
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e p € & olsun.

(=): |T] € Vi (p) oldugunu varsayahm. VZy (p)'nin tammmdan Mg, I =
p'dir. Filtreleme teoreminden M, |I’| = p ve sonlu Truth lemmasindan p €
II'P’diir. Bu durumda, p € F(|I"|)'dir. p € & ve I' = F(|I"|]) N ® oldugundan
p € [’dir. V& nin tammindan T' € V& (p) elde edilir.

(«<): T € V& (p) oldugunu varsayalim. V&, (p) nin tanimindan p € D’dar. T’ =
F(IT’))N® ve p € ® oldugundan p € F(|I"|)’diir. Bu durumda, p € |I”|’diir. Sonlu
Truth lemmasindan M, |T| k= p ve filtreleme teoreminden Mgg, I = p'dir.
Ve (p)nin tanmndan || € Vg (p) elde edilir.

e p ¢ ® olsun.

Ve (p)nin tammimdan Vg (p) = 0 yani, || & Vg (p)dir. T = F(I') N ® ve
p € ® oldugundan p & I"dir. V& (p)'nin tammindan T' ¢ V& (p) dir.

(ii) Her I, |T%| € W& olmak iizere || RL.|T,| olmas icin gerek ve yeter
kogulun g(|T)R&Lg(|T%|) oldugu gosterilmelidir:

(=): Her |T%), |T%| € Wy, icin [T |RELITY| olsun.

Her ¢ € & formiilii igin Uy € I'; oldugunu varsayalim. Ly € & ve I'y =
F(IT}]) N ® oldugundan Oy € F(|I"}|)’diir. Truth Lemmas: ile Mgy, F(|I'}]) &=
Ue'dir. RéL bagintisinin tanimindan (® yeterli bir kiime oldugundan her ¢ € ®
icin) Maur, F(|T'%]) = OpAg’dir. A'li formiillerin bir modelde dogruluk tanimindan
Mew, F(II%)]) E Op ve Mg, F(|I']) = ¢'dir. Truth Lemmasi’'ndan Oy €
F(|T%)]) ve ¢ € F(|Iy|)diir. I'y = F(|T'%]) N ® ve Oy, ¢ € ® oldugundan Oy € I'y
ve ¢ € ['ydir.

Herhangi bir ¢ € ® formiilii i¢gin Oy € I', oldugunu varsayalim. [y € ® ve
I'y = F(|I')N® oldugundan Oy € F(|I%])’diir. Truth Lemmasi ile Mg, F/(|I]) =
Uep dir. RéL bagintisinin tanimindan (® yeterli bir kiime oldugundan her ¢ € ®
formiilii i¢in) Mgy, F'(|T"]) E —O¢’dir. F(|T]) maksimal GL-tutarh oldugundan
Meu, F(|I]) = Oy’dir. Truth Lemmasi’'ndan Oy ¢ F(|I]) ve I't = F(|I']) N
oldugundan e ¢ I'y’dir.

O halde, 9Ty )R&g(|T% ) dir,

(<) Her [T, [T| € Wy, icin g(IT4)RELg(|T3]) olsun
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Her Oy € @ formili igin May, F(|I'}|) E Op oldugunu varsayalim. Truth
Lemmasi'ndan Oy € F(|I'}])’diir. Bu durumda, Oy € ® ve I'y = F(|I')]) N
® oldugundan Ty € T'y’dir. RE; bagmtisiin tammindan Oy € Ty ve ¢ €
['y’dir. & yeterli bir formiil kiimesi oldugundan ¢ € ®’dir. Bu durumda, her
e € ¢ formilii icin Op € F(|[I]) ve ¢ € F(|I'y])’diir. Truth Lemmasi'ndan
M, F([I)]) = Op ve Mgr, F(|[Iy]) = ¢'dir. A’li formiillerin bir modeldeki
dogruluk tammindan Mgy, F/(|T%]) = Ogp A ¢'dir.

Herhangi bir Oy € & formiilil i¢in Mgy, F(|I'y]) = Oy oldugunu varsayalim.
Truth Lemmasi'ndan iy € F(|I%])’dir. Oy € ® ve I'y = F(|T']) NP oldugundan
[y € Ty'dir. Ry, bagmtisinin tammindan (i ¢ T'y’dir. Oy € ® oldugundan
Oy ¢ F(|T]) ve F(|T]) maksimal GL-tutarli oldugundan -y F(|T]) diir.
Truth Lemma’sindan Mgy, F/(|I'}]) | Oy dir.

O halde, g fonksiyonu bir kuvvetli homomorfizmadar.

Simdi g fonksiyonunun bijektif oldugu gosterilmelidir. Bunun igin, g fonksiyo-
nunun 1-1 ve orten oldugu gosterilmelidir:

g fonksiyonu 1-1’dir: I} ve I, ®’de maksimal GL-tutarli kiimeler ve |I'}| #
IT%| olsun. g(|T'1|") # g(|T'2|") oldugunu gostermeliyiz.

T4 # [T ise, ya ¢ € [T ve ¢ & [I'] ya da ¢ & [I'}] ve ¢ € |I'y] olacak

sekilde bir ¢ € ® formiilii vardir.
e ¢ € |I"j| ve p ¢ |I'y| olsun.

Bu durumda ¢ € F(|T)|) ve ¢ € F(|T'y|) diir. ¢ € ® oldugundan ¢ € F(|I'}]) N
ve o & F(|I]) N @ yani, ¢ € g(|I'}]) ve ¢ & g(|T'y|) elde edilir.

e pcI'yve ¢l olsun.

Bu durumda ¢ € F(|T'%|) ve ¢ & F(|T|) diir. ¢ € ® oldugundan ¢ € F(|T']) N
ve o & F([T]) N ® yani, ¢ € g(|T'%]) ve ¢ & g(|T'}]) elde edilir.

O halde, g(|T]) # g(|T4])diir

g fonksiyonu ortendir: Her T' € Wg;, igin, g(|T'|) = T olacak sekilde en az bir
IT’| € WL, kiimesinin var oldugu gosterilmelidir.

II'| € |I'j|] € @ olacak sekilde I} GL-tutarli bir kiime olsun. || = |I'}]

oldugu gosterilmelidir. Bunun igin |I”| # |I"}| oldugunu varsayalim. Bu durumda,
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herhangi bir ¢ € ® formiilii igin ¢ € || ise ¢ ¢ |I”| yani ¢ ¢ F(|I"|) dir.
I' = F(II'') N ® oldugundan ¢ ¢ I’dir. Ancak I' = F(|I'}|) N ® oldugundan ¢ € I’
elde edilir ki bu bir celigkidir.

O halde, g fonksiyonu bir bijeksiyondur.

Sonug olarak, g fonksiyonu bir izomorfizmadir yani,

MEp = ME dir.
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BoOLUM 5

Sonug

Modal mantiklar: sentaktik ya da semantik olarak incelemek miimkiindiir. Bir mo-
dal mantigin sintaksi ve semantigi arasindaki iligki saglamlik ve tamlik teoremleri
ile verilir. Bu tezde temel modal mantiklar olan S4 ve GL i¢in saglamlik ve tamlik
teoremleri ispatlanarak S4’tin belli catilar sinifina gore kuvvetli tam, GL’'nin
ise, kuvvetli tam olmadigi gosterilmistir. Her iki mantigin farkl iki yontemle
elde edilen modelleri tanitilarak bunlarin izomorf oldugu ispatlanmigtir. Bu iki
yontemden yararlanarak bir onermesel dinamik mantik olan epistemik mantigin

saglamligi, tamlhigi ve kuvvetli tamligi bir diger arastirma konusudur.
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