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considered. Non-polynomial spline method and Galerkin finite
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fractional derivative is used for fractional derivative term. Taylor
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BOLUM 1
GIRIS

Kesirli tiirevler teorisi, herhangi reel veya kompleks mertebeden tiirevler teori-
sidir. Kesirli tiirev kavrami ilk olarak bundan 317 yil 6nce 1695’te L’Hospital’in

n .. . . . .
"jw—}{ tiirevi n = % icin ne anlam ifade eder?" sorusuyla ortaya

Leibniz’e sordugu
qikmistir [1]. Leibniz bu soruya "d/?x tiirevi zv/dz : z e esit olacaktir. Bu acik bir
paradokstur ancak bir giin yararli sonuclar elde edilecektir" cevabini vermistir.
Leibniz’in bu cevabi keyfi mertebeden integral ve tiirevler teorisinin taninmasina
onciiliik etmigtir ki 19. yiizyilin sonlarina kadar Liouville, Griinwald, Letnikov,
Riemann, Caputo, Euler, Abel, Fourier, Kober, Erdelyi, Hadamard, Riesz ve Lap-
lace gibi bircok {inlii teorik ve uygulamali matematik¢i bu teoriye biiyiik katkilar
yapmigtir.

30 yil oncesine kadar bu teoriyle genelde teorik matematikgciler ilgilenirdi fakat
30 yildir bu teori bir¢cok degisik alanlardaki uygulamalarda da kullanilmaya bag-
lanmigtir. Son yiizyilda kesirli tiirevler ve integraller reoloji, elektrik miihendis-
ligi, elektrokimya, viskoelastisite, biyoloji, biyofizik, biyomiihendislik, sinyal ve
goriintii igleme, mekanik-mekatronik, fizik ve kontrol teori gibi miihendisligin ve
matematigin hemen her alaninda uygulanmigtir [2-18].

Bu bilgiler dogrultusunda bizim hazirladigimiz tez ¢aligmasi beg boliimden olus-
maktadir.

Ikinci boliimde, kesirli tiirevlere ve yukarida sozii edilen biiyiik matematikgcilerin
kesirli tiirevler teorisine yaptiklar: katkilara yer verilmektedir.

Uciincii béliimde, bu calismada uygulanan niimerik metodlara yer verilmektedir.

Dordiincii boliimde ise, yapilan orjinal ¢alismaya, ¢oziilen problemlere yer veril-



mektedir.

Bu calismada, bir kesirli difiizyon denklemi ile lineer ve lineer olmayan iki kesirli
tiirevli diferansiyel denklem sistemi non-polynomial spline ve sonlu eleman me-
todlar1 ile niimerik olarak ¢oziildii. Ilk problem icin dagilim analizi yapildi.

Besinci boliimde de sonug yer almaktadir.



BOLUM 2

KESIRLI KISMi TUREVLI DIFERANSIYEL
DENKLEMLER VE KESIRLI TUREV
FORMULLERI

2.1 Kesirli Kismi Tiirevli Diferansiyel Denklemler

Bagimli degiskenlerin tiirevlerini iceren her bagint1 bir diferansiyel denklem ola-
rak karsimiza c¢ikar. Bir diferansiyel denklemde bir bagimli degisken bir bagimsiz
degigskene bagl ise bu diferansiyel denkleme adi diferansiyel denklem, eger bir ba-
giml degigken birden fazla bagimsiz degiskene bagl ise, bu diferansiyel denkleme
kismi tiirevli diferansiyel denklem denir. Bir kismi tiirevli diferansiyel denklem, bir
bagimh degigken ve bu bagimh degiskenlerin tiirevlerini iceren bir baginti olarak
tanimlanir. Ornegin, u = wu(x,t) olsun, yani u bagimh degigkeni = ve ¢ bagim-
siz degiskenlerine bagli olsun. Bu degiskenleri igeren bir kismi tiirevli diferansiyel
denklem en genel halde F(z,t,u, uy, s, Upy, Ugg, Uge, -..) = O geklinde yazlabilir.
Kismi tiirevli diferansiyel denklemler tamsay1 mertebelidir. Genel haliyle verilmig
F' bagintisindaki tiirevlerden en az birinin mertebesinin kesirli olmasi durumunda
bu diferansiyel denkleme kesirli kismi tiirevli diferansiyel denklem denir. Orne-

gin, % + % = 0 diferansiyel denklemi bir kismi tiirevli diferansiyel denklemdir.

82'1u
Ox?

+ 2 = 0 ise kesirli kismi tiirevli diferansiyel denklemdir.

Kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii denince, bu denklemi saglayan

z = f(z,y,...,u) seklinde bir fonksiyonun bulunmas: diigiiniilebilir. Bu fonksiyon



bagims1z degigken sayisina bagh olarak z = f(xy, za, ..., x,) gibi n degigkenli bir
fonksiyon olarak diisiiniilebilir. Fiziksel uygulamalarin pek cogunda iki degigkenli
z = f(z,y) seklindeki fonksiyonlarla karsilagilir. n. mertebeden bir kismi tiirevli
diferansiyel denklemin analitik ¢oziimii n tane keyfi fonksiyon icerir. Eger bu
denklemin sayisal ¢oziimii araniyor ise, integral yiizeyi iizerindeki noktalar bu-

lunmaya cahgilir.

Kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin uygulamali kisminda baglica odak nokta
ikinci ve yiiksek mertebeden lineer kismi tiirevli diferansiyel denklemler iizerinde
olmasina ragmen, birinci dereceden kismi tiirevli diferansiyel denklemler sig su
dalgalar1 ¢alismasi, trafik akisi, gaz dinamigi, kimya miihendisliginde izotermik
akig reaktorleri, 1s1 esanjorlerinin termal verimlilik analizi gibi bir ¢cok miihen-
dislik uygulamalarinda ortaya cikar. Ikinci mertebeden kismi tiirevli diferansiyel
denklemlere akigkanlar mekanigi, gozenekli ortamdaki akis, katilarda 1s1 iletimi,
kimyasallarin difiizyonu, dalga yayilimi gibi miihendisligin ve matematiksel fizi-
gin 6nemli alanlarinda kargilagilir. Yiiksek mertebeden kismi tiirevli diferansiyel
denklemlerin uygulama alanlari ise genellikle katilarin mekanigidir. Bu calismada

ikinci mertebeden kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin iizerinde durulacaktir.

2.2 Ikinci Mertebeden Kismi Tiirevli Diferansiyel

Denklemler
AT 4 B L o s payn 22 0 @)
>y 8![’2 7y 8x3y 7y (9y2 >y> >ax>ay - .

denklemine ikinci mertebeden kismi tiirevli diferansiyel denklem denir. Burada
A, B, C katsayilar bagimsiz (x, y) degigkenine bagh fonksiyonlardir. Tiirev terim-
lerinin derecesi 1 ise (2.1) denklemi lineerdir denir. f lineer degilse (2.1) denk-
lemine quasi-lineerdir denir. (2.1) denklemindeki tiirevlerden en az birinin mer-
tebesi kesirli ise bu diferansiyel denkleme ikinci mertebeden kesirli kismi tiirevli
diferansiyel denklem denir.

(2.1) denkleminin karakteri A, B, C' katsayilarima baghdir.

4



1. B> —4AC < 0 ise (2.1) denklemine Eliptik Denklem
2. B> —4AC = 0 ise (2.1) denklemine Parabolik Denklem
3. B2 —4AC > 0 ise (2.1) denklemine Hiperbolik Denklem

denir.

2.2.1 Eliptik Denklemler

Genel olarak eliptik denklemlerle denge problemlerinin sonuclar olarak kargilagi-

lir. Bu tiir denklemlerin en tipik 6rnekleri

Viu = f(z,y) = — + — = f(x, Poisson Denklemi
u= f(z,y) o2 + o7 f(z,y) oisson Denklemi
Pu u
V%u=0— - +—-- =0 Laplace Denklemi
U 922 + B aplace Denklemi

dir.

Genel olarak, fiziksel sistemleri karakterize eden kismi tiirevli diferansiyel
denklemlerin sonsuz sayida ¢oziimleri olabilir. Bir fiziksel problemin ¢oziimiinii
temsil eden tek bir fonksiyonun bulunabilmesi i¢in yardimecir kosullar gerekli-
dir. Bu yardimer kogullar baglangi¢ kogullari(initial conditions) ve simir kogul-
laridir(boundary conditions). R iki boyutlu uzayda bir bolge ve OR, kapah R
bolgesinin sinir1 olsun. Bu tiir kismi tiirevli diferansiyel denklemlerdeki sinir ko-

sullarina {i¢ farkh tipte karsilagilabilir:

i. Dirichlet Sinir Kogulu. Bu tiir eliptik denklemlerde sinir veya diger kogullar

genellikle fonksiyonun kendisi olarak verilir.

u(r,y) = ¢(r,y);  (v,y) €OR

ii. Neumann Sinir Kogulu. Bu tiir denklemlerde kogullar u fonksiyonunun

tiirevleri olarak verilmigtir.

ou 0 .
e g(x,y); (z,y) € OR, (%normal boyunca tiirev)



iii. Karigik veya Robin Sinir Kogulu. Bu tiir denklemlerde kogullar u fonk-

siyonunun kendisi ve tiirevleri cinsinden verilir.

0
ozu+68—z=% (,y) €OR, o,f>0

2.2.2 Parabolik Denklemler

Genelde 1s1 ya da yayilma problemleri parabolik kismi tiirevli diferansiyel denk-
lemleri olusturur.

o _ o
ot Ox2

Is1 veya Difiizyon Denklemi

Bu tiir diferansiyel denklemlerde genel olarak herhangi bir bagimsiz degiskenin
herhangi bir durumunda baglangi¢ kogullar1 ve sinir kosullar gegitli sekillerde
verilebilir. Dolayisiyla ¢6ziim daima agik sonlu bir bélgede arastirilir. Bolge kapali

degildir. Ornegin yukaridaki difiizyon denklemi icin siir kosullar:
w(0,t) =u(x,t) =0, t>0

ve baglangic kosulu da
u(z,0)=g(z), 0<z<X

dir. Yukaridaki difiizyon denkleminde % tiirevi kesirli tiirevli ise bu difiizyon

denklemine time-fractional difiizyon denklemi, % tiirevi kesirli tiirevli ise bu
difiizyon denklemine space-fractional difiizyon denklemi denir. Her ikisi de kesirli

ise space-time fractional difiizyon denklemi denir.

2.2.3 Hiperbolik Denklemler

Genelde dalga denklemi hiperbolik kismi tiirevli diferansiyel denklemleri olustu-

rur.

Pu 0%

22 = C o c(yayilma hiz) Tek Boyutlu Dalga Denklemi

Bu tiir diferansiyel denklemlerde sinir kosullar1 genelde fonksiyon veya tiirevlerin

lineer kombinasyonlari olarak verilebilir, baslangi¢c kogullar1 da fonksiyonun bir



degeri ya da tiirevi olarak verilebilir. Ornegin yukaridaki dalga denklemi icin
sinir kogullar

u(0,t) =u(x,t) =0, t>0

ve baglangic kosullar1 da
u(z,0) = f(z), u(zr,0)=g(xr) 0<z<X

dir. Yukaridaki dalga denkleminde % tiirevi kesirli tiirevli ise bu difiizyon denk-

lemine time-fractional dalga denklemi, % tiirevi kesirli tiirevli ise bu dalga denk-
lemine space-fractional dalga denklemi denir. Her ikisi de kesirli ise space-time

fractional dalga denklemi denir.

Bu ii¢ tiirdeki kesirli kismi tiirevli diferansiyel denklemlerde katsayilar ba-
sit formda olmayabilir. Dolayisiyla analitik ¢oziimleri kolay degildir. Bu yiizden
sayisal ¢oziim yontemlerinden faydalanilarak yaklagik ¢éziimlerini bulma yoluna
gidilir. Burada da kesirli tiirevi agma problemi ortaya ¢ikar. Bunun i¢in matema-
tikciler kesirli tiirevler yerine yazilabilecek fonksiyonlar gelistirmislerdir. Simdi bu

fonksiyonlar1 ele alalim:

2.3 Griunwald-Letnikov Kesirli Tiirevi

Bir y = f(x) siirekli fonksiyonunu ele alinsin. Bu fonksiyonun birinci tiirevi

/ df flz) = flz—h)

£ @)= =l (2.2
seklinde tanimlanir. Benzer gekilde 2. ve 3. tiirevleri de
vy @) = fle—h) o f(z) = 2f(x —h) + f(z — 2h)
Po=m= % — = w2 2
w, . f(x)=3f(x —h)+3f(x —2h) — f(x — 3h)
7"(x) = lim ok (2.4)
seklindedir. Matematiksel indiiksiyonla
1 n (AR f)(=)
M) (1) = il 1) _ - =R I
P a) = fime 31 <T>f(x rh) = lim (847 25)



egitligi elde edilir ki burada ( ) binom katsayilaridir. Bu tam sayihi tiirev formiilleri
kesirli tiirevlere genigletilsin, yani n € N yerine p € R*, h" yerine h?, (A} f)(z)

verine (Af f)(z) yazilsin. Bu durumda Griinwald-Letnikov kesirli tiirevi,

n (k a)(z — a) P+

1 T
P T — ¢)mp plmtD) 1.nh =z —
+F(m—p—|—1)/z($ )" f (t)dt (m<p<m+ ,nh=x —a)
seklinde elde edilir ki burada
B2ty =nr > (-1 (f) f(z —rh) (2.7)
r=0

dir|21, 22|. Bununla birlikte burada I'(«), Gamma fonksiyonudur ve
MNa) = /OO t* e tdt (2.8)
Jo

['(a+1)=al(a), aeN=T(a+1)=al

seklinde tanimlanmigtir.

ispat.

limh™~ PZ ( ) (x —rh) (2.9)

h—0

limitinin hesaplanmasi i¢in 6ncelikle binom katsayilarinin

0= (00 (2:10)

ozelligi kullamlsin. Bu esitlik (2.7) da yerine konursa

#0 = w3 (V) e -m e S (P ) s -

r=1

= hpz 7’<p ) x—rh)+h‘7’7§(—1)r+l<p;
= h7P(-1)" ( ; ) )+ h” pz r+1<p—

r

Yse- 4 om
1>Af(x—7"h) (2.11)
elde edilir ki burada

Af(x —rh) = f(x —rh) — f(x — (r + 1)h)



dir. (2.11) den baglanarak (2.10) 6zelligi m kez tekrarlanirsa

o) e -
+ b pz (P A — i)
_ ( 1>h Pf(a) + (—1)" 1<p_?>hpAf(a+h)
4 (_1)”2<p:?2)>hpA2f(a+2h) (2.12)

+ hpz (p 3>A3f(x—rh)

k=0

— %(_mk (p ;f; 1) hPA*f(a + kh)

oSS (P

r=0

—1
)Am“f@—w%) (2.13)
elde edilir. Simdi ilk olarak (2.13) deki ilk toplamn k. teriminin limiti alinsin:

lim (—1)"* (p —k 1) h P AR f(a + kh)

h—0 n—=L
V(1 \n—k [P k-1 _ 1.\p—k
N }lg%( 1 ( n—k )(n k)
n NP, ARf(a+ kh)
% (n — k) (nh)** h¥
= (=) dim (<1 (P (e
n—00 n—k
. pk  AFf(a+ kh)
<Jm (7Z7) < dm =
— f(k) (a) (t B a)7p+k (2 14)
I'(—p+k+1) '
elde edilir cilinkii
. nek(P—k—1 —k
T O [
. (pt+k+)(=p+k+2)..(—p+n) 1
= lim = )
=00 (n — k)=rtk(n — k)! M(—p+k+1)




n—00 hE

— f(a)

dir. Dolayisiyla

m 1. m (k) a —a —p+k
;(—1)” (p . f L 1) h"PAFfa+ kh) = ; fr((—io(i k +) D (2.15)

dir. Simdi (2.13) deki ikinci toplamin limitini bulalim. Agagidaki teorem kullani-

larak s6z konusu limit kolayca bulunabilir:

Teorem 2.3.1. Bir B, (k=1,2,...) dizisi alinsin ve

k—oo

im ay, e =0 (Vk),

Z Oén,k = A (Vk),

lim
n—oo
k=1

> okl < K (Vn)
k=1
oldugu varsayilsin. Bu durumda

lim Z an,kﬁk =A
k=1

n—oo

dur.

ispat.[45].
(2.13) deki sz konusu ifade

1 n 1

I'(—p+k+1) ;

T

(=) T(=p+k+1) (p - T - 1) romte
mp AT f(x —rh)

xh(rh) T

(2.16)
seklinde yazilsin. Teorem (2.3.1) in kullanilmasi igin
—m—1
B, = (=1)"T(—p+k+1) (p T >rm+p,

LA f(x —rh) p_t—a
hmHl ’ n

Q= h(rh)™"
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alinsin. Bu durumda

: _ 1 T p—m—1 —m+4p _
lim §, = rlggo(_l) I'(—p+k+ 1)( . )7“ =1 (2.17)
dir. Bununla birlikte, eger m —p > —1 ise,
n—m—1 n—m—1 Am+1f($ - Th)
. o . m—p
dm D ane = i > h(rh) e
- / " (e — 7)™ D () dr (2.18)

dur. Buradan (2.17) ve (2.18) ile birlikte teorem (2.3.1) uygulandiginda

lim P n_f:_l(—w (p e 1) A™ L f (o — rh)

h—0 —0 r

1 ’ m—p p(m+1
_ r(—p+k+1)/ a(x — )" P D (1) dr (2.19)

elde edilir. Sonug olarak (2.14) ve (2.19) dan

(D2f)(x) = lim f;"(2)

& fW(a)(x —a) Pt
N kz::O I'(—p+k+1)

vy AL A G (LR

elde edilmig olur.

2.4 Riemann-Liouville Kesirli Tiirevi

Bir kesirli-mertebeli geriye farkin bir limiti olarak tanimlanan (2.20) Griinwald-
Letnikov kesirli tiirevi integralli bir terim barindirdigi icin iyi gibi goriinse de
ayni zamanda integralli olmayan bir terim barindirdigi i¢in ¢ok kullanigh degildir.
Bunun {izerine

D2 = () [e—om a2

I'(m—p) \dz a

(m = [p] + 1,2 > a) seklinde 6zel bir integro-diferansiyel tanimlanmigtir ki bu
ifadeye Riemann-Liouville kesirli tiirevi denir[19, 20]. f(z) in m kez siirekli di-

feransiyellenebilir olmasi varsayimi altinda Griinwald-Letnikov kesirli tiirevinden
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elde edilen (2.20) ifadesi, aym varsayim altinda {ist iiste kismi integrasyon uygu-
lanip diferansiyeli alinarak (2.21) den de elde edilebilir. Dolayisiyla

DN = o (1) [ o=
et
B kX::O C(—p+k+1)
e AL
= (DVf)(x), (m—=1<p<m) (2.22)

dir, yani > 0 i¢in m siirekli tiireve sahip f(x) fonksiyonlarimin bir sinifi ele alin-
diginda (2.20) Griinwald-Letnikov kesirli tiirevi (2.21) Riemann-Liouville kesirli
tiirevine denktir. Eger 0 < p < 1 ise bu durumda

1 d / Ft)dt

(:BDgf)(I) = F(l—p)% ([E—t)p

(x > a) (2.23)

olur.

2.5 Caputo Kesirli Tiirevi

(2.21) Riemann-Liouville kesirli diferansiyeli, kesirli tiirevler ve integrallerin geli-
siminde ve onlarin piir matematikteki uygulamalarinda énemli bir rol oynamisg-
tir. Buna ragmen, bu tiirevler modern teknolojinin beklentilerini kargilayamamig-
tir. Uygulamali problemler fiziksel olarak yorumlanabilecek f(a), f'(a), vb gibi
baglangi¢ kogullar1 kullanilabilen kesirli tiirevlere gerek duymaktadir. Riemann-

Liouville yaklagimi Riemann-Lioville kesirli tiirevlerinin

(DE (@) = b
(DS f) (@) = by (2.24)

(D" f)(x) = by

(b, = sabit, k =1,2,...,n)gibi x = a alt snirindaki limit degerlerini iceren bag-
langic kogullar1 dogurmaktadir. Bu tiir baslangic kosullara sahip baslangic deger
problemleri matematiksel olarak basariyla ¢oziilse de, ¢oziimleri pratikte kulla-

nigh degildir, ¢iinkii bu tiir baslangi¢ kosullar icin bilinen fiziksel bir anlam ya
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da yorum yoktur. Burada, bilinen matematiksel teori ile uygulamali teorinin ih-
tiyaclar arasinda bir ¢eligki gézlemlenmektedir. Bu celigkinin mutlak bir ¢oziimii
M. Caputo tarafindan ilk olarak makalesinde |23, 24| ve iki yil sonra kitabinda
[25] verildi. Son olarak da El-Sayed tarafindan da bir ¢6ziim verilmistir [26-31].
Caputo’nun tanimi gu gekilde idi:

y, sonlu (a,x) araliginda siirekli, integre edilebilir, n kez diferansiyellenebilir bir
fonksiyon ve o € R olsun. a > 0 ise

1 e ) (¢)dt
L

I'(n—a) x — )+l

(& Dg () = (n=[a]+1,z>a) (2.25)

tiirevine «. mertebeden Caputo kesirli tiirevi denir. Ozel olarak 0 < a < 1 ise

Caputo kesirli tiirevi,

DN = [ e >0 (2.26)

seklinde olur. @ = n € N ise, bu durumda (°D"f)(z) = f™(z) ve &zel olarak

n = 0igin (“DYf)(z) = f(z) tir. RT iist yar ekseni iizerinde Caputo kesirli tiirevi

1 e f)(4)dt
I

I'(n—a) x —t)entl

(¢ D5 f)(x) = (n=|a]+ 1,2 > a) (2.27)

dir. @« — n i¢in Caputo kesirli tiirevi f(z) in klasik n. tiirevi olur. Gergekten,
0<n—-1<a<nveaX] te her bir X > a i¢in f(z) in n 4+ 1 siirekli simrh
tiireve sahip oldugunu varsayalim. Bu durumda,

(n) —a)"
ImEoENE = Jnd FE?E‘Z . )1>

1

b [ e )

= fO@)+ [ = @), a1,

tir. Bu ise Griinwald-Letnikov ve Riemann-Liouville yaklagimlarina benzer olarak
Caputo yaklagimimin da tamsay1 mertebeli tiirevler arasindaki bir interpolasyonu
sagladiginmi gosterir. Caputo yaklagiminin en biiyiik avantaji Caputo tiirevli ke-
sirli diferansiyel denklemlerin baslangi¢ kosullarinin tamsay1 mertebeli diferansi-
yel denklemlerinki ile ayn1 olmasidir, yani x = a alt sitmirinda bilinmeyen fonksi-

yonlarin tamsay1 mertebeli tiirevlerinin limit degerlerlerini icermesidir.
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Riemann-Liouville ile Caputo tiirevlerinin baglangi¢ kogullar1 arasindaki fark: go-
rebilmek i¢in bu tiirevlere ¢« = 0 da Laplace transformunu uygulayalim. Buna
gore Riemann-Liouville kesirli tiirevinin Laplace transform formiilii

00 n—1
[) e P (oD} f(x))dz = p*F(p) = > p*(eDy " f(@))]i=0, (n — 1 < a < n(R.28)

k=0

dir. Buna karsilik Caputo kesirli tiirevinin Laplace transform formiilii ise

/)Oo e P2 (DY f(x))dx = p*F(p) — nX_:paklf(k)(O), (n—1<a<n) (2.29)

dir. Buradan goriiliiyor ki Riemann-Liouville kesirli tiirevinin Laplace transformu
(2.24) tipinde baglangig kogullarmin kullammina miisaade ediyor ki bu ise onlarin
fiziksel yorumlanma problemini doguruyor. Tersine Caputo kesirli tiirevinin Lap-
lace transformu ise, fiziksel yorumlar: bilinen klasik tamsayi mertebeli tiirevlerin

baglangi¢ degerlerinin kullanimini saghyor.

2.6 Erdelyi-Kober Kesirli Tiirevi

f, sonlu (a,z) araliginda siirekli, integre edilebilir, n kez diferansiyellenebilir bir

fonksiyon, a, 7,0 € R ve a,0 > 0 olsun. Bu durumda,

(Do) = (g ) 7 (1250) (@) (n=[a] +1) (230)

ox°~tdx

tiirevine a. mertebeden Erdelyi-Kober kesirli tiirevi denir [32]. Burada

(n=la]+1) (2.31)

P () /ac 2o (ntat1)—1 f(t)dt

(IZ;,?hLaf) (z) = T'(n—a) (27 — to)a—n+l

dir. Bu tanimlar ve sonuglar1 Samko [35], Kiryakova [83| ve McBride [84] tarafin-

dan verilmigtir. o = 2, a = 0 oldugunda (2.30) bagintisi

d n
(D)) =77 () % (a0 (2:32)

haline gelir. Eger a = n € N oldugu varsayimi altinda (2.30) bagintisi

1 d

ox’~1dx

(D )@) =" () a0 ) (239

sekline gelir.
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2.7 Riesz Kesirli Tiirevi(Potansiyeli)

f, sonlu (a,b) arahiginda siirekli, integre edilebilir, m kez diferansiyellenebilir bir

fonksiyon ve o € R olsun. Bu durumda

_ b (m)
(Rianf)(@) = ! /z ( Ol a € (m—1,m)(2.34)

2T (m — a)cos(i(m;a)”) x — t)emtl

tiirevine a. mertebeden Riesz kesirli tiirevi(potansiyeli) denir [33].

2.8 Hadamard Kesirli Turevi

f, sonlu (a,b) araliginda siirekli, integre edilebilir, n kez diferansiyellenebilir bir

fonksiyon ve o € R olsun. Buna gore

(. Da (@) = ( d >n%)/$ (logf)n_aﬂw, a € (n—1,n)(2.35)

dx n—a)la t t

tiirevine «. mertebeden Hadamard kesirli tiirevi denir |34]. Bu tiirevlerle ilgili
tanmim ve sonuglar Samko [35|, Butzer [85, 86, 87|, Kilbas [88] ve Titura [89]

tarafindan verilmigtir.

2.9 Marchaud Kesirli Tiirevi

f, (0,00) araliginda siirekli, integre edilebilir bir fonksiyon ve 0 < a < m olsun.

Buna gore

Am
(D*f)(x Cam / t{w (2.36)

tiirevine «. mertebeden Marchaud kesirli tiirevi denir.

Burada
argte) = 31 () ste = o, (237
Com = [)OO (1_;—;1)% - F(—a)jfjl(—l)f (?)j“ (2.38)
dir.
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Bu kesirli tiirev tanmimlarindan en yaygin olarak Riemann-Liouville ve Caputo'nun
tanimladigr kesirli tiirevler kullanilmaktadir. Bu ¢aligmada da Caputo kesirli tii-

revi kullanilmigtir.
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BOLUM 3

SAYISAL YONTEMLER

Bir 6nceki boliimde kesirli kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin sayisal olarak
¢oziilebilecegi soylenmigti. Bu denklemlerin sayisal olarak ¢oziilmesinde kullanilan

baz1 metodlar agagida verilmigtir:

3.1 Spline(Ara Enterpolasyon) Fonksiyonlar: ve Me-

todu

Spline fonksiyonlarinin ilk kullanimi 6nceki yiizyilin baglarina dayanir. Parcali
lineer fonksiyonlar baslangic deger problemlerinin ¢éziimiinde Peanonun varlik
ispatiyla baglantih olarak kullanilmigti, ancak o zamanlar bu fonksiyonlara spline
fonksiyonlar1 denmezdi. Spline fonksiyonlar kavrami ilk olarak Schoenberg, Sard
ve digerlerinin ¢ahigmalariyla ortaya ¢ikmigtir [129]. Spline fonksiyonu kabaca,
belli kosullar altinda kendisi ve tiirevleri siirekli olan bir parcali fonksiyondur.
Bu fonksiyonun yaklagtirma, enterpolasyon ve egri uydurulmasi gibi uygulama-
larda ¢ok bagarihdir [130-133]. Bundan dolay1 bu tiir problemlerin ¢oziimiinde
en iyi yaklagtirma fonksiyonunun spline fonksiyon oldugu kabul edilmistir. Daha
sonralari da hem pratik hem de teorik caligmalarda spline fonksiyonlari énemli 61-
ciide ilgi haline gelmigtir. De Boor [134-136], Ahlberg [130], Loscalzo and Talbot
[137,138|, Bickley [139], Fyfe [140,141], Albasiny ve Hoskins [142|, Sakai [143-
145], Russell ve Shampine [146|, Micula [132,147|, Rubin ve Khosla [148], Rubin
ve Graves [149], Daniel ve Swartz [150], Archer [151], Patricio [152,153], Tewarson
[154,155|, Usmani [156-158]|, Jain ve Aziz [159,161|, Surla [162-165|, Iyengar ve
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Jain [166], Chawla ve Subramanian [167-169|, Trodotou-Ellina ve Houstis [170],
Rashidinia [36], Fairweather ve Meade [171] gibi bir ¢ok aragtirmaci diferansiyel
denklemlerin ¢6ziimiinde polinom ve polinom olmayan spline metodlarini kullan-
mustir. Kiibik spline metodu ilk olarak Bickley tarafindan iki noktali lineer sinir
deger problemlerinin ¢6ziimiinde kullanilmigtir [139]. Bickley, séz konusu prob-
lemler icin bir diskritizasyon denklemi olarak siireklilik kogulunu kullanmigtir.
Daha sonra Fyfe da Bickley’in 6nerdigi metodu lineer sinir deger problemlerini
ele almigtir[140].

Spline fonksiyonlar: belirli siireklilik kogullari ile birbirine baglanan araliklarda
tanimlanmig polinom tipli fonksiyonlardir. xq, 21, ..., z, gibi 2o < 7 < ... < z,
kogulunu saglayacak gekilde diigiim noktasi denen n + 1 nokta belirlenmig olsun.

k > 0 gibi bir k sayis1 alinsin.
S(x) = a; + bi(x — ;) + ci(x — ) + ... +di(x —x)* (i=0,1,...,n—1)(3.1)

Goriildiigii iizere S fonksiyonu span{l,x,an, ,xk} bi¢imindedir. S fonksiyonu,
her bir [x;_,z;] araliginda k. ya da daha kiigiik dereceden bir polinom ise ve
(g, x,] arahgmda (k — 1). dereceden siirekli tiirevlere sahipse bu fonksiyona
Zo, X1, ..., L, digiim noktalarina sahip k. dereceden spline fonksiyon denir, yani
S fonksiyonu derecesi en fazla k olabilen (k — 1). dereceye kadar siirekli tiirevleri
olan siirekli, parcali bir fonksiyondur. Ornegin 0. dereceden spline fonksiyonlari

sabitlerdir, 1. dereceden spline fonksiyonlari lineer fonksiyonlardir.

To I o 23 o o ¢

S

2

Sekil 3.1: 1. dereceden spline fonksiyonu

Polinom seklindeki spline fonksiyonlar1 icinde en ¢ok kullanilan kiibik sp-
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line fonksiyonlaridir. Kiibik spline fonksiyonlar (3.1) deki & = 3 halidir, yani
span{1,z, 2% 23} bi¢cimindedir. Spline fonksiyonlar1 yukarida oldugu gibi polinom
olmakla birlikte polinom olmayabilir de. Biz de ¢caliymamizda span{1, x, cos kz, sin kxz }
bi¢imindeki non-polynomial kiibik spline fonksiyonlarin1 kullanacagiz. Burada k
parametresi, metodun dogrulugunu artirmak icin kullanilan frekanstir. Simdi ki-

saca non-polynomial kiibik spline fonksiyonlarin1 ve metodunu inceleyelim:

3.2 Non-polynomial Kiibik Spline Fonksiyonu ve
Metodu

n, keyfi bir pozitif tam say1 olmak iizere, [a,b] araligim z; = a + ih, (i =
0,1,2,....,n, a = xg, x, = b, h = (b — a)/n) grid noktalarin1 kullanarak n esit

alt araliga bolelim.

u(z) analitik ¢Oziim olsun ve w;, (z;,u;) ve (x;11,u;4+1) noktalarindan gegen
non-polynomial kiibik S;(z) fonksiyonundan elde edilen u(x;) nin bir yaklagik
noktast olsun. S;(x), z; ve x;;1 noktalarinda enterpolasyon kogullarim saglamali-

dir ve buna ek olarak ortak (z;,u;) noktalarinda birinci tiirevi siirekli olmalidir.
Si ([L’),

Si(z) = a; + bi(x — ;) + ¢;sinT(x — ;) + dicost(x — x;), (i =0,1,...,n—1]3.2)
seklinde yazilir. Burada a;, b;, ¢; ve d; sabitler ve 7 keyfi bir parametredir.

Sa

Sn—B

S"mnl

i 4 ¥
T3 o o 0 Tn—2 \ In

Sekil 3.2: Non-polynomial kiibik spline fonksiyonlar:
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1 11

SZ(ZEZ) = Uy;, SZ‘(ZEZ'+1) = ui+1, S (ZEZ) = ]\4Z S (Ii—i—l) = Mi—l—l- (33)

esitlikleri kullanilarak bu sabitler w;, u; 1, M; ve M;.; cinsinden bulunabilir:

Si(z;) = a; + d; = (3.4)

Si(ziv1) = a; + bih + ¢;sin @ + d; cos 0 = u;yq (3.5)
Si(z) = b; + Tc;cosT(x — x;) — Td; sinT(x — x;) (3.6)
S!(x) = —7?¢;sinT(w — x;) — 72d; cos T(x — ;) (3.7)
SY(w) =~ = My = dy = (3.8)

S (zi41) = —7° (c;sinf — d; cos 0) = M4 (3.9)

(3.8), (3.4) ve (3.9) da yerine konursa

M

a; = U; + ? (3'10)
MZ‘COSQ — MZ'+1
i = ; 3.11
¢ 725100 (3.11)
elde edilir. (3.10) ve (3.11), (3.5) te yerine konursa

i1 — U | Mg — M,

b= LU L (= ) (3.12)

h 70

esitligi elde edilir. (z;,u;) noktasinda birinci tiirevin siirekliligi, yani S; | (x;) =

Si(z;) (i =1,...,n — 1) esitligi kullanilarak
OéMZ‘_H + ZBMZ + OéM‘_l = (1/h2)(u2+1 - QUZ -+ ui_l) (313)
bagintis: elde edilir. Burada, o = (—1/6% + 1/0sin6), § = (1/6% — cosf/0sin )

ve 6 = 7h dir [36].
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3.3 B-Spline Metodu

[saac Jacob Schoenberg tarafindan bulunmugtur ve splinelarin baz fonksiyonlari
olarak kullanilmasindan dolay1 (basis spline) mn kisaltilmigi olarak B-spline den-
migtir. Enterpolasyon teorisi, 6zellikle kimyasal reaktor teori, aerodinamik, kuan-
tum mekanigi, optimal kontrol, difiizyon islemi ve geofizik gibi miihendisligin bir

cok alaninda cok 6neme sahiptir. Bu teoride B-spline 1n kullanilma nedenleri:

i. Karmagik bir fonksiyonu daha basit bir polinomun lineer kombinasyonuna dé-
niistiirebilir.

ii. Polinom enterpolasyonu, tiirevinin kolay alinmasi ve koklerinin kolay buluna-
bilmesinden dolay1 pratikte kullanilan metodlarin en iyilerinden biridir.

iii. B-spline polinomu, her bir parcasi, kolayca olusturulabilen ve birbirlerine tek
tek diizgiin bir sekilde baglanmig diigiik dereceli bir polinomdur.

iv. Siir kosullarinin kullanilmasindan dolay1 B-spline fonksiyonlari, yaklagim te-

orisinde cok aktif rol alirlar.

Belli bir tanim aralhig: iizerinde tanimlanmig keyfi dereceden her spline fonk-
siyonu, ayni derece ve tamim araligi iizerinde B-spline fonksiyonlarinin bir lineer
kombinasyonu olarak gosterilebilir [136]. Aym zamanda s6z konusu bu egriler,
spline yaklagimi ile tutarlidir yani diigiim noktalarinda dereseninden daha kiiciik

mertebeden tiirevleri stireklidir.

la,b] C R sonlu bir aralik ve {zo,21,...,x,} ler diigiim noktalar1 olmak iizere
Q, = {zo, 21, ..., 25}, [a,b] nin bir parcalanig1 olsun. By ;(x), (i € Z) k. mertebe-

den bir B-spline olsun. Bu durumda;
i. Sllpka,i = [$i>37i+k+1]

ii. By;(z) >0, VoeR
iii. ¥ Byi(z) =1, VzeR
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dir [136, 128]. Ornegin 0. dereceden B-spline tabani

(
i 1, T € [ZEZ‘,.TZ‘ 1]
Bo(z) =4 ! (3.14)
IKO’ diger durumlar
Boi()
1 4

Sekil 3.3: By;(x) tabam

seklinde tanimlanmigtir. £ > 0 mertebeli B-spline tabanlar ise, de Boor tarafin-

dan tanimlanan asagidaki de Boor rekiirsiyon formiiliinden belirlenebilir:

Bus(a) — <l> Be1:(z) + <M> Bevina(z)  (315)

Titk Titk+1 — Tit1

B-spline tabanlarin yukaridaki rekiirsiyonu sagladigini ispatlayalim:

ispat.
(t—2)fF "t =(t —2)(t —2)F? (3.16)

carpiminin k. boliinmiig farkinin bulunmasi i¢in Leibniz kurali uygulansin. Leibniz

kurali; f ve ¢ iki fonksiyon olmak iizere

(f9)lzo, T1, s n] = flolglzo, 21, ..., wp]+f w0, m1]g[w1, D2, ooy WA A f [0, 21, o, 0] g 0]

seklinde tanimlanmig idi. Bu kural (3.16) ya uygulanirsa

Ly Liglyeeey xiJrk] = ((t - .T)(t - x)k72) [xh Lig1y ey xiJrk]

t—

)
o)) (t — @) 2w, i, oo, Tigs]
t— ) [2i, 21 ) (t — 2)F 2 @i, o, Tig]
)

(
(
(
(

t— 2)[wi, Tig1, Tiso) (t — ) P [Tig2, s Tigr]

+ o+ o+

oA (=), e Tk (= ) ]

(2 — @) (t — )" [, Tiga, oo Tigr) + 1 — 2)" [, Tiga, o, 4] 3.17)
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olur, ciinkii

(t—z)z] = (z—x)
(Tig1 — ) — (v, — @)

t—x Tiy, Lit1 = =1
(t = o)lai, i1 P
(t — 2)[@is1, Tigo] — (¢ — @) 2, Tiy1]
L —2)|Ti, Tig1, Tiyo] =
(t = )i, i1, 112 P
Tit2—ZT—Tit1+T  Tip1—T—Ti+T
Tit2—T4 Tit1—T4
pu— pu— O
LTito — Xy

ve dolayisiyla r > j + 1igin (t — z)[x;, ..., 4] = O dir.

loza)

Tit1, ‘~‘7Iz‘+k] - [xz‘, ~w%+k—1])
Litk — L4

(Ii - 1')[1'“ . xi-i—k] =

oldugundan (3.17) esitligi

(x — xy) (

(t — ) g, i) = t— ) 2y, ri]

Titk — Ty
T, — & _ _
+ g(t — .T)k Q[xiJrl, ceey xi+k:| + (t — [L’)k 2[.CEZ‘+1, P xi+k]
Titk — Ty
(x — x) k—2
- — t— Gy ey g _
Tirk — -Ti( x)* Tith1]
Z; — T _
+ M(t—x)k 2[Zis1, oo Tisk]

Litk+1 — Li
seklinde de yazilabilir ki bu ise (3.15) tir.
Bu halde (3.14) den ve (3.15) rekiirsiyonundan yiiksek dereceden B-spline
tabanlar olusturulabilir:

1. dereceden B-spline tabani

(
| oo, @€ [, @]

Byi(z) = { ﬁ7 T € [Tit1, Tito)] (3.18)
:t(), diger durumlar

seklinde olur. 2. dereceden B-spline tabam

‘)27 YIS [Iivxi-f—l]

®
|
5

1 h2 + Qh(l' - xi—l—l) - 2([[’ — IZ‘_H)Z, x € [Ii—l—lu IH_Q]

(Tiys — )%, T € [Tito, Tits]

e ————— N ———

=

diger durumlar
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Byi(z)

Z; Tig1 Tit2

Sekil 3.4: By ;(x) tabam

By ()

Zi Ti+1 Tivo Tiy3

Sekil 3.5: By ;(x) tabam

dir. Son olarak 3. dereceden B-spline tabani ise

(Z’ - xi)3a T € [xi,.’ﬂlqu]

h3 + 3h2(x — ZEH_l) + Sh(l' - ZEZ‘+1)2 — 3(.’[’ — IZ‘+1)3, x € [Ii—l—lu Z'H_Q]
1
B3,i(x) = @ h3 + 3h2($i+3 - .T) + 3h(xi+3 - .T)Z - 3(.’[’2'_‘_3 - Z‘)3, T e []IH_Q, IH_(«(JBQO)

(Tips — iU)Q, T € [Tiy3, Tiqa

e e

=

diger durumlar

dir. Dolayisiyla istenilen mertebeden tabanlara bagh olarak bir spline fonksiyonu

n+2

S(ZL‘) = Z Csz‘,z
i=1
seklinde tanimlanir. Burada C' ler sabitlerdir.
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1/6

Sekil 3.6: B;;(x) tabam

3.4 Sonlu Eleman(Galerkin) Metodu

Tanim 3.4.1. (Skaler Carpim) f(x) ve g(x) iki reel degerli fonksiyon olsun. Bu

fonksiyonlarin i¢(skaler) ¢arpima
b
<fig>= [ f@)ga)da
seklinde tanimlanir. Bu tanimdan yola ¢ikarak bir f(z) fonksiyonunun normu

= V=7 7= = ([ 1fpar)

seklinde tanimlanar.
Eger < f,g >=0ise f(x) ve g(x) ortogonaldir denir.

Tamim 3.4.2. (Bir Vektir Uzayinin Bazi) V' bir vektor uzayr ve S = {;(x)}.2,

bir fonksiyonlar kiimesi olsun. Herhangi bir f(x) € V' fonksiyonu, ¢ fonksiyonla-

rinan tek tirli belirli bir lineer kombinasyonu, yani

f(z) = i)cz'%(ﬂ?)

olarak yazilabiliyorsa, lineer bagimsiz p;(x) (i =0, ..,00) fonksiyonlarina, V vek-

tor uzayinin bir bazi denir.
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Ornegin V biitiin polinomlarin kiimesi ise S = {¢;(z) = 2'};°, kiimesi V nin bir

bazidir.
Lemma 3.4.3. f(x) € V olsun. Her ¢; € S igin < f,p; >=0 ise f(x) =0 dur.
Tanim 3.4.4. (Agirlikly Rezidi Metodlar)

Bir agirlikh rezidii metodu sonlu sayida S = {¢;(z)};_, fonksiyonlarimi kullanir.

Lly(z)] bir lineer diferansiyel operatorii olmak iizere
Liy(x)]+ f(z) =0, a<zxz<b (3.21)

diferansiyel denklemini ele alalim. (3.21) diferansiyel denklemi herhangi bir w(z)

agirlik fonksiyonu ile ¢arpilip [a, b] araliginda integre edilirse

[ wia) (L] + 7)) dr =0 (3.22)

elde edilir. Burada (3.21) ve (3.22) denktir ¢iinkii w(z) keyfi bir fonksiyondur.

(3.21) diferansiyel denklemi i¢in

M@=%+§%%@

seklinde bir ¢oziim tammlayalim ve (3.21) te y(z) yerine u(z) yazalim. Bu du-

rumda rezidii
Liu(x)] + f(z) =0 (3.23)
seklinde tamimlanir. Simdi amag, segilen w(z) agirlik fonksiyonuna gore

tﬁw@g@wuﬂ+ﬂ@ymzo (3.24)

kogulunu saglayacak u(x) ¢6ziim fonksiyonunu olugturmaktir.

En 6nemli agirlikh rezidii metotlarindan biri Rus Matematik¢i Boris Grigoryevich
Galerkin(1871-1945) tarafindan olugturulmusgtur. Galerkin, agirlik fonksiyonlarini
ozel olarak baz fonksiyonlar: arasimndan segmisti, yani w(z) € {¢;(z)};_, idi. Bu

durumda beklenen sey
b
/www@w@n+ﬂ@ymzq i=1,2..,n (3.25)
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seklindeki n tane denklemin dogru olmasidir. Bu metodun uygulanmasi i¢in yapi-
lacak tek sey, n tane denklemin ¢oziilerek {c;(x)};_; katsayilarmm bulunmasidir.
Problemlerimizde Galerkin metodunu su durumlar1 géz 6niine alarak uygulaya-
cagiz:

i. T:0=xy<z1<..<mp <xpe1 =1, (0,1) araligimin bir parcalans,

ii. VY = {v:v, T, iizerinde siirekli ve parca parca lineer bir fonksiyon ve
v(0) = v(1) = 0},

iii. ¢, (i =1,..,n), Vj, min bir baz olsun. Bu baz

(
] ==tz <z <

wi(z) = { %, T <x <X (3.26)
:(0 , diger durumlar

seklinde tammmlanan gapka fonksiyonu(hat function)dur ve tiirevi de

(
i h%.; Tig Sr <

pi(z) = { h;ll, r; <o < @iy (3.27)
:LO , diger durumlar

dir. Burada h; = x; — x;_1, hi11 = x;41 — x; dir. x; araliklar birbirlerine egitse

h; = h;y1 = h dir ki cahgmamizda z; lerin esit uzaklikli oldugu varsayilacaktir.

Sekil 3.7: Sapka fonksiyonlar:
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BOLUM 4

SAYISAL ORNEKLER

4.1 Problem 1.

+ q(z, 1) (4.1)

u(z,0) = 23, (0 < z < 1) baglangi¢ kogulu ve u(0,t) = 0, u(1,¢) = e~ (¢t > 0)
2.8

sinir kogullari ile verilmig difiizyon denklemini ele alahm. Burada d(z) = F(2'26)x '

difiizyon katsayisi, q(z,t) = —(1 +x)e '23 kaynak fonksiyonudur. Bu diferansiyel

denklemin « = 2 i¢in analitik ¢oziimii u(z,t) = e 'z tiir.

Kesirli difiizyon denklemleri, son yillarda miihendislik ve bir ¢ok fiziksel ve
kimyasal siiregleri modelleme alanlarinda ilgi odagi haline gelmigtir [89-126|. Bir
cok aragtirmaci, tek boyutlu kesirli difiizyon denkleminin ¢oziimlerinin varhgim
ve yaklagik ¢oziimlerini verdi. Bu denklemin analitik ¢Oziimii i¢in iki basamakl
Adomian decomposition metodu kullanildi [49]. Mingrong Cui yiiksek mertebe-
den kompakt sonlu fark gsemasi olugturdu ve duraganhk analizi yapt1 [65]. [66] da
bu problemin ¢oziimii i¢in sonlu fark metodu uygulandi ve baz 6rnekler verildi .
[67] de niimerik metodlar kullamlarak sonlu bir tanim kiimesi iizerinde degigken
katsayili kesirli difiizyon baglangic-sinir deger probleminin bir sinifi incelendi ve
duraganhk, tutarlihk ve yakinsaklik analizi yapildi. [48] de yenilenmig decompo-

sition metodu ile kesirli difiizyon denklemi analitik olarak ¢oziildii. Bu calismada
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kesirli difiizyon denklemi niimerik olarak iki farklh metod ile ¢oziilecektir:

i. Bu difiizyon denklemini 6ncelikle non-polynomial spline metoduyla niimerik
olarak ¢ozelim:

(4.1) diferansiyel denklemi, (z;,u;) grid noktalarinda Caputo kesirli tiirevi kulla-

milarak

i — Ji 1 Zi _ "
= k: I d; {m /0 (2 — 1) ™" u; ()dp| + g, (4.2)

seklinde diskritize edilebilir. Burada kisalik agisindan d; := d(x;), fi:= f(x;) =
w1 ve g; := q(z;,t;) olarak alinmigtir. Dolayisiyla

u; — fi di
T2 ¢ (4:3)

dir ki, burada I = [ (2; — )~ %%u; (u)dp integralidir.

i
Bu integrale iki kez kismi integrasyon uygulanirsa

36 =

—_— 72'8 .
=5 |, ui(p)dp (4.4)

(2 — 1)

elde edilir. u;(p) bir 4 = x; noktasinda Taylor serisine acilip, (4.1) de yerlerine

konulursa
w—fi  di 36 i —28
r = Ty o ) | (@i = 2tan
’ T _ U/;/ €T; i _
T AN T TR L P e B OF)

elde edilir ve cebirsel ara iglemler sonucu da

o ; fi _ —2ax3u; (2;) + axuy(x;) + bryui () + ;. (4.6)
elde edilir. Burada a := ISFF((S'QQ)), b= I;FF(((?"ZZ)) dir. (4.6) da M; = u, (x;) yazilirsa
u; — f; o 3 2/
= —2ax; M; + axiu,(z;) + bryui(z;) + g;. (4.7)

bagintist elde edilir. (4.7) de M; yalmz birakilirsa

/
elde edilir ki burada ¢; 1= 5, d; 1= “Zikel ;= LI iy,

u nun birinci tiirev 6zdeglikleri

—up 1 + du; — 3wy
2h

P Wil — Ui o B — Au 4w

WE Ty i E o

~

, (4.9)

’
y Ui
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seklindedir. Bu 6zdeglikler (4.8) de kullanihirsa

olur. Benzer gekilde
3w 1 — 4u; + u,—
My = i o b diuig e (4.11)
M1 =ci = o7 -+ diqui—q + e (4.12)

esitlikleri elde edilir. Bu egitlikler (3.13) te yerine konulursa, agagidaki (n + 1)

bilinmeyenli, (n — 1) lineer denklem elde edilir:

{ c b sa + ad,; ! Ui—1 +
C; -G 57 Ci— ad;— i—
oh R 2n ! Poopz)
2c 2a 2
|: h —Cit1 + 25(1 + h —Ci—1 + h2:| +
3a B « 1
{2]10@-1-1 + = h ﬁci—l +adi 1 — 2 Uit1
—(ozeiﬂ + 2561 -+ 0461;1). (413)
« 15} 3a
b = gpem TG gpamtadio =gy
2c 2x 2
c2 = hcz+1+26d+hczl+h
3 = 2P tad !
C = —C — —C;— aa; - -
2R LT G T g R

vazilirsa asagidaki matrisler elde edilmig olur:

( 1 0 0 O 0 0
cl 2 3 0 0 O
0 ¢l 2 3 0 0
0O ... 0 0 ¢l 2 3
L .. . .0 0 1
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u(0,t) =0 W
—(aeg + 20e1 + aeg)
—(aey + 2Pey + aeg)

—(aen_o + 28,1 + aey)
u(l,t) =e?

U = [ug, u, ..., uyn)'. (4.14)

Matlab 7.0.1 programi yardimiyla AU = B denklem sisteminin ¢éziimiinden U
yaklagik sonucu elde edilir. Niimerik ¢6ziim sonucu n nin farkl degerleri igin

bulunan maksimum mutlak hatalar Tablo 1. de listelenmigtir.

4.2 Niimerik Dagilim Bagintilari

Bu boliimde yukarida uygulanan yontemin ve ortaya c¢ikan ¢oziim gemalarinin
tutarh ve yakinsak oldugunu gostermek icin niimerik dagilim analizi yapilacaktir.
Bu ise (4.1) diferansiyel denkleminin niimerik dagilim bagintilarinin bulunup kar-
silagtirilmasiyla miimkiindiir. Bunun igin de (4.1) denkleminin (4.13) lineerlegtiril-
mig formu ile (4.1) siirekli formlarinin dagilim bagmtilar bulunarak kargilagtirma

yapilacaktir. Niimerik dagilim bagintilar
,&21 — ,&e’i(jkAétJrnwAt)’ i = /_1 (415)

kullanilarak elde edilir [68, 69]. Kisalik agisindan, lineerlestirilmis denklemin «

coziimii yerine u, k := kAzx ve @ = wAt yazihirsa

u? = eIk (4.16)

elde edilir. Diskrit dagilim bagintisi ile siirekli olanini kargilagtirmak icin o = w(k)

yazilsin. Simdi 6ncelikle (4.13) kesikli durumun dagilim bagintilarim bulalim:

u? = ek (4.17)
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idi. Benzer sekilde

ul_ = et (U= Dk+na) (4.18)
u?_i_l — aei((j+1)]2+n®) (419)

yazilip (4.13) te yerine konuldugunda

e’k ne) (cle’”_C +c2+ 036”_“) = —(ae(zjy1) + 28e(x;) + ae(xj—1))  (4.20)

elde edilir. Buradan

@) _ —(ae(xj11) + 2pe(x;) + ?46(373'71))
(cle—ik +c2+ 0362"“) 1

el (4.21)

elde edilir. Burada @ = 1 olarak alinabilir. Dolayisiyla gerekli diizenlemeler sonucu

B

= nw = —iln(D) — jk+iln (cle ™™ + 2 + c3¢™) (4.23)

= W= % [—iIn(D) — jk +iln (cle™ + c2 + c3e™)]| (4.24)

= (k) = % [—iln(D) — jk + iln (cos(k(cl + ¢3)) — isin(k(cl — ¢3)))] (4.25)

[—iln(D) — jkAx 4 iln (cos(kAx(cl 4 ¢3)) — isin(kAz(cl — ¢3)))]
(4.26)

" nAt

bagntisi elde edilir ki burada D = (ae(xj11) + 208e(z;) + ae(xj_1)) dir.

Simdi de siirekli kismin dagilim bagintis1 bulunacaktir. Bunun igin (4.7) den

U + Alum + AQUI + Ag’LL + A4 =0 (427)

bagintis1 ele almsin. Burada A; := 2ax?, Ay := —ax?, A3 := —bx; ve Ay := —q;
dir.

u = 6i(kx+wt) (428)

oldugundan buradan

i(kx+wt)

u, = ike . Uy = — k2t kret)

Uy = dwelketet (4.29)
elde edilir. (4.29) bagmtilar1 (4.27) de yerine konulursa
,L'wei(k:l?-i-wt) o A1k2ei(k$+wt) + AQikei(k:B-i-wt) +A36i(k$+wt) +A4 — O (430)
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- ei(karwt) (zw _ Ale —f-Angf +A3) +A4 =0 (431)

= eiwteika: (zw —A1k2 —|—AQZ]{I+A3) +A4 =0 (432)

_A4€fikx

w — A1k2 + Aglk’ + A3

= ¢ = (4.33)

(L 49)" (AR + Agik + Ag) — Ay(cos(kz) — isin(kx))
W i1+ 1) (4.34)

elde edilir. Elde edilen bu (4.26) ve (4.34) bagintilar1 Matlab 7.0.1 program yar-
dimiyla karsilastirilirsa asagidaki grafik elde edilir ki bu da yukarida uygulanan

yontemin bu problem icin tutarh ve yakinsak oldugunu gosterir.

DAGILIM y
T T

x

2 4

Sekil 4.1: (4.26) ve (4.34) nin kargilagtirilmas:

(oziimiin tutarli ve yakinsak olmasi icin egrilerin birbirini en az bir noktada
kesmesi gerekiyordu, grafikten de goriildiigii iizere egriler iki noktada kesisti. Do-

layisiyla uygulanan yontem ve ¢oziimler tutarhdir ve yakinsaktir.
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ii. Simdi (4.1) diferansiyel denklemini Galerkin metodu ile niimerik olarak ¢oze-
lim:
Kesirli difiizyon denkleminde spline metoddaki gibi Caputo kesirli tiirevi kullani-

lip gerekli cebirsel ara iglemler yapilirsa

2akz*u’ — akx*u + (1 — kxb)u — f(z) — k(1 4+ z)et2® =0 (4.35)

elde edilir. Burada hatirlatmak gerekirse a = 1311:((322 b= ISQFF(( idi. Simdi (4.35)

diferansiyel denklemine Galerkin metodunu uygulayalim:
1
/ w (2akz3U" — aka®U’ 4 (1 = kab)U — f(a) — k(1 + z)e*‘gﬁ) de =0, YW(x) eV (4.36)
0
olacak gekilde bir U(x) yaklagik ¢oziimii bulunacaktir. Diizenleme yapilirsa
1 1
/ (2akx3WU” —aka®WU +(1 - kzb)WU) do = / (Wi(z) + Wkl + 2)e ta®)da (4.37)
0 JO
elde edilir. (4.37) egitliginde fol 2akxWU" dx integraline kismi integrasyon uygulanirsa

1 1" / 1 ! ! !

/ 2k WU dx = 2akz®WU']} — / (6akz® WU + 2aka®W' U )de  (4.38)
Jo Jo

elde edilir ki burada [2akz3WU']§ = 0 dir ¢iinkii W(0) = W (1) = 0 dir. (4.38) esitligi

(4.37) de yerine konursa

1 1
/ ((1 ~ keb)WU — Taka?WU — 2akx3w'U') do = / (WF(z) + Wkl + z)e ta®)da (4.39)
0 Jo

elde edilir. Burada
n n n n
z) =Y cipi(x), U'lz) = cejx), W)= sipi(x), W)= si(z)
J=1 Jj=1 i=1 i=1

kullanihirsa U (z) yaklagik ¢oziimii bulunabilir. Bu esitlikler (4.39) da yerine konulursa

n

/1 [zn:(l — kab)s;p;(x) zn: cjpj(z) — zn: Taka®s;p;(x) Z cj e (@)
SOy =1 i=1 =1

n

n n 1 n
_ Z 2akz?’s,i<p; (z) Z cjgp_; (z)]dx = / |:Z sipi(z) f(z) + Z sipi(z)k(1 + z)eitz?’ dx (4.40)
i=1 Jj=1 0 i=1 i=1
elde edilir. |i — j| > 1 oldugu durumlarda [; ©lpidr =0, I @ipidr =0 ve [ jpide =

0 dir, ¢iinkii |i — j| > 1 oldugunda ¢; ve ¢; cakigmazlar yani ortak noktalar1 bulunmaz.

Buna gore gerekli diizenlemeler sonucu

> / zcj — kab)ip;(2)pi(w) — Taka® ) () pi(x) — 2aka’ s} (2)¢)(x)) da

2”: S /01 ( )f(x) + @i (x)k(1 + az)e*tajg) dz (4.41)

=1
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elde edilir. aj(z) = 1 — ka;b, ao(w) := —Takx? ve az(x) := —2akz} dersek i =
7 =1,.,ni¢in
_ 2h / ro
o2 = | (a1(x)p1p2 + aa(x)pip2 + az(w) @) py)dx
3h
gy = A (a1(x) a2 + az(x)pypa + as(x)pyph)de
_ 3h / ro
o = | (a1(x)p3p2 + az(x) w302 + az(v)Psps)dr,
t=m,j=1,..,n icin
_ mh / / ' Vd
Am-tym = l)h(al(w)wmflwm + a2(2)Prp_19m + a3(2) P19, ) dx
—
(m+1)h / o
Qmm, = /( I (a1(@)mPm + a2(2) Py, om + a3(T) Py, Py, ) dx
J(m—
(m+1)h , , ,
E(m4+1)m — N (al (w)SDm-HSOm + a2 (1')90m+190m + a3(x)90m+190m)d33’
m.

vei=n—1,75=1,..,nic¢in

(n—2)h
Oy = [ @@ apnt 0@ apns 050 P aP )
(?’l)h / / /
An—1)(n-1) = /(n_Q)h(al(x)sonwn1+a2(x)90n_1son1+a3($)90n_190n_1)dw
(n—1)h , ,
Any(n—1) = [m (a1(z)pnen—1 + a2(@)pnpn—1 + a3(x)Pren_1)dr,

1 0 0 0 0 0 |
12 Qo2 (32 0 0 0
0 a3 a3z au3 0 0
Ai
0 . 0 0 an-2@m1) AUn-1)n-1) nn-1)
0 0 1

Benzer gekilde (4.41) esitliginin sag tarafi da B matrisi olarak
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( w(0,4) = 0

f((:jll));? on(f(x) + k(1 + w)eitaj
L u(l,t) =et

seklinde bulunur. Dolayisiyla AC' = B denklem sisteminin ¢oziimiinden C' = [c1, ca, ...

[ oo (f @) + k(1 + 2)eta®)da
Jonto3(f(z) + k(L + 2)eta®)dx

3dx

’Cn]

elde edilir. Elde edilen bu ¢; ler U(x) = 3_7_; ¢jp;(z) te yerine konulursa U(x) yaklagik

¢Oziimii elde edilir. Niimerik ¢6ziim sonucu n nin farklh degerleri i¢in bulunan maksimum

mutlak hatalar Tablo 1. de listelenmigtir.
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Tablo 1: Maksimum mutlak hatalar, & = 0.01

n  Spline metodu

Galerkin metodu

62]

|67]

11 8.762e-04
21 1.265e-04
61 6.307e-05

121 1.591e-05

§\

Sekil 4.2: Problem 1 de u(x,t) nin ¢oziim grafigi, n = 81, k = 0.01

\\W

AT

AN
TR
R R

AT R R

9.242e-04
5.762e-04
1.723e-04
6.175e-05

A\
NN
A\

Ny \ \ N

LT TR AR R N

R

N Ninn
\

A\
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0.10446
0.10518

1.822e-03
1.168e-03
8.644e-04
6.848e-04




Kesirli tiirevli diferansiyel denklem sistemleri mekanik, viskoelastiklik, biyoloji, fi-
zik ve miihendislik ve bunun gibi diger uygulamalardaki problemlerin modellenmesinde
sikca kullanilmaktadir. Genel olarak, s6z konusu denklem sistemlerinin bir gercek ¢o-
ziimii bulunmamaktadir ancak belli metodlarla yaklagik ¢oéziimleri elde edilebilmigtir.
S6z konusu metodlar homotopy perturbation metodu [172,173], Adomian decomposi-
tion metodu [174-176], variation iteration metodu [177,178] ve homotopy analysis me-
todudur [179-183|. Bu ¢oziimler analitik ¢oziimlerdir, séz konusu denklem sistemlerinin
sayisal c¢oziimleri bulunmamaktadir. Bu ¢alismada lineer ve lineer olmayan kesirli tii-
revli diferansiyel denklem sistemleri non-polynomial kiibik spline ve Galerkin metoduyla

¢oOziilmiigtiir:

4.3 Problem 2.

dlS

S +u=x%—22%+ 6z
{ 1Z (4.42)
ldd:c —a;dgg—l—uv—a;Q—x

u(0) = u(1) = 0, v(0) = v(1) = 0 baglangi¢ kosullar1 ve u(x) = 23 — x, v(zr) = 2> — x

analitik ¢Ozlimleri ile verilen lineer olmayan kesirli diferansiyel denklem sistemini ele
alalm. Bu problemi non-polynomial kiibik spline metoduyla ¢ozelim. Onceki sorudan

benzer olarak uz-l'S tiirevi

36 Zi _ ’ Tq _
ul® = ey i) [ ) i) [ = )
u, () [ _
+J%QA (@ — 1) ~"%dp) = giwi + hiug + miu (4.43)
4718 92708 18292 .. .
olarak bulunur. Burada g; := m, h; == m ve m; = m dir. Benzer gekilde

vil's tiirevi de

36 Ti ’ Ti
1.8 _ (2 C— )28 (24 c— )18
1 = ey ) [ @t vt [ ) S

"

Y (xl) vi ) -0.8 I o i
+T A (x; — p)°dp) = giv; + h;v; + m;v; (4.44)

olarak elde edilir. Elde edilen bu tiirevler (4.42) de yerine konursa
(
(1 + gi)ui + hiu; + miu;' — xw; = $? — 2$Z2 + 6x;
(4.45)
L9ivi + hiv} +mpv) — zul 4+ wjv = 27 — @

38



lineer olmayan diferansiyel denklem sistemi elde edilmig olur.

i. (4.45) diferansiyel denklem sisteminde ilk olarak

(14 gi)ui + howj + miu] — z) = ) — 207 + 6x; (4.46)
diferansiyel denklemini diskritize edelim: (4.46) da u] = M; yazilirsa

(1 + gi)ui + hquj + m; M; — zv) = 2 — 27 + 615 (4.47)

elde edilir. Bu egitlikte M; yalniz birakilirsa

M; = Gyu; + Hyul, + Kv, + F (4.48)
elde edilir ki burada G; := —1;—?, H; = —%, K; = % ve F; = :6?72:17?612 dir.
Dolayisiyla benzer gekilde

Mip1 = Gigruipr + Hipugy g + Ko + Fip (4.49)
M1 =Gicquimn + Hisquj_y + Kiqvj_y + Fyy (4.50)

esitlikleri elde edilir. (4.9) daki 6zdegliklere benzer olarak

f o Vgl — Vi1 0 3vip — v v —Viq1 +4v; — v
Vit T ot T 2h 2h ’

ozdeslikleri de yazilabilir. (4.9) ve (4.51) 6zdeslikleri sirasiyla (4.48), (4.49) ve (4.50) de

o~

(4.51)

!
y Vi1

gerekli yerlere konursa

Usr1 — Uj—1 Vi1l — Vi1
M; = Gyu; + H;—+ =1 ot K= o th (4.52)
3w — du; + ui 3vi1 — 4v; + v
Mgy = Gigrtiipr + Hipg 0 2hz o K 2h2 Sl By (453)
—Uiy1 +4du; — 3u;— —Viq1 + 4v; — v
Mi_y = Gi_qu;_y+H; j— =+ QZZ K —H 2}; L4 Fy (4.54)

esitlikleri elde edilir. Bu egitlikler (3.13) te yerine konursa asagidaki lineer denklem

sistemi elde edilmig olur:

« I3 3a 1
[ﬁH’FFl — EHZ — %Hifl + OZGifl — ﬁ:| Us—1 +
2c 2c 2
{—7 i+1 + 28G; + Tﬂifl + ﬁ} U; +
3a « 1
{ﬁﬂm O Y v aGi - —} Uit

h 2h h2
{gK, N "Gl rg }v' 4
2% 41 h [ 20 1—1 1—1

2c 2cy
{—TKz‘H + TKi—l} v; +

[Sa 15} «

15} 3a

ﬁKiﬂ + EKZ - ﬁK21:| Vit1

= —(aFi 1 + 28F; + aF;_y). (4.55)

39



Hij1— 8H; — 3H; 1 +aGi_y — 75

S
—_
I

Q.
2h

IS
o
Il

—22Hi1 +26Gi+ 32 Hi 1+ 7

a3 = 3¢Hipy + §H; — §5Hi 1 +aGig — 72 (456)
bl =S Ky — $K; — 39K,

o
N
Il

2 2
— 5K+ 5K

e e ————
S
w
I

i+ P — 2K

yazilsin. Bu sistemden dogan matrisi daha sonra olusturacagiz.

ii. Simdi (4.45) diferansiyel denklem sisteminin ikinci diferansiyel denklemini ele alalim:

Givi + hivh + mavl! — xpul 4+ v = x? — (4.57)
diferansiyel denkleminde v = N; yazilirsa
Givi + hivh + m;N; — zpu, + wv; = x? — X (4.58)

elde edilir. Bu egitlikte N; yalniz birakilirsa

N; = Tiv; + Hi'UZ/' + Kzug + riuiv; + S; (4.59)
113 1 R 9gi o hi . x; o 1 L :B?—:Bi .
elde edilir ki burada T; := —me H;, = — s K; = s Ti i= g Ve S; = o dir.

Dolayisiyla benzer sekilde
Niy1 = Tip1vip1 + Hipviyy + Kigpug, g 4 rigiuivipr + S (4.60)

Nio1 =Ti—q1vim1 + Hi 1y + Kiqui_q + 1ri1u—10i-1 + Si—q (4.61)

esitlikleri elde edilir. (4.9) ve (4.51) 6zdeglikleri sirasiyla (4.59), (4.60) ve (4.61) de gerekli

yerlere konursa
Vi4+1 — Vj—

1
K;
2h + 2h

Uj41 — Uj—

N; =T,v; + H; ! + ruv; + 5; (462)

uip1 — du; + uiq
2h

3vip1 — 4v; + v
2h

+Kit1 F7i 1 Ui 1 Vi1 +Si41

(4.63)

Nit1 =Tiy1vipi+Hin

—Vit+1 + 41/2' —3v;_1 YK —Uiy1 + du; — 3u;_q

Ni_1 =T 1vi1+H; 4 o o,

Fri1U—1Vi—1+Si—1

(4.64)
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esitlikleri elde edilir. Bu egitlikler
aN;y1 +28N; +aN;— = (1/h2)(vi+1 —2v; + 7)1'71) (465)

de yerine konursa agagidaki lineer denklemler sistemi elde edilmig olur:

« I3 3a 1
{ﬁﬂzﬂrl - EHi - ﬁﬂpl +al; 1 — ﬁ} Vi1 +
2a 2a 2
{_THHA + 20T, + 5 Him1t ﬁ} v; +
3a I5] « 1
[ﬁﬂiﬂ + i — o i+ alig — ﬁ} Vit1
« I53 3
[%Kﬂrl - EK’L - %K11:| ui—1 +
2a 2a
{—TKiH + 7-&41} u; +
3 15} «
{ﬁKiH + EKZ' - ﬁKil} Uiyl
QTip1Ui1 Vi1 + 2010 + ari_1ui— 101
= —(OZSZ‘_H + 288; + OéSZ'_l). (4.66)
-{ B8 3 1
el =g Hipn — g Hi— 55 Hioa +aTiq — 77
i 2=—22H;i 1+ 26T+ 32 H; 1 + 5
1dl = 5 Kip1 — %Kz — 32K
i d2=—-22K; 1+ 232K,
:(d?) =K+ PR — S K

yazilsin. (4.56) ve (4.67) ile agagidaki matrisler elde edilir:
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al

dl

a2
al

d2
dl

o 0 .. 0 O
a3 0 .. 0 O
a2 a3 0 0
0 0 al a2 a3

0 0 1
X k% ok ox %k
0 0 0 0
a3 0 0 0
a2 d3 0 0

0 0 dl d2 d3

0 O

0

*

42

0O 0 O
b1 b2 b3
0 bl b2
0O .. O
* % %
1 0 0
cl 2 c3
0 cl 2
0O .. 0

0

b3

c3

bl

cl

b2

c2

b3

o o O

c3




0
0
0
argugvy + 28r1u1v1 + araugvs

ariuivy + 28rausvs + arsusvs

ATy —2Up—2Vp—2 + 28Ty _1Up_1Vp—1 + QTrpU, Uy

0

0
—(aFo + QﬁFl + OéFQ)
—(OzFl + QﬁFQ + OéFg)

—(aFy_y+28F,_1 + aF},)
0
0
—(aSy + 28S1 + aSs)
—(aS; + 28BS + aSs)

—(aSp—2 +2BSp-1 + asy)
0
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!/
X = [U0, ULy eevy Upy VO, U1y vey Up |

Sonug olarak AX 4+ B = C gibi bir denklem sistemi olugturulmug olur ki buradan Mat-
lab 7.0.1 programi yardimiyla X yaklagik ¢oziimii elde edilir. Niimerik ¢6ziim sonucu n

nin farkli degerleri i¢in bulunan maksimum mutlak hatalar Tablo 2 de listelenmigtir.

Tablo 2: u(z) ve v(z) i¢in bulunan niimerik sonuglar.

Problem 2 n  u(z) in max. mutlak hatalar1  v(z) in max. mutlak hatalar
Spline (¢ =2) 21 4.8513e-006 7.7716e-005
41 1.2104e-006 1.9470e-005
81 3.0280e-007 4.8676e-006
Spline ( = 1.8) 21 1.5518e-005 5.7321e-005
41 8.6104e-006 1.8447e-005
81 3.0280e-006 6.9626e-006
G T T T T
-0.05 1
-0.1r b
—0.15} .
-0.2 b
-0.25 b
-0.3f i
-0.35 b
_0.4 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Sekil 4.3: Problem 2 de u(x) in grafigi (n = 41)
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-0.05 i

|
o
—

T

L

-0.15 8

|
o
N

T

L

¥

-0.25 : : —
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Sekil 4.4: Problem 2 de v(z) in grafigi (n = 41)

4.4 Problem 3

(1

'dtiz“+azu+xv:2

{ - (4.68)
del'x”+2xu+2xv:—2

w(0) = u(1) = 0, v(0) = v(1) = 0 baglangi¢ kogullar1 ve u(z) = 2> — x, v(x) = v — 22

analitik ¢oziimleri ile verilen kesirli diferansiyel denklem sistemini Galerkin metoduyla

niimerik olarak ¢ozelim. Onceki sorulardan benzer olarak u'? ve v!? tiirevleri

u'? = 1040 2% — —— /2790 — ——ux
9 19
10A 10A
o9 — 1040”201 — 0 o' =09 _ 0 =19
9 19
olarak bulunur. Burada A := W?O.l) dir. Elde edilen bu tiirevler (4.68) de yerine

konursa

'{10Au”aco'1 +bu'z7% + (az™!Y + 2)u + 20 = 2
(4.69)

10A40" 2% + b0’ 2799 + (ax™19 4+ 22)v + 2zu = —2
\
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diferansiyel denklem sistemi elde edilmig olur.

i. (4.69) da ilk olarak

10Au" 2% + b’ 270 4 (a0 4 2)u + 20 = 2 (4.70)

diferansiyel denklemine Galerkin metodunu uygulayalim:

/ w (lOAU”o:O'l +oU0' 279 4 (ax™ 0 + 2)U 4+ 2V — 2) dz =0, YW(z)e Vv (4.71)
0
olacak gekilde bir U(x) ve V (z) yaklagik ¢6ziimii bulunacaktir. Diizenleme yapilirsa
1 1
/ (1042 WU + b OOWU' + (a2~ + 2)WU + V) do = / MWdr (4.72)
Jo Jo

elde edilir. (4.72) egitliginde [01 10Az°'WU" dz integraline kismi integrasyon uygula-

nirsa

1 " ! 1 !
/ 2aka® WU da = [10AL WU} — / (Az~ WU + 10AL WU )dz  (4.73)
0 0

elde edilir ki burada [2akz3WU']§ = 0 dir ¢iinkii W(0) = W (1) = 0 dir. (4.73) esitligi
(4.72) de yerine konursa

1 1
/ (710Azo'1W'U'+(b7A)I_O'QWU'+(az_l'9+z)WU+zV) da::/ 2Wdx (4.74)
0 0

elde edilir. Burada

(

i U(z) = Z?:l cjpi(z), U'(z) = Z] 103903( z),

V) = i beple), V(@) = S k) (@) (4.75)
V(@) = Sy sigilw),  W(z) = Dy sih(x)

kullanilip (4.74) te yerine konulursa

/ [Z 1042 L5, () Z ¢y () *Z(”’ —O-%Mi(miw;(m)
j=1
+ i:((u*“? +z)sipi () Z cjpj(x) + Z zs;p;(w) Z kppp(z)]de = /1 i: 25, (z)dx (4.76)
i=1 j=1 i=1 p=1 SO

elde edilir. i — j| > 1 ve |i — p| > 1 oldugu durumlarda [ Pipidr =0, I Pipidr =0,
fol pjpidr = 0 dir, fo golgopd$ =0, fo ippdr =0 ve fo pipidr = 0 dir ¢iinki |i — j| > 1

ve |i — p| > 1 oldugunda ¢;, ¢; ve ¢, cakigmazlar yani ortak noktalar: bulunmaz. Buna

gore gerekli diizenlemeler sonucu

> st [ 13- s (~1042el(@)) @) + (0 — Ax~Oi(a) ) + (™ + 2)gila)is ()
+ > kprpi()pp(@)]de =) s Al dou(a)ds
p=1 =
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elde edilir. a;(x) := —1042%L, as(z) := (b — A)z7%9 ve az(x) := (az~ 1Y + z) denirse
1=2,7=1,.,ni¢in

alp = (a1(x)@) @l + ag(x) @) p2 + as(x)p1pa)de

gy = (a1 () Py + a(x)pype + as(x)pap2)d

(a1(x)p30h + ag(x) P32 + as(x)pspa)ds

h
J
J
P2 = Ah(wmz)dx
h
J

a3z =

Ba2 = (xpap2)dx

Bz = (xp3p)dx,

mh
ooy = [ )h< @) 1P + @2(@) P10 + 03(e)pra-1pm)
(m+1)h ,
amm = [ @@ + 0a(@)eluom + as(@)omm)dz
m+1 ,
i = [ @)+ 020 om + @1 om)
Bm-1ym = / (Tom—1pm)dz
Bmm / wmsom)d
/B(m—i-l)m / $90m+190m)d

An-2)(n—1) = (a1(2) @), 9@ 1 + a2(x)@), _2pn—1 + a3(z)Pn—2pn—1)dx

Xn-1)(n—-1) = (al(w)SD;z—lSO;zA + a2($)90;z—190n—1 + az(z)pn—10n—1)dx
Bn-2)n-1) = (2n—2pn—1)dx
Bn-1)n-1) = (2Pn—1pn_1)dz

J
J
(n=1)h o ’
An)(n—1) = / , (a1()pnn—1 + a2(z)hpn—1 + az(T)Pnpn—1)dr
J
J
/ (wSOnQDn—l)dx’

Bnyn-1) =
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esitlikleri elde edilir.

ii. Simdi de (4.69) den

10A0" 2% + 00’2709 + (az™0 + 22)v + 22u = —2 (4.77)

diferansiyel denklemine Galerkin metodunu uygulayalim:

1
/ w (lOAV”zO'l + oV 4 (az™ 0 + 22)V + 22U + 2) dz =0, VW(z)e Vv (4.78)
0

olacak gekilde bir U(x) ve V (z) yaklagik ¢oziimii bulunacaktir. Diizenleme yapilirsa

1 1
/ (10Azo~1wv” +bz WV 4 (az” PO 4 22) WV + Q:EU) de = / —2Wda (4.79)
0 0

elde edilir. (4.79) esitliginde fol 10Az9 W V" da integraline kismi integrasyon uygula-
nirsa

1 " ’ 1 !
/ 2k’ WV dx = [10A2* WV'] — / (Az "WV + 1042 W'V )dz  (4.80)
JO JO

elde edilir ki burada [2akz3WV']§ = 0 dir ¢iinkii W(0) = W (1) = 0 dur. (4.80) esitligi
(4.79) da yerine konursa

1 1
/ (—10A10‘1W’V' + (- Az "WV + (az7 P + 20)WV + QzU) de = / —2Wdax (4.81)
0 J 0o

elde edilir. Burada (4.75) teki 6zdeslikler kullanihp (4.81) de yerine konacak olursa

1 n n n n
/[E —10Az°-1w;(z>§ kpeo;(z)JrE (b—A)z‘O-QsmmE kpel ()
0 i p=1 i=1 p=1
n

n n n L on
+Z(am—1-9+2m>sm<z)2kpwp<m>+Z2zsm<z)zcj~¢j(z>1dz:/ D -rsicie)da (4.82)
i=1 p=1 i=1 j 0 =1

elde edilir. Burada da yukarida oldugu gibi |i — j| > 1 ve |i — p| > 1 oldugu durumlarda

fol gog-gogch =0, fol gog»goich =0, fol pjpide = 0 dir, fol goggog,dx =0, fol wippdr = 0 ve

[ pipidz = 0 dir. Buna gore gerekli diizenlemeler sonucu

> si AI[Z kp (—10A$0'1g02($)g0;,(x) + (- A)x_o'g%(x)@;(l“) + (az™19 + 2$)g0i(x)g0p(x))
i=1 =1
+Y 2o @i =Y s [ ~2aiade
J=1 i=1

elde edilir. by (z) :== —10A2%L, by(x) := (b — A)x™% ve b3(z) := (axz™ 1 + 22) denirse
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1=2,7=1,..,ni¢in

2h
me = [ a0k + br)hon +bs(@iorgn)de
3h
v = [ ) + bk + ba@)pre)ds
3h
7= /Zh (b1(2) @305 + ba(x) 302 + b3(x) p3¢p2)da
2h
me = A (2zp192)dx
3h
N2 = /h (2xp24p2)dx
' 3h
N3 = / (2z¢p302)d,
2h

t=m,j=1,.,n icin

mh
Yo = [ @18l + b 1om b () pm o)
(m+1)h ,
o = [ h(b()somsomwx D)@ P + b3 @) P
Yimtym = / (2) 1 Pm + 02(2) Pl 10m + b3(2)Pmy1m)d
mh
Nm—1ym = /( (2zpm—19m)dx
(m+1
Nmm = / QxQOmSOM)d
(m— 1)
(m+1
Nm+1)m = [nh (229m+10m)d,

vei=n—1,75=1,..,nic¢in
Yn—=2)(n-1) = /( (bl ('T)QD;z—QSO;L—l + b2(33)90;l_2§0n_1 + bg(ﬂf)g@n_%pn_l)dx
Vn-1)(n-1) = /( (b1(@) 11 + b2 (@)@ _10n—1 + b3(2) Pn—10n—1)dz
(n—1)h . )

Yn)n—-1) = / (b1(@) @1 + b2 () on—1 + b3(x) Onpn_1)dx
NMn—2)(n—-1) = /( (2zon—2pn—1)dz
Nn-1)(n—1) = /

Nn)(n-1) = /

esitlikleri elde edilir ki buradan agagidaki matrisler elde edilir:
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Aq

Ay =

12

B2
0

K

712
0

Q22

Q23

B22
23

0

V22
723

32

a33

P32
333

0

Y32
733

Q43

0
Ba3

0

0
0

Y43

0

0 0

0 0
Q(n-2)(n—-1) Cn-1)(n—-1) OCn(n-1)

0 0 1

0 0

0 0

0 0

Bn-2)(n-1) Bn-1)(n-1) Bnn-1)

0 0 0

0 0

0 0

0 0
Yn—2)(n-1) V(n-1)(n-1) TIn(n—-1)

0 0 0

50




1 0 0 0 0 0
M2 n22 nN32 0 0 0
0 723 7133 743 0 0
Ay =
0 . 0 0 7Nn-2m-1) Nn-1)(n-1) Mnn-1)
0 0 1
olmak tizere
|4 . 4
A= ,
Az . Ay
( 0
'}f’h2g02d$
Jan 2p3dz
n+1)h
f((nj—l))h 2pndx
0
B:
0
}?h—2(p2d.1‘
o —2p3ds
n+1)h
f((n—l))h —2ppdzx
0

seklinde bulunur. Dolayisiyla AC' = B denklem sisteminin ¢oziimiinden C' = [cy, ¢a, ..., Cy, k1, k2, ...
elde edilir. Elde edilen bu ¢; ler U(x) = Y_7_; ¢jp;j(z) te yerine konulursa U(x), benzer
sekilde ky, ler V(z) = 371 kppp(x) te yerine konulursa V(z) yaklagik ¢oziimleri elde

o1



edilir. Niimerik ¢o6ziim sonucu n in farkli degerleri i¢in bulunan maksimum mutlak ha-

talar Tablo 3 te listelenmigtir.

Table 3: u(x) ve v(zx) i¢in bulunan niimerik sonuglar.

Problem 3 n  u(z) in max. mutlak hatalar1  v(z) in max. mutlak hatalar
B-Spline (¢ =2) 21 3.4139e-015 1.8457e-015
Spline (a = 2) 21 4.1078e-015 6.2820e-016
Galerkin (e« =2) 21 9.4368e-016 1.1102e-015
Galerkin (o =1.9) 21 3.4139%e-012 1.8457e-11
O T T T T
-0.05F 4
0.1} 1
-0.15F 1
-0.2F a
-0.25 : ' =t ' :
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Sekil 4.5: Problem 3 te u(z) in grafigi (n = 41)
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0.25 - .

0.2

0.15
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Sekil 4.6: Problem 3 te v(x) in grafigi (n = 41)
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BOLUM 5

SONUC

Tez caligmasinda 0 < o < 2 olmak iizere «. mertebeden kesirli tiirevli diferansiyel denk-
lem sistemleri ve kesirli kismi tiirevli diferansiyel denklemler niimerik olarak coziildii.
Bu denklemlerin ¢oziimiinde non-polynomial spline ve Galerkin metodu kullanildi. Bu
yontemlerin uygulanabilmesi icin 6zellikle spline metodda M; momentlerini elde etmek-
teki sorunu ¢ozmek icin Taylor acilimi kullanildi. Bulunan niimerik sonuclar ile analitik
¢oztimler kargilagtirildi. Analitik ¢oziimler problemlerin dogal say1 tiirevli durumlarimin
¢Oziimleri olmasina ragmen niimerik sonuclar ile analitik ¢6ziimlerin farkindan dogan
mutlak hatalar, dogal sayi tiirevli problemlerin ¢oziilmesiyle elde edilen mutlak hatalara
cok yakin cikti. Kesirli tiirevli difiizyon problemine spline metod uygulandiktan sonra
metodun test edilmesi igin niimerik dagilim analizi yapildi. Bunun i¢in problemin siirekli
kismu ile diskrit kismi kargilagtirilip grafigi ¢izildi. Céziimiin tutarh olmasi i¢in egrilerin
birbirini en az bir noktada kesmesi gerekiyordu, egriler iki noktada kesistiginden ¢ozii-
miin yakinsak ve tutarh oldugu sonucuna varildi. Coziilen tiim problemlerde elde edilen
niimerik sonuclarin analitik ¢oziimlerine yakinsadigi goriilmiigtiir. Bu metodlarin bu
tiir problemler {izerinde uygulanabilirligi ispatlanmig oldu. Bundan sonra yiiksek mer-
tebeden kesirli tiirevli diferansiyel denklemler i¢in de bu yontemlerin uygulanabilirligi

aragtirilabilir.
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