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Bölüm 1G�R��Kesirli türevler teorisi, herhangi reel veya kompleks mertebeden türevler teori-sidir. Kesirli türev kavram� ilk olarak bundan 317 y�l önce 1695'te L'Hospital'inLeibniz'e sordu§u " dny
dxn türevi n = 1

2
için ne anlam ifade eder?" sorusuyla ortayaç�km�³t�r [1]. Leibniz bu soruya "d1/2x türevi x√dx : x e e³it olacakt�r. Bu aç�k birparadokstur ancak bir gün yararl� sonuçlar elde edilecektir" cevab�n� vermi³tir.Leibniz'in bu cevab� key� mertebeden integral ve türevler teorisinin tan�nmas�naöncülük etmi³tir ki 19. yüzy�l�n sonlar�na kadar Liouville, Grünwald, Letnikov,Riemann, Caputo, Euler, Abel, Fourier, Kober, Erdelyi, Hadamard, Riesz ve Lap-lace gibi birçok ünlü teorik ve uygulamal� matematikçi bu teoriye büyük katk�laryapm�³t�r.30 y�l öncesine kadar bu teoriyle genelde teorik matematikçiler ilgilenirdi fakat30 y�ld�r bu teori birçok de§i³ik alanlardaki uygulamalarda da kullan�lmaya ba³-lanm�³t�r. Son yüzy�lda kesirli türevler ve integraller reoloji, elektrik mühendis-li§i, elektrokimya, viskoelastisite, biyoloji, biyo�zik, biyomühendislik, sinyal vegörüntü i³leme, mekanik-mekatronik, �zik ve kontrol teori gibi mühendisli§in vematemati§in hemen her alan�nda uygulanm�³t�r [2-18].Bu bilgiler do§rultusunda bizim haz�rlad�§�m�z tez çal�³mas� be³ bölümden olu³-maktad�r.�kinci bölümde, kesirli türevlere ve yukar�da sözü edilen büyük matematikçilerinkesirli türevler teorisine yapt�klar� katk�lara yer verilmektedir.Üçüncü bölümde, bu çal�³mada uygulanan nümerik metodlara yer verilmektedir.Dördüncü bölümde ise, yap�lan orjinal çal�³maya, çözülen problemlere yer veril-1



mektedir.Bu çal�³mada, bir kesirli difüzyon denklemi ile lineer ve lineer olmayan iki kesirlitürevli diferansiyel denklem sistemi non-polynomial spline ve sonlu eleman me-todlar� ile nümerik olarak çözüldü. �lk problem için da§�l�m analizi yap�ld�.Be³inci bölümde de sonuç yer almaktad�r.

2



Bölüm 2KES�RL� KISM� TÜREVL� D�FERANS�YELDENKLEMLER VE KES�RL� TÜREVFORMÜLLER�2.1 Kesirli K�smi Türevli Diferansiyel DenklemlerBa§�ml� de§i³kenlerin türevlerini içeren her ba§�nt� bir diferansiyel denklem ola-rak kar³�m�za ç�kar. Bir diferansiyel denklemde bir ba§�ml� de§i³ken bir ba§�ms�zde§i³kene ba§l� ise bu diferansiyel denkleme adi diferansiyel denklem, e§er bir ba-§�ml� de§i³ken birden fazla ba§�ms�z de§i³kene ba§l� ise, bu diferansiyel denklemek�smi türevli diferansiyel denklem denir. Bir k�smi türevli diferansiyel denklem, birba§�ml� de§i³ken ve bu ba§�ml� de§i³kenlerin türevlerini içeren bir ba§�nt� olaraktan�mlan�r. Örne§in, u = u(x, t) olsun, yani u ba§�ml� de§i³keni x ve t ba§�m-s�z de§i³kenlerine ba§l� olsun. Bu de§i³kenleri içeren bir k�smi türevli diferansiyeldenklem en genel halde F (x, t, u, ux, ut, uxx, utt, uxt, ...) = 0 ³eklinde yaz�labilir.K�smi türevli diferansiyel denklemler tamsay� mertebelidir. Genel haliyle verilmi³
F ba§�nt�s�ndaki türevlerden en az birinin mertebesinin kesirli olmas� durumundabu diferansiyel denkleme kesirli k�smi türevli diferansiyel denklem denir. Örne-§in, ∂2u

∂x2 +
∂2u
∂t2

= 0 diferansiyel denklemi bir k�smi türevli diferansiyel denklemdir.
∂2.1u
∂x2 + ∂2u

∂t2
= 0 ise kesirli k�smi türevli diferansiyel denklemdir.K�smi türevli diferansiyel denklemlerin çözümü denince, bu denklemi sa§layan

z = f(x, y, ..., u) ³eklinde bir fonksiyonun bulunmas� dü³ünülebilir. Bu fonksiyon3



ba§�ms�z de§i³ken say�s�na ba§l� olarak z = f(x1, x2, ..., xn) gibi n de§i³kenli birfonksiyon olarak dü³ünülebilir. Fiziksel uygulamalar�n pek ço§unda iki de§i³kenli
z = f(x, y) ³eklindeki fonksiyonlarla kar³�la³�l�r. n. mertebeden bir k�smi türevlidiferansiyel denklemin analitik çözümü n tane key� fonksiyon içerir. E§er budenklemin say�sal çözümü aran�yor ise, integral yüzeyi üzerindeki noktalar bu-lunmaya çal�³�l�r.K�smi türevli diferansiyel denklemlerin uygulamal� k�sm�nda ba³l�ca odak noktaikinci ve yüksek mertebeden lineer k�smi türevli diferansiyel denklemler üzerindeolmas�na ra§men, birinci dereceden k�smi türevli diferansiyel denklemler s�§ sudalgalar� çal�³mas�, tra�k ak�³�, gaz dinami§i, kimya mühendisli§inde izotermikak�³ reaktörleri, �s� e³anjörlerinin termal verimlilik analizi gibi bir çok mühen-dislik uygulamalar�nda ortaya ç�kar. �kinci mertebeden k�smi türevli diferansiyeldenklemlere ak�³kanlar mekani§i, gözenekli ortamdaki ak�³, kat�larda �s� iletimi,kimyasallar�n difüzyonu, dalga yay�l�m� gibi mühendisli§in ve matematiksel �zi-§in önemli alanlar�nda kar³�la³�l�r. Yüksek mertebeden k�smi türevli diferansiyeldenklemlerin uygulama alanlar� ise genellikle kat�lar�n mekani§idir. Bu çal�³madaikinci mertebeden k�smi türevli diferansiyel denklemlerin üzerinde durulacakt�r.2.2 �kinci Mertebeden K�smi Türevli DiferansiyelDenklemler

A(x, y)
∂2u

∂x2
+B(x, y)

∂2u

∂x∂y
+ C(x, y)

∂2u

∂y2
+ f(x, y, u,

∂u

∂x
,
∂u

∂y
) = 0 (2.1)denklemine ikinci mertebeden k�smi türevli diferansiyel denklem denir. Burada

A,B,C katsay�lar� ba§�ms�z (x, y) de§i³kenine ba§l� fonksiyonlard�r. Türev terim-lerinin derecesi 1 ise (2.1) denklemi lineerdir denir. f lineer de§ilse (2.1) denk-lemine quasi-lineerdir denir. (2.1) denklemindeki türevlerden en az birinin mer-tebesi kesirli ise bu diferansiyel denkleme ikinci mertebeden kesirli k�smi türevlidiferansiyel denklem denir.(2.1) denkleminin karakteri A,B,C katsay�lar�na ba§l�d�r.4



1. B2 − 4AC < 0 ise (2.1) denklemine Eliptik Denklem2. B2 − 4AC = 0 ise (2.1) denklemine Parabolik Denklem3. B2 − 4AC > 0 ise (2.1) denklemine Hiperbolik Denklemdenir.2.2.1 Eliptik DenklemlerGenel olarak eliptik denklemlerle denge problemlerinin sonuçlar� olarak kar³�la³�-l�r. Bu tür denklemlerin en tipik örnekleri
∇2u = f(x, y) → ∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= f(x, y) Poisson Denklemi

∇2u = 0 → ∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= 0 Laplace Denklemidir.Genel olarak, �ziksel sistemleri karakterize eden k�smi türevli diferansiyeldenklemlerin sonsuz say�da çözümleri olabilir. Bir �ziksel problemin çözümünütemsil eden tek bir fonksiyonun bulunabilmesi için yard�mc� ko³ullar gerekli-dir. Bu yard�mc� ko³ullar ba³lang�ç ko³ullar�(initial conditions) ve s�n�r ko³ul-lar�d�r(boundary conditions). R iki boyutlu uzayda bir bölge ve ∂R, kapal� Rbölgesinin s�n�r� olsun. Bu tür k�smi türevli diferansiyel denklemlerdeki s�n�r ko-³ullar�na üç farkl� tipte kar³�la³�labilir:i. Dirichlet S�n�r Ko³ulu. Bu tür eliptik denklemlerde s�n�r veya di§er ko³ullargenellikle fonksiyonun kendisi olarak verilir.

u(x, y) = φ(x, y); (x, y) ∈ ∂Rii. Neumann S�n�r Ko³ulu. Bu tür denklemlerde ko³ullar u fonksiyonununtürevleri olarak verilmi³tir.
∂u

∂n
= g(x, y); (x, y) ∈ ∂R, (

∂

∂n
normal boyunca türev)

5



iii. Kar�³�k veya Robin S�n�r Ko³ulu. Bu tür denklemlerde ko³ullar u fonk-siyonunun kendisi ve türevleri cinsinden verilir.
αu+ β

∂u

∂x
= γ; (x, y) ∈ ∂R, α, β > 02.2.2 Parabolik DenklemlerGenelde �s� ya da yay�lma problemleri parabolik k�smi türevli diferansiyel denk-lemleri olu³turur.

∂u

∂t
=

∂2u

∂x2
Is� veya Difüzyon DenklemiBu tür diferansiyel denklemlerde genel olarak herhangi bir ba§�ms�z de§i³keninherhangi bir durumunda ba³lang�ç ko³ullar� ve s�n�r ko³ullar� çe³itli ³ekillerdeverilebilir. Dolay�s�yla çözüm daima aç�k sonlu bir bölgede ara³t�r�l�r. Bölge kapal�de§ildir. Örne§in yukar�daki difüzyon denklemi için s�n�r ko³ullar�

u(0, t) = u(x, t) = 0, t > 0ve ba³lang�ç ko³ulu da
u(x, 0) = g(x), 0 ≤ x ≤ Xdir. Yukar�daki difüzyon denkleminde ∂u

∂t
türevi kesirli türevli ise bu difüzyondenklemine time-fractional difüzyon denklemi, ∂2u

∂x2 türevi kesirli türevli ise budifüzyon denklemine space-fractional difüzyon denklemi denir. Her ikisi de kesirliise space-time fractional difüzyon denklemi denir.2.2.3 Hiperbolik DenklemlerGenelde dalga denklemi hiperbolik k�smi türevli diferansiyel denklemleri olu³tu-rur.
∂2u

∂t2
= c2

∂2u

∂x2
, c(yay�lma h�z�) Tek Boyutlu Dalga DenklemiBu tür diferansiyel denklemlerde s�n�r ko³ullar� genelde fonksiyon veya türevlerinlineer kombinasyonlar� olarak verilebilir, ba³lang�ç ko³ullar� da fonksiyonun bir6



de§eri ya da türevi olarak verilebilir. Örne§in yukar�daki dalga denklemi içins�n�r ko³ullar�
u(0, t) = u(x, t) = 0, t > 0ve ba³lang�ç ko³ullar� da

u(x, 0) = f(x), ut(x, 0) = g(x) 0 ≤ x ≤ Xdir. Yukar�daki dalga denkleminde ∂2u
∂t2

türevi kesirli türevli ise bu difüzyon denk-lemine time-fractional dalga denklemi, ∂2u
∂x2 türevi kesirli türevli ise bu dalga denk-lemine space-fractional dalga denklemi denir. Her ikisi de kesirli ise space-timefractional dalga denklemi denir.Bu üç türdeki kesirli k�smi türevli diferansiyel denklemlerde katsay�lar ba-sit formda olmayabilir. Dolay�s�yla analitik çözümleri kolay de§ildir. Bu yüzdensay�sal çözüm yöntemlerinden faydalan�larak yakla³�k çözümlerini bulma yolunagidilir. Burada da kesirli türevi a³ma problemi ortaya ç�kar. Bunun için matema-tikçiler kesirli türevler yerine yaz�labilecek fonksiyonlar geli³tirmi³lerdir. �imdi bufonksiyonlar� ele alal�m:2.3 Grünwald-Letnikov Kesirli TüreviBir y = f(x) sürekli fonksiyonunu ele al�ns�n. Bu fonksiyonun birinci türevi

f
′

(x) =
df

dx
= lim

h→0

f(x)− f(x− h)

h
(2.2)³eklinde tan�mlan�r. Benzer ³ekilde 2. ve 3. türevleri de

f
′′

(x) = lim
h→0

f
′

(x)− f
′

(x− h)

h
= lim

h→0

f(x)− 2f(x− h) + f(x− 2h)

h2
(2.3)

f
′′′

(x) = lim
h→0

f(x)− 3f(x− h) + 3f(x− 2h)− f(x− 3h)

h3
(2.4)³eklindedir. Matematiksel indüksiyonla

f (n)(x) = lim
h→0

1

hn

nX
r=0

(−1)r
 
n

r

!
f(x− rh) = lim

h→0

(∆n
hf)(x)

hn
(2.5)7



e³itli§i elde edilir ki burada �n
r

� binom katsay�lar�d�r. Bu tam say�l� türev formüllerikesirli türevlere geni³letilsin, yani n ∈ N yerine p ∈ R
+, hn yerine hp, (∆n

hf)(x)yerine (∆p
hf)(x) yaz�ls�n. Bu durumda Grünwald-Letnikov kesirli türevi,

(xD
p
af)(x) = lim

h→0

1

hp

nX
r=0

(−1)r
 
p

r

!
f(x− rh) =

mX
k=0

f (k)(a)(x− a)−p+k

Γ(−p + k + 1)

+
1

Γ(m− p+ 1)

Z x

a
(x− t)m−pf (m+1)(t)dt (m < p < m+ 1, nh = x− a)

(2.6)³eklinde elde edilir ki burada
f
(p)
h (t) = h−p

nX
r=0

(−1)r
 
p

r

!
f(x− rh) (2.7)dir[21, 22]. Bununla birlikte burada Γ(α), Gamma fonksiyonudur ve

Γ(α) =
Z

∞

0
tα−1e−tdt (2.8)

Γ(α + 1) = αΓ(α), α ∈ N ⇒ Γ(α + 1) = α!³eklinde tan�mlanm�³t�r.�spat.
lim
h→0

h−p
nX

r=0

(−1)r
 
p

r

!
f(x− rh) (2.9)limitinin hesaplanmas� için öncelikle binom katsay�lar�n�n 

p

r

!
=

 
p− 1

r

!
+

 
p− 1

r − 1

! (2.10)özelli§i kullan�ls�n. Bu e³itlik (2.7) da yerine konursa
f
(p)
h (t) = h−p

nX
r=0

(−1)r
 
p− 1

r

!
f(x− rh) + h−p

nX
r=1

(−1)r
 
p− 1

r − 1

!
f(x− rh)

= h−p
nX

r=0

(−1)r
 
p− 1

r

!
f(x− rh) + h−p

n−1X
r=0

(−1)r+1

 
p− 1

r

!
f(x− (r + 1)h)

= h−p(−1)n
 
p− 1

n

!
f(a) + h−p

n−1X
r=0

(−1)r+1

 
p− 1

r

!
∆f(x− rh) (2.11)elde edilir ki burada

∆f(x− rh) = f(x− rh)− f(x− (r + 1)h)

8



d�r. (2.11) den ba³lanarak (2.10) özelli§i m kez tekrarlan�rsa
f
(p)
h (t) = (−1)n

 
p− 1

n

!
h−pf(a) + (−1)n−1

 
p− 2

n− 1

!
h−p∆f(a+ h)

+ h−p
n−2X
r=0

(−1)r
 
p− 2

r

!
∆2f(x− rh)

= (−1)n
 
p− 1

n

!
h−pf(a) + (−1)n−1

 
p− 2

n− 1

!
h−p∆f(a+ h)

+ (−1)n−2

 
p− 3

n− 2

!
h−p∆2f(a+ 2h) (2.12)

+ h−p
n−3X
r=0

(−1)r
 
p− 3

r

!
∆3f(x− rh)

= ...

=
mX
k=0

(−1)n−k

 
p− k − 1

n− k

!
h−p∆kf(a+ kh)

+ h−p
n−m−1X
r=0

(−1)r
 
p−m− 1

r

!
∆m+1f(x− rh). (2.13)elde edilir. �imdi ilk olarak (2.13) deki ilk toplam�n k. teriminin limiti al�ns�n:

lim
h→0

(−1)n−k

 
p− k − 1

n− k

!
h−p∆kf(a+ kh)

= lim
h→0

(−1)n−k

 
p− k − 1

n− k

!
(n− k)p−k

×
�

n

n− k

�p−k

(nh)−p+k∆
kf(a+ kh)

hk

= (t− a)−p+k lim
n→∞

(−1)n−k

 
p− k − 1

n− k

!
(n− k)p−k

× lim
n→∞

�
n

n− k

�p−k

× lim
n→∞

∆kf(a+ kh)

hk

=
f (k)(a)(t− a)−p+k

Γ(−p+ k + 1)
(2.14)elde edilir çünkü

lim
n→∞

(−1)n−k

 
p− k − 1

n− k

!
(n− k)p−k

= lim
n→∞

(−p + k + 1)(−p+ k + 2)...(−p + n)

(n− k)−p+k(n− k)!
=

1

Γ(−p + k + 1)
,

lim
n→∞

�
n

n− k

�p−k

= 19



ve
lim
n→∞

∆kf(a+ kh)

hk
= f (k)(a)d�r. Dolay�s�yla

mX
k=0

(−1)n−k

 
p− k − 1

n− k

!
h−p∆kf(a+ kh) =

mX
k=0

f (k)(a)(t− a)−p+k

Γ(−p + k + 1)
(2.15)dir. �imdi (2.13) deki ikinci toplam�n limitini bulal�m. A³a§�daki teorem kullan�-larak söz konusu limit kolayca bulunabilir:Teorem 2.3.1. Bir βk (k = 1, 2, ...) dizisi al�ns�n ve

lim
k→∞

βk = 1,

lim
n→∞

αn,k = 0 (∀k),

lim
n→∞

nX
k=1

αn,k = A (∀k),

nX
k=1

|αn,k| < K (∀n)oldu§u varsay�ls�n. Bu durumda
lim
n→∞

nX
k=1

αn,kβk = Ad�r.�spat.[45].(2.13) deki söz konusu ifade
1

Γ(−p+ k + 1)

n−m−1X
r=0

(−1)rΓ(−p + k + 1)

 
p−m− 1

r

!
r−m+p

×h(rh)m−p∆
m+1f(x− rh)

hm+1
(2.16)³eklinde yaz�ls�n. Teorem (2.3.1) in kullan�lmas� için

βr = (−1)rΓ(−p + k + 1)

 
p−m− 1

r

!
r−m+p,

αn,r = h(rh)m−p∆
m+1f(x− rh)

hm+1
, h =

x− a

n10



al�ns�n. Bu durumda
lim
r→∞

βr = lim
r→∞

(−1)rΓ(−p+ k + 1)

 
p−m− 1

r

!
r−m+p = 1 (2.17)dir. Bununla birlikte, e§er m− p > −1 ise,

lim
n→∞

n−m−1X
r=0

αn,r = lim
h→0

n−m−1X
r=0

h(rh)m−p∆
m+1f(x− rh)

hm+1

=
Z x

a(x− τ)m−pf (m+1)(τ)dτ (2.18)dur. Buradan (2.17) ve (2.18) ile birlikte teorem (2.3.1) uyguland�§�nda
lim
h→0

h−p
n−m−1X
r=0

(−1)r
 
p−m− 1

r

!
∆m+1f(x− rh)

=
1

Γ(−p+ k + 1)

Z x

a(x− τ)m−pf (m+1)(τ)dτ (2.19)elde edilir. Sonuç olarak (2.14) ve (2.19) dan
(aD

p
xf)(x) = lim

h→∞

f
(p)
h (x)

=
mX
k=0

f (k)(a)(x− a)−p+k

Γ(−p+ k + 1)

+
1

Γ(m− p+ 1)

Z x

a
(x− t)m−pf (m+1)(τ)dτ (2.20)elde edilmi³ olur.2.4 Riemann-Liouville Kesirli TüreviBir kesirli-mertebeli geriye fark�n bir limiti olarak tan�mlanan (2.20) Grünwald-Letnikov kesirli türevi integralli bir terim bar�nd�rd�§� için iyi gibi görünse deayn� zamanda integralli olmayan bir terim bar�nd�rd�§� için çok kullan�³l� de§ildir.Bunun üzerine

(aDp
xf)(x) =

1

Γ(m− p)

�
d

dx

�m Z x

a
(x− t)m−p−1f(τ)dτ (2.21)

(m = [p] + 1, x > a) ³eklinde özel bir integro-diferansiyel tan�mlanm�³t�r ki buifadeye Riemann-Liouville kesirli türevi denir[19, 20]. f(x) in m kez sürekli di-feransiyellenebilir olmas� varsay�m� alt�nda Grünwald-Letnikov kesirli türevinden11



elde edilen (2.20) ifadesi, ayn� varsay�m alt�nda üst üste k�smi integrasyon uygu-lan�p diferansiyeli al�narak (2.21) den de elde edilebilir. Dolay�s�yla
(aDp

xf)(x) =
1

Γ(m− p)

�
d

dx

�m Z x

a
(x− t)m−p−1f(τ)dτ

=
mX
k=0

f (k)(a)(x− a)−p+k

Γ(−p+ k + 1)

+
1

Γ(m− p+ 1)

Z x

a
(x− t)m−pf (m)(τ)dτ

= (aD
p
xf)(x), (m− 1 ≤ p < m) (2.22)dir, yani x ≥ 0 için m sürekli türeve sahip f(x) fonksiyonlar�n�n bir s�n�f� ele al�n-d�§�nda (2.20) Grünwald-Letnikov kesirli türevi (2.21) Riemann-Liouville kesirlitürevine denktir. E§er 0 < p < 1 ise bu durumda

(xD
p
af)(x) =

1

Γ(1− p)

d

dx

Z x

a

f(t)dt

(x− t)p
(x > a) (2.23)olur.2.5 Caputo Kesirli Türevi(2.21) Riemann-Liouville kesirli diferansiyeli, kesirli türevler ve integrallerin geli-³iminde ve onlar�n pür matematikteki uygulamalar�nda önemli bir rol oynam�³-t�r. Buna ra§men, bu türevler modern teknolojinin beklentilerini kar³�layamam�³-t�r. Uygulamal� problemler �ziksel olarak yorumlanabilecek f(a), f ′(a), vb gibiba³lang�ç ko³ullar� kullan�labilen kesirli türevlere gerek duymaktad�r. Riemann-Liouville yakla³�m� Riemann-Lioville kesirli türevlerinin

(aDα−1
x f)(x) = b1

(aDα−2
x f)(x) = b2 (2.24)

...

(aDα−n
x f)(x) = bn

(bk = sabit, k = 1, 2, ..., n) gibi x = a alt s�n�r�ndaki limit de§erlerini içeren ba³-lang�ç ko³ullar� do§urmaktad�r. Bu tür ba³lang�ç ko³ullara sahip ba³lang�ç de§erproblemleri matematiksel olarak ba³ar�yla çözülse de, çözümleri pratikte kulla-n�³l� de§ildir, çünkü bu tür ba³lang�ç ko³ullar için bilinen �ziksel bir anlam ya12



da yorum yoktur. Burada, bilinen matematiksel teori ile uygulamal� teorinin ih-tiyaçlar� aras�nda bir çeli³ki gözlemlenmektedir. Bu çeli³kinin mutlak bir çözümüM. Caputo taraf�ndan ilk olarak makalesinde [23, 24] ve iki y�l sonra kitab�nda[25] verildi. Son olarak da El-Sayed taraf�ndan da bir çözüm verilmi³tir [26-31].Caputo'nun tan�m� ³u ³ekilde idi:
y, sonlu (a, x) aral�§�nda sürekli, integre edilebilir, n kez diferansiyellenebilir birfonksiyon ve α ∈ R olsun. α > 0 ise

(CxD
α
a f)(x) =

1

Γ(n− α)

Z x

a

f (n)(t)dt

(x− t)α−n+1
(n = [α] + 1, x > a) (2.25)türevine α. mertebeden Caputo kesirli türevi denir. Özel olarak 0 < α < 1 iseCaputo kesirli türevi,

(CxD
α
a f)(x) =

1

Γ(1− α)

Z x

a

f (n)(t)dt

(x− t)α
(x > a) (2.26)³eklinde olur. α = n ∈ N ise, bu durumda (CDn

af)(x) = f (n)(x) ve özel olarak
n = 0 için (CD0

af)(x) = f(x) tir. R+ üst yar� ekseni üzerinde Caputo kesirli türevi
(CxD

α
0 f)(x) =

1

Γ(n− α)

Z x

0

f (n)(t)dt

(x− t)α−n+1
(n = [α] + 1, x > a) (2.27)dir. α → n için Caputo kesirli türevi f(x) in klasik n. türevi olur. Gerçekten,

0 ≤ n − 1 ≤ α ≤ n ve [a,X ] te her bir X > a için f(x) in n + 1 sürekli s�n�rl�türeve sahip oldu§unu varsayal�m. Bu durumda,
lim
α→n

(CxD
α
0 f)(x) = lim

α→n
(
f (n)(a)(x− a)n−α

Γ(n− α + 1)

+
1

Γ(n− α + 1)

Z x

a
(x− τ)n−αf (n+1)(τ)dτ)

= f (n)(a) +
Z x

a
f (n+1)(τ)dτ = f (n)(x), n = 1, 2, ...tir. Bu ise Grünwald-Letnikov ve Riemann-Liouville yakla³�mlar�na benzer olarakCaputo yakla³�m�n�n da tamsay� mertebeli türevler aras�ndaki bir interpolasyonusa§lad�§�n� gösterir. Caputo yakla³�m�n�n en büyük avantaj� Caputo türevli ke-sirli diferansiyel denklemlerin ba³lang�ç ko³ullar�n�n tamsay� mertebeli diferansi-yel denklemlerinki ile ayn� olmas�d�r, yani x = a alt s�n�r�nda bilinmeyen fonksi-yonlar�n tamsay� mertebeli türevlerinin limit de§erlerlerini içermesidir.13



Riemann-Liouville ile Caputo türevlerinin ba³lang�ç ko³ullar� aras�ndaki fark� gö-rebilmek için bu türevlere a = 0 da Laplace transformunu uygulayal�m. Bunagöre Riemann-Liouville kesirli türevinin Laplace transform formülüZ
∞

0
e−px(0Dα

xf(x))dx = pαF (p)−
n−1X
k=0

pk(0Dα−k−1
x f(x))|t=0, (n− 1 ≤ α < n)(2.28)dir. Buna kar³�l�k Caputo kesirli türevinin Laplace transform formülü iseZ

∞

0
e−px(0Dα

xf(x))dx = pαF (p)−
n−1X
k=0

pα−k−1f (k)(0), (n− 1 ≤ α < n) (2.29)dir. Buradan görülüyor ki Riemann-Liouville kesirli türevinin Laplace transformu(2.24) tipinde ba³lang�ç ko³ullar�n�n kullan�m�na müsaade ediyor ki bu ise onlar�n�ziksel yorumlanma problemini do§uruyor. Tersine Caputo kesirli türevinin Lap-lace transformu ise, �ziksel yorumlar� bilinen klasik tamsay� mertebeli türevlerinba³lang�ç de§erlerinin kullan�m�n� sa§l�yor.2.6 Erdelyi-Kober Kesirli Türevi
f , sonlu (a, x) aral�§�nda sürekli, integre edilebilir, n kez diferansiyellenebilir birfonksiyon, α, η, σ ∈ R ve α, σ > 0 olsun. Bu durumda,

(xD
α
a;σ,ηf)(x) = x−ση

�
1

σxσ−1

d

dx

�n

xσ(n+η)
�
In−α
a;σ,η+αf

�
(x) (n = [α] + 1) (2.30)türevine α. mertebeden Erdelyi-Kober kesirli türevi denir [32]. Burada�

In−α
a;σ,η+αf

�
(x) =

σx−σ(n+η)

Γ(n− α)

Z x

a

xσ(η+α+1)−1f(t)dt

(xσ − tσ)α−n+1
(n = [α] + 1) (2.31)dir. Bu tan�mlar ve sonuçlar� Samko [35], Kiryakova [83] ve McBride [84] taraf�n-dan verilmi³tir. σ = 2, a = 0 oldu§unda (2.30) ba§�nt�s�

(xD
α
0;2,ηf)(x) = x−2η

�
1

2x

d

dx

�n

x2(n+η)
�
Iη+α,n−αf

�
(x) (2.32)haline gelir. E§er α = n ∈ N oldu§u varsay�m� alt�nda (2.30) ba§�nt�s�

(xD
n
a;σ,ηf)(x) = x−ση

�
1

σxσ−1

d

dx

�n

xσ(n+η)f(x) (2.33)³ekline gelir. 14



2.7 Riesz Kesirli Türevi(Potansiyeli)
f , sonlu (a, b) aral�§�nda sürekli, integre edilebilir, m kez diferansiyellenebilir birfonksiyon ve α ∈ R olsun. Bu durumda
(Rα

(a,b)f)(x) =
−1

2Γ(m− α)cos( (m−α)π
2

)

Z b

a

f (m)(t)dt

(x− t)α−m+1
, α ∈ (m− 1, m)(2.34)türevine α. mertebeden Riesz kesirli türevi(potansiyeli) denir [33].2.8 Hadamard Kesirli Türevi

f , sonlu (a, b) aral�§�nda sürekli, integre edilebilir, n kez diferansiyellenebilir birfonksiyon ve α ∈ R olsun. Buna göre
(xD

α
a f)(x) =

�
x
d

dx

�n 1

Γ(n− α)

Z x

a

�
log

x

t

�n−α+1 f(t)dt

t
, α ∈ (n− 1, n)(2.35)türevine α. mertebeden Hadamard kesirli türevi denir [34]. Bu türevlerle ilgilitan�m ve sonuçlar Samko [35], Butzer [85, 86, 87], Kilbas [88] ve Titura [89]taraf�ndan verilmi³tir.2.9 Marchaud Kesirli Türevi

f , (0,∞) aral�§�nda sürekli, integre edilebilir bir fonksiyon ve 0 < α < m olsun.Buna göre
(Dαf)(x) =

1

Cα,m

Z
∞

0

∆m
t f(x)dt

t1+α
(2.36)türevine α. mertebeden Marchaud kesirli türevi denir.Burada

∆m
t f(x) =

mX
j=0

(−1)j
 
m

j

!
f(x− jt), (2.37)ve

Cα,m =
Z

∞

0

(1− e−t)mdt

t1+α
= Γ(−α)

mX
j=1

(−1)j
 
m

j

!
jα (2.38)d�r. 15



Bu kesirli türev tan�mlar�ndan en yayg�n olarak Riemann-Liouville ve Caputo'nuntan�mlad�§� kesirli türevler kullan�lmaktad�r. Bu çal�³mada da Caputo kesirli tü-revi kullan�lm�³t�r.
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Bölüm 3SAYISAL YÖNTEMLERBir önceki bölümde kesirli k�smi türevli diferansiyel denklemlerin say�sal olarakçözülebilece§i söylenmi³ti. Bu denklemlerin say�sal olarak çözülmesinde kullan�lanbaz� metodlar a³a§�da verilmi³tir:3.1 Spline(Ara Enterpolasyon) Fonksiyonlar� ve Me-toduSpline fonksiyonlar�n�n ilk kullan�m� önceki yüzy�l�n ba³lar�na dayan�r. Parçal�lineer fonksiyonlar ba³lang�ç de§er problemlerinin çözümünde Peanonun varl�kispat�yla ba§lant�l� olarak kullan�lm�³t�, ancak o zamanlar bu fonksiyonlara splinefonksiyonlar� denmezdi. Spline fonksiyonlar kavram� ilk olarak Schoenberg, Sardve di§erlerinin çal�³malar�yla ortaya ç�km�³t�r [129]. Spline fonksiyonu kabaca,belli ko³ullar alt�nda kendisi ve türevleri sürekli olan bir parçal� fonksiyondur.Bu fonksiyonun yakla³t�rma, enterpolasyon ve e§ri uydurulmas� gibi uygulama-larda çok ba³ar�l�d�r [130-133]. Bundan dolay� bu tür problemlerin çözümündeen iyi yakla³t�rma fonksiyonunun spline fonksiyon oldu§u kabul edilmi³tir. Dahasonralar� da hem pratik hem de teorik çal�³malarda spline fonksiyonlar� önemli öl-çüde ilgi haline gelmi³tir. De Boor [134-136], Ahlberg [130], Loscalzo and Talbot[137,138], Bickley [139], Fyfe [140,141], Albasiny ve Hoskins [142], Sakai [143-145], Russell ve Shampine [146], Micula [132,147], Rubin ve Khosla [148], Rubinve Graves [149], Daniel ve Swartz [150], Archer [151], Patricio [152,153], Tewarson[154,155], Usmani [156-158], Jain ve Aziz [159,161], Surla [162-165], Iyengar ve17



Jain [166], Chawla ve Subramanian [167-169], Irodotou-Ellina ve Houstis [170],Rashidinia [36], Fairweather ve Meade [171] gibi bir çok ara³t�rmac� diferansiyeldenklemlerin çözümünde polinom ve polinom olmayan spline metodlar�n� kullan-m�³t�r. Kübik spline metodu ilk olarak Bickley taraf�ndan iki noktal� lineer s�n�rde§er problemlerinin çözümünde kullan�lm�³t�r [139]. Bickley, söz konusu prob-lemler için bir diskritizasyon denklemi olarak süreklilik ko³ulunu kullanm�³t�r.Daha sonra Fyfe da Bickley'in önerdi§i metodu lineer s�n�r de§er problemleriniele alm�³t�r[140].Spline fonksiyonlar� belirli süreklilik ko³ullar� ile birbirine ba§lanan aral�klardatan�mlanm�³ polinom tipli fonksiyonlard�r. x0, x1, ..., xn gibi x0 < x1 < ... < xnko³ulunu sa§layacak ³ekilde dü§üm noktas� denen n+ 1 nokta belirlenmi³ olsun.
k ≥ 0 gibi bir k say�s� al�ns�n.
S(x) = ai + bi(x− xi) + ci(x− xi)

2 + ... + di(x− xi)
k (i = 0, 1, ..., n− 1) (3.1)Görüldü§ü üzere S fonksiyonu span¦1, x, x2, ..., xk

© biçimindedir. S fonksiyonu,her bir [xi−1, xi] aral�§�nda k. ya da daha küçük dereceden bir polinom ise ve
[x0, xn] aral�§�nda (k − 1). dereceden sürekli türevlere sahipse bu fonksiyona
x0, x1, ..., xn dü§üm noktalar�na sahip k. dereceden spline fonksiyon denir, yani
S fonksiyonu derecesi en fazla k olabilen (k− 1). dereceye kadar sürekli türevleriolan sürekli, parçal� bir fonksiyondur. Örne§in 0. dereceden spline fonksiyonlar�sabitlerdir, 1. dereceden spline fonksiyonlar� lineer fonksiyonlard�r.
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�ekil 3.1: 1. dereceden spline fonksiyonuPolinom ³eklindeki spline fonksiyonlar� içinde en çok kullan�lan kübik sp-18



line fonksiyonlar�d�r. Kübik spline fonksiyonlar� (3.1) deki k = 3 halidir, yanispan{1, x, x2, x3} biçimindedir. Spline fonksiyonlar� yukar�da oldu§u gibi polinomolmakla birlikte polinom olmayabilir de. Biz de çal�³mam�zda span{1, x, cos kx, sin kx}biçimindeki non-polynomial kübik spline fonksiyonlar�n� kullanaca§�z. Burada kparametresi, metodun do§rulu§unu art�rmak için kullan�lan frekanst�r. �imdi k�-saca non-polynomial kübik spline fonksiyonlar�n� ve metodunu inceleyelim:
3.2 Non-polynomial Kübik Spline Fonksiyonu veMetodu
n, key� bir pozitif tam say� olmak üzere, [a, b] aral�§�n� xi = a + ih, (i =

0, 1, 2, ..., n, a = x0, xn = b, h = (b − a)/n) grid noktalar�n� kullanarak n e³italt aral�§a bölelim.
u(x) analitik çözüm olsun ve ui, (xi, ui) ve (xi+1, ui+1) noktalar�ndan geçennon-polynomial kübik Si(x) fonksiyonundan elde edilen u(xi) nin bir yakla³�knoktas� olsun. Si(x), xi ve xi+1 noktalar�nda enterpolasyon ko³ullar�n� sa§lamal�-d�r ve buna ek olarak ortak (xi, ui) noktalar�nda birinci türevi sürekli olmal�d�r.

Si(x),
Si(x) = ai + bi(x− xi) + cisinτ(x − xi) + dicosτ(x− xi), (i = 0, 1, ..., n− 1)(3.2)³eklinde yaz�l�r. Burada ai, bi, ci ve di sabitler ve τ key� bir parametredir.
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Si(xi) = ui, Si(xi+1) = ui+1, S
′′

(xi) = Mi, S
′′

(xi+1) = Mi+1. (3.3)e³itlikleri kullan�larak bu sabitler ui, ui+1,Mi ve Mi+1 cinsinden bulunabilir:
Si(xi) = ai + di = ui (3.4)

Si(xi+1) = ai + bih+ ci sin θ + di cos θ = ui+1 (3.5)
S ′

i(x) = bi + τci cos τ(x− xi)− τdi sin τ(x− xi) (3.6)
S ′′

i (x) = −τ 2ci sin τ(x− xi)− τ 2di cos τ(x− xi) (3.7)
S ′′

i (xi) = −τ 2di = Mi ⇒ di = −Mi

τ 2
(3.8)

S ′′

i (xi+1) = −τ 2 (ci sin θ − di cos θ) = Mi+1 (3.9)(3.8), (3.4) ve (3.9) da yerine konursa
ai = ui +

Mi

τ 2
(3.10)

ci =
Micosθ −Mi+1

τ 2sinθ
(3.11)elde edilir. (3.10) ve (3.11), (3.5) te yerine konursa

bi =
ui+1 − ui

h
+

Mi+1 −Mi

τθ
, (θ = τh) (3.12)e³itli§i elde edilir. (xi, ui) noktas�nda birinci türevin süreklili§i, yani S ′

i−1(xi) =

S
′

i(xi) ,(i = 1, ..., n− 1) e³itli§i kullan�larak
αMi+1 + 2βMi + αMi−1 = (1/h2)(ui+1 − 2ui + ui−1) (3.13)ba§�nt�s� elde edilir. Burada, α = (−1/θ2 + 1/θ sin θ), β = (1/θ2 − cos θ/θ sin θ)ve θ = τh d�r [36]. 20



3.3 B-Spline MetoduIsaac Jacob Schoenberg taraf�ndan bulunmu³tur ve splinelar�n baz fonksiyonlar�olarak kullan�lmas�ndan dolay� (basis spline) �n k�salt�lm�³� olarak B-spline den-mi³tir. Enterpolasyon teorisi, özellikle kimyasal reaktör teori, aerodinamik, kuan-tum mekani§i, optimal kontrol, difüzyon i³lemi ve geo�zik gibi mühendisli§in birçok alan�nda çok öneme sahiptir. Bu teoride B-spline �n kullan�lma nedenleri:i. Karma³�k bir fonksiyonu daha basit bir polinomun lineer kombinasyonuna dö-nü³türebilir.ii. Polinom enterpolasyonu, türevinin kolay al�nmas� ve köklerinin kolay buluna-bilmesinden dolay� pratikte kullan�lan metodlar�n en iyilerinden biridir.iii. B-spline polinomu, her bir parças�, kolayca olu³turulabilen ve birbirlerine tektek düzgün bir ³ekilde ba§lanm�³ dü³ük dereceli bir polinomdur.iv. S�n�r ko³ullar�n�n kullan�lmas�ndan dolay� B-spline fonksiyonlar�, yakla³�m te-orisinde çok aktif rol al�rlar.Belli bir tan�m aral�§� üzerinde tan�mlanm�³ key� dereceden her spline fonk-siyonu, ayn� derece ve tan�m aral�§� üzerinde B-spline fonksiyonlar�n�n bir lineerkombinasyonu olarak gösterilebilir [136]. Ayn� zamanda söz konusu bu e§riler,spline yakla³�m� ile tutarl�d�r yani dü§üm noktalar�nda dereseninden daha küçükmertebeden türevleri süreklidir.
[a, b] ⊂ R sonlu bir aral�k ve {x0, x1, ..., xn} ler dü§üm noktalar� olmak üzere
Ωn = {x0, x1, ..., xn}, [a, b] nin bir parçalan�³� olsun. Bk,i(x), (i ∈ Z) k. mertebe-den bir B-spline olsun. Bu durumda;i. SuppBk,i = [xi, xi+k+1]ii. Bk,i(x) ≥ 0, ∀x ∈ Riii. P∞

−∞
Bk,i(x) = 1, ∀x ∈ R

21



dir [136, 128]. Örne§in 0. dereceden B-spline taban�
B0,i(x) =

8>><>>:1, x ∈ [xi, xi+1]

0, di§er durumlar (3.14)
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�ekil 3.3: B0,i(x) taban�³eklinde tan�mlanm�³t�r. k > 0 mertebeli B-spline tabanlar� ise, de Boor taraf�n-dan tan�mlanan a³a§�daki de Boor rekürsiyon formülünden belirlenebilir:
Bk,i(x) =

�
x− xi

xi+k − xi

�
Bk−1,i(x) +

�
xi+k+1 − x

xi+k+1 − xi+1

�
Bk−1,i+1(x) (3.15)B-spline tabanlar�n yukar�daki rekürsiyonu sa§lad�§�n� ispatlayal�m:�spat.

(t− x)k−1 = (t− x)(t− x)k−2 (3.16)çarp�m�n�n k. bölünmü³ fark�n�n bulunmas� için Leibniz kural� uygulans�n. Leibnizkural�; f ve g iki fonksiyon olmak üzere
(fg)[x0, x1, ..., xn] = f [x0]g[x0, x1, ..., xn]+f [x0, x1]g[x1, x2, ..., xn]+...+f [x0, x1, ..., xn]g[xn]³eklinde tan�mlanm�³ idi. Bu kural (3.16) ya uygulan�rsa

(t− x)k−1[xi, xi+1, ..., xi+k] =
�
(t− x)(t− x)k−2

�
[xi, xi+1, ..., xi+k]

= (t− x)[xi](t− x)k−2[xi, xi+1, ..., xi+k]

+ (t− x)[xi, xi+1](t− x)k−2[xi+1, ..., xi+k]

+ (t− x)[xi, xi+1, xi+2](t− x)k−2[xi+2, ..., xi+k]

+ ...+ (t− x)[xi, ..., xi+k](t− x)k−2[xi+k]

= (xi − x)(t− x)k−2[xi, xi+1, ..., xi+k] + 1(t− x)k−2[xi, xi+1, ..., xi+k](3.17)22



olur, çünkü
(t− x)[xi] = (xi − x)

(t− x)[xi, xi+1] =
(xi+1 − x)− (xi − x)

xi+1 − xi
= 1

(t− x)[xi, xi+1, xi+2] =
(t− x)[xi+1, xi+2]− (t− x)[xi, xi+1]

xi+2 − xi

=

xi+2−x−xi+1+x
xi+2−xi

− xi+1−x−xi+x
xi+1−xi

xi+2 − xi
= 0ve dolay�s�yla r > j + 1 için (t− x)[xi, ..., xi+r] = 0 d�r.

(xi − x)[xi, ..., xi+k] =
(xi − x)

xi+k − xi
([xi+1, ..., xi+k]− [xi, ..., xi+k−1])oldu§undan (3.17) e³itli§i

(t− x)k−1[xi, ..., xi+k] =
(x− xi)

xi+k − xi
(t− x)k−2[xi, ..., xi+k−1]

+
(xi − x)

xi+k − xi

(t− x)k−2[xi+1, ..., xi+k] + (t− x)k−2[xi+1, ..., xi+k]

=
(x− xi)

xi+k − xi
(t− x)k−2[xi, ..., xi+k−1]

+
(xi+k+1 − x)

xi+k+1 − xi

(t− x)k−2[xi+1, ..., xi+k]³eklinde de yaz�labilir ki bu ise (3.15) tir.Bu halde (3.14) den ve (3.15) rekürsiyonundan yüksek dereceden B-splinetabanlar� olu³turulabilir:
1. dereceden B-spline taban�

B1,i(x) =

8>>>>><>>>>>: x−xi

xi+1−xi
, x ∈ [xi, xi+1]

xi+2−x
xi+2−xi+1

, x ∈ [xi+1, xi+2]

0, di§er durumlar (3.18)³eklinde olur. 2. dereceden B-spline taban�
B2,i(x) =

1

2h2

8>>>>>>>><>>>>>>>>:
(x− xi)

2, x ∈ [xi, xi+1]

h2 + 2h(x− xi+1)− 2(x− xi+1)
2, x ∈ [xi+1, xi+2]

(xi+3 − x)2, x ∈ [xi+2, xi+3]

0, di§er durumlar (3.19)
23
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�ekil 3.4: B1,i(x) taban�
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�ekil 3.5: B2,i(x) taban�dir. Son olarak 3. dereceden B-spline taban� ise
B3,i(x) =

1

6h3

8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:
(x− xi)

3, x ∈ [xi, xi+1]

h3 + 3h2(x− xi+1) + 3h(x− xi+1)
2 − 3(x− xi+1)

3, x ∈ [xi+1, xi+2]

h3 + 3h2(xi+3 − x) + 3h(xi+3 − x)2 − 3(xi+3 − x)3, x ∈ [xi+2, xi+3]

(xi+3 − x)2, x ∈ [xi+3, xi+4]

0, di§er durumlar(3.20)dir. Dolay�s�yla istenilen mertebeden tabanlara ba§l� olarak bir spline fonksiyonu
s(x) =

n+2X
i=1

CiBk,i³eklinde tan�mlan�r. Burada C ler sabitlerdir.24
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�ekil 3.6: B3,i(x) taban�3.4 Sonlu Eleman(Galerkin) MetoduTan�m 3.4.1. (Skaler Çarp�m) f(x) ve g(x) iki reel de§erli fonksiyon olsun. Bufonksiyonlar�n iç(skaler) çarp�m�
< f, g >=

Z b

a
f(x)g(x)dx³eklinde tan�mlan�r. Bu tan�mdan yola ç�karak bir f(x) fonksiyonunun normu

‖f‖ =
È
< f, f > =

�Z b

a
|f(x)|2dx

� 1
2³eklinde tan�mlan�r.E§er < f, g >= 0 ise f(x) ve g(x) ortogonaldir denir.Tan�m 3.4.2. (Bir Vektör Uzay�n�n Baz�) V bir vektör uzay� ve S = {ϕi(x)}∞i=0bir fonksiyonlar kümesi olsun. Herhangi bir f(x) ∈ V fonksiyonu, ϕ fonksiyonla-r�n�n tek türlü belirli bir lineer kombinasyonu, yani

f(x) =
∞X
i=0

ciϕi(x)olarak yaz�labiliyorsa, lineer ba§�ms�z ϕi(x) (i = 0, ..,∞) fonksiyonlar�na, V vek-tör uzay�n�n bir baz� denir. 25



Örne§in V bütün polinomlar�n kümesi ise S = {ϕi(x) = xi}∞i=0 kümesi V nin birbaz�d�r.Lemma 3.4.3. f(x) ∈ V olsun. Her ϕi ∈ S için < f, ϕi >= 0 ise f(x) ≡ 0 d�r.Tan�m 3.4.4. (A§�rl�kl� Rezidü Metodlar�)Bir a§�rl�kl� rezidü metodu sonlu say�da S = {ϕi(x)}ni=0 fonksiyonlar�n� kullan�r.
L[y(x)] bir lineer diferansiyel operatörü olmak üzere

L[y(x)] + f(x) = 0, a ≤ x ≤ b (3.21)diferansiyel denklemini ele alal�m. (3.21) diferansiyel denklemi herhangi bir w(x)a§�rl�k fonksiyonu ile çarp�l�p [a, b] aral�§�nda integre edilirseZ b

a
w(x) (L[y(x)] + f(x)) dx = 0 (3.22)elde edilir. Burada (3.21) ve (3.22) denktir çünkü w(x) key� bir fonksiyondur.(3.21) diferansiyel denklemi için
u(x) = ϕ0 +

nX
j=1

cjϕj(x)³eklinde bir çözüm tan�mlayal�m ve (3.21) te y(x) yerine u(x) yazal�m. Bu du-rumda rezidü
L[u(x)] + f(x) = 0 (3.23)³eklinde tan�mlan�r. �imdi amaç, seçilen w(x) a§�rl�k fonksiyonuna göreZ b

a
w(x) (L[u(x)] + f(x)) dx = 0 (3.24)ko³ulunu sa§layacak u(x) çözüm fonksiyonunu olu³turmakt�r.En önemli a§�rl�kl� rezidü metotlar�ndan biri Rus Matematikçi Boris GrigoryevichGalerkin(1871-1945) taraf�ndan olu³turulmu³tur. Galerkin, a§�rl�k fonksiyonlar�n�özel olarak baz fonksiyonlar� aras�ndan seçmi³ti, yani w(x) ∈ {ϕi(x)}ni=1 idi. Budurumda beklenen ³eyZ b

a
ϕi(x) (L[u(x)] + f(x)) dx = 0, i = 1, 2, .., n (3.25)26



³eklindeki n tane denklemin do§ru olmas�d�r. Bu metodun uygulanmas� için yap�-lacak tek ³ey, n tane denklemin çözülerek {ci(x)}ni=1 katsay�lar�n�n bulunmas�d�r.Problemlerimizde Galerkin metodunu ³u durumlar� göz önüne alarak uygulaya-ca§�z:i. Th : 0 = x0 < x1 < ... < xn < xn+1 = 1, (0, 1) aral�§�n�n bir parçalan�³�,ii. V 0
h = {v : v , Th üzerinde sürekli ve parça parça lineer bir fonksiyon ve

v(0) = v(1) = 0},iii. ϕi, (i = 1, .., n), Vh n�n bir baz� olsun. Bu baz
ϕi(x) =

8>>>>><>>>>>:x−xi−1

hi
, xi−1 ≤ x ≤ xi

xi+1−x
hi+1

, xi ≤ x ≤ xi+1

0 , di§er durumlar (3.26)³eklinde tan�mlanan ³apka fonksiyonu(hat function)dur ve türevi de
ϕ

′

i(x) =

8>>>>><>>>>>: 1
hi
, xi−1 ≤ x ≤ xi

−1
hi+1

, xi ≤ x ≤ xi+1

0 , di§er durumlar (3.27)dir. Burada hi = xi − xi−1, hi+1 = xi+1 − xi dir. xi aral�klar� birbirlerine e³itse
hi = hi+1 = h d�r ki çal�³mam�zda xi lerin e³it uzakl�kl� oldu§u varsay�lacakt�r.
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Bölüm 4SAYISAL ÖRNEKLER4.1 Problem 1.
∂u(x, t)

∂t
= d(x)

∂1.8u(x, t)

∂x1.8
+ q(x, t) (4.1)

u(x, 0) = x3, (0 ≤ x ≤ 1) ba³lang�ç ko³ulu ve u(0, t) = 0, u(1, t) = e−t (t ≥ 0)s�n�r ko³ullar� ile verilmi³ difüzyon denklemini ele alal�m. Burada d(x) = Γ(2.2)x2.8

6difüzyon katsay�s�, q(x, t) = −(1+x)e−tx3 kaynak fonksiyonudur. Bu diferansiyeldenklemin α = 2 için analitik çözümü u(x, t) = e−tx3 tür.Kesirli difüzyon denklemleri, son y�llarda mühendislik ve bir çok �ziksel vekimyasal süreçleri modelleme alanlar�nda ilgi oda§� haline gelmi³tir [89-126]. Birçok ara³t�rmac�, tek boyutlu kesirli difüzyon denkleminin çözümlerinin varl�§�n�ve yakla³�k çözümlerini verdi. Bu denklemin analitik çözümü için iki basamakl�Adomian decomposition metodu kullan�ld� [49]. Mingrong Cui yüksek mertebe-den kompakt sonlu fark ³emas� olu³turdu ve dura§anl�k analizi yapt� [65]. [66] dabu problemin çözümü için sonlu fark metodu uyguland� ve baz� örnekler verildi .[67] de nümerik metodlar kullan�larak sonlu bir tan�m kümesi üzerinde de§i³kenkatsay�l� kesirli difüzyon ba³lang�ç-s�n�r de§er probleminin bir s�n�f� incelendi vedura§anl�k, tutarl�l�k ve yak�nsakl�k analizi yap�ld�. [48] de yenilenmi³ decompo-sition metodu ile kesirli difüzyon denklemi analitik olarak çözüldü. Bu çal�³mada28



kesirli difüzyon denklemi nümerik olarak iki farkl� metod ile çözülecektir:i. Bu difüzyon denklemini öncelikle non-polynomial spline metoduyla nümerikolarak çözelim:(4.1) diferansiyel denklemi, (xi, ui) grid noktalar�nda Caputo kesirli türevi kulla-n�larak
ui − fi

k
= di

�
1

Γ(0.2)

Z xi

0
(xi − µ)−0.8u

′′

i (µ)dµ

�
+ qi, (4.2)³eklinde diskritize edilebilir. Burada k�sal�k aç�s�ndan di := d(xi), fi := f(xi) =

ui−1 ve qi := q(xi, tj) olarak al�nm�³t�r. Dolay�s�yla
ui − fi

k
=

di
Γ(0.2)

I + qi, (4.3)dir ki, burada I =
R xi
0 (xi − µ)−0.8u

′′

i (µ)dµ integralidir.Bu integrale iki kez k�smi integrasyon uygulan�rsa
I =

36

25

Z xi

0
(xi − µ)−2.8ui(µ)dµ (4.4)elde edilir. ui(µ) bir µ = xi noktas�nda Taylor serisine aç�l�p, (4.1) de yerlerinekonulursa

ui − fi
k

=
di

Γ(0.2)
[
36

25
(ui(xi)

Z xi

0
(xi − µ)−2.8dµ

+u
′

i(xi)
Z xi

0
(xi − µ)−1.8dµ+

u
′′

i (xi)

2

Z xi

0
(xi − µ)−0.8dµ)] + qi (4.5)elde edilir ve cebirsel ara i³lemler sonucu da

ui − fi
k

= −2ax3
iu

′′

i (xi) + ax2
iu

′

i(xi) + bxiui(xi) + qi. (4.6)elde edilir. Burada a := −3Γ(2.2)
10Γ(0.2)

, b := −2Γ(2.2)
15Γ(0.2)

dir. (4.6) da Mi = u
′′

i (xi) yaz�l�rsa
ui − fi

k
= −2ax3

iMi + ax2
iu

′

i(xi) + bxiui(xi) + qi. (4.7)ba§�nt�s� elde edilir. (4.7) de Mi yaln�z b�rak�l�rsa
Mi = ciu

′

i + diui + ei (4.8)elde edilir ki burada ci :=
1
2xi

, di := axik−1
2bx3

i k
, ei := fi+kqi

2bx3
i k

dir.
u nun birinci türev özde³likleri
u

′

i
∼= ui+1 − ui−1

2h
, u

′

i+1
∼= 3ui+1 − 4ui + ui−1

2h
, u

′

i−1
∼= −ui+1 + 4ui − 3ui−1

2h
, (4.9)29



³eklindedir. Bu özde³likler (4.8) de kullan�l�rsa
Mi = ci

ui+1 − ui−1

2h
+ diui + ei (4.10)olur. Benzer ³ekilde

Mi+1 = ci+1
3ui+1 − 4ui + ui−1

2h
+ di+1ui+1 + ei+1 (4.11)

Mi−1 = ci−1
−ui+1 + 4ui − 3ui−1

2h
+ di−1ui−1 + ei−1 (4.12)e³itlikleri elde edilir. Bu e³itlikler (3.13) te yerine konulursa, a³a§�daki (n + 1)bilinmeyenli, (n− 1) lineer denklem elde edilir:�

α

2h
ci+1 −

β

h
ci −

3α

2h
ci−1 + αdi−1 −

1

h2

�
ui−1 +�

−2α

h
ci+1 + 2βdi +

2α

h
ci−1 +

2

h2

�
ui +�

3α

2h
ci+1 +

β

h
ci −

α

2h
ci−1 + αdi+1 −

1

h2

�
ui+1

= −(αei+1 + 2βei + αei−1). (4.13)
c1 =

α

2h
ci+1 −

β

h
ci −

3α

2h
ci−1 + αdi−1 −

1

h2

c2 = −2α

h
ci+1 + 2βdi +

2α

h
ci−1 +

2

h2

c3 =
3α

2h
ci+1 +

β

h
ci −

α

2h
ci−1 + αdi+1 −

1

h2yaz�l�rsa a³a§�daki matrisler elde edilmi³ olur:
A =

2666666666666666666666664
1 0 0 0 ... 0 0

c1 c2 c3 0 ... 0 0

0 c1 c2 c3 0 ... 0

. . . . . . .

. . . . . . .

. . . . . . .

0 ... 0 0 c1 c2 c3

. . . . 0 0 1

377777777777777777777777530



B =

2666666666666666666666664
u(0, t) = 0

−(αe0 + 2βe1 + αe2)

−(αe1 + 2βe2 + αe3)

.

.

.

−(αen−2 + 2βen−1 + αen)

u(1, t) = e−t

3777777777777777777777775
U = [u0, u1, ..., un]

′. (4.14)Matlab 7.0.1 program� yard�m�yla AU = B denklem sisteminin çözümünden Uyakla³�k sonucu elde edilir. Nümerik çözüm sonucu n nin farkl� de§erleri içinbulunan maksimum mutlak hatalar Tablo 1. de listelenmi³tir.4.2 Nümerik Da§�l�m Ba§�nt�lar�Bu bölümde yukar�da uygulanan yöntemin ve ortaya ç�kan çözüm ³emalar�n�ntutarl� ve yak�nsak oldu§unu göstermek için nümerik da§�l�m analizi yap�lacakt�r.Bu ise (4.1) diferansiyel denkleminin nümerik da§�l�m ba§�nt�lar�n�n bulunup kar-³�la³t�r�lmas�ylamümkündür. Bunun için de (4.1) denkleminin (4.13) lineerle³tiril-mi³ formu ile (4.1) sürekli formlar�n�n da§�l�m ba§�nt�lar� bulunarak kar³�la³t�rmayap�lacakt�r. Nümerik da§�l�m ba§�nt�lar�
ũn
j = ûei(jk∆x+nω∆t), i =

√
−1 (4.15)kullan�larak elde edilir [68, 69]. K�sal�k aç�s�ndan, lineerle³tirilmi³ denklemin ũçözümü yerine u, k̄ := k∆x ve ω̄ := ω∆t yaz�l�rsa

un
j = ûei(jk̄+nω̄) (4.16)elde edilir. Diskrit da§�l�m ba§�nt�s� ile sürekli olan�n� kar³�la³t�rmak için ω̄ = ω̄(k̄)yaz�ls�n. �imdi öncelikle (4.13) kesikli durumun da§�l�m ba§�nt�lar�n� bulal�m:

un
j = ûei(jk̄+nω̄) (4.17)31



idi. Benzer ³ekilde
un
j−1 = ûei((j−1)k̄+nω̄) (4.18)

un
j+1 = ûei((j+1)k̄+nω̄) (4.19)yaz�l�p (4.13) te yerine konuldu§unda

ûei(jk̄+nω̄)
�
c1e−ik̄ + c2 + c3eik̄

�
= −(αe(xj+1) + 2βe(xj) + αe(xj−1)) (4.20)elde edilir. Buradan

ei(jk̄+nω̄) =
−(αe(xj+1) + 2βe(xj) + αe(xj−1))�

c1e−ik̄ + c2 + c3eik̄
�
û

(4.21)elde edilir. Burada û = 1 olarak al�nabilir. Dolay�s�yla gerekli düzenlemeler sonucu
i(jk̄ + nω̄) = ln

"
−(αe(xj+1) + 2βe(xj) + αe(xj−1))�

c1e−ik̄ + c2 + c3eik̄
� # (4.22)

⇒ nω̄ = −i ln(D)− jk̄ + i ln
�
c1e−ik̄ + c2 + c3eik̄

� (4.23)
⇒ ω̄ =

1

n

h
−i ln(D)− jk̄ + i ln

�
c1e−ik̄ + c2 + c3eik̄

�i (4.24)
⇒ ω̄(k̄) =

1

n

�
−i ln(D)− jk̄ + i ln

�
cos(k̄(c1 + c3))− i sin(k̄(c1− c3))

�� (4.25)
⇒ ω =

1

n∆t
[−i ln(D)− jk∆x+ i ln (cos(k∆x(c1 + c3))− i sin(k∆x(c1− c3)))](4.26)ba§�nt�s� elde edilir ki burada D = (αe(xj+1) + 2βe(xj) + αe(xj−1)) dir.�imdi de sürekli k�sm�n da§�l�m ba§�nt�s� bulunacakt�r. Bunun için (4.7) den

ut + A1uxx + A2ux + A3u+ A4 = 0 (4.27)ba§�nt�s� ele al�ns�n. Burada A1 := 2ax3
i , A2 := −ax2

i , A3 := −bxi ve A4 := −qidir.
u = ei(kx+ωt) (4.28)oldu§undan buradan

ux = ikei(kx+ωt), uxx = −k2ei(kx+ωt), ut = iωei(kx+ωt) (4.29)elde edilir. (4.29) ba§�nt�lar� (4.27) de yerine konulursa
iωei(kx+ωt) − A1k

2ei(kx+ωt) + A2ike
i(kx+ωt) + A3e

i(kx+ωt) + A4 = 0 (4.30)32



⇒ ei(kx+ωt)
�
iω −A1k

2 + A2ik + A3

�
+ A4 = 0 (4.31)

⇒ eiωteikx
�
iω −A1k

2 + A2ik + A3

�
+ A4 = 0 (4.32)

⇒ eiωt =
−A4e

−ikx

iω − A1k2 + A2ik + A3

(4.33)
⇒ ω =

(1 + i)t(A1k
2 + A2ik + A3)− A4(cos(kx)− i sin(kx))

i(1 + 1)t
(4.34)elde edilir. Elde edilen bu (4.26) ve (4.34) ba§�nt�lar� Matlab 7.0.1 program� yar-d�m�yla kar³�la³t�r�l�rsa a³a§�daki gra�k elde edilir ki bu da yukar�da uygulananyöntemin bu problem için tutarl� ve yak�nsak oldu§unu gösterir.
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1�ekil 4.1: (4.26) ve (4.34) nin kar³�la³t�r�lmas�Çözümün tutarl� ve yak�nsak olmas� için e§rilerin birbirini en az bir noktadakesmesi gerekiyordu, gra�kten de görüldü§ü üzere e§riler iki noktada kesi³ti. Do-lay�s�yla uygulanan yöntem ve çözümler tutarl�d�r ve yak�nsakt�r.33



ii. �imdi (4.1) diferansiyel denklemini Galerkin metodu ile nümerik olarak çöze-lim:Kesirli difüzyon denkleminde spline metoddaki gibi Caputo kesirli türevi kullan�-l�p gerekli cebirsel ara i³lemler yap�l�rsa
2akx3u

′′ − akx2u
′

+ (1− kxb)u − f(x)− k(1 + x)e−tx3 = 0 (4.35)elde edilir. Burada hat�rlatmak gerekirse a = −3Γ(2.2)
10Γ(0.2)

, b = −2Γ(2.2)
15Γ(0.2)

idi. �imdi (4.35)diferansiyel denklemine Galerkin metodunu uygulayal�m:Z
1

0

W

�
2akx

3
U

′′

− akx
2
U

′

+ (1 − kxb)U − f(x) − k(1 + x)e
−t

x
3

�
dx = 0, ∀W (x) ∈ V

0

h (4.36)olacak ³ekilde bir U(x) yakla³�k çözümü bulunacakt�r. Düzenleme yap�l�rsaZ
1

0

�
2akx

3
WU

′′

− akx
2
WU

′

+ (1 − kxb)WU

�
dx =

Z
1

0

(Wf(x) + Wk(1 + x)e
−t

x
3
)dx (4.37)elde edilir. (4.37) e³itli§inde R 10 2akx3WU

′′

dx integraline k�smi integrasyon uygulan�rsaZ 1

0
2akx3WU

′′

dx = [2akx3WU
′

]10 −
Z 1

0
(6akx2WU

′

+ 2akx3W
′

U
′

)dx (4.38)elde edilir ki burada [2akx3WU
′

]10 = 0 d�r çünkü W (0) = W (1) = 0 d�r. (4.38) e³itli§i(4.37) de yerine konursaZ
1

0

�
(1 − kxb)WU − 7akx

2
WU

′

− 2akx
3
W

′

U
′

�
dx =

Z
1

0

(Wf(x) + Wk(1 + x)e
−t

x
3
)dx (4.39)elde edilir. Burada

U(x) =
nX

j=1

cjϕj(x), U ′(x) =
nX

j=1

cjϕ
′

j(x), W (x) =
nX

i=1

siϕi(x), W ′(x) =
nX

i=1

siϕ
′

i(x)kullan�l�rsa U(x) yakla³�k çözümü bulunabilir. Bu e³itlikler (4.39) da yerine konulursaZ
1

0

[

nX
i=1

(1 − kxb)siϕi(x)

nX
j=1

cjϕj(x) −

nX
i=1

7akx
2
siϕi(x)

nX
j=1

cjϕ
′

j(x)

−

nX
i=1

2akx
3
siϕ

′

i(x)

nX
j=1

cjϕ
′

j(x)]dx =

Z
1

0

�
nX

i=1

siϕi(x)f(x) +

nX
i=1

siϕi(x)k(1 + x)e
−t

x
3

�
dx (4.40)elde edilir. |i− j| > 1 oldu§u durumlarda R 10 ϕ′

jϕ
′

idx = 0, R 10 ϕ′

jϕidx = 0 ve R 10 ϕjϕidx =

0 d�r, çünkü |i− j| > 1 oldu§unda ϕj ve ϕi çak�³mazlar yani ortak noktalar� bulunmaz.Buna göre gerekli düzenlemeler sonucu
nX

i=1

si

Z 1

0

nX
j=1

cj
�
(1 − kxb)ϕj(x)ϕi(x)− 7akx2ϕ′

j(x)ϕi(x)− 2akx3ϕ′

j(x)ϕ
′

i(x)
�
dx

=
nX

i=1

si

Z 1

0

�
ϕi(x)f(x) + ϕi(x)k(1 + x)e−tx3

�
dx (4.41)34



elde edilir. a1(x) := 1 − kxib, a2(x) := −7akx2i ve a3(x) := −2akx3i dersek i = 2,
j = 1, .., n için

α12 =
Z 2h

h
(a1(x)ϕ1ϕ2 + a2(x)ϕ

′

1ϕ2 + a3(x)ϕ
′

1ϕ
′

2)dx

α22 =
Z 3h

h
(a1(x)ϕ2ϕ2 + a2(x)ϕ

′

2ϕ2 + a3(x)ϕ
′

2ϕ
′

2)dx

α32 =
Z 3h

2h
(a1(x)ϕ3ϕ2 + a2(x)ϕ

′

3ϕ2 + a3(x)ϕ
′

3ϕ
′

2)dx,

i = m, j = 1, .., n için
α(m−1)m =

Z mh

(m−1)h
(a1(x)ϕm−1ϕm + a2(x)ϕ

′

m−1ϕm + a3(x)ϕ
′

m−1ϕ
′

m)dx

αmm =
Z (m+1)h

(m−1)h
(a1(x)ϕmϕm + a2(x)ϕ

′

mϕm + a3(x)ϕ
′

mϕ′

m)dx

α(m+1)m =
Z (m+1)h

mh
(a1(x)ϕm+1ϕm + a2(x)ϕ

′

m+1ϕm + a3(x)ϕ
′

m+1ϕ
′

m)dx,ve i = n− 1, j = 1, .., n için
α(n−2)(n−1) =

Z (n−2)h

(n−1)h
(a1(x)ϕn−2ϕn−1 + a2(x)ϕ

′

n−2ϕn−1 + a3(x)ϕ
′

n−2ϕ
′

n−1)dx

α(n−1)(n−1) =
Z (n)h

(n−2)h
(a1(x)ϕn−1ϕn−1 + a2(x)ϕ

′

n−1ϕn−1 + a3(x)ϕ
′

n−1ϕ
′

n−1)dx

α(n)(n−1) =
Z (n−1)h

nh
(a1(x)ϕnϕn−1 + a2(x)ϕ

′

nϕn−1 + a3(x)ϕ
′

nϕ
′

n−1)dx,e³itlikleri elde edilir ki buradan a³a§�daki matrisler elde edilir:
A=

26666666666666666666664
1 0 0 0 ... 0 0

α12 α22 α32 0 ... 0 0

0 α23 α33 α43 0 ... 0

. . . . . . .

. . . . . . .

. . . . . . .

0 ... 0 0 α(n−2)(n−1) α(n−1)(n−1) αn(n−1)

. . . . 0 0 1

37777777777777777777775
.

Benzer ³ekilde (4.41) e³itli§inin sa§ taraf� da B matrisi olarak35



B=
26666666666666666666664

u(0, t) = 0R 3h
h ϕ2(f(x) + k(1 + x)e−tx3)dxR 4h
2h ϕ3(f(x) + k(1 + x)e−tx3)dx

.

.

.R (n+1)h
(n−1)h ϕn(f(x) + k(1 + x)e−tx3)dx

u(1, t) = e−t

37777777777777777777775³eklinde bulunur. Dolay�s�yla AC = B denklem sisteminin çözümünden C = [c1, c2, ..., cn]elde edilir. Elde edilen bu cj ler U(x) =
Pn

j=1 cjϕj(x) te yerine konulursa U(x) yakla³�kçözümü elde edilir. Nümerik çözüm sonucu n nin farkl� de§erleri için bulunan maksimummutlak hatalar Tablo 1. de listelenmi³tir.

36



Tablo 1: Maksimum mutlak hatalar, k = 0.01

n Spline metodu Galerkin metodu [62] [67]11 8.762e-04 9.242e-04 0.10446 1.822e-0321 1.265e-04 5.762e-04 0.10518 1.168e-0361 6.307e-05 1.723e-04 8.644e-04121 1.591e-05 6.175e-05 6.848e-04
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�ekil 4.2: Problem 1 de u(x, t) nin çözüm gra�§i, n = 81, k = 0.01
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Kesirli türevli diferansiyel denklem sistemleri mekanik, viskoelastiklik, biyoloji, �-zik ve mühendislik ve bunun gibi di§er uygulamalardaki problemlerin modellenmesindes�kça kullan�lmaktad�r. Genel olarak, söz konusu denklem sistemlerinin bir gerçek çö-zümü bulunmamaktad�r ancak belli metodlarla yakla³�k çözümleri elde edilebilmi³tir.Söz konusu metodlar homotopy perturbation metodu [172,173], Adomian decomposi-tion metodu [174-176], variation iteration metodu [177,178] ve homotopy analysis me-todudur [179-183]. Bu çözümler analitik çözümlerdir, söz konusu denklem sistemlerininsay�sal çözümleri bulunmamaktad�r. Bu çal�³mada lineer ve lineer olmayan kesirli tü-revli diferansiyel denklem sistemleri non-polynomial kübik spline ve Galerkin metoduylaçözülmü³tür:4.3 Problem 2.8><>:d1.8u
dx − x dv

dx + u = x3 − 2x2 + 6x

d1.8v
dx − xdu

dx + uv = x2 − x

(4.42)
u(0) = u(1) = 0, v(0) = v(1) = 0 ba³lang�ç ko³ullar� ve u(x) = x3 − x, v(x) = x2 − xanalitik çözümleri ile verilen lineer olmayan kesirli diferansiyel denklem sistemini elealal�m. Bu problemi non-polynomial kübik spline metoduyla çözelim. Önceki sorudanbenzer olarak u1.8i türevi

u1.8i =
36

25Γ(0.2)
(ui(xi)

Z xi

0
(xi − µ)−2.8dµ+ u

′

i(xi)
Z xi

0
(xi − µ)−1.8dµ

+
u

′′

i (xi)

2

Z xi

0
(xi − µ)−0.8dµ) = giui + hiu

′

i +miu
′′

i (4.43)olarak bulunur. Burada gi :=
4x−1.8

i

5Γ(0.2) , hi := 9x−0.8
i

5Γ(0.2) ve mi :=
18x0.2

i

5Γ(0.2) dir. Benzer ³ekilde
v1.8i türevi de

v1.8i =
36

25Γ(0.2)
(vi(xi)

Z xi

0
(xi − µ)−2.8dµ+ v

′

i(xi)
Z xi

0
(xi − µ)−1.8dµ

+
v
′′

i (xi)

2

Z xi

0
(xi − µ)−0.8dµ) = givi + hiv

′

i +miv
′′

i (4.44)olarak elde edilir. Elde edilen bu türevler (4.42) de yerine konursa8><>:(1 + gi)ui + hiu
′

i +miu
′′

i − xiv
′

i = x3i − 2x2i + 6xi

givi + hiv
′

i +miv
′′

i − xiu
′

i + uivi = x2i − xi

(4.45)38



lineer olmayan diferansiyel denklem sistemi elde edilmi³ olur.i. (4.45) diferansiyel denklem sisteminde ilk olarak
(1 + gi)ui + hiu

′

i +miu
′′

i − xiv
′

i = x3i − 2x2i + 6xi (4.46)diferansiyel denklemini diskritize edelim: (4.46) da u′′i = Mi yaz�l�rsa
(1 + gi)ui + hiu

′

i +miMi − xiv
′

i = x3i − 2x2i + 6xi (4.47)elde edilir. Bu e³itlikte Mi yaln�z b�rak�l�rsa
Mi = Giui +Hiu

′

i +Kiv
′

i + Fi (4.48)elde edilir ki burada Gi := −1+gi
mi

, Hi := − hi

mi
, Ki := xi

mi
ve Fi :=

x3
i−2x2

i+6xi

mi
dir.Dolay�s�yla benzer ³ekilde

Mi+1 = Gi+1ui+1 +Hi+1u
′

i+1 +Ki+1v
′

i+1 + Fi+1 (4.49)
Mi−1 = Gi−1ui−1 +Hi−1u

′

i−1 +Ki−1v
′

i−1 + Fi−1 (4.50)e³itlikleri elde edilir. (4.9) daki özde³liklere benzer olarak
v
′

i
∼= vi+1 − vi−1

2h
, v

′

i+1
∼= 3vi+1 − 4vi + vi−1

2h
, v

′

i−1
∼= −vi+1 + 4vi − 3vi−1

2h
, (4.51)özde³likleri de yaz�labilir. (4.9) ve (4.51) özde³likleri s�ras�yla (4.48), (4.49) ve (4.50) degerekli yerlere konursa

Mi = Giui +Hi
ui+1 − ui−1

2h
+Ki

vi+1 − vi−1

2h
+ Fi (4.52)

Mi+1 = Gi+1ui+1 +Hi+1
3ui+1 − 4ui + ui−1

2h
+Ki+1

3vi+1 − 4vi + vi−1

2h
+ Fi+1 (4.53)

Mi−1 = Gi−1ui−1+Hi−1
−ui+1 + 4ui − 3ui−1

2h
+Ki−1

−vi+1 + 4vi − 3vi−1

2h
+Fi−1 (4.54)e³itlikleri elde edilir. Bu e³itlikler (3.13) te yerine konursa a³a§�daki lineer denklemsistemi elde edilmi³ olur:�

α

2h
Hi+1 −

β

h
Hi −

3α

2h
Hi−1 + αGi−1 −

1

h2

�
ui−1 +�

−2α

h
Hi+1 + 2βGi +

2α

h
Hi−1 +

2

h2

�
ui +�

3α

2h
Hi+1 +

β

h
Hi −

α

2h
Hi−1 + αGi+1 −

1

h2

�
ui+1�

α

2h
Ki+1 −

β

h
Ki −

3α

2h
Ki−1

�
vi−1 +�

−2α

h
Ki+1 +

2α

h
Ki−1

�
vi +�

3α

2h
Ki+1 +

β

h
Ki −

α

2h
Ki−1

�
vi+1

= −(αFi+1 + 2βFi + αFi−1). (4.55)39



8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:
a1 = α

2hHi+1 − β
hHi − 3α

2hHi−1 + αGi−1 − 1
h2

a2 = −2α
h Hi+1 + 2βGi +

2α
h Hi−1 +

2
h2

a3 = 3α
2hHi+1 +

β
hHi − α

2hHi−1 + αGi+1 − 1
h2

b1 = α
2hKi+1 − β

hKi − 3α
2hKi−1

b2 = −2α
h Ki+1 +

2α
h Ki−1

b3 = 3α
2hKi+1 +

β
hKi − α

2hKi−1

(4.56)
yaz�ls�n. Bu sistemden do§an matrisi daha sonra olu³turaca§�z.ii. �imdi (4.45) diferansiyel denklem sisteminin ikinci diferansiyel denklemini ele alal�m:

givi + hiv
′

i +miv
′′

i − xiu
′

i + uivi = x2i − xi (4.57)diferansiyel denkleminde v′′i = Ni yaz�l�rsa
givi + hiv

′

i +miNi − xiu
′

i + uivi = x2i − xi (4.58)elde edilir. Bu e³itlikte Ni yaln�z b�rak�l�rsa
Ni = Tivi +Hiv

′

i +Kiu
′

i + riuivi + Si (4.59)elde edilir ki burada Ti := − gi
mi
, Hi := − hi

mi
, Ki :=

xi

mi
, ri := − 1

mi
ve Si :=

x2
i−xi

mi
dir.Dolay�s�yla benzer ³ekilde

Ni+1 = Ti+1vi+1 +Hi+1v
′

i+1 +Ki+1u
′

i+1 + ri+1ui+1vi+1 + Si+1 (4.60)
Ni−1 = Ti−1vi−1 +Hi−1v

′

i−1 +Ki−1u
′

i−1 + ri−1ui−1vi−1 + Si−1 (4.61)e³itlikleri elde edilir. (4.9) ve (4.51) özde³likleri s�ras�yla (4.59), (4.60) ve (4.61) de gerekliyerlere konursa
Ni = Tivi +Hi

vi+1 − vi−1

2h
+Ki

ui+1 − ui−1

2h
+ riuivi + Si (4.62)

Ni+1 = Ti+1vi+1+Hi+1
3vi+1 − 4vi + vi−1

2h
+Ki+1

3ui+1 − 4ui + ui−1

2h
+ri+1ui+1vi+1+Si+1(4.63)

Ni−1 = Ti−1vi−1+Hi−1
−vi+1 + 4vi − 3vi−1

2h
+Ki−1

−ui+1 + 4ui − 3ui−1

2h
+ri−1ui−1vi−1+Si−1(4.64)40



e³itlikleri elde edilir. Bu e³itlikler
αNi+1 + 2βNi + αNi−1 = (1/h2)(vi+1 − 2vi + vi−1) (4.65)de yerine konursa a³a§�daki lineer denklemler sistemi elde edilmi³ olur:�

α

2h
Hi+1 −

β

h
Hi −

3α

2h
Hi−1 + αTi−1 −

1

h2

�
vi−1 +�

−2α

h
Hi+1 + 2βTi +

2α

h
Hi−1 +

2

h2

�
vi +�

3α

2h
Hi+1 +

β

h
Hi −

α

2h
Hi−1 + αTi+1 −

1

h2

�
vi+1�

α

2h
Ki+1 −

β

h
Ki −

3α

2h
Ki−1

�
ui−1 +�

−2α

h
Ki+1 +

2α

h
Ki−1

�
ui +�

3α

2h
Ki+1 +

β

h
Ki −

α

2h
Ki−1

�
ui+1

αri+1ui+1vi+1 + 2βriuivi + αri−1ui−1vi−1

= −(αSi+1 + 2βSi + αSi−1). (4.66)8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:
c1 = α

2hHi+1 − β
hHi − 3α

2hHi−1 + αTi−1 − 1
h2

c2 = −2α
h Hi+1 + 2βTi +

2α
h Hi−1 +

2
h2

c3 = 3α
2hHi+1 +

β
hHi − α

2hHi−1 + αTi+1 − 1
h2

d1 = α
2hKi+1 − β

hKi − 3α
2hKi−1

d2 = −2α
h Ki+1 +

2α
h Ki−1

d3 = 3α
2hKi+1 +

β
hKi − α

2hKi−1

(4.67)
yaz�ls�n. (4.56) ve (4.67) ile a³a§�daki matrisler elde edilir:
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A =

26666666666666666666666666666666666666666666666666664

1 0 0 0 ... 0 0 ∗ 0 0 0 0 ... 0 0

a1 a2 a3 0 ... 0 0 ∗ b1 b2 b3 0 ... 0 0

0 a1 a2 a3 0 ... 0 ∗ 0 b1 b2 b3 0 ... 0

. . . . . . . ∗ . . . . . . .

. . . . . . . ∗ . . . . . . .

. . . . . . . ∗ . . . . . . .

0 ... 0 0 a1 a2 a3 ∗ 0 ... 0 0 b1 b2 b3

. . . . 0 0 1 ∗ . . . . 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 0 0 ... 0 0 ∗ 1 0 0 0 ... 0 0

d1 d2 d3 0 ... 0 0 ∗ c1 c2 c3 0 ... 0 0

0 d1 d2 d3 0 ... 0 ∗ 0 c1 c2 c3 0 ... 0

. . . . . . . ∗ . . . . . . .

. . . . . . . ∗ . . . . . . .

. . . . . . . ∗ . . . . . . .

0 ... 0 0 d1 d2 d3 ∗ 0 ... 0 0 c1 c2 c3

. . . . 0 0 0 ∗ . . . . 0 0 1

37777777777777777777777777777777777777777777777777775

42



B =

26666666666666666666666666666666666666666666666664

0

0

0

.

.

.

0

0

0

αr0u0v0 + 2βr1u1v1 + αr2u2v2

αr1u1v1 + 2βr2u2v2 + αr3u3v3

.

.

.

αrn−2un−2vn−2 + 2βrn−1un−1vn−1 + αrnunvn

0

37777777777777777777777777777777777777777777777775

C =

26666666666666666666666666666666666666666666666664

0

−(αF0 + 2βF1 + αF2)

−(αF1 + 2βF2 + αF3)

.

.

.

−(αFn−2 + 2βFn−1 + αFn)

0

0

−(αS0 + 2βS1 + αS2)

−(αS1 + 2βS2 + αS3)

.

.

.

−(αSn−2 + 2βSn−1 + αsn)

0

3777777777777777777777777777777777777777777777777543



X = [u0, u1, ..., un, v0, v1, ..., vn]
′.Sonuç olarak AX +B = C gibi bir denklem sistemi olu³turulmu³ olur ki buradan Mat-lab 7.0.1 program� yard�m�yla X yakla³�k çözümü elde edilir. Nümerik çözüm sonucu nnin farkl� de§erleri için bulunan maksimum mutlak hatalar Tablo 2 de listelenmi³tir.Tablo 2: u(x) ve v(x) için bulunan nümerik sonuçlar.Problem 2 n u(x) in max. mutlak hatalar� v(x) in max. mutlak hatalar�Spline (α = 2) 21 4.8513e-006 7.7716e-00541 1.2104e-006 1.9470e-00581 3.0280e-007 4.8676e-006Spline (α = 1.8) 21 1.5518e-005 5.7321e-00541 8.6104e-006 1.8447e-00581 3.0280e-006 6.9626e-006
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1�ekil 4.3: Problem 2 de u(x) in gra�§i (n = 41)44
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−0.05

0

PSfrag replacements

1�ekil 4.4: Problem 2 de v(x) in gra�§i (n = 41)4.4 Problem 38><>:d1.9u
dx + xu+ xv = 2

d1.9v
dx + 2xu+ 2xv = −2

(4.68)
u(0) = u(1) = 0, v(0) = v(1) = 0 ba³lang�ç ko³ullar� ve u(x) = x2 − x, v(x) = x − x2analitik çözümleri ile verilen kesirli diferansiyel denklem sistemini Galerkin metoduylanümerik olarak çözelim. Önceki sorulardan benzer olarak u1.9 ve v1.9 türevleri

u1.9 = 10Au′′x0.1 − 10A

9
u′x−0.9 − 10A

19
ux−1.9

v1.9 = 10Av′′x0.1 − 10A

9
v′x−0.9 − 10A

19
vx−1.9olarak bulunur. Burada A := 171

100Γ(0.1) dir. Elde edilen bu türevler (4.68) de yerinekonursa 8><>:10Au′′x0.1 + bu′x−0.9 + (ax−1.9 + x)u+ xv = 2

10Av′′x0.1 + bv′x−0.9 + (ax−1.9 + 2x)v + 2xu = −2

(4.69)
45



diferansiyel denklem sistemi elde edilmi³ olur.i. (4.69) da ilk olarak
10Au′′x0.1 + bu′x−0.9 + (ax−1.9 + x)u+ xv = 2 (4.70)diferansiyel denklemine Galerkin metodunu uygulayal�m:Z

1

0

W
�
10AU

′′
x
0.1

+ bU
′
x
−0.9

+ (ax
−1.9

+ x)U + xV − 2
�
dx = 0, ∀W (x) ∈ V

0

h (4.71)olacak ³ekilde bir U(x) ve V (x) yakla³�k çözümü bulunacakt�r. Düzenleme yap�l�rsaZ 1

0

�
10Ax0.1WU ′′ + bx−0.9WU ′ + (ax−1.9 + x)WU + xV

�
dx =

Z 1

0
2Wdx (4.72)elde edilir. (4.72) e³itli§inde R 10 10Ax0.1WU

′′

dx integraline k�smi integrasyon uygula-n�rsaZ 1

0
2akx3WU

′′

dx = [10Ax0.1WU
′

]10 −
Z 1

0
(Ax−0.9WU

′

+ 10Ax0.1W ′U ′)dx (4.73)elde edilir ki burada [2akx3WU
′

]10 = 0 d�r çünkü W (0) = W (1) = 0 d�r. (4.73) e³itli§i(4.72) de yerine konursaZ
1

0

�
−10Ax

0.1
W

′
U

′
+ (b − A)x

−0.9
WU

′
+ (ax

−1.9
+ x)WU + xV

�
dx =

Z
1

0

2Wdx (4.74)elde edilir. Burada8>>>><>>>>:U(x) =
Pn

j=1 cjϕj(x), U ′(x) =
Pn

j=1 cjϕ
′

j(x),

V (x) =
Pn

p=1 kpϕp(x), V ′(x) =
Pn

p=1 kpϕ
′

p(x),

W (x) =
Pn

i=1 siϕi(x), W ′(x) =
Pn

i=1 siϕ
′

i(x)

(4.75)kullan�l�p (4.74) te yerine konulursaZ
1

0

[

nX
i=1

−10Ax
0.1

siϕ
′

i(x)

nX
j=1

cjϕ
′

j(x) +

nX
i=1

(b − A)x
−0.9

siϕi(x)

nX
j=1

cjϕ
′

j(x)

+

nX
i=1

(ax
−1.9

+ x)siϕi(x)

nX
j=1

cjϕj(x) +

nX
i=1

xsiϕi(x)

nX
p=1

kpϕp(x)]dx =

Z
1

0

nX
i=1

2siϕi(x)dx (4.76)elde edilir. |i− j| > 1 ve |i− p| > 1 oldu§u durumlarda R 10 ϕ′

jϕ
′

idx = 0, R 10 ϕ′

jϕidx = 0,R 1
0 ϕjϕidx = 0 d�r, R 10 ϕ′

iϕ
′

pdx = 0, R 10 ϕ′

iϕpdx = 0 ve R 10 ϕiϕidx = 0 d�r çünkü |i− j| > 1ve |i− p| > 1 oldu§unda ϕj , ϕi ve ϕp çak�³mazlar yani ortak noktalar� bulunmaz. Bunagöre gerekli düzenlemeler sonucu
nX

i=1

si

Z 1

0
[
nX

j=1

cj
�
−10Ax0.1ϕ′

i(x)ϕ
′

j(x) + (b−A)x−0.9ϕi(x)ϕ
′

j(x) + (ax−1.9 + x)ϕi(x)ϕj(x)
�

+
nX

p=1

kpxϕi(x)ϕp(x)]dx =
nX

i=1

si

Z 1

0
2ϕi(x)dx46



elde edilir. a1(x) := −10Ax0.1, a2(x) := (b−A)x−0.9 ve a3(x) := (ax−1.9 + x) denirse
i = 2, j = 1, .., n için

α12 =
Z 2h

h
(a1(x)ϕ

′

1ϕ
′

2 + a2(x)ϕ
′

1ϕ2 + a3(x)ϕ1ϕ2)dx

α22 =
Z 3h

h
(a1(x)ϕ

′

2ϕ
′

2 + a2(x)ϕ
′

2ϕ2 + a3(x)ϕ2ϕ2)dx

α32 =
Z 3h

2h
(a1(x)ϕ

′

3ϕ
′

2 + a2(x)ϕ
′

3ϕ2 + a3(x)ϕ3ϕ2)dx

β12 =
Z 2h

h
(xϕ1ϕ2)dx

β22 =
Z 3h

h
(xϕ2ϕ2)dx

β32 =
Z 3h

2h
(xϕ3ϕ2)dx,

i = m, j = 1, .., n için
α(m−1)m =

Z mh

(m−1)h
(a1(x)ϕ

′

m−1ϕ
′

m + a2(x)ϕ
′

m−1ϕm + a3(x)ϕm−1ϕm)dx

αmm =
Z (m+1)h

(m−1)h
(a1(x)ϕ

′

mϕ′

m + a2(x)ϕ
′

mϕm + a3(x)ϕmϕm)dx

α(m+1)m =
Z (m+1)h

mh
(a1(x)ϕ

′

m+1ϕ
′

m + a2(x)ϕ
′

m+1ϕm + a3(x)ϕm+1ϕm)dx

β(m−1)m =
Z mh

(m−1)h
(xϕm−1ϕm)dx

βmm =
Z (m+1)h

(m−1)h
(xϕmϕm)dx

β(m+1)m =
Z (m+1)h

mh
(xϕm+1ϕm)dx,ve i = n− 1, j = 1, .., n için

α(n−2)(n−1) =
Z (n−2)h

(n−1)h
(a1(x)ϕ

′

n−2ϕ
′

n−1 + a2(x)ϕ
′

n−2ϕn−1 + a3(x)ϕn−2ϕn−1)dx

α(n−1)(n−1) =
Z (n)h

(n−2)h
(a1(x)ϕ

′

n−1ϕ
′

n−1 + a2(x)ϕ
′

n−1ϕn−1 + a3(x)ϕn−1ϕn−1)dx

α(n)(n−1) =
Z (n−1)h

nh
(a1(x)ϕ

′

nϕ
′

n−1 + a2(x)ϕ
′

nϕn−1 + a3(x)ϕnϕn−1)dx

β(n−2)(n−1) =
Z (n−2)h

(n−1)h
(xϕn−2ϕn−1)dx

β(n−1)(n−1) =
Z (n)h

(n−2)h
(xϕn−1ϕn−1)dx

β(n)(n−1) =
Z (n−1)h

nh
(xϕnϕn−1)dx,47



e³itlikleri elde edilir.ii. �imdi de (4.69) den
10Av′′x0.1 + bv′x−0.9 + (ax−1.9 + 2x)v + 2xu = −2 (4.77)diferansiyel denklemine Galerkin metodunu uygulayal�m:Z

1

0

W
�
10AV

′′
x
0.1

+ bV
′
x
−0.9

+ (ax
−1.9

+ 2x)V + 2xU + 2
�
dx = 0, ∀W (x) ∈ V

0

h (4.78)olacak ³ekilde bir U(x) ve V (x) yakla³�k çözümü bulunacakt�r. Düzenleme yap�l�rsaZ
1

0

�
10Ax

0.1
WV

′′
+ bx

−0.9
WV

′
+ (ax

−1.9
+ 2x)WV + 2xU

�
dx =

Z
1

0

−2Wdx (4.79)elde edilir. (4.79) e³itli§inde R 10 10Ax0.1WV
′′

dx integraline k�smi integrasyon uygula-n�rsaZ 1

0
2akx3WV

′′

dx = [10Ax0.1WV
′

]10 −
Z 1

0
(Ax−0.9WV

′

+ 10Ax0.1W ′V ′)dx (4.80)elde edilir ki burada [2akx3WV
′

]10 = 0 d�r çünkü W (0) = W (1) = 0 d�r. (4.80) e³itli§i(4.79) da yerine konursaZ
1

0

�
−10Ax

0.1
W

′
V

′
+ (b − A)x

−0.9
WV

′
+ (ax

−1.9
+ 2x)WV + 2xU

�
dx =

Z
1

0

−2Wdx (4.81)elde edilir. Burada (4.75) teki özde³likler kullan�l�p (4.81) de yerine konacak olursaZ
1

0

[

nX
i=1

−10Ax
0.1

siϕ
′

i(x)

nX
p=1

kpϕ
′

p(x) +

nX
i=1

(b − A)x
−0.9

siϕi(x)

nX
p=1

kpϕ
′

p(x)

+

nX
i=1

(ax
−1.9

+ 2x)siϕi(x)

nX
p=1

kpϕp(x) +

nX
i=1

2xsiϕi(x)

nX
j=1

cjϕj (x)]dx =

Z
1

0

nX
i=1

−2siϕi(x)dx (4.82)elde edilir. Burada da yukar�da oldu§u gibi |i− j| > 1 ve |i− p| > 1 oldu§u durumlardaR 1
0 ϕ′

jϕ
′

idx = 0, R 10 ϕ′

jϕidx = 0, R 10 ϕjϕidx = 0 d�r, R 10 ϕ′

iϕ
′

pdx = 0, R 10 ϕ′

iϕpdx = 0 veR 1
0 ϕiϕidx = 0 d�r. Buna göre gerekli düzenlemeler sonucu
nX

i=1

si

Z 1

0
[
nX

p=1

kp
�
−10Ax0.1ϕ′

i(x)ϕ
′

p(x) + (b−A)x−0.9ϕi(x)ϕ
′

p(x) + (ax−1.9 + 2x)ϕi(x)ϕp(x)
�

+
nX

j=1

cj2xϕi(x)ϕj(x)]dx =
nX

i=1

si

Z 1

0
−2ϕi(x)dxelde edilir. b1(x) := −10Ax0.1, b2(x) := (b−A)x−0.9 ve b3(x) := (ax−1.9 + 2x) denirse
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i = 2, j = 1, .., n için
γ12 =

Z 2h

h
(b1(x)ϕ

′

1ϕ
′

2 + b2(x)ϕ
′

1ϕ2 + b3(x)ϕ1ϕ2)dx

γ22 =
Z 3h

h
(b1(x)ϕ

′

2ϕ
′

2 + b2(x)ϕ
′

2ϕ2 + b3(x)ϕ2ϕ2)dx

γ32 =
Z 3h

2h
(b1(x)ϕ

′

3ϕ
′

2 + b2(x)ϕ
′

3ϕ2 + b3(x)ϕ3ϕ2)dx

η12 =
Z 2h

h
(2xϕ1ϕ2)dx

η22 =
Z 3h

h
(2xϕ2ϕ2)dx

η32 =
Z 3h

2h
(2xϕ3ϕ2)dx,

i = m, j = 1, .., n için
γ(m−1)m =

Z mh

(m−1)h
(b1(x)ϕ

′

m−1ϕ
′

m + b2(x)ϕ
′

m−1ϕm + b3(x)ϕm−1ϕm)dx

γmm =
Z (m+1)h

(m−1)h
(b1(x)ϕ

′

mϕ′

m + b2(x)ϕ
′

mϕm + b3(x)ϕmϕm)dx

γ(m+1)m =
Z (m+1)h

mh
(b1(x)ϕ

′

m+1ϕ
′

m + b2(x)ϕ
′

m+1ϕm + b3(x)ϕm+1ϕm)dx

η(m−1)m =
Z mh

(m−1)h
(2xϕm−1ϕm)dx

ηmm =
Z (m+1)h

(m−1)h
(2xϕmϕm)dx

η(m+1)m =
Z (m+1)h

mh
(2xϕm+1ϕm)dx,ve i = n− 1, j = 1, .., n için

γ(n−2)(n−1) =
Z (n−2)h

(n−1)h
(b1(x)ϕ

′

n−2ϕ
′

n−1 + b2(x)ϕ
′

n−2ϕn−1 + b3(x)ϕn−2ϕn−1)dx

γ(n−1)(n−1) =
Z (n)h

(n−2)h
(b1(x)ϕ

′

n−1ϕ
′

n−1 + b2(x)ϕ
′

n−1ϕn−1 + b3(x)ϕn−1ϕn−1)dx

γ(n)(n−1) =
Z (n−1)h

nh
(b1(x)ϕ

′

nϕ
′

n−1 + b2(x)ϕ
′

nϕn−1 + b3(x)ϕnϕn−1)dx

η(n−2)(n−1) =
Z (n−2)h

(n−1)h
(2xϕn−2ϕn−1)dx

η(n−1)(n−1) =
Z (n)h

(n−2)h
(2xϕn−1ϕn−1)dx

η(n)(n−1) =
Z (n−1)h

nh
(2xϕnϕn−1)dx,e³itlikleri elde edilir ki buradan a³a§�daki matrisler elde edilir:49



A1 =

26666666666666666666664
1 0 0 0 ... 0 0

α12 α22 α32 0 ... 0 0

0 α23 α33 α43 0 ... 0

. . . . . . .

. . . . . . .

. . . . . . .

0 ... 0 0 α(n−2)(n−1) α(n−1)(n−1) αn(n−1)

. . . . 0 0 1

37777777777777777777775
,

A2 =

26666666666666666666664
0 0 0 0 ... 0 0

β12 β22 β32 0 ... 0 0

0 β23 β33 β43 0 ... 0
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A4 =

26666666666666666666664
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37777777777777777777777777777777777777777777777775³eklinde bulunur. Dolay�s�yla AC = B denklem sisteminin çözümünden C = [c1, c2, ..., cn, k1, k2, ..., kn]elde edilir. Elde edilen bu cj ler U(x) =
Pn

j=1 cjϕj(x) te yerine konulursa U(x), benzer³ekilde kp ler V (x) =
Pn

p=1 kpϕp(x) te yerine konulursa V (x) yakla³�k çözümleri elde51



edilir. Nümerik çözüm sonucu n in farkl� de§erleri için bulunan maksimum mutlak ha-talar Tablo 3 te listelenmi³tir.Table 3: u(x) ve v(x) için bulunan nümerik sonuçlar.Problem 3 n u(x) in max. mutlak hatalar� v(x) in max. mutlak hatalar�B-Spline (α = 2) 21 3.4139e-015 1.8457e-015Spline (α = 2) 21 4.1078e-015 6.2820e-016Galerkin (α = 2) 21 9.4368e-016 1.1102e-015Galerkin (α = 1.9) 21 3.4139e-012 1.8457e-11
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1�ekil 4.5: Problem 3 te u(x) in gra�§i (n = 41)
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1�ekil 4.6: Problem 3 te v(x) in gra�§i (n = 41)
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Bölüm 5SONUÇTez çal�³mas�nda 0 ≤ α ≤ 2 olmak üzere α. mertebeden kesirli türevli diferansiyel denk-lem sistemleri ve kesirli k�smi türevli diferansiyel denklemler nümerik olarak çözüldü.Bu denklemlerin çözümünde non-polynomial spline ve Galerkin metodu kullan�ld�. Buyöntemlerin uygulanabilmesi için özellikle spline metodda Mi momentlerini elde etmek-teki sorunu çözmek için Taylor aç�l�m� kullan�ld�. Bulunan nümerik sonuçlar ile analitikçözümler kar³�la³t�r�ld�. Analitik çözümler problemlerin do§al say� türevli durumlar�n�nçözümleri olmas�na ra§men nümerik sonuçlar ile analitik çözümlerin fark�ndan do§anmutlak hatalar, do§al say� türevli problemlerin çözülmesiyle elde edilen mutlak hatalaraçok yak�n ç�kt�. Kesirli türevli difüzyon problemine spline metod uyguland�ktan sonrametodun test edilmesi için nümerik da§�l�m analizi yap�ld�. Bunun için problemin süreklik�sm� ile diskrit k�sm� kar³�la³t�r�l�p gra�§i çizildi. Çözümün tutarl� olmas� için e§rilerinbirbirini en az bir noktada kesmesi gerekiyordu, e§riler iki noktada kesi³ti§inden çözü-mün yak�nsak ve tutarl� oldu§u sonucuna var�ld�. Çözülen tüm problemlerde elde edilennümerik sonuçlar�n analitik çözümlerine yak�nsad�§� görülmü³tür. Bu metodlar�n butür problemler üzerinde uygulanabilirli§i ispatlanm�³ oldu. Bundan sonra yüksek mer-tebeden kesirli türevli diferansiyel denklemler için de bu yöntemlerin uygulanabilirli§iara³t�r�labilir.
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