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W : Ağırlık matrisi
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ÖZET

KISMİ TÜREVLİ DİFERANSİYEL DENKLEMLERİN LOCAL

POLYNOMIAL REGRESSION METHODU İLE ÇÖZÜMLERİ

Ramazan KAYRANCIOĞLU

Kernel fonksiyonları, sınırlı, sürekli ve integrali 1’e eşit olan simetrik

bir fonksiyon olup, ağırlıkları hesaplamak için kullanılır. Kernel fonksi-

yonlarının seçimi ise üzerinde en çok araştırma yapılan alanlardan biri-

sidir. Bu tezde öncelikle kernel fonksiyonlarıyla diferansiyel denklemle-

rin çözümleri incelenmiş ve sonrasında ise bu tip fonksiyonların özel bir

parçası olan bant uzunluklarının seçimi üzerinde kısaca durulmuştur.

Ortaya konan problemin çözümünde kullanılacak araçlar tanıtılmıştır.

Kernel fonksiyonları ve bant uzunluklarının beraber seçimi ile dife-

ransiyel denklemlerin çözümlerindeki hataların en aza indirilebilmesi

hedeflenmiştir.
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SUMMARY

SOLUTION OF PARTIAL DIFFERANTIAL EQUATIONS WITH

LOCAL POLYNOMIAL REGRESSION METHOD

Ramazan KAYRANCIOĞLU

Kernel functions are piecewise continuous, bounded, symmetric aro-

und zero, concave at zero, real valued, and for convenience often in-

tegrate to one. On the other hand, the choice of Kernel functions is

one of the largest area in many researches. In this thesis, solutions of

differential equations via Kernel functions have been studied first and

subsequently, choice criteria of band longevity which is a special part

of Kernel functions, were mentioned briefly. The tools that have been

used in the solution of the problem undertaken were interpreted. The

goal of this study is to minimize errors in the solution of differential

equations via choice of Kernel functions together with band longevity.
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Bölüm 1

GİRİŞ

Bu çalışmanın amacı son zamanlarda kullanılmaya başlanılan nonparametrik reg-

resyon yöntemlerinden biri olan LPR(local polynomial regression) yöntemiyle

diferansiyel denklemlerin çözümlerine ulaşılabilmektir. Bu çalışmayı yaparken

çeşitli diferansiyel denklemlerin çözümlerini sırasıyla inceledik. Diferansiyel denk-

lemleri çözebilmek için Kernel adı verilen farklı türlerdeki fonksiyonlardan yarar-

landık. Elde ettiğimiz bu çözümler Kernel fonksiyonlarına, bu fonksiyonun bir

parametresi olan bant genişliğine(düzeltme parametresine) ve diferansiyel denk-

lemi çözerken kullandığımız çözüm matrisinin satır ve sütun sayısına bağlı olarak

değişmektedir. Çözümlerdeki hataları en aza indirebilmek için Kernel fonksiyonu-

nun türünü, bant genişliğini ve çözüm matrisinin satır, sütun sayılarını sırasıyla

sabit tutarak teker teker değişimlerini inceledik. Şimdi sırasıyla hangi bölümlerde

neler yapıldığını kısaca özetleyelim:

2.Bölümde; Kısmi türevli diferansiyel denklemlerin tanımı, hangi alanlarda

kullanıldığı, çözümlerine ulaşılabilmek için hangi yöntemlerden faydalanıldığı in-

celenecek,

3.Bölümde; Kernel fonksiyonlarının tanımınına, türlerine ve yapısına bakılacak,

4.Bölümde; LPR yönteminin tanımı ve nasıl uygulandığından bahsedilecek,

5.Bölümde; Örnekler incelenecek. Yöntemin örneklere uygulanması sonucu o-

luşan hata tabloları verilecek,

6.Bölümde; Sonuç bölümünde hata tablolarındaki parametrelere bağlı değer-

lendirmelerden bahsedilecek.
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Bölüm 2

KISMİ TÜREVLİ DİFERANSİYEL

DENKLEMLER

Kısmi türevli diferansiyel denklemler; fiziksel, kimyasal ve biyolojik olguların

birçok matematiksel modellerinin temelini oluşturur ve son zamanlarda ekono-

mide, finansal tahminlerde, resim işlemede ve diğer alanlarda kullanımı hızla

yayılmaktadır (Kısmi türevli diferansiyel denklemler matematiksel formüllerde

kullanılmaktadır böylece fiziksel ve bazı değerler içeren fonksiyonlu problemlerin

çözümünde yardımcı olur). Örneğin; ses ve ısı artışında, sıvı akışında, esneklikte,

elektrostatikte, elektrodinamikte, vb. alanlarda kullanılmaktadır. Kısmi türevli

diferansiyel denklemlerin büyük çoğunluğu analitiksel olarak çözülemez. Bu ne-

denle kısmi türevli diferansiyel denklem modellerinin incelenebilmesi için sayısal

çözüm tahminlerine ihtiyaç duyarız.
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Bölüm 3

KERNEL FONKSİYONLARI

xi, yi (i = 1, . . . , n) olmak üzere nonparametrik regresyonun temel düşüncesi

ham verilerin ağırlıklı ortalamasını kullanarak f fonksiyonunu tahmin etmektir.

Söz konusu ağırlıklar xi noktalarında oluşan X-uzayındaki uzaklıkların azalan

bir fonksiyonudur. xi noktasındaki kestirim için yi gözlemiyle ilişkili bu tür bir

ağırlıklandırma şeması ([4]) ve ([6]) tarafından önerilmiştir:

3.1 Temel Tanımlar

wij = K(
xi − yj

h
)/

n∑
j=1

K(
xi − yj

h
) =

K(u)∑
K(u)

Burada n gözlemlerin sayısı, K seçilen ve Kernel olarak bilinen, sınırlı, sürekli

ve integrali 1’e eşit olan simetrik bir fonksiyon olup, ağırlıkları hesaplamak için

kullanılır ve h değeri ise bant genişliği veya düzeltme parametresidir. Uygulamada

kullanılan farklı tipte Kernel fonksiyonları vardır. Ancak Kernel fonksiyonunun

seçimi bant genişliğinin seçiminden daha az bir öneme sahiptir. Uygulamada kul-

lanılan bazı Kernel fonksiyonları aşağıda verilmiştir. Bu fonksiyonlar negatif ol-

mayan değerler alırlar ve ikinci mertebeden türevlenebilirdir.([5])

Uygulamada kullanılan bazı Kernel fonksiyonları:

|u| ≤ 1 olmak üzere;

3



Uniform : K(u)=1
2

Triangular : K(u)=(1-|u|)
Epanechnikov : K(u)=3

4
(1− |u|2)

Quartic : K(u)=15
16
(1− |u|2)2

Triweight : K(u)=35
32
(1− |u|2)3

Tricube : K(u)=70
81
(1− |u|3)3

Gaussian : K(u)= 1√
2π
e

−1
2
u2

Cosine : K(u)=π
4
cos(π

2
u)

Kernel fonksiyonları regresyon fonksiyonunun tahmininde, olasılık yoğunluk

fonksiyonlarının tahminlerinde, model kontrolünde ve spektral yoğunluk tahmi-

ninde kullanılmaktadır.([14])

3.2 Kernel Fonksiyonlarının Temel Özellikleri

Kernel fonksiyonu

• K(x)≥0

• K(x)=K(-x)

• ∫ +∞
−∞ K2(x)dx = 1

• ∫ +∞
−∞ K(x)dx = 1

• ∫ +∞
−∞ K(x)dx < ∞

• ∫ +∞
−∞ xK(x)dx = 0

• ∫ +∞
−∞ x2K(x)dx �= 0

özelliklerini sağlamalıdır.([15])
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Bölüm 4

LOCAL POLYNOMIAL REGRESSION

4.1 Sınır Değer Problemlerinin LPR Çözümleri

Sınır değer problemleri ([7][8][9][10][11]) deki bazı yazarlar tarafından çalışılmıştır.

Bu çalışmada LPR beşinci mertebeden sınır değer problemlerinin çözümünde ge-

liştirilmiş bir teknik olarak kullanıldı. Alttaki formda integrasyon aralığında tek

bir çözüm olduğu kabul edilmektedir.([12])

y(5) + y(x) = f(x), x ∈ [a, b], (4.1)

y(a) = α0, y(b) = α1

y′(a) = γ0, y′(b) = γ1

y′′(a) = δ0,

α0, α1, γ0, γ1, δ0 sonlu reel sabitlerdir ve f(x) fonksiyonu [a,b] aralığında sürek-

lidir. LPR sınır değer problemlerinin çözümleri tahmin etmede kullanılır. Bu

yöntemin istenilen doğru sonuca ulaştırdığını gösterelim. Bu yöntemdeki temel

fikir ([13]) te görülmektedir. Aşağıda LPR nin matematiksel formülizasyonu ve-

rilmiştir.

Kabul edelimki y(t) nin t0 noktasında (p+1) inci türevi var olsun. y(t) bilin-

meyen regresyon fonksiyonunu t0 noktasında p.dereceden bir polinom yardımıyla

tahmin etmeye çalışırız. Teorik olarak y(t) yi t0 ın bir komşuluğunda Taylor

açılımı ile tahmin edebiliriz:
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y(t) ≈
p∑

k=0

βk(t− t0)
k, (4.2)

βk =
t(k)(t0)

k!
(4.3)

Bu polinom t0 da bilinmeyen fonksiyonun tahmininde kullanılır. Bu polinom

ağırlıklı en küçük kareler probleminin minimize edilmesiyle sağlanır.

n∑
i=1

{
Yi −

p∑
k=0

βk(ti − t0)
k

}2

K(
ti − t0

h
) (4.4)

βk, k=0,1,. . . ,p minimize probleminin çözümü olsun. (4.3) den j!βj nin y(j)(x0)

nin (j=0,1,. . . ,p) türevlerinin bir tahmin edicisi olduğu açıkça görülmektedir. Bu

kanı bütün regresyon fonksiyonları ve türevleri için yerel olarak sağlanır ve bu

yöntem tahmini ilgilendiren tüm noktalarda tekrar ettirilmelidir. Yerel olarak

ağırlıklı en küçük kareler regresyon probleminin βk, k=0,1,. . . ,p çözümününün

analitiksel ifadesini görelim. X, nx(p+1)boyutlu matris

X =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 (t1 − t0) . . . (t1 − t0)

p

...
...

...
...

1 (tn − t0) . . . (tn − t0)
p

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ (4.5)

Y = (Y1, Y2, ..., Yn)
T ve β = (β0, β1, ...βp)

T vektörleri olsun. Son olarak W nxn

boyutundaki ağırlıklı köşegen matrisiW = diag{Kh(ti−t0)}dir. Elde edilen sonuç

β = (XTWX)−1XTWY (4.6)

LPR yöntemi (4.1) deki denklemin çözümünü özetler. (4.2) deki eşitliğin (4.1)

deki verilen denklemin tahmini sonucu olduğunu gösterelim.
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y(t) =
p∑

j=0

βj(t− t0)
j (4.7)

t1 = a, t2, . . . , tn = b ve (4.7)deki tahmini çözüm sınır değer problemlerinin t = ti

noktalarındaki değerlerini sağlar.

(4.7) numaralı eşitliği (4.1) numaralı denklemde yerine yazarsak

(
p∑

j=0

βj(ti − t0)
j)(5) + (

p∑
j=0

βj(ti − t0)
j) = f(t) (4.8)

a ≤ t ≤ b elde edilir. j ye göre türev alıp ifadeler düzenlenirse (4.9) elde edilir.

i=1, a1,j = βj(t1 − t0)
j j=0...m, y(1) = y(t1)

i=2, a2,j = jβj(t1 − t0)
j−1 j=1...m, y(2) = y′(t1)

i=3, a3,j = j(j − 1)βj(t1 − t0)
j−2 j=2...m, y(3) = y′′(t1)

i=4...(n-2), bij = j(j − 1)...(j − 4)βj(ti − t0)
j−5 j=5...m,

cij = βj(ti − t0)
j j=0...m, y(i) = f(ti)

i=n-1, an−1,j = βj(tn − t0)
j j=0...m, y(i) = y(tn)

i=n, an,j = jβj(tn − t0)
j−1 j=1...m, y(i) = y′(tn)

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(4.9)

(4.9) daki ifadeler kullanılarak (4.5) teki matris formda yerlerine yazılırsa

X =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a10 a11 . . . . . . . . . a1m

a20 a21 . . . . . . . . . a2m

a30 a31 . . . . . . . . . a3m

c40 c41 . . . c45 + b45 . . . c4m + b4m

c50 c51 . . . c55 + b55 . . . c5m + b5m
...

...
...

...
...

...

an−2,0 an−2,1 . . . . . . . . . an−2,m

an−1,0 an−1,1 . . . . . . . . . an−1,m

an,0 an,1 . . . . . . . . . an,m

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(4.10)

7



Y =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

y(1)
...

y(n)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦

y(1)=α0, y(n-1)=α1

y(2)=γ0, y(n)=γ1,

y(3)=δ0

y(i)=f(ti), 4 ≤ i ≤ (n− 2)

elde edilir.

(4.10) daki matrisleri (4.6) da yerine yazarsak, βi tahmini katsayılarının yerine

yazılmasıyla matris sisteminin çözümü elde edilmiş olur. (4.7) deki tahmini çözüm

sağlanmış olur.([2])

4.2 Convection-DiffusionKısmi Türevli Diferan-

siyel Denkleminin LPR Çözümleri

Convection diffusion equation:

∂u

∂t
+ α

∂u

∂x
= β

∂2u

∂x2
0 ≤ x ≤ 1, t ≥ 0, (4.11)

Heat equation:

∂u

∂t
=

∂2u

∂x2
+ v(x) 0 ≤ x ≤ 1, t ≥ 0, (4.12)

(4.11) ve (4.12) denklemlere sınır koşullarını ekleyelim:

u(x, 0) = f(x), 0 ≤ x ≤ 1, (4.13)

u(0, t) = g0(t), t ≥ 0, (4.14)
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u(1, t) = g1(t), t ≥ 0, (4.15)

Bu çalışmada LPR, kısmi türevli diferansiyel denklemlerin çözümlerine ulaşmak

için geliştirilmiş bir teknik olarak kullanıldı.

Kabul edelimki y(t) nin t0 noktasında (p+1) inci türevi var olsun. y(t) bilin-

meyen regresyon fonksiyonunu t0 noktasında p.dereceden bir polinom yardımıyla

tahmin etmeye çalışırız. Teorik olarak y(t) yi t0 ın bir komşuluğunda Taylor

açılımı ile tahmin edebiliriz:

y(t) ≈
p∑

k=0

βk(t− t0)
k, (4.16)

βk =
t(k)(t0)

k!
(4.17)

t0 da bilinmeyen fonksiyonu tahmin etmede kullanılan bu polinom ağırlıklı en

küçük kareler probleminin minimize edilmesiyle sağlanır.

n∑
i=1

{
Yi −

p∑
k=0

βk(ti − t0)
k

}2

K(
ti − t0

h
) (4.18)

βk, k=0,1,. . . ,p minimize probleminin çözümü olsun. (4.14) den j!βj nin y(j)(x0)

nin (j=0,1,. . . ,p) türevlerinin bir tahmin edicisi olduğu açıkça görülmektedir. Bu

kanı bütün regresyon fonksiyonları ve türevleri için yerel olarak sağlanır ve bu

yöntem tahmini ilgilendiren tüm noktalarda tekrar ettirilmelidir. Yerel olarak

ağırlıklı en küçük kareler regresyon probleminin βk, k=0,1,. . . ,p çözümününün

analitiksel ifadesini görelim. X, nx(p+1) boyutlu matris

X =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 (t1 − t0) . . . (t1 − t0)

p

...
...

...
...

1 (tn − t0) . . . (tn − t0)
p

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ (4.19)

Y = (Y1, Y2, ..., Yn)
′ ve β = (β0, β1, ...βp)

′ vektörleri olsun. Son olarak W nxn bo-

yutundaki ağırlıklı köşegen matrisi W = diag{Kh(ti − t0)}dir. Elde edilen sonuç

9



β = (XTWX)−1XTWY. (4.20)

Bu yöntemdeki temel fikir ([13]) te görülmektedir.

İlk problemin diferansiyel şeması aşağıdaki gibi olsun:

ui+1 − ui

�t
+ α2

∂u

∂x
= α1

∂2u

∂x2
� t = k (4.21)

�t = k iken

−kα1u
′′
i+1 + kα2u

′
i+1 + ui+1 = ui (4.22)

ve sınır koşulları (4.13)- (4.14) de verilmiştir.

u(x, 0) = f(x) = u0, (4.23)

(4.23) teki eşitliği (4.22) de yerine yazarsak aşağıdaki denklemler elde edilir.

t = 0 +�t −kα1u
′′
1 + kα2u

′
1 + u1 = u0

t = 0 + 2� t −kα1u
′′
2 + kα2u

′
2 + u2 = u1

...
...

t = 0 + n� t −kα1u
′′
n + kα2u

′
n + un = un−1

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(4.24)

Bu bölüm LPR nin (4.11) eşitliğin bir çözüm yöntemi olduğunu özetler. (4.16)

daki ifade (4.11) eşitliğin bir tahmini sonucu olsun:

y(t) =
p∑

j=0

βj(t− t0)
j, (4.25)

t1 = a, t2, . . . , tn = b olduğunda ve (4.25)deki bu tahmini çözüm kısmi türevli dife-

ransiyel denklemlerin t=ti noktalarındaki tahminleri olduğunu gerektirir. (4.25)i

(4.24) deki ilk denklemde yerine yazarsak aşağıdaki eşitliği elde ederiz.

−kα1(
p∑

j=0

βj(xi − x0)
j)′′ + kα2(

p∑
j=0

βj(xi − x0)
j)′ + (

p∑
j=0

βj(xi − x0)
j) = u0 (4.26)
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a ≤ t ≤ b

İfade açılıp düzenlendiğinde aşağıdaki sistem elde edilir.

i=1, a1,j = βj(x1 − x0)
j j=0...m, y(i) = g0(k)

i=2...(n-1), bi,j = −kα1j(j − 1)βj(x1 − x0)
j−2 j=2...m, y(i) = f(xi)

i=2...(n-1), ci,j = kα2jβj(x1 − x0)
j−1 j=1...m, y(i) = f(xi)

i=2...(n-1), di,j = βj(x1 − x0)
j j=0...m, y(i) = f(xi)

i=n, an,j = βj(xn − x0)
j j=0...m, y(i) = g1(k)

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(4.27)

Sonra, (4.27) sistemindeki ifadeler (4.19) daki matris formda yerine yazılırsa

X =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a1,0 a1,1 a1,2 . . . a1,m

d2,0 d2,1 + c2,1 d2,2 + c2,2 + b2,2 . . . d2,m + c2,m + b2,m

d3,0 d3,1 + c3,1 d3,2 + c3,2 + b3,2 . . . d3,m + c3,m + b3,m

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

dn−1,0 dn−1,1 + cn−1,1 dn−1,2 + cn−1,2 + bn−1,2 . . . dn−1,m + cn−1,m + bn−1,m

an,0 an,1 an,2 . . . an,m

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ (4.28)

matrisi elde edilir.

Y =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

y(1)
...

y(n)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ (4.29)

(4.28) ve (4.29) deki matrisleri (4.20) de yerine yazarsak, βi tahmini kat-

sayılarının yerine yazılmasıyla matris sisteminin çözümü elde edilmiş olur. (4.25)

deki tahmini çözüm sağlanmış olur.([3])
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Bölüm 5

PROBLEMLER

5.1 Sınır Değer Probleminin LPR Çözümü

Problem 1:([2])

y(5) − y = −(15 + 10x)ex, 0 ≤ x ≤ 1

y(0)=y(1)=0,

y′(0) = 1, y′(1) = −e,

y′′(0) = 0,

Analitik çözüm y(x) = x(1− x)ex
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Şekil 5.1: (m=41), (n=11), (nnn=41) ve Epanechnikov kernel fonksiyonu ile

çözülmüştür.
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K(u) m n nnn err

Uniform 11 11 11 2.1845e-08

Epanechnikov 11 11 11 2.1849e-08

Quartic 11 11 11 2.1846e-08

Triangular 11 11 11 2.1857e-08

Gaussian 11 11 11 2.1859e-08

Uniform 21 21 21 0.0206

Epanechnikov 21 21 21 0.0041

Quartic 21 21 21 0.0034

Triangular 21 21 21 0.0330

Gaussian 21 21 21 1.8956

Uniform 41 41 41 3.4920e-04

Epanechnikov 41 41 41 4.9558e-04

Quartic 41 41 41 0.0040

Triangular 41 41 41 2.0624e-04

Gaussian 41 41 41 8.8021e-04

Uniform 121 121 121 5.5863e-05

Epanechnikov 121 121 121 4.5280e-04

Quartic 121 121 121 9.1403e-05

Triangular 121 121 121 0.0051

Gaussian 121 121 121 0.0025

Tablo 5.1: de Kernel fonksiyonunun değişimine bağlı olarak çözümün nasıl etki-

lendiği incelenmiştir.

Aynı değerler altında Kernel fonksiyonu değiştirildiğinde hatanın çok fazla

değişmediği görülmektedir. O halde Kernel fonksiyonunun seçiminin çok fazla

etkili olmadığı sonucuna varılmaktadır.
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K(u) m n nnn err

Uniform 11 11 11 2.1845e-08

Uniform 21 11 11 2.6736e-08

Uniform 41 11 11 4.5018e-10

Uniform 121 11 11 3.5422e-09

Epanechnikov 11 11 11 2.1849e-08

Epanechnikov 21 11 11 2.5769e-08

Epanechnikov 41 11 11 5.4838e-10

Epanechnikov 121 11 11 4.2464e-09

Quartic 11 11 11 2.1864e-08

Quartic 21 11 11 2.4953e-08

Quartic 41 11 11 6.7150e-10

Quartic 121 11 11 5.2742e-09

Triangular 11 11 11 2.1857e-08

Triangular 21 11 11 2.4669e-08

Triangular 41 11 11 7.2369e-10

Triangular 121 11 11 5.1143e-09

Gaussian 11 11 11 2.1859e-08

Gaussian 21 11 11 2.6295e-08

Gaussian 41 11 11 5.0347e-10

Gaussian 121 11 11 3.7791e-09

Tablo 5.2: de matrisin satır sayısının çözümü nasıl etkilediği incelenmiştir.

Aynı değerler altında matrisin satır sayısının değişmesi hatayı çok az

değiştirmektedir.
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K(u) m n nnn err

Uniform 11 11 11 2.1845e-08

Uniform 11 21 11 0.0307

Uniform 11 41 11 12.9771

Uniform 11 121 11 4.2763

Epanechnikov 11 11 11 2.1849e-08

Epanechnikov 11 21 11 0.1077

Epanechnikov 11 41 11 357.5115

Epanechnikov 11 121 11 20.9469

Quartic 11 11 11 2.1864e-08

Quartic 11 21 11 3.9110

Quartic 11 41 11 247.1365

Quartic 11 121 11 5.5668

Triangular 11 11 11 2.1857e-08

Triangular 11 21 11 0.0639

Triangular 11 41 11 0.9639

Triangular 11 121 11 41.7032

Gaussian 11 11 11 2.1859e-08

Gaussian 11 21 11 0.2423

Gaussian 11 41 11 17.8556

Gaussian 11 121 11 7.8325

Tablo 5.3: te matrisin sütun sayısının çözümü nasıl etkilediği incelenmiştir.

Aynı değerler altında matrisin sütun sayısının artması hata değerlerini yükselt-

mektedir.
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K(u) m n nnn err

Uniform 11 11 11 2.1845e-08

Uniform 11 11 21 2.1845e-08

Uniform 11 11 41 2.1845e-08

Uniform 11 11 121 2.1845e-08

Epanechnikov 11 11 11 2.1849e-08

Epanechnikov 11 11 21 2.1849e-08

Epanechnikov 11 11 41 2.1853e-08

Epanechnikov 11 11 121 2.1853e-08

Quartic 11 11 11 2.1864e-08

Quartic 11 11 21 2.1859e-08

Quartic 11 11 41 2.1864e-08

Quartic 11 11 121 2.1853e-08

Triangular 11 11 11 2.1857e-08

Triangular 11 11 21 2.1842e-08

Triangular 11 11 41 2.1844e-08

Triangular 11 11 121 2.1847e-08

Gaussian 11 11 11 2.1859e-08

Gaussian 11 11 21 2.1839e-08

Gaussian 11 11 41 2.1815e-08

Gaussian 11 11 121 17.1854

Tablo 5.4: de adım sayısının çözümü nasıl etkilediği incelenmiştir.

Aynı değerler altında adım sayısının artması hata değerlerini hem en aza

indirmekte hem de çok fazla etkilememektedir. O halde adım sayısı diğer

değişkenlerden daha önemlidir.
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5.2 Convection-DiffusionKısmi Türevli Diferan-

siyel Denkleminin LPR Çözümü

Problem 2:([1])

∂u
∂t

+ ε∂u
∂x

= γ ∂2u
∂t2

0 ≤ x ≤ 1 0 ≤ t ≤ T

α = 1.17712434446770;

β = −0.09;

γ = 0.02;

ε = 0.1;

başlangıç koşulu ϕ(x) = eαx kesin çözüm u(x, t) = eαx+βt
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K(u) m n nnn k err

Uniform 11 7 41 0.1 8.2829e-04

Epanechnikov 11 7 41 0.1 8.2823e-04

Quartic 11 7 41 0.1 8.2823e-04

Triangular 11 7 41 0.1 8.2822e-04

Gaussian 11 7 41 0.1 8.5149e-04

Uniform 11 7 41 0.01 8.3786e-05

Epanechnikov 11 7 41 0.01 8.4101e-05

Quartic 11 7 41 0.01 8.3866e-05

Triangular 11 7 41 0.01 8.3867e-05

Gaussian 11 7 41 0.01 8.4128e-05

Uniform 11 7 41 0.001 8.0766e-06

Epanechnikov 11 7 41 0.001 8.3516e-06

Quartic 11 7 41 0.001 8.5532e-06

Triangular 11 7 41 0.001 8.3202e-06

Gaussian 11 7 41 0.001 8.8709e-06

Tablo 5.5: te Kernel fonksiyonuna bağlı olarak çözümün nasıl etkilendiği ince-

lenmiştir.

Aynı değerler altında Kernel fonksiyonu değiştirildiğinde hatanın çok fazla

değişmediği görülmektedir. O halde Kernel fonksiyonunun seçiminin çok fazla

etkili olmadığı sonucuna varılmaktadır.
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K(u) m n nnn k err

Uniform 11 7 41 0.1 8.2829e-04

Uniform 101 7 41 0.1 8.4066e-04

Uniform 201 7 41 0.1 8.5118e-04

Epanechnikov 11 7 41 0.1 8.2823e-04

Epanechnikov 101 7 41 0.1 8.4270e-04

Epanechnikov 201 7 41 0.1 8.5582e-04

Quartic 11 7 41 0.1 8.2823e-04

Quartic 101 7 41 0.1 8.4539e-04

Quartic 201 7 41 0.1 8.6161e-04

Triangular 11 7 41 0.1 8.2822e-04

Triangular 101 7 41 0.1 8.4337e-04

Triangular 201 7 41 0.1 8.6146e-04

Gaussian 11 7 41 0.1 8.5149e-04

Gaussian 101 7 41 0.1 8.4146e-04

Gaussian 201 7 41 0.1 8.5297e-04

Tablo 5.6: da matrisin satır sayısının çözümü nasıl etkilediği incelenmiştir.

Aynı değerler altında matrisin satır sayısının değişmesi hatayı çok az

değiştirmektedir.
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K(u) m n nnn k err

Uniform 11 7 41 0.1 8.2829e-04

Uniform 11 7 41 0.01 8.3786e-05

Uniform 11 7 41 0.001 8.0766e-06

Epanechnikov 11 7 41 0.1 8.2823e-04

Epanechnikov 11 7 41 0.01 8.4101e-05

Epanechnikov 11 7 41 0.001 8.3516e-06

Quartic 11 7 41 0.1 8.2823e-04

Quartic 11 7 41 0.01 8.3866e-05

Quartic 11 7 41 0.001 8.5532e-06

Triangular 11 7 41 0.1 8.2822e-04

Triangular 11 7 41 0.01 8.3867e-05

Triangular 11 7 41 0.001 8.3202e-06

Gaussian 11 7 41 0.1 8.5149e-04

Gaussian 11 7 41 0.01 8.4128e-05

Gaussian 11 7 41 0.001 8.8709e-06

Tablo 5.7: de zaman aralığının çözümü nasıl etkilediği incelenmiştir.

Aynı değerler altında zaman aralığının adımının küçülmesi hatayı en aza in-

dirdiğinden zaman aralığının seçimi hata değerlerini daha çok etkilemektedir.
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Şekil 5.2: (m=201), (n=7), (nnn=41), (k=0.001) ve Epanechnikov kernel fonksi-

yonu ile çözülmüştür.
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Bölüm 6

SONUÇ

Bu tezde kısmi türevli diferansiyel denklemlerin LPR çözümleri incelenmiştir.

LPR kısmi türevli diferansiyel denklemlere uygulanırken Kernel fonksiyonları kul-

lanılmıştır. İncelenen örneklerdeki denklemlerin çözümlerinde kullanılan Kernel

fonksiyonları; Uniform, Epanechnikov, Quartic, Triangular, Gaussian’dır. Denk-

lemlerin çözümlerindeki hatalar Kernel fonskiyonlarının çeşitlerine, parametresi

olan bant genişliğine ve kullanılan çözüm matrisinin satır ve sütun sayısına bağlı

olarak değişmektedir. İncelenen ilk problemin hatalarına bakıldığında çözümler-

deki hataları en çoktan en aza doğru sırasıyla bant genişliği, çözüm matrisinin

satır sayısı, sütun sayısı ve Kernel fonksiyonlarının çeşitlerinin etkilediği sonucu

elde edilmiştir. İncelenen ikinci problemde ise zaman aralığının seçiminin Kernel

fonksiyonunundan ve matrisin satır sayısından daha çok etkilediği görülmüştür.

Sonuç olarak Kernel fonksiyonlarının seçiminin bant genişliği seçiminden daha az

bir öneme sahip olduğu elde edilmiştir.
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