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ONSOZ
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Bu tezde lineer olmayan Schrédinger (NLS) denklemi enerji koruma
Ozelligine sahip ortalama vektor alan1 (OVA) ile ¢6ziilmiigtiir. Ayrica
model indirgeme yontemi olarak uygun dik ayrisim (UDA) y6ntemi
uygulanarak bir ve iki boyutlu NLS ve ikili NLS icin elde edilen
sayisal sonucglarin OVA y6ntemiyle elde edilen sayisal sonucglara ¢ok
yakin oldugu ve hata analizi sonucu elde edilenlerle uyumlu oldugu
goriilmektedir. UDA y6nteminin NLS’in Hamilton yapisini ve
sistemin enerjisini korudugu goriilmektedir. Ayrica ikili NLS icin

dagilim analizi yapilmigtir.
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integrator was applied to the nonlinear Schrédinger (NLS) equation
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BOLUM 1
GIRIS

Matematik, fizik, astronomi, miihendislik alanlarinda karsilagilan lineer olmayan
kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin analitik ¢6ziimleri her zaman miimkiin ol-
mamaktadir. Boyle durumlarda ¢6ziim elde etmek icin sayisal yontemler devreye
girmektedir. Sayisal yontemlerin uygunlugu hatalarin kiigiikliigii ile ol¢iilmek-
tedir. Son yillara kadar genel hatalar1 olabildigince kiigiiltmeye calisan sayisal
yontemler iizerinde calisihiyordu. Ancak baz diferansiyel denklemlerin farkli 6zel-
likleri korumasi nedeniyle daha sonraki yillarda hizin, enerjinin, simplektikligin,
simetrinin korunmasi gibi gegsitli geometrik 6zellikleri koruyan yontemler iizerinde
caligilmaya baglandi. Bu yontemler geometrik ya da yapi koruyan yontemler ola-
rak isimlendirilirler. Diferansiyel denklem ¢esitli geometrik 6zellikleri sagliyor ise
kullanilan yontemin uygunlugu denklemin sagladigi geometrik ozellikleri sagla-
masi ile Ol¢lilmektedir. Hamiltonian adi diferansiyel denklemler ve kismi tiirevli
diferansiyel denklemler icin cok cesitli simplektik ve coklu simplektik yontemler
geligtirilmistir [53, 40]. Runge-Kutta yontemlerin hepsi lineer degismezleri korur,
sadece simplektik Runge-Kutta yontemler ikinci dereceden degismezleri korur.
Hicbir Runge-Kutta yontem yiiksek dereceden polinomlar: ve lineer olmayan de-
gismezleri korumaz. Bununla birlikte simplektik yapinin ve Hamiltonianin ayni
anda korunmadig: gosterildi [53|. Simplektik yontemler hari¢ hi¢bir yontem kano-
nik ve kanonik olmayan Hamiltonian diferansiyel denklemlere uygulanamaz [33].
Son zamanlarda ilgilenilen yontemlerden bazilar1 da enerji koruyan ya da integrali
koruyan yontemlerdir. Ortalama vektor alani yontemi en ¢ok kullanilan yontem-

lerden biridir. Kanonik ve kanonik olmayan Hamiltonian sistemler icin geligtiril-



migtir [16, 27]. Caligmalar ortalama vektor alanm1 (OVA) yonteminin enerjiyi ko-
rudugunu, simplektik olmadigini ancak pseodo simplektik oldugunu gostermigtir.
Simplektiklik ve enerji korunmasi kargilagtirilmigtir [10]. Uzun zaman araliginda
enerjinin korunmasi durumunda yontem daha iyi bir performans gostermektedir,
kararsiz yiiksek frekanslar kontrol edilebilmektedir. Tam kaotik sistemlerde simp-
lektiklik g6z ardi edilebilir ancak enerji korunumu gereklidir. Enerjinin tersine
simplektiklik Hamiltonian mekaniginin bir 6zelligidir.

Bunun yani sira kismi tiirevli lineer olmayan diferansiyel denklemlerin sa-
yisal coziimlerini elde etmek her zaman kolay olmamaktadir. Iyi bir yaklasimda
bulunabilmek i¢in denklemlerin diskrizasyonlarinda ¢ok biiyiik matrisler elde edil-
mektedir. Bilgisayarda bu matrislerle islem yapmak ¢ok zaman almakta bazen de
hafiza yetersizliginden sonug elde edilememektedir. Bu nedenle bilim adamlari son
zamanlarda model indirgeme yontemleri izerinde ¢aligmaktadirlar. En etkili ve
hizli model indirgeme yontemlerinden biri uygun dik ayrigim (UDA) yontemidir.
Bu yontem yiiz tanima, sinyal analizi, kontrol teori gibi pek ¢ok alanda kullanil-
maktadir. UDA yontemi genellikle lineer ve lineer olmayan parabolik denklemler
icin kullanildi. Lineer olmayan Schrédinger denklemine UDA yontemi daha 6nce
bir kez uygulandi. Bu uygulamada bir ve iki UDA baz alinarak yaklagimda bu-
lunuldu [54].

Bu caligmada geometrik ozelliklere sahip cesitli lineer olmayan Schrodinger
diferansiyel denklem o6rnekleri ele alindi. UDA, OVA ve orta nokta yontemi or-
neklere uygulandi. Ornekler iizerinde UDA yonteminin hizh ve etkili oldugu gos-
terildi. Hesaplamalar Matlap yardimiyla yapildi.

Hazirladigimiz tez ¢alismasi su béliimlerden olugmaktadir:

Ikinci boliimde sonlu ve sonsuz boyutlu Hamiltonian sistemler ayrintili bir
sekilde verilmektedir.

Uciincii béliimde enerji koruyan sayisal yontemler ve 6zellikleri verilmektedir.
Ayrica parcalara ayirma yontemi verilmektedir.

Dordiincii boliimde bir boyutlu lineer olmayan Schrédinger denkleminin 6zel-
likleri, cesitli yontemlerin uygulanigi, parcalara ayirma yonteminin hata analizi
verilmektedir. Bunun yani sira iki boyutlu lineer olmayan Schrédinger denkle-

mine ortalama vektoér alani yonteminin uygulanigi verilmektedir. Son olarak da



ikili NLS denklem sistemine cegitli yontemlerin uygulanigi ve dagilim analizi ve-
rilmektedir.

Beginci boliimde ise UDA yontemi detayli bir sekilde verilmekte, 6rneklere
uygulanmaktadir. Caligilan problemler i¢in UDA yo&nteminin hata analizi yapil-
maktadir.

Altinc1 boliimde ise sayisal sonuglar elde edilmektedir. UDA, OVA ve orta
nokta yontemi 6rnekler iizerinde kargilagtirilmakta, tablolar yardimiyla agiklan-

maktadir.



BOLUM 2

HAMILTON YAPILI DENKLEMLER

2.1 Sayisal Yontemler

Son yirmi yildir Hamiltonian diferansiyel denklemlerin geometrik 6zelliklerini ko-
ruyan sayisal yontemlere ilgi artmigtir. Simplektiklik, simetri, birinci integralin
korunmasi, hizin korunmasi geometrik 6zelliklerden bazilaridir. Bu kisimda daha
sonra kullanilacak olan baz ifadeler aciklanacak alt boliimlerde sonlu ve sonsuz

boyutlu Hamiltonian sistemleri tanimlanacaktir. Bu béliimdeki ilk ii¢ tanim
=171, y0)=y, yeR" (2.1)

basglangic deger problemi icin verilecektir.

Tanim 2.1.1. Agk (explicit) Euler Ydontemi

Ynt+1 = Yn + hf(yn)

seklinde tanimlanir. Adim uzunlugu h olan bu formilasyon oy : Yp — Yni1 Sek-

linde tasvir ile ifade edilebilir. Bu tasvire ayrik tasvir ya da sayisal tasvir denir

/26].

Tanim 2.1.2. Kapaly (implicit) Euler Ydontemi

Ynt+1 = Yn + hf<yn+1>

olarak tanimlanar [26].



Tanim 2.1.3. Orta nokta yontem:

n + n
o= ()

olarak tamimlanir. Orta nokta yontemi simetrik yontemdir; vy, <> yni1 ve

h <> —h degisikligi yapildiginda ayni formiil elde edilir [26].
Tanim 2.1.4.
= a(u,v), ©=>b(u,v)

sistemi i¢in simplektik (symplectic) Euler yontemi

Upt1 = Up + ha(Upi1,Un)y  Un1 = Uy + Ab(Upgt, vy)
veya

Upt1 = Uy + ha(Up, Vpt1),  Unp1 = Uy + hb(Uy, Uyyq)
seklinde tanvmlanr [26].

Tamim 2.1.5. Faz uzayindaki her yo icin oi(yo) = y(t) seklinde tanimlanan
o U = R* (U C R*) tasvirine akis tasviri (flow) denir [26].

Tanim 2.1.6. (2.1) sisteminin her y ¢ozimi i¢in ¢ sabit olmak tzere I(y(t)) = ¢

elde ediliyorsa sabit olmayan, tirevlenebilen 1(y) fonksiyonuna degismez (invari-

ant) denir [26].

Ornek 2.1.7. Matematiksel biyoloji ile ilgili bir érnek olan Lotka- Volterra modeli
iki tir arasindaki iliskiyi tanemlamaktadur. w(t) yurtice hayvanlarn sayisin, v(t)

avlarin sayisine géstermek tizere model
t=ulv—2), v=uv(l—u)

denklem sistemi ile verilmektedir. Bu denklem sisteminden I(u,v) = lnu — u +

2Inv — v olmak tizere asagidak: denklem elde edilir:

1—u v—2 d
pr— .— .:—I
0 U U= (u,v)

Her t € R i¢in I(u(t),v(t)) sabittir. Dolayswyla I verilen sistem igin degismezdir

/26].



Tanim 2.1.8. z(t) € R™ ve f : R™ — R™ olmak tzere ©(t) = f(x) adi diferan-

siyel denklem sistemi verilsin. Eger ¢ézim bilesenlerinin lineer kombinasyonlar:

korunuyor ise yani c1,Co, - - , Cy Sabitler olmak tzere
d
%(clxl(t) + coxo(t) + -+ - + Cprm(t)) =0 (2.2)

esitligi elde ediliyorsa lineer degismezlik vardir denir. (2.2) kosulu herhangi x €
R™ i¢in

' fx)=0 (2.3)

esitligine denktir. Ornegin Tny1 = x, + hf(x,) Buler yontemi (2.3) kosulunun

var olmasy durumunda incelenirse

lap=cla, + thf(zn) =,

elde edilir. Euler yontemi lineer degismezligi adi diferansiyel denklemler i¢in ko-
rur. Lineer degismezlikle mekanik modeller, stokastik modeller, salgin hastalikla-

rin modellenmesi gibi ¢esitli alanlarda kargilagilir [25].

Simdi lineer olmayan degigsmezlerin korunmasi i¢in gerekli kogulu verelim.

Tamm 2.1.9. z(t) € R™ ve f : R™ — R™ olmak dizere &(t) = f(z) adi dife-
ransiyel denklem sistemi verilsin. C' € R™ ™ simetrik matris olmak dizere v Cx
fonksiyonu korunuyor ise adi diferansiyel denklem sistemi ikinci dereceden degis-
meze sahiptir. ¥ Cx fonksiyonunun korunmas: demek zamana gore tirevi sifir

demektir:

= %(mTC’aﬁ) =i"C0x +2"Ci = 207 C3 = 227 C f(2)

Burada C = CT wve @(t) = f(x) kullamildr. A¢ikturki ¥ Cx fonksiyonunun

0

tkinci dereceden degismez olmasi i¢in gerek ve yeter kosul herhangi x € R™ i¢in

f fonksiyonunun

2"Cf(x) =0

esitligini saglamasidar.



Tpnil = Ty + hf(“gﬂ) seklinde tanimlanan orta nokta yonteminin ikinci

dereceden degismezleri korudugunu gosterelim. Kolaylik olmas1 bakimindan

mid . Ty + Tpi1
ot g ()

olarak alalim. Gostermek istedigimiz gey adi diferansiyel denklem sisteminin ikinci

dereceden degismez fonksiyona sahip olmasi durumunda

T T
2,1 Crpyy = 2, Cxyy

esitliginin saglanmasidir. Acik olarak

335+1C$n+1 = (xn + hfrrzmd)TC(zn + hfémd)

= 2L Cxy + 2hal C £ + b2 frid" C frmid

esitligi saglanir. Ayrica orta nokta yonteminden

o Tn + Tn41

T B

1 .
—Zh mid
2 T

yazilir ve buradan

Tn + Tn+1

2} 1 Canyy = 2L Cxy+2h ( 5

1A\ 4 4 .
_ §hf77lnzd) Cf;;md + h2f7TZdT Cf:zud

Ty + 2 g ;
= 27Cx, +2h ("2"“) C fmid
esitligi elde edilir. Burada sistem ikinci dereceden degismez fonksiyona sahip

oldugundan son terim sifira egittir. Dolayisiyla

T T
Ty, 1Oy = 2, Cyy
elde edilir.

Bu yontemin tersine agik Euler yontemi adi diferansiyel denklem sistemi icin

ikinci dereceden degismez fonksiyonlar: korumaz [25].

Simdi bagka bir énemli geometrik 6zellik olan simplektiklik tanimi R2? {ize-
rinde aciklayalim. R?? de iizerinde calisabilecek en temel objeler iki boyutlu pa-

ralel kenarlardir. €7, €7, 72, 77 € R? olmak iizere (p, q) uzaymda & = (£2,€9)" ve



7= (2, 7%)" gibi iki vektor tarafindan iiretilen paralelkenar P = {t€ + s7[0 < ¢ < 1,
0 < s < 1} olarak alinsin. d = 1 olmas1 durumunda yonlendirilmig alan (oriented

area)
b TP
or.area(P) = det ¢ = P79 garP
6‘1 T4

seklinde yazilir. d > 1 olmasi durumunda ise

d D D d
wgr) =Y det [ 47 ) = (e - i) 2.0)

i=1 & i=1

yonlendirilmig alanlarin toplami olarak ifade edilir. Burada w(&, 7) ikili dogrusal

(bilinear) tasvirdir. J = ve I,d boyutlu birim matris olmak {izere
-1 0
(2.4) esitligi
w(g, ) =¢"Jr
seklinde yazilabilir [26].
0 I
Tanim 2.1.10. A : R* — R? bir lineer tasvir olsun. J = olmak
-1 0

iizere ATJA = J veya bu esitlige denk olarak her &, 7 € R?*® igin w(AE, At) =

w(&, 1) saglamyorsa A lineer tasvirine simplektik tasvir denir [26].

d = 1 olmasi durumunda w(§, 7) paralelkenarin alanina kargilik gelir, A lineer
tasvirinin simplektik olmasi ise A tasvirinin alani korudugunu ifade eder. Genel
durumda ise yonlendirilmig alanlarin toplami A tasviri altinda doniigtiiriilmiis pa-

ralelkenarlarin toplamina esittir.

Simdi simplektik tasvir taniminm lineer olmayan tasvirler icin verelim.

Tanim 2.1.11. U C R?? agik kiime olmak tizere g : U — R*® diferansiyellenebilen

tasvir olsun. Eger her x € U i¢in
/ T /
g'(x) Jg'(x) =J

ya da
w(g'(x)§, 9'(x)7) = w(E, 7)



ise ¢'(z) Jakobiyen matrisine her yerde simplektiktir denir. Burada

0 I
-1 0

ve I € R™" dir [26].

Sayisal yontemlerin simplektik olup olmadigi konusu pek ¢ok bilim adaminin
ilgisini gekmistir. Simplektik yontemler {izerine Vogelaere [65], Ruth [51] ve Feng’
in [22] calismalar onciiliik etmistir. Sanz-Serna & Calvo [53] ve Leimkuhler &

Reich [40] kitaplarinda ise 6nemli bilgiler yer almaktadir.

Runge-Kutta yontemler lineer degismezleri korur ancak sadece simplektik
Runge-Kutta yontemler ikinci dereceden degigmezleri ve simplektikligi korur. Baz
Runge-Kutta yontemlerin pseudo simplektik olup olmadigi incelenmigtir [4]. Bu-
nun yani sira Runge-Kutta yontemlerin hicbiri yiliksek mertebeden polinomlar,
lineer olmayan degigmezleri ve hiz1 korumaz. Ayrica Runge-Kutta yontemlerin

ayn1 anda simplektikligi ve Hamiltonianm korumadig1 gosterilmigtir [26, 53].

Teorem 2.1.12. Orta nokta yontemi ve simplektik Euler yontemi simplektik yon-

temlerdir [26].

Hamilton denklemleri ile ilk olarak 1834 yilinda optikteki ¢aligmalarda kar-
silagilmigtir. Jacobi, denklemlerin 6nemini vurgulamig diger bilim adamlarinin
caligmalarina onciiliik etmigtir. Ayrica Poincare’nin astronomi mekanigi {izerinde
yaptigi caligmalarin teorinin geligmesinde 6nemi biiyiiktiir. Galileo, Newton, Euler
ve Langrange’in ¢aligmalar da énemli 6lgiide katk: saglamigtir [26]. Mekanikte ve
fizikte pek ¢ok diferansiyel denklem ya da denklem sistemi Hamiltonian sistemi
olarak ifade edilebilmektedir. Bu gekilde sistemin sahip oldugu geometrik 6zel-
liklerin uygulanan sayisal yontemler tarafindan korunup korunmadigi daha kolay
incelenebilmektedir. Bu iki boliimde Hamiltonian sistemleri ve ozellikleri agikla-
nacaktir. Aksi belirtilmedigi siirece bu iki boliimdeki bilgiler [64] nolu referansdan
alinmagtir.

Sonlu ve sonsuz boyutlu Hamiltonian sistemler Poisson parantezleri ile karak-

terize edilirler. Poisson parantezleri F, G diizgiin ve reel degerli fonksiyonlarini

9



tigincii {F, G} fonksiyonuna gotiiren tasvirdir. Bu fonksiyonlarin hepsi M diiz-

giin manifoldu iizerinde tanimhdair.

Tanim 2.1.13. F,G, L M fdzerinde tamiml dizgiin reel degerli fonksiyonlar ol-

sun. Poisson parantezleri {.,.} su dort ozelligi saglar:
e [kili Dojrusallik

{aF +bG, L} = a{F, L} + b{G, L}
(F,aG +bL} = a{F,G} + b{F, L}

o Ters Simetri
{F’G} = _{G7F}
o Leibnitz-Kurah

{(F,G.L} = {F,G}.L + G.{F,L}

burada . ile fonksiyonlar arasindaki adi ¢arpim kastediliyor.

e Jacobi Birimi

(UFGY, LY+ {{L,F},G}y + {{G, L} ,F} =0

M manifoldu iizerinde bir Poisson parantez tanimliysa, M manifolduna Pois-

son manifold, paranteze de M iizerinde Poisson yapisi tanimlar denir.

Tanim 2.1.14. M Poisson manifold, P : M — R reel degerli, diizgiin fonksiyon
ve her H € M fonksiyonu i¢in {P, H} = 0 olsun. Bu durumda P fonksiyonuna

Casimir fonksiyon veya fark (distinguished) fonksiyonu denir.

m = 2n, n tamsay1, (p,q) = (p*, - ,p" q', -+, ¢") koordinatlar olmak iizere

M = R™ manifoldu i¢in parantez ve birimleri su sekilde tanimlansin.

(F.G) = 2”: (8F oG OF aa) 25)

- dqt Opf o opt O
1,7 =1,--- nigin
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{¢',p'} =1, {¢P}=0 (#j), {VP}=0, {¢.¢}=0 (26)

Bu parantezin Poisson parantezi oldugu aciktir. Klasik mekanikte kullanilan
bu parantez kanonik Poisson parantezi olarak isimlendirilir. Kanonik Poisson pa-
rantezleri icin Casimir fonksiyonlar sadece sabit fonksiyonlardir. Ozel olarak her
F,G € M igin Poisson parantezi {F,G} = 0 olacak sekilde tamimlanirsa her

fonksiyon otomatik olarak Casimir fonksiyon olur.

Tanim 2.1.15. M Poisson manifold ve H : M — R dizgiin fonksiyon olsun.
Asagqidaki ézelligi saglayan

diizgiin vektor alanina Hamiltonian vektér alany denir.

Hamiltonian vektér alanina m = 2n + [ boyutlu manifold iizerinde tanimh
kanonik Poisson parantezi érnek olarak verilebilir. p, ¢ koordinatlar1 (2.6) daki
ozellikleri saglasin r ile p ve ¢ arasindaki iligki {rj,rk} = {pi, rk} = {qi, rk} =
0, ¢« =1,---,n, j,k =1,--- 1 seklinde alnsin. (2.5) ve Poisson parantez
tanim kullanilirsa Hamiltonian vektor alan

" (O0H 0 OH 9
Xn = Z (api g - oq' 6pi>

i=1

olarak tanimlanir.

2.2 Sonsuz Boyutlu Hamiltonian Sistemler

P = f Pdx € F olacak sekilde F manifoldu iizerinde diferansiyel operator ta-
nimlansin. Poisson parantez formiilasyonu sonsuz boyutlu sistemler icin P, £ € F

olmak iizere gu sekildedir:

(P.L} = / OP.J SLdx (2.7)
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Fonksiyonellerle tanimlanmig olan bu parantez tanim 2.1.13 deki 6zellikleri
saglar. Ancak (2.7) nin Poisson parantez olmasi i¢in J diferansiyel operatorii

iizerinde bir tamimlama verilmelidir.

Tanim 2.2.1. J(z) lineer operator olsun. (2.7) deki Poisson parantez tanim

2.1.18 deki ézellikleri saghyorsa J(x) operatorine Hamiltonian operator denir.

Lemma 2.2.2. (2.7) deki gibi parantez tanimlansin ve J(u) q X q boyutlu dife-

ransiyel operator olsun. J(u) ters eslenik ise parantez ters simetriktir [6]).

Kamt. P = [ Pdx ve L = [ Ldx olacak sekilde P, L fonksiyonelleri alinsin.

Poisson parantezin ters simetrik 6zelliginden

/ §P.J (u).6Ldr = — / L. (u).6Pdx

yazilir, buradan

/(577.(.,7(u) + J*(u)).0Ldr =0
elde edilir. (J*(u), J(u) in Hermitian eglenigidir) Dolayisiyla bu egitligin sag-

lanabilmesi i¢in gerek ve yeter kogul 7 (u) operatoriiniin ters eglenik olmasidir. [

Onermenin tersininde dogrulugu da aciktir.

Sonug 2.2.3. J(u), q¢ X q boyutlu ters eslenik matris olsun. Matrisin elemanlar

u ya veya tirevlerine bagl degil ise J (u) operatori Hamiltonian operatordir [64)].

u(z,t) € RY, ¢t € R olmak iizere Hamiltonian sistem

ou 0H

o IS5y
seklinde yazilir. Q@ C RP x R, dx = dxidzy---dx, olmak iizere H(u) =
Jo, H(z,u")dz Hamiltonian fonksiyoneli, J(u) da Hamitonian operatériidiir. 2,

Hamiltonian akig tasvirinin varyasyonel tiirevini ifade eder. Varyasyonel tiirev
u(z) fonksiyonundaki kiiciik bir degigimin H(u) fonksiyonelinin degerini nasil et-

kiledigini ortaya koyar. Fonksiyonelin varyasyoneli

o Hutedul —Hu]  d
OH[u; du) == 11_1}13 A, = afr’-[[u + edu|e=o (2.8)

o oH OH
= /zo 5u5u(x)dx_<ﬁ’5u>
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seklinde hesaplanir. H[u] = faf)l H(z,u,uy, - - )dz fonksiyoneli igin birinci var-
yasyonel
oH[u, ou] = [ (%—Zéu + ULy, 4 Oy, 4 )

seklinde elde edilir. Buradan p = ¢ = 1 i¢in varyasyonel tiirev

OH 0H OH\ ., ( OH
E—%—ar<a—%>‘aw(aum>+“'

seklinde bulunur.

Genel olarak varyasyonel tiirev £ =1,--- ,q i¢in
SH SH 0 [0H
oS (2)
(5U,k (5uk —1 &rl 8uk,l

olarak tanimlanir.

Tanim 2.2.4. J(u), ¢ X q boyutlu Hamiltonian diferansiyel operatér olsun. Her
T, U G¢In j.‘;—g = 0 egsitligini saglayan C' € F fonksiyoneline fark fonksiyoneli
dengir.

2.3 Sonlu Boyutlu Hamiltonian Sistemler

Hamiltonian denklemleri, Hamiltonian vektor alaninin akig tasvirini kontrol eder

ve vektor alani agagidaki Hamiltonian denklemlerinin integre edilmesi ile bulunur.

— =0, k=1,---,1 (2.9)

dg' _oH dp _ 9p'
dt  Opi’ dt  0O¢t’

i=1,---,n (2.10)

(2.10) daki denklemler Newton fiziginin Hamilton denklemleri olarak bilinir. Do-
layisiyla klasik mekanikte r koordinat1 Casimir fonksiyon olmaktadir. Ozel olarak,
H Hamilton fonksiyonu sadece r koordinatina baghysa bu durumda akig tasviri
sifir tasviri olur. Bu durumu genellegtirirsek, bir fonksiyonun Hamilton vektor

alaninin her yerde sifir olmasi i¢in gerek ve yeter kogul o fonksiyonun Casimir
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fonksiyonu olmasidir.

x = (2%, 2?%,--- ,2™) yerel koordinatlari ile m boyutlu M Poisson manifoldu
ele alinsin. H(x) reel degerli fonksiyon olmak iizere Xy Hamiltonian vektor alani
su gekilde tanimlansin.

Xy = (r)=—
H ;& (@) 57
Burada £¢(z), H fonksiyonuna bagh katsay1 fonksiyonlaridir. Katsay1 fonksi-

yonlarini bulmak i¢in Poisson parantez tanimi kullanilirsa vektor alani

X = (. Hy =~ {1} = Y €a)

olarak yazilir. Buradan
Xy(z) ={2°,H} = &(x), ce{l,---,m}

elde edilir. Bu durumda parantez

N oF
{FHY=) {s"H} —
i=1 v
olarak bulunur.
Poisson parantezlerinin ters simetri 6zelligi kullanilirsa F, G reel degerli fonksi-

yonlar1 i¢in genel tanim

SN o, OF 0G
F H} = Lo - —— 2.11
=2 2 ) i 1)
seklinde verilir.
Jij = {a',27}, 4,5 = 1,---,m fonksiyonlarina yap1 fonksiyonlar1 diyelim.

J(z) = (Jij(x)) m x m boyutlu, ters simetrik yapr matris (2.11) esitliginde kulla-

nilirsa

{F,H} =VF.JVH (2.12)
elde edilir.
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Lemma 2.3.1. J(x) = (J;;(x)) matrisinin (2.12) esitligindeki yapr matris ol-
mast i¢in gerek ve yeter kosul Poisson parantezinin sahip oldugu su ozellikler:

saglamasidir

e [kili Dogrusallik
o Libnitz Kural
o Ters simetri J;;(x) = —J;(x), t,7=1,---,m

e Jacobi birimi, her x € M igin > ", Jil%ij + Jkl%Jij + le%Jki = 0,

Z.yj>k:1a"' , M

Tanim 2.3.2. z = (2}, 2%,--- ,2™), M C R™ agk kiimesi iizerinde bir nokta
olsun. H(x) Hamiltonian fonksiyonu, J(x) yapr matrisi olmak tzere bir adi dife-

ransiyel denklem sistems
d
d—‘;” = J(2)VH ()
veya
t={x,H}
formunda yazhyorsa bu sisteme Hamiltonian sistem denir. J(x) matrisinin

sabit matris olmast durumunda sisteme kanonik Hamiltonian sistem, x’e bagl

olmasy durumunda ise Poisson sistem denir.

y(t) € R* ve y(t) = f(y(t)) adi diferansiyel denklemi igin
H:H<p17p27"' yPds 41,492, "+ 7qd)7 pzzpz(t)a qz:(h(t)77':17 7d01mak

iizere Hamiltonian sistemi

OH OH
5 = — = 2.1
Di 0 4i (2.13)

seklindedir. (2.13) sistemi kapali halde

p=—Hyp q), ¢=Hyp,q) (2.14)
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olarak yazilabilir. Burada . ile fonksiyonun ¢’ye gore tiirevi kastedilmektedir.
H = H(p, q) olmak iizere

dH_aqu+8Hdp_ 8H8H+8H8H_O
dt  Oqdt  9Opdt  9p Oq dg Op
elde edilir, yani herhangi bir diferansiyel denklem sistemi i¢in Hamiltonian za-

mana bagli olarak degismez.

Ornek 2.3.3.

q(t) = p(t) (2.15)

denklem sistemi Hamiltonian denklem sistemi olarak ifade edilebilir. H : R? — R?

olmak tzere

1

H(p,q) = §p2 — cosq

Hamiltonian fonksiyonudur. Hy, = sinq ve H, = p oldugundan

p=—Hyp.q) dq=Hyp,q)

elde edilir. Verilen denklem sistemi simplektik yapiya sahiptir, yani simplektik
bir tasvir vardir. Bunu géstermek igin baglangi¢ kogullart p(0) = po, q(0) = qo

olmak dizere p, : R? — R? tasviri

seklinde tanwmlansin. Tanum 2.1.11 deki g(z) yerine i(x) alinar, burada x =
[p,q|T dir. t = 0 igin () birim tasvire doniseceginden Jakobiyen birim matris
olur, tanwm 2.1.11 deki kosulun gerceklesecegi ac¢iktir. Kismi tirevlerin matrisi

P(t) = g% seklinde gosterilsin.

d op  Op oh O Op  Op
el Opo  Oqo _ Opo  Oqo Opo  Oqo
dt \ 94 9q Ofs 0f2 9q  Oq
Opo  9qo dpo  9qo dpo  0qo
, 0 —cosq
Pi(t) = P(t)
1 0
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—Pt)'JP(t) = P'@®)TJP(t)+ Pt)"JP'(t)

dt
T 0 1 0 1
= P() P(t)
—cosq 0 -1 0
0 1 0 —cos
+ P “ Po
-1 0 1 0
T —1 0 1 0
= P(t) + P(t)=0
0 —cosgq 0 —cosq

elde edilir. Tiirevin sonucu 0 ¢iktagindan P(t)T JP(t) ¢arpima zamana bagh olarak
degismez, dolayisiyla tanwm 2.1.11 deki kosul saglanwr. Her t i¢in oy akus tasviri
simplektiktir [25].

Ornek 2.3.4. Ornek 2.3.3 deki denklem sistemine ag¢ik Euler yontemi uygulandi-
gmda olugturulan tasvir simplektik degildir. (2.15) sistemine ag¢ik Euler yontemi
uygulanirsa

Pt pn — hsingy,

n+1 Gn + hpn

sistemi elde edilir. g : (Pn, @n) = (Dnt1, ni1) olmak tzere

Opnt+1  Opn+t1 B
OPr+1; dnr1) _ o oo | [ 1 —hcosg
a(pn’ q’ﬂ) 8qn+1 8qn+1 h 1
Ogn Ogn

tireve tanam 2.1.11 de yerine yazilirsa

0 1+ h%cos gy
—1 — h2cosq, 0
birim olmayan matris elde edilir, yani a¢ik Fuler yonteminin bu adi diferansi-

yel denklem sistemine uyqulamasindan ortaya c¢ikan tasvir herhangi bir h icin

simplektik degildir [25].

Teorem 2.3.5. (Poincare 1899) H(p,q), U C R? tizerinde iki kere siirekli tii-
revlenebilen fonksiyon olsun. Bu durumda her sabit t i¢in ¢, akis tasviri Hamail-

tonian denklem sistemi i¢in simplektiktir [26].
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Kamnat. (2.14) denklem sisteminin Jakobiyen matrisi

-

pq
H, pp

_qu
qu

seklindedir, ayrica bu matris

ve

HZUP qu
Hpq qu

V2H =

olmak iizere J~'V2H olarak yazilabilir. Ornekte oldugu gibi P'(t) = J-'V2HP(t)
alinirsa

CPWIIPM) = P IP() + P IP()

= P®)'V?HJI ' JP(t)+ P(t)' JJ'V2HP(t) =0

elde edilir. Burada JJ ' =1 ve J'J =TI dir.

Ornek 2.3.6. ¢(—20,t) = (20,t) periyodik swnar kosulu ile Sine-Gordon dife-

ransiyel denklems

0? 0? ,
8—;f = 8—aj§ — asin(v) (2.16)

seklindedir. Denklem, Hamiltonian

w

2
%7‘(’2 + % (%) +a(l— cos(w))] dx

ve
. . R~ 1 . P SH .
Hamiltonian operatori J = olmak iizere 5 = J 5. seklinde Ha-
-1 0
maltonian sistems olarak yazilir. Burada v = ve T = % dvr. Hamaltonian

sistem yary ayrik formda su sekilde yazilir:
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¥

s

= JVH

Burada sonlu farklar kullanilarek elde edilen ayrik Hamiltonian

N-1
_ 1 1
H= {5”;2' + Q(Tm)g(%‘ﬂ — ;) +a(l - COS(%‘))}
j=0
0 I
seklindedir. Hamiltonian operatori ise overlineJ = ters simetrik
-1 0

matrisine donusir.

Ornek 2.3.7. u(—20,t) = u(20,t) periyodik smir kosulu ve u(x,0) = 6sech’x
baslangi¢ kosulu Korteweg-de Vries denklemi
ou 6 ou  Pu

or u@x ox3

seklindedir. Hamiltonian

H:/B(uﬁ—m] da

ve Hamiltonian operatori S = 2 olmak dizere denklem Hamiltonian denklemi

oz

olarak yazlr. Sonlu farklar kullanilarak ayrik Hamiltonian

N-1

H=> {m(“ﬂl —u;)’ - “ﬂ

=0

ve Hamiltonian ters simetrik matrise

-1 1 0

elde edilir. Buradan ayrik Hamiltonian sistemi % = JVH seklinde bulunur.
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BOLUM 3

ENERJI KORUYAN SAYISAL YONTEMLER

3.1 Ortalama Vektor Alam1 (OVA) Yontemi

Enerji ya da integral koruyan yontemler uzun zamandir bilinmektedir. Enerji
koruyan yontemlerin kegfi Courant, Friedrichs ve Lewy'nin ¢aligmalar: ile 1928
yilinda baglamigtir [17]. Son yillarda bu yontemlere ilgi artmgtir, adi diferansiyel
denklemler i¢in pek ¢ok enerji koruyan yontemler ayrik gradyentlerin [43] ve ay-
rik varyasyonel tiirevlerin [24] kullanilmas ile olugturulmaktadir. Ayrik gradyent
yontemler lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemlere de uygulanmigtir
[19]. Polinom geklinde olan Hamiltonian sistemlerin enerjilerini tam olarak koru-
yan yontemlerin sinifi mevcuttur ve bu sinif collocation yontemlerin geniglemesi
ya da Hamiltonian sinir deger yontemleri olarak bilinir.

Yukarida bahsedilen tiim yontemler lineer degildir dolayisiyla zaman doniigii-
miine gore sayisal ¢oziimler degismez degildir. Son zamanlarda ortalama vektor
alani (OVA) yontemine ilgi artmigtir. Bu yontem orta nokta yonteminin genig-
letilmig halidir. Yiiksek mertebeden OVA yontemleri Guassian quadrature kul-
lanilarak elde edilmiglerdir ve siirekli adimli Runge-Kutta yontemi olarak ifade
edilmiglerdir. Kanonik ve kanonik olmayan Hamiltonian sistemler i¢in yiiksek
mertebeden OVA yontemi uyguland: ve analizi yapildi [27, 16|. Enerji korunumu
ile simplektiklik arasindaki iligki kurulmus ve B-serisi denilmistir. Adi diferansi-
yel denklem sistemleri i¢in B-serileri kuvvet serileridir [9]. Hamiltonian sistemlerin
integrasyonu i¢in ayrik gradyent yontemler B-serisi olarak ifade edilemezler. Ka-

nonik Hamiltonian sistemler i¢in enerji koruyan B-serisi yontemleri karakterize
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edilmiglerdir [12, 21]. Ancak kanonik ve kanonik olmayan Hamiltonian sistemler
icin OVA yontemi ve yiiksek mertebeli OVA yontemi B-serisi yontemidir [16, 27].
B-serileri kullanilarak kanonik ve kanonik olmayan Hamiltonian sistemler igin
OVA yonteminin simplektik ya da Poisson yontemlerin eglenigi oldugu gosteril-
migtir [12, 21]. Korteweg-de Vries denklemi, lineer olmayan Schrodinger denklemi,
Sine-Gordon denklemi gibi pek ¢ok kismi tiirevli diferansiyel denklemler kanonik
olmayan Hamiltonian ya da Poisson sistemler olarak ifade edilebilir. Son yirmi yil
icinde cesitli simplektik ve ¢oklu simplektik yontemler Hamiltonian kismi tiirevli
diferansiyel denklemlere enerjiyi koruyarak uygulandi. OVA yontemi cegitli kismi
tiirevli diferansiyel denklemlere uygulanmigtir [10].

Hamiltonian sistemlere uygulanan Runge-Kutta yontemlerinin hi¢birinin ener-
jiyi korumadigi gosterildi |8]. Hamiltonian adi diferansiyel denklemler i¢in enerji
koruyan yontemler collocation yontemler yardimiyla olugturuldu [27] ve daha
sonra kismi tiirevli diferansiyel denklemler i¢in enerji koruyan OVA yontemi gelis-
tirildi [10]. Volterra lattice denklemi Poisson sistemi olarak ifade edilmis ve OVA
yontemi uygulanmigtir |34]. Periyodik sinir kogullu KdV denklemi bi-Hamiltonian
formunda yazilmig ve OVA yontemi uygulanmigtir [35].

Onceki kisimda geometrik 6zelliklerin bazilarindan bahsedildi, sonlu ve sonsuz
boyutlu Hamiltonian sistemler aciklandi bu béliimde ise Hamiltonian sistemi ola-
rak ifade edilen sistemler {izerinde OVA yo6ntemi tanimlanacaktir. Ancak oncelikli
olarak ayrik gradyent tasvir ile OVA yontemi arasinda bir iligki kurulacak ve alt
boliimlede ise OVA yonteminin 6zellikleri verilecektir. Bu kisimdaki bilgiler igin

[8] —[10] nolu makalelerden yararlanilmigtir.

Adi diferansiyel denklem sistemi f(y) = J(y)V H olmak iizere gz 6niine alin-

Sin:

y' = fly), y(0)=yocR" (3.1)

Burada J(y), n X n ters simetrik yapi matris ve H degigmez, érnegin Hamil-
tonian ya da sistemin enerjisi. Enerji koruyan ayrik gradyent yontemler V H (y)

ve J(y) nin uygun yaklagimlarina baghdir.
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Poisson sistemler i¢in simetrik ayrik gradyent yontemler gu sekilde verilir [45,

52|:

n+1
Yy

_ yn yn _|_yn+1 o non

_ 1
VH(y", y"™) = =

5 (VH(y",y"") + VH(y" ", y"))

VH,(y",y"™!) daha agik

1
Hyi syl sy ) —HE yh -yl oy
n+l_ n
Y Y1

iV n o, mtly . Hy gyt yn ) - H syl )
VHS(y 7y ) T ! =2 : . 7 ?;’_ﬂ:‘rfliyn ! S BE—
1 T

1 1 1 1 1 1
Hypt ottt i D —H @ s Ty T )

+1
Ym' —YY,

seklinde yazilir. Polinom geklinde olan Hamiltonianlar i¢in enerji koruyan yontem-
lerin bagka bir sinifi ise s-adim yamuk yontemleridir ve su gekilde tanimlanirlar

[30, 31]

Y=yt Ry b J(K)VH(K) (3.3)
=1

Burada s = 1 alinirsa orta nokta kurali elde edilir. Dordiincii mertebeden
3-adim yontemi su formda verilir [31]:

h n n+1 L n+1
yn+1 :yn_,’_g (J(y")VH(y")+4J (y +2y >VH(y 2:'/ )

HIGTHVHE) (@)
Bu yontemler lineer degildir dolayisiyla sayisal ¢oziimler lineer doniigiimler altinda
degigsmez degildir. Ayrica genelde B-serisi olarak ifade edilemezler. (3.1) i¢cin OVA

yontemi

1
=gt h/ fOm T =y, n=0,1,-  (3.5)

0
seklindedir. Runge-Kutta yontemlerinin geniglemesidir ve B-serisi olarak ifade

edilir. Bununla birlikte lineer doniigiimler altinda degismezdir ve kanonik Hamil-

tonian sistemler i¢in ayrik gradyent yonteme indirgenir.
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Kanonik Hamiltonian sistemler i¢in OVA yontemi [27]

1
Yyt =y + hJ/ VH(©y" +7(y"™ —y"))dr. (3.6)
0

seklindedir. Poisson sistemler i¢in lineer enerji koruyan OVA yontemi ise |[16]:

n+1 n yn + yn+1 ! n n+1 n
Yy =y"+hJ — VH(y" +7(y"" —y"))dr (3.7)
0

seklindedir.

OVA yontemleri Gaussian quadrature kullanilarak kurulmuglardir [27, 16]. Bu

yontemler siirekli-adim Runge-Kutta yontemler olarak 7 € (0, 1) i¢in
1 1
Y =y"+ h/ arof(Yo)do, y™'=y"+ h/ b f(Ys) do, (3.8)
0 0

seklinde ifade edilmiglerdir [27]|. Burada Y, ~ y(t, + c¢;h), ¢, = fol arodo dir.

Integraller y(t, + 7h) polinomunun degerine baghdir ve katsayilar

s

1 T
Cr =T, Ury= — Li(a)dal;(o), b, =1. 3.9
=2 [ i aatio) (39
seklinde verilir. Burada
Li(7T) = HS T—¢j b = /1 Li(T)dr.
R & Cj, 0
J=1,57#i

dir. Kanonik ve kanonik olmayan Hamiltonian sistemler i¢in Gaussian quad-

rature kullanilarak 2s. mertebeden OVA yo6ntemleri kurulmugtur [27, 16].

Ornegin ¢; = 1/2 icin tek adim Gaussian collocation yontemi olarak OVA

yontemi orta nokta yonteminin genigletilmigidir.
clo=1/2FV3/6, L(1)=(T—c2)/(c1 — ), o) = (7 —c1)/(ca — 1)

i¢in iki adim, d6rdiincii mertebeden Gaussian OVA yontemi gu formdadir [16]:
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i = y"+ h/o (%ll(J)B(Yl) + (% - ?) 12(U>B(Yz)> VH(Y;)do,

1
Y, = y”+h/
0

= h [ (@) B + () B) V(Y ) (3.10)

(; T ?) (o) B(Y:) + %zxa)B(m) VH(Y,)do,

Gaussian OVA yontemleri zamana gore simetriktir ve simplektik yontemlerin
eglenigidir. Tek adim yontemlerinin y"™! = @, (y") zamana gore simetrik olmasi
y" = ®_,(y"*) olmast ile olur. OVA yontemleri zamana gore simetriktir [27].
OVA yontemleri gibi enerjiyi tam olarak koruyan B-serisi yontemleri simplektik
degildir. Ancak 2s. mertebeden OVA yontemleri 2s+2 mertebeye kadar conjugate-
simplektiktir.

3.2 Parcalara Ayirma Yo6ntemi (Splitting Method)

Bu kisimda denklemleri ve denklem sistemlerini ¢dzmek i¢in kullandigimiz bagka
bir yontem olan parcalara ayirma yontemi aciklanacaktir. Yontem pek ¢ok bilim
adami tarafindan incelenmig gegitli 6rneklere uygulanmigtir. Yontem adi diferan-
siyel denklemler icin ¢ok genig kapsamli incelenmis ve cegitli analizler yapilmigtir
[44]. Lineer olmayan Schrédinger denklemine pargalara ayirma yontemi uygu-
lanmig, sayisal sonucun uzun zamandaki davranigi incelenmigtir [37|. Parcalara
ayirma yontemlerinden iki tanesi bu boéliimde ifade edilecektir. Biz bunlardan
Strang parcalara ayirma yontemini problemlerimize uyguladik. Pargalara ayirma
yontemindeki temel amag karmagik problemi alt problemlerin dizisi olarak yaz-
maktir. Bu sekilde problemin ¢6ziimii daha basit alt problemlerin ¢oziimleri ile
ifade edilir. Dikkat edilmesi gereken sey problemin korudugu geometrik 6zellikleri

alt problemlerin de korumasidir.

u' = f(u) +g(u), w(0)=mug

diferansiyel denklemine pargalara ayirma yontemi uygulanirsa

v = f(v), ©v(0) =
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yazilir, buradan

Yi(vo) = ey = v(t), pi(wo) := eIy = w(t)
olarak elde edilir, £; aninda problemin ¢6ziimii

ur = (¢ (ug)) = €9 = u(ty)

olarak bulunur.

3.2.1 Dizisel Parcalara Ayirma Yontemi

Sabit katsayili adi diferansiyel denklemi g6z Oniine alinsin ;
o — (A+ Bu(t), 0<t<T <oo, u(0)=ug (3.11)

Burada A, B € R**° matrisi ve uy € R® vektorii veriliyor. w : [0,7) — R®
bilinmeyen fonksiyondur.
T = Nk olacak gekilde & > 0 alalim. (3.11) problemi gu sekilde N tane alt

probleme ayrilsin;

% =Au}, (n—1Dk<t<nk, uf((n—1)k)=uj)", (3.12)
e Buy, (n—1k<t<nk uj((n—1)k)=ul(nk) (3.13)

Burada u§ = ug ve t, = nk noktasinda tammlanan uj,(nk) = uj(nk) foksi-

yona (3.11) probleminin parcalara ayirma ¢oziimii denir.

Burada yapilan her bir uzunlugu £ olacak sekilde zaman araligin1 NV esit par-

caya ayirmak ve her bir parcada birbirlerine baglangi¢ kosulu ile baglh olan daha
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basit iki problemi ¢zmektir.

n = 1 i¢in yazilirsa

(3.14) den

ve (3.15) den

1
duy

dt

e Aul, 0<t<k u}(0)=ug (3.14)

=Buy, 0<t<k uy0)=uik) (3.15)

ul(t) = eMul(0) = etug

uy(t) = ez (0) = e'uy (k)

elde edilir, buradan da

ul (k) = uy(k) = e"Fuj(k) = eBreky,

bulunur. Ayn1 k aninda (3.11) denkleminin ¢oziimii ise

dir.

u(k) — 6(A+B)lcu0

3.2.2 Simetrik Strang Parcalara Ayirma Y ontemi

(3.11) denklemine strang parcalara ayirma yontemi su sekilde uygulanir:

duf
dt
dt
dt

Auf (1),
Bus(t),

Auz (1),

wi((n = DR) = D ((n—DR), (0= DE << (0 h)
W ((n— 1)k) = u(n — %)k), (n— 1k < t<nk

W ((n — %)k:) — k), (n— %)k <t <nk
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burada u3(0) = ug ve udp(nk) = uj(nk) dir.

n = 1 i¢in yazilirsa

d 1

b= Aul(t), ul(0) = w§(0) = ui(t) = Mui(0) = eMug
d—U%_Blt 10_01]C 1t_Bt10_Bt1lk
P uy(t),  uy( )—U1(2 ) = uy(t) = e uy(0) = e “1(2 )
d_u%)_Al 11k_1k 1 _At/Qllk,_At/Qlk,
P ug(t), U3(2 ) = uy(k) = uz(t) = e U3(2 ) = e uy(k)

denklemleri elde edilir. Buradan pargalara ayirma ¢oziimii udp(k) = ui(k) =
ek 2yl (k) = eAR/2eBkeAR/ 2y olarak bulunur.
Genellikle u(k) # ul) (k) dir yani hata vardir, bu hataya yerel par¢alara ayirma

hatasi denir ve su sekilde tanimlanir:
Errg(k) == uip(k) —u(k) = [e(A+B)k — BheAk)y

Dizisel parcalara ayirma yontemi icin bu hata [A, B] = AB — BA olmak iizere
k‘2
Erry(k) = ugp(k) —u(k) = 7-[A, B+ O(K)
olarak bulunur. Buradan dizisel parcalara ayirma yontemi analitik c¢oziime 1.

mertebeden yakinsamaktadir. Strang pargalara ayirma yontemi icin hata ise

Erray(k) = udp(k) — u(k) = KL [B, 1B, Al ~ o [A,[4, B)uo + O(h")

seklindedir. Dolayisiyla Strang parcalara ayirma yontemi analitik ¢oziime 2. mer-
tebeden yakinsamaktadir. Dizisel parcalara ayirma yontemi simetrik degildir an-

cak Strang parcalara ayirma yontemi simetriktir [26].

3.2.3 Parcalara Ayirma Yonteminin Diskrizasyonu

(3.11) denkleminin gergek ¢oziimii [0, 7] zaman araliginda tanimli u(t) iken, par-
calara ayirma ¢oziimii , := {nk,n =0, 1,..., N} araliklarinda tammh u}p(nk)

dir. Agik olarak pargalara ayirma yonteminin diskrizasyonunda ulp((n + 1)k) =
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C(k)ulp(nk), ulp(0) = up seklinde bir baglant1 vardir. Buradaki C'(k) uygu-
lanan diskrizasyona gore olusan operatordiir. Dizisel parcalara ayirma yontemi
icin

Css(k) = exp(kB) exp(kA)

ve Strang parcalara ayirma yontemi igin

(k) = exp (gA) exp(kB) exp (SA)

dir.

3.2.4 Lineer Olmayan Denklemler igin Parcalara Ayirma

Y ontemi

Parcgalara ayirma yontemi lineer olmayan diferansiyel denklemler i¢inde ayni man-

tikla uygulanir. Ornegin NLS denklemi icin yontem su sekilde uygulanir;

iy + Uy + B | u =0

Aakim : dup +ug, =0

Bakimi : du+ B |ul*=0

Akim A ve Akim B ¢oziiliir, eger dizisel parcalara ayirma yontemi kullaniliyor
ise ¢ozlim w(%)ogo(%), Strang parcalara ayirma yontemi kullaniliyor ise ¢oziim

W) (%) o p(At) o (%) dir.

3.2.5 Iki Boyutlu Lineer Olmayan Denklemler i¢in Parca-

lara Ayirma Yontemi

u = u(t, z,y) kompleks ya da reel degerli fonksiyon igin u(0, z,y) = uy baslangig

kogullu lineer olmayan

Ut + f(u)ar + g(u)y + h(t’ €, y) =0 (3'16)
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diferansiyel denklem gtz 6niine alinsin. Bu denkleme parcalara ayirma yontemi
uygulanmak istenirse bu denklemi iki lineer, bir lineer olmayan alt denkleme

ayrilir:

leut"i_f(u)xzoa L2:ut+f(u)y:()v N:ut—kh(t,m,y):O

Ly denklemini ¢ozerken y degiskenine, Lo denklemini ¢ézerken = degiskenine
sabit gozii ile bakilir. Bu yontemde parcalara ayirma uzay degiskenlerine gore

yapilir [15].

Teorem 3.2.1. Hamiltonian H(y) = Hy(y) + Hs(y) ve kanonik Hamiltonian

sistemi

y=J'VH(y)=J 'VH(y) + J 'VHy(y)

olarak yazilsin. Bu durumda pargalara ayirma yontemi simplektiktir [26].
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BOLUM 4

LINEER OLMAYAN SCHRODINGER (NLS)
DENKLEMLERI

4.1 Bir Boyutlu NLS Denklemi

Son yillarda lineer olmayan denklemler 6nem kazanmigtir. Fizik, kimya, biyoloji,
ekonomi gibi pek ¢ok alandaki doga olaylari, durumlar lineer olmayan denklemler
yardimiyla modellenmektedir. Bu sistemlerin analizinde bilgisayarlarin 6nemli bir
yeri vardir. Son 60 yilda bilgisayarlarin gelismesiyle, soliton denklemleri ile ilgili
onemli bilgiler elde edilmigtir. Solitonlar gekillerini degigtirmeden sabit hizla ha-
reket eden dalgalardir. Ayrica iki solitonun ¢arpismasi durumunda da solitonlarin
sekilleri ve hizlar1 degigsmez. John Scott Russell’in 1834 yilinda soliton dalgalarim
kegfetti [50].

Soliton denklemi olan NLS fizikte ¢esitli olaylart modellemekte kullanilir. NLS
denklemi ile derin su dalgalarimin okyanusda dagilmadan uzun mesafeler katet-
menin nasil miimkiin olacagi agiklanir. Soliton teorisinin énemli uygulamalar
fiber optik alaminda yapilmaktadir. Solitonlar fiber obtik alaminda veri iletimi
i¢in kullanilabilmektedirler. Bilgi i¢in artan talep ve bilginin kullanilabilirliliginin
artmasi fiber optige olan ilgiyi arttirmigtir. Ayrica NLS denkleminin akigkanlar
dinamiginde de 6énemli bir yeri vardir.

Zayif dalga paketleri igin NLS denklemi ilk olarak 1967 yilinda Benney ve
Newell tarafindan verildi. Ayrica 1968 yilinda Zakharov tarafindan Benney ve
Newell den bagimsiz olarak tekrardan iiretildi [20]. Zakharov ve Shabat 1972
yilinda ters sagihm doniigiim (IST) yontemini NLS denklemi igin geligtirdi [59].
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1975 de Ablowitz ve Ladik integrallenibilir sonlu fark gsemalarini NLS denklemi
icin gelistirdi [1]. 1986 yilinda Hersbst ve Weideman NLS denklemi igin pargalara
ayirma yonteminin analizini yapt1 [62]. Bu yontem NLS denkleminin Hamiltonian
yapisini koruyan ¢ok hizl pseudo-spectral gemadir. Ayni yillarda Overman Sine-
Gordon denkleminin spektrumunu hesaplayan bilgisayar kodunu yazdi [47]. Bu
kod periyodik NLS denkleminin homoclinic yapisi iizerinde ¢aligmalar yapmak
icin kullamld: [2].

[14] de lineer olmayan denkleme simplektik ve ¢oklu simplektik yontemler
uygulanmigtir. [3] de yazarlar ayrik, siirekli, vektorel ve skaler lineer olmayan
denklem sistemini detayli bir gekilde incelemiglerdir. [10] da ise kismi tiirevli di-
feransiyel denklem sistemleri igin enerjiyi koruyan ortalama vektor alani yontemi
uygulanmistir, ¢oziilen denklemler arasinda NLS denklemi de yer almaktadir. Pek
cok onemli sonlu fark gemasi NLS denklemine uygulandi, kargilagtirildi ve analizi
vapild1 [11, 56]. NLS denkleminin sayisal ¢oziimii i¢in B-spline sonlu elemanlar

yontemi kullanild: [18].

Lineer olmayan Schrodinger diferansiyel denklemi ¢ = v (x,t) kompleks fonk-
siyon ve ¥ (x,0) = vy(z) baglangig kogulu ve ¢(x,t) = ¢(x + L, t) periyodik sinir

kosulu olmak iizere

Wy + e + A PP =0 (4.1)

seklindedir. Burada x € R, A > 0 dir. v kompleks fonksiyon oldugundan ¢ =
p + iq seklinde yazihir. Burada p = p(z,t), ¢q = ¢(x,t) dir. Bu durumda (4.1)

denklemi

Di+ Qo + A(P* 4+ ¢%)g =0

G — Doz — NP>+ ¢*)p =0 (4.2)

olarak yazilir. Simdi (4.2) sisteminin kanonik Hamiltonian sistemi oldugunu

gosterelim. Hamiltonian

@ @) e
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olarak alinirsa

OH OH
=\ 2 2\ _ T\ 2 2y
5 P(p” + q°) — Paas 5 q(p° + %) = Gu

egitlikleri elde edilir, buradan (4.2) sistemi

OH
peo= ——
¢ 5
OH
g = —%
seklinde yazilir.
z2=(p,q)t ve J = B olarak alimirsa kanonik Hamiltonian sistemi
1 0
o
i=J1 H J'=-3J
6z

seklinde elde edilir. (4.3) de tiirev terimleri igin ileri fark yontemi kullanilirsa
sonlu boyutlu Hamiltonian sistemi elde edilir. (4.3) de p, ve ¢, birinci merte-
beden tiirevleri x;;; ve x; diiglim noktalar: kullamlarak diskrize edilirler. Uzay
degigkenine gore adim uzunlugu Az = z;; — z; olmak iizere Az = L/N olarak
alinsin. Buradaki N diigiim sayisina karsilik gelmektedir. Kolaylik olmasi1 baki-
mindan p; = p(jL/N,t) notasyonu p gercek ¢oziimiiniin jL /N diigiim noktasinda
aldig1 degere bir yaklagim olarak kullanilacaktir. Benzer ifade ¢ i¢in de gecerlidir.
Bu agiklamalardan Hamiltonian diskrizasyonu

N
7:[:

1 ) A
INT Zl((pm — i)+ (g1 — 7 5 +4})°
j:

j=1

olarak bulunur. Buradan Hamiltonianin gradyenti

— xaz (Pj1 = 2P +pj1) = A0 (0] + &)
— 5z (@j-1 — 205 + 4j11) — A (03 + @)

VH =

olmak iizere yar1 ayrik Hamiltonian sistemi

pe = —Ag— P+ %),

@ = Ap+p(p*+¢°) (4.4)
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seklinde elde edilir.

4.1.1 NLS Denkleminin Korudugu Ozellikler

NLS denkleminin pek ¢ok matematiksel 6zellikleri vardir. Bunlar1 bilmek sayisal
¢aligmalarin daha dogru ve hizli yapilmasim saglar [46]. Simdi NLS denkleminin

korudugu bir ka¢ durumu acgiklayalim.

e Her zaman [¢)|? egrisinin altinda kalan alan korunmaktadir: (4.1) denklemi-

nin her iki tarafi ¢* ile carpilirsa

Py + P e + AT =0 (4.5)

denklemi bulunur. Buradan (4.5) denkleminin kompleks eglenigi alinir ve

bulunan bu denklemden (4.5) denklemi gikarilirsa

1]} = i Py — 00,
elde edilir. Buradan
L
0

L
/ p2de = i / (6" thas — 90, ) = O
0

d L
& | ke =0

dir. Dolayisiyla |¢|? nin altinda kalan alan zamana bagh olarak degismez.

sonucuna ulasilir. Yani

e Hareketin yani fOL(|¢gc|2 — |¢|*)dz integralinin zamandan bagimsiz olmasi:

(4.1) denklemini v} ile ¢arpilirsa

Wi+ Y Pae + M0 = 0
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denklemi elde edilir. 17v; = |1|? oldugu kullanilirsa

iYIF + Y tbee + AT U7 =0 (4.6)

elde edilir. Bu denklemin kompleks eglenigi alinir (4.6) denklemi ile topla-

nirsa

denklemi bulunur. Buradan

L

L
/0 (6 thas + by + () ) = / =12 + (0] = 0

elde edilir yani 4 [[|¢,[* — [1]"]dz = 0 dir.

4.1.2 NLS Denklemine Ortalama Vektor Alani Yonteminin

Uygulanmasi

!/

u' = f(u) denklemi i¢in OVA yontemi

u™t

l_un 1 "
T/o f((1—=7)u™ + Tu™)dr

seklinde uygulaniyordu. Simdi benzer gekilde (4.4) denklem sistemine OVA

yontemini uygulayalim. Bunun igin 6ncelikle
1
/ (1=7)y" + 7y dr
0
ve
1
/ {{A=7)y" + 7y P+ (1= 7)y" + 7y ™A = 7)2" + 72" b dr
0
integrallerini hesaplayalim:

1

1
1
/ (L=7)y" +7y") dr = Sy" + 59"
0
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/0 {0 =7)y" +7y" P+ (L =)y + 7™ (1 = 7)2" 722} dr =

1 1 1 1
_<yn)3 4 _(yn+1)3 + 3_(yn)2yn+1 +3_(yn+l)2yn

4 4 12 12
+lyn<zn)2 + 2iyn2nzn+1 T iyn(zn-i-l)Z
4 12 12
1 1 1
+Eyn+l(zn)2 + 2Eyn+1znzn+l + Zyn+1<zn+1)2

Bu integraller kullanilarak (4.4) sistemine OVA yOnteminin uygulanmasi so-

nucunda
P A A A A
Al —514(6]" +q"th) — Z(q”)?’ - Z(q”“)?’ - 3E(qn)2qn+1 - 3Eqn(qn+1)2
A A A
=L 0" =25 d " - S (0"’
A n+1/, n\2 A n+1l _n, _n+l1 A n+1/, n+1\2
gt W) =25 = d M)
@t gt 1 LA A A A
— ZA(p" n-+ 2 amn3 2on+1N\3 3= n\2, n+1 30 n+1\2
iy 2(p+p )+4(p)+4(p )+12(p)p +12p(p )
A A A
+5P" (0" + 250" "+ (0T
A A A
+ﬁpn+1(qn)2+2ﬁpn+1qnqn+l+an+1(qn+1)2
elde edilir.
At AAL AL
g =—, a3=——, Q4= —),
27 9 BTy D)

olarak katsayilar kisaltilirsa lineer olmayan su sistem elde edilir:

pn+1 7pn + CLQA((]” + qn-i-l) + ag(qn)B +a3(q"+1)3 + 3a4(qn)2qn+1 + 3a4qn(qn+1)2
+asq"(p")? + 2a4q"p"p" " + asq” (p"H)?

+a4qn+1(pn)2 4 2a4qn+1pnpn+1 + a3qn+1<pn+1)2 =0

qn+1 o qn o aQA(p” +pn+1) . as(pn)B _ a3(pn+1)3 o 3a4(pn)2pn+1 o 3a4pn(pn+1)2

n . n _n+l

—azp™(q")* — 2a4p"q"q" T — agp"(g"T1)?

n+1l n n+l

—asp"t(q")? — 2a4p" g g azp" T (
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Elde edilen bu sistem Newton Raphson yontemi yardimi ile ¢oziiliir bunun igin

de Jakobiyen matris hesaplanmalidir. Sistemin Jakobiyen matrisi

I 0 0 A
J = + as
0 7 —-A 0
2qn+1pn+1 (pn+1)2+3(qn+1>2
+ as
_3<pn+1)2 _ (qn+1)2 _2pn+1qn+1
2qnpn 3(qn)2+(pn)2 2qnpn+1 6qnqn+1
+ a4 + ay
_3(pn)2_(qn)2 _Qqnpn _6pnpn+1 _2pnqn+1
pnqn+1 pnpn+1
+ 2ay4
_qnqn+1 _qnpn+1
seklindedir.

4.1.3 NLS Denklemine Parcgalara Ayirma Yonteminin Uy-

gulanmasi

Bu kisimda (4.4) denklem sistemine Strang parcalara ayirma yontemi uygula-

nacaktir. Sistem lineer ve lineer olmayan iki denklem sistemi olarak su gekilde

yazilir:
A akima:
Pe = _AQ7
@ = Ap
B akimi:
pe = M+,

¢ = @ +q)
Elde edilen bu iki denklem sistemine OVA yontemi uygulanirsa
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Akim A:

pn-H _pn + CLQA(C]” + qn-H) =0
qn+1 o qn o a2A<pn +pn+1) =0

ve

Akim B:

pn+1 _pn 4 a3<qn)3 + a3(qn+1)3 4 3a4<qn)2qn+1 + 3a4qn(qn+1)2
_|_a3qn<pn)2_|_2a4qnpnpn+l +a4qn(pn+1)2

+a4qn+1(pn>2 + 2a4qn+1pnpn+1 + agqn+1<pn+1)2 =0

" =" —as(p")’ — as(p"t)? — Baa(p™)?p"t — Baap” (p")?

_a3pn(qn)2 o 2a4pnqnqn+1 _ a4pn(qn+1)2
_a4pn+1(qn)2 . 2a4pn+1qnqn+1 o agpn+1(qn+1)2 =0
olarak elde edilir.
Burada
AL M A
2 — 92 ) 3 — 4 ) 4 — 12

dir. Akim A, lineer denklem sistemi oldugundan ¢oziim oldukca kolaydir, Akim

B ise Newton Raphson yontemi ile ¢oziiliir.

4.1.4 NLS Denklemi i¢in Parcalara Ayirma Y8nteminin Hata

Analizi

Bu kisimda [39, 38] makalelerinden yararlanilmigtir.

Bir boyutlu NLS ele alinsin.
i1 + Paa + Mpl?0 =0 (4.7)

¢ kompleks fonksiyon oldugundan ¢ = p + iq seklinde yazilabilir. (4.7) de bu

toplam yerine yazilirsa
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P = —Gue— ANP* +¢*)g
G = P+ AP*+P)D

elde edilir. Uzay degiskenine gore diskrize edilirse

pe = —Cq—Fy(p.q)
@ = Cq+Fy(p,q) (4.8)
denklem sistemi elde edilir. Burada C' dairesel matris, p = (p1,pa, -+ ,0n)"

q = (q,0, )" Fpq = (01 +q)a, 02+ @)ae, -, (Pn + ¢)gn)”
Fy(p,q) = (01 + @)p1, 02+ @2)pa, - 5 (Pn + @u)pn)T vektorleridir.

0 -C —F,(p,
Burada y = b ve f= op,q)
q 0 Fy(p: q)
olarak alinirsa (4.8) sistemi
= Ay + f(t,y)

olarak kapali halde yazilabilir. Bu sisteme parcalara ayirma yontemi uygula-

nirsa

e = Ay (4.9)

v = f(t,y) (4.10)

olmak iizere bir lineer bir de lineer olmayan denklem sistemi elde edilir. Bu
iki sistemi ¢6zmek icin OVA yontemi uygulansin. ¢; anindaki yaklagim Y ile gos-
terilsin. Hata analizini lineer ve lineer olmayan kisimlar: ayr1 ayri degerlendirerek

yapalim.

Lineer Kisim

y(t) fonksiyonunu ¢ = ¢; aninda Taylor serisine acalim ve ;1 deki degerini

bulalim:

y(tir) = y(t;) + Aty(t;) + Ru(tj4)
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Ayrica y; = Ay oldugu da kullanilirsa

y(tir) = y(ty) + AtAy(ty)
elde edilir.

Lineer kisima OVA yontemi su gekilde uygulanir:

Yirr =Y (Y + Y
At 2
Buradan {i¢gen egitsizligi kullanilarak

lesal = Ioltsin) — Yyl
At
= |1+ AtA)y(ty) = Y — 5 AYj1 +Y)
At At At
< (14 5) 6 - )| + |5 aue) - Sravi
At
= {1+ 5H01) bl
At At At At
+ |5 Avt) - 5 AV + — Ay (ti) — — Ay(tia)

N

At At At
< (1+7||A||) lesll+ 52 14N legaall + 52141 Iytt00) - w2,

At
(1- 5 041 lesal

elde edilir.

IN

At
(14 50040 el + 5 1Al Byez0) = e

0 < At < Ao icin

TAT < 1+ |Al| At esitsizligi saglanir. Bu esitsizlik

S S
1-5HA|

kullanilirsa

At At
legoll < (1 41 80 ( (1 5 141} el + 5 DAlotezon) =

elde edilir. j iizerinden toplam alinir ve ayrica
A J .
(14 ||A]| Aty < el4lal, (1+7t ||A||) < o514l

oldugu kullanilirsa

. At
lesall < (1+ 4] Aty (1+—||A||) (ueou+—||AHZHy o) —y(tk>||>
lAl|AL Al AL At -
< M e+ 511D It e

3At
= el <||€o|| +— ||A|| Z ly(tes1) — tk)”)
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elde edilir. j =0,--- ,n igin Atj < T oldugu kullanilirsa

3T
lejall < el (HGOH + = ||AH Z ly(ths1) — Z/(tk)H) (4.11)

esitsizligi elde edilir.
Lineer Olmayan kisim

Lineer olmayan sistemin hata analizini yapmak icin lineer sistem icin izlenen
yol benzer gekilde izlenecektir.
y(t) fonksiyonunu ¢ = ¢; aninda Taylor serisine acalim ve ¢;,1 deki degerini

bulalim:
y(tir) = y(t;) + Aty(t;) + Ra(tje)

Burada y; = f(t,y) oldugu da kullanilirsa

y(tj) = y(t;) + Atf(t;, y(t5))
elde edilir. Lineer kisimda yapildigi gibi lineer olmayan kisimi ¢ézmek icin

OVA yontemi uygulamirsa:

J“ / ft;, (1 =7)Y; +7Y;)dr

elde edilir. Ucgen esitsizligi kullanmlarak

||€j+1|| = ||y( a+1) J+1||

= o+ ststesvien v - at [ st 0= 0 700

(1) = St (L= 7)Y 4 7Y )ldr

IN

ly(;) = Y3l + At

lejall

_ Hej!|+AtH 5000 = 05, 0= 737, ¥l

bulunur. f ikinci degigskene gore Lipschitz-siirekli oldugundan
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15, y(5)) = [y, (L=7)Y; + 1Y)l < Ly fly(t;) = (1= 7)Y = 7Yl

olacak sekilde L; < 0 vardir. Buradan

1
fegeall < Nl + ALy [ ) = (1= ¥, = ¥y dr
1
= el + ALy {ly(6) = Y3l + 5 1% = Yyl
At
= el + AL el + Sy 1Y, = Vil

elde edilir. Ayrica

1Y; = Yiull = 1Y) = Yo +y(ty) —yt)) + y(tirn) — y(t)ll
< ly(ty) = Yill + ly@se1) = Yisall + ly(E41) — y(@))]]

= lejll + llejeall + ly(tivr) — ()l

oldugu kullanihirsa

At At
lejeall < llesll + AtLy llesll + =Ly llesll + =Ly llej

At
+ 5Ly ly(tj+1) —y(&)]l
At
(1= 52 ) el
elde edilir.

IN

3 At
(1 + EAth) lejll + 5Ly (i) = y(t)ll

0 < At < = igin —2— < 1+ LAt esitsizligi saglamir. Bu esitsizlik
12:]] -5 Ly

kullanilirsa

3 At
leguall < (1 L) | (14 3800 ) sl + 5 Lo otz (o)
elde edilir. j iizerinden toplam alinir ve ayrica

4 , 3 J .
(1+ LyAt) < ebrdtd, (1 + §Ath) < e3AtLsd
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oldugu kullanilirsa

J

4 3
||€j+1|l S (1 + LfAt)] (1 + §Ath>

o At
< eLiAtig3LiA (HGOH + 7sz Yy (trs1) — y(tk)||>

k=1

. At L
— lrAtis (HeoH + 7Lf kz:l Yy (k1) — Z/(tk:w)

elde edilir. j =0,--- ;nigin Atj < T oldugu kullanilirsa

5 At J
lejpall < eFTs <H60H + 7%2 1y (trr1) — Z/(tk)H)

k=1

olarak bulunur.

4.2 1ki Boyutlu NLS Denklemi

B sabit, 1 = ¢ (x,y,t) kompleks degerli fonksiyon olmak iizere

V(x+ Ly t) =v(x,y,t), (@y+Lt) =1yt

periyodik sinir kogulu ve
¢<07 z, y) = 1/]0

baglangi¢ kosulu ile verilen iki boyutlu NLS denklemi

iwtt + w:vz + wyy + B'UPU = O

(el + 5L Dottyo) = )

(4.12)

(4.13)

seklindedir. Lineer olmayan 1s1k dalgalarinin yayilimi bu denklem ile ifade edi-

lir [58]. Plazma fiziginde Langmuir dalgalar1 igin de iki boyutlu NLS denklemi elde

edilmigtir [60]. Newton conjugate- gradyent yontem [58|, multi-symplectic split-

ting yontem |[15] bu denklemi ¢6zmek icin uygulanan yontemlerden bazilaridir.

Ayrica lineer Crank-Nicolson yontemi iki boyutlu NLS denklemini ¢6zmek igin

uygulanmigtir [55].

1 kompleks degerli fonksiyon oldugundan p = p(z,y,t), ¢ = q(z,y,t) reel

degerli fonksiyonlar olmak iizere v = p + iq seklinde yazilabilir. Buradan

42



P+ Qoo+ @y + B> +¢%g = 0

Gt — Pz — Pyy — ﬁ(pQ =+ q2)p =0 (414)

denklem sistemi elde edilir. Hamiltonian

3
/H JdA = / [px+qm+py+qy—§(p +¢°)%| dA

seklinde alinirsa (4.14) sistemi Hamiltonian sistemi olarak su formda ifade edilir:

L OH(2)

_ -1

=7 0z
0 —1

Burada z = (p,q)*, J= . Jt=—J dur.
1 0

(4.14) sistemini sayisal olarak ¢6zmek igin 6nce Strang parcalara ayirma yontemi
uygulayalim daha sonra da ortalama vektor alam yontemi uygulayalim. (4.14)
sistemine parcalara ayirma yontemi uyguladigimizda iki lineer, bir lineer olmayan

alt probleme ayrilir:

Ll:pt+wa =0

qt — Pza — 0

£2:pt+ny =0

4t — Pyy — 0

N:ip+B(p°+¢°)g = 0
@—BP+¢)p = 0
Simdi bu sistemleri tek tek diskrize edelim.
£1 - Pt + ez — 0
4t — Pz = 0
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sistemi ele almirsa H(2) = [, H(z)dA = [, 2[p2+¢2]dA olmak iizere bu sistem

Hamiltonian sistemi olarak gsu sekilde ifade edilir:

Zt — J_lé/Hi(Z)
0z
0 —1
Burada z = (p,q)%, J = dir. Hamiltonian fonksiyonelinde tiirev
1 0

terimleri i¢in ileri fark yontemi kullanilirsa diskrit Hamiltonian elde edilir:

-1

_ 1
H= Z 2IA L2 [(pi-i-l,j - pi,j)2 + (Qi+1,j - Qi,j)2]

i=1

Diskrit Hamiltonianin gradyenti

1 Dit1,j — 2Dij + Pi-1,j
2Ax?

VH =
Qit1,j — 2055 + Qi1

kullanilirsa yar1 ayrik Hamiltonian sistemi

pe = —Ag,
@ = Ap (4.15)
olarak elde edilir, burada
-2 1 1 P15 q,j
1 r -2 1 | P2 | Gy
A$2 ) p= . ) q= .
]_ 1 _2 pNJ QN]
seklindedir.

£2:pt+q?;y =0

4t — Pyy — 0

sistemi H(z) = [, H(2)dA = [, 3[p? + ¢}]dA olmak iizere

1 0H(2)

a=J 0z
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seklinde Hamiltonian sistemi olarak ifade edilir. Burada z = (p, q)*

0 -1

b

J = dir. Hamiltonian fonksiyoneli kullanilirsa diskrit Hamiltonian
1 0
sistemi
N—-1
H= : a5 i1 = i)’ 4 (Gigi — 6iy)”]
2Ay2 5J 5J 5] 5]

1

<.
Il

olarak elde edilir. Diskrit Hamiltonianin gradyenti

1 Dij+1 — 2Dij + Pij—1

VA=
2
28y Tij+1 — 2qij + Gij—1
kullanmilirsa
pe = —Ag,
¢ = Ap (4.16)
elde edilir. Burada
-2 1 1 Di1 i1
1 1 -2 1 Di2 qi2
= A—y2 y D= . y 4=
1 1 -2 Di,N 4i,N

dir.
Lineer olmayan
N:p+Bp*+¢*)q = 0
@—BP*+¢)p = 0

sistemi ele alinsin. Hamiltonian H(2) = [, H(2)dA = [, 2(p* + ¢*)*dA olmak

iizere bu sistem de

L 0H(2)
J ===
0z
0 —1
seklinde Hamiltonian sistemi olarak ifade edilir. Burada z = (p, ¢)?, J =
1 0

dir. Diskrit Hamiltonain

a B,
H= ZZ pw+qw

=1
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kullanilirsa

_B@?,j + Qig,j)pi,j
—B(pi; + 47 ;)4

olarak Hamiltonianin gradyenti elde edilir. Buradan sonlu boyutlu Hamilto-

VH =

nian sistemi

po= —B0*+4%)q,
@ = A" +q")p (4.17)
olarak yazilir. Burada
-2 1 1 Dij 41,5
a-| T B B
1 I =2 PN,j dn,;

dir. Simdi elde edilen (4.15),(4.16),(4.17) sistemlerine OVA y6nteminin uygu-

lanmigini gosterelim.

4.2.1 1Iki Boyutlu NLS Denklemine Ortalama Vektér Alam

Yonteminin Uygulanmasi

pe = —Ag,

@ = Ap

sistemini ele alalim. Bu sisteme OVA yontemi uygulanirsa

n+1

p — P 1 n n+1
_ = ——A
A7 AW "),
qn+1_qn 1 N
=T _ 24t
At AP+
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elde edilir ve a = % olmak tizere

Pt =" +aA(@T +q") = 0

qn+1 . qn o aA(anrl +pn) = 0

seklinde yazilir.
Benzer gekilde

sistemine OVA yontemi uygulanirsa

anrl _pn + aA(anrl 4 qn) =0
qn+1 _ qn _ CLA(pn+1 _|_pn> =0

sistemi elde edilir.

Son olarak lineer olmayan

P = —BP+q9q

@ = Blp+qp

sistemine OVA yontemi uygulanirsa

prtt—pt Binmn L on i1, 1 o 1 ntl 2 n+1 n+142

At — 7§[pnqn + 5p’nqn—}— + §p7L+ qn +pn+ qn+ + (qn) +q7Lqu+ + <qn.+ ) ]
anrl - qn ﬂ n _n 1 71 1 n n T n n n, . n s
= g gp T g T T 7)o ()]

sistemi bulunur ve burada b = %2¢ olarak alinirsa
3
7 n n_n 1 n _n 1 7 n 7 n n n _n n
P =Pt b "+ p T S T p T () g+ ()] = 0
1 1

qn+1 _ qn _ b[pnqn 4 ipnqn+1 + Epn+1qn +pn+1qn+1 4 (pn)2 +pnpn+1 4 (pn+1)2] = 0

sistemi elde edilir. Lineer sistemlerin ¢6ziimii kolaylikla elde edilir, lineer olmayan

sistemi ¢ozmek icin ise Newton Raphson yontemi kullanilir.
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4.3 1Ikili NLS Denklem Sistemi

1 (,t) ve 1o(x,t) kompleks fonksiyonlar ve ¢ = 11(x,t), 1y = 19(x,t) olmak

iizere periyodik sinir kogullu ikili NLS denklem sistemi

i1, + aqthy,, + (o1 | 1 |2 4v | e Db =0
e, + o, + (02 | o |* +v [ 1 )b =0 (4.18)

seklindedir. Ikili NLS denklem sisteminin lineer olmayan optik ve jeofizik akis
dinamigi gibi ¢esitli uygulamalar1 vardir. Analitik ¢éziimler baz integrallenebilir
durumlarda elde edilir. Bunlardan biri a; = as = 1,01 = 09 = v olmas1 du-
rumu yani Manakov modelidir, bir digeri ise a; = —as, 01 = 09 = —v olmasidir
bu durumda, ters sacilim doniisiim yOntemi ile ¢6ziim elde edilir. Paremetrelerin
farkli oldugu durumlarda yani integrallenemeyen durumlarda lineer olmayan du-
rumlar1 anlamak igin sayisal yontemler kullanilmak zorundadir. Lineer olmayan
durumlar, sistemde kararl ve kararli olmayan dalga paketlerinin etkilesimi sonucu
ortaya cikar. Ikili NLS denklem sistemini ¢ozmek icin pek ok calismalar yapil-
mistir. Ornegin simplektik, coklu simplektik yontemler uygulanmistir [7]. Ayrica
sonlu fark yontemi ikili NLS denklem sistemini ¢ézmek icin kullanilmigtir |32].
Stirekli olmayan Galerkin yontemi hem NLS denklemi hem ikili NLS denklem sis-
temi hem de iki boyutlu NLS denklemi i¢in uygulanmigtir [61]. Ancak periyodik

sinir kogullu ikili NLS denklem sistemi i¢in ¢ok fazla ¢aligma bulunmamaktadir.

p = p(x,t), q = q(z,t) olmak iizere 1y = ¢ + igs ve 19 = g3 + iqy olarak

almirsa denklem sistemi

@, + e, + (01(6 + @) + (6 + ¢3))ge = 0,

G2 — a1qi,, — (01(q; +@3) +v(6 +q3))q = 0,
2 2 2 2 o

@3, + a2qa,, + (v(q + @) +02(q5 +q7))qa = 0,

g1, — gz, — (v(q} +@3) +02(5 +¢7))gz = 0 (4.19)
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olarak yazil. w = §(01(q7 +3)* + 02(a3 +a3)?) + 5(af +3) (a3 + ¢f) olmak iizere

Hamiltonian

H = / w——(¢2 +¢2)— 22 (63, + qiz)} dx (4.20)

seklinde alinirsa

% = gy, + (01(gf + @) +v(@ + )
% = 012, + (01(q + @3) +v(d3 + 4)) e
% = anqs,, + (v(g} + @) +02(G5 + 43))as
% = asqu,, + (v(g} + ¢3) + 02(d5 + )

esitlikleri elde edilir. Buradan

__OH _ o __oH _O0H
q1; (SQQ ’ q2, 5(]1 ) qs, 5q4 ) q4, (Sq:g )

bulunur. Dolayisiyla (4.19) denklem sistemi kanonik Hamiltonian denklem sistemi

olarak

oH
=J 1=
0z
vazilir, burada z = (q1, @2, q3, qu) 7, ve
0 1 0 0
-1 0 0 0 1
= ) J_ - _J
0 0 0 1
0 0 —1 0

dir. Burada NLS denkleminde oldugu gibi (4.20) de birinci mertebeden tii-
rev terimleri icin ileri fark yontemi kullanilir ve sonlu boyutlu Hamiltonian sis-
temi elde edilir. ¢;,, ¢ = 1,2,3,4 birinci mertebeden tiirevleri z,,.1 ve x,,

diigiim noktalar yardimiyla diskrize edilirler. Az = L/N adim uzunlugu ve
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Qi,,

sim olmak tizere diskrit Hamiltonian gu sekildedir:

N

H

=z 3
[

P

M

—N

1

1
4

| 2

[\9|§

[o1(6}, +a3,) + 02(d5,

o)
o)

(
(

1,44

Az

q3m+1

Ax

2

q2m+1

Ax

q4m+1

Ax

= q;(mL/N,t) de ¢; gercek ¢oziimiiniin mL/N diigiim noktasindaki yakla-

v
P S R, )

2

- QQm)
2

- Q4m)

3

Diskrit Hamiltonianin gradyenti

(@ = 201, + Q1) T oG, + 63,) 0, (g, +6E)a,
- A Qa1 = 202, + G2,000) T O1(GE, + G3,) 02, + (G, +GF,) 0
A2 (@31 = 203, + G30sn) T 02(G,, + G3,) 03, + (G, +G3,)0s,,
A (s — 2ay, + Qanyr) T 02(63,, + G4, )4, +0(65,, + G, )4

kullanilirsa yar1 ayrik Hamiltonian sistemi

dairesel matris olmak tizere

G, = —mAgp —o1(q] + 6)a — v(G + ¢},

G = aAq +oi(gf +a)a + (g3 + @)a,

g3, = —oAqy—0a(g5+q)au — v(gi + ¢3) s,

G, = aAgs+ 023+ qi)as +v(af + B)as (4.21)

seklinde elde edilir.

4.3.1 Ikili NLS Denklem Sistemine OVA Yoénteminin Uy-

gulanmasi

(4.21) Ikili NLS denklem sistemine OVA ydnteminin uygulanisi sonucunda su

esitlikler elde edilir:

n+1 n
—q

q1 n+1
:——A
A7 (g5 +q5")

1
/ [01(b] + b3)by + v(b3 + b3 )bo)dT
0
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n+l

n a 1
B s AT / (02 (2 + B2)by + w(B2 + B2)bu]dr
0

qgﬂ — g5 ) n ntl ! 2 2 2 2

v —714((14 +aq) - / [0 (b5 + 03)bs + v(b] + b3)bydT
0

QZH —qy Qo n n+1 ! 2 2 2 2

BB Raw g™ 4 [ a0+ Bhar
0

Kolay ifade edilmesi icin b; = (1 — 7)¢" + 7¢/™ kisaltilmasi yapildi. Integ-
raller hesaplandiktan sonra elde edilen lineer olmayan sistem Newton Raphson
yontemiyle ¢oziildii. Bunun icin de Jakobiyen gu sekilde hesaplanda:

I 0 0 0 0 aA 0 0
|0 oo —a1A 0 0 0
00 I 0 0 0 0 asA
00 0 I 0 0 —asA 0
2q3 47 (47)* +3(93)? 0 0
ey | T )% —3(a7)? —2q7qy 0 0
0 0 297 q% (a5)? +3(a4)?
0 0 —(q7)* - 3(a)? —2q5q}
2q5q7 ! 6q5 " qp +9(a5™)? 0 0
oy —6¢7 gl — 9(q) )2 —2q7g3 " 0 0
0 0 243 a5 605 gy +9(a5 )
0 0 —6g5™ af —9(g5")? —2q5¢;"!
205 g + 6g5 T gt 2qPgl T +3(q7 )2 0 0
oy —2¢5 gy = 3(g511)? —2¢7 gl — 6g7 T gyt 0 0
0 0 20y gy + 605 a5 20505t 4+ 3’
0 0 =205y = 3(a5TY)? —205 gy — 6gy gy
0 (@8)? + (q})? 245 q% 2q3q7
as —(95)% — (¢7)? 0 —2q7q% —2q7q}
293747 2975 0 (@)% + (¢5)?
—2q5q7 —~2q%q% —(g1)? — (¢8)? 0
0 0 2¢3¢5 T 2g3q3 Tt
s 0 0 —2q7qs Tt —2qqf Tt
297} q’hL1 2q"qg+l 0 0
—2q5q7 T —2q5gn Tt 0 0
0 2595 + 2q7 g5 2q5 gl 2q5 g
o —2¢5q5 " — 27 g}t 0 —2q7 gy —2q7 gy
20 g 2q5 gt 0 2g7q" 1 4 25 gt
—2q0q5 ! —2¢5 gy —2q7qy T — 2q5 g5 ! 0

ol



0 352 4+ 3(q) )2 6y gyt 6g5 gyt

ras —3(g5 )2 = 3(¢5 )2 0 —6q] Tgst! —6g7 T gyt
6q5 T gpt! 6q5 gyt 0 3(qpTh)? +3(g51h)?
—6g5 gyt —6g3 T gyt —3(¢7 )2 —3(g51)? 0
Burada
o At e YAV o1 At oo At v At
a1 — a9 — ag = ay = ay = ——
2 2 7 12 7 12 7 12
dir.

4.3.2 Ikili NLS Denklem Sistemine Strang Parcalara Ayirma

Yonteminin Uygulanmasi

(4.21) ikili NLS denklem sistemine Strang parcalara ayirma yontemi su sekilde

uygulanir:
Akim A:
631
qlt = sz AQQ
ay
92, = —A—xQACh
8%
q3, = A—x?AQ4
Qg
qs, = _A—:EQA%
Akim B:
@, = ou(qi +@&)a+v(a + ),
@, = —oi(d +&)a — (g +a)a,
q3, = U2(Q§ + qz)% + v(qf + qg)%,
@1, = —02(q +q31)gs — vlgi + 43)as

olmak iizere sistem lineer ve lineer olmayan iki alt sisteme ayrilir.
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n+1

o = I _% Al + o) (4.22)
q;‘“A; % % A+ ) (4.23)
ngA; G _ % Al + @) (4.24)
QZHA; @ % Algh + ) (4.25)

Lineer sistemine OVA yontemi uygulandiktan sonra ¢éziim su sekilde elde edilir:

(4.22), (4.23) den

o 7Aq2+1 =q — o 7%1(]2 = q (4.26)
At At -
Gt — alTAq?H =qy + o 7Aq’f = ¢ (4.27)
elde edilir ve (4.26) dan ¢]'*" cekilirse
~ At
Gt =q - 041714%“ (4.28)

elde edilir, bulunan bu deger (4.27) de yerine yazilirsa

A? - At A? _ At _

¢+ a%zAzng =q@+ a5 0 = (I + O‘%IAQ)QSH =q+ a1 50
elde edilir. ¢, bilinen degerler oldugu icin ¢4 buradan kolaylhikla bulunur,
daha sonrada (4.28) esitliginden ¢i'*" elde edilir. Benzer iglemler (4.24) ve (4.25)

egitliklerine uygulanirsa

At
qgﬂ = ¢35 — 042314%?“
A? . At _
(I + agIAQ)QZH = g4+ 0427613

elde edilir. Burada da ¢z, gy degerleri bilindiginden &nce qZH daha sonrada
¢t bulunur.
Akim B ye OVA yontemi uygulanir ve lineer olmayan sistem Newton Raphson

yontemi kullanilarak ¢oziiliir.
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4.4 Dagilim Analizi

Sayisal ¢Oziimlerini aradigimiz problemler lineer degildir. Lineer olmayan prob-
lemlerin ¢6ziimlerinin davraniglart hakkinda halen pek ¢ok soru vardir. Enerji
korunmasi ¢oéziimiin davranigi hakkinda yeterli bilgi vermez. Coziimiin davrani-
sin1 incelemek icin lineer olmayan denklemleri lineer hale getirmek ve daha sonra
sayisal dagilim analizini yapmak gerekiyor. Dagilim analizi ile dalganin hiz1 or-
taya ¢ikiyor. Sayisal ¢oziim analitik ¢dziimden daha mi1 hizh yoksa daha m1 yavag
sorusu cevaplaniyor. Ayrik dagilim analizi ve grup hizlar lineer ve lineer olmayan
denklemler i¢in 6nemli bir yere sahiptirler [6]. Dalga denklemlerin ¢oziimleri genel
olarak dalga sayis1 k ve frekans w ile ifade edilmektedir. Dalga sayist ile frekans
arasindaki bagint1 siirekli dagilim bagintisini ifade etmektedir. Dagilim bagintisi

k min fonksiyonu olarak su sekilde tanimlanmaktadir:

w = w(k)

Periyodik baslangi¢ kogullar: ile verilen lineer problemlerin ¢oziimleri Fourier
integral doniisiimii yontemi kullanilarak elde edilir. Sabit katsayili lineer zamana

bagh kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin ¢éziimleri
u(z,t) = / A(k)eke ARt g

formundadir. Burada A(k) herhangi bir fonksiyon, i = y/—1 dir. Her dalga lineer
kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin ¢oziimii olarak kabul edilirse, ¢oziim

sabit ve A(k) kompleks fonksiyon olmak iizere
u(x,t) = aehe AR (4.29)

formundadir. A(k) fonksiyonu, iistel fonksiyonun lineer denklemi saglayacagi

sekilde secilir. (4.29) esitligi

u(x,t) = ae’heHmARD ReAk)]t

seklinde yazilabilir. Eger her k i¢in Re(\(k)) = 0 ise denklem korunumlu

(conservative) tiptedir ve her k € (—o0, 00) igin w(k) reel degerli fonksiyon olmak
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tizere A\(k) = iw(k) dir. Coziim
u(x,t) = ae ke (4.30)
seklindedir.
Dagilim bagintisinin yanisira dalganin hiz1 hakkinda bagka tanimlara da ihti-

yag vardir. Faz hiz1 dalga 6niiniin yayilma hizini vermektedir. 0 = kxz — w(k)t ya

faz,

ise faz hiz1 denir. Grup hiz1 C'(k) dalga paketinin ortalama dagilim hizim karak-

terize etmektedir ve

dw(k)
dk

ile hesaplanmir. Dagilim bagintis1 k£ ya gore lineer degilse denklem dagilimhdar.

C(k):=

Buradan denklemin dagilimh olmas: icin gerekli kogulun w” (k) # 0 oldugu ortaya
cikar. Cliinkii dagihm bagimtist lineer ise w” (k) = 0 dir. Dolayisiyla farkl dalga
sayilari i¢in her dalga farkli hizla hareket eder. Dagilimli dalgalarin, bilesen dal-
galar: farkli hiza sahip oldugundan dalga formunda hareket etmezler. Ancak buna
kargilik dagilimli olmayan dalgalar dalga formunda yani farkh dalgalar ayni hizla
hareket ederler. Sonug olarak dalga davranigimi karakterize etmede grup hizi faz
hizindan daha 6nemlidir. Simdi siirekli dagilim bagintisi i¢in birkag 6rnek verelim.

Lineer 1s1 denklemi: uy, = a*u,, lineer diferansiyel denklem oldugundan (4.29)

nolu ¢oziim kullanilirsa

A(k) = —a’k?

elde edilir. A(k) reel say1 oldugundan korunumlu tipte degildir ve dolayisiyla
dagilimh degildir.

Dalga denklemi: uy = a*uy,
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Is1 denkleminde yapildig: gibi (4.29) nolu ¢oziim kullanilirsa
Mk) = tiak

elde edilir. Her % i¢in ReA(k) = 0 oldugundan korunumlu tiptedir. Ancak w(k) =
ak oldugundan dagilimh degildir.
Lineer Klein-Gordon denklemi: uy = a*uyy — b*u denklemi de lineer oldugun-

dan (4.29) nolu ¢oziim kullanilirsa

Ak) = £Va?k? 1 02

elde edilir. Reel kisim sifir oldugundan korunumludur ve w(k) k ya gore lineer

olmadigindan denklem dagilimhdair.

4.4.1 1kili NLS Denklem Sisteminin Dagilim Analizi

NLS denklemi i¢in dagilim analizi yapildi [63]. Bu kisimda benzer sekilde ikili
NLS denklem sistemi icin dagilim analizi yapildi. Once ikili NLS denklem sis-
temi lineer hale getirildi. Elde edilen sistemin siirekli ve kesikli dagilim analizini

karsilagtirmak icin sistem OVA yontemi ile ¢oziildii.

1 = ae’t, iy = ettt (4.31)

¢oziimii (4.18) denklem sisteminde yerine yazilirsa p; = o1a® + vb?, jy =
o9b? + va? elde edilir. Ikili NLS denklem sisteminin lineer halini elde etmek icin

¢oziimlerin su gekilde acildigim kabul edelim:

V1 = Y1+ at, +O(e)
Q/)lo — aei(01a2+vb2)t

1/)11 = Of(l", t>¢10

Yo = gy + €2ta, + O(e5)

wQO — bei(agb2+va2)t
Yo, = Blx,t)1y,
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Buradan ¢y = 11, + €191, ve ¥y = by, + €21by, agilimlar (4.18) de yerine

yazilir. Sistemin

iy, + oathr,, 4 (o1 | ¥1 [P +v | o ) =0

ilk denkleminden

i [(Y1p)e + e1(1,)e] + aa[(V1g)wa + €1(1y)aa] + [01(1, + €1901,) (Y7, + e197))
+ 'U(@Z)Qo + 6211121)(7#50 + 627;&;1)](71}10 + elwll) =0

= (Y1)t +ie1 (Y1, )t + 01 (V1g)zz + 1€Y1, )zz

+  (1P10¥1, + ore1P1, YT, + orern, i) + v Y3, + vibzgeaps, +veathe, Y5 ) (Y1, + 191, ) =0

= i(1)e +  der(¥1y)e + a1 (¥1g)az + 1e1(¥1y )aw + 01 | Y14 |2 Y19 + 011 | Y1 |2 U1, + 01611#%01%1
+ greth, |1 |2 o | w2 12 Y1 F o | b2, |2 @11, + v €203 Y1, + vib2geae19s, Y1y

+ veatha, 3 b1y + veatha, Y3 €191, =0

=i(W1y)e +  a1(¥ig)ee + (01 | Y19 12 +v12 | vo [PD)¥1e + e1[i®1,)e + 01 (W11 )ee + 201 | Y1, |* ¥1,
+ oy vl vl Y2, P ] + ealvdrzg 3, i + vibz, Y3 Y1)
+  ereavipa ¥z, 1, + v, Y3 Y1) =0

elde edilir. ¢, diizlem dalga ¢6ziimii oldugundan

0(1) : i(¥10)e + a1(P1g)aw + (01 [ Y1 [P 0 [ Yo )1, =
0(er) = i(W1,)e + a1(V1y)aw + 201 | Y1 [P 1y + o1 97, + o [P [P 1, =0 (4.32)
0(€2) = viho b3, b1, + vib2, 3 W1,] F €rea[viba, 5 Y1, + viba 5 1, =0
O(erez) = vip 5 Y1, + v, Y5 1, =0

olarak yazilir. (4.18) sisteminin ikinci denklemi i¢inde benzer iglemler yapilirsa

O(1) : i(thag )i + 2(th2g)zw + (02 [ hag |2 +0 | 1y [Ptz = 0

0(e2)  i(v2, )i + Q2(V2, )ox + 209 | Y2y [* 01 + 093 05, + 0 | 1, [P 02, =0 (4.33)
0(€1) : viP1,¥1, W2y + Vb1, YT Y2, =0
O(er€2) : V1T Yo, + vip1, Y7 2, =0
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esitlikleri elde edilir. ¢y, = a(x,t)1y, ¢oziimii (4.32) denkleminde yazilirsa
i), — a(o1a® + vbH)ug + oy, + 20162y, + oratatiy, + vbiay, = 0

elde edilir, buradan

iy + Q10 + o100’ = —oa’at
ya da
[i0; + a10yp + 010%) = —01aa* (4.34)
seklinde yazilir. Bu ifade
Ly :=i0, + 0104y + 010°

olmak tlizere

Li[a] = —o1a*a*
olarak yazilir.
LI = [—Zat + Oélaxz + 0'1612]
olmak iizere
Lila*] = —01d’a

seklindedir.

L3 (4.34) denkleminin her iki tarafina uygulanirsa

= (—i0; + @104 + 01a2)(i8t 4+ 104y + 01a2)a = (=0 + Ops + Ulaz)(—01a2a*)

= Q4 + a%azmxr + 20’10[10,2@@jz =0 (435)

elde edilir. Benzer gekilde ¢o, = B(x, 1)1y, ¢Oziimii (4.33) denkleminde yazi-

lirsa

i3 + 09b? B + By = —0’2525*

elde edilir. Ayrica benzer olarak

58



[z@t + O[Q@xx -+ O'2b2]6 = —O'QbQ/B* (436)
Ly[8] = —oab°8*
Ly = [—i0; + 0y + 0ob?],  L5[B] = —0ub?p

esitlikleri yazilir. L} (4.36) denkleminin her iki tarafina uygulanirsa

= (—Zat —|— oz28m —|— 02()2)(2'& + Oégaxx + O'QbZ)/B = (Zat —|— Oégaxx —|— 0'262)(—0'2[)2/8*)

= 6tt + agﬂxacmx + 202a2b2ﬁxa: = O (437)

elde edilir.

Boylelikle lineer ikili NLS denklem sistemi elde edilmig olur:

oy + Oz%azmr -+ 20’10[1&2sz =0 (438)

ﬁtt + agﬁxaﬁxm + 20’20&2&)253;3; =0 (439)
Kolaylik olmasi agisindan ¢ = o2, d = a3, m= 201010, n = oyayb? alahm.
Simdi lineer sistemin Hamiltonian sistem oldugunu gosterelim.

a = a(x,t) kompleks fonksiyon oldugundan

OK(ZL’, t) - pl(xa t) + iQI(xv t)
seklinde yazilabilir. Bu ifadeyi (4.38) denkleminde yazarsak

(P + c(P1)zzzz + M(P1)zz = 0 (4.40)

(ql)tt + C(ql)wa:a:z + m((h)m =0

elde edilir. Bu sistem gu gekilde de ifade edilir:
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((P1)e)e = (—c(P1)aa
((q1)e)e = (—c(@1)zae
Buradan
(pl)t = Uy
Uy = _C(pl)xzx
(1)t = Vo
Uy = _C(q1)mcx -

m(pl):r>m
m(Ql)m)r
(4.41)
- m(pl)x
(4.42)
m(Ql)x

yazilir. (4.40), (4.41), (4.42) nolu sistemlere bakilirsa p ile ¢ arasinda bir farkin

(p2)e = wy

Wy = _d(p2)xacx -

(@)t = 2

Zy = _d(qQ)rmz -

Simdi
(
(P1): = g
uy = —c(P1)aas
(P2): = Wy
| Wt = —d(p2) e —

olmadig1 goriiliir. O nedenle sadece pi(x,t) incelenirse ¢;(x,t) hakkinda da aym

yorum yapilabilir. Benzer gekilde S(z,t) = pa(x,t) + igo(z, t) alimirsa

elde edilir. Buradan da ps ile ¢, arasinda bir farkin olmadig1 goriiliir.

(4.43)

n(p2)a
(4.44)

n(Qz)m
—m(p1)e (4.45)

'fl(pz)z

sisteminin Hamiltonian sistemi oldugunu gosterelim. Bu sistem

m 0 8, 0 0
il ul| |a 00 o0
dtl |l | o 0o 0 o

w 0 0 9, 0
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seklinde ifade edilir. Hamiltonian

1
H(pr, u, po,w) = 5 /Q(u2 +e(p1)? — mpi + d(p2): — np; + w?)dx
olarak alimirsa
0H (p1) 0H d(py) 0H oH
— =-—mp1 — c(p1)ez;, = —NpP2— pwy =AU =W
1 P1 Y4 s P2 b2 5u Sw

saglanir. Dolayisiyla bu sistem Hamiltonian sistem olarak ifade edilir. Burada

tiirev terimleri yerine ileri farklar kullanilirsa ayrik Hamiltonian

=

H= % - [u?‘f’ALx?((pl)iJrl_(pl)i)Q_m(pl)z‘Q_Aiﬁ«pZ)Hl_(pZ)i)Q_n(p2)$+wZ'2]

7

olarak bulunur. Buradan diskrit Hamiltonian sistem

olarak yazilir. Burada

—az((P1)im1 = 2(p1)i + (p1)ivr) — m(pr)s

_ %
VH = .
—agz((P2)ic1 — 2(p2)i + (p2)iv1) — m(p2);
w;
0 5= . e
N S o
e —2s 0
0 G 0 0
_ G 0 0 0
g —
0 0 0 @
0 0 G 0
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dir. Diskrit Hamiltonian

sisteminden

1
28,
N A+

1
= oA

d
= st

m
—A
IAT 2P1

n
—A
IAT 2P2

yazilir. Burada A ve As matrisi su formdadar:

Ap

Diskrit Hamiltonian siste

0 o 1 -2 0 2
-1 0 0o 1 -2 0
0 -1 0 0 1
1 0 -1 0 0
0 O 1 0 -1
-1 0 0O 1 0

mi OVA yontemi ile su gekilde ¢oziiliir:

n+1 n
pl pl n+1 n
Pr P _ ——A
At 180 (W™ 4 o)
un+1 —u" _ A( + n+1) + A ( n+1 + )
AL = 4A$3 by ™D —4A 2\P P1
n-+1 n
Py~ — Do 1 n n+1
P2 =P % 4
At Ax 2(w” + w0
wn Tt — d n
— A n—+1 A n+1
At 4A.T3 (p2+p2 ) 4A$ 2( +p2)
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A ve A, matrislerini acarsak

1 1
+1 _ +1 +1
E((pl)? —(p1)j) = m(_u?—l +ufy —uil ) (4.50)
1 c
S — ) = (00 — 20051+ 200 41 — (1) + (00} — 200
m
+ 20— G + ae (0F-1 — G0 + (0] — ()3 (451)
1 1
n+1 _ n+1 n+1
E((m); - (PZ)?) = m(_w;—l + w?-o-l - ij_1 twy ) (4.52)
1 c
ST —wf) = ()] — 2002071 + 202) — (p2)}2 + (23 — 20p2))

m
+ 22— ) + ae (271 — B2} + B2) ] — (p2)jF]) (4.53)

esitlikleri elde edilir. (4.50) den

iy it~ = )~ ())) (4.54)
yazilir burada n = n — 1 alinirsa
i = SR ()~ () (4.59
elde edilir. (4.54) den (4.55) c¢ikarilirsa
_(U?—l - U?:f) + (U?H - U?J:ll) - (u?jzll - U?—l) + (U;L::ll - u?+1)
= By~ 20 + ) (4.56)

elde edilir. (4.51) de 6nce j = j — 1, n = n — 1 daha sonra ayni denklemde
Jj=7+1, n=mn—1alnrsa

cAt

W mws = 1800 (P! 75 = 20175y + 2007 = )5+ (1)j-s — 2p1)f—z +2(1)F — (1)]40)
+ ZLTA;((M);:Q — eV + ()2 — (P1)}) (4.57)
wia i = %((m)?ﬁf —2(p1)? " 200058 — (1)) + (1)1 — 2007 +2(p1) o — (P1)]43)
+ %((pl);’l — (P1)}ig + (1)} — (P1)}42) (4.58)

denklemleri elde edilir. Son olarak (4.51) de 6nce j = j —1 daha sonra da ayni

denklemde j = j 4+ 1 alinirsa

o = R0 = 2005 2005 — G0 + G0} 2007 2005 - i3
b )~ 0F + G0 - (159)
W = e G0f 1~ 2005 2005 — 00fes + 00} — 200+ 2005 - 03D
+ %((pl)yf(l’l)?quzﬂL(Pl)?-'—l*(Pl);jzl (4.60)
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elde edilir. (4.57),(4.58),(4.59),(4.60) nolu esitlikleri (4.56) nolu esitlikte yazarsak

cAt _ _ _ _ _ _ _
m[(pl)?_gl — 2007 — ()T 4D = ()T =200 + (1) s +2(01)7 -5 — 4(p1)] s

— 2(p1)fo1 +8(p1)} = 2(p1) 41 — A1)} 2 + 2(01) s + (01) 1S = 200) )Yy — (p1) )
mAt _ _ _
40T = (pOF = 2007 + 07T+ 10T = 20007+ ()]
+ 2(p1)] 2 — 41} +2(01) e + (1) — 20007 + (01)]5]

= R e0ptt - 207 + e0) (4.61)

elde edilir. Burada her iki tarafi m ile carparsak

1
At?

_ (& _ _ _ _ _ —
[C0F T 42007 — 00T = o) T — 2055 = (0T 43007 = ()T - 207

(P1) s +3(01)]—5 —4(P1)T—2 — 2(p1)]—1 +8(P1)} — 2(p1) 41 — 4(P1) T2

+

+ 2000} s+ (0] — 200775 — (O + 40T - ()

m _ — —
= 207 + e0F 1+ a0 =207 T+ )]s +20)] s
— 4D} 42001 2 + (1)) — 2007+ () (4.62)

elde ederiz. Simdi burada

(pl);} _ ﬁlei(jkAernwAt) _ ]/Q\lei(jE+nﬁ), % — kAz, W= wAt

alalim. Bu durumda

1 o o o o - - - - - -
B (efzw 24 ew;) + 162334 [(efzw +24 ezw)(efi’nk _ 26727,]6 _ efzk 14— e’Lk _ 2621k + 632k)]
+ %[(e_m F24e®) (e 2F _ 94 R =0 (4.63)
T

clde edilir. Burada e ™™ — 2 4 €™ = —4sin®(2), e ™ + 2+ €™ = 4cos*(%)
esitliklerinden yararlanilirsa

1 — — — — — —
[—452’712(%)] + 40032(E)(e*3”“ — 2Bk _ o7k g otk g2k | g3ik)]

C
= A2 621!

SIS

+ 40032(5)(—482'712(%))] =0

L[
16Az2

elde edilir. Her iki taraf 4;8%22@) ile carpilir, e~ + e* = 2cos(k) esitligi de kulla-
2

nilirsa

w cAt? 2

tan2(Zy = 28
= tan’(5) = Toal

2c0s(3k) — 4cos(2k) — 2cos(k) + 4] + mAt sin®(k) =0 (4.64)

4Ax?
bulunur. Son olarak burada cos(3k) = cos®(k) — 3cos(k)sin®(k),
cos(2k) = cos®(k) — sin?(k) trigonometrik déniisiimler kullanilir ve cos(k) = ¢y,

sin(k) = co alimirsa

w cAt? mAt?
5) = m[2613 — 661022 — 4612 + 4622 - 201 + 4] — 4A$2 622
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mAt2 lg _ cA?

— AT = oA, almirsa

elde edilir. Kolaylik olmasi agisindan [y =

W, = 2arctan(y/l1c2 + 12[2¢13 — 6c1652 — 4ei? + 4ey? — 2¢p + 4])

Wy = 2arctcm(—\/l1022 + 15[2¢1% — 6c109% — 4cy? 4 4 — 201 + 4])

elde edilir. w; ve w, nin bu sekilde yazilabilmesi icin tanjant fonksiyonunun ters-
lenebilir olmas gerekir. Tanjant fonsiyonu (—m /2, 7/2) araliginda terslenebilirdir.
Dolaysiyla —m < w < m olmalidir. w ve k [—7/2, 7 /2] araliginda tanimladigindan

bu kosul saglanir. Buradan

2

w, = Earctan(\/hcg? + 15[2¢1% — 6c109% — 4ey? 4 4 — 201 + 4])
2

Wy = Ktarctcm(—\/llcz2 + l5[2¢13 — 6c109% — 4ey? + 4y — 20y + 4])

elde edilir. Benzer iglemler ¢o ve w i¢in yapilirsa

gl

nAt?

) dAt?
= tan (— mCQ

5) = 16Az4

2¢1® — 6c1co® — dey? + deg® — 20y + 4] —

bulunur. Buraya kadar yapilan kesikli dagilim icindi, simdi siirekli dagilhim icin

yapalim.

O + 1 0ppwn + 20100102 0ppcx = 0
attﬁ + O‘Qaacxa:xﬁ + 20'20[2[)209”;6 =0
lineer sistem icin dagilim analizi ¢6ziimiin

o = ez(kz—i—wt)’ 6 — ez(kla:+w1t)

seklinde oldugu kabul edilerek bulundu. Acik olarak oy = —w?q, g, = —k*«

Ve Qpppe = k*a dir. Buradan

w? — k*(a2k* — 201010%) =0
elde edilir. 3 igin ise

w? — ki (ask? — 20905b%) = 0

bulunur.
Siirekli ve kesikli dagilim analizleri kargilagtirildiginda OVA yonteminin ana-

litik dagilim analizini korumadig1 goriilmektedir. Farkli Az degerleri i¢in dagilim
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egrileri elde edildi. OVA yo6ntemi ikili NLS denklem sistemine uygulandi ve da-
gilim bagintisi elde edildi. Sekil 4.1 den farkli Az degerleri icin OVA yonteminin
farkli dagilim o6zellikleri gosterdigi anlagilmaktadir. Ax < 01 oldugu siirece sayisal
dagilim grafigi ile analitik dagilim grafigi ortiigmektedir. Ancak Ax > 1 olmasi
durumunda k nin [—1, 1] arahgindaki degerlerinde 6rtiigmekte aralik diginda fark-

lilik gostermektedir.

66



i
-ir ||

Sl | 1

I I I I I I
-3 -2 -1 0 1 2 3

2t

-3k . . . . .
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(b) Az =0.01

-1t »

(c) Az =11

Sekil 4.1: Tkili NLS denklem sistemi icin dagilim analizi (At = 0.1)
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BOLUM 5

MODEL INDIRGEME YONTEMI

Fen ve miihendislik alanlarinda elde edilen biiylik dinamik sistemleri optimize
etmek, kontrol etmek kolay olmamaktadir. Bu sistemler genellikle lineer olmayan
kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin diskrize edilmig hali ile ifade edilmektedir.
Ancak bu sistemlerin davraniglarini anlamak, analiz etmek kolay olmadigindan
son zamanlarda bilim adamlar1 analitik ve sayisal yontem gelistirmek iizerinde
caligmaktadirlar. Bilgisayarlar cok miktarda datayi analiz etmekte ve hafizasinda
depolayabilmektedir. Ancak program icinde bu datalarin kullanilmas: ve tekrar
depolanmasi islemi cok zaman almaktadir. Tiim bunlarin sonucunda model in-
dirgeme yontemleri biiylik 6nem kazanmigtir. Datalarin analizinde hizli ve etkili
model indirgeme yontemlerinden biri uygun dik ayrisim (UDA) (Proper Ortagonal
Decomposition (POD)) yontemidir. Bu yontemde amag yiiksek boyutlu siirecleri
ifade eden daha az boyutlu yaklagimlar elde etmektir [48]. UDA, Principal Com-
ponent Analysis [28], the Karhunen-Loeve Decomposition [36, 41| ve tekil deger
ayrigimi (the single value decomposition) olarak da bilinmektedir. UDA y6ntemi
goriintii tammlama (image processing), sinyal analizi (signal analysis), data kar-
silagtirmada kullamilmaktadir |23, 49|. Ayrica akigkanlar dinamiginde de pek ¢ok
uygulama alani bulunmaktadir |5, 29]. UDA yontemi projeksiyon yontemlerin
genel kategorisi i¢ine diismektedir. Projeksiyon yontemlerde dinamik sistem orji-
nal faz uzayimin alt uzayi iizerinde tanimlanmaktadir. UDA yO6nteminin avantaji
lineer olmayan problemlere uygulansa bile sadece standart matris carpimina da-

yanmasidir.
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5.1 Uygun Dik Ayrigim (UDA) Yo6ntemi

Herhangi u(z,t) fonksiyonu sonlu toplamlar yardimiyla ifade edilmek istenirse

[13]

M=

a1 (1) B (x) (5.1)

u(x,t) ~
k=1
seklinde yazilir. Burada aciktir ki M sonsuza gidecek sekilde limit alinirsa bu

toplam gergek ¢oziimii verir. (5.1) denkleminde x uzay koordinati, ¢ de zaman
koordinatina kargilik gelmektedir. (5.1) denklemi @ (x) fonksiyonlarmin farkl se-
¢imlerine gore farkl gekillerde ifade edilebilir. x, X C R sinirh aralik iizerinde ta-
nimh ise @5 (x) fonksiyonlar1 Fourier serisi, Chebyshev poinomlar: ya da Legendre
polinomlar: olarak segilebilir. Farkli ®(x) baz fonksiyonlarinin se¢imi i¢in farkl
ar(t) zaman fonksiyonlar: dizisi elde edilir. UDA, ®4(x) fonksiyonlariin uygun

se¢imi ile ilgilidir. @, (z) fonksiyonlar:

]., kl - kg

/ q)kl<X)(I)k2(X)d$ =
X 0, ki # ko

olacak sekilde segilirse, (5.1) den

ak(t):/xu(x,t)CDk(x)dx

elde edilir. Buradan ay(t) degerinin sadece ®;(x) fonksiyonuna bagl oldugu diger
®,(x) fonksiyonlarina bagh olmadigi goriiliir. Ortanormal fonksiyonlara u(x,t)
fonksiyonunun uygun dik ayrigim diigiimleri denir. (5.1) ifadesine de u(x,t) fonk-

siyonunun UDA 1 denir.

5.1.1 UDA ve Tekil Deger Ayrisimi (TDA)

UDA ile tekil deger ayrigimi (TDA) arasinda siki bir iligki vardir, bu kisimda
bu iligki tizerinde durulacaktir. Bu béliim ve daha sonraki iki boliim igin [57]
referansindan yararlanilmigtir.

Y = [v1,92, - - -, yn) reel degerli mxn boyutlu ve kolonlar1 y; € R™ olan matrisi
goz Oniine alinsin. Ayrica rank d < min {m,n} olsun. Kolaylik olmasi bakimindan

Y matrisinin {Y;}"_, kolonlarinda dinamik sistemin ¢; aninda i = 1, .., m kadar
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x; konumunda fonksiyonun aldigy degerler, benzer gekilde {Y; }", satirlarinda
Jj = 1,..,n kadar t; aninda z; konumunda fonksiyonun aldig1 degerler yer alsin.

Yani Y matrisi

u(wy, t1)  u(xy,ta) -+ u(xg,ty)
v w(za, t1)  u(xe,te) -+ wu(wa,ty)
U(Tm, t1) w(@m,, ta) -+ u(xm,,t,)

seklinde olsun. Y matrisine anlik kayit data matrisi denir.

TDA
D 0
UTYV = =X (5.2)
0 0
olacak gekilde o1 > o9 > -+ > 04 > 0 reel sayilarinin, kolonlar1 sirasiyla

{w;}72, ve {v;};_, olan U € R™™ ve V € R™™ ortogonal matrislerinin varl-
gin1 garantiliyor. o; degerlerine Y matrisinin tekil degerleri, U matrisinin ilk d

kolonuna sol tekil vektorler, V' matrisinin ilk d kolonuna sag tekil vektorler denir.

D = diag (01, -+ ,04) € R4 ve (5.2) deki sifirlar uygun boyutlu sifir matrisler-
dir. Ayrica i = 1,--- ,d igin {u;}?_, ve {v;}\_, vektorleri
Y’Ui = O;Uj;, YT"LLi = 0;V; (53)

esitliklerini saglar. Bu vektorler sirasiyla YY7 ve YTY matrisleri icin 6zvek-

torlerdir. Ozdegerler ise acgik olarak \; =02 >0 (i=1,---,d) dir. (5.2) den

Y =UxvT (5.4)

yazihir. U? € R™*4 and V¥ € R™? olmak iizere Y matrisi

Y =U‘D(VHT (5.5)
olarak yazilir. Burada
Ul = Uy, 1<i<m, 1<j<d
Vi = Vy, 1<i<n, 1<j<d



dir. B = D(VHT € R>™ alinirsa (5.5) esitligi
Y =U'B*

seklinde yazilir. Sonucta Y matrisinin kolonlar1 U? matrisinin d tane lineer
bagimsiz kolonlarimin terimleri ile ifade edildi. y; (j = 1,--- , n) kolonlar {u;}}_,
bazlari ile ifade edildiginde katsayilar B¢ matrisinin j. kolonundaki elemanlardan

olugur. U ortogonal matris oldugundan

d

yj = Z <ui7 yj>]Rm Uy

i=1

elde edilir. Burada (., .)g. ile R™ uzaymdaki i¢ carpim ifade edilmektedir.

Buradan 7 =1,--- ni¢in
d
y] = Z <y]) ui>]Rm U;
i=1
yazilir.
Teorem 5.1.1. Y = [y1, Yo, - -+ , Yn] € R™*™ matrisinin rank: rankd < min {m,n}
olsun. Ayrica U = [ug,ug, -+ ,Uy] € R™™ V= [v, 09, -+ ,0,] € R™™ orto-

gonal matrisler ve XX € R™ ™ matris olmak tzere Y matrisinin tekil deger ayrisims

Y = UXVT olsun. Buradan herhangil € 1,--- ,d icin

! n

maxy, ... uerRm Z Z |<?Jj, Ui)gom

i=1 j=1

2

o AW Uj) g = 05, 14,5 <1 (5.6)

maksimum probleminin ¢ozimi U matrisinin ik | kolonu yani {ui}ézl tekil

vektorleridir.

(5.6) igin gerekli optimal kogul

ozdeger problema ile verilir. Tekil deger ayrissmindan elde edilen {ui}ézl vek-

torleri (5.7) probleminin ¢ézimudir.
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Tamim 5.1.2. {u;}\_,, (1€ {1,---,d}) vektirlerine UDA baz denir.

UDA baz1 agagidaki minimum probleminin ¢6ziimii olarak da tanimlanir:

I 2

Y; — Z <Z/j, az>

=1

n
mlnﬁh... ﬂjleRm E
j=1 Rm

Simdi UDA bazinin hesaplanigini verelim. n < m ise

Y'T}/’UZ‘:)\Z"UZ‘7 ’L:]_,,l

n X n 6zdeger-6zvektor problemi ¢oziiliir ve vy, v, -+, vy € R™ Ozvektorleri
bulunur. Bulunan bu vektorler (5.3) deki birinci esitlikte yerine yazilirsa

1
Ui:—Y’UZ‘, Z:L,l
VA

seklinde UDA baz elde edilir. UDA bazinin hesaplanmasindaki bu yonteme anlik

kayit yontemi de denir.

Eger m > nise (5.7) deki m x m boyutlu 6zdeger-6zvektor problemi ¢oziilerek
UDA baz1 bulunur. UDA yo6nteminde iyi bir yaklagim elde etmede [ degerinin

se¢imi 6nemli bir rol oynamaktadir. [ degerinin yeterince kii¢iik olmasi

22:1 >‘j
27:1 )‘j

degerinin bire yakin olmasina baglidir. Problemin boyutunun iyi bir gekilde

() =

indirgenmesi isteniyorsa ozdegerler hizli bir sekilde azalmalidir. Akigkanlar dina-

migi, 1s1 transferi gibi bir ¢cok uygulamada 6zdegerler hizl bir gekilde azalmaktadir

48]

5.1.2 UDA Yonteminin Zamana Bagh Sistemlere Uygulan-

masi

y@t) = Ay(t)+ f(t,y@), te(0,T] (5.9)
y(0) = wo (5.10)
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yar1 lineer baglangic deger problemi 7" > 0 olmak iizere ele alinsin. Burada
yo € R™, A e R™ ™ ve f:[0,T] x R™ — R™ fonksiyonu siirekli ve ikinci degis-
kene gore Lipschitz-siirekli olsun. [0, 7] arahg lizerinde 0 < t; <ty < - - <t, <
T diigiim noktalar1 alinsin. Kolaylik olmasi i¢in adim uzunluklar At =T/(n—1)

esit alinsin. Bu durumda t; = (j — 1)At olur.

(5.9) sistemi i¢in UDA baz (rank [ < n)

l 2

vj— Y Yy )y s

i=1

o (wg,uy) =05, 1<id,5 <1 (5.11)
W

n
minyg, ... q;eRm E Q
j=1

probleminin ¢oziimiinden elde edilir. Burada «; negatif olmayan ¢ ye bagh agirlik
fonksiyonudur. j =1,--- ,nigin o =1 ve W = I alinirsa (5.8) elde edilir. Agk
olarak {y;}7_, degerleri secilen {¢;}"_, anlarina baghdir. Dolayisiyla {u;}._, baz
vektorleri ve {)\i}ﬁzl ozdegerleri de {t;}"_, degerlerine baghdir. Buradan

. .n

A=A, 1<i<
yazilir.
(5.11) problemindeki «; agirhiklarinin uygun segimlerinin nasil olmas: gerekti-

gini UDA y6nteminin siirekli hali iizerinden giderek agiklayahm. y : [0,7] — R™

(5.9) sisteminin tek ¢oziimii olsun. UDA bazim bulmak igin

T
MINng, ... 5 erm /
0

minimum problemini ele almak gerekir.

! 2

y(t) = > (y(t), i)y, T

=1

dt, (U, 1;) =0, 1<i,j<l (5.12)
w

T
Ru= [ o0y uer”
0
seklinde R : R™ — R™ operatorii tamimlansin. R siirekli, negatif olmayan,
simetrik operator yardimiyla minimum probleminin ¢oziimii asagidaki teoremle

su sekilde verilir.

Teorem 5.1.3. y € C([0, T];R™), (5.9) sistemi i¢in tek ¢ozim olsun. (5.12) deki
minimum probleminin ¢ézimid olan UDA bazz Ay > --- > X\, 6zdegerler olmak

tzere R nin {u;},_, ozvektorleridir.
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Ayrica UDA baz1 anlik kayit yontemi yardimi ile gu sekilde elde edilir.

T
(Ko@) = [ ) u®)y ls)ds
0
seklinde tamimlanan K : L?(0,T) — L?*(0,T) siirekli, negatif olmayan, simet-
rik ve kompakt operatér yardimiyla UDA baz

T
Kvi = )\il}i 1 < 7 < l, )\1 > > )\l > O, / vl(t)v](t)dt = 6ij
0

0zdeger probleminin ¢oziimii ile

seklinde elde edilir.

Kesikli hal ile siirekli hal arasindaki iligkiyi kurmak icin

n
Ru:=_ a; (y;, w)y 9
j=1

olacak gekilde R™ : R™ — R™ operatorii tanimlansin. R operatorii ile ayni 6zel-
liklere sahip oldugu kolaylikla gosterilebilir. Siirekli ve kesikli hal igin &zdeger

problemleri su

Rui = Mup M > N2> A==y =0  (5.14)

sekildedir. Ayrica

T d m
ol ar =30 =30
=1 =1

d(n)

D aillyt)llyy =Y A=) A
j=1 i=1 i=1

ve benzer olarak
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esitlikleri saglanir. Kolaylik olmasi i¢in a; nin n ye bagh oldugu indisle belir-

tilmedi. Buradan o , At — 0 iken

n T
S o ) B — / L) dt
j=1

saglayacak gekilde secilmesi gerektigi elde edilir.

Teorem 5.1.4. y € C'([0,T];R™), (5.9) sisteminin tek ¢ozimi, {u?, NI},
{ui, i}ty R™ ve R igin ézdeger-ozvektor ¢ifti olsun. N\; # N1 olacak sekilde
A€ {l,---,m} sabitlendigi ve

DoNAO D [yow)y P #0

i=[+1 i=l+1

esitsizliklerinin saglandigr varsayilsin. Bu durumda

Jim [[R" = Rl gm) = 0

elde edilir. Buradan

lim A2 — A = lim [Ju? —wlly, =0, 1<i<I
4)

n—00
m
i 2
lim Y0 (N = A) =0, lim S Lo P = 3 | (v
i=l+1 imit+1 P}

esitlikleri saglanar.

5.1.3 Indirgenmis Modelin Elde Edilmesi

Onceki kissmda UDA bazinin nasil elde edildigi aciklandi. Bu kisimda ise UDA
bazinin hesaplandig1 varsayimi altinda indirgenmis modelin elde edilisi iizerinde
durulacaktir.

{ui};zl e R™ 1 €{1,2,--- ,m} UDA baz olsun.
Her ¢t € [0,77] igin

yl<t) = Z<yl(t)vuj>wuj (5'15)
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seklinde tanimli bir yaklagimda bulunalim. Kolaylik olmasi bakimindan yj (t) =

(y'(t), u;),, alahm.

=> Wy, Ve 0,T)

=1

.

saglandigindan [ < m igin y'(¢), y(¢) i¢in bir yaklagimdir. Bu yaklagim (5.9) ve
(5.10) da yerine yazihrsa

Zy‘é—(t)uj = Zyé(t)Auﬁf(yl(t),t) (5.16)
Zy;.(())uj = (5.17)

elde edilir. (5.16) sistemi katsay fonksiyonlar: y%(t) (1 < j < 1) olmak iizere
R™ {izerinde tamimli baglangi¢ deger problemidir. [ < m oldugundan katsayilari

hesaplanabilmesi igin i¢ ¢arpim uygulanmir ve 1 < ¢ <[, ¢ € (0,7] igin

l

yf@) = Z yé‘@) <Auj7 ui>W + <f(t, yl(t))ﬂ ui>w (5'18)

j=1
sistemi elde edilir. Kolaylik olmas1 bakimindan a;; = (Au;, “i>W olmak iizere

B = ((a;;)) € R™! olarak alinsin. Bu durumda (5.18) sistemi

§'(t) = By'(t) + F(t,y'(t)), te(0,T] (5.19)

olarak ifade edilir. Burada
= : 0,7 —» R

ve

F=(F, - ,F)T:[0,T] x R - R olmak iizere

l
E(tay) = <f (tvzyjuj> 7ui> y le [07T]7 Y= (yla e ayl) € ]Rl
Jj=1 w

76



seklindedir. Baglangic kosulu ise

<y0a u1>W

Yo = : e R
<y0>ul>W

olmak tizere
yl(o) =Yo

dir. (5.19) sistemine (5.9) sisteminin indirgenmis modeli denir.

5.2 NLS Denklemine UDA Yonteminin Uygulan-
masl

NLS denkleminin yar1 ayrik Hamiltonian sistemi olarak

p = —Ag— NP>+ %)

@ = Ap+p(p*+¢°) (5.20)

seklinde ifade edildigi gosterilmisti. Simdi bu sisteme UDA yonteminin uy-
gulanigini ve elde edilen sistemin orta nokta yontemi, OVA yontemi yardimiyla
nasil ¢oziildiigiinii aciklayalim. {uj};zl : {vj}é‘:1 UDA baz1 olmak iizere p(z,t) ve

q(z,t) fonksiyonlari icin géyle bir yaklagimda bulunalim:

Pty =) a(thu(2), d'(t) = bt)v(x) (5.21)

j=1 j=1

{“1}3:1 Av; }2:1 ortogonal baz oldugundan a;(t) ve b;(t) fonksiyonlarini bul-

mak i¢in i¢ ¢carpim uygulanirsa
aj(t) =< pl,uj >=: ’)/j, b](t) =< ql,'Uj >=: ﬁj (522)

elde edilir ve bulunan bu degerler (5.21) de yerlerine yazilirsa

l l
P 4 =D B
j=1 j=1
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elde edilir. p' ve ¢! (5.20) sisteminde yazilirsa
! ! ! l 2 ! 2
D A== BjAv; — A (Z Mj) <Z %‘%‘) + <Z ﬁj%’) (5.23)
7j=1 7=1 7=1 7j=1 7j=1

ZBM = Z%‘A“j + A (Z %‘%‘) { (Z %‘Uj) + (Z 53‘%‘) } (5.24)

elde edilir. (5.23) ve (5.24) esitliklerine sirasiyla u; ve v; ile i¢ ¢arpim uygula-

nirsa

Vi o= —Zﬁj <Avj7ui>_>‘<<26jvj> (Z%‘%‘) ,ui>—A<<Zﬁjvj> >Ui>
B, = Z% (Auj, v;) +)\<<Zvju3) (Zﬁjvj) ,Ui>+)\<<§:7juj> ,Ui>

egitlikleri elde edilir. Burada

B = (). by= (Avsu) (5.25)
V = [Ula V2, ) ] Rle U [ula U2, : aul] S Rle
f e R
. 3
(Z 53‘1/;') = (Bivr + Bava + ... + Bu)? = (VB)?,
(VB ui) = wi(VB)* = ((VB)’,U) =U"* (VB), (5.26)
! ! 2
(Z 53‘%‘) (Z %‘%‘) = (VB).(Uy)?
j=1 j=1
((VB).(Uy)*,U) = U *(VB).(Uy)? (5.27)
olarak yazilir ve (5.25), (5.26), (5.27) esitlikleri kullanilirsa
7= =B = AUT % (VB).(U)? = AUT * (VB)®
B = BTy + XV (Ur).(VB)?2+ AVT x (Uy)? (5.28)
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elde edilir. Bu sistemi ¢6zmek i¢in orta nokta yontemi ve OVA yontemi kul-

lanilda.

Oncelikle (5.28) sistemini ¢dzmek icin parcalara ayirma yontemi kullanalim.

Bu durumda sistem bir lineer bir de lineer olmayan sisteme ayrilir:

A Akimi

B Akim

= AT % (VB).(Uy)? = AUT % (VB)?
B = AW (Uy).(VB)2+ AVT % (Uy)?

Orta Nokta Yonteminin Uygulanmasi

Her bir sistemi ¢6zmek i¢in orta nokta yontemi uygulayalim.

Akim A i¢in orta nokta yontemi uygulanirsa

V"HA; " _%B(ﬁn+l+ﬁn> (5.29)
a0 (5.0)
elde edilir. Buradan
T S
gt A;BT ntl _ gny A2tBT n:.g

bulunur. Ilk denklemden 4! ikinci denklemden de 5"+ cekilirse

n+1 __ ;y\_ gBBn—i-l

Spr - Sy =

t2
2 +=—B"B)A" =B+ BTA

I
= ( 2

@)

ﬁn+1 o
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elde edilir, 7 ve B\ degerleri bilindiginden ikinci denklemden 5"*! hesaplanir, bu-

lunan bu deger birinci denklemde yerine yazilirsa 4"*! de bulunmus olur.

Akim B i¢in de benzer iglemler gu sekilde yapilir:

,yn+1_,yn _ _)\Ut* (V6n+1+vﬂn>3_)\Ut* (Vﬂn+1+v/3n> (U’ynJrl-‘rU’y")Q
At 2 2 ’ 2

BB (le + U’y”)s AV (UV"“ + Uv”) (vxanﬂ + V6">2
At 2 2 ' 2

,ynJrl _ ’Yn-i-%m t*{(Vﬁn+1)3+3(Vﬁn+1)2.(Vﬁn)+3(Vﬁn+1).(Vﬁn)2+(Vﬁn)3}

- e (VAU + 2(VA) (U + (VAU
+ %A’f L {(VB).(UY™? 4+ 2(V ). (U7 ). (UF") + (VB™).(U5™)2} = 0
gt = AR Uy Uy (U 43U (U + (U
= AR OV 2y VATV EY) + (U (V AT
= 2R Uy (VB 4 20V VE) + (UF)(VE) = 0

Elde edilen bu lineer olmayan sistemin ¢oziimii i¢cin Newton Raphson yontemi
kullanilir. Dolayisiyla sistemin Jakobiyen matrisi hesaplanmalidir. b = )‘At olmak

iizere Jakobiyen matrisi su gekildedir:

Jakobiyen
;o (I o)+3b( 0 Ut*(V(Vﬂ”+1)2))
0 I Vs (U.(Uy™H1)?2) 0
+ 6b 0 U (V.(VE").(V ™)
Vi (U(Uy™).(Uy™)) 0
- 0 Ut (V(VE"))
—Vt s (U(UA™)?) 0
4 b 20"+ (U.(UA").(V ™) Ut (V.(Uy)?)
VIR (UVBT) 2V (VAT (U )
L% Ut (U(VB).(UY™) Ut (V(UY™).(UF"))
VI (U(VBH).(VE™Y) =V (V(UY™).(VB™))
L 22U % (U.(VA™).(UF™)) Ut x (V.(Uy™)?)
ViR (U(VB)?) =2V (V(UY™).(Vy™))
o[ U VB 0
0 Vi (Uy).(V(V ™))
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Ortalama Vektor Alani Yonteminin Uygulanmasi

Ikinci olarak da lineer ve lineer olmayan sistemi cézmek icin OVA yontemini
uygulayalim. Akim A ya OVA yontemi uygulanmasinda elde edilen sistem ile orta
nokta yonteminin uygulanmasinda elde edilen sistem aynidir. Ancak Akim B ye

OVA yontemi uygulandiginda elde edilen lineer olmayan sistem farklidir:
SR L P VAV A {i(Vﬁ")B + E(Vﬁ"“)?’ + %(Vﬁ”)Q.(Vﬁ”“) + 132(1/5”).(1/5”“)2}
+28  {JVENUT P + BB + 8O

T L T L N P T N

n n 1 n 1 n 3 n n 3 n n
BU = A { GO O OO + OO

=8t { OV ¢ SOV + v

_ )\Atvt % {E(U’YTL+1)~(V57L)2 + %(U’}/H—l).(Vﬂl’L).(VﬂTH—l) + %(U,YTL—}—I)'(VBTL—Q—I)Z}
Elde edilen bu lineer olmayan sistemin ¢oziimii i¢cin Newton Raphson yontemi
kullanilir. Dolayisiyla sistemin Jakobiyen matrisi hesaplanmalidir. ¢ = AAt ol-
mak iizere Jakobiyen matris a = 3U"x (V.(V 3"*1)?2) + SU" « (V.(V *H).(V B™),
b= =3V (U(Uy"*)?) = SV (U(UB"H).(Uy™)) olmak iizere

Loe 0 U (V.(VS™)?)
— 2Vt (U.(UA)?) 0
L ZU % (U.(VB™).(Uy™)) 0
0 -5V (V(Uy™).(V "))
L. ZU (U.(VB™).(Uy" 1)) 0
0 — &V (V.(UA™).(V ™))
L 0 LU (V.(Uy)?)
— LV (U.(VB™)?) 0
Lo SUL (U(VA™H.(UA™) U (V(Uy™).(UA™)
— SV (U(VB™).(VETY)) —FHVEs (V.(Uy").(VE™))
Lo UL (U(V ™). (U4 T)) U (V.(Ux™H1)?)
— Vi (U(VBH1)?) =3V (V.(UA™).(VBmTY)

olarak bulunur.
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5.2.1 NLS Denklemi i¢in UDA Yénteminin Hata Analizi

Bu kisimda {u;},_, UDA bazimn hesaplandigi varsayimi altinda NLS denklemi
icin hata analizi yapilacaktir. Uzay degigkenine gore diskrize edilmig NLS denk-

lemi

= —Ag— MNP+ )

@ = Ap+\p(p®+ )

seklindeydi. Burada p = (p1,p2, ., pm)’s @ = (q1,q2, s qm)"s  q(P* + ) =
(P + a1), 2P5 + &), s am(Ph, + @2))", 2 + ¢%) = (p1(p} + ai), p2(p3 +

Q3), ..., pm(P2, + ¢2,))T dir. Kolay gosterilmesi igin

p . 0 —A —Xq(p* + ¢%)
y = , A= , =
q A 0 Ap(p* + ¢?)
olarak alimirsa sistem
v = Ay + f(t,y) (5.31)

formunda yazlir. [0, 7] zaman arahg icin At = T/(n — 1) olacak gekilde
sabit bir adim uzunlugu belirlensin. 1 < 7 < n olmak iizere diigiim noktalar
t; = (j — 1)At olarak alinsin. Analizin kolay gésterilmesi bakimindan esit uzak-
liktaki diigiim noktalar secildi. Ancak yapilacak islemler benzer sekilde esit uzak-
likta olmayan noktalar icin de yapilabilir. Analiz yaparken f(t,y) fonksiyonunun
ikinci degiskene gore Lipschitz-siirekli oldugu kullanilacaktir. Bu nedenle 6ncelikle

f(t,y) fonksiyonunun ikinci degigkene gore Lipschitz-siirekli oldugunu gosterelim.

f(t,y) fonksiyonu f(t,y) = 4"+ 7) seklinde alinmigti. Ancak ispati
Ap(p* + ¢°)
—aq(p? + ¢
1y, t) = icin yapalim. Ciinkii f;(¢,y) ikinci degiskene gore
q(z: Z) - | . et desisk
p(p* +¢%)

Lipschitz-siirekli fonksiyon ise A sabit olmak iizere Afi(t,y) de ikinci degiskene
gore Lipschitz-siirekli fonksiyondur. Her ¥, 7, € R?™ icin

11t y1) = filt w2l < Ly [y — w2l
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olacak gekilde Ly, > 0 sabitinin var oldugu gésterilmelidir. y; = (p1, ¢1)", 2 =

(p2, q2)T alahm.

(2 2 . B % % )
Ifit, ) — filt, )| = (i +ai)q - (12 + ¢2)g

(pT + ¢} (P3 + @3)p2

—P+ @)+ 3+ @)
(P} +a)p1 — (P + @3)p2
= |} + ) — 05+ 63)ao| + |0 + a)p1 — (5 + &3)po|

< |& — @+ Ipia — P3| + [P} — B3| + |GGp1 — G52

Burada

12— < o — @@+ qage+ | <calg — ¢

Pigs — pagel = |Pian — Pige + Pl — page| < Pila — @] + | @2l lpT — P3

IN

colqr — qo| + calpr — pal, =0, 3= |qllpL + po

ve benzer gekilde

IN

1} — P3| calpr — p2l

\gip1 — @ap2| < cslpr —po| Fasla — @ol, s =dqi, 6 = |po|lan + o
oldugu kullamlirsa || f1(t,y1) — f1(, y2)|| < Ly, (lgs—qa|+Ip1—p2l) = Ly, ly1 — 2|l

elde edilir. Burada Ly, = max {cs, c3, ¢5, ¢} dir. Buradan da Ly = |A|Ly, olmak

izere

”f(t’ yl) - f(ta yQ)H S Lf ||y1 - yZH

elde edilir.
Simdi ' (¢)

y'(t) =)yt (5.32)

olacak gekilde y(¢) i¢in bir yaklagim olsun. Bu durumda (5.31) denkleminin

indirgenmis modeli
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<g't)up> = <AYO)+ [ty @) up >, i=1,.,1  (533)

<9 0),ul > = <yo,ul >, i=1,..,1

seklindedir. (5.33) denklem sistemini ¢6zmek igin orta nokta yontemi kulla-
nildi. Y}, ¢t;, 1 < 7 < n anindaki yl(tj) degerine bir yaklagim olsun. Buradan

(5.33) sisteminin ayrik sistemi i = 1,...,I, 2 < j < n olmak iizere

Y:—-Y. 4 " 1 - Y,+Y, 4 n
<7J Atj 7u¢> = <§A(Y}‘+Yj1)+f(ta%) 7ui>7 (5.34)

<Y,u!> = <yo,u> i=1,..,1 (5.35)
olarak elde edilir. Hata analizi icin
- 2
> aylly(t) = Yill
j=1

toplami incelenecektir. v € R?*™ icin

!
l n n
Pu = E <wu,u; > u;
i=1

olacak sekilde P! : R?™ — V! (V,f = span {u},- - ,u}"‘}) projeksiyonu ta-
nimlansin. P! projeksiyonu lineer, sinirli dolayisiyla siireklidir. Ozel olarak
12

HL(RM) = 1dir. ¢} = y(t;) — Ply(t;) ve ¥4 = Ply(t;) — Y; olmak iizere

y(t;) =Yy =y(t;) — Phy(ty) + Pry(t;) = Y; = o5 + V)

seklinde ayrigim yapilsin. Bunun yanisira

l

y(ts) =D <ylty),ul >uf

=1

" 2 n n
> ay =>"a|lyt;) = Plyt)|” = oy ||
i=1 i=1 =

esitligi de saglanir. Ayrica {u?}._; UDA baz oldugundan

n 2m
Do aslleflf = D7 A
j=1

i=l+1
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saglanir. Simdi 192 icin bir degerlendirmede bulunalim. 5192- = (ﬁé — 192»71) /At
notasyonu kullamilarak 2 < j < n igin

<ovhur> = <ph (UMY BIBm s
= <y(tj - %) - (%A(Yj +Yi—1)+f (%)) u">
+ <Pfl (%) —u(t; — %M?>
= (A(ue - 5 -0 s - $ - (B )
N Y Cr B R A E R N 0 BV N
= (A(v - 5 - T s - 5 -7 () k) 6.0

elde edilir. Burada

L_pl <y(tj) - y(tjl)) _ylty) —ylt-) o y) — (i) it At

J

% At At A At B (j_T)

dur. (5.36) esitliginde u; = ¥} + ¥}, alimrsa

= At Y,+Y1 At Y,+Y,1
oo oiaoh s> = (A(ue - G- ) et - 5 - () ol )
+ <w§' +25,9; +19§>1> (5.37)

elde edilir. Ayrica
_ 1 2 2
I gl ! _ ! !
<0005+ 95, >= E(HﬁjH = 195401
dir ve f fonksiyonu ikinci degiskene gore Lipschitz-siireklidir yani

Hf(y(tj - %)) —f (%) “ < Ly Hy(tj _ %) _ %

olacak gekilde Ly > 0 vardir. Bu bilgiler ve Cauchy-Schwartz esitsizligi (5.37)

esitliginde kullanilirsa

At Y +Y;
931 < No5alF -+ e (G141 + £9) s = 5 - 2=

)= 2+ ) s+

At Y+ Y
1951”04y )” < A (<|A +Ly) 'y@j S R ] eI |yw;.||> 19, + 0%
At Y+ Y
817~ < (010 + £ oo = 55 = 252 bl + ) ot

Her iki taraf ([|9;|| 4 ||0_,|)) ile boliiniirse
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At Y +Y;
940 < 1)+ e (0141 + 2 s = G = 252

#40+ fug)

2 2
elde edilir.
At At . At
y(t; — 7) = y(t;) — ?y(fﬁa § e (ty— 7;%‘)
At At At
y(t; — 7) y(tj—1) + 79(@'—1)7 §io1 € (tj1,t5 — 7)

y(ty) +ylti=) (A Y+ Y
2 2 0 2

1
5 (el + 19511+ N5l + 951 ]| + corrt)

bulunur. Bu egitsizlik kullanilirsa

1
1951 0125l + e (G040 + 200 (el 1050+ Dol + 9l + eoe) 1 + )

elde edilir ve buradan

(1=t A |05 < (e A0y [|+A¢ (er([| ]| + [|05-1]]) + ezt + 25| + [lwy])

elde edilir. Burada

c =max{||A4|,L¢}, c2=cocr

dar.

0 < At < 35— igin

— <142 A¢
1—01At_ T ea
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oldugunu ve ayrica

(14 2c1At) < 2185 ye (14 ¢ At)! < 9Bl

oldugunu go6z oniinde bulunduralim. j iizerinden toplam alinirsa

19511 < (1 +2c1A8) ((1+01At) 195 ||+Atz er([ gl + [l k-1 1D +02At+|2k+||wk||)>
k=1

7
94 < e*rat <€clAtj||1%||+AtZ(01(||Q§c||+||92_1||)+C2At+||zzlc|+||w§c|)>
k=1
J
[ < e <Atz<cl<u@zn+nga1|¢>+ch+||zz||+|wz|>) (13b) = 0
k=1

elde edilir. Burada her iki tarafin karesi alinir ve

n 2 n n
(Zaﬂn) < (Zaf) (be) a;,b; R
i=1 i=1 i=1

Cauchy-Schwartz egitsizligi kullanihrsa C' = 5et“'Tmax{c? 3, 1,5}, (Atj < T)

olmak lizere

J
[l < oat®y ([lahll” + lleho]I" + A2+ 12412 + k) ?)

elde edilir . Simdi w! i¢in bir yaklasgimda bulunalim.

AR u? = M)y, - 5
= > |lwt) —ylte) — Aty(tk_%)

J ~ ty, 2
Z (CAtQ/ Hyttt(t>dtH>
tp—1

<
k=1
2
< C2At4z</ [[yeee (¢ dtH)
5 T
< C2AH / e ()12t
0
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Burada C' n den bagimsiz sabit sayidir. Simdi de 2t igin bir yaklagimda bulu-

nalim.

(y(tk) —y(te) y(tr) — y(ti1) ||
Fu ( At ) - At

12 _
40 = |

pl (y(tk) _Ay(tkl)) Pli(te) + Pli(ty) — y(te) — y(tr1)

At

g - At
< 2Pl 7 gem ‘y(tk) _Ai(tkl) — y(te) 2
2 ‘ Phifte) — it) + ii(t) — L0 Wle) 2
< 2l + 1R~ e+ 4 i - LA

= 4 Py(te) = 9(to)I* + 6[lwi]®

1 < k < nicin At < 2qy, diyelim. Buradan yeterince kiiciik At icin At? < 2qy,

ve At* < 20y, olur. Buradan

J
ALY lal® = 4At2ZH WU (te) — tk>H2+6At22Hwk”2
k=1

k=1

< 8> ol Phit) — y(t)lI* + 6C2 AL |y 20
k=1

ve

AtQ Ej: AtQ S zn: (77
k=1 k=1

bulunur. Elde edilen bu esitsizlikler kullanilarak
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J
O S (Il + bl + A2 + 1412 + )

k=1

o5 1°

IN

1P < 20 aullhl?+C> (an + Sarl PLi(te) — (1))

k=1 k=1

+7CC’2At4||yttt | L2(0,T;R2m)

bulunur. Buradan y_;_, a = T oldugu kullamlarak

Z%Ilé‘lll2 < 2CTZakIIQkII2+CT2+80TZakIIPny(tk) y(te)II”

Jj=1

+7CTC~’2At4 ||yttt ||L2 (0,T;R2m)

elde edilir. Ayrica

1P (ts) = 9(t)lI* = Z |y
i=l+1
oldugu da goz 6niinde bulundurulursa
Za]||191||2<0* (At4+z (A +Za]| |>>
i=l+1

elde edilir. Burada C* = 4CTmax{T, 8, TC?||ysu| 20 r.m2m) } dir.

192— ve Qé icin elde edilen bu yaklagimlar birlestirilirse hata analizi [ ve n den

bagimsiz Cr = max{2, 2C*} sabit say1 olmak iizere

n n
D aglly(t) = Vil = D" ayllvh + oI
j=1 j=1

IN

2> o517+ 2 asll gl
j=1 j=1

IN

(At4+Z<A +Zaj| |>>+2§3Ai

i=l+1 i=l+1

IN

CE<§: <2A +Za]y |>+At4>

i=l+1
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seklinde elde edilir.

Teorem 5.2.1. y € C([0,T);R*™) N C'((0,T); R*™) fonksiyonu (5.31) igin tek
¢oziim olsun ve Y € Ly(0,T;R*™) saglasin. Ayrica sabit bir 1 € {1,---,2m} igin
{ur}._, NLS denklemi i¢in UDA baz ve {Y5Yi_y (5.84) sistemi igin tek ¢ozim

olsun. Bu durumda

n 2m n
> ajllyt) —YlF < Cg ( > (2& +) oyl (), up) 2) + At4)
j=1 i=l+1 j=1

olacak sekilde sabit bir C'y > 0 sabiti vardar.

5.3 1ki Boyutlu NLS Denklemine UDA YO6ntemi-
nin Uygulanmasi

Iki boyutlu NLS denklemini su sistemle ifade etmigtik:

Pt Qe+ 4y +B0°+¢%)g = 0
Gt — Paw — Py — B +)p = 0

Simdi bu sistem x,y degigskenine gore diskrize edilirse

pe+Ag+ B +¢*g = 0

@ —Ap—BW*+¢)p = 0

elde edilir. Burada p,q € R™ | A € R™**™* (' € R™™ olmak iizere

P = (p($17y1)7' T >p<xm7y1)7” : 7p($17ym)7' t 7p($m7ym>)T7
= (@1, y1), ¢ @mv1), @ @1, Ym)s s @ Ty Yn)) T

C 2 I I
C I -2 I
A:% - +%
C I =21 I
C I I -2
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seklindedir. p ve ¢ x,y degiskenlerine bagh oldugu i¢in baz fonksiyonlar1 da
bu iki degiskene baghdir. {u; };:1 Ao, }2.:1 UDA bazlarmin hesaplandigi varsayimi
altinda UDA metodunu uygulayalim.

l l
P=) v 4=
j=1 j=1

olacak sekilde p',¢' p ve ¢ icin bir yaklagim olsun. p' ve ¢ yi diskrize edilmis

sistemde yazarsak
! 1 ! ! 2 ! 2
> g == midv = (Z 771%‘) (Z Vj“j) + (Z Wﬂ‘)
=1 =1 =1 =1 =1

l l 1 1 2 I 2
Zﬁjvj = Z’ij‘iug‘ + 0 (Z ’Yjuj) (Z ’Yjuj) + (Z 77]'”3')
J=1 j=1 j=1 j=1 j=1

esitlikleri elde edilir. NLS deki benzer iglemler yapilirsa

¥ = =By = U« (V).(U7)* = BUT = (V)?

7 = By + VT« (U7).(Vn)? + VT + (Ur)?
sistemi elde edilir. Burada B = (b)), by = <Avj, u> dir. U, V,,n da NLS
denklemine UDA uygulamsindaki benzer kisaltmalardir. Indirgenmis bu sistemi

¢ozmek i¢in orta nokta yontemi ve OVA yontemi kullanilirsa NLS denkleminde

takip edilen yollar izlenir.

91



5.4 1kili NLS Denklem Sistemine UDA Yontemi-
nin Uygulanmasi

Ikili NLS denklem sisteminin yar1 ayrik Hamiltonian sistem olarak ifadesi su se-

kildeydi:

@, = —a1Ag— o1+ &) — v(E + @),

@ = omAq+oi(d + @) +0(d + @a,

G, = —02Aq —0a(q; + d)aa — v(ai + a3)as,

q1, = aAgs+oa(q; +q3)gs + v(gi + 63 (5.38)

Simdi bu siteme UDA yonteminin uygulanigin1 ve indirgenmis modelin elde
ediligini gosterelim. {u; }z A, }é Aw; }é , {l{;]}é UDA bazlar1 olmak iizere q1, ¢o, g3, @4

fonksiyonlar: icin goyle bir yaklagimda bulunalim:

! ! ! I
I ! ! !
Q= Z%‘Uj, dy = Zﬁj%‘, g3 = anwja Q= ZCjk‘j
j=1 =1 =1 =1

Elde edilen bu fonksiyonlar (5.38) denklem sisteminde yerine yazilhirsa

l 1 1 2 1 2 l
Z%‘Uj = - ZﬂjA%’ - o (Z %‘%’) + (Z ﬂjvj) (Z Bﬂj)
j=1 j=1 j=1 j=1 j=1

l l 2 !
- v (mey) —Q—(ZQ/@) (Z@”g) (5.39)
j=1 j=1 j=1
L ! l 2 l 2 !
S =Y o (z) +(Zm> (z)
j=1 j=1 j=1 j=1 Jj=1

- v (Z’Yjuj) +<Zﬁjva‘> (ZCﬂfj) (5.41)
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l l 1 2 l 2 1
> ki =02y njAw; + oo { (Z ﬂ.jwj) + (Z Cjk‘j) } (Z 77.7’“’.7)
j=1 j=1 j=1 j=1 Jj=1

+ v{(i%%) + (é:ﬁj”j) }(Zl:mwj) (5.42)

sistemi elde edilir. (5.39),(5.40),(5.41),(5.42) egitliklerine sirasiyla u;, v;, w;, k; ile

i¢ carpim uygulanirsa

Vi = - Zﬁj (Avj, u;) — o1 < (Z ’Yju]') (Z 5]-11]-) ,u,-> -0 < (Z ﬁjvj) ,ui>
oY < (Z”j“’j) (Z ﬁj’va‘) u> —v < (Z Cjkj>

B' = O‘IZW (Auj,v;) + o1 <(Zﬁﬂ’j) (Z%‘w) ,w>+a1<(27juj> ,vi>
l 2 l 2
v < (Z nj%) (Z W”J’) ”> +v < (Z gjk:j) (E %‘“j) v>

l ! i : l 3
o=~ 3G <Akj’wi>—0'2<(z77jwj) (Zé}'kj ,w¢> —02<(Z€}kj) ,wz‘>
=1 j=1 =1 =

&

l ! v
G = —aQZnﬂij,k»—az<(Z<ﬂ%> (Z”ﬂ'w-f
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Burada

B = ((bij), biy=(Avj,ui), C=((ci)), cij = (Akj,wi)
V. = [vi,ve, - ,u] € R™ U= [ug, w2, ,u) € R
W = [w,wa,,w] €ER™ K=k, ko, - k] e R™!

w

1
(Z 5jvj) = (Brvg + Bova + ... + Biv)® = (VB)3,
(VB ui) = ui(VB)’ = ((VB),U) =U"* (V)
! !
(Z ﬂjvj) (Z %‘Uj) = (VB).(Uy)
((VB).U)*U) = U'x(VB).(U)?
seklinde egitlikler kullanilirsa sistem
Y = —aiBB—aU" % (Uq)*.(VB)
— U« (V)3 —oUT « (Wn)2(VB) —oUT « (KC)2.(VB)
B = a1BTy+ 0 VT« (VB)2.(Uy)
+ VI (U3 +oVvT s« (Wn)2.(Uy) +oVT % (K02 (Un)
N = —aCC— oWl s (Wn)?.(KC) — oW x (K¢)?
— oWT % (Uy)2(KC) — oW T % (VB)2.(KC)
¢ = wCTn+ooKT « (KO)2(Wn) + 0o KT % (Wn)?

+ oK1 % (U~)2.(Wn) +vKT « (VB)2.(Wn)

olarak yazilir. Bu sistemi ¢6zmek icin orta nokta yontemi kullanildi.

5.4.1 1Ikili NLS Denklem Sistemi Icin UDA Yénteminin
Hata Analizi

Ikili NLS denklem sisteminin diskrize edilmis hali

q, = —Agp—o1(g + @) — (@ + 4G)ee,
G, = oAq + 0’1(‘]% + q%)ql + v(q§ + QZ)QM
@ = —wAq —0a(G +q])qu — v(G + ¢3)q,

G, = opAgs+0a(g5 +ai)as +o(at + 43)a
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seklindeydi. Buradan

q1 0 —OélA 0 0
- a1 A 0 0 0
y = a2 A= 1
qs3 0 0 —anA 0
44 0 0 0 as A

—o1(qf +¢3)q2 — v(g3 + 43) e
o1(qf +a3)a +v(d3 + 4
—02(g3 + a3)aa — v(g} + ¢3)qa
o2(a3 + a)as + v(a? + a3)as

olarak alinirsa sistem

v = Ay + f(t,y)

formunda yazilir. NLS denkleminde izlenen ayni yol ikili NLS denklem sistemi
icinde gegerlidir, ancak f(¢,y) fonksiyonunun Lipschitz siirekli oldugu gosterilme-
lidir.

Her y, 7 € R*™ icin

17t y) = &N < Ly lly — 9l

olacak sekilde L > 0 sabitinin var oldugu gosterilmelidir. y = (q1, ¢, g3, q1)7,
g = (6.?17 q2a C.??n @)T alalim.

—o1(a} + 43)a2 — v(g3 + ai)a2 —01(d3 + 43)d2 — v(d3 + 43)d2
1 ty) — o) = o1(¢? +a3)q1 + (a3 +a3)a B o1(d2 + ¢3)d1 +v(d3 + d2)d

—02(q3 + q3)aa — v(q; + ¢3)wa —02(33 + @3)da — v(G3 + G3)da

o2(q3 + a3z +v(ai + 63)as o2(43 + 43)ds + v(d} + 43)ds

= loilgfa2 — 472 + a5 — @3] + vlg3a2 — 4342 + aiaz — 43|
+ loilda — a1 + ¢ — @] +vlga — 36 + diar — didel|
+  lo2la3as — 4364 + qf — 48] + vlgi g4 — G7da + a3q4 — G34]|

[ ]

2 A2 A ~ 2 A2 A 2 ~1 A
+  |o2lafas — d3ds + a3 — @3] + vlaas — G3ds + qBas — d3ds)|

Burada da NLS denkleminin Lipschitz siirekli oldugunu gostermek igin takip

edilen yol izlenir ve

1F(Ey) = F(E D) < Ly lly — 4

olacak sekilde L; sabitinin oldugu kolaylikla gosterilir.
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Teorem 5.4.1. y € C([0,T];R*™) N C'(0,T;R*™) fonksiyonu (5.38) i¢in tek
¢oziim olsun ve §j € Ly(0, T; R*™) saglasin. Ayrica sabit birl € {1,---  4m} icin
{u?}izl ikili NLS denklem sistemi i¢in UDA baz ve {Y;}._, diskrit sistem igin

tek ¢ozim olsun. Bu durumda

n 4m n
> aillyt) - Vil < Cp (z (m + 3 ol ), up) 2) +At4)
Jj=1 i=l+1 j=1

olacak sekilde sabit bir C'y > 0 sabiti vardar.
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BOLUM 6

SAYISAL SONUCLAR

6.0.2 Bir Boyutlu NLS Denklemi

Baslangig kogulu ¢(z,0) = wy(z) olarak verilen periyodik simir kogullu lineer

olmayan Schrodinger denklemi

seklindeydi. Bu béliimde denklemin sayisal ¢oziimii icin UDA yontemi, OVA yon-
temi ve orta nokta yontemi kullamlmistir. Iki farkli rnek {izerinde bu yontemler
degerlendirilmigtir. Denklem 1) = p 4+ 1¢ alinarak Hamiltonian sistemi halinde
yazilmig ve yontemler bu sisteme uygulanmigtir.

Ik 6rnekte T = 500 icin reel kisim p, sanal kisim ¢ ve kompleks ¢oziim v icin elde
edilen 6zdeger grafiklerine, bagil bilgi grafiklerine ve datalara bakildiginda nere-
deyse ayn1 sonuclar elde edildigi goriilmektedir. Benzer durumla 7" = 10 alinmasi
halinde de karsilagildigindan UDA baz sayisi reel kisim p iizerinden hesaplandi.
Ayrica bagil bilgi ve 6zdeger grafikleri de p i¢in verildi. Bununla birlikte denkleme
OVA yo6ntemi ile orta nokta yontemi uygulanmasi sonucunda benzer grafikler elde
edildiginden grafikler sadece orta nokta yontemi icin tablolar ise iki yontem iginde

verildi.

Ornek 6.0.2. Baslangic kosullary [10]

pa0) = exp(——)
a(2,0) = exp(—)
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olarak alindr. x € [—20,20], Az = 2, At = 0.1, \ = 1 degerleri alindr. T = 10
ve T'= 500 i¢in grafikler elde edildi, tablolar hazirlanda.

100 10
90
80
107
70
60
50 10
40
30 T
20
10
0 10
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20
(a) T = 500 (b) T = 500

Sekil 6.1: Ornek 6.0.2, p icin bagl bilgi grafigi (soldaki) ve normalize edilmig
Ozdeger grafigi (sagdaki)

100 10
90
80
107
70
60
50 10
40
30
10°
20
10
0 10
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20
(a) T = 500 (b) T = 500

Sekil 6.2: Ornek 6.0.2, ¢ icin bagil bilgi grafigi (soldaki) ve normalize edilmis
Ozdeger grafigi (sagdaki)

98



100 10°

107

50 107

10°

0 10"
10 15 20 25 0 5 10 15 20

o
@

(a) T = 500 (b) T =500

Sekil 6.3: Ornek 6.0.2, v icin bagil bilgi grafigi (soldaki) ve normalize edilmis
ozdeger grafigi (sagdaki)

100 10

%

80 10

70

60 10

50

40 107

30

20 107

10

% 5 10 15 20 25 10%o 2 4 6 8 10 12 14 16 18
(a) T =10 (b) T =10

Sekil 6.4: Ornek 6.0.2, Bagil bilgi grafigi (soldaki) ve normalize edilmis 6zdeger
grafigi (sagdaki)

Sitmdi bu drnek i¢in T = 10 ve T = 500 i¢in enerji hatast grafiklerini verelim.
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Enerji Hatas?
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15

Enerji Hatas?

5 UDA

Sekil 6.5: Ornek 6.0.2, T' = 10 icin enerji hatasi grafigi
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100

200
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300

400 500

Sekil 6.6: Ornek 6.0.2, T = 500 icin enerji hatas: grafigi

#UDA | Bilgi Bilgi Bilgi | Enerji Hat. Aras. Fark | Coziimler Aras. Fark
(picin) | (q icin) | (¢ icin)
5 94.787 | 94.762 | 94.923 4.095e-002 9.531e-002
10 98.514 | 98.480 | 98.512 3.424e-002 1.012e-001
15 99.547 | 99.545 | 99.554 1.245e-00 6.043e-002
16 99.674 | 99.682 | 99.689 7.551e-003 8.209e-002
17 99.788 | 99.796 | 99.802 7.047e-003 8.455e-002
18 99.881 | 99.889 | 99.891 3.069e-003 7.617e-002
19 99.954 | 99.962 | 99.957 2.991e-003 5.517e-002
20 100 100 100 3.843e-012 1.625e-011

Tablo 6.1: Ornek 6.0.2, T=500 i¢in hata tablosu (UDA Yéntemi, Orta Nokta

Yontemi)
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Norm Norm 5 UDA

icin norm ¢Oziimii

Nom MNorm 18 UDA

Sekil 6.8: Ornek 6.0.2, T = 500 icin norm ¢oziimii

#UDA | Bilgi | Enerji Hatalar Arasindaki Fark | Coziimler Arasindaki Fark
2 93.634 1.744e-002 1.172e-001
3 98.320 6.674e-002 6.989¢-002
4 99.763 8.484e-003 1.127e-002
5 99.995 3.257e-003 3.282e-003
6 99.999 6.682¢e-004 5.600e-004
7 100 1.601e-004 1.177e-004

Tablo 6.2: Ornek 6.0.2, T=10 icin hata tablosu (UDA Yontemi, Orta Nokta Yo6n-

temi)

Son olarak T = 500 ve T' = 10 i¢in OVA yontemi ve UDA yontemi arasindaki

hata tablosunu verelim.
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#UDA | Bilgi | Enerji Hatalar Arasindaki Fark | Coziimler Arasindaki Fark
5 94.799 4.100e-002 1.838e-001
10 98.493 2.966e-002 1.788e-001
15 99.532 1.405e-002 1.819e-001
16 99.666 4.980e-003 1.618e-001
17 99.781 4.037e-003 1.631e-001
18 99.877 1.500e-003 1.504e-001
19 99.952 2.840e-003 1.087e-001
20 100 7.035e-012 5.198e-011
Tablo 6.3: Ornek 6.0.2, T=500 i¢in hata tablosu (UDA Yéntemi, OVA Yontemi)
#UDA | Bilgi | Enerji Hatalar Arasindaki Fark | Coziimler Arasindaki Fark
2 93.610 1.781e-002 1.933e-001
3 98.311 6.619e-002 8.348e-002
4 99.761 8.097e-003 2.607e-002
5 99.995 3.450e-003 5.244e-003
6 99.999 6.764e-004 1.801e-003
7 100 1.715e-004 4.950e-004

Tablo 6.4: Ornek 6.0.2, T=10 i¢in hata tablosu (UDA Yéntemi, OVA Yéntemi)

T = 500 ve T = 10 i¢in hata tablolaruna (Tablo 6.1, Tablo 6.2, Tablo 6.3,
Tablo 6.4 ) bakildiginda oncelikle OVA ydontemi ile orta nokta yonteminin ¢ok
yakin sonuglar verdigi gorilmektedir. Baz sayisinin seciminde de iki yontem ara-
sinda pek fark olmadign bilgi situnlarimdan anlasimaktadur. Ornegin T—=500 ig¢in
OVA yéntemi kullaniddiginda UDA yéntemi ile yi bir yaklasim yapmak icin 18
tane bazin verdigi sonug ile orta nokta yontem: kullanildiginda verdigi sonug¢ ne-
redeyse aynidir. Bu nedenle iki T i¢in de grafikler sadece orta nokta yontems i¢in
verildi. Her iki T degeri i¢inde tablolardan baz sayisinin artmast durumunda ya-

kmnsamanin daha tyi oldugu gorilmektedir.

T = 500 i¢in UDA yontemi ile iyi bir yaklagim yapmak i¢in bagil bilgi grafi-
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ginden, normalize edilmis 6zdeger grafiginden ve tablolardan 18 UDA baz se¢mek;
gerektigi anlagilmaktadar. |Y|* grafigine bakildiginda orta nokta yontemi ile UDA
yonteminin benzer egriler verdigi goriulmektedir. Bunun yanisira enerji hatalar:

grafiginden iki yontemin de enerjiyi korudugu, zamanla artmadigi farkedilmekte-

dir.

T = 10 i¢in ise UDA yontemi ile wyi bir yaklasim yapmak i¢in grafiklerden
ve tablolardan 5 UDA bazi almanin yeterli oldugu gérilmektedir. Benzer sekilde
enerji grafiklerinden T' = 10 i¢in de her iki yontemin enerjiyi korudugu anlasil-
maktadir. Agiktirk: T degerinin artmast durumunda UDA yontemi ile yaklagimda

bulunmak i¢in daha ¢ok sayrda UDA bazi almak gerekmektedir.

Simdi 6nceki 6rnekten farkl olarak elastik ¢arpigmanin elde edildigi bagka bir

lineer olmayan Schrodinger denklemi 6rnegi verilecektir.

Ornek 6.0.3. Baslangi¢ kosulu [61] ¢, = 4,21 = —10,¢y = —4, 25 = 10 olmak
tzere

2

P(z,0) = Z exp(%icj(m —xj))sech(x — x;)

j=1

olarak alindi. x € [—25,25], Ax = 0.2, At = 0.04, T = 5 i¢in sonuglar elde edilds.

MNorm Horm 35 UDA

lwl”
oo - (8 (2] £ w

Sekil 6.9: Ornek 6.0.3, Norm ¢oziimii
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Sekil 6.10: Ornek 6.0.3, Enerji hatas1 grafigi
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Sekil 6.11: Ornek 6.0.3, Normalize edilmis dzdeger grafigi (soldaki) ve bagil bilgi
grafigi (sagdaki)

#UDA | Bilgi | Enerji Hatalar Arasindaki Fark | Coziimler Arasindaki Fark
15 99.842 1.352e-001 8.962e-002
20 99.987 2.013e-002 2.667e-002
25 99.997 1.912¢-002 1.346e-002
30 99.999 1.119e-002 6.304e-003
35 100 5.168e-002 4.071e-003

Tablo 6.5: Ornek 6.0.3, Hata Tablosu (UDA Yéntemi, Orta Nokta Yontemi)
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#UDA | Bilgi | Enerji Hatalar Arasindaki Fark | Coziimler Arasindaki Fark
15 99.840 1.326e-001 9.008e-002
20 99.986 1.969e-002 2.708e-002
25 99.997 1.635e-002 1.400e-002
30 99.999 9.830e-003 6.431e-003
35 100 4.684e-003 3.852e-003

Tablo 6.6: Ornek 6.0.3, Hata Tablosu (UDA Yéntemi, OVA Yontemi)

Sekil 6.9 grafigi iki solitonun carpismasini géstermektedir. Carpisma sonra-
sinda dalgalarin sekillerinin ve yonlerinin degismedigi gorilmektedir. Yani elastik
carpisma elde edilmistir. Sekil 6.10 da ise ki yontemin uygulanmas: sonucunda
elde edilen enerji degisim grafikleri yer almaktadir. Enerji grafiklerinden ¢arpisma
amindaki t € [2, 3] enerji degisimi ¢ok agik bir sekilde gorilmektedir. T =5 degeri
i¢in her iki yontemin de enerjiyi korudugu anlasimaktadir. Bagil bilgi grafiginden,
normalize edilmis 6zdeger grafiginden ve tablodan UDA yéntems ile iyi bir sonug
elde etmek i¢in 35 tane UDA bazi almak gerektigi gorilmektedir. Tablolar (Tablo
6.5, Tablo 6.6) incelendiginde enerji hatalar arasindaki farkin OVA yontems kul-
lanilmast durumunda daha kiictik oldugu gorilmektedir. Céozimler arasindaki fark
ise UDA ile orta nokta yontemi ve OVA yiontemi kullanilmasi durumunda nere-
deyse aymidir. Tablolardan baz sayisinin artmast durumunda yokinsamanin daha

1y oldugu gorilmektedir.

6.0.3 Ikili NLS Denklem Sistemi

Periyodik sinir kogullu ve ¢y (z,0) = 1,, a(x,0) = by, baglangig kogullu lineer

olmayan Schrodinger denklem ¢ifti

I
o

W1, + aatn,, + (o1]i]* + vlwa|*)r

W, + oo, + (G2|tha]” +v[tn]*)y = 0

seklindeydi. Sistemde 1y = ¢ + iq2 ve 1y = g3 + iqq alinarak elde edilen

Hamiltonian sistem UDA ve orta nokta yontemi yardimiyla ¢oziildii. Yontemler
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uygulandiginda reel kisim ¢y, ¢3, sanal kisim ¢, ¢4 ve kompleks ¢oziim 1, 1), icin
elde edilen 6zdeger grafikleri ve bagil bilgi grafiklerinden benzer sonuclar elde
edildigi goriildiigiinden 6zdeger grafikleri ve bagil bilgi grafikleri sadece ¢; i¢in
verilmig UDA bazi ¢; i¢in hesaplanmigtar.

Ornek 6.0.4. Baslangic kosullary [7]

1(z,0) = 1o(1 — Ecos(lx))
Ya(2,0) = ao(l — Ecos(l(z +0)))

ve periyodik sinir kosullar vy (z,t) = Y1 (x+ L, t), a(x,t) = Yo(x+ L, t) olarak
alindi. Burada & << 1 dizensizlik direncini (the strength of the perturbation),
diizensiz dalgalarin sayisine (the wave number of the perturbation) ve 0 iki diizen-
siz dalga arasindaki baslangi¢ faz farkina (the initial phase difference between two
perturbations) vermektedir [7].

Saysal sonuglar x € [0,87], v =1, Ax = 8r /128, At =0.05, 0 =0, | = 1/2,
¢ =0.1 ve L = 8m i¢in alinds.

Norm 5 UDA

!i i :!.. _il. .|I : .
bl

Sekil 6.12: Ornek 6.0.4, Norm ¢oziimii
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Sekil 6.13: Ornek 6.0.4, Enerji hatas1 grafigi
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Sekil 6.14: Ornek 6.0.4, Normalize edilmis dzdeger grafigi (soldaki) ve bagil bilgi
grafigi (sagdaki)

#UDA | Bilgi | Enerji Hatalar Arasindaki Fark | Coziimler Arasindaki Fark
2 99.579 3.287e-002 2.759e-001
3 99.980 3.464e-002 2.862e-001
4 99.997 2.289e-002 1.493e-001
5 99.999 8.648e-003 4.592e-002
6 99.999 8.033e-003 4.610e-002

Tablo 6.7: Ornek 6.0.4, Hata Tablosu

v = 1 Manakov’un dzerinde calistigr ikili NLS denklem sisteminin integral-
lenebildigi durumdur [42]. Ikili NLS denklem sisteminin 1, ve 1o olmak tizere
iki ¢cozimi vardur. Iki yontemin uygulanmast sonucunda elde edilen 1, dejerleri

arasindaki fark ile vy degerleri arasindaki fark ayni bulundugundan Tablo 6.7 de
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tek bir deger yer almaktadir. Normalize edilmis 6zdeger grafigine, bagil bilgi gra-
figine ve tablodaki degerlere bakildiginda UDA yontemi ile iyi bir yaklasim elde
etmek icin 5 tane UDA bazi almanin yeterli oldugu gorilmektedir. Baz sayisinin
az olmasiy daha kisa sirede ¢ozimiin elde edilmesini saglamaktadir. Enerji gra-
fiklerine bakildiginda enerjinin korundugu ve iki grafigin neredeyse ayni oldugu
gorilmektedir. Tablo 6.7 de baz sayst artarken yakinsamanin kararl bir sekilde
arttigr anlagilmaktadir. FElde edilen grafiklerden ve tablodan bu érnek icin UDA

yontems etkilt ve hizly bir yontemdir.

6.0.4 Iki Boyutlu NLS Denklemi

B sabit olmak iizere, periyodik sinir kogullu ve ¥(0, z,y) = 1y baglangic kogullu

iki boyutlu lineer olmayan Schrodinger denklemi

Wt + Ve + Uy + BP0 =0

seklindeydi. Bir boyutlu NLS ve ikili NLS denklem sisteminde de oldugu gibi
¥ = p + 1q seklinde yazilarak ve Hamiltonian denklem sistemi elde edildi. Bu
sistemi ¢ozmek icin UDA ve orta nokta yontemi uygulandi. Diger orneklerde
oldugu gibi reel kisim p, sanal kisim ¢ ve kompleks ¢oziim v i¢in benzer sonuclar

elde edildigi icin UDA baz reel kisim p i¢in verildi.

Ornek 6.0.5. Iki boyutlu lineer olmayan Schridinger denklemine drnek olarak
gercek ¢ozimii [15]

U(z,y,t) = expli(z +y — 1)),
olan denklem ele alindi. Ax = Ay = 27/80,5 = 1,At = 0.001,7 = 30 i¢in

saysal sonuclar elde edilds.
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Sekil 6.16: Ornek 6.0.5, Normalize edilmis 6zdeger grafigi (soldaki) ve bagil bilgi
grafigi (sagdaki)

#UDA | Bilgi | Enerji Hatalar1 Arasindaki Fark | Coziimler Arasindaki Fark
1 51.67 1.274e+001 3.087¢e-001
2 99.994 2.207e-004 4.962e-003
3 99.999 1.613e-004 4.720e-003
4 100 6.788e-004 4.993e-003

Tablo 6.8: Ornek 6.0.5, Hata Tablosu

Bagil bilgi grafigi, ozdegerler grafigi ve Tablo 6.8 den UDA ile iyi bir yakla-
sim elde edebilmek i¢cin 3 UDA bazi almak gerektigi anlasilmaktadir. Orta nokta
yontemi ile elde edilen enerji grafigine bakildiginda T € [25,30] araligina kadar
enerjinin ilk elde edilen degere egit oldugu daha sonra arttigy ancak artisin cok

kii¢tik oldugu gorilmektedir. Buna karsin UDA yontemi ile elde edilen grafikte ise
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eneryi hatasiman belli aralikta kaldigr artmadigy gorilmektedir ve agik olarak enerji
korunmaktadir. Diger drneklerden farkl olarak tablodan | = 3 UDA baz sayisina

kadar yakimsamann arttigr daha sonra azaldigr gorilmektedir.
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BOLUM 7

SONUQC

Tez caligmasinda UDA, OVA ve orta nokta yontemlerinin bir ve iki boyutlu li-
neer olmayan Schrodinger diferansiyel denklemlerine ve denklem ¢iftine uygulanig
verilmistir. Ozel olarak periyodik baslangic kosullu Schrédinger denklemleri {ize-
rinde calisilmigtir. Bu denklemler Hamiltonian denklem sistemi formunda ifade

edildiklerinden bu form {izerinden yontemler uygulanmigtir. Tablolardaki hatalar

LN
Ham:ﬁ;‘

ile hesaplanmigtir. Schrédinger denklemleri enerjiyi ve normu korumaktadirlar.

U = Ui,

UDA, OVA ve orta nokta yontemlerininde denklemlerin enerjisini ve normunu
koruduklar1 gosterilmigtir. UDA yonteminde bazlar tekil deger ayrigimi yontemi
ile bulunmustur. Ayrica ilk defa lineer olmayan Schrodinger denklemine UDA
yontemi uygulanmig ve hata analizi yapilmigtir. UDA yonteminin ne kadar et-
kili ve hizli bir yontem oldugu ornekler iizerinde gosterilmistir. Bunun yanisira
ilk defa ikili NLS denklem sistemine OVA yontemi uygulaniginin dagilim analizi
yapilmigtir.
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