
T.C. ĐSTANBUL KÜLTÜR ÜNĐVERSĐTESĐ 
FEN BĐLĐMLERĐ ENSTĐTÜSÜ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
LĐNEER OLMAYAN SCHRÖDĐNGER DENKLEMĐNĐN ENERJĐ KORUMALI 

YÖNTEMLE ÇÖZÜMÜ VE MODEL ĐNDĐRGEME YÖNTEMĐNĐN UYGULANMASI 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

DOKTORA TEZĐ 
 

 
        Canan AKKOYUNLU 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Anabilim Dalı: Matematik-Bilgisayar 

 
Programı: Matematik 

 

 
 
 

Tez Danışmanı: Prof. Dr. Erhan GÜZEL  

 

 

 

 

 

 

 

TEMMUZ 2013 



���� ������	
 ��
��
 �����
������

��� ��
��
�
� ���������

������ ����	�� 
���
������ ����������� ������

�������� 	
������ �
���� �� ����� ���������

	
�������� �	�������
�

������� ����

����� ����	����

������ ���

�!"#� ��$%#%&'! �!(#)*#+# ��(#, �  � ��"#(�� �� -

�!"#� 
�./�/)*/+/ ��(#, �  � �!00/" �� -

�!" ���120��13 4(567 �(7 �(,�� ����� 8�7�7�79

�2 �!" ���120��13 4(567 �(7 :&)!�% ����

��� 8�7�7�7�79

�#+!( �&(# �'!)!(#3 4(567 �(7 �!,0!% 
��� 8�7�7�79

�5;7 �(7 �!(% ��<��� 8�7�7�79

	(*7 �5;7 �(7 �#=0!% ��<��� 8�7�7�79

	(*7 �5;7 �(7 
!)0�,�� 
���� 8	7�7�79

������ �� -




�

�

������� ��	 
���
���� ���������� ����� ������� ������� �
��� ��������������

����������� ������� �����
���� �
��� ��� ��������� ������ �
�� ����� ���� �� 

!"���� #$%$&'()*+� 
"���������� ��������� #������ ��� 
���
��� ��



"����	�� ��������� �� �"�"� ��	������������ ������� #�������� �� 
���
��

�"������� ���������� ����� �� ����� �
�� 
�� ��
���"� �������� 

,���� ������� ���� �
�������� ����� ��	 �
�������� ��� 	���� ���������

������������ ����������� 
�	����� ���� �������� ����� ���������������

������������� ����� -��� ��
 �� .����� /$01$%+� ����������� 

!����� ����������� ��	 ������� ��
���������� �� ������ ���������� ����

������
�� 2���� 3(3*4$ /���
��� �"������� ���������� �������� ����������

������������� #�������� ���� 	���� �������� �
�� 
�� ��
���"� �������� 

/���
��� �"������� ������� �������� �� �������� �
�� ��	 �	���� �������� "����

-��� ��
 �� &������� &)152+� ��
���"�" ��� ���
 ������� 

$�����
�� *������� 6���� )%+� 
���
��� �"������� ������� ��������

������������� �� ������� �
�� 
�� ��
���"� ��������� ��� �� ������ 

7	������ ����� ������� 2��������8!��������� !��"�" ���������� ��

������������ ��
 ����������� ������
������ 
�� ��
���"� �������� 

&�� ������ ��� 	���� ������� ���������� ���� �"����������� �"
 �����������

���� ���������� �
�� ��������� �� ������� �
�� 9���� $##:-3*13+�� 
��

��
���"� ������� ��� �� �������	 

9����	 ;<=> 4���� $##:-3*13

��



�����������

>���� ��
��
�                                                         �


���                                                                    ��


�����	                                                             ���

 ����>                                                                =

� �������� 	�4��� ����������                            ?

; = &������ -��������                            ?

; ; &����	 !������ .���������� &��������                ==

; > &���� !������ .���������� &��������                 =>

- ������ ����	�� 
�	�
�� 	
�������                 ;<

> = :������� @����� $���� A:@$B -������                ;<

> ; ���
����� $����� -������ A&�������� 2�����B            ;?

> ; = ��	���� ���
����� $����� -������               ;C

> ; ; &������� &����� ���
����� $����� -������          ;D

> ; > ���
����� $����� -��������� ������	������         ;E

> ; ? 1����� :������ ���������� 5
�� ���
����� $����� -������ ;F

> ; C 5�� !������ 1����� :������ ���������� 5
�� ���
����� $�����

-������                             ;F

� ������ ����	�� 
���
������ 8��
9

�����������                                                    ><

? = !�� !������ *1& ��������                       ><

? = = *1& ����������� #������� '	��������            >>

? = ; *1& ���������� :������� @����� $���� -��������� 3�8

���������                            >?

? = > *1& ���������� ���
����� $����� -��������� 3���������� >D

���



? = ? *1& �������� 5
�� ���
����� $����� -��������� .��� $��8

��	�                                >E

? ; 5�� !������ *1& ��������                       ?;

? ; = 5�� !������ *1& ���������� :������� @����� $���� -��8

������� 3����������                      ?D

? > 5���� *1& ������� &������                      ?F

? > = 5���� *1& ������� &�������� :@$ -��������� 3���������� C<

? > ; 5���� *1& ������� &�������� &����� ���
����� $����� -��8

������� 3����������                      C;

? ? ������� $����	�                             C?

? ? = 5���� *1& ������� &��������� ������� $����	�        CD

? ����� ��������� 	
�����                               DF

C = 3���� ��� $���
�� A3�$B -������                 DG

C = = 3�$ �� 9���� ����� $���
��� A9�$B             DG

C = ; 3�$ -��������� (����� !���� &��������� 3����������  E;

C = > 5���������
 2������ )��� )�������              EC

C ; *1& ���������� 3�$ -��������� 3����������          EE

C ; = *1& �������� 5
�� 3�$ -��������� .��� $����	�     F;

C > 5�� !������ *1& ���������� 3�$ -��������� 3����������    G<

C ? 5���� *1& ������� &�������� 3�$ -��������� 3����������    G;

C ? = 5���� *1& ������� &������ 5
�� 3�$ -��������� .���

$����	�                              G?

@ 
�	�
�� 
�������                                             GE

D < ; !�� !������ *1& ��������                   GE

D < > 5���� *1& ������� &������                   =<C

D < ? 5�� !������ *1& ��������                   =<F

A 
����                                                              ===

��	������                                                          ==;


������>                                                             ==F

��



>���� ��
��
�

? = 5���� *1& ������� ������� �
�� ������� �����	� (Δt = 0.1)      DE

D = '���� 6.0.2� p �
�� ����� ����� ���H�� A�������B �� �������	� ������


�	����� ���H�� A�������B                        GF

D ; '���� 6.0.2� q �
�� ����� ����� ���H�� A�������B �� �������	� ������


�	����� ���H�� A�������B                        GF

D > '���� 6.0.2� ψ �
�� ����� ����� ���H�� A�������B �� �������	� ������


�	����� ���H�� A�������B                        GG

D ? '���� 6.0.2� !���� ����� ���H�� A�������B �� �������	� ������
 �	8

����� ���H�� A�������B                         GG

D C '���� 6.0.2� T = 10 �
�� ����I� ������ ���H��             =<<

D D '���� 6.0.2� T = 500 �
�� ����I� ������ ���H��            =<<

D E '���� 6.0.2� T = 10 �
�� ���� 
�	"�"                =<=

D F '���� 6.0.2� T = 500 �
�� ���� 
�	"�"               =<=

D G '���� 6.0.3� *��� 
�	"�"                      =<>

D =< '���� 6.0.3� )���I� ������ ���H��                   =<?

D == '���� 6.0.3� *������	� ������
 �	����� ���H�� A�������B �� �����

����� ���H�� A�������B                         =<?

D =; '���� 6.0.4� *��� 
�	"�"                      =<D

D => '���� 6.0.4� )���I� ������ ���H��                   =<E

D =? '���� 6.0.4� *������	� ������
 �	����� ���H�� A�������B �� �����

����� ���H�� A�������B                         =<E

D =C '���� 6.0.5� )���I� ������ ���H��                   =<G

D =D '���� 6.0.5� *������	� ������
 �	����� ���H�� A�������B �� �����

����� ���H�� A�������B                         =<G

�



��#.!($#%!$# 3 �$%��B/) �&)%&( ��#.!($#%!$#

��$%#%&$& 3 C!� :#)#0)!(#

���B#)#0 ��)1 3 ��%!0�%#=D:#)E#$�'�(

4(5E(�01 3 ��%!0�%#=

�!" ���120��1 3 4(567 �(7 �(,�� �����

�!" �&(& .! ��(#,# 3 �5=%5(� D �!00/" �� -


���

������ ����	�� 
���
������ ����������� ������

�������� 	
������ �
���� �� ����� ���������

	
�������� �	�������
�

����� ����	����

:/ %!"*! )#�!!( 5)0�'�� 
F,(G*#�E!( 8��
9 *!�=)!0# !�!(H# =5(/0�

G"!))#+#�! $�,#I 5(%�)�0� .!=%G( �)��1 8���9 #)! ;G"&)0&2%&(7 �'(1F�

05*!) #�*#(E!0! 'G�%!0# 5)�(�= /'E/� *#= �'(1210 8���9 'G�%!0#

/'E/)���(�= B#( .! #=# B5'/%)/ ��
 .! #=#)# ��
 #;#� !)*! !*#)!�

$�'1$�) $5�/;)�(1� ��� 'G�%!0#')! !)*! !*#)!� $�'1$�) $5�/;)�(� ;5=

'�=1� 5)*/+/ .! ,�%� ���)#"# $5�/F/ !)*! !*#)!�)!()! /'/0)/ 5)*/+/

EG(&)0!=%!*#(7 ��� 'G�%!0#�#� ��
J#� ��0#)%5� '�I1$1�1 .!

$#$%!0#� !�!(H#$#�# =5(/*/+/ EG(&)0!=%!*#(7 �'(1F� #=#)# ��
 #;#�

*�+1)10 ���)#"# '�I1)012%1(7

���,%�( �!)#0!)!( 3 �#�!!( 5)0�'�� 
F,(G*#�E!( *!�=)!0#K

I!(#'5*#= .! $5)#%5� ;G"&0)!(K

5(%�)�0� .!=%G( �)��1 'G�%!0#K

5(%� �5=%� 'G�%!0#K *#= �'(1210 'G�%!0#K

*�+1)10 ���)#"#K

:#)#0 ��)1 
�'1$�) �5*/ 3 ����

��



��#.!($#%' 3 �$%��B/) �&)%&( ��#.!($#%'

��$%#%/%! 3 ��$%#%/%! 56 
F#!�F!


F#!�F! 4(5E(�00! 3 ��%,!0�%#F$ ��* �50I/%!(

4(5E(�00! 3 ��%,!0�%#F$


/I!(.#$5( 3 4(567 �(7 �(,�� �����

�!E(!! �L�(*!* ��* ��%! 3 4,7�7 D ���	 �� -


�����	

����� ����� ��������� C�� ���������


���
������ �M������ �
��� �����	 4��
������

����������


����� ����	����

�� %,#$ %,!$#$ %,! !�!(E' I(!$!(.#�E �.!(�E! .!F%5( N!)* 8��C9

#�%!E(�%5( L�$ �II)#!* %5 %,! �5�)#�!�( 
F,(G*#�E!( 8��
9 !O/�%#5�

��* %,! *#$F(!%#"!* 05*!) #$ (!*/F!* B' I(5I!( 5(%,5E5��)

*!F50I5$#%#5� 84��97 �/0!(#F�) (!$/)%$ 65( 5�! ��* %L5 *#0!�$#5��)

��
 ��* F5/I)!* ��
 L#%, I!(#5*#F ��* $5)#%5� $5)/%#5�$ F5�N(0 %,!

F5�.!(E! (�%!$ 56 %,! 4�� (!*/F!* 05*!)7 �,! (!*/F!* 05*!)

I(!$!(.!$ %,! ��0#)%5�#�� $%(/F%/(! ��* #$ �)$5 !�!(E' I(!$!(.#�E7

C5( F5/I)!* ��
 *#$I!($#5� ���)'$#$ L�$ �)$5 F�((#!* 5/%7

�!'L5(*$ 3 �5�)#�!�( 
F,(G*#�E!( !O/�%#5�K

�.!(�E! .!F%5( N!)* 0!%,5*K

0#*DI5#�% 0!%,5*K I(5I!( 5(%,5E5��) *!F50I5$#%#5�K

*#$I!($#5� ���)'$#$


F#!�F! �5*! 3 ����

���



����� �

�����

2��������� H	��� ���������� �"��������� ����������� ���
���
���� ������ �������

����� �"����� ������������ ������������ �������� 
�	"����� ��� 	���� �"��"� ��8

���������� !���� ���������� 
�	"� ���� ����� �
�� ������� ��������� �������

����������� &������ ����������� ��������� ��������� �"
"��"�" ��� ��
"����8

����� &�� ������� ����� ����� �������� ������������� �"
"������ 
���
�� �������

��������� "	������ 
���
�������� $���� ��	� ������������ ������������ ������ �	��8

������� �������� ��������� ���� ������� �������� ��	��� ����I����� ����������������

���������� ��������� ���� 
�
���� ��������� �	��������� ������� ��������� "	������


���
������ ��
����� !� ��������� ��������� �� �� ���� ������� ��������� ���8

��� ����������������� ������������ ������� 
�
���� ��������� �	��������� �������� ���

���������� �������� ��������� ��������� ��������� ��������� �	��������� �����8

���� ��� ��
"��������� .���������� ��� ������������ ���������� �� ����� �"�����

������������ ���������� �
�� 
�� 
�
���� ���������� �� 
���� ���������� ���������

����
�������
��� JC>� ?<K %����8#���� ����������� ����� ������ ����
��	���� ������

������ ���������� %����8#���� ��������� ������ ��������� ����
��	���� ����� 

.�
��� %����8#���� ������ �"���� ��������� ����������� �� ������ ������� ��8

��
��	���� ������	 !������ �������� ���������� ������� �� .������������ ����

���� ����������� ���������� JC>K &��������� ��������� ����
 ��
��� ������ ����8

��� �� ������� ������� .���������� ������������ ����������� ����������	 J>>K 

&�� 	��������� ����������� ������������ ��	����� �� ����I� ������� �� �� ���������

������� ������������ :������� ������ ����� ������� �� 
�� ���������� ������8

������ ������� #������ �� ������� ������� .���������� ��������� �
�� ����
�����8

=



��
��� J=D� ;EK /���
����� �������� ������ ����� A:@$B ���������� ����I��� ��8

��������� ���������� ���������� ����� ������ ���������� �������� ��������
��� 

&������������ �� ����I� ��������� ���
���
�������
��� J=<K 3	�� 	���� ����������

����I���� ��������� ��������� ������ ���� ��� ��� ���������� ���������������

�������	 �"���� ���������� ������� ���������������� 9�� ������ ����������� ����8

��������� ��	 ���� ���������� ����� ����I� �������� ���������� )���I���� �������

������������� .���������� ����������� ��� �	��������� 

!���� ���� ���� ����� �"����� ������ ������� ������������ ������������ ��8

����� 
�	"������� ���� ����� ��� 	���� ����� ������������ 5�� ��� �����
����

������������ �
�� ������������ ������	������������ 
�� �"�"� ��������� ���� ����8

�������� !����������� �� ����������� �
��� ������ 
�� 	���� ������� ��	�� ��

����	� �������	�������� ����
 ���� ��������������� !� ������� ����� �������� ���

	��������� ����� ��������� ���������� "	������ 
���
����������� )� ������ ��

��	�� ����� ��������� �������������� ���� ����� ��� ����
�� A3�$B ���������� 

!� ������ �"	 ������� ������ �����	�� ������� ����� ���� ��� 
�� ������ ��������8

�������� 3�$ ������� ���������� ������ �� ������ ������� ��������� ����������

�
�� ���������� 1����� ������� &���������� ���������� 3�$ ������� ���� ����

��� ��	 ��������� !� ���������� ��� �� ��� 3�$ ��	� �������� �����
���� ��8

������� JC?K 

!� 
���
���� ��������� �	��������� ����� 
�
���� ������ ������� &����������

������������ ������� ��������� ��� ������ 3�$� :@$ �� ���� ����� ������� ��8

������� ��������� '������� "	������ 3�$ ���������� ��	�� �� ������ ������ ���8

������� .����������� 2����� ���������� ������� 

.�	����������	 ��	 
���
���� 
� ���"������� ���
���������

5����� ���"��� ����� �� �����	 ������� .���������� ��������� ��������� ���


������ ������������� 

7
"��" ���"��� ����I� ������� ������� ��������� �� �	��������� ������������� 

$����� ���
����� ������ ������� ������������� 

����"��" ���"��� ��� ������� ������ ������� &���������� ����������� �	��8

�������� 
�
���� ����������� ��������
�� ���
����� ������ ���������� ���� �����	�

������������� !���� ���� ���� ��� ������� ������ ������� &���������� ������8

���� �������� ������ ����� ���������� ��������
� ������������� &�� ������ ��

;



����� *1& ������� ��������� 
�
���� ����������� ��������
� �� ������� �����	� ��8

����������� 

!�
���� ���"��� ��� 3�$ ������� ������� ��� 
������ ����������� ���������

��������������� /���
���� ���������� �
�� 3�$ ���������� ���� �����	� �����8

�������� 

$������ ���"��� ��� ������� ����
��� ���� ������������ 3�$� :@$ �� ����

����� ������� �������� "	������ ���
���
����������� �������� ���������� �
�����8

�������� 

>



����� �

�����	
� ��
��� ����������

��� ������� �������� 

&�� ����� ������ .���������� ������������ ������������ ��������� �	����������� ��8

����� ������� ���������� ���� �����
��� &������������� �������� ������� ����������

���������� ��	�� ��������� ��������� �	����������� ��	�������� !� ������� ����

����� ������������ ���� ��	� �������� �
��������� ��� ���"������ ����� �� �����	

������� .���������� ���������� ��������������� !� ���"����� ��� "
 �����

ẏ = f(y), y(0) = y0, y ∈ R
n A; =B

��
�����
 ����� �������� �
�� ������������ 

���10 �7 7 7 ���� ����	
�
�
 ��	�� ������


yn+1 = yn + hf(yn)

���	
��� �����	����� ���� ����	��� h �	�� �� �����	�� �� ϕh : yn → yn+1 ���!

	
��� ���"
� 
	� 
���� ��
	��
	
�� #� ���"
�� � ��� ���"
�  � �� �� ���	 ���"
� ���
�

$%&'�

���10 �7 7�7 (���	� �
��	
�
�
 ��	�� ������


yn+1 = yn + hf(yn+1)

�	���� �����	���� $%&'�

?



���10 �7 7-7 )��� �����  �����


yn+1 = yn + hf

(
yn + yn+1

2

)
������ ���������� :��� ����� ������� �������� ���������L yn ↔ yn+1 ��

h↔ −h ����
������ ������������ ���� ����"� ���� ������ J;DK 

���10 �7 7�7

u̇ = a(u, v), v̇ = b(u, v)

�
����
 
�
� �
��	���
� �� ��	���
�
 ��	��  �����


un+1 = un + ha(un+1, vn), vn+1 = vn + hb(un+1, vn)

"� �

un+1 = un + ha(un, vn+1), vn+1 = vn + hb(un, vn+1)

���	
��� �����	���� $%&'�

���10 �7 7?7 *�� ��� �����
 +�� y0 
�
� ϕt(y0) = y(t) ���	
��� �����	����

ϕt : U → R
2d (U ⊂ R

2d) ���"
�
�� ���� ���"
�
 �,�-
 ���
� $%&'�

���10 �7 7@7 �%�.
 �
����
�
� +�� y ������ 
�
� c ���
� �	��� ����� I(y(t)) = c

�	�� ��
	
 ���� ���
� �	�� ��/ ����"	����
	�� I(y) �����
 ����� ���
���� �
�"��
!

���
 ���
� $%&'�


(�!= �7 7A7 0������
���	 �
 �	�1
 
	� 
	2
	
 �
� ����� �	�� 3����!4�	����� ����	



�
 ��� ���������
 
	
��
 
 �����	���������� u(t)  ������ +� "��	���� �� �����/ v(t)

�"	���� �� ����� 2�������� ����� ����	

u̇ = u(v − 2), v̇ = v(1− u)

����	�� �
����
 
	� "��
	������
�� #� ����	�� �
����
���� I(u, v) = ln u − u +

2 ln v − v �	��� ����� ��������
 ����	�� �	�� ��
	
�5

0 =
1− u

u
u̇− v − 2

v
v̇ =

d

dt
I(u, v)

6�� t ∈ R 
�
� I(u(t), v(t)) ���
��
�� 7�	� ��� 	� I "��
	�� �
���� 
�
� ���
�����
�

$%&'�

C



���10 �7 7�7 x(t) ∈ R
m "� f : Rm → R

m �	��� ����� ẋ(t) = f(x) ��
 �
�����!

�
 �	 ����	�� �
����
 "��
	�
�� ���� ����� �
	����	��
�
� 	
���� ����
��� ��	���

������ �� 
��  ��
 c1, c2, · · · , cm ���
�	�� �	��� �����

d

dt
(c1x1(t) + c2x2(t) + · · ·+ cmxm(t)) = 0 A; ;B

��
�	
�
 �	�� ��
	
 ���� 	
���� ���
����	
� "����� ���
�� �%�%
 ����	� +��+��2
 x ∈
R
m 
�
�

cTf(x) = 0 A; >B

��
�	
�
�� �����
�� 8����
� xn+1 = xn + hf(xn) ��	��  �����
 �%�9
 ����	����

"�� �	���� ��������� 
���	��
���

cTxn+1 = cTxn + hcTf(xn) = cTxn

�	�� ��
	
�� ��	��  �����
 	
���� ���
����	
�
 ��
 �
������
 �	 ����	��	�� 
�
� ��!

���� 3
���� ���
����	
�	� �����
� ����		��/ �������
� ����		��/ ��	2�� +����	��	�!

��� ����		�����
 2
�
 ���
�	
 �	��	���� �����	���	�� $%:'�

M���� ������ ������� ����
��	����� ��������� �
�� ������� ��
��� ������� 

���10 �7 7�7 x(t) ∈ R
m "� f : Rm → R

m �	��� ����� ẋ(t) = f(x) ��
 �
��!

����
 �	 ����	�� �
����
 "��
	�
�� C ∈ R
m×m �
����
� ����
� �	��� ����� xTCx

�����
 ��� ������ �� 
�� ��
 �
������
 �	 ����	�� �
����
 
�
��
 ��������� ���
�!

���� ��+
��
�� xTCx �����
 ������ ��������� ����� ������ 2��� ����"
 �����

������
�5

0 =
d

dt
(xTCx) = ẋTCx+ xTCẋ = 2xTCẋ = 2xTCf(x)

#����� C = CT "� ẋ(t) = f(x) ��		���	��� ��������
 xTCx �����
 ������


�
��
 ��������� ���
���� �	���� 
�
� 2���� "�  ���� ����	 +��+��2
 x ∈ R
m 
�
�

f �����
 ������

xTCf(x) = 0

��
�	
�
�
 ���	���������

D



xn+1 = xn + hf(xn+xn+1

2
) 
������� ���������� ���� ����� ���������� ������

��������� ����
��	���� ���������� ���������� #������� ������ ����������

fmidn := f

(
xn + xn+1

2

)
������ ������ ,�������� ����������	 
�� ��� ������������ ������� ���������� ������

��������� ����
��	 ���������� ����� ������ ���������

xTn+1Cxn+1 = xTnCxn

�
��������� ������������� $
�� ������

xTn+1Cxn+1 = (xn + hfmidn )TC(xn + hfmidn )

= xTnCxn + 2hxTnCf
mid
n + h2fmid

T

n Cfmidn

�
������ �������� $����� ���� ����� �����������

xn =
xn + xn+1

2
− 1

2
hfmidn

��	���� �� �������

xTn+1Cxn+1 = xTnCxn + 2h

(
xn + xn+1

2
− 1

2
hfmidn

)T
Cfmidn + h2fmid

T

n Cfmidn

= xTnCxn + 2h

(
xn + xn+1

2

)T
Cfmidn

�
������ ���� ������ !����� ������ ������ ��������� ����
��	 ���������� �����

���������� ��� ����� ������ �
����� �����������

xTn+1Cxn+1 = xTnCxn

���� ������ 

!� �������� ������� �
�� )���� ������� ��� ������������ ������� ������� �
��

������ ��������� ����
��	 ������������� ������	 J;CK 

M���� ��
�� ��� ������ ��������� �	����� ���� ������������� ������ R2d "	�8

����� �
��������� R2d �� "	������ 
���
�������� �� ����� ��I���� ��� ������� ��8

����� ����������� ξp, ξq, τ p, τ q ∈ R
d ����� "	��� (p, q) �	������ ξ = (ξp, ξq)T ��

E



τ = (τ p, τ q)T ���� ��� ������ ���������� "������� ������������ P = {tξ + sτ |0 ≤ t ≤ 1,

0 ≤ s ≤ 1} ������ ������� d = 1 ������ ��������� �������������
 ���� A��������

����B

or.area(P ) = det

⎛⎝ ξp τ p

ξq τ q

⎞⎠ = ξpτ q − ξqτ p


������� ��	���� d > 1 ������ ��������� ���

w(ξ, τ) :=
d∑
i=1

det

⎛⎝ ξpi τ pi

ξqi τ qi

⎞⎠ =
d∑
i=1

(ξpi τ
q
i − ξqi τ

p
i ) A; ?B

�������������
 ��������� ������� ������ ����� ������ !����� w(ξ, τ) ����� ��������

A��������B ��������� J =

⎛⎝ 0 I

−I 0

⎞⎠ �� I, d ������� ����� ������ ����� "	���

A; ?B �
������

w(ξ, τ) = ξTJτ


������� ��	�������� J;DK 

���10 �7 7 �7 A : R2d → R
2d �
� 	
���� ���"
� �	���� J =

⎛⎝ 0 I

−I 0

⎞⎠ �	���

����� ATJA = J "� � �� ��
�	
�� ���� �	���� +�� ξ, τ ∈ R
2d 
�
� w(Aξ,Aτ) =

w(ξ, τ) ���	��� ���� � 	
���� ���"
�
�� �
��	���
� ���"
� ���
� $%&'�

d = 1 ������ ��������� w(ξ, τ) �������������� ������� ���
���� ������ A ������

���������� ���������� ������ ��� A ���������� ����� ���������� ����� ���� ,����

������� ��� �������������
 ��������� ������� A ������� ������� ���"
�"�"��"
 ��8

��������������� ��������� �
����� 

M���� ���������� ������ �������� ������ ������� ��������� �
�� ������� 

���10 �7 7  7 U ⊂ R
2d ���� ���� �	��� ����� g : U → R

2d �
������
 �		����
	��

���"
� �	���� ���� +�� x ∈ U 
�
�

g′(x)TJg′(x) = J

 � ��

w(g′(x)ξ, g′(x)τ) = w(ξ, τ)

F




�� g′(x) ;����
 �� ����
�
�� +��  ���� �
��	���
��
� ���
�� #�����

J =

⎛⎝ 0 I

−I 0

⎞⎠
"� I ∈ R

d×d
�
� $%&'�

&������ ����������� ���������� ���� �������� ������ ��� 
�� ����� ��������

�������� 
����
��� &��������� ��������� "	����� @�������� JDCK� %��� JC=K �� 6���+

�� J;;K 
���
������ ���"�"� ����
��� &��	8&���� N 4���� JC>K �� 1��������� N

%���� J?<K ������������ ��� ������ �������� ��� ���������� 

%����8#���� ��������� ������ ����
��	���� ����� ����� ������ ����������

%����8#���� ��������� ������ ��������� ����
��	���� �� �������������� ����� !�	�

%����8#���� ����������� ������ ���������� ���� �������� ���������
��� J?K !�8

��� ���� ���� %����8#���� ����������� ��
���� �"���� ���������� ������������

������ ������� ����
��	���� �� ��	� ������	 $����� %����8#���� �����������

���� ���� �������������� �� .����������� ���������� ����������
��� J;D� C>K 

�!5(!0 �7 7 �7 )��� �����  �����
 "� �
��	���
� ��	��  �����
 �
��	���
�  ��!

���	���
� $%&'�

.������� ����������� ��� ��� ������ =F>? ������� ��������� 
���
������� ���8


���
����
��� O������ ������������ ������� ���������
 ����� ����� �����������


���
�������� ���"�"� ����
��� $����� ��������+��� ��������� �������� "	������

������� 
���
������� �������� ����
������� ����� �"�"��"� ,������� *�P���� )����

�� 1��������+�� 
���
������ �� ������ ��
"�� ����� �������
��� J;DK 2�������� ��

H	���� ��� 
�� ������������ ������� �� �� ������� ������� .���������� �������

������ ����� ���������������� !� 
������ �������� ����� ������ ��������� �	��8

�������� ��������� ������� ��������� ���������� ������� ����������� ���� �����

������������������� !� ��� ���"��� .���������� ���������� �� �	��������� �
����8

�������� $��� �������������� �"���� �� ��� ���"����� �������� JD?K ���� �����������

������
��� 

&���� �� �����	 ������� .���������� ��������� ������� �������	���� ��� �����8

����	� ��������� ������� �������	���� F,G �"	�"� �� ���� ������� ���������������

G



"
"��" {F,G} ������������ ���"��� ��������� !� �������������� ����� M �"	8

�"� ��������� "	������ ���������� 

���10 �7 7 -7 F,G, L M ����
��� �����	� ���2�� ���	 �����	
 �����
 ��	�� �	!

���� <�
���� ��������	��
 {., .} �� ���� ���		
�
 ���	��5

• =�
	
 7������		��

{aF + bG, L} = a {F, L}+ b {G,L}
{F, aG+ bL} = a {F,G}+ b {F, L}

• >��� ?
����


{F,G} = −{G,F}

• 1������	8#�����

{F,G.L} = {F,G} .L+ G. {F, L}
������ . ��� ������������ ���������� ��� 
����� ������������ 

• O����� !�����

{{F,G} , L}+ {{L, F} , G}+ {{G,L} , F} = 0

M ��������� "	������ ��� ������� �������	 ����������� M ����������� ����8

��� ��������� �������	� �� M "	������ ������� ������ �������� ����� 

���10 �7 7 �7 M <�
���� ���
��	�/ P :M → R ���	 �����	
/ ���2�� �����
 ��

"� +�� H ∈ M �����
 ��� 
�
� {P,H} = 0 �	���� #� ������� P �����
 �����

@��
�
� �����
 �� "� � ���� ��
��
�2�
�+��
 �����
 ��� ���
��

m = 2n� n �������� (p, q) = (p1, · · · , pn, q1, · · · , qn) ������������ ����� "	���

M = R
m ��������� �
�� �������	 �� ��������� 
� 
������ ����������� 

{F,G} =

n∑
i=1

(
∂F

∂qi
∂G

∂pi
− ∂F

∂pi
∂G

∂qi

)
A; CB

i, j = 1, · · · , n �
��

=<



{
qi, pi

}
= 1,

{
qi, pj

}
= 0 (i �= j) ,

{
pi, pj

}
= 0,

{
qi, qj

}
= 0 A; DB

!� �������	�� ������� �������	� ������ �
����� #����� ��������� ����������

�� �������	 ������� ������� �������	� ������ �������������� #������ ������� ��8

�����	���� �
�� 4������ ������������ ������ ����� ��������������� '	�� ������ ���

F,G ∈ M �
�� ������� �������	� {F,G} = 0 ������ 
������ ������������ ���

��������� �������� ������ 4������ ��������� ���� 

���10 �7 7 ?7 M <�
���� ���
��	� "� H : M → R ���2�� �����
 �� �	����

��������
 ���		
�
 ���	� ��

XH(F ) = {F,H} = −{H,F}

���2�� "����� �	����� 6��
	���
�� "����� �	��� ���
��

.���������� ������ ������� m = 2n + l ������� �������� "	������ �������

������� ������� �������	� ����� ������ ����������� p, q ������������� A; DB ����

�	��������� �������� r ��� p �� q ���������� ���
��
{
rj, rk

}
=
{
pi, rk

}
=
{
qi, rk

}
=

0, i = 1, · · · , n, j, k = 1, · · · , l 
������� ������� A; CB �� ������� �������	

������ ������������ .���������� ������ �����

XH =

n∑
i=1

(
∂H

∂pi
∂

∂qi
− ∂H

∂qi
∂

∂pi

)
������ ���������� 

��� �!��"# $!�"��" ���%��!�%�� �%������ 

P =
∫
Pdx ∈ F ������ 
������ F ��������� "	������ ������������ �������� ��8

��������� ������� �������	 ����"������� �����	 ������� ��������� �
�� P,L ∈ F
����� "	��� 
� 
����������

{P,L} =

∫
δP.J .δLdx A; EB

==



6��������������� ����������
 ���� �� �������	 ����� ; = => ���� �	���������

������ $���� A; EB ��� ������� �������	 ������ �
�� J ������������ ��������"

"	������ ��� ��������� ������������ 

���10 �7�7 7 J (x) 	
���� �������� �	���� �%�A
 ���
 <�
���� �������� �����

%�.�.9 ���
 ���		
�	��
 ���	� ���� J (x) ����������� 6��
	���
�� �������� ���
��

�!00� �7�7�7 �%�A
 ���
 2
�
 �������� �����	����� "� J (u) q × q �� ��	� �
��!

����
 �	 �������� �	���� J (u) ���� ��	��
� 
�� �������� ���� �
����
��
� $&B'�

(����� P =
∫
Pdx �� L =

∫
Ldx ������ 
������ P,L ��������������� ������� 

������� �������	�� ���� �������� �	����������∫
δP.J (u).δLdx = −

∫
δL.J (u).δPdx

��	����� �������

∫
δP.(J (u) + J ∗(u)).δLdx = 0

���� ������ AJ ∗(u),J (u) �� .�������� �
���������B ����������� �� �
������� ���8

����������� �
�� ����� �� ����� ��
�� J (u) ��������"�"� ���� �
����� ��������� 

'�������� ���������� ��������� �� �
����� 


5�/; �7�7-7 J (u)/ q× q �� ��	� ���� ��	��
� ����
� �	���� 0���
�
� �	����	���

u  � "� � ����"	��
�� ���	� ���
	 
�� J (u) ��������� 6��
	���
�� ����������� $&B'�

u(x, t) ∈ R
q, t ∈ R ����� "	��� .���������� ������

∂u

∂t
= J (u)

δH

δu


������� ��	���� Ω ⊂ R
p × R, dx = dx1dx2 · · · dxp ����� "	��� H(u) =∫

Ω
H(x, un)dx .���������� ������������� J (u) �� .��������� ��������"�"� δH

δu
�

.���������� ���
 ���������� ����������� �"������ ����� ���� @���������� �"���

u(x) ��������������� �"
"� ��� ����
���� H(u) ��������������� �������� ����� ��8

���������� ������ ����� 6������������ ������������

δH[u; δu] := lim
ε→0

H[u+ εδu]−H[u]

Δx
=

d

dε
H[u+ εδu]|ε=0 A; FB

=

∫ x1

x0

δu
δH
δu(x)

dx =

〈
δH
δu

, δu

〉
=;




������� ���������� H[u] =
∫ x1
x0
H(x, u, ux, · · · )dx ������������ �
�� ������� ���8

��������

δH[u, δu] =
∫ x1
x0

(
∂H
∂u
δu+ ∂H

∂ux
δux +

∂H
∂uxx

δuxx + · · ·
)


������� ���� ������ !������ p = q = 1 �
�� ����������� �"���

δH
δu

=
∂H

∂u
− ∂x

(
∂H

∂ux

)
− ∂2x

(
∂H

∂uxx

)
+ · · ·


������� ������� 

,���� ������ ����������� �"��� k = 1, · · · , q �
��

δH
δuk

=
δH

δuk
−

p∑
l=1

∂

∂xl

(
∂H

∂uk,l

)
+ · · ·

������ ���������� 

���10 �7�7�7 J (u)/ q × q �� ��	� 6��
	���
�� �
������
 �	 �������� �	���� 6��

x, u 
�
� J . δC
δu

= 0 ��
�	
�
�
 ���	� �� C ∈ F �����
 ���	
�� ���� �����
 ���	


���
��

��& �!��" $!�"��" ���%��!�%�� �%������ 

.���������� ������������ .���������� ������ �������� ���
 ��������� ������� ����

�� ������ ����� �
������� .���������� �������������� ������� �������� ��� ������� 

drk

dt
= 0, k = 1, · · · , l A; GB

dqi

dt
=
∂H

∂pi
,

dpi

dt
= −∂p

i

∂qi
, i = 1, · · · , n A; =<B

A; =<B ���� ���������� *�P��� H	������ .������� ����������� ������ ������� ��8

��������� ������ ��������� r ���������� 4������ ��������� ���������� '	�� �������

H .������� ���������� ������ r ������������ �������� �� ������� ���
 �������

����� ������� ���� !� ������ �������
��������� ��� ����������� .������� ������

�������� ��� ����� ����� ������ �
�� ����� �� ����� ��
�� � ����������� 4������

=>



���������� ��������� 

x = (x1, x2, · · · , xm) ����� ������������� ��� m ������� M ������� ���������

��� ������� H(x) ���� ������� ��������� ����� "	��� XH .���������� ������ �����


� 
������ ����������� 

XH =
m∑
i=1

ξi(x)
∂

∂xi

!����� ξi(x)� H ������������ ����� ������� ���������������� #������ ������8

��������� ������ �
�� ������� �������	 ������ ������������ ������ �����

XH = {., H} = −{H, .} =
m∑
i=1

ξi(x)
∂

∂xi

������ ��	���� !������

XH(x
c) = {xc, H} = ξc(x), c ∈ {1, · · · , m}

���� ������ !� ������� �������	

{F,H} =
m∑
i=1

{
xi, H

} ∂F
∂xi

������ ������� 

������� �������	������� ���� ������� �	������ ������������ F,G ���� ������� ������8

������� �
�� ����� �����

{F,H} =
m∑
i=1

m∑
j=1

{
xi, xj

} ∂F
∂xi

∂G

∂xj
A; ==B


������� ������� 

Jij = {xi, xj} , i, j = 1, · · · , m ��������������� ���� ������������� ������� 

J(x) = (Jij(x)) m×m �������� ���� �������� ���� ������ A; ==B �
��������� �����8

�������

{F,H} = ∇F.J∇H A; =;B

���� ������ 

=?



�!00� �7-7 7 J(x) = (Jij(x)) ����
�
�
� �%�.%
 ��
�	
�
����
  ��� ����
� �	!

���� 
�
� 2���� "�  ���� ����	 <�
���� ��������
�
� ��+
� �	���� �� ���		
�	��


���	��������

• =�
	
 7������		��

• 3
��
�� (���	�

• >��� �
����
 Jij(x) = −Jji(x), i, j = 1, · · · , m

• ;����
 �
�
�
/ +�� x ∈ M 
�
�
∑m

l=1 Jil
∂
∂xl
Jjk + Jkl

∂
∂xl
Jij + Jjl

∂
∂xl
Jki = 0,

i, j, k = 1, · · · , m

���10 �7-7�7 x = (x1, x2, · · · , xm), M ⊂ R
m ���� �����
 ����
��� �
� �����

�	���� H(x) 6��
	���
�� �����
 ���/ J(x)  ��� ����
�
 �	��� ����� �
� ��
 �
��!

����
 �	 ����	�� �
����

dx

dt
= J(x)∇H(x)

"� �

ẋ = {x,H}

��������  ���	� ���� �� �
����� 6��
	���
�� �
���� ���
�� J(x) ����
�
�
�

���
� ����
� �	���� ��������� �
����� �����
� 6��
	���
�� �
����/ xC� ���	�

�	���� ��������� 
�� <�
���� �
���� ���
��

y(t) ∈ R
2d �� ẏ(t) = f(y(t)) ��� ������������ �������� �
��

H = H(p1, p2, · · · , pd, q1, q2, · · · , qd), pi = pi(t), qi = qi(t)� i = 1, · · · , d �����

"	��� .���������� �������

ṗi = −∂H
∂qi

, q̇i =
∂H

∂pi
A; =>B


���������� A; =>B ������� ������ �����

ṗ = −Hq(p, q), q̇ = Hp(p, q) A; =?B

=C



������ ��	�������� !����� . ��� ����������� t+�� ���� �"���� ���������������� 

H = H(p, q) ����� "	���

dH

dt
=
∂H

∂q

dq

dt
+
∂H

∂p

dp

dt
= −∂H

∂p

∂H

∂q
+
∂H

∂q

∂H

∂p
= 0

���� ������� ���� �������� ��� ������������ ������� ������� �
�� .���������� 	�8

���� ����� ������ ����
��	 


(�!= �7-7-7

ṗ(t) = − sin q(t)

q̇(t) = p(t) A; =CB

����	�� �
����
 6��
	���
�� ����	�� �
����
 �	���� 
���� ��
	��
	
�� H : R2 → R
2

�	��� �����

H(p, q) =
1

2
p2 − cos q

6��
	���
�� �����
 ������� Hq = sin q "� Hp = p �	��������

ṗ = −Hq(p, q) q̇ = Hp(p, q)

�	�� ��
	
�� 4��
	�� ����	�� �
����
 �
��	���
�  ��� � ��+
��
�/  ��
 �
��	���
�

�
� ���"
� "������ #��� 2�������� 
�
� ���	��2�� ����		��� p(0) = p0, q(0) = q0

�	��� ����� ϕt : R2 → R
2 ���"
�


ϕt

⎛⎝ p0

q0

⎞⎠ =

⎛⎝ p(t)

q(t)

⎞⎠
���	
��� �����	������ >���� %�.�.. ���
 g(x)  ��
�� ϕt(x) �	����/ ������ x =

[p, q]T �
�� t = 0 
�
� ϕt(x) �
�
� ���"
�� ���������
���� ;����
 �� �
�
� ����
�

�	��/ ����� %�.�.. ���
 ����	�� 2�����	������
 �������� (���
 ����"	��
� ����
�


P (t) = ∂ϕt

∂x0
���	
��� 2�����
	�
��

d

dt

⎛⎝ ∂p
∂p0

∂p
∂q0

∂q
∂p0

∂q
∂q0

⎞⎠ =

⎛⎝ ∂f1
∂p0

∂f1
∂q0

∂f2
∂p0

∂f2
∂q0

⎞⎠⎛⎝ ∂p
∂p0

∂p
∂q0

∂q
∂p0

∂q
∂q0

⎞⎠

P ′(t) =

⎛⎝ 0 − cos q

1 0

⎞⎠P (t)

=D



d

dt
P (t)TJP (t) = P ′(t)TJP (t) + P (t)TJP ′(t)

= P (t)T

⎛⎝ 0 1

− cos q 0

⎞⎠⎛⎝ 0 1

−1 0

⎞⎠P (t)

+ P (t)T

⎛⎝ 0 1

−1 0

⎞⎠⎛⎝ 0 − cos q

1 0

⎞⎠P (t)

= P (t)T

⎛⎝⎛⎝ −1 0

0 − cos q

⎞⎠ +

⎛⎝ 1 0

0 − cos q

⎞⎠⎞⎠P (t) = 0

�	�� ��
	
�� >���"
� ������ 0 ����������� P (t)TJP (t) ������� ������ ���	� �	����

���
����/ ��	� ��� 	� ����� %�.�.. ���
 ����	 ���	����� 6�� t 
�
� ϕt ���� ���"
�


�
��	���
��
� $%:'�


(�!= �7-7�7 8���� %�9�9 ���
 ����	�� �
����
�� ���� ��	��  �����
 � 2�	����!

����� �	������	�� ���"
� �
��	���
� ���
	�
�� �%�.:
 �
����
�� ���� ��	��  �����


� 2�	������ ⎛⎝ pn+1

qn+1

⎞⎠ =

⎛⎝ pn − h sin qn

qn + hpn

⎞⎠
�
����
 �	�� ��
	
�� g : (pn, qn) → (pn+1, qn+1) �	��� �����

∂(pn+1, qn+1)

∂(pn, qn)
=

⎛⎝ ∂pn+1

∂pn

∂pn+1

∂qn

∂qn+1

∂qn

∂qn+1

∂qn

⎞⎠ =

⎛⎝ 1 −h cos qn
h 1

⎞⎠
����"
 ����� %�.�.. ��  ��
��  ���	����

⎛⎝ 0 1 + h2 cos qn

−1 − h2 cos qn 0

⎞⎠
�
�
� �	�� �� ����
� �	�� ��
	
�/  ��
 ���� ��	��  �����
�
� �� ��
 �
������
!

 �	 ����	�� �
����
�� � 2�	��������� ���� � ����� ���"
� +��+��2
 �
� h 
�
�

�
��	���
� ���
	�
� $%:'�

�!5(!0 �7-7?7 �<�
����� .DEE
 H(p, q), U ⊂ R
2 ����
��� 
�
 ���� �����	
 ��!

��"	����
	�� �����
 �� �	���� #� ������� +�� ���
� t 
�
� ϕt ���� ���"
�
 6��
	!

���
�� ����	�� �
����
 
�
� �
��	���
��
� $%&'�

=E



(����� A; =?B ������� ���������� O�������� �������

⎛⎝ −Hpq −Hqq

Hpp Hqp

⎞⎠

����������� ������ �� ������

J−1 =

⎛⎝ 0 −1

1 0

⎞⎠
��

∇2H =

⎛⎝ Hpp Hqp

Hpq Hqq

⎞⎠
����� "	��� J−1∇2H ������ ��	�������� '������ ������ ���� P ′(t) = J−1∇2HP (t)

��������

d

dt
P (t)TJP (t) = P ′(t)TJP (t) + P (t)TJP (t)

= P (t)T∇2HJ−1JP (t) + P (t)TJJ−1∇2HP (t) = 0

���� ������ !����� JJ−1 = I �� J−1J = I ��� 


(�!= �7-7@7 ψ(−20, t) = ψ(20, t) ���
 ��
� ����� ����	� 
	� ?
��!F����� �
��!

����
 �	 ����	��


∂2ψ

∂t2
=
∂2ψ

∂x2
− α sin(ψ) A; =DB

���	
����
�� 7���	��/ 6��
	���
��

H =

∫ [
1

2
π2 +

1

2

(
∂ψ

∂x

)2

+ α(1− cos(ψ))

]
dx

"�

6��
	���
�� ��������� J =

⎛⎝ 0 1

−1 0

⎞⎠ �	��� ����� ∂u
∂t

= J δH
δu

���	
��� 6�!

�
	���
�� �
����
 �	����  ���	��� #����� u =

⎛⎝ ψ

π

⎞⎠ "� π = ∂ψ
∂t

���� 6��
	���
��

�
����  ��� � ��� ������ �� ���
	��  ���	��5

=F



⎛⎝ ψ̇

π̇

⎞⎠ = J∇H

#����� ���	� ����	�� ��		���	���� �	�� ��
	�� � ��� 6��
	���
��

H =
N−1∑
j=0

[
1

2
π2
j +

1

2(Δx)2
(ψj+1 − ψj) + α(1− cos(ψj))

]

���	
����
�� 6��
	���
�� ��������� 
�� overlineJ =

⎛⎝ 0 I

−I 0

⎞⎠ ���� �
����
�

����
�
�� ��������


(�!= �7-7A7 u(−20, t) = u(20, t) ���
 ��
� ����� ����	� "� u(x, 0) = 6sech2x

���	��2�� ����	� (����-�2!�� 4�
�� ����	��


∂u

∂x
= −6u

∂u

∂x
− ∂3u

∂x3

���	
����
�� 6��
	���
��

H =

∫ [
1

2
(ux)

2 − u3
]
dx

"� 6��
	���
�� ��������� S = ∂
∂x

�	��� ����� ����	�� 6��
	���
�� ����	��


�	����  ���	��� ?��	� ����	�� ��		���	���� � ��� 6��
	���
��

H =

N−1∑
j=0

[
1

2(Δx)2
(uj+1 − uj)

2 − u3j

]
"� 6��
	���
�� ���� �
����
� ����
�


J =
1

2Δx

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 −1 1

1 0 −1
� � � � � � � � �

1 0 −1

−1 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
�	�� ��
	
�� #������ � ��� 6��
	���
�� �
����
 du

dt
= J∇H ���	
��� ��	�����

=G



����� �

����'� �
�(��� ������� �)�	�����

&�� 
 ������ *�+�� ����� ,
*�- ������%

)���I� �� �� �������� ������� ��������� �	�� 	������� ������������� )���I�

������� ����������� ��
H 4������� 6��������� �� 1�P�+��� 
���
������ ��� =G;F

������� ��
����
��� J=EK &�� �������� �� ���������� ���� �����
���� ��� ������������

���������� �
�� ��� 
�� ����I� ������� ��������� ����� ������������� J?>K �� ��8

��� ����������� �"�������� J;?K ������������ ��� ���
������������� $���� ��������

��������� ������ ������� ����� �"����� ������������ ����������� �� ���������
���

J=GK ������� 
������� ���� .���������� ����������� ����I������� ��� ������ ����8

��� ����������� ������ ��������� �� �� ����� ����������� ����������� ����
������

�� �� .���������� ����� ����� ���������� ������ ������� 
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!8�������� ������������ ������� �� ������� ������� .���������� ��������� �
��

:@$ ���������� ���������� �� �� ������� ����������� �
������ ������ ��������8
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��� J=<K 

.���������� ���������� ��������� %����8#���� ������������� ��
������� ����8

I��� ���������� ���������� JFK .���������� ��� ������������ ���������� �
�� ����I�

������� ��������� ����������� ��������� ���������� ���
������� J;EK �� ����

����� ����� �"����� ������������ ���������� �
�� ����I� ������� :@$ ������� ����
8

������� J=<K @������� ������� �������� ������� ������� ������ ����� ������
 �� :@$
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��� ����� ������ ��������� "	������ :@$ ������� ��������������� $���� ���������
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���"����� ��� :@$ ���������� �	��������� ������������ !� ��������� �������� �
��

JFK −J=<K ���� ������������ ������������
��� 

$�� ������������ ������� ������� f(y) = J(y)∇H ����� "	��� ��	 ��"�� ����8

����

y′ = f(y), y(0) = y0 ∈ R
n A> =B

!����� J(y)� n× n ���� �������� ���� ������ �� H ����
��	� ������� .����8

������ �� �� �������� ����I��� )���I� ������� ����� �������� ��������� ∇H(y)

�� J(y) ��� ����� �����
�������� �������� 
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������� ��������� �
�� �������� ����� �������� ��������� 
� 
������ ������� J?C�

C;K�

yn+1 − yn

h
= J

(
yn + yn+1

2

)
· ∇Hs(y

n, yn+1) A> ;B

∇Hs(y
n, yn+1) :=

1

2

(∇H(yn, yn+1) +∇H(yn+1, yn)
)

∇Hs(y
n, yn+1) ���� �
��

∇Hs(y
n, yn+1) :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

H(yn+1
1 ,yn2 ,···yni ,··· ,ynm)−H(yn1 ,y

n
2 ,···yni ,··· ,ynm)

yn+1
1 −yn1
· · ·

H(yn+1
1 ,yn+1

2 ,···yn+1
i ,··· ,ynm)−H(yn+1

1 ,yn+1
2 ,···yni ,··· ,ynm)

yn+1
i −yni
· · ·

H(yn+1
1 ,yn+1

2 ,···yn+1
i ,··· ,yn+1

m )−H(yn+1
1 ,yn+1

2 ,···yn+1
i ,··· ,ynm)

yn+1
m −ynm

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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�� ����I� ������� ������8

����� ��
�� ��� ������ ��� �8���� ����� ������������� �� 
� 
������ �������������

J><� >=K

yn+1 = yn + h
s∑
i=1

biJ(Ki)∇H(Ki) A> >B

!����� s = 1 �������� ���� ����� ������ ���� ������ ����"��" ����������
>8���� ������� 
� ������ ������� J>=K�

yn+1 = yn +
h

6

(
J(yn)∇H(yn) + 4J

(
yn + yn+1

2

)
∇H

(
yn + yn+1

2

)
+ J(yn+1)∇H(yn+1)

)
�����

!� ��������� ������ �������� ����������� ������� 
�	"���� ������ ���"
"���� �������

����
��	 �������� $����� ������� !8������ ������ ����� �������	��� A> =B �
�� :@$

�������

yn+1 = yn + h

∫ 1

0

f(yn + τ(yn+1 − yn))dτ, n = 0, 1, · · · A> CB
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#������ .���������� ��������� �
�� :@$ ������� J;EK

yn+1 = yn + hJ

∫ 1

0

∇H(yn + τ(yn+1 − yn))dτ. A> DB


���������� ������� ��������� �
�� ������ ����I� ������� :@$ ������� ��� J=DK�

yn+1 = yn + hJ

(
yn + yn+1

2

)∫ 1

0

∇H(yn + τ(yn+1 − yn))dτ A> EB


���������� 

:@$ ���������� ,������� Q��������� ������������ �������
������ J;E� =DK !�

��������� �"�����8���� %����8#���� ��������� ������ τ ∈ (0, 1) �
��

Yτ = yn + h

∫ 1

0

aτ,σf(Yσ) dσ, yn+1 = yn + h

∫ 1

0

bσf(Yσ) dσ, A> FB


������� ����� ������
������ J;EK !����� Yτ ≈ y(tn + cτh)� cτ =
∫ 1

0
aτ,σdσ ��� 

5���������� y(tn + τh) ����������� �������� �������� �� ����������

cτ = τ, aτ,σ =
s∑
i=1

1

bi

∫ τ

0

li(α) dα li(σ), bσ = 1. A> GB


������� ������� !�����

li(τ) =

s∏
j=1,j �=i

τ − cj
ci − cj

, bi =

∫ 1

0

li(τ)dτ.

��� #������ �� ������� ������� .���������� ��������� �
�� ,������� Q���8

������ ������������ 2s. ���������� :@$ ���������� �������
��� J;E� =DK 

'������ c1 = 1/2 �
�� ��� ���� ,������� ����������� ������� ������ :@$

������� ���� ����� ���������� ����
�������
���� 

c1,2 = 1/2∓
√
3/6, l1(τ) = (τ − c2)/(c1 − c2), l2(τ) = (τ − c1)/(c2 − c1)

�
�� ��� ����� ����"��" ���������� ,������� :@$ ������� 
� ��������� J=DK�
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Y1 = yn + h

∫ 1

0

(
1

2
l1(σ)B(Y1) +

(
1

2
−

√
3

3

)
l2(σ)B(Y2)

)
∇H(Yσ)dσ,

Y2 = yn + h

∫ 1

0

((
1

2
+

√
3

3

)
l1(σ)B(Y1) +

1

2
l2(σ)B(Y2)

)
∇H(Yσ)dσ,

yn+1 = yn + h

∫ 1

0

(l1(σ)B(Y1) + l2(σ)B(Y2))∇H(Yσ)dσ. A> =<B

,������� :@$ ���������� 	����� ���� ����������� �� ���������� �����������

�
��������� 9�� ���� ������������� yn+1 = Φh(y
n) 	����� ���� �������� ������

yn = Φ−h(yn+1) ������ ��� ���� :@$ ���������� 	����� ���� ����������� J;EK 
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J??K 1����� ������� &���������� ���������� ���
����� ������ ������� ����8

�����
� ������� ������� �	�� 	�������� �������
� ���������
��� J>EK ���
�����

������ �������������� ��� ������ �� ���"��� ����� ����������� !�	 ���������
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������������ ����� ���
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������ !� 
������ ��������� 
�	"�" ���� ����� ��� ������������ 
�	"����� ���

����� ������ ������ �������� ������� 
�� ��������� �������� ��������� �	���������

��� ������������ �� ����������� 

u′ = f(u) + g(u), u(0) = u0

������������ ���������� ���
����� ������ ������� �����������

v′ = f(v), v(0) = v0

;?



w′ = g(w), w(0) = w0

��	����� �������

ψt(v0) := etfv0 := v(t), ϕt(w0) := etgw0 := w(t)

������ ���� ������� t1 ������ ��������� 
�	"�"

u1 = ϕ(ψ(u0)) = et1get1f ≈ u(t1)

������ ������� 

����� �����	
 ��
��
�
� ���
�� ����	��

&���� ��������� ��� ������������ �������� ��	 ��"�� ������� L

du
dt

= (A+B)u(t), 0 < t < T <∞, u(0) = u0 A> ==B

!����� A,B ∈ Rs×s ������� �� u0 ∈ R
s ������" ��������� u : [0, T ) → R

s

���������� ������������ 

T = Nk ������ 
������ k > 0 ������ A> ==B �������� 
� 
������ N ���� ���

�������� ��������L

dun1
dt

= Aun1 , (n− 1)k < t ≤ nk, un1 ((n− 1)k) = un−1
2 , A> =;B

dun2
dt

= Bun2 , (n− 1)k < t ≤ nk un2((n− 1)k) = un1 (nk) A> =>B

!����� u02 = u0 �� tn = nk ���������� ���������� uNsp(nk) = un2 (nk) �����8

���� A> ==B ����������� ���
����� ������ 
�	"�" ����� 

!����� ������� ��� ��� �	������ k ������ 
������ 	���� ��������� N �
�� ���8
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��� ��� ����� ���� ����

;C



����� ��� �������� 
�	������ 

n = 1 �
�� ��	������

du11
dt

= Au11, 0 < t ≤ k u11(0) = u0 A> =?B

du12
dt

= Bu12, 0 < t ≤ k u12(0) = u11(k) A> =CB

A> =?B ���

u11(t) = eAtu11(0) = eAtu0

�� A> =CB ���

u12(t) = eBtu12(0) = eBtu11(k)

���� ������� ������� ��

uNsp(k) = u12(k) = eBku11(k) = eBkeAku0

������� $��� k ������ A> ==B ����������� 
�	"�" ���

u(k) = e(A+B)ku0

��� 

����� ���	�
�� ��
��� ��
��
�
� ���
�� ����	��

A> ==B ���������� ������ ���
����� ������ ������� 
� 
������ ����������

dun1
dt

= Aun1 (t), un1 ((n− 1)k) = u
(n−1)
3 ((n− 1)k), (n− 1)k ≤ t ≤ (n− 1

2
k)

dun2
dt

= Bun2 (t), un2 ((n− 1)k) = un1((n− 1

2
)k), (n− 1)k ≤ t ≤ nk

dun3
dt

= Aun3 (t), un3 ((n− 1

2
)k) = un2(nk), (n− 1

2
)k ≤ t ≤ nk

;D



������ u03(0) = u0 �� uNSP (nk) = un3 (nk) ��� 

n = 1 �
�� ��	������

du11
dt

= Au11(t), u11(0) = u03(0) ⇒ u11(t) = eAtu11(0) = eAtu0

du12
dt

= Bu12(t), u12(0) = u01(
1

2
k) ⇒ u12(t) = eBtu12(0) = eBtu11(

1

2
k)

du13
dt

= Au13(t), u13(
1

2
k) = u12(k) ⇒ u13(t) = eAt/2u13(

1

2
k) = eAt/2u12(k)

����������� ���� ������ !������ ���
����� ������ 
�	"�" uNSP (k) = u13(k) =

eAk/2u12(k) = eAk/2eBkeAk/2u0 ������ ������� 

,��������� u(k) �= uNsp(k) ��� ���� ���� ������� �� ������ ����� ���
����� ������

������ ����� �� 
� 
������ �����������

Errsp(k) := uNSP (k)− u(k) ≡ [e(A+B)k − eBkeAk]u0

��	���� ���
����� ������ ������� �
�� �� ���� [A,B] = AB−BA ����� "	���

Errsp(k) = uNSP (k)− u(k) =
k2

2
[A,B] +O(k3)

������ ������� !������ ��	���� ���
����� ������ ������� �������� 
�	"�� = 

���������� ��������������� &����� ���
����� ������ ������� �
�� ���� ���

Errsp(k) = uNSP (k)− u(k) = k3(
1

12
[B, [B,A]]− 1

24
[A, [A,B]])u0 +O(h4)


���������� ����������� &����� ���
����� ������ ������� �������� 
�	"�� ; ���8

������� ��������������� ��	���� ���
����� ������ ������� �������� �������� ��8

��� &����� ���
����� ������ ������� ����������� J;DK 

����� ��
��
�
� ���
�� ����	����� ����
��������

A> ==B ����������� ���
�� 
�	"�" [0, T ] 	���� ���������� ������� u(t) ����� ���8


����� ������ 
�	"�" Ωk := {nk, n = 0, 1, ..., N} ������������� ������� uNSP (nk)

��� $
�� ������ ���
����� ������ ���������� ������	��������� uNSP ((n + 1)k) =

;E



C(k)uNSP (nk), uNSP (0) = u0 
������� ��� �������� ������ !������� C(k) ����8

����� ������	������ ���� ���
�� ���������"� ��	���� ���
����� ������ �������

�
��

Css(k) = exp(kB) exp(kA)

�� &����� ���
����� ������ ������� �
��

Cst(k) = exp

(
k

2
A

)
exp(kB) exp

(
k

2
A

)
��� 
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����� ������ ������� ������ ������� ������������ ���������� �
���� ���� ���8

����� ��������� '������ *1& �������� �
�� ������ 
� 
������ ���������L

iut + uxx + β | u |2= 0

$ ����� : iut + uxx = 0

! ����� : iut + β | u |2= 0

$��� A �� $��� B 
�	"�"�� ���� ��	���� ���
����� ������ ������� ������������

��� 
�	"� ψ(Δt
2
)oϕ(Δt

2
)� &����� ���
����� ������ ������� ������������ ��� 
�	"�

ψ
(
Δt
2

) ◦ ϕ(Δt) ◦ ψ (Δt
2

)
��� 

���� ��� !����
� ���		
 �
����� �	��
	�
	
 ���� ��
��"


�
� ���
�� ����	��

u = u(t, x, y) �������� �� �� ���� ������� ��������� �
�� u(0, x, y) = u0 ��
�����


��
���� ������ �������

ut + f(u)x + g(u)y + h(t, x, y) = 0 A> =DB

;F



������������ ������� ��	 ��"�� ������� !� �������� ���
����� ������ �������

���������� ��������� �� �������� ��� ������� ��� ������ ������� ��� ��������

��������

L1 : ut + f(u)x = 0, L2 : ut + f(u)y = 0, N : ut + h(t, x, y) = 0

L1 ���������� 
�	����� y ����
������� L2 ���������� 
�	����� x ����
������

����� ��	" ��� ������� !� �������� ���
����� ������ �	�� ����
��������� ����

������� J=CK 

�!5(!0 -7�7 7 6��
	���
�� H(y) = H1(y) + H2(y) "� �����
� 6��
	���
��

�
����


ẏ = J−1∇H(y) = J−1∇H1(y) + J−1∇H2(y)

�	����  ���	���� #� ������� �����	��� � ����  �����
 �
��	���
��
� $%&'�

;G



����� 	

������ 
������ �3��)������ ,���-

�����������

4�� $% $!�"��" ��� ���+���%

&�� �������� ������ ������� ���������� ���� ��	����
��� 6�	��� ������ ������I��

������� ���� ��� 
�� �������� ���� ��������� �������� ������ ������� ����������

���������� ���������������� !� ����������� �����	���� ��������������� ������ ���

���� ������ &�� D< ����� ��������������� ����
�������� ������� ����������� ��� ������

������ �������� ���� ������
��� &��������� 
���������� ����
�������� ����� ��	�� ��8

����� ���� ����������� $����� ��� ��������� 
����
���� ��������� �� ������������


�������� �� ��	���� ����
��	 O��� &���� %������+�� =F>? ������� ������� �����������

��
����� JC<K 

&������ �������� ���� *1& H	���� 
�
���� �������� ������������ ���������� *1&

�������� ��� ����� �� ������������ ��������� ���������� �	�� ��������� �����8

����� ����� �"��"� ������� �
������� &������ ���������� ������ ������������

H��� ����� �������� ������������� &��������� H��� ����� �������� ���� �������

�
�� ����������������������� !���� �
�� ����� ����� �� �������� �����������������������

������� H��� ������ ���� ������ ��������
��� $����� *1& ����������� ���
������

����������� �� ������ ��� ���� ������ 

(���� ����� ��������� �
�� *1& �������� ��� ������ =GDE ������� !����� ��

*�P��� ���������� ������� $����� =GDF ������� (������� ���������� !����� ��

*�P��� ��� �������	 ������ ��������� "������� J;<K (������� �� &����� =GE;

������� ���� ��
���� ���"
"� AR&9B ��������� *1& �������� �
�� ����
����� JCGK 

><



=GEC �� $���P��	 �� 1���� ����������������� ����� ���� 
��������� *1& ��������

�
�� ����
����� J=K =GFD ������� .������ �� S������� *1& �������� �
�� ���
�����

������ ���������� �����	��� ����� JD;K !� ������ *1& ����������� .����������

�������� ������� 
�� ��	�� ������8�������� 
������ $��� �������� :������ &���8

,����� ����������� ����������� ���������� ���������� ������ ��	�� J?EK !�

��� ��������� *1& ����������� ���������� ������ "	������ 
���
����� ������

�
�� ���������� J;K 

J=?K �� ������ ������� �������� ���������� �� 
���� ���������� ���������

���������
��� J>K �� ��	����� ������ �"������ �������� �� ������ ������ �������

������� ��������� ������� ��� 
������ ��������
������ J=<K �� ��� ����� �"����� ��8

���������� ������� ���������� �
�� ����I��� ������� �������� ������ ����� �������

���������
���� 
�	"��� ���������� �������� *1& �������� �� ��� ���������� ���


�� ������ ����� ���� 
����� *1& ���������� ���������� ���
���
������� �� �����	�

������� J==� CDK *1& ����������� ������� 
�	"�" �
�� !8������ ����� ���������

������� ���������� J=FK 

1����� ������� &���������� ������������ �������� ψ = ψ(x, t) �������� ����8

����� �� ψ(x, 0) = ψ0(x) ��
�����
 ��
��� �� ψ(x, t) = ψ(x+ L, t) ��������� �����

��
��� ����� "	���

iψt + ψxx + λ | ψ |2 ψ = 0 A? =B


���������� !����� x ∈ R, λ > 0 ��� ψ �������� ��������� ���������� ψ =

p + iq 
������� ��	���� !����� p = p(x, t), q = q(x, t) ��� !� ������� A? =B

��������

pt + qxx + λ(p2 + q2)q = 0

qt − pxx − λ(p2 + q2)p = 0 A? ;B

������ ��	���� M���� A? ;B ���������� ������� .���������� ������� ��������

���������� .����������

H =

∫
Ω

1

2

[(
∂p

∂x

)2

+

(
∂q

∂x

)2

− λ

2
(p2 + q2)2

]
dx. A? >B

>=



������ ��������

δH
δp

= −λp(p2 + q2)− pxx,
δH
δq

= −λq(p2 + q2)− qxx

�
��������� ���� ������� ������� A? ;B �������

pt =
δH
δq

qt = −δH
δp


������� ��	���� 

z = (p, q)T �� J =

⎛⎝ 0 −1

1 0

⎞⎠ ������ �������� ������� .���������� �������

ż = J−1 δH
δz
, J−1 = −J


������� ���� ������ A? >B �� �"��� ��������� �
�� ����� ���� ������� ������������

����� ������� .���������� ������� ���� ������ A? >B �� px �� qx ������� �����8

����� �"������� xj+1 �� xj �"�"� ��������� ������������ ������	� ��������� 3	��

����
������ ���� ���� �	������ Δx = xj+1 − xj ����� "	��� Δx = L/N ������

������� !������� N �"�"� �������� ���
���� ����������� #������� ������ ����8

������ pj = p(jL/N, t) ��������� p ���
�� 
�	"�"�"� jL/N �"�"� ����������

������ ������ ��� �����
�� ������ ��������������� !��	�� ����� q �
�� �� ��
������� 

!� �
������������ .���������� ������	������

H̄ =
1

2Δx2

N∑
j=1

((pj+1 − pj)
2 + (qj+1 − qj)

2)− λ

4

N∑
j=1

(p2j + q2j )
2.

������ ������� !������ .������������ ���������

∇H̄ =

⎛⎝ − 1
Δx2

(pj−1 − 2pj + pj+1)− λpj(p
2
j + q2j )

− 1
Δx2

(qj−1 − 2qj + qj+1)− λqj(p
2
j + q2j )

⎞⎠
����� "	��� ���� ����� .���������� �������

pt = −Aq − λq(p2 + q2),

qt = Ap+ λp(p2 + q2) A? ?B

>;



A =
1

Δx2

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−2 1 1

1 −2 1
         

1 1 −2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

������� ���� ������ 

����� #�� �	��
	����� $�
�%�&� '�	

��
	


*1& ����������� ��� 
�� ������������ �	��������� ������ !������ ������ �������


���
������� ���� ����� �� ��	�� ����������� ������ J?DK M���� *1& �����������

�������� ��� ��
 ������ �
��������� 

• .�� 	���� |ψ|2 ��������� ������� ����� ���� �������������� A? =B ��������8

��� ��� ��� ������ ψ∗ ��� 
���������

iψ∗ψt + ψ∗ψxx + λ|ψ|4 = 0 A? CB

�������� ������� !������ A? CB ����������� �������� �
������ ������ ��

������� �� ���������� A? CB �������� 
����������

|ψ|2t = iψ∗ψxx − iψψ∗
xx

���� ������ !������∫ L

0

|ψ|2tdx = i

∫ L

0

(ψ∗ψxx − ψψ∗
xx)dx = 0

�������� ���
���� -���
d

dt

∫ L

0

|ψ|2dx = 0

��� ����������� |ψ|2 ��� ������� ����� ���� 	����� ����� ������ ����
��	 

• .�������� ����
∫ L
0
(|ψx|2 − |ψ|4)dx ������������ 	������� �������	 �������

A? =B ���������� ψ∗
t ��� 
���������

iψ∗
tψt + ψ∗

tψxx + λψ∗
t |ψ|2ψ = 0

>>



�������� ���� ������ ψ∗
tψt = |ψ|2t ������ ������������

i|ψ|2t + ψ∗
tψxx + λψ∗

t |ψ|2ψ = 0 A? DB

���� ������ !� ��������� �������� �
������ ������ A? DB �������� ��� �����8

�����

ψ∗
tψxx + ψtψ

∗
xx + (|ψ|4)t = 0

�������� ������� !������

∫ L

0

(ψ∗
tψxx + ψtψ

∗
xx + (|ψ|4)t)dx =

∫ L

0

[−|ψx|2t + (|ψ|4)t]dx = 0

���� ������ ���� d
dt

∫ L
0
[|ψx|2 − |ψ|4]dx = 0 ��� 

����� #�� �	��
	���	 �
��
��� (	���
 �
��� ����	�����

)���
������

u′ = f(u) �������� �
�� :@$ �������

un+1 − un

Δt
=

∫ 1

0

f((1− τ)un + τun+1)dτ


������� ������������� M���� ���	�� 
������ A? ?B ������� ��������� :@$

��������� ����������� !���� �
�� ���������∫ 1

0

(
(1− τ)yn + τyn+1

)
dτ

�� ∫ 1

0

{
[(1− τ)yn + τyn+1]3 + ((1− τ)yn + τyn+1)((1− τ)zn + τzn+1)2

}
dτ

�������������� �������������

∫ 1

0

(
(1− τ)yn + τyn+1

)
dτ =

1

2
yn +

1

2
yn+1.

>?



∫ 1

0

{
[(1− τ)yn + τyn+1]3 + ((1− τ)yn + τyn+1)((1− τ)zn + τzn+1)2

}
dτ =

1

4
(yn)3 +

1

4
(yn+1)3 + 3

1

12
(yn)2yn+1 + 3

1

12
(yn+1)2yn

+
1

4
yn(zn)2 + 2

1

12
ynznzn+1 +

1

12
yn(zn+1)2

+
1

12
yn+1(zn)2 + 2

1

12
yn+1znzn+1 +

1

4
yn+1(zn+1)2

!� ����������� ������������ A? ?B ��������� :@$ ���������� ����������� ��8

�������

pn+1 − pn

Δt
= −1

2
A(qn + qn+1)− λ

4
(qn)3 − λ

4
(qn+1)3 − 3

λ

12
(qn)2qn+1 − 3

λ

12
qn(qn+1)2

−λ
4
qn(pn)2 − 2

λ

12
qnpnpn+1 − λ

12
qn(pn+1)2

− λ

12
qn+1(pn)2 − 2

λ

12
qn+1pnpn+1 − λ

4
qn+1(pn+1)2

qn+1 − qn

Δt
=

1

2
A(pn + pn+1) +

λ

4
(pn)3 +

λ

4
(pn+1)3 + 3

λ

12
(pn)2pn+1 + 3

λ

12
pn(pn+1)2

+
λ

4
pn(qn)2 + 2

λ

12
pnqnqn+1 +

λ

12
pn(qn+1)2

+
λ

12
pn+1(qn)2 + 2

λ

12
pn+1qnqn+1 +

λ

4
pn+1(qn+1)2

���� ������ 

a2 =
Δt

2
, a3 =

λΔt

4
, a4 =

λΔt

12
,

������ ���������� ������������ ������ ������� 
� ������ ���� �������

pn+1 − pn + a2A(q
n + qn+1) + a3(q

n)3 + a3(q
n+1)3 + 3a4(q

n)2qn+1 + 3a4q
n(qn+1)2

+a3q
n(pn)2 + 2a4q

npnpn+1 + a4q
n(pn+1)2

+a4q
n+1(pn)2 + 2a4q

n+1pnpn+1 + a3q
n+1(pn+1)2 = 0

qn+1 − qn − a2A(p
n + pn+1)− a3(p

n)3 − a3(p
n+1)3 − 3a4(p

n)2pn+1 − 3a4p
n(pn+1)2

−a3pn(qn)2 − 2a4p
nqnqn+1 − a4p

n(qn+1)2

−a4pn+1(qn)2 − 2a4p
n+1qnqn+1 − a3p

n+1(qn+1)2 = 0

>C



)��� ������ �� ������ *�P��� %������ ������� ������� ��� 
�	"�"� ����� �
��

�� O�������� ������ ��������������� &������� O�������� �������

J =

⎛⎝ I 0

0 I

⎞⎠ + a2

⎛⎝ 0 A

−A 0

⎞⎠
+ a3

⎛⎝ 2qn+1pn+1 (pn+1)2 + 3(qn+1)2

−3(pn+1)2 − (qn+1)2 −2pn+1qn+1

⎞⎠
+ a4

⎛⎝ 2qnpn 3(qn)2 + (pn)2

−3(pn)2 − (qn)2 −2qnpn

⎞⎠ + a4

⎛⎝ 2qnpn+1 6qnqn+1

−6pnpn+1 −2pnqn+1

⎞⎠
+ 2a4

⎛⎝ pnqn+1 pnpn+1

−qnqn+1 −qnpn+1

⎞⎠

���������� 

����� #�� �	��
	���	 ��
��
�
� ���
�� ����	����� )�"

��
������

!� ������� A? ?B ������� ��������� &����� ���
����� ������ ������� ������8

�������� &����� ������ �� ������ ������� ��� ������� ������� ������ 
� 
������

��	�����

A ����� �

pt = −Aq,
qt = Ap

B ����� �

pt = −λq(p2 + q2),

qt = λp(p2 + q2)

)��� ������ �� ��� ������� ��������� :@$ ������� �����������

>D



$��� A�

pn+1 − pn + a2A(q
n + qn+1) = 0

qn+1 − qn − a2A(p
n + pn+1) = 0

��

$��� B�

pn+1 − pn + a3(q
n)3 + a3(q

n+1)3 + 3a4(q
n)2qn+1 + 3a4q

n(qn+1)2

+a3q
n(pn)2 + 2a4q

npnpn+1 + a4q
n(pn+1)2

+a4q
n+1(pn)2 + 2a4q

n+1pnpn+1 + a3q
n+1(pn+1)2 = 0

qn+1 − qn − a3(p
n)3 − a3(p

n+1)3 − 3a4(p
n)2pn+1 − 3a4p

n(pn+1)2

−a3pn(qn)2 − 2a4p
nqnqn+1 − a4p

n(qn+1)2

−a4pn+1(qn)2 − 2a4p
n+1qnqn+1 − a3p

n+1(qn+1)2 = 0

������ ���� ������ 

!�����

a2 =
Δt

2
, a3 =

λΔt

4
, a4 =

λΔt

12

��� $��� A� ������ ������� ������� ���������� 
�	"� �����
� ��������� $���

B ��� *�P��� %������ ������� ��� 
�	"�"� 

����� #�� �	��
	�� ���� ��
��
�
� ���
�� ����	����� *���

���
���

!� ������� J>G� >FK �������������� ������������
��� 

!�� ������� *1& ��� ������� 

iϕt + ϕxx + λ|ϕ|2ϕ = 0 A? EB

ϕ �������� ��������� ���������� ϕ = p+ iq 
������� ��	�������� A? EB �� ��

������ ������ ��	������

>E



pt = −qxx − λ(p2 + q2)q

qt = pxx + λ(p2 + q2)p

���� ������ 3	�� ����
������ ���� ������	� ��������

pt = −Cq − Fq(p, q)

qt = Cq + Fp(p, q) A? FB

������� ������� ���� ������ !����� C �������� ������� p = (p1, p2, · · · , pn)T

q = (q1, q2, · · · , qn)T � Fq(p, q) = ((p1 + q1)q1, (p2 + q2)q2, · · · , (pn + qn)qn)
T ��

Fp(p, q) = ((p1 + q1)p1, (p2 + q2)p2, · · · , (pn + qn)pn)
T ������������� 

!����� y =

⎛⎝ p

q

⎞⎠� A =

⎛⎝ 0 −C
C 0

⎞⎠ �� f =

⎛⎝ −Fq(p, q)
Fp(p, q)

⎞⎠
������ �������� A? FB �������

yt = Ay + f(t, y)

������ ������ ����� ��	�������� !� ������� ���
����� ������ ������� ������8

�����

yt = Ay A? GB

yt = f(t, y) A? =<B

����� "	��� ��� ������ ��� �� ������ ������� ������� ������� ���� ������ !�

��� ������� 
�	��� �
�� :@$ ������� ���������� tj �������� �����
�� Yj ��� ���8

�������� .��� �����	��� ������ �� ������ ������� ��������� ���� ���� ���������������

������� 

�#�!!( �1$10

y(t) ������������ t = tj ������ 9����� �������� �
���� �� tj+1 ���� ��������

��������

y(tj+1) = y(tj) + Δtẏ(tj) +R1(tj+1)

>F



$����� yt = Ay ������ �� ������������

y(tj+1) ≈ y(tj) + ΔtAy(tj)

���� ������ 

1����� ������ :@$ ������� 
� 
������ ����������

Yj+1 − Yj
Δt

= A

(
Yj+1 + Yj

2

)
!������ "
��� �
����	���� ������������

‖ej+1‖ = ‖y(tj+1)− Yj+1‖
=

∥∥∥∥(1 + ΔtA)y(tj)− Yj − Δt

2
A(Yj+1 + Yj)

∥∥∥∥
≤

∥∥∥∥(1 + Δt

2
A

)
(y(tj)− Yj)

∥∥∥∥+ ∥∥∥∥Δt2 Ay(tj)− Δt

2
AYj+1

∥∥∥∥
=

(
1 +

Δt

2
‖A‖

)
‖ej‖

+

∥∥∥∥Δt2 Ay(tj)− Δt

2
AYj+1 +

Δt

2
Ay(tj+1)− Δt

2
Ay(tj+1)

∥∥∥∥
≤

(
1 +

Δt

2
‖A‖

)
‖ej‖+ Δt

2
‖A‖ ‖ej+1‖+ Δt

2
‖A‖ ‖y(tj+1)− y(tj)‖(

1− Δt

2
‖A‖

)
‖ej+1‖ ≤

(
1 +

Δt

2
‖A‖

)
‖ej‖+ Δt

2
‖A‖ ‖y(tj+1)− y(tj)‖

���� ������ 

0 < Δt ≤ 1
‖A‖ �
�� 1

1−Δt
2
‖A‖ ≤ 1 + ‖A‖Δt �
����	���� �������� !� �
����	���

������������

‖ej+1‖ ≤ (1 + ‖A‖Δt)
((

1 +
Δt

2
‖A‖

)
‖ej‖+ Δt

2
‖A‖ ‖y(tj+1)− y(tj)‖

)
���� ������ j "	������� ������ ������ �� ������

(1 + ‖A‖Δt)j ≤ e‖A‖Δtj,
(
1 +

Δt

2
‖A‖

)j
≤ e

Δt
2
‖A‖j

������ ������������

‖ej+1‖ ≤ (1 + ‖A‖Δt)j
(
1 +

Δt

2
‖A‖

)j (
‖e0‖+ Δt

2
‖A‖

j∑
k=1

‖y(tk+1)− y(tk)‖
)

≤ e‖A‖Δtje‖A‖
Δt
2
j

(
‖e0‖+ Δt

2
‖A‖

j∑
k=1

‖y(tk+1)− y(tk)‖
)

= e‖A‖
3Δt
2
j

(
‖e0‖+ Δt

2
‖A‖

j∑
k=1

‖y(tk+1)− y(tk)‖
)

>G



���� ������ j = 0, · · · , n �
�� Δtj ≤ T ������ ������������

‖ej+1‖ ≤ e‖A‖
3T
2

(
‖e0‖+ Δt

2
‖A‖

j∑
k=1

‖y(tk+1)− y(tk)‖
)

A? ==B

�
����	���� ���� ������ 

�#�!!( �)0�'�� =1$10

1����� ������� �������� ���� �����	��� ������ �
�� ������ ������ �
�� �	�����

��� ���	�� 
������ �	���������� 

y(t) ������������ t = tj ������ 9����� �������� �
���� �� tj+1 ���� ��������

��������

y(tj+1) = y(tj) + Δtẏ(tj) +R1(tj+1)

!����� yt = f(t, y) ������ �� ������������

y(tj+1) ≈ y(tj) + Δtf(tj , y(tj))

���� ������ 1����� ������� ��������� ���� ������ ������� ������ 
�	��� �
��

:@$ ������� ������������

Yj+1 − Yj
Δt

=

∫ 1

0

f(tj , (1− τ)Yj + τYj+1)dτ

���� ������ 7
��� �
����	���� ������������

‖ej+1‖ = ‖y(tj+1)− Yj+1‖
=

∥∥∥∥y(tj) + Δtf(tj , y(tj))− Yj −Δt

∫ 1

0

f(tj, (1− τ)Yj + τYj+1)dτ

∥∥∥∥
‖ej+1‖ ≤ ‖y(tj)− Yj‖+Δt

∥∥∥∥∫ 1

0

[f(tj , y(tj))− f(tj , (1− τ)Yj + τYj+1)]dτ

∥∥∥∥
= ‖ej‖+Δt

∥∥∥∥∫ 1

0

[f(tj, y(tj))− f(tj , (1− τ)Yj + τYj+1)]dτ

∥∥∥∥
������� f ������ ����
���� ���� 1�������	8�"����� ����������

?<



‖f(tj , y(tj))− f(tj, (1− τ)Yj + τYj+1)‖ ≤ Lf ‖y(tj)− (1− τ)Yj − τYj+1‖

������ 
������ Lf ≤ 0 ������ !������

‖ej+1‖ ≤ ‖ej‖+ΔtLf

∫ 1

0

‖y(tj)− (1− τ)Yj − τYj+1‖ dτ

= ‖ej‖+ΔtLf

[
‖y(tj)− Yj‖+ 1

2
‖Yj − Yj+1‖

]
= ‖ej‖+ΔtLf ‖ej‖+ Δt

2
Lf ‖Yj − Yj+1‖

���� ������ $�����

‖Yj − Yj+1‖ = ‖Yj − Yj+1 + y(tj)− y(tj) + y(tj+1)− y(tj+1)‖
≤ ‖y(tj)− Yj‖+ ‖y(tj+1)− Yj+1‖+ ‖y(tj+1)− y(tj)‖
= ‖ej‖+ ‖ej+1‖+ ‖y(tj+1)− y(tj)‖

������ ������������

‖ej+1‖ ≤ ‖ej‖+ΔtLf ‖ej‖+ Δt

2
Lf ‖ej‖+ Δt

2
Lf ‖ej+1‖

+
Δt

2
Lf ‖y(tj+1)− y(tj)‖(

1− Δt

2
Lf

)
‖ej+1‖ ≤

(
1 +

3

2
ΔtLf

)
‖ej‖+ Δt

2
Lf ‖y(tj+1)− y(tj)‖

���� ������ 

0 < Δt ≤ 1

‖Lf‖ �
�� 1
1−Δt

2
Lf

≤ 1 + LfΔt �
����	���� �������� !� �
����	���

������������

‖ej+1‖ ≤ (1 + LfΔt)

[(
1 +

3

2
ΔtLf

)
‖ej‖+ Δt

2
Lf ‖y(tj+1)− y(tj)‖

]
���� ������ j "	������� ������ ������ �� ������

(1 + LfΔt)
j ≤ eLfΔtj,

(
1 +

3

2
ΔtLf

)j
≤ e

3
2
ΔtLf j

?=



������ ������������

‖ej+1‖ ≤ (1 + LfΔt)
j

(
1 +

3

2
ΔtLf

)j (
‖ej‖+ Δt

2
Lf ‖y(tj+1)− y(tj)‖

)
≤ eLfΔtje

3
2
LfΔtj

(
‖e0‖+ Δt

2
Lf

j∑
k=1

‖y(tk+1)− y(tk)‖
)

= eLfΔtj
5
2

(
‖e0‖+ Δt

2
Lf

j∑
k=1

‖y(tk+1)− y(tk)‖
)

���� ������ j = 0, · · · , n �
�� Δtj ≤ T ������ ������������

‖ej+1‖ ≤ eLfT
5
2

(
‖e0‖+ Δt

2
Lf

j∑
k=1

‖y(tk+1)− y(tk)‖
)

A? =;B

������ ������� 

4�� �+% $!�"��" ��� ���+���%

β ������ ψ = ψ(x, y, t) �������� ������� ��������� ����� "	���

ψ(x+ L, y, t) = ψ(x, y, t), ψ(x, y + L, t) = ψ(x, y, t)

��������� ����� ��
��� ��

ψ(0, x, y) = ψ0

��
�����
 ��
��� ��� ������� ��� ������� *1& ��������

iψtt + ψxx + ψyy + β|u|2u = 0 A? =>B


���������� 1����� ������� �
�� ������������ �������� �� ������� ��� ����� ���8

��� JCFK ���	�� H	������ 1������� ��������� �
�� �� ��� ������� *1& �������� ����

������
��� JD<K *�P��� ���I�����8 �������� ������ JCFK� �����8���������� �����8

���� ������ J=CK �� �������� 
�	��� �
�� ��������� ������������ ��	�������� 

$����� ������ 4����8*������� ������� ��� ������� *1& ���������� 
�	��� �
��

���������
��� JCCK 

ψ �������� ������� ��������� ���������� p = p(x, y, t), q = q(x, y, t) ����

������� ������������ ����� "	��� ψ = p+ iq 
������� ��	�������� !������

?;



pt + qxx + qyy + β(p2 + q2)q = 0

qt − pxx − pyy − β(p2 + q2)p = 0 A? =?B

������� ������� ���� ������ .����������

H(z) =

∫
Ω

H(z)dA =

∫
Ω

1

2

[
p2x + q2x + p2y + q2y −

β

2
(p2 + q2)2

]
dA


������� �������� A? =?B ������� .���������� ������� ������ 
� ������ ����� �������

zt = J−1 δH(z)

δz

!����� z = (p, q)T , J =

⎛⎝ 0 −1

1 0

⎞⎠ , J−1 = −J ��� 

A? =?B ��������� ������� ������ 
�	��� �
�� ���� &����� ���
����� ������ �������

����������� ���� ����� �� �������� ������ ����� ������� ����������� A? =?B

��������� ���
����� ������ ������� ������������	�� ��� ������� ��� ������ �������

��� �������� ��������

L1 : pt + qxx = 0

qt − pxx = 0

L2 : pt + qyy = 0

qt − pyy = 0

N : pt + β(p2 + q2)q = 0

qt − β(p2 + q2)p = 0

M���� �� ���������� ��� ��� ������	� ������ 

L1 : pt + qxx = 0

qt − pxx = 0

?>



������� ��� �������� H(z) =
∫
Ω
H(z)dA =

∫
Ω

1
2
[p2x+q

2
x]dA ����� "	��� �� ������

.���������� ������� ������ 
� 
������ ����� �������

zt = J−1 δH(z)

δz

!����� z = (p, q)T � J =

⎛⎝ 0 −1

1 0

⎞⎠ ��� .���������� ��������������� �"���

��������� �
�� ����� ���� ������� ������������ ������� .���������� ���� �������

H̄ =
N−1∑
i=1

1

2Δx2
[(pi+1,j − pi,j)

2 + (qi+1,j − qi,j)
2]

������� .������������ ���������

∇H̄ = − 1

2Δx2

⎛⎝ pi+1,j − 2pi,j + pi−1,j

qi+1,j − 2qi,j + qi−1,j

⎞⎠
������������ ���� ����� .���������� �������

pt = −Aq,
qt = Ap A? =CB

������ ���� ������� ������

A =
1

Δx2

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−2 1 1

1 −2 1
         

1 1 −2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , p =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
p1,j

p2,j
   

pN,j

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , q =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
q1,j

q2,j
   

qN,j

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

���������� 

L2 : pt + qyy = 0

qt − pyy = 0

������� H(z) =
∫
Ω
H(z)dA =

∫
Ω

1
2
[p2y + q2y ]dA ����� "	���

zt = J−1 δH(z)

δz

??




������� .���������� ������� ������ ����� ������ !����� z = (p, q)T �

J =

⎛⎝ 0 −1

1 0

⎞⎠ ��� .���������� ������������ ������������ ������� .����������

�������

H̄ =

N−1∑
j=1

1

2Δy2
[(pi,j+1 − pi,j)

2 + (qi,j+1 − qi,j)
2]

������ ���� ������ ������� .������������ ���������

∇H̄ = − 1

2Δy2

⎛⎝ pi,j+1 − 2pi,j + pi,j−1

qi,j+1 − 2qi,j + qi,j−1

⎞⎠
������������

pt = −Aq,
qt = Ap A? =DB

���� ������ !�����

A =
1

Δy2

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−2 1 1

1 −2 1
         

1 1 −2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , p =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
pi,1

pi,2
   

pi,N

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , q =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
qi,1

qi,2
   

qi,N

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
��� 

1����� �������

N : pt + β(p2 + q2)q = 0

qt − β(p2 + q2)p = 0

������� ��� ������� .���������� H(z) =
∫
Ω
H(z)dA =

∫
Ω
β
2
(p2 + q2)2dA �����

"	��� �� ������ ��

zt = J−1 δH(z)

δz


������� .���������� ������� ������ ����� ������ !����� z = (p, q)T � J =

⎛⎝ 0 −1

1 0

⎞⎠
��� ������� .����������

H̄ =
N∑
i=1

β

4
(p2i,j + q2i,j)

2

?C



������������

∇H̄ =

⎛⎝ −β(p2i,j + q2i,j)pi,j

−β(p2i,j + q2i,j)qi,j

⎞⎠
������ .������������ ��������� ���� ������ !������ ����� ������� .������8

���� �������

pt = −β(p2 + q2)q,

qt = β(p2 + q2)p A? =EB

������ ��	���� !�����

A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−2 1 1

1 −2 1
         

1 1 −2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , p =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
p1,j

p2,j
   

pN,j

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , q =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
q1,j

q2,j
   

qN,j

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
��� M���� ���� ������ A? =CB�A? =DB�A? =EB ������������ :@$ ���������� ����8

����
��� ���������� 

����� ��� !����
� #�� �	��
	���	 �
��
��� (	���
 �
���

����	����� )���
������

pt = −Aq,
qt = Ap

��������� ��� ������ !� ������� :@$ ������� �����������

pn+1 − pn

Δt
= −1

2
A(qn + qn+1),

qn+1 − qn

Δt
=

1

2
A(pn + pn+1)

?D



���� ������ �� a = Δt
2

����� "	���

pn+1 − pn + aA(qn+1 + qn) = 0

qn+1 − qn − aA(pn+1 + pn) = 0


������� ��	���� 

!��	�� 
������

pt = −Aq,
qt = Ap

��������� :@$ ������� �����������

pn+1 − pn + aA(qn+1 + qn) = 0

qn+1 − qn − aA(pn+1 + pn) = 0

������� ���� ������ 

&�� ������ ������ �������

pt = −β(p+ q)q,

qt = β(p+ q)p

��������� :@$ ������� �����������

pn+1 − pn

Δt
= −β

3
[pnqn +

1

2
pnqn+1 +

1

2
pn+1qn + pn+1qn+1 + (qn)2 + qnqn+1 + (qn+1)2]

qn+1 − qn

Δt
=

β

3
[pnqn +

1

2
pnqn+1 +

1

2
pn+1qn + pn+1qn+1 + (pn)2 + pnpn+1 + (pn+1)2]

������� ������� �� ������ b = βΔt
3

������ ��������

pn+1 − pn + b[pnqn +
1

2
pnqn+1 +

1

2
pn+1qn + pn+1qn+1 + (qn)2 + qnqn+1 + (qn+1)2] = 0

qn+1 − qn − b[pnqn +
1

2
pnqn+1 +

1

2
pn+1qn + pn+1qn+1 + (pn)2 + pnpn+1 + (pn+1)2] = 0

������� ���� ������ 1����� ����������� 
�	"�" ���������� ���� ������� ������ �������

������� 
�	��� �
�� ��� *�P��� %������ ������� ���������� 

?E



4�& �+%�% ��� ���+��� �%����%

ψ1(x, t) �� ψ2(x, t) �������� ������������ �� ψ1 = ψ1(x, t), ψ2 = ψ2(x, t) �����

"	��� ��������� ����� ��
���� ����� *1& ������� �������

iψ1t + α1ψ1xx + (σ1 | ψ1 |2 +v | ψ2 |2)ψ1 = 0

iψ2t + α2ψ2xx + (σ2 | ψ2 |2 +v | ψ1 |2)ψ2 = 0 A? =FB


���������� 5���� *1& ������� ���������� ������ ������� ����� �� I��H	�� ���


�������� ���� 
�
���� ������������ ������ $������� 
�	"���� ��	� �����������������

���������� ���� ������ !�������� ���� α1 = α2 = 1, σ1 = σ2 = v ������ ��8

���� ���� 2������ ���������� ��� ������ ��� α1 = −α2, σ1 = σ2 = −v ���������

�� �������� ���� ��
���� ���"
"� ������� ��� 
�	"� ���� ������ ��������������

������ ������ ���������� ���� ����������������� ���������� ������ ������� ��8

������� ������� �
�� ������� ��������� ����������� 	��������� 1����� �������

��������� �������� ������� �� ������� ������� ����� ������������ ������
��� ������

������ 
���� 5���� *1& ������� ��������� 
�	��� �
�� ��� 
�� 
���
����� �����8

��
��� '������ ����������� 
���� ���������� ��������� ���������
��� JEK $�����

����� ���� ������� ����� *1& ������� ��������� 
�	��� �
�� ����������
��� J>;K 

&"����� ������� ,������� ������� ��� *1& �������� ��� ����� *1& ������� ���8

���� ��� �� ��� ������� *1& �������� �
�� ���������
��� JD=K $���� ���������

����� ��
���� ����� *1& ������� ������� �
�� 
�� ��	�� 
���
�� ��������������� 

p = p(x, t), q = q(x, t) ����� "	��� ψ1 = q1 + iq2 �� ψ2 = q3 + iq4 ������

�������� ������� �������

q1t + α1q2xx + (σ1(q
2
1 + q22) + v(q23 + q24))q2 = 0,

q2t − α1q1xx − (σ1(q
2
1 + q22) + v(q23 + q24))q1 = 0,

q3t + α2q4xx + (v(q21 + q22) + σ2(q
2
3 + q24))q4 = 0,

q4t − α2q3xx − (v(q21 + q22) + σ2(q
2
3 + q24))q3 = 0 A? =GB

?F



������ ��	���� w = 1
4
(σ1(q

2
1 + q

2
2)

2+σ2(q
2
3 + q

2
4)

2)+ v
2
(q21 + q

2
2)(q

2
3 + q

2
4) ����� "	���

.����������

H =

∫
Ω

[
w − α1

2
(q21x + q22x)−

α2

2
(q23x + q24x)

]
dx A? ;<B


������� ��������

δH
δq1

= α1q1xx + (σ1(q
2
1 + q22) + v(q23 + q24))q1

δH
δq2

= α1q2xx + (σ1(q
2
1 + q22) + v(q23 + q24))q2

δH
δq3

= α2q3xx + (v(q21 + q22) + σ2(q
2
3 + q24))q3

δH
δq4

= α2q4xx + (v(q21 + q22) + σ2(q
2
3 + q24))q4

�
��������� ���� ������ !������

q1t = −δH
δq2

, q2t =
δH
δq1

, q3t = −δH
δq4

, q4t =
δH
δq3

,

������� ����������� A? =GB ������� ������� ������� .���������� ������� �������

������

ż = J−1 δH
δz

��	����� ������ z = (q1, q2, q3, q4)
T � ��

J =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 1 0 0

−1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 −1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , J−1 = −J.

��� !����� *1& ����������� ������ ���� A? ;<B �� ������� ���������� �"8

��� ��������� �
�� ����� ���� ������� ���������� �� ����� ������� .���������� ���8

���� ���� ������ qix , i = 1, 2, 3, 4 ������� ���������� �"������� xm+1 �� xm

�"�"� ��������� ���������� ������	� ��������� Δx = L/N ���� �	������ ��

?G



qim = qi(mL/N, t) �� qi ���
�� 
�	"�"�"� mL/N �"�"� ������������ �����8


�� ����� "	��� ������� .���������� 
� 
����������

H̄ =
N−1∑
m=1

{
1

4

[
σ1(q

2
1m + q22m)

2 + σ2(q
2
3m + q24m)

2
]
+
v

2
(q21m + q22m)(q

2
3m + q24m)

}

−
N−1∑
m=1

α1

2

[(
q1m+1 − q1m

Δx

)2

+

(
q2m+1 − q2m

Δx

)2
]

−
N−1∑
m=1

α2

2

[(
q3m+1 − q3m

Δx

)2

+

(
q4m+1 − q4m

Δx

)2
]

������� .������������ ���������

∇H̄ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
α1

Δx2
(q1m−1 − 2q1m + q1m+1) + σ1(q

2
1m + q22m)q1m + v(q23m + q24m)q1m

α1

Δx2
(q2m−1 − 2q2m + q2m+1) + σ1(q

2
1m + q22m)q2m + v(q23m + q24m)q2m

α2

Δx2
(q3m−1 − 2q3m + q3m+1) + σ2(q

2
3m + q24m)q3m + v(q21m + q22m)q3m

α2

Δx2
(q4m−1 − 2q4m + q4m+1) + σ2(q

2
3m + q24m)q4m + v(q21m + q22m)q4m

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

������������ ���� ����� .���������� �������

A =
1

Δx2

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−2 1 1

1 −2 1
         

1 1 −2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
�������� ������ ����� "	���

q1t = −α1Aq2 − σ1(q
2
1 + q22)q2 − v(q23 + q24)q2,

q2t = α1Aq1 + σ1(q
2
1 + q22)q1 + v(q23 + q24)q1,

q3t = −α2Aq4 − σ2(q
2
3 + q24)q4 − v(q21 + q22)q4,

q4t = α2Aq3 + σ2(q
2
3 + q24)q3 + v(q21 + q22)q3 A? ;=B


������� ���� ������ 

����� ���
� #�� �	��
	� ����	���	 �(� ����	����� )�"

��
������

A? ;=B 5���� *1& ������� ��������� :@$ ���������� ��������
� ��������� 
�

�
�������� ���� �������

qn+1
1 − qn1
Δt

= −α1

2
A(qn2 + qn+1

2 ) −
∫ 1

0

[σ1(b
2
1 + b22)b2 + v(b23 + b24)b2]dτ

C<



qn+1
2 − qn2
Δt

=
α1

2
A(qn1 + qn+1

1 ) +

∫ 1

0

[σ1(b
2
1 + b22)b1 + v(b23 + b24)b1]dτ

qn+1
3 − qn3
Δt

= −α2

2
A(qn4 + qn+1

4 ) −
∫ 1

0

[σ2(b
2
3 + b24)b4 + v(b21 + b22)b4]dτ

qn+1
4 − qn4
Δt

=
α2

2
A(qn3 + qn+1

3 ) +

∫ 1

0

[σ2(b
2
3 + b24)b3 + v(b21 + b22)b3]dτ

#���� ����� �������� �
�� bi = (1 − τ)qni + τqn+1
i ������������ ������� 5����8

������ �������������� ����� ���� ������ ������ ������� ������ *�P��� %������
���������� 
�	"��" !���� �
�� �� O�������� 
� 
������ �����������

J =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

I 0 0 0

0 I 0 0

0 0 I 0

0 0 0 I

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠+

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 a1A 0 0

−a1A 0 0 0

0 0 0 a2A

0 0 −a2A 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

+a3

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2qn2 q
n
1 (qn1 )

2 + 3(qn2 )
2 0 0

−(qn2 )
2 − 3(qn1 )

2 −2qn1 q
n
2 0 0

0 0 2qn4 q
n
3 (qn3 )

2 + 3(qn4 )
2

0 0 −(qn4 )
2 − 3(qn3 )

2 −2qn3 q
n
4

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

+a3

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2qn2 q
n+1
1 6qn+1

2 qn2 + 9(qn+1
2 )2 0 0

−6qn+1
1 qn1 − 9(qn+1

1 )2 −2qn1 q
n+1
2 0 0

0 0 2qn4 q
n+1
3 6qn+1

4 qn4 + 9(qn+1
4 )2

0 0 −6qn+1
3 qn3 − 9(qn+1

3 )2 −2qn3 q
n+1
4

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

+a3

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2qn+1
2 qn1 + 6qn+1

2 qn+1
1 2qn1 q

n+1
1 + 3(qn+1

1 )2 0 0

−2qn+1
2 qn2 − 3(qn+1

2 )2 −2qn+1
1 qn2 − 6qn+1

1 qn+1
2 0 0

0 0 2qn+1
4 qn3 + 6qn+1

4 qn+1
3 2qn3 q

n+1
3 + 3(qn+1

3 )2

0 0 −2qn4 q
n+1
4 − 3(qn+1

4 )2 −2qn+1
3 qn4 − 6qn+1

3 qn+1
4

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

+a5

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 (qn3 )
2 + (qn4 )

2 2qn2 q
n
3 2qn2 q

n
4

−(qn3 )
2 − (qn4 )

2 0 −2qn1 q
n
3 −2qn1 q

n
4

2qn4 q
n
1 2qn4 q

n
2 0 (qn1 )

2 + (qn2 )
2

−2qn3 q
n
1 −2qn3 q

n
2 −(qn1 )

2 − (qn2 )
2 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

+a5

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 2qn2 q
n+1
3 2qn2 q

n+1
4

0 0 −2qn1 q
n+1
3 −2qn1 q

n+1
4

2qn4 q
n+1
1 2qn4 q

n+1
2 0 0

−2qn3 q
n+1
1 −2qn3 q

n+1
2 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

+a5

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 2qn3 q
n+1
3 + 2qn4 q

n+1
4 2qn+1

2 qn3 2qn+1
2 qn4

−2qn3 q
n+1
3 − 2qn4 q

n+1
4 0 −2qn+1

1 qn3 −2qn+1
1 qn4

2qn+1
4 qn1 2qn2 q

n+1
4 0 2qn1 q

n+1
1 + 2qn2 q

n+1
2

−2qn1 q
n+1
3 −2qn+1

3 qn2 −2qn1 q
n+1
1 − 2qn2 q

n+1
2 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

C=



+a5

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 3(qn+1
3 )2 + 3(qn+1

4 )2 6qn+1
2 qn+1

3 6qn+1
2 qn+1

4

−3(qn+1
3 )2 − 3(qn+1

4 )2 0 −6qn+1
1 qn+1

3 −6qn+1
1 qn+1

4

6qn+1
4 qn+1

1 6qn+1
4 qn+1

2 0 3(qn+1
1 )2 + 3(qn+1

2 )2

−6qn+1
3 qn+1

1 −6qn+1
3 qn+1

2 −3(qn+1
1 )2 − 3(qn+1

2 )2 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

!�����

a1 =
α1Δt

2
, a2 =

α2Δt

2
, a3 =

σ1Δt

12
, a4 =

σ2Δt

12
, a5 =

vΔt

12

��� 

����� ���
� #�� �	��
	� ����	���	 ��
��� ��
��
�
� ���
��

����	����� )���
������

A? ;=B ����� *1& ������� ��������� &����� ���
����� ������ ������� 
� 
������

����������

$��� A�

q1t =
α1

Δx2
Aq2

q2t = − α1

Δx2
Aq1

q3t =
α2

Δx2
Aq4

q4t = − α2

Δx2
Aq3

$��� B�

q1t = σ1(q
2
1 + q22)q2 + v(q23 + q24)q2,

q2t = −σ1(q21 + q22)q1 − v(q23 + q24)q1,

q3t = σ2(q
2
3 + q24)q4 + v(q21 + q22)q4,

q4t = −σ2(q23 + q24)q3 − v(q21 + q22)q3

����� "	��� ������ ������ �� ������ ������� ��� ��� ������� ������� 

C;



qn+1
1 − qn1
Δt

= −α1

2
A(qn2 + qn+1

2 ) A? ;;B

qn+1
2 − qn2
Δt

=
α1

2
A(qn1 + qn+1

1 ) A? ;>B

qn+1
3 − qn3
Δt

= −α2

2
A(qn4 + qn+1

4 ) A? ;?B

qn+1
4 − qn4
Δt

=
α2

2
A(qn3 + qn+1

3 ) A? ;CB

1����� ��������� :@$ ������� ������������� ����� 
�	"� 
� 
������ ���� �������

A? ;;B� A? ;>B ���

qn+1
1 + α1

Δt

2
Aqn+1

2 = qn1 − α1
Δt

2
Aqn2 =: q̃1 A? ;DB

qn+1
2 − α1

Δt

2
Aqn+1

1 = qn2 + α1
Δt

2
Aqn1 =: q̃2 A? ;EB

���� ������ �� A? ;DB ��� qn+1
1 
��������

qn+1
1 = q̃1 − α1

Δt

2
Aqn+1

2 A? ;FB

���� ������� ������� �� ����� A? ;EB �� ������ ��	������

qn+1
2 + α2

1

Δ2

4
A2qn+1

2 = q̃2 + α1
Δt

2
q̃1 ⇒ (I + α2

1

Δ2

4
A2)qn+1

2 = q̃2 + α1
Δt

2
q̃1

���� ������ q̃1, q̃2 ������� �������� ������ �
�� qn+1
2 ������� ���������� ��������

���� ������� A? ;FB �
���������� qn+1
1 ���� ������ !��	�� �
������ A? ;?B �� A? ;CB

�
����������� �����������

qn+1
3 = q̃3 − α2

Δt

2
Aqn+1

4

(I + α2
2

Δ2

4
A2)qn+1

4 = q̃4 + α2
Δt

2
q̃3

���� ������ !����� �� q̃3, q̃4 ��������� ������������� ���� qn+1
4 ���� �������

qn+1
3 ������� 

$��� B �� :@$ ������� ��������� �� ������ ������� ������ *�P��� %������

������� ������������ 
�	"�"� 
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4�4 ��5���� ����%#%

&������ 
�	"������� ���������	 ���������� ������ �������� 1����� ������� ����8

�������� 
�	"�������� �������
���� �������� ����� ��� 
�� ���� ������ )���I�

��������� 
�	"�"� �������
� �������� ������� ����� �����	 /�	"�"� �������8


��� ��������� �
�� ������ ������� ����������� ������ ���� �������� �� ���� �����

������� ������� �����	��� ������ ��������� ������� �����	� ��� �������� ��	� ��8

���� 
������ &������ 
�	"� �������� 
�	"���� ���� �� ��	�� ����� ���� �� ����


������ ������������ $���� ������� �����	� �� ���� ��	���� ������ �� ������ �������

���������� �
�� ������ ��� ���� ����������� JDK ����� ������������ 
�	"����� �����

������ ����� ������ k �� ������� w ��� ����� ������������ ����� ������ ��� �������

���������� ������� �"����� ������� ����������� ����� ���������� ������� ���������

k ��� ���������� ������ 
� 
������ �����������������

w = w(k)

��������� ��
�����
 ��
������ ��� ������� ������ ������������ 
�	"����� 6������

�������� ���"
"�" ������� ������������ ���� ������ &���� ��������� ������ 	�����

����� ����� �"����� ������������ ������������ 
�	"�����

u(x, t) =

∫ ∞

−∞
A(k)eikx+λ(k)tdk

����������� !����� A(k) �������� ��� ���������� i =
√−1 ��� .�� ����� ������

����� �"����� ������������ ������������ 
�	"�" ������ ����� ��������� 
�	"� û

����� �� λ(k) �������� ��������� ����� "	���

u(x, t) = ûeikx+λ(k)t A? ;GB

����������� λ(k) ����������� "���� ����������� ������ �������� �����������


������ ��
���� A? ;GB �
������

u(x, t) = ûei(kx+Im[λ(k)]t)eRe[λ(k)]t


������� ��	�������� )��� ��� k �
�� Re(λ(k)) = 0 ��� ������� ���������

A������������B �������� �� ��� k ∈ (−∞,∞) �
�� w(k) ���� ������� ��������� �����

C?



"	��� λ(k) = iw(k) ��� /�	"�

u(x, t) = ûei(kx+w(k)t) A? ><B


���������� 

������� ������������ �������� �������� ��	� �������� ��
�� ��������� �� ����8

��
 ������ 6�	 ��	� ����� ��"�"� ������� ��	��� ����������� θ = kx− w(k)t ��

��	�

c(k) :=
w(k)

k

��� ��	 ��	� ����� ,��� ��	� C(k) ����� ��������� �������� ������� ��	��� �����8

����	� ���������� ��

C(k) :=
dw(k)

dk

��� ���������� ������� ��������� k �� ���� ������ ������� ������� ������������ 

!������ ��������� ��������� ������ �
�� ������� ��
���� w
′′
(k) �= 0 ������ ������


���� /"��" ������� ��������� ������ ��� w
′′
(k) = 0 ��� ����������� ������ �����

�������� �
�� ��� ����� ������ ��	�� ������� ���� ��������� ����������� ����
�� ���8

������ ������ ��	� ����� ���������� ����� �������� ������� ����	��� $���� ����

���
���� ��������� ������� �������� ����� �������� ���� ������ �������� ���� ��	��

������� ������� &���
 ������ ����� �������
��� ���������	� ������ ���� ��	� ��	

��	����� ���� ��������� M���� �"����� ������� ��������� �
�� �����
 ����� ������� 

3
���� ��� ����	��
 � ut = a2uxx ������ ������������ ������� ���������� A? ;GB

���� 
�	"� ������������

λ(k) = −a2k2

���� ������ λ(k) ���� ���� ���������� ��������� ����� �������� �� �����������

��������� �������� 

7�	2� ����	��
5 utt = a2uxx

CC



R�� ����������� ��������� ���� A? ;GB ���� 
�	"� ������������

λ(k) = ±iak

���� ������ .�� k �
�� Reλ(k) = 0 ���������� ��������� �������� $���� w(k) =

ak ���������� ��������� �������� 

3
���� (	�
�!F����� ����	��
5 utt = a2uxx− b2u �������� �� ������ �������8

��� A? ;GB ���� 
�	"� ������������

λ(k) = ±
√
a2k2 + b2

���� ������ %��� ����� ����� ���������� ������������ �� w(k) k �� ���� ������

������������ ������� ������������ 

����� ���
� #�� �	��
	� ����	����� ��&�
�� ���
���

*1& �������� �
�� ������� �����	� ������� JD>K !� ������� ���	�� 
������ �����

*1& ������� ������� �
�� ������� �����	� ������� '��� ����� *1& ������� ���8

���� ������ ���� ��������� )��� ������ �������� �"����� �� ������� ������� �����	���

���
���
������ �
�� ������ :@$ ������� ��� 
�	"��" 

ψ1 = aeiμ1t, ψ2 = beiμ2t A? >=B


�	"�" A? =FB ������� ���������� ������ ��	������ μ1 = σ1a
2 + vb2� μ2 =

σ2b
2 + va2 ���� ������ 5���� *1& ������� ���������� ������ ������ ���� ����� �
��


�	"������ 
� 
������ �
�������� ����� �������

ψ1 = ψ10 + ε1ψ11 +O(ε21)

ψ10 = aei(σ1a
2+vb2)t

ψ11 = α(x, t)ψ10

ψ2 = ψ20 + ε2ψ21 +O(ε22)

ψ20 = bei(σ2b
2+va2)t

ψ21 = β(x, t)ψ20

CD



!������ ψ1 = ψ10 + ε1ψ11 �� ψ2 = ψ20 + ε2ψ21 �
�������� A? =FB �� ������

��	���� &�������

iψ1t + α1ψ1xx + (σ1 | ψ1 |2 +v | ψ2 |2)ψ1 = 0

��� ������������

i [(ψ10)t + ε1(ψ11)t] + α1[(ψ10)xx + ε1(ψ11)xx] + [σ1(ψ10 + ε1ψ11)(ψ
∗
10 + ε1ψ

∗
11)

+ v(ψ20 + ε2ψ21)(ψ
∗
20 + ε2ψ

∗
21)](ψ10 + ε1ψ11) = 0

⇒ i(ψ10 )t + iε1(ψ11 )t + α1(ψ10 )xx + α1ε1(ψ11 )xx

+ (σ1ψ10ψ
∗
10

+ σ1ε1ψ10ψ
∗
11

+ σ1ε1ψ11ψ
∗
10

+ vψ20ψ
∗
20

+ vψ20 ε2ψ
∗
21

+ vε2ψ21ψ
∗
20

)(ψ10 + ε1ψ11 ) = 0

⇒ i(ψ10 )t + iε1(ψ11 )t + α1(ψ10 )xx + α1ε1(ψ11 )xx + σ1 | ψ10 |2 ψ10 + σ1ε1 | ψ10 |2 ψ11 + σ1ε1ψ
2
10
ψ∗
11

+ σ1ε1ψ11 | ψ10 |2 +v | ψ20 |2 ψ10 + v | ψ20 |2 ε1ψ11 + vψ20 ε2ψ
∗
21
ψ10 + vψ20 ε2ε1ψ

∗
21
ψ11

+ vε2ψ21ψ
∗
20
ψ10 + vε2ψ21ψ

∗
20
ε1ψ11 = 0

⇒ i(ψ10 )t + α1(ψ10 )xx + (σ1 | ψ10 |2 +v12 | v0 |2)ψ10 + ε1[i(ψ11 )t + α1(ψ11 )xx + 2σ1 | ψ10 |2 ψ11

+ σ1ψ
2
10
ψ∗
11

+ v | ψ20 |2 ψ11 ] + ε2[vψ20ψ
∗
21
ψ10 + vψ21ψ

∗
20
ψ10 ]

+ ε1ε2[vψ20ψ
∗
21
ψ11 + vψ21ψ

∗
20
ψ11 ] = 0

���� ������ ψ10 �"	��� ����� 
�	"�" ����������

θ(1) : i(ψ10)t + α1(ψ10)xx + (σ1 | ψ10 |2 +v | ψ20 |2)ψ10 = 0

θ(ε1) : i(ψ11)t + α1(ψ11)xx + 2σ1 | ψ10 |2 ψ11 + σ1ψ
2
10ψ

∗
11 + v | ψ20 |2 ψ11 = 0 ������

θ(ε2) : vψ20ψ
∗
21ψ10 + vψ21ψ

∗
20ψ10 ] + ε1ε2[vψ20ψ

∗
21ψ11 + vψ21ψ

∗
20ψ11 = 0

θ(ε1ε2) : vψ20ψ
∗
21ψ11 + vψ21ψ

∗
20ψ11 = 0

������ ��	���� A? =FB ���������� ������ �������� �
���� ���	�� �
������ ���������

θ(1) : i(ψ20)t + α2(ψ20)xx + (σ2 | ψ20 |2 +v | ψ10 |2)ψ20 = 0

θ(ε2) : i(ψ21)t + α2(ψ21)xx + 2σ2 | ψ20 |2 v1 + σ2ψ
2
20ψ

∗
21 + v | ψ10 |2 ψ21 = 0 ������

θ(ε1) : vψ10ψ
∗
11ψ20 + vψ11ψ

∗
10ψ20 = 0

θ(ε1ε2) : vψ10ψ
∗
11ψ21 + vψ11ψ

∗
10ψ21 = 0

CE



�
��������� ���� ������ ψ11 = α(x, t)ψ10 
�	"�" A? >;B ����������� ��	������

iαtψ10 − α(σ1a
2 + vb2)u0 + α1αxxψ10 + 2σ1a

2αψ10 + σ1a
2α∗ψ10 + vb2αψ10 = 0

���� ������� �������

iαt + α1αxx + σ1αa
2 = −σ1a2α∗

�� ��

[i∂t + α1∂xx + σ1a
2]α = −σ1a2α∗ A? >?B


������� ��	���� !� �����

L1 := i∂t + α1∂xx + σ1a
2

����� "	���

L1[α] = −σ1a2α∗

������ ��	���� 

L∗
1 := [−i∂t + α1∂xx + σ1a

2]

����� "	���

L∗
1[α

∗] = −σ1a2α


���������� 

L∗
1 A? >?B ����������� ��� ��� �������� �����������

⇒ (−i∂t + α1∂xx + σ1a
2)(i∂t + α1∂xx + σ1a

2)α = (−i∂t + ∂xx + σ1a
2)(−σ1a2α∗)

⇒ αtt + α2
1αxxxx + 2σ1α1a

2αxx = 0 A? >CB

���� ������ !��	�� 
������ ψ21 = β(x, t)ψ20 
�	"�" A? >>B ����������� ��	�8

�����

iβt + σ2b
2β + α2βxx = −σ2b2β∗

���� ������ $����� ���	�� ������

CF



[i∂t + α2∂xx + σ2b
2]β = −σ2b2β∗ A? >DB

L2[β] = −σ2b2β∗

L∗
2 := [−i∂t + α2∂xx + σ2b

2], L∗
2[β

∗] = −σ2b2β

�
��������� ��	���� L∗
2 A? >DB ����������� ��� ��� �������� �����������

⇒ (−i∂t + α2∂xx + σ2b
2)(i∂t + α2∂xx + σ2b

2)β = (i∂t + α2∂xx + σ2b
2)(−σ2b2β∗)

⇒ βtt + α2
2βxxxx + 2σ2α2b

2βxx = 0 A? >EB

���� ������ 

!��������� ������ ����� *1& ������� ������� ���� ������
 �����

αtt + α2
1αxxxx + 2σ1α1a

2αxx = 0 A? >FB

βtt + α2
2βxxxx + 2σ2α2b

2βxx = 0 A? >GB

#������� ������ �
������� c = α2
1, d = α2

2, m = 2σ1α1a
2, n = σ2α2b

2 ������ 

M���� ������ �������� .���������� ������ �������� ���������� 

α = α(x, t) �������� ��������� ����������

α(x, t) = p1(x, t) + iq1(x, t)


������� ��	�������� !� ������� A? >FB ����������� ��	�����

⎧⎨⎩ (p1)tt + c(p1)xxxx +m(p1)xx = 0

(q1)tt + c(q1)xxxx +m(q1)xx = 0
A? ?<B

���� ������ !� ������ 
� 
������ �� ����� �������

CG



⎧⎨⎩ ((p1)t)t = (−c(p1)xxx −m(p1)x)x

((q1)t)t = (−c(q1)xxx −m(q1)x)x

!������ ⎧⎨⎩ (p1)t = ux

ut = −c(p1)xxx −m(p1)x
A? ?=B

⎧⎨⎩ (q1)t = vx

vt = −c(q1)xxx −m(q1)x
A? ?;B

��	���� A? ?<B� A? ?=B� A? ?;B ���� ���������� ��������� p ��� q �������� ��� ������

�������� ���"�"� : ������� ������ p1(x, t) ����������� q1(x, t) �������� �� ����

����� ����������� !��	�� 
������ β(x, t) = p2(x, t) + iq2(x, t) ��������⎧⎨⎩ (p2)t = wx

wt = −d(p2)xxx − n(p2)x
A? ?>B

�� ⎧⎨⎩ (q2)t = zx

zt = −d(q2)xxx − n(q2)x
A? ??B

���� ������ !������ �� p2 ��� q2 �������� ��� ������ �������� ���"�"� 

M����

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(p1)t = ux

ut = −c(p1)xxx −m(p1)x

(p2)t = wx

wt = −d(p2)xxx − n(p2)x

A? ?CB

���������� .���������� ������� �������� ���������� !� ������

d

dt

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
p1

u

p2

w

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 ∂x 0 0

∂x 0 0 0

0 0 0 ∂x

0 0 ∂x 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−c(p1)xx −mp1

u

−d(p2)xx − np2

w

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
D<




������� ����� ������ .����������

H(p1, u, p2, w) =
1

2

∫
Ω

(u2 + c(p1)
2
x −mp21 + d(p2)

2
x − np22 + w2)dx

������ ��������

δH

δp1
= −mp1 − c(p1)xx,

δH

δp2
= −np2 − d(p2)xx,

δH

δu
= u,

δH

δw
= w

�������� ����������� �� ������ .���������� ������ ������ ����� ������ !�����

�"��� ��������� ������ ����� ������� ������������ ����� .����������

H̄ =
1

2

N−1∑
i=1

[u2i+
c

Δx2
((p1)i+1−(p1)i)

2−m(p1)
2
i−

d

Δx2
((p2)i+1−(p2)i)

2−n(p2)2i+w2
i ]

������ ������� !������ ������� .���������� ������

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
(p1)t

ut

(p2)t

wt

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = S̄∇H̄

������ ��	���� !�����

∇H̄ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
− c

Δx2
((p1)i−1 − 2(p1)i + (p1)i+1)−m(p1)i

ui

− d
Δx2

((p2)i−1 − 2(p2)i + (p2)i+1)−m(p2)i

wi

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

G =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 1

2Δx
... − 1

2Δx

− 1
2Δx

0 1
2Δx

0

...

1
2Δx

... − 1
2Δx0

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

S̄ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 G 0 0

G 0 0 0

0 0 0 G

0 0 G 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
D=



��� ������� .���������� �����������

(p1)t =
1

2Δx
(−A2)u

ut =
c

2Δx3
Ap1 +

m

2Δx
A2p1

(p2)t =
1

2Δx
(−A2)w

wt =
d

2Δx3
Ap2 +

n

2Δx
A2p2

��	���� !����� A �� A2 ������� 
� ����������

A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 2 −1 0 · · · 0 1 −2

−2 0 2 −1 0 · · · 0 1

1 −2 0 2 −1 0 · · · 0
                        

0 · · · 0 1 −2 0 2 −1

−1 0 · · · 0 1 −2 0 2

2 −1 0 · · · 0 1 −2 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

A2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 −1 0 · · · 0 1

1 0 −1 0 · · · 0
                  

0 0 · · · 1 0 −1

−1 0 · · · 0 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
������� .���������� ������� :@$ ������� ��� 
� 
������ 
�	"�"��

pn+1
1 − pn1
Δt

= − 1

4Δx
A2(u

n+1 + un) A? ?DB

un+1 − un

Δt
=

c

4Δx3
A(pn1 + pn+1

1 ) +
m

4Δx
A2(p

n+1
1 + pn1 ) A? ?EB

pn+1
2 − pn2
Δt

= − 1

Δx
A2(w

n + wn+1) A? ?FB

wn+1 − wn

Δt
=

d

4Δx3
A(pn2 + pn+1

2 ) +
n

4Δx
A2(p

n+1
2 + pn2 ) A? ?GB

D;



A �� A2 ������������ �
�����

1

Δt
((p1)

n+1
j − (p1)

n
j ) =

1

4Δx
(−unj−1 + unj+1 − un+1

j−1 + un+1
j+1 ) ������

1

Δt
(un+1

j − unj ) =
c

4Δx3
((p1)

n
j−2 − 2(p1)

n
j−1 + 2(p1)

n
j+1 − (p1)

n
j+2 + (p1)

n+1
j−2 − 2(p1)

n+1
j−1

+ 2(p1)
n+1
j+1 − (p1)

n+1
j+2 ) +

m

4Δx
((p1)

n
j−1 − (p1)

n
j+1 + (p1)

n+1
j−1 − (p1)

n+1
j+1 ) ������

1

Δt
((p2)

n+1
j − (p2)

n
j ) =

1

4Δx
(−wn

j−1 + wn
j+1 − wn+1

j−1 +wn+1
j+1 ) ����	�

1

Δt
(wn+1

j −wn
j ) =

c

4Δx3
((p2)

n
j−2 − 2(p2)

n
j−1 + 2(p2)

n
j+1 − (p2)

n
j+2 + (p2)

n+1
j−2 − 2(p2)

n+1
j−1

+ 2(p2)
n+1
j+1 − (p2)

n+1
j+2 ) +

m

4Δx
((p2)

n
j−1 − (p2)

n
j+1 + (p2)

n+1
j−1 − (p2)

n+1
j+1 ) ������

�
��������� ���� ������ A? C<B ���

−unj−1 + unj+1 − un+1
j−1 + un+1

j+1 =
4Δx

Δt
((p1)

n+1
j − (p1)

n
j ) A? C?B

��	���� ������ n = n− 1 ��������

−un−1
j−1 + un−1

j+1 − unj−1 + unj+1 =
4Δx

Δt
((p1)

n
j − (p1)

n−1
j ) A? CCB

���� ������ A? C?B ��� A? CCB 
����������

−(unj−1 − un−1
j−1 ) + (unj+1 − un−1

j+1 )− (un+1
j−1 − unj−1) + (un+1

j+1 − unj+1)

=
4Δx

Δt
((p1)

n+1
j − 2(p1)

n
j + (p1)

n−1
j ) A? CDB

���� ������ A? C=B �� ���� j = j − 1, n = n − 1 ���� ����� ���� ���������
j = j + 1, n = n− 1 ��������

unj−1 − un−1
j−1 =

cΔt

4Δx3
((p1)

n−1
j−3 − 2(p1)

n−1
j−2 + 2(p1)

n−1
j − (p1)

n−1
j+1 + (p1)

n
j−3 − 2(p1)

n
j−2 + 2(p1)

n
j − (p1)

n
j+1)

+
mΔt

4Δx
((p1)

n−1
j−2 − (p1)

n−1
j + (p1)

n
j−2 − (p1)

n
j ) ����
�

unj+1 − un−1
j+1 =

cΔt

4Δx3
((p1)

n−1
j−1 − 2(p1)

n−1
j + 2(p1)

n−1
j+2 − (p1)

n−1
j+3 + (p1)

n
j−1 − 2(p1)

n
j + 2(p1)

n
j+2 − (p1)

n
j+3)

+
mΔt

4Δx
((p1)

n−1
j − (p1)

n−1
j+2 + (p1)

n
j − (p1)

n
j+2) ������

����������� ���� ������ &�� ������ A? C=B �� ���� j = j−1 ���� ����� �� ����

��������� j = j + 1 ��������

un+1
j−1 − unj−1 =

cΔt

4Δx3
((p1)

n
j−3 − 2(p1)

n
j−2 + 2(p1)

n
j − (p1)

n
j+1 + (p1)

n+1
j−3 − 2(p1)

n+1
j−2 + 2(p1)

n+1
j − (p1)

n+1
j+1 )

+
mΔt

4Δx
((p1)

n
j−2 − (p1)

n
j + (p1)

n+1
j−2 − (p1)

n+1
j ) ������

un+1
j+1 − unj+1 =

cΔt

4Δx3
((p1)

n
j−1 − 2(p1)

n
j + 2(p1)

n
j+2 − (p1)

n
j+3 + (p1)

n+1
j−1 − 2(p1)

n+1
j + 2(p1)

n+1
j+2 − (p1)

n+1
j+3 )

+
mΔt

4Δx
((p1)

n
j − (p1)

n
j+2 + (p1)

n+1
j − (p1)

n+1
j+2 ) ���
��

D>



���� ������ A? CEB�A? CFB�A? CGB�A? D<B ���� �
��������� A? CDB ���� �
������� ��	�����

cΔt

4Δx3
[(p1)

n−1
j−3 − 2(p1)

n−1
j−2 − (p1)

n−1
j−1 + 4(p1)

n−1
j − (p1)

n−1
j+1 − 2(p1)

n−1
j+2 + (p1)

n−1
j+3 + 2(p1)

n
j−3 − 4(p1)

n
j−2

− 2(p1)
n
j−1 + 8(p1)

n
j − 2(p1)

n
j+1 − 4(p1)

n
j+2 + 2(p1)

n
j+3 + (p1)

n+1
j−3 − 2(p1)

n+1
j−2 − (p1)

n+1
j−1

+ 4(p1)
n+1
j − (p1)

n+1
j+1 − 2(p1)

n+1
j+2 + (p1)

n+1
j−3 ] +

mΔt

4Δx
[(p1)

n−1
j−2 − 2(p1)

n−1
j + (p1)

n−1
j+2

+ 2(p1)
n
j−2 − 4(p1)

n
j + 2(p1)

n
j+2 + (p1)

n+1
j−2 − 2(p1)

n+1
j + (p1)

n+1
j+2 ]

=
4Δx

Δt
[(p1)

n+1
j − 2(p1)

n
j + (p1)

n−1
j ] ���
��

���� ������ !����� ��� ��� ������ 1
(Δt)(4Δx)

��� 
��������

1

Δt2
[−(p1)

n+1
j + 2(p1)

n
j − (p1)

n−1
j ] =

c

16Δx4
[(p1)

n−1
j−3 − 2(p1)

n−1
j−2 − (p1)

n−1
j−1 + 3(p1)

n−1
j − (p1)

n−1
j+1 − 2(p1)

n−1
j+2

+ (p1)
n−1
j+3 + 3(p1)

n
j−3 − 4(p1)

n
j−2 − 2(p1)

n
j−1 + 8(p1)

n
j − 2(p1)

n
j+1 − 4(p1)

n
j+2

+ 2(p1)
n
j+3 + (p1)

n+1
j−3 − 2(p1)

n+1
j−2 − (p1)

n+1
j−1 + 4(p1)

n+1
j − (p1)

n+1
j+1

− 2(p1)
n+1
j+2 + (p1)

n+1
j−3 ] +

m

16Δx2
[(p1)

n−1
j−2 − 2(p1)

n−1
j + (p1)

n−1
j+2 + 2(p1)

n
j−2

− 4(p1)
n
j + 2(p1)

n
j+2 + (p1)

n+1
j−2 − 2(p1)

n+1
j + (p1)

n+1
j+2 ] ���
	�

���� �����	 M���� ������

(p1)
n
j = p̂1e

i(jkΔx+nwΔt) = p̂1e
i(jk+nw), k = kΔx, w = wΔt

������ !� �������

1

Δt2
(e−iw − 2 + eiw) +

c

16Δx4
[(e−iw + 2 + eiw)(e−3ik − 2e−2ik − e−ik + 4− eik − 2e2ik + e3ik)]

+
m

16Δx2
[(e−iw + 2 + eiw)(e−2ik − 2 + e2ik)] = 0 ������

���� ������ !����� e−iw − 2 + eiw = −4sin2(w
2
)� e−iw + 2 + eiw = 4cos2(w

2
)

�
������������� ��������������

⇒ 1

Δt2
[−4sin2(

w

2
)] +

c

16Δx4
[4cos2(

w

2
)(e−3ik − 2e−2ik − e−ik + 4− eik − 2e2ik + e3ik)]

+
m

16Δx2
[4cos2(

w

2
)(−4sin2(k))] = 0

���� ������ .�� ��� ����� −Δt2

4cos2(w
2
)

��� 
�������� e−ik + eik = 2cos(k) �
������ �� �����8

�������

⇒ tan2(
w

2
)− cΔt2

16Δx4
[2cos(3k)− 4cos(2k)− 2cos(k) + 4] +

mΔt2

4Δx2
sin2(k) = 0 ������

������� &�� ������ ������ cos(3k) = cos3(k)− 3cos(k)sin2(k)�

cos(2k) = cos2(k) − sin2(k) ������������� ���"
"���� ���������� �� cos(k) = c1�

sin(k) = c2 ��������

⇒ tan2(
w

2
) =

cΔt2

16Δx4
[2c1

3 − 6c1c2
2 − 4c1

2 + 4c2
2 − 2c1 + 4]− mΔt2

4Δx2
c2

2

D?



���� ������ #������� ������ �
������� l1 = −mΔt2

4Δx2
, l2 =

cΔt2

16Δx4
��������

w1 = 2arctan(
√
l1c22 + l2[2c13 − 6c1c22 − 4c12 + 4c22 − 2c1 + 4])

w2 = 2arctan(−
√
l1c22 + l2[2c13 − 6c1c22 − 4c12 + 4c22 − 2c1 + 4])

���� ������ w1 �� w2 ��� �� 
������ ��	���������� �
�� ���I��� ������������� ����8

��������� ������ ������� 9��I��� ��������� (−π/2, π/2) ���������� ���������������� 

����������� −π < w < π ��������� w �� k [−π/2, π/2] ���������� ���������������

�� ��
�� �������� !������

w1 =
2

Δt
arctan(

√
l1c22 + l2[2c13 − 6c1c22 − 4c12 + 4c22 − 2c1 + 4])

w2 =
2

Δt
arctan(−

√
l1c22 + l2[2c13 − 6c1c22 − 4c12 + 4c22 − 2c1 + 4])

���� ������ !��	�� �
������ q2 �� w �
�� ���������

⇒ tan2(
w

2
) =

dΔt2

16Δx4
[2c1

3 − 6c1c2
2 − 4c1

2 + 4c2
2 − 2c1 + 4]− nΔt2

4Δx2
c2

2

������� !����� ����� ������� ������� ������� �
����� 
���� �"����� ������� �
��

������� 

∂ttα+ α1∂xxxxα + 2σ1α1a
2∂xxα = 0

∂ttβ + α2∂xxxxβ + 2σ2α2b
2∂xxβ = 0

������ ������ �
�� ������� �����	� 
�	"�"�

α = ei(kx+wt), β = ei(k1x+w1t)


������� ������ ����� �������� ������� $
�� ������ αtt = −w2α� αxx = −k2α
�� αxxxx = k4α ��� !������

w2 − k2(α2
1k

2 − 2σ1α1a
2) = 0

���� ������ β �
�� ���

w2
1 − k21(α

2
2k

2
1 − 2σ2α2b

2) = 0

������� 

&"����� �� ������� ������� �����	���� ���
���
������������ :@$ ���������� ���8

����� ������� �����	��� ���������� ���"��������� 6����� Δx ��������� �
�� �������

DC



�������� ���� ������ :@$ ������� ����� *1& ������� ��������� ��������� �� ��8

����� ��������� ���� ������ M���� 4.1 ��� ������ Δx ��������� �
�� :@$ ����������

������ ������� �	��������� ���������� ����
���������� Δx < 01 ������ �"���� �������

������� ���H�� ��� �������� ������� ���H�� ���"
�������� $���� Δx > 1 ������

��������� k ��� [−1, 1] ������������ ������������ ���"
����� ������ ��
���� ����8

����� �������������� 

DD
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�	� Δx = 1.1

M���� ? =� 5���� *1& ������� ������� �
�� ������� �����	� (Δt = 0.1)
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����� 


�
��� ��������� �)�	���

6�� �� �"��������� ����������� ���� ������ �"�"� ������� ���������� ������	�

������ ������� ����� ����� ������������ !� ��������� ���������� ������ �������

����� �"����� ������������ ������������ ������	� ������
 ���� ��� ����� ������������ 

$���� �� ����������� �������
������ �������� �����	 ����� ����� ������������

��� 	��������� ����� �������� �������� �� ������� ������ ����
������ "	������


���
����������� !������������ 
�� �������� ������ �����	 ������� �� ����	������

������������������� $���� ������� �
���� �� ��������� ������������ �� ������

����������� �
���� 
�� 	���� ���������� 9"� �������� ��������� ����� ��8

������� ���������� �"�"� ���� ��	����
��� ��������� �����	���� ��	�� �� ������

����� ��������� �������������� ���� ����� ��� ����
�� A3�$B A������ :��������

������������� A�:�BB ���������� !� �������� ���
 �"���� ������� �"��
����

����� ���� ���� �	 ������� �����
����� ���� �������� J?FK 3�$� ��������� 4��8

������ $������� J;FK� ��� #�������81���� ������������� J>D� ?=K �� ����� �����

����
��� A��� ������ ����� �������������B ������ �� ������������� 3�$ �������

���"��" ��������� A����� ����������B� ������ �����	� A������ ��������B� ���� ���8


���
������� ���������������� J;>� ?GK $����� ���
������ ����������� �� ��� 
��

�������� ����� ������������� JC� ;GK 3�$ ������� ���I������� �����������

����� ���������� �
��� �"
�������� ���I������� ����������� ������� ������ ��I�8

��� ��	 �	������ ��� �	��� "	������ ���������������� 3�$ ���������� ������I�

������ ������� ����������� ��������� ���� ������ �������� ������ 
�������� ��8

���������� 

DF



6�� (�0"� �%+ �� �7�� ,(��- ������%

.������� u(x, t) ���������� ����� ��������� ���������� ����� ������� ���������

J=>K

u(P, t) ≈
M∑
k=1

ak(t)Φk(P) AC =B


������� ��	���� !����� �
����� �� M �����	� ������� 
������ ����� �������� ��

������ ���
�� 
�	"�" ����� AC =B ����������� P �	�� ����������� t �� 	����

������������ ���
���� ����������� AC =B �������� Φk(P) ���������������� ������ ��8


�������� ���� ������ 
��������� ����� ���������� P, X ⊂ R ������� ������ "	������ ��8

����� ��� Φk(P) ������������� 6������ ������� 4�������� ���������� �� �� 1�������

����������� ������ ��
�������� 6����� Φk(P) ��	 ���������������� ��
��� �
�� ������

ak(t) 	���� ������������� ��	��� ���� ������ 3�$� Φk(P) ���������������� �����

��
��� ��� ��������� Φk(x) �������������

∫
X

Φk1(P)Φk2(P)dx =

⎧⎨⎩ 1, k1 = k2

0, k1 �= k2

������ 
������ ��
������� AC =B ���

ak(t) =

∫
X

u(P, t)Φk(P)dx

���� ������ !������ ak(t) ��������� ������ Φk(P) ������������ ����� ������ �����

Φs(P) ��������������� ����� �������� ���"�"� :��������� ������������� u(P, t)

������������� ����� ��� ����
�� �"�"����� ����� AC =B ��������� �� u(P, t) ����8

��������� 3�$ � ����� 

 ���� )�� +	 ,	��
 �	&	
 ��
�-��� .,��/

3�$ ��� ����� ����� ����
��� A9�$B �������� ���� ��� ���
�� ������� �� �������

�� ���
�� "	������ ������������ !� ���"� �� ���� ������� ��� ���"� �
�� JCEK

������������� ������������
��� 

Y = [y1, y2, · · · , yn] ���� �������m×n ������� �� ��������� yj ∈ R
m ���� �������

��	 ��"�� ������� $����� ���� d ≤ min {m,n} ����� #������� ������ ����������

Y ���������� {Y.,j}nj=1 ������������ ������� �������� tj ������ i = 1, .., m �����

DG



xi ��������� ����������� ������ ��������� ���	�� 
������ {Yi,.}mi=1 ������������

j = 1, .., n ����� tj ������ xi ��������� ����������� ������ �������� ��� ����� 

-��� Y �������

Y =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
u(x1, t1) u(x1, t2) · · · u(x1, tn)

u(x2, t1) u(x2, t2) · · · u(x2, tn)
   

   
   

   

u(xm, t1) u(xm, t2) · · · u(xm, tn)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

������� ����� Y ��������� ����� ����� ���� ������� ����� 

9�$

UTY V =

⎛⎝ D 0

0 0

⎞⎠ =: Σ AC ;B

������ 
������ σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σd > 0 ���� ������������ ��������� ���������

{ui}mi=1 �� {vi}ni=1 ���� U ∈ R
m×m �� V ∈ R

n×n ��������� ������������� �����8

���� ������������ σi ����������� Y ���������� ����� ���������� U ���������� ��� d

�������� ��� ����� ���������� V ���������� ��� d �������� ��� ����� ��������� ����� 

D = diag (σ1, · · · , σd) ∈ R
d×d �� AC ;B ���� �������� ����� ������� ����� ���������8

��� $����� i = 1, · · · , d �
�� {ui}di=1 �� {vi}di=1 ����������

Y vi = σiui, Y Tui = σivi AC >B

�
����������� ������ !� ��������� ��������� Y Y T �� Y TY ���������� �
�� �	���8

��������� '	�������� ��� �
�� ������ λi = σ2
i > 0 (i = 1, · · · , d) ��� AC ;B ���

Y = UΣV T AC ?B

��	���� Ud ∈ R
m×d ��� V d ∈ R

n×d ����� "	��� Y �������

Y = UdD(V d)T AC CB

������ ��	���� !�����

Ud
ij = Uij, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ d

V d
ij = Vij, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ d

E<



��� Bd = D(V d)T ∈ R
d×n �������� AC CB �
������

Y = UdBd


������� ��	���� &���
�� Y ���������� ��������� Ud ���������� d ���� ������

�������	 ������������ ��������� ��� ����� ������ yj (j = 1, · · · , n) ��������� {ui}di=1

��	���� ��� ����� ����������� ���������� Bd ���������� j. ����������� ������������

���
�� U ��������� ������ ����������

yj =
d∑
i=1

〈ui, yj〉Rm ui

���� ������ !����� 〈., .〉
Rm ��� R

m �	�������� �
 
����� ����� ������������ 

!������ j = 1, · · · , n �
��

yj =
d∑
i=1

〈yj, ui〉Rm ui

��	���� 

�!5(!0 ?7 7 7 Y = [y1, y2, · · · , yn] ∈ R
m×n ����
�
�
� ����� ����d ≤ min {m,n}

�	���� � ���� U = [u1, u2, · · · , um] ∈ R
m×m, V = [v1, v2, · · · , vn] ∈ R

n×n ����!

2���	 ����
�	�� "� Σ ∈ R
m×n ����
� �	��� ����� Y ����
�
�
� ���
	 ����� � ������

Y = UΣV T �	���� #������ +��+��2
 l ∈ 1, · · · , d 
�
�

maxũ1,··· ,ũl∈Rm

l∑
i=1

n∑
j=1

∣∣〈yj, ũi〉Rm

∣∣2 , 〈ũi, ũj〉Rm = δij , 1 ≤ i, j ≤ l AC DB

����
��� ����	��
�
� ������ U ����
�
�
� 
	� l ��	���  ��
 {ui}li=1 ���
	

"�����	��
�
��

�:�&
 
�
� 2����	
 ���
��	 ����	

Y Y Tui = λiui, i = 1, · · · , l AC EB

������� ����	��
 
	� "��
	
�� >��
	 ����� � ���������� �	�� ��
	�� {ui}li=1 "��!

���	��
 �:�A
 ����	��
�
� ����������

E=



���10 ?7 7�7 {ui}li=1 , (l ∈ {1, · · · , d}) "�����	��
�� G7� ���� ���
��

3�$ ��	� �
������� ������� ����������� 
�	"�" ������ �� �����������

minũ1,··· ,ũl∈Rm

n∑
j=1

∥∥∥∥∥yj −
l∑
i=1

〈yj, ũi〉
∥∥∥∥∥
2

Rm

, 〈ũi, ũj〉 = δij , 1 ≤ i, j ≤ l AC FB

M���� 3�$ ��	���� ���������
��� ������� n < m ���

Y TY vi = λivi, i = 1, · · · , l

n × n �	�����8�	������ �������� 
�	"�"� �� v1, v2, · · · , vl ∈ R
n �	����������

������� !������ �� ��������� AC >B ���� ������� �
������� ������ ��	������

ui =
1√
λi
Y vi, i = 1, · · · , l


������� 3�$ ��	� ���� ������ 3�$ ��	���� ����������������� �� ������� �����

����� ������� �� ����� 

)��� m > n ��� AC EB ���� m×m ������� �	�����8�	������ �������� 
�	"�����

3�$ ��	� ������� 3�$ ���������� ��� ��� �����
�� ���� ������ l ���������

��
��� ������ ��� ��� ������������ l ��������� ��������� �"
"� ������

I(l) =

∑l
j=1 λj∑m
j=1 λj

��������� ���� ����� �������� �������� ��������� ��������� ��� ��� 
������

������������ ����������� �	�������� ��	�� ��� 
������ �	��������� $��
������ ����8

����� ��� ��������� ���� ��� 
�� ���������� �	�������� ��	�� ��� 
������ �	����������

J?FK 

 ���� )�� ����	����� 0����� !�&
� ����	�
	
	 )���
��"

����

ẏ(t) = Ay(t) + f(t, y(t)), t ∈ (0, T ] AC GB

y(0) = y0 AC =<B

E;



���� ������ ��
�����
 ����� �������� T > 0 ����� "	��� ��� ������� !�����

y0 ∈ R
m, A ∈ R

m×m �� f : [0, T ]×R
m → R

m ���������� �"����� �� ������ ����
8

���� ���� 1�������	8�"����� ����� [0, T ] ������� "	������ 0 ≤ t1 < t2 < · · · < tn ≤
T �"�"� ��������� ������� #������� ������ �
�� ���� �	��������� Δt = T/(n−1)

�
�� ������� !� ������� tj = (j − 1)Δt ���� 

AC GB ������� �
�� 3�$ ��	� A���� l ≤ nB

minũ1,··· ,ũl∈Rm

n∑
j=1

αj

∥∥∥∥∥yj −
l∑
i=1

〈yj, ũi〉W ũi

∥∥∥∥∥
2

W

, 〈ũi, ũj〉 = δij , 1 ≤ i, j ≤ l ������

����������� 
�	"�"���� ���� ������ !����� αj ������� ������� t �� ����� �������

������������� j = 1, · · · , n �
�� αj = 1 �� W = I �������� AC FB ���� ������ $
��

������ {yj}nj=1 ��������� ��
���� {tj}nj=1 �������� �������� ����������� {ui}li=1 ��	

���������� �� {λi}li=1 �	��������� �� {tj}nj=1 ����������� �������� !������

ui = uni , λi = λni , 1 ≤ i ≤ l

��	���� 

AC ==B ������������� αj �������������� ����� ��
��������� ����� ������ �������8

���� 3�$ ���������� �"����� ���� "	������� ������� �
��������� y : [0, T ] → R
m

AC GB ���������� ��� 
�	"�" ����� 3�$ ��	��� ������ �
��

minũ1,··· ,ũl∈Rm

∫ T

0

∥∥∥∥∥y(t)−
l∑

i=1

〈y(t), ũi〉W ũi

∥∥∥∥∥
2

W

dt, 〈ũi, ũj〉 = δij , 1 ≤ i, j ≤ l �
����

������� ���������� ��� ����� ������� 

Ru =

∫ T

0

〈y(t), u〉 y(t)dt, u ∈ R
m


������� R : Rm → R
m ��������" ����������� R �"������ ������� ��������

�������� �������� ���������� ������� ����������� 
�	"�" �
������� ��������


� 
������ ������� 

�!5(!0 ?7 7-7 y ∈ C([0, T ];Rm)/ (5.9) �
����
 
�
� ��� ����� �	���� �:�.%
 ���


�
�
��� ����	��
�
� ������ �	�� G7� ���� λ1 ≥ · · · ≥ λl �������	�� �	���

����� R �
� {ui}li=1 ��"�����	��
�
��

E>



$����� 3�$ ��	� ����� ����� ������� ������� ��� 
� 
������ ���� ������ 

(Kv)(t) =

∫ T

0

〈y(s), y(t)〉W v(s)ds


������� ���������� K : L2(0, T ) → L2(0, T ) �"������ ������� �������� �����8

��� �� ������� �������� ���������� 3�$ ��	�

Kvi = λivi 1 ≤ i ≤ l, λ1 ≥ · · · ≥ λl > 0,

∫ T

0

vi(t)vj(t)dt = δij

�	����� ����������� 
�	"�" ���

ui =
1√
λi

∫ T

0

vi(t)y(t)dt i = 1, · · · , l


������� ���� ������ 

#������ ��� ��� �"����� ��� ���������� ���
���� ������ �
��

Rnu :=

n∑
j=1

αj 〈yj , u〉W yj

������ 
������ Rn : Rm → R
m ��������" ����������� R ��������" ��� ���� �	��8

������� ����� ������ ���������� �������������� &"����� �� ������� ��� �
�� �	�����

����������� 
�

Rnuni = λni u
n
i λn1 ≥ · · ·λnl ≥ · · ·λnd(n) > λnd(n)+1 = · · · = λnm = 0 AC =>B

Rui = λiui λ1 ≥ · · ·λl ≥ · · ·λd > λd+1 = · · · = λm = 0 AC =?B


��������� $�����

∫ T

0

‖y(t)‖2W dt =

d∑
i=1

λi =

m∑
i=1

λi

�� ���	�� ������
n∑
j=1

αj ‖y(tj)‖2W =

d(n)∑
i=1

λni =

m∑
i=1

λni

E?



�
��������� �������� #������� ������ �
�� αj ��� n �� ����� ������ ������� �����8

������� !������ αj � Δt→ 0 ����

n∑
j=1

αj ‖y(tj)|2W →
∫ T

0

‖y(t)|2W dt

���������� 
������ ��
������ ��������� ���� ������ 

�!5(!0 ?7 7�7 y ∈ C ′([0, T ];Rm)/ �:�E
 �
����
�
� ��� ������/ {uni , λni }mi=1/

{ui, λi}mi=1 R
n "� R 
�
� �������!��"����� �
��
 �	���� λi �= λi+1 �	���� ���
	��

λ ∈ {1, · · · , m} ���
�	���
�
 "�

m∑
i=l+1

λi �= 0,

m∑
i=l+1

| 〈y0, ui〉W |2 �= 0

��
��
�	
�	��
�
� ���	������ "���� �	���� #� �������

lim
n→∞

‖Rn − R‖L(Rm) = 0

�	�� ��
	
�� #������

lim
n→∞

|λni − λi| = lim
n→∞

‖uni − ui‖W = 0, 1 ≤ i ≤ l

lim
n→∞

m∑
i=l+1

(λni − λi) = 0, lim
n→∞

m∑
i=l+1

| 〈y0, uni 〉W |2 =
m∑

i=l+1

| 〈y0, ui〉W |2

��
�	
�	��
 ���	�����

 ���� ��%�
�	���- 1�%	
�� 2
%	 2%�
�	��

'����� ������� 3�$ ��	���� ����� ���� �������� �
������� !� ������� ��� 3�$

��	���� ������������ ��������� ������� ����������
 ������� ���� �����
� "	������

������������ 

{ui}lj=1 ∈ R
m, l ∈ {1, 2, · · · , m} 3�$ ��	� ����� 

.�� t ∈ [0, T ] �
��

yl(t) =

l∑
j=1

〈
yl(t), uj

〉
W
uj AC =CB

EC




������� ������� ��� �����
���� ��������� #������� ������ ���������� ylj(t) :=〈
yl(t), uj

〉
W

������ 

y(t) =
m∑
j=1

〈y(t), uj〉W uj, ∀t ∈ [0, T ]

�������������� l < m �
�� yl(t)� y(t) �
�� ��� �����
����� !� �����
�� AC GB ��

AC =<B �� ������ ��	������

l∑
j=1

ẏlj(t)uj =

l∑
j=1

ylj(t)Auj + f(yl(t), t) AC =DB

l∑
j=1

ylj(0)uj = y0 AC =EB

���� ������ AC =DB ������� ������� ������������� ylj(t) (1 ≤ j ≤ l) ����� "	���

R
m "	������ ������� ��
�����
 ����� ����������� l ≤ m ���������� �����������

���������������� �
�� �
 
����� ��������� �� 1 ≤ i ≤ l, t ∈ (0, T ] �
��

ẏli(t) =

l∑
j=1

ylj(t) 〈Auj, ui〉W +
〈
f(t, yl(t)), ui

〉
W

AC =FB

������� ���� ������ #������� ������ ���������� aij = 〈Auj , ui〉W ����� "	���

B = ((aij)) ∈ R
l×l ������ ������� !� ������� AC =FB �������

ẏl(t) = Byl(t) + F (t, yl(t)), t ∈ (0, T ] AC =GB

������ ����� ������ !�����

yl =

⎛⎜⎜⎜⎝
yl1
   

yll

⎞⎟⎟⎟⎠ : [0, T ] → R
l

��

F = (F1, · · · , Fl)T : [0, T ]× R
l → R

l ����� "	���

Fi(t, y) =

〈
f

(
t,

l∑
j=1

yjuj

)
, ui

〉
W

, t ∈ [0, T ], y = (y1, · · · , yl) ∈ R
l

ED




���������� !�
�����
 ��
��� ���

y0 =

⎛⎜⎜⎜⎝
〈y0, u1〉W

   

〈y0, ul〉W

⎞⎟⎟⎟⎠ ∈ R
l

����� "	���

yl(0) = y0

��� AC =GB ��������� AC GB ���������� ����������
 ������ ����� 

6�� ��� ���+���%�� (�� ������%�%� (�0"���8

����

*1& ����������� ���� ����� .���������� ������� ������

pt = −Aq − λq(p2 + q2)

qt = Ap + λp(p2 + q2) AC ;<B


������� ����� �������� ����������
�� M���� �� ������� 3�$ ���������� ��8

������
��� �� ���� ������ �������� ���� ����� �������� :@$ ������� ����������

����� 
�	"��"�"�" �
��������� {uj}lj=1 , {vj}lj=1 3�$ ��	� ����� "	��� p(x, t) ��

q(x, t) ������������� �
�� 
���� ��� �����
���� ����������

pl(x, t) =

l∑
j=1

aj(t)uj(x), ql(x, t) =

l∑
j=1

bj(t)vj(x) AC ;=B

{uj}lj=1 , {vj}lj=1 ��������� ��	 ���������� aj(t) �� bj(t) ��������������� ���8

��� �
�� �
 
����� �����������

aj(t) =< pl, uj >=: γj, bj(t) =< ql, vj >=: βj AC ;;B

���� ������ �� ������� �� �������� AC ;=B �� ��������� ��	������

pl =
l∑

j=1

γjuj, ql =
l∑

j=1

βjvj

EE



���� ������ pl �� ql AC ;<B ���������� ��	������

l∑
j=1

γ̇juj = −
l∑

j=1

βjAvj − λ

(
l∑

j=1

βjvj

)⎧⎨⎩
(

l∑
j=1

γjuj

)2

+

(
l∑

j=1

βjvj

)2
⎫⎬⎭ AC ;>B

l∑
j=1

β̇jvj =

l∑
j=1

γjAuj + λ

(
l∑

j=1

γjuj

)⎧⎨⎩
(

l∑
j=1

γjuj

)2

+

(
l∑

j=1

βjvj

)2
⎫⎬⎭ AC ;?B

���� ������ AC ;>B �� AC ;?B �
����������� ��������� ui �� vi ��� �
 
����� ������8

�����

γ̇i = −
l∑

j=1

βj 〈Avj , ui〉 − λ

〈(
l∑

j=1

βjvj

)(
l∑

j=1

γjuj

)2

, ui

〉
− λ

〈(
l∑

j=1

βjvj

)3

, ui

〉

β̇i =

l∑
j=1

γi 〈Auj, vi〉+ λ

〈(
l∑

j=1

γjuj

)(
l∑

j=1

βjvj

)2

, vi

〉
+ λ

〈(
l∑

j=1

γjuj

)3

, vi

〉

�
��������� ���� ������ !�����

B = ((bij)) , bij = 〈Avj , ui〉 AC ;CB

V = [v1, v2, · · · , vl] ∈ R
m×l, U = [u1, u2, · · · , ul] ∈ R

m×l

β ∈ R
l(

l∑
j=1

βjvj

)3

= (β1v1 + β2v2 + ...+ βlvl)
3 = (V β)3,〈

(V β)3, ui
〉

= uti(V β)
3 ⇒ 〈

(V β)3, U
〉
= U t ∗ (V β)3, AC ;DB(

l∑
j=1

βjvj

)(
l∑

j=1

γjuj

)2

= (V β).(Uγ)2〈
(V β).(Uγ)2, U

〉
= U t ∗ (V β).(Uγ)2 AC ;EB

������ ��	���� �� AC ;CB� AC ;DB� AC ;EB �
��������� ������������

γ̇ = −Bβ − λUT ∗ (V β).(Uγ)2 − λUT ∗ (V β)3

β̇ = BTγ + λV T ∗ (Uγ).(V β)2 + λV T ∗ (Uγ)3 AC ;FB

EF



���� ������ !� ������� 
�	��� �
�� ���� ����� ������� �� :@$ ������� ���8

������� 

'�������� AC ;FB ��������� 
�	��� �
�� ���
����� ������ ������� ���������� 

!� ������� ������ ��� ������ ��� �� ������ ������� ������� ��������

A $����

γ̇ = −Bβ
β̇ = BTγ

B $����

γ̇ = −λUT ∗ (V β).(Uγ)2 − λUT ∗ (V β)3

β̇ = λV T ∗ (Uγ).(V β)2 + λV T ∗ (Uγ)3

�(%� �5=%� 	G�%!0#�#� �'E/)��0�$1

.�� ��� ������� 
�	��� �
�� ���� ����� ������� ����������� 

$��� A �
�� ���� ����� ������� �����������

γn+1 − γn

Δt
= −1

2
B(βn+1 + βn) AC ;GB

βn+1 − βn

Δt
=

1

2
BT (γn+1 + γn) AC ><B

���� ������ !������

γn+1 +
Δt

2
Bβn+1 = γn − Δt

2
Bβn =: γ̂

βn+1 − Δt

2
BTγn+1 = βn +

Δt

2
BTγn =: β̂

������� 5�� ���������� γn+1 ������ ���������� �� βn+1 
��������

γn+1 = γ̂ − Δt

2
Bβn+1

βn+1 − Δt

2
BT (γ̂ − Δt

2
Bβn+1) = β̂ ⇒ (I +

Δt2

4
BTB)βn+1 = β̂ +

Δt

2
BT γ̂

EG



���� ������� γ̂ �� β̂ ��������� ������������� ������ ���������� βn+1 ����������� ��8

����� �� ����� ������� ��������� ������ ��	������ γn+1 �� �������
 ���� 

$��� B �
�� �� ���	�� �
������ 
� 
������ ��������

γn+1 − γn

Δt
= −λU t ∗

(
V βn+1 + V βn

2

)3

− λU t ∗
(
V βn+1 + V βn

2

)
.

(
Uγn+1 + Uγn

2

)2

βn+1 − βn

Δt
= λV t ∗

(
Uγn+1 + Uγn

2

)3

+ λV t ∗
(
Uγn+1 + Uγn

2

)
.

(
V βn+1 + V βn

2

)2

γn+1 − γn +
λΔt

8
U t ∗ {(V βn+1)3 + 3(V βn+1)2.(V βn) + 3(V βn+1).(V βn)2 + (V βn)3

}
+

λΔt

8
U t ∗ {(V βn+1).(Uγn+1)2 + 2(V βn+1).(Uγn+1).(Uγn) + (V βn+1).(Uγn)2

}
+

λΔt

8
U t ∗ {(V βn).(Uγn+1)2 + 2(V βn).(Uγn+1).(Uγn) + (V βn).(Uγn)2

}
= 0

βn+1 − βn − λΔt

8
V t ∗ {(Uγn+1)3 + 3(Uγn+1)2.(Uγn) + 3(Uγn+1).(Uγn)2 + (Uγn)3

}
− λΔt

8
V t ∗ {(Uγn+1).(V βn+1)2 + 2(γn+1).(V βn+1).(V βn) + (Uγn+1).(V βn)2

}
− λΔt

8
V t ∗ {(Uγn).(V βn+1)2 + 2(Uγn).(V βn+1).(V βn) + (Uγn).(V βn)2

}
= 0

)��� ������ �� ������ ������� �������� 
�	"�" �
�� *�P��� %������ �������

���������� ����������� �������� O�������� ������� ��������������� b = λΔt
8

�����

"	��� O�������� ������� 
� 
����������

��=5B#'!�

J =

⎛⎝ I 0

0 I

⎞⎠+ 3b

⎛⎝ 0 U t ∗ (V.(V βn+1)2)

−V t ∗ (U.(Uγn+1)2) 0

⎞⎠
+ 6b

⎛⎝ 0 U t ∗ (V.(V βn+1).(V βn))

−V t ∗ (U.(Uγn+1).(Uγn)) 0

⎞⎠
+ 3b

⎛⎝ 0 U t ∗ (V.(V βn)2)

−V t ∗ (U.(Uγn)2) 0

⎞⎠
+ b

⎛⎝ 2U t ∗ (U.(Uγn+1).(V βn+1)) U t ∗ (V.(Uγn+1)2)

−V t ∗ (U.(V βn+1)2) −2V t ∗ (V.(V βn+1).(Uγn+1))

⎞⎠
+ 2b

⎛⎝ U t ∗ (U.(V βn+1).(Uγn)) U t ∗ (V.(Uγn+1).(Uγn))

−V t ∗ (U.(V βn+1).(V βn)) −V t ∗ (V.(Uγn+1).(V βn))

⎞⎠
+ b

⎛⎝ 2U t ∗ (U.(V βn).(Uγn)) U t ∗ (V.(Uγn)2)
−V t ∗ (U.(V βn)2) −2V t ∗ (V.(Uγn).(V γn))

⎞⎠
+ 2b

⎛⎝ U t ∗ ((V βn).(U.(Uγn+1))) 0

0 −V t ∗ ((Uγn).(V.(V βn+1)))

⎞⎠
F<



�(%�)�0� �!=%G( �)��1 	G�%!0#�#� �'E/)��0�$1

5����� ������ �� ������ �� ������ ������� ������� 
�	��� �
�� :@$ ���������

����������� $��� A �� :@$ ������� �������������� ���� ������ ������ ��� ����

����� ���������� �������������� ���� ������ ������ ������� $���� $��� B ��

:@$ ������� �������������� ���� ������ ������ ������� ������ ����������

γn+1 − γn + λΔtU t ∗
{
1

4
(V βn)3 +

1

4
(V βn+1)3 +

3

12
(V βn)2.(V βn+1) +

3

12
(V βn).(V βn+1)2

}
+ λΔtU t ∗

{
1

4
(V βn).(Uγn)2 +

2

12
(V βn).(Uγn).(Uγn+1) +

1

12
(V βn).(Uγn+1)2

}
+ λΔtU t ∗

{
1

4
(V βn+1).(Uγn)2 +

2

12
(V βn+1).(Uγn).(Uγn+1) +

1

12
(V βn+1).(Uγn+1)2

}

βn+1 − βn − λΔtV t ∗
{
1

4
(Uγn)3 +

1

4
(Uγn+1)3 +

3

12
(Uγn)2.(Uγn+1) +

3

12
(Uγn).(Uγn+1)2

}
− λΔtV t ∗

{
1

4
(Uγn).(V βn)2 +

2

12
(Uγn).(V βn).(V βn+1) +

1

12
(Uγn).(V βn+1)2

}
− λΔtV t ∗

{
1

4
(Uγn+1).(V βn)2 +

2

12
(Uγn+1).(V βn).(V βn+1) +

1

12
(Uγn+1).(V βn+1)2

}
)��� ������ �� ������ ������� �������� 
�	"�" �
�� *�P��� %������ �������

���������� ����������� �������� O�������� ������� ��������������� c = λΔt ��8

��� "	��� O�������� ������ a = 3
4
U t ∗ (V.(V βn+1)2)+ 6

12
U t ∗ (V.(V βn+1).(V βn))�

b = −3
4
V t ∗ (U.(Uγn+1)2)− 6

12
V t ∗ (U.(Uβn+1).(Uγn)) ����� "	���

J =

⎛⎝ I 0

0 I

⎞⎠+ c

⎛⎝ 0 a

b 0

⎞⎠
+ c

⎛⎝ 0 3
12U

t ∗ (V.(V βn)2)

− 3
12V

t ∗ (U.(Uγn)2) 0

⎞⎠
+ c

⎛⎝ 2
12U

t ∗ (U.(V βn).(Uγn)) 0

0 − 2
12V

t ∗ (V.(Uγn).(V βn))

⎞⎠
+ c

⎛⎝ 2
12U

t ∗ (U.(V βn).(Uγn+1)) 0

0 − 2
12V

t ∗ (V.(Uγn).(V βn+1))

⎞⎠
+ c

⎛⎝ 0 1
12U

t ∗ (V.(Uγn)2)
− 1

12V
t ∗ (U.(V βn)2) 0

⎞⎠
+ c

⎛⎝ 2
12U

t ∗ (U.(V βn+1).(Uγn)) 2
12U

t ∗ (V.(Uγn).(Uγn+1))

− 2
12V

t ∗ (U.(V βn).(V βn+1)) − 2
12V

t ∗ (V.(Uγn+1).(V βn))

⎞⎠
+ c

⎛⎝ 2
4U

t ∗ (U.(V βn+1).(Uγn+1)) 1
4U

t ∗ (V.(Uγn+1)2)

− 1
4V

t ∗ (U.(V βn+1)2) − 2
4V

t ∗ (V.(Uγn+1).(V βn+1))

⎞⎠
������ ������� 

F=



 ���� #�� �	��
	�� ���� )�� ����	����� *��� ���
���

!� ������� {ui}li=1 3�$ ��	���� ������������ ��������� ������� *1& ��������

�
�� ���� �����	� ������������ 3	�� ����
������ ���� ������	� ������
 *1& ����8

����

pt = −Aq − λq(p2 + q2)

qt = Ap + λp(p2 + q2)


���������� !����� p = (p1, p2, ..., pm)
T , q = (q1, q2, ..., qm)

T , q(p2 + q2) =

(q1(p
2
1 + q21), q2(p

2
2 + q22), ..., qm(p

2
m + q2m))

T , p(p2 + q2) = (p1(p
2
1 + q21), p2(p

2
2 +

q22), ..., pm(p
2
m + q2m))

T ��� #���� ������������ �
��

y =

⎛⎝ p

q

⎞⎠ , Ã =

⎛⎝ 0 −A
A 0

⎞⎠ , f =

⎛⎝ −λq(p2 + q2)

λp(p2 + q2)

⎞⎠
������ �������� ������

yt = Ãy + f(t, y) AC >=B

�������� ��	���� [0, T ] 	���� ������� �
�� Δt = T/(n − 1) ������ 
������

����� ��� ���� �	������ ����������� 1 ≤ j ≤ n ����� "	��� �"�"� ���������

tj = (j − 1)Δt ������ ������� $����	�� ����� ������������ ���������� �
�� �	��8

������� �"�"� ��������� ��
���� $���� ��������� �
������ ���	�� 
������ �
�� �	��8

����� ������� �������� �
�� �� ����������� $����	 �������� f(t, y) �������������

������ ����
���� ���� 1�������	8�"����� ������ ��������������� !� ������� ���������

f(t, y) ������������� ������ ����
���� ���� 1�������	8�"����� �������� ���������� 

f(t, y) ���������� f(t, y) =

⎛⎝ −λq(p2 + q2)

λp(p2 + q2)

⎞⎠ 
������� ������
�� $���� ������

f1(y, t) =

⎛⎝ −q(p2 + q2)

p(p2 + q2)

⎞⎠ �
�� ������� /"��" f1(t, y) ������ ����
���� ����

1�������	8�"����� ��������� ��� λ ����� ����� "	��� λf1(t, y) �� ������ ����
����

���� 1�������	8�"����� ������������ .�� y1, y2 ∈ R
2m �
��

‖f1(t, y1)− f1(t, y2)‖ ≤ Lf1 ‖y1 − y2‖

F;



������ 
������ Lf1 > 0 ��������� ��� ������ ��������������� y1 = (p1, q1)
T , y2 =

(p2, q2)
T ������ 

‖f1(t, y1)− f1(t, y2)‖ =

∥∥∥∥∥∥
⎛⎝ −(p21 + q21)q1

(p21 + q21)p1

⎞⎠−
⎛⎝ −(p22 + q22)q2

(p22 + q22)p2

⎞⎠∥∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥∥
⎛⎝ −(p21 + q21)q1 + (p22 + q22)q2

(p21 + q21)p1 − (p22 + q22)p2

⎞⎠∥∥∥∥∥∥
= |(p21 + q21)q1 − (p22 + q22)q2|+ |(p21 + q21)p1 − (p22 + q22)p2|
≤ |q31 − q32|+ |p21q1 − p22q2|+ |p31 − p32|+ |q21p1 − q22p2|

!�����

|q31 − q32 | ≤ |q1 − q2||q21 + q1q2 + q22| ≤ c1|q1 − q2|
|p21q1 − p22q2| = |p21q1 − p21q2 + p21q2 − p22q2| ≤ p21|q1 − q2|+ |q2||p21 − p22|

≤ c2|q1 − q2|+ c3|p1 − p2|, c2 = p21, c3 = |q2||p1 + p2|

�� ���	�� 
������

|p31 − p32| ≤ c4|p1 − p2|
|q21p1 − q22p2| ≤ c5|p1 − p2|+ c6|q1 − q2|, c5 = q21, c6 = |p2||q1 + q2|

������ ������������ ‖f1(t, y1)− f1(t, y2)‖ ≤ Lf1(|q1−q2|+|p1−p2|) = Lf1 ‖y1 − y2‖
���� ������ !����� Lf1 = max {c2, c3, c5, c6} ��� !������ �� Lf = |λ|Lf1 �����

"	���

‖f(t, y1)− f(t, y2)‖ ≤ Lf ‖y1 − y2‖

���� ������ 

M���� yl(t)

yl(t) =
l∑

j=1

ylj(t)u
n
j AC >;B

������ 
������ y(t) �
�� ��� �����
�� ����� !� ������� AC >=B �����������

����������
 ������

F>



< ẏl(t), uni > = < Ãyl(t) + f(t, yl(t)), uni >, i = 1, ..., l AC >>B

< yl(0), uni > = < y0, u
n
i >, i = 1, ..., l


���������� AC >>B ������� ��������� 
�	��� �
�� ���� ����� ������� �����8

����� Yj� tj, 1 ≤ j ≤ n �������� yl(tj) �������� ��� �����
�� ����� !������

AC >>B ���������� ����� ������� i = 1, ..., l, 2 ≤ j ≤ n ����� "	���

〈
Yj − Yj−1

Δt
, uni

〉
=

〈
1

2
Ã(Yj + Yj−1) + f

(
t,
Yj + Yj−1

2

)
, uni

〉
, AC >?B

< Y1, u
n
i > = < y0, u

n
i >, i = 1, ..., l AC >CB

������ ���� ������ .��� �����	� �
��

n∑
j=1

αj ‖y(tj)− Yj‖2

������� �������������� u ∈ R
2m �
��

P l
nu =

l∑
i=1

< u, uni > uni

������ 
������ P l
n : R2m → V l

n,
(
V l
n = span {un1 , · · · , unl }

)
���I�������� ��8

��������� P l
n ���I�������� ������� ������� ����������� �"�������� '	�� ������∥∥P l

n

∥∥
L(R2m)

= 1 ��� �lj = y(tj)− P l
ny(tj) �� ϑlj = P l

ny(tj)− Yj ����� "	���

y(tj)− Yj = y(tj)− P l
ny(tj) + P l

ny(tj)− Yj = �lj + ϑlj


������� ����
�� �������� !���� ��������

n∑
j=1

αj

∥∥∥∥∥y(tj)−
l∑
i=1

< y(tj), u
n
i > uni

∥∥∥∥∥
2

=

n∑
j=1

αj
∥∥y(tj)− P l

ny(tj)
∥∥2 = n∑

j=1

αj
∥∥�lj∥∥2

�
������ �� �������� $����� {uni }li=1 3�$ ��	� ����������

n∑
j=1

αj
∥∥�lj∥∥2 = 2m∑

i=l+1

λni

F?



�������� M���� ϑlj �
�� ��� ��������������� ��������� ∂̄ϑlj = (ϑlj − ϑlj−1)/Δt
��������� ������������ 2 ≤ j ≤ n �
��

< ∂̄ϑlj , u
n
i > = < P l

n

(
y(tj )− y(tj−1)

Δt

)
− Yj − Yj−1

Δt
, uni >

=

〈
ẏ(tj − Δt

2
)−

(
1

2
Ã(Yj + Yj−1) + f

(
Yj + Yj−1

2

))
, uni

〉

+

〈
P l
n

(
y(tj )− y(tj−1)

Δt

)
− ẏ(tj − Δt

2
), uni

〉

=

〈
Ã

(
y(tj − Δt

2
)− Yj + Yj−1

2

)
+ f(y(tj − Δt

2
)) − f

(
Yj + Yj−1

2

)
, uni

〉

+

〈
P l
n

(
y(tj )− y(tj−1)

Δt

)
− y(tj )− y(tj−1)

Δt
, uni

〉
+

〈
y(tj) − y(tj−1)

Δt
− ẏ(tj − Δt

2
), uni

〉

=

〈
Ã

(
y(tj − Δt

2
)− Yj + Yj−1

2

)
+ f(y(tj − Δt

2
)) − f

(
Yj + Yj−1

2

)
+ wl

j + zlj , u
n
i

〉
����
�

���� ������ !�����

zlj = P l
n

(
y(tj)− y(tj−1)

Δt

)
− y(tj)− y(tj−1)

Δt
, wlj =

y(tj)− y(tj−1)

Δt
− ẏ(tj − Δt

2
)

��� (5.36) �
��������� ui = ϑlj + ϑlj−1 ��������

< ∂̄ϑlj , ϑ
l
j + ϑlj−1 > =

〈
A

(
y(tj − Δt

2
) − Yj + Yj−1

2

)
+ f(y(tj − Δt

2
))− f

(
Yj + Yj−1

2

)
, ϑlj + ϑlj−1

〉

+
〈
wl

j + zlj , ϑ
l
j + ϑlj−1

〉
����
�

���� ������ $�����

< ∂̄ϑlj , ϑ
l
j + ϑlj−1 >=

1

Δt
(
∥∥ϑlj∥∥2 − ∥∥ϑlj−1

∥∥2)
��� �� f ���������� ������ ����
���� ���� 1�������	8�"�������� ����∥∥∥∥f(y(tj − Δt

2
))− f

(
Yj + Yj−1

2

)∥∥∥∥ ≤ Lf

∥∥∥∥y(tj − Δt

2
)− Yj + Yj−1

2

∥∥∥∥
������ 
������ Lf ≥ 0 ������ !� �������� �� 4�����8&��P���	 �
����	���� AC >EB

�
��������� ������������

∥∥ϑlj∥∥2 ≤ ∥∥ϑlj−1

∥∥2 +Δt

(
(‖A‖ + Lf)

∥∥∥∥y(tj − Δt

2
)− Yj + Yj−1

2

∥∥∥∥+ ∥∥zlj∥∥+ ∥∥wl
j

∥∥) ‖ϑj + ϑlj−1‖

∥∥ϑlj∥∥2 − ∥∥ϑlj−1

∥∥2 ≤ Δt

(
(‖A‖ + Lf)

∥∥∥∥y(tj − Δt

2
)− Yj + Yj−1

2

∥∥∥∥+ ∥∥zlj∥∥+ ∥∥wl
j

∥∥) ‖ϑj + ϑlj−1‖

∥∥ϑlj∥∥2−∥∥ϑlj−1

∥∥2 ≤ Δt

(
(‖A‖+ Lf)

∥∥∥∥y(tj − Δt

2
)− Yj + Yj−1

2

∥∥∥∥+ ∥∥zlj∥∥+ ∥∥wl
j

∥∥) (‖ϑj‖+‖ϑlj−1‖)

.�� ��� ����� (‖ϑj‖+ ‖ϑlj−1‖) ��� ���"�"���

FC



∥∥ϑlj∥∥ ≤ ∥∥ϑlj−1

∥∥+Δt

(
(‖A‖+ Lf )

∥∥∥∥y(tj − Δt

2
)− Yj + Yj−1

2

∥∥∥∥+ ∥∥zlj∥∥+ ∥∥wlj∥∥)
���� ������ 

y(tj − Δt

2
) = y(tj)− Δt

2
ẏ(ξj), ξj ∈ (tj − Δt

2
, tj)

y(tj − Δt

2
) = y(tj−1) +

Δt

2
ẏ(ξj−1), ξj−1 ∈ (tj−1, tj − Δt

2
)

�
������������ c0 ����� ����� "	���

y(tj − Δt

2
) =

y(tj) + y(tj−1)

2
+

Δt

2
c0

���� ������ !������

∥∥∥∥y(tj − Δt

2
)− Yj + Yj−1

2

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥y(tj) + y(tj−1)

2
+

Δt

2
c0 − Yj + Yj−1

2

∥∥∥∥
≤ 1

2

(∥∥�lj∥∥+ ∥∥ϑlj∥∥+ ∥∥�lj−1

∥∥+ ∥∥ϑlj−1

∥∥+ c0Δt
)

������� !� �
����	��� ������������

∥∥ϑlj∥∥ ≤ ∥∥ϑlj−1

∥∥+Δt

(
1

2
(‖A‖+ Lf )

(∥∥�lj∥∥+ ∥∥ϑlj∥∥+ ∥∥�lj−1

∥∥+ ∥∥ϑlj−1

∥∥+ c0Δt
)
+
∥∥zlj∥∥+ ∥∥wl

j

∥∥)
���� ������ �� �������

(1−c1Δt)‖ϑlj‖ ≤ (1+c1Δt)‖ϑlj−1‖+Δt
(
c1(
∥∥�lj∥∥+ ∥∥�lj−1

∥∥) + c2Δt+ ‖zlj‖+ ‖wlj‖
)

���� ������ !�����

c1 = ��T{‖A‖, Lf}, c2 = c0c1

��� 

0 < Δt ≤ 1
2c1

�
��

1

1− c1Δt
≤ 1 + 2c1Δt

FD



�������� �� ������

(1 + 2c1Δt)
j ≤ e2c1Δtj �� (1 + c1Δt)

j ≤ ec1Δtj

�������� ��	 ��"��� ������������ j "	������� ������ ��������

‖ϑlj‖ ≤ (1 + 2c1Δt)
j

(
(1 + c1Δt)

j‖ϑl0‖+Δt

j∑
k=1

(
c1(
∥∥�lk∥∥+ ∥∥�lk−1

∥∥) + c2Δt+ ‖zlk‖+ ‖wl
k‖
))

∥∥ϑlj∥∥ ≤ e2c1Δtj

(
ec1Δtj‖ϑl0‖+Δt

j∑
k=1

(
c1(
∥∥�lk∥∥+ ∥∥�lk−1

∥∥) + c2Δt+ ‖zlk‖+ ‖wl
k‖
))

∥∥ϑlj∥∥ ≤ e2c1Δtj

(
Δt

j∑
k=1

(
c1(
∥∥�lk∥∥+ ∥∥�lk−1

∥∥) + c2Δt+ ‖zlk‖+ ‖wl
k‖
))

(‖ϑl0‖ = 0)

���� ������ !����� ��� ��� ������� ������ ������ ��

(
n∑
i=1

aibi

)2

≤
(

n∑
i=1

a2i

)(
n∑
i=1

b2i

)
ai, bi ∈ R

4�����8&��P���	 �
����	���� ������������ C = 5e4c1T��T{c21, c22, 1, j}� AΔtj ≤ T B

����� "	���

∥∥ϑlj∥∥2 ≤ CΔt2
j∑

k=1

(∥∥�lk∥∥2 + ∥∥�lk−1

∥∥2 +Δt2 + ‖zlk‖2 + ‖wlk‖2
)

���� ������  M���� wlk �
�� ��� �����
���� ��������� 

Δt2
j∑

k=1

∥∥wlk∥∥2 = Δt2
j∑

k=1

∥∥∥∥y(tk)− y(tk−1)

Δt
− ẏ(tk − Δt

2
)

∥∥∥∥2

=

j∑
k=1

∥∥∥∥y(tk)− y(tk−1)−Δtẏ(tk − Δt

2
)

∥∥∥∥2

≤
j∑

k=1

(
C̃Δt2

∫ tk

tk−1

‖yttt(t)dt‖
)2

≤ C̃2Δt4
j∑

k=1

(∫ tk

tk−1

‖yttt(t)dt‖
)2

≤ C̃2Δt4
∫ T

0

‖yttt(t)‖2dt

FE



!����� C̃ n ��� �������	 ����� ������� M���� �� zlk �
�� ��� �����
���� ����8

����� 

∥∥zlk∥∥2 =

∥∥∥∥P l
n

(
y(tk)− y(tk−1)

Δt

)
− y(tk)− y(tk−1)

Δt

∥∥∥∥2

=

∥∥∥∥P l
n

(
y(tk)− y(tk−1)

Δt

)
− P l

nẏ(tk) + P l
nẏ(tk)−

y(tk)− y(tk−1)

Δt

∥∥∥∥2

≤ 2‖P l
n‖2L(R2m)

∥∥∥∥y(tk)− y(tk−1)

Δt
− ẏ(tk)

∥∥∥∥2

+2

∥∥∥∥P l
nẏ(tk)− ẏ(tk) + ẏ(tk)− y(tk)− y(tk−1)

Δt

∥∥∥∥2

≤ 2‖wlk‖2 + 4‖P l
nẏ(tk)− ẏ(tk)‖2 + 4

∥∥∥∥ẏ(tk)− y(tk)− y(tk−1)

Δt

∥∥∥∥2
= 4‖P l

nẏ(tk)− ẏ(tk)‖2 + 6‖wlk‖2

1 ≤ k ≤ n �
�� Δt ≤ 2αk ������� !������ ��������� �"
"� Δt �
�� Δt2 ≤ 2αk

�� Δt4 ≤ 2αk ���� !������

Δt2
j∑

k=1

‖zlk‖2 = 4Δt2
j∑

k=1

‖P l
nẏ(tk)− ẏ(tk)‖2 + 6Δt2

j∑
k=1

‖wlk‖2

≤ 8
n∑
k=1

αk‖P l
nẏ(tk)− ẏ(tk)‖2 + 6C̃2Δt4‖yttt‖L2(0,T ;R2m)

��

Δt2
j∑

k=1

Δt2 ≤
n∑
k=1

αk

������� )��� ������ �� �
����	������ ������������

FF



∥∥ϑlj∥∥2 ≤ CΔt2
j∑

k=1

(∥∥�lk∥∥2 + ∥∥�lk−1

∥∥2 +Δt2 + ‖zlk‖2 + ‖wlk‖2
)

∥∥ϑlj∥∥2 ≤ 2C
n∑
k=1

αk‖�lk‖2 + C
n∑
k=1

(
αk + 8αk‖P l

nẏ(tk)− ẏ(tk)‖2
)

+7CC̃2Δt4‖yttt‖L2(0,T ;R2m)

������� !������
∑n

k=1 αk = T ������ ������������

n∑
j=1

αj‖ϑlj‖2 ≤ 2CT

n∑
k=1

αk‖�lk‖2 + CT 2 + 8CT

n∑
k=1

αk‖P l
nẏ(tk)− ẏ(tk)‖2

+7CTC̃2Δt4‖yttt‖L2(0,T ;R2m)

���� ������ $�����

‖P l
nẏ(tj)− ẏ(tj)‖2 =

2m∑
i=l+1

| 〈ẏ(tj), uni 〉 |2

������ �� ��	 ��"��� ��������������

n∑
j=1

αj‖ϑlj‖2 ≤ C∗
(
Δt4 +

2m∑
i=l+1

(
λi +

n∑
j=1

αj | 〈ẏ(tj), uni 〉 |2
))

���� ������ !����� C∗ = 4CT��T{T, 8, 7C̃2‖yttt‖L2(0,T ;R2m)} ��� 

ϑlj �� �lj �
�� ���� ������ �� �����
����� �����
��������� ���� �����	� l �� n ���

�������	 CE = ��T{2, 2C∗} ����� ���� ����� "	���

n∑
j=1

αj‖y(tj)− Yj‖2 =

n∑
j=1

αj‖ϑlj + �lj‖2

≤ 2
n∑
j=1

αj‖ϑlj‖2 + 2
n∑
j=1

αj‖�lj‖2

≤ 2C∗
(
Δt4 +

2m∑
i=l+1

(
λi +

n∑
j=1

αj| 〈ẏ(tj), uni 〉 |2
))

+ 2

2m∑
i=l+1

λi

≤ CE

(
2m∑

i=l+1

(
2λi +

n∑
j=1

αj | 〈ẏ(tj), uni 〉 |2
)

+Δt4

)

FG




������� ���� ������ 

�!5(!0 ?7�7 7 y ∈ C([0, T ];R2m) ∩ C ′((0, T );R2m) �����
 ��� �:�9.
 
�
� ���

����� �	��� "�
   
y ∈ L2(0, T ;R

2m) ���	����� � ���� ���
� �
� l ∈ {1, · · · , 2m} 
�
�

{uni }li=1 H3? ����	��
 
�
� G7� ���� "� {Yj}nj=1 �:�9B
 �
����
 
�
� ��� �����

�	���� #� �������

n∑
j=1

αj ‖y(tj)− Yj‖2 ≤ CE

⎛⎝ 2m∑
i=l+1

⎛⎝2λi +

n∑
j=1

αj| 〈ẏ(tj), uni 〉 |2
⎞⎠+Δt4

⎞⎠
������ �����	� 
���� ��
 CE > 0 
����� ��
	�
�

6�& �+% $!�"��" ��� ���+���%�� (�� ������%8

�%� (�0"�������

5�� ������� *1& ���������� 
� �������� ����� ����
����

pt + qxx + qyy + β(p2 + q2)q = 0

qt − pxx − pyy − β(p2 + q2)p = 0

M���� �� ������ x, y ����
������ ���� ������	� ��������

pt + Âq + β(p2 + q2)q = 0

qt − Âp− β(p2 + q2)p = 0

���� ������ !����� p, q ∈ R
m2

� Â ∈ R
m2×m2

� C ∈ R
m×m ����� "	���

p = (p(x1, y1), · · · , p(xm, y1), · · · , p(x1, ym), · · · , p(xm, ym))T �

q = (q(x1, y1), · · · , q(xm, y1), · · · , q(x1, ym), · · · , q(xm, ym))T

Â =
1

h2

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

C

C
   

C

C

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
+

1

h2

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−2I I I

I −2I I
         

I −2I I

I I −2I

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
G<



�

C =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−2 1 1

1 −2 1
   

1 −2 1

1 1 −2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

���������� p �� q x, y ����
��������� ����� ������ �
�� ��	 ������������� ��

�� ��� ����
���� �������� {uj}lj=1 , {vj}lj=1 3�$ ��	������� ������������ ���������

������� 3�$ �������� ����������� 

pl =
l∑

j=1

γjuj, ql =
l∑

j=1

ηjvj

������ 
������ pl, ql p �� q �
�� ��� �����
�� ����� pl �� ql �� ������	� ������


�������� ��	�����

l∑
j=1

γ̇juj = −
l∑

j=1

ηjÂvj − β

(
l∑

j=1

ηjvj

)⎧⎨⎩
(

l∑
j=1

γjuj

)2

+

(
l∑

j=1

ηjvj

)2
⎫⎬⎭

l∑
j=1

η̇jvj =
l∑

j=1

γjÂuj + β

(
l∑

j=1

γjuj

)⎧⎨⎩
(

l∑
j=1

γjuj

)2

+

(
l∑

j=1

ηjvj

)2
⎫⎬⎭

�
��������� ���� ������ *1& ���� ���	�� �
������ ���������

γ̇ = −Bη − βUT ∗ (V η).(Uγ)2 − βUT ∗ (V η)3

η̇ = BTγ + βV T ∗ (Uγ).(V η)2 + βV T ∗ (Uγ)3

������� ���� ������ !����� B = ((bij)) , bij =
〈
Âvj, ui

〉
��� U, V, γ, η �� *1&

���������� 3�$ ��������
������ ���	�� �������������� 5���������
 �� �������


�	��� �
�� ���� ����� ������� �� :@$ ������� ������������ *1& �����������

����� ������ ������ �	����� 

G=



6�4 �+%�% ��� ���+��� �%����%�� (�� ������%8

�%� (�0"�������

5���� *1& ������� ���������� ���� ����� .���������� ������ ������ ������� 
� 
�8

���������

q1t = −α1Aq2 − σ1(q
2
1 + q22)q2 − v(q23 + q24)q2,

q2t = α1Aq1 + σ1(q
2
1 + q22)q1 + v(q23 + q24)q1,

q3t = −α2Aq4 − σ2(q
2
3 + q24)q4 − v(q21 + q22)q4,

q4t = α2Aq3 + σ2(q
2
3 + q24)q3 + v(q21 + q22)q3 AC >FB

M���� �� ������ 3�$ ���������� ��������
��� �� ����������
 ������� ����

�����
��� ���������� {uj}lj , {vj}lj , {wj}lj , {kj}lj 3�$ ��	���� ����� "	��� q1, q2, q3, q4

������������� �
�� 
���� ��� �����
���� ����������

ql1 =

l∑
j=1

γjuj, ql2 =

l∑
j=1

βjvj , ql3 =

l∑
j=1

ηjwj, ql4 =

l∑
j=1

ζjkj

)��� ������ �� ������������ AC >FB ������� ���������� ������ ��	������

l∑
j=1

γ̇juj = −α1

l∑
j=1

βjAvj − σ1

⎧⎪⎨⎪⎩
⎛⎝ l∑

j=1

γjuj

⎞⎠2

+

⎛⎝ l∑
j=1

βjvj

⎞⎠2
⎫⎪⎬⎪⎭
⎛⎝ l∑

j=1

βjvj

⎞⎠

− v

⎧⎪⎨⎪⎩
⎛⎝ l∑

j=1

ηjwj

⎞⎠2

+

⎛⎝ l∑
j=1

ζjkj

⎞⎠2
⎫⎪⎬⎪⎭
⎛⎝ l∑

j=1

βjvj

⎞⎠ �
��
�

l∑
j=1

β̇jvj = α1

l∑
j=1

γjAuj + σ1

⎧⎪⎨⎪⎩
⎛⎝ l∑

j=1

γjuj

⎞⎠2

+

⎛⎝ l∑
j=1

βjvj

⎞⎠2
⎫⎪⎬⎪⎭
⎛⎝ l∑

j=1

γjuj

⎞⎠

+ v

⎧⎪⎨⎪⎩
⎛⎝ l∑

j=1

ηjwj

⎞⎠2

+

⎛⎝ l∑
j=1

ζjkj

⎞⎠2
⎫⎪⎬⎪⎭
⎛⎝ l∑

j=1

γjuj

⎞⎠ �
����

l∑
j=1

η̇jwj = −α2

l∑
j=1

ζjAkj − σ2

⎧⎪⎨⎪⎩
⎛⎝ l∑

j=1

ηjwj

⎞⎠2

+

⎛⎝ l∑
j=1

ζjkj

⎞⎠2
⎫⎪⎬⎪⎭
⎛⎝ l∑

j=1

ζjkj

⎞⎠

− v

⎧⎪⎨⎪⎩
⎛⎝ l∑

j=1

γjuj

⎞⎠2

+

⎛⎝ l∑
j=1

βjvj

⎞⎠2
⎫⎪⎬⎪⎭
⎛⎝ l∑

j=1

ζjkj

⎞⎠ �
����

G;



l∑
j=1

ζ̇jkj = α2

l∑
j=1

ηjAwj + σ2

⎧⎪⎨⎪⎩
⎛⎝ l∑

j=1

ηjwj

⎞⎠2

+

⎛⎝ l∑
j=1

ζjkj

⎞⎠2
⎫⎪⎬⎪⎭
⎛⎝ l∑

j=1

ηjwj

⎞⎠

+ v

⎧⎪⎨⎪⎩
⎛⎝ l∑

j=1

γjuj

⎞⎠2

+

⎛⎝ l∑
j=1

βjvj

⎞⎠2
⎫⎪⎬⎪⎭
⎛⎝ l∑

j=1

ηjwj

⎞⎠ �
����

������� ���� ������ AC >GB�AC ?<B�AC ?=B�AC ?;B �
����������� ��������� ui, vi, wi, ki ���

�
 
����� �����������

γ̇i = −α1

l∑
j=1

βj 〈Avj , ui〉 − σ1

〈⎛⎝ l∑
j=1

γjuj

⎞⎠2⎛⎝ l∑
j=1

βjvj

⎞⎠ , ui

〉
− σ1

〈⎛⎝ l∑
j=1

βjvj

⎞⎠3

, ui

〉

− v

〈⎛⎝ l∑
j=1

ηjwj

⎞⎠2⎛⎝ l∑
j=1

βjvj

⎞⎠ , ui

〉
− v

〈⎛⎝ l∑
j=1

ζjkj

⎞⎠2⎛⎝ l∑
j=1

βjvj

⎞⎠ , ui

〉

β̇i = α1

l∑
j=1

γj 〈Auj , vi〉+ σ1

〈⎛⎝ l∑
j=1

βjvj

⎞⎠2⎛⎝ l∑
j=1

γjuj

⎞⎠ , vi

〉
+ σ1

〈⎛⎝ l∑
j=1

γjuj

⎞⎠3

, vi

〉

+ v

〈⎛⎝ l∑
j=1

ηjwj

⎞⎠2⎛⎝ l∑
j=1

γjuj

⎞⎠ , vi

〉
+ v

〈⎛⎝ l∑
j=1

ζjkj

⎞⎠2⎛⎝ l∑
j=1

γjuj

⎞⎠ , vi

〉

η̇i = −α2

l∑
j=1

ζj 〈Akj , wi〉 − σ2

〈⎛⎝ l∑
j=1

ηjwj

⎞⎠2⎛⎝ l∑
j=1

ζjkj

⎞⎠ , wi

〉
− σ2

〈⎛⎝ l∑
j=1

ζjkj

⎞⎠3

, wi

〉

− v

〈⎛⎝ l∑
j=1

γjuj

⎞⎠2⎛⎝ l∑
j=1

ζjkj

⎞⎠ , wi

〉
− v

〈⎛⎝ l∑
j=1

βjvj

⎞⎠2⎛⎝ l∑
j=1

ζjkj

⎞⎠ , wi

〉

ζ̇i = −α2

l∑
j=1

ηj 〈Awj , ki〉 − σ2

〈⎛⎝ l∑
j=1

ζjkj

⎞⎠2⎛⎝ l∑
j=1

ηjwj

⎞⎠ , ki

〉
− σ2

〈⎛⎝ l∑
j=1

ηjwj

⎞⎠3

, ki

〉

− v

〈⎛⎝ l∑
j=1

γjuj

⎞⎠2⎛⎝ l∑
j=1

ηjwj

⎞⎠ , ki

〉
− v

〈⎛⎝ l∑
j=1

βjvj

⎞⎠2⎛⎝ l∑
j=1

ηjwj

⎞⎠ , ki

〉

G>



!�����

B = ((bij)) , bij = 〈Avj , ui〉 , C = ((cij)) , cij = 〈Akj , wi〉
V = [v1, v2, · · · , vl] ∈ R

m×l, U = [u1, u2, · · · , ul] ∈ R
m×l,

W = [w1, w2, · · · , wl] ∈ R
m×l, K = [k1, k2, · · · , kl] ∈ R

m×l⎛⎝ l∑
j=1

βjvj

⎞⎠3

= (β1v1 + β2v2 + ...+ βlvl)
3 = (V β)3,

〈
(V β)3, ui

〉
= uti(V β)

3 ⇒ 〈
(V β)3, U

〉
= U t ∗ (V β)3,⎛⎝ l∑

j=1

βjvj

⎞⎠⎛⎝ l∑
j=1

γjuj

⎞⎠2

= (V β).(Uγ)2

〈
(V β).(Uγ)2, U

〉
= U t ∗ (V β).(Uγ)2


������� �
�������� ������������ ������

γ̇ = −α1Bβ − σ1U
T ∗ (Uγ)2.(V β)

− σ1U
T ∗ (V β)3 − vUT ∗ (Wη)2.(V β)− vUT ∗ (Kζ)2.(V β)

β̇ = α1B
Tγ + σ1V

T ∗ (V β)2.(Uγ)
+ σ1V

T ∗ (Uγ)3 + vV T ∗ (Wη)2.(Uγ) + vV T ∗ (Kζ)2.(Uγ)
η̇ = −α2Cζ − σ2W

T ∗ (Wη)2.(Kζ)− σ2W
T ∗ (Kζ)3

− vW T ∗ (Uγ)2.(Kζ)− vW T ∗ (V β)2.(Kζ)
ζ̇ = α2C

Tη + σ2K
T ∗ (Kζ)2.(Wη) + σ2K

T ∗ (Wη)3

+ vKT ∗ (Uγ)2.(Wη) + vKT ∗ (V β)2.(Wη)

������ ��	���� !� ������� 
�	��� �
�� ���� ����� ������� ���������� 

 ���� ���
� #�� �	��
	� ����	�� ���� )�� ����	�����

*��� ���
���

5���� *1& ������� ���������� ������	� ������
 ����

q1t = −α1Aq2 − σ1(q
2
1 + q22)q2 − v(q23 + q24)q2,

q2t = α1Aq1 + σ1(q
2
1 + q22)q1 + v(q23 + q24)q1,

q3t = −α2Aq4 − σ2(q
2
3 + q24)q4 − v(q21 + q22)q4,

q4t = α2Aq3 + σ2(q
2
3 + q24)q3 + v(q21 + q22)q3

G?




���������� !������

y =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
q1

q2

q3

q4

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , Ã =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 −α1A 0 0

α1A 0 0 0

0 0 −α2A 0

0 0 0 α2A

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

f =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−σ1(q21 + q22)q2 − v(q23 + q24)q2

σ1(q
2
1 + q22)q1 + v(q23 + q24)q1

−σ2(q23 + q24)q4 − v(q21 + q22)q4

σ2(q
2
3 + q24)q3 + v(q21 + q22)q3

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
������ �������� ������

yt = Ãy + f(t, y)

�������� ��	���� *1& ����������� �	����� ���� ��� ����� *1& ������� �������

�
���� ��
�������� ����� f(t, y) ������������� 1�������	 �"����� ������ ����������8

����� 

.�� y, ŷ ∈ R
4m �
��

‖f(t, y)− f(t, ŷ)‖ ≤ Lf ‖y − ŷ‖

������ 
������ Lf > 0 ��������� ��� ������ ��������������� y = (q1, q2, q3, q4)
T �

ŷ = (q̂1, q̂2, q̂3, q̂4)
T ������ 

‖f(t, y)− f(t, ŷ)‖ =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−σ1(q21 + q22)q2 − v(q23 + q24)q2

σ1(q21 + q22)q1 + v(q23 + q24)q1

−σ2(q23 + q24)q4 − v(q21 + q22)q4

σ2(q23 + q24)q3 + v(q21 + q22)q3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠−

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−σ1(q̂21 + q̂22)q̂2 − v(q̂23 + q̂24)q̂2

σ1(q̂21 + q̂22)q̂1 + v(q̂23 + q̂24)q̂1

−σ2(q̂23 + q̂24)q̂4 − v(q̂21 + q̂22)q̂4

σ2(q̂23 + q̂24)q̂3 + v(q̂21 + q̂22)q̂3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
= |σ1[q21q2 − q̂21 q̂2 + q32 − q̂32] + v[q23q2 − q̂23 q̂2 + q24q2 − q̂24 q̂2]|
+ |σ1[q22q1 − q̂22 q̂1 + q31 − q̂31] + v[q23q1 − q̂23 q̂1 + q24q1 − q̂14 q̂2]|
+ |σ2[q23q4 − q̂23 q̂4 + q34 − q̂34] + v[q21q4 − q̂21 q̂4 + q22q4 − q̂12 q̂4]|

+ |σ2[q24q3 − q̂24 q̂3 + q33 − q̂33] + v[q21q3 − q̂21 q̂3 + q22q3 − q̂12 q̂3]|

!����� �� *1& ����������� 1�������	 �"����� �������� ��������� �
�� �����

������ ��� �	����� ��

‖f(t, y)− f(t, ŷ)‖ ≤ Lf ‖y − ŷ‖

������ 
������ Lf ��������� ������ ���������� ���������� 

GC



�!5(!0 ?7�7 7 y ∈ C([0, T ];R4m) ∩ C ′(0, T ;R4m) �����
 ��� �:�9D
 
�
� ���

����� �	��� "� ÿ ∈ L2(0, T ;R
4m) ���	����� � ���� ���
� �
� l ∈ {1, · · · , 4m} 
�
�

{uni }li=1 
�
	
 H3? ����	�� �
����
 
�
� G7� ���� "� {Yj}nj=1 �
���
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��� ����� �	���� #� �������

n∑
j=1

αj ‖y(tj)− Yj‖2 ≤ CE

⎛⎝ 4m∑
i=l+1

⎛⎝2λi +

n∑
j=1

αj| 〈ẏ(tj), uni 〉 |2
⎞⎠+Δt4

⎞⎠
������ �����	� 
���� ��
 CE > 0 
����� ��
	�
�

GD
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 ��
��� ψ(x, 0) = ψ0(x) ������ ������� ��������� ����� ��
���� ������

������� &���������� ��������

iψt + ψxx + λ|ψ|2ψ = 0


���������� !� ���"��� ��������� ������� 
�	"�" �
�� 3�$ �������� :@$ ���8

���� �� ���� ����� ������� ����������
��� 5�� ������ ����� "	������ �� ���������

���������������
��� ������� ψ = p + iq �������� .���������� ������� �������

��	����
 �� ��������� �� ������� ���������
��� 

5�� ������� T = 500 �
�� ���� ����� p� ����� ����� q �� �������� 
�	"� ψ �
�� ����

������ �	����� ���H�������� ����� ����� ���H������� �� �������� ������������ ����8

����� ���� ����
��� ���� �������� ���"��������� !��	�� ������� T = 10 ��������

������� �� ���
���
���������� 3�$ ��	 ������ ���� ����� p "	������� ���������� 

$����� ����� ����� �� �	����� ���H����� �� p �
�� ������� !������ �������� ��������

:@$ ������� ��� ���� ����� ������� ����������� ��������� ���	�� ���H���� ����

������������ ���H���� ������ ���� ����� ������� �
�� �������� ��� ��� ������ �
����

������� 
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p(x, 0) = exp(
−(x− 1)2

2
)

q(x, 0) = exp(
−x2
2

)

GE



�	���� �	����� x ∈ [−20, 20],Δx = 2,Δt = 0.1, λ = 1 �����	��
 �	����� T = 10
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U3�$ !���� !���� !���� )���I� .�� $��� 6��� /�	"���� $��� 6���

Ap �
��B Aq �
��B Aψ �
��B

C G? EFE G? ED; G? G;> ? <GC�8<<; G C>=�8<<;

=< GF C=? GF ?F< GF C=; > ?;?�8<<; = <=;�8<<=

=C GG C?E GG C?C GG CC? = ;?C�8<< D <?>�8<<;

=D GG DE? GG DF; GG DFG E CC=�8<<> F ;<G�8<<;

=E GG EFF GG EGD GG F<; E <?E�8<<> F ?CC�8<<;

=F GG FF= GG FFG GG FG= > <DG�8<<> E D=E�8<<;

=G GG GC? GG GD; GG GCE ; GG=�8<<> C C=E�8<<;

;< =<< =<< =<< > F?>�8<=; = D;C�8<==

9���� D =� '���� 6.0.2� 9VC<< �
�� ���� ������� A3�$ -������� :��� *����

-������B
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M���� D E� '���� 6.0.2� T = 10 �
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�	"�"

M���� D F� '���� 6.0.2� T = 500 �
�� ���� 
�	"�"

U3�$ !���� )���I� .������� $��������� 6��� /�	"���� $��������� 6���

; G> D>? = E??�8<<; = =E;�8<<=

> GF >;< D DE?�8<<; D GFG�8<<;

? GG ED> F ?F?�8<<> = =;E�8<<;

C GG GGC > ;CE�8<<> > ;F;�8<<>

D GG GGG D DF;�8<<? C D<<�8<<?

E =<< = D<=�8<<? = =EE�8<<?

9���� D ;� '���� 6.0.2� 9V=< �
�� ���� ������� A3�$ -������� :��� *���� -��8

����B

?�� �	���� T = 500 "� T = 10 
�
� )4�  �����
 "� G7�  �����
 ���������


+��� ���	����� "���	
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C G? EGG ? =<<�8<<; = F>F�8<<=

=< GF ?G> ; GDD�8<<; = EFF�8<<=

=C GG C>; = ?<C�8<<; = F=G�8<<=

=D GG DDD ? GF<�8<<> = D=F�8<<=

=E GG EF= ? <>E�8<<> = D>=�8<<=

=F GG FEE = C<<�8<<> = C<?�8<<=

=G GG GC; ; F?<�8<<> = <FE�8<<=

;< =<< E <>C�8<=; C =GF�8<==

9���� D >� '���� 6.0.2� 9VC<< �
�� ���� ������� A3�$ -������� :@$ -������B

U3�$ !���� )���I� .������� $��������� 6��� /�	"���� $��������� 6���

; G> D=< = EF=�8<<; = G>>�8<<=

> GF >== D D=G�8<<; F >?F�8<<;

? GG ED= F <GE�8<<> ; D<E�8<<;

C GG GGC > ?C<�8<<> C ;??�8<<>

D GG GGG D ED?�8<<? = F<=�8<<>

E =<< = E=C�8<<? ? GC<�8<<?

9���� D ?� '���� 6.0.2� 9V=< �
�� ���� ������� A3�$ -������� :@$ -������B

T = 500 "� T = 10 
�
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 ��	���	��������� |ψ|2 2��J�
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	� G7�
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� ������ ���
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 �	���� 2���	������
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 2��J�	��
���� T = 10 
�
� �� +�� 
�
  �����
� ����1
 
 �������� ��	���	!

��������� ��������
 T �����
�
� ������� ��������� G7�  �����
 
	�  ��	������

��	����� 
�
� ��+� ��� �� ��� G7� ���� �	��� 2����������
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M���� ������ �������� ������ ������ ������� 
����
����� ���� �������� ��
�� ���

������ ������� &���������� �������� ������ ������������ 


(�!= @7�7-7 #��	��2�� ����	� $&.' c1 = 4, x1 = −10, c2 = −4, x2 = 10 �	���

�����

ψ(x, 0) =

2∑
j=1

exp(
1

2
icj(x− xj))sech(x− xj)

�	���� �	����� x ∈ [−25, 25],Δx = 0.2,Δt = 0.04, T = 5 
�
� �����	�� �	�� ��
	�
�

M���� D G� '���� 6.0.3� *��� 
�	"�"
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���H�� A�������B

U3�$ !���� )���I� .������� $��������� 6��� /�	"���� $��������� 6���

=C GG F?; = >C;�8<<= F GD;�8<<;

;< GG GFE ; <=>�8<<; ; DDE�8<<;

;C GG GGE = G=;�8<<; = >?D�8<<;

>< GG GGG = ==G�8<<; D ><?�8<<>

>C =<< C =DF�8<<; ? <E=�8<<>

9���� D C� '���� 6.0.3� .��� 9������ A3�$ -������� :��� *���� -������B
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=C GG F?< = >;D�8<<= G <<F�8<<;

;< GG GFD = GDG�8<<; ; E<F�8<<;

;C GG GGE = D>C�8<<; = ?<<�8<<;

>< GG GGG G F><�8<<> D ?>=�8<<>

>C =<< ? DF?�8<<> > FC;�8<<>

9���� D D� '���� 6.0.3� .��� 9������ A3�$ -������� :@$ -������B
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����� ��	2�	���� ���
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� "�  ��	��
�
� ���
����
�
 2���	������
�� ���
 �	���
�

�������� �	�� ��
	�
��
�� K��
	 6.10 �� 
�� 
�
  �����
� � 2�	������ ���������

�	�� ��
	�� ����1
 ���
�
� 2��J�	��
  �� �	��������� ����1
 2��J�	��
���� ��������

�������
 t ∈ [2, 3] ����1
 ���
�
�
 ��� ���� �
� ���
	�� 2���	������
�� T = 5 �����
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 ����


�� G7� 
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 �	���� 2���	������
��

3�4�� ���
� #�� �	��
	� ����	��

��������� ����� ��
���� �� ψ1(x, 0) = ψ10 , ψ2(x, 0) = ψ20 ��
�����
 ��
���� ������

������� &���������� ������� 
����

iψ1t + α1ψ1xx + (σ1|ψ1|2 + v|ψ2|2)ψ1 = 0

iψ2t + α2ψ2xx + (σ2|ψ2|2 + v|ψ1|2)ψ2 = 0


���������� &������� ψ1 = q1 + iq2 �� ψ2 = q3 + iq4 �������� ���� ������

.���������� ������ 3�$ �� ���� ����� ������� ���������� 
�	"��" -��������

=<C



�������������� ���� ����� q1, q3� ����� ����� q2, q4 �� �������� 
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��� ����

�������� ���"��"�"���� �	����� ���H����� �� ����� ����� ���H����� ������ q1 �
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 3�$ ��	� q1 �
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ψ1(x, 0) = ψ10(1− ξ cos(lx))

ψ2(x, 0) = ψ20(1− ξ cos(l(x+ θ)))

"� ���
 ��
� ����� ����		��� ψ1(x, t) = ψ1(x+L, t), ψ2(x, t) = ψ2(x+L, t) �	����

�	����� #����� ξ << 1 ������
�	
� �
����
�
 ��+� �����2�+ �� �+� ���������
��
/ l
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 "� θ 
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�
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�	 �+��� �
N������ ���-��� �-�

���������
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� $A'�

?� ���	 �����	�� x ∈ [0, 8π]/ v = 1/ Δx = 8π/128/ Δt = 0.05/ θ = 0/ l = 1/2/

ξ = 0.1 "� L = 8π 
�
� �	�����
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; GG CEG > ;FE�8<<; ; ECG�8<<=

> GG GF< > ?D?�8<<; ; FD;�8<<=

? GG GGE ; ;FG�8<<; = ?G>�8<<=

C GG GGG F D?F�8<<> ? CG;�8<<;

D GG GGG F <>>�8<<> ? D=<�8<<;
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ψ(x, y, t) = exp(i(x+ y − t)),
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