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OzET

BANACH ORGULERI ICIN OPERATORLERIN
KOMPAKT OLMAMA OLCULERI

CALISKAN, Begiim
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik-Bilgisayar Boliimii
Tez Danigmani: Yrd. Dog. Dr. R. Tung MISIRLIOGLU

Haziran 2013, 56 sayfa

Bu tez calismasi {i¢ bolitmden olusmaktadir. Ilk béliimde bir giris yapilmis, ikinci
boliimde, Banach uzaylari, Banach orgiileri ve pozitif operatorler ile ilgili te-
mel tanim ve teoremler ve ayrica sinirh lineer operatorlerin spektrum ve esash
spektrum kavramlar1 verilmigtir. Son boéliim, yani ti¢linci boliim, ozellikleriyle
birlikte birtakim kompakt-olmama olgiilerini icermektedir. Bu boliime ait ilk
kisimda, iyi bilinen Kuratowski ve Hausdorff kompakt-olmama o6l¢iileri detayli bir
sekilde caligilmigtir. Sonraki kisimda, Banach orgiilerinde yari kompakt-olmama
olciileri, operatorlerin esash spektrumlara uygulamalar: ile birlikte ¢aligilmigtir.
Sonraki iki kisimda ise, sirasiyla, ayrikligi koruyan operatorlerin kompakt-olmama
olciileri incelenmis ve d-yakinsaklik ile kompakt-olmama olgiisii arasindaki iligki
tartigilmigtir. Son kisimda ise, zayif topoloji ile verilen zayif kompakt-olmama

olctisii caligilmigtar.

ANAHTAR KELIMELER: Banach orgiileri, pozitif operatorler, kompakt-olmama

olciileri, yar1 kompakt-olmama 0l¢iisii, zayif kompakt-olmama ol¢iisti.
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ABSTRACT

MEASURES OF NON-COMPACTNESS OF
OPERATORS FOR BANACH LATTICES

CALISKAN, Begiim
M.Sc.Thesis, Department, of Mathematics and Computer Science

Supervisor: Assist. Prof. Dr. R. Tun¢ MISIRLIOGLU

June 2013, 56 pages

The thesis consists of three chapters. By giving an introduction in the first chap-
ter, in Chapter 2, we give Banach space fundamentals, Banach lattices and posi-
tive operators, and also some basic concepts of spectrum and essential spectrum
of a bounded and linear operator. The last chapter, Chapter 3, includes seve-
ral types of measures of non-compactness with their properties. In Section 3.1,
we study in detail on the well-known Kuratowski and Hausdorff measures of
non-compactness with their properties. In Section 3.2, we study on measures of
non-semicompactness in Banach lattices wih their applications to the essential
spectrum of operators. In the following two sections, we investigate the measures
of non-compactness of disjointness preserving operators and discuss the relati-
onship between d-convergence and the measure of non-compactness, respectively.
In the last section, Section 3.5, the measure of non-compactness in the weak

topology, called the measure of weak non-compactness, is studied.

KEYWORDS: Banach lattices, positive operators, measures of non-compactness,

measure of non-semicompactness, measure of weak non-compactness.
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BoruwMm 1
GIRIS

Kompakt-olmama o0lciisii fonksiyonel analizde kullanigh bir aragtir. Kompakt-
olmama oOl¢iisii kavrami ilk olarak 1930’da Kuratowski tarafindan [9]’da tanim-
lanmigtir. A siirh bir kiime olmak iizere «(A) ile gosterilen bu 6lgii, A kiimesini
orttiigiimiiz kiimelerin ¢aplarimin infimumudur. «(A) = 0 olmasi A kiimesinin 6n
kompakt olmasi ile saglanir. Diger bir kompakt-olmama 6lgiisii olan y(A) Haus-
dorff kompakt-olmama 6l¢iisii ise Goldenstein, Gohberg ve Markus [7] tarafindan
tanimlanmistir. Bu 0lci ise, yaricapr r sayisindan kiiciik veya egit olan yuvar-
larin sonlu birlegimiyle ortebildigimiz A kiimesi i¢in bu yarigaplarin infimumu
olarak tanimlanir. Bu kompakt-olmama olciileri ortak bir amacla kullanilir. Bu
olciilere gore kompakt bir kiimenin Ol¢tisii sifir olur, ve kiimelerin kompaktliktan
“ne kadar uzak” oldugu ile ilgili olarak 6l¢ii biiyiir. Bu fikrin altinda yatan sudur:
sinirli bir kiime tek bir yuvar tarafindan ortiilebilir. Bazen daha kii¢iik yaricaph
yuvarlar da bir kiimeyi 6rtebilir. Kompakt bir kiime keyfi kiigiik yarigapl sonlu
yuvarla ortiilebilir, ¢linkii tam siirhidir. Bu yiizden su soru sorulabilir: Kiimeyi
orttiigiimiiz bu sonlu sayida yuvarin en kiiciik yaricap: nedir?

Boliim 2’de Banach uzayi, Banach orgiisii ve pozitif operatorlerle ilgili kavramlar
verilmektedir. Ayrica sinirhi bir operatoriin spektrumu, esash spektrumu ve esash
spektral yaricapi kavramlarindan da bahsedilmektedir.

Bolum 3 birtakim kompakt-olmama olgiileri ve bunlarin ozelliklerini icermektedir.
Boliim 3.1°de, Hausdorff kompakt-olmama 0Ol¢tisii y, Kuratowski kompakt-olmama
olciisti v, ve genel olarak (homojen) kompakt-olmama 6lgtisii § dlgiileri tanimlan-
maktadir. Bir sonraki kisim, Boliim 3.2’de, Banach orgiileri tizerindeki pozitif

operatorlerin kompakt-olmama olclisiinden ve bu operatorlerin esash spektru-



muna uygulamalarindan bahsedilmektedir. Burada B. de Pagter ve A. R. Sc-
hep’in [15)’deki sonuglarindan yararlanilmaktadir. Bu ¢aligmada ii¢ temel soru
onemli rol oynamaktadir. Hangi operatorler ve hangi F Banach orgiileri igin:
(a) x Ol¢iisii monotondur, yani, £(E) tizerinde tamimli 0 < S < T operatorleri
icin x(S) < x(T) saglanir; (b) ress(7') monotondur, yani, £(F) iizerinde taniml
0 < 8 < T operatorleri igin 7ess(S) < Tess(T') saglamir; (¢) ne zaman r(7) €
Oess(T') olur? Ayrica bu makalenin ilk kisminda Banach uzaylar: igin tammlanan
kompakt-olmama 6l¢ii kavrami Banach orgiilerine taginmaktadir. Burada Banach
orgiileri tizerinde tanimlh sira sinirh 7' operatorleri igin p(T') ile gosterilen yari
kompakt-olmama o6lciisii tanimlanmaktadir. Bu ol¢ii bu tip operatorlerin Haus-
dorff kompakt-olmama 6lglisii x(7') ve esash spektral yarigapi reg(7") icin kul-
lanighdir. Bu kisimda, p(7') ve x(T') olgiileri arasindaki iligki verilmektedir ve
AM-kompakt T operatorlei i¢in x(7) = p(T) esitliginin saglandig1 gosterilmek-
tedir. Ayrica (b) ve (c) sorularina AM-kompakt operatorler igin olumlu cevap-
lar verilmektedir. Boliim 3.3’de ayrikligi koruyan operatorlerin kompakt-olmama
olctuist ile ilgili baz1 sonuglardan bahsedilmektedir. Bolim 3.4’de d-yakinsaklik
karakterize edilmekte ve d-yakinsaklik ile kompakt-olmama oOl¢ilisii arasindaki
iligki verilmektedir. Son kisimda, Boliim 3.5'de, w ile gosterilen zayif kompakt-
olmama 0l¢iisti kavramina yer verilmigtir. Bu 6l¢ii F.S. de Blasi tarafindan [5]’de
tanimlanmigtir ve fonksiyonel analizin birgok branginda kullanilmigtir. Bu olct,

X Banach uzay1 olmak tizere, tiim 2 C X sinirh kiimeleri igin
w(2) = inf{e > 0: Q kiimesi X tizerinde zayif kompakt bir e-aga sahiptir}

seklinde tanimlanan w : 2% — [0, 00) fonksiyonudur. Bu kisimda, zayif kompakt-
olmama ol¢iisiiniin birtakim ozellikleri verilmektedir. Ayrica bu oOl¢lintin Banach

orgiilerine bir uygulamasi olarak, p ve w arasindaki iligki incelenmektedir.



BoLuM 2

TEMEL KAVRAMLAR VE TANIMLAR

Bu kisimda Banach uzayi, Banach orgiisii ve pozitif operatorlerle ilgili kavramlar
ve sonraki kisimlarda kullanilacak temel teoremler verilmektedir. Bu kavramlarla

ilgili daha detayl bilgi igin [1], [13] ve [17] kaynaklarina bagvurulabilir.

2.1 Normlu Uzaylar ve Banach Uzaylari

X bir vektor uzayr olmak tizere, bir ||.|| : X — R fonksiyonu
(1) her x € X igin ||z|| > 0 ve ||z|| =0 < z = 0;
(2) her x € X ve her a € R igin |Jaz|| = |a||z][;
(3) her z,y € X igin [lz +y|| < [lz]| + [[y]

ozelliklerini sagliyorsa norm olarak adlandirilir. Normla donatilmig bir vektor
uzayina normlu uzay denir. X vektor uzayi tizerindeki her d metrigi, X iizerindeki
bir ||.|| normu igin, d(x,y) = ||x —y|| formiilii ile verilebilir. Bir normlu uzay, norm
tarafindan tiretilen metrik altinda tam ise, Banach uzay: adini alir.

X, Y vektor uzaylari olmak tizere, bir T': X — Y fonksiyonu her z,y € X ve

biitiin «, 8 skalerleri i¢in,
T(ax + By) = oT'(z) + BT (y)

kosulunu sagliyorsa, lineer operator, veya sadece operator olarak adlandirilir. Ko-

laylik saglamasi i¢in, 7'(x) fonksiyonu yerine Tz kullanmilacaktir. X ve Y normlu



uzaylar ve T : X — Y operatorii i¢in operator normu,
IT|| = sup ||Tz|| = sup ||Tz|
llell<1 llell=1
seklinde tanimlanir.
Eger ||T'|| < oo ise, T operatoriine sinarle operatér denir. Sinirli bir operatoriin
normu,
IT|| = min{M >0: ||Tz|| < M|z|, Vx € X}
ozelligini saglar.
Bir X normlu uzayindan bagka bir ¥ normlu uzaymma tanimh tiim sinirli ope-
ratorler ailesi £(X,Y) ile gosterilecektir; £(X, X) ailesi ise £(X) ile ifade edile-
cektir; Y uzaymin skalerle cismi olmasi durumunda bu aile X" ile gosterilir. Siirekli
lineer fonksiyoneller uzay1 olan X’ dual uzaymin X ile olan iligkisi agagidaki temel

sonucla belirlenir.

Teorem 2.1.1. (Hahn-Banach) Eger V, bir X normlu uzayimn bir vektor
alt wzayr ise V' uzerinde tanwmly her sirekli fonksiyonelin, X wzayina, normunu

koruyan bir genislemesi vardur.

Her z,y, z € A ve her « skaleri i¢in,
(1) (zy)z = x(yz) ve (aw)y = z(ay) = a(zy).
(2) z(y+2) =ay+axzve (r+y)z =2z +yz.

ozelliklerini saglayan, (z,y) — zy (¢arpym olarak adlandirilan) ikili iglemiyle
donatilan bir A vektor uzayma cebir denir.
Her x € A i¢in xre = ex = x kosulunu saglayan bir e vektorii birim olarak
adlandirilir, ve birim vektore sahip bir A cebrine birimli cebir ad1 verilir.
Bir A cebrine, her z,y € A i¢in ||zy|| < ||z].]ly|| kogulunu saglayan bir ||.|| normu
altinda Banach uzay ise, Banach cebri denir.

Simdi X bir normlu uzay olsun. Bu uzaym kapali birim yuvarnn B = {z €
X : ||z]| € 1} seklinde tamimlanir, ve baz1 durumlarda By ile gosterilir. X
uzayinm norm duali olan X', norm topoloji ile verilen X uzaymin topolojik du-
alidir. Ayrica,

HZ‘IH = sup |x/(x)|, 2eX
reB

4



olarak tammlanan ||.|| normu altinda da bir Banach uzayidir. Bir X normlu
uzaymn ikinci duali olan X", X uzaymm norm dualidir. Benzer gekilde X ve

X" uzaylarmin kapali birim yuvarlari, sirasiyla
B={zeX : |d<1} ve B'={a"eXx" ||z"] <1}

seklinde tanimlanir.

Her X normlu uzayimin <X , X /> ve <X X N> seklinde iki dogal dual ikilisi
vardir. Bunlardan <X , X /> ikilisine iligkin o (X, X /) topolojisi X normlu uzayimin
zainf topolojisi olarak adlandirihir ve w = o(X, X') ile gosterilir. Benzer sekilde,
X' uzay: iizerindeki o(X', X) topolojisi zayif—x topoloji adlandirihr ve w* =
o(X', X) ile gosterilir.

Eger X normlu bir uzay ise, her " € X' icin

seklinde tanimli X uzayindan X uzayina bir x — & dogal norm lineer izometrisi
vardir. Bu durumda her x € X i¢in
lall = 2]l = sup [« (z)]
«'eB

yazilabilir. Bu izometri altinda X uzay1, X uzaymn bir vektor alt uzay: olarak
tanimlanabilir. Eger bu * — 2 izometrisi ortense, X normlu uzayimna refleksif
uzay denir.

Genel olarak, X Banach uzay iizerindeki bir {z,,} dizisi, her ' € X" icin 2’ (z,,) —
' (r) kosulunu saghyorsa, z € X vektoriine zayif yakinsar denir, ve z,, = x veya
T U(gX/) x bigiminde gosterilir. Benzer gekilde, X Banach uzayimin duali olan
X' iizerindeki bir {z,} dizisi, her € X i¢in x, (¥) — 2’ () kosulunu saghyorsa
¢ € X' vektoriine zayuf-+ yakinsar denir, ve 3; z' veya U(X—/ﬂx) x biciminde

gosterilir.

Tanim 2.1.2. Bir K kimesi, icerdigi her dizi zayf yakinsak bir alt diziye sahip

1se, zayf kompakt olarak adlandirilar.

Bir sonraki teorem refleksif Banach uzaylarini karakterize etmektedir.



Teorem 2.1.3. Bir Banach uzayimn refleksif olmasi i¢in gerek ve yeter kosul,

bu uzayn kapaly birim yuvarimn zapf kompakt olmasidar.

Asagidaki temel teoremler tanimlanan bu kavramlarin birbirleriyle iligkilerini

belirlemektedir.

Teorem 2.1.4. (/13])(Mazur) Bir Banach uzayimin herhangi bir kompakt alt

kumesinin kapalr konveks kabugu da kompaktur.

Teorem 2.1.5. (/3]) (Eberlein-Smulian) Normlu bir X wuzayman bir A alt
kiimesinin zayf goreli kompakt (siraswyla, zayf kompakt) olmasi igin gerek ve
yeter kosul A kimesinin her dizisinin X uzaywmn bir vektorine (siraswyla, A

kiimesinin bir noktasina) zayf olarak yakinsayan bir alt diziye sahip olmasidar.

Teorem 2.1.6. ([3]) (Krein-Smulian) Bir Banach uzayimn zayf goreli kom-
pakt alt kiimesinin konveks dengeli kabugu (ve dolayiswyla konveks kabugu), zayf
goreli kompakttur.

Teorem 2.1.7. ([13]) (Grothendieck). Bir X Banach uzayimin A alt kiimesi-

nin,

(1) norm tam swnarl olmasy igin gerek ve yeter kosul sifira norm yakinsak olan

bir dizinin kapali konveks kabugu tarafindan igerilmesidir.

(2) zayf goreli kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her ¢ > 0 igin A C

W + eBx olacak sekilde bir W zayif kompakt kiimesinin var olmasidar.

Kanat. (1) kisminin ispatiyla baglayalim. Eger X uzaymmn bir ||z, — 0 ve
A C cof{x,} kosulunu saglayan bir {z,} dizisi varsa, Teorem 2.1.4’den dolay1
A kiimesi norm tam simirhdir.

Tersine, A kiimesinin norm tam smrh oldugu varsayilsm. Istenilen {z,} dizisi
indiiksiyon ile insa edilecektir. Ag = A ve ky = 0 alalim. 24, kiimesinin sonlu
bir &, = {zy,...,7x, } alt kiimesi, 24, C ®; + 27! By olacak sekilde secilsin.
O halde, A; = (2Ap — ®;) N 27'Bx yazilirsa A; kiimesinin norm tam smirh
oldugu elde edilir. Simdi indiiksiyon argiimani i¢in, ®,, = {zg, 41, ..., Tk, } kilme-

sinin 24,,, C ®,, + 27" Bx kosulunu saglayan norm tam smirh 24, _; kiimesinin



sonlu bir alt kiimesi oldugunu varsayalim. Burada A, = (24,1 — ®,) N 27! By
yazilacak olursa, A, kiimesinin norm tam sinirli oldugu bulunur. 2A4,, kiimesinin
2A,, C ®,41 + 27" ! Bx kosulunu saglayacak sonlu bir @, 41 = {@p, 41, -.os Thpys |
kiimesi secilsin.

Simdi {z,} dizisinin A C ¢o{z,} kosulunu sagladigini iddia ediyoruz. Bunu
gormek igin ilk olarak z € A, i¢in ||z|| < 27" oldugu gozlemlenmelidir, dolayisiyla
buradan [|z,|| — 0 elde edilir. Diger taraftan, eger x € A ise, k;_1 < m; < k;

olmak tizere m; < mgy < ... tamsayilari

oo (g ) < L
2 A T 4n

kosulunu saglayan 3% + ... + == € co{xz,} elemanlaridir. O halde = € co{z,}

gergeklenir. Bu durumda A C ¢o{z,} saglanir ve ispat tamamlanir. O

2.2 Banach Orgiileri ve Pozitif Operatorler

Bostan farkli bir M kiimesi “<” bagintis1 altinda
(i) her x € M i¢in x < z,
(i) z<yvey <ziginxz =y, ve

(ili) r<yvey<zignz < z

ozelliklerini sagliyorsa, sirali kime olarak adlandirilir. A kiimesi, M sirali kiime-
sinin bir alt kiimesi olsun. z € M (z € M) elemani, her y € A iginy < z (2 < y)
kogulunu saghyorsa A kiimesinin st sinare (alt sinwry) olarak adlandirilir. Dahast,
eger A kiimesine bir {ist sinira (alt siira) sahipse tstten sinurl (alttan sinari)
denir. Eger A kiimesi iistten ve alttan smirh ise, sira sinwrle adi verilir. x < y

kogulunu saglayan x,y € M vektorleri,
[z,y] ={r €M :z <2<y}

ile gosterilir ve bu araliga sira aralk denir. Ayni zamanda, bir A alt kiimesinin

sira sinirli olmasi icin gerek ve yeter kosul bir sira aralik tarafindan icerilmesidir.



Tanim 2.2.1. “<” siralama bagintisiyla siralanmas bir E reel vektor uzayr her
z,y € E eleman ¢ifti i¢in, bunlarin xV y = sup{z,y} olarak gdsterilen en kiigiik
st stmarime ve © Ay = inf {z,y} olarak gésterilen en biyik st sinwriny i¢eriyor

ve
(i) her x,y,z € Ei¢inx <y i¢cinx+z <y+z, ve
(i) her x € E ve A € RY i¢in 0 <z tken 0 < \x

ozelliklerini saghyorsa, vektor orgisi (veya Riesz uzayr) olarak adlandirilr.

Bir E vektor orgiisiiniin pozitif konisi Ey := {x € E : 0 < x} geklinde tanimlanir.
Her x € FE icin, x vektoriintin pozitif kisma, negatif kisma, ve mutlak degeri
sirasiyla

rti=2Vv0, z7:=(-2)V0, |z]:=2V (1)

olarak tamimlanr. z,y € F vektorlerine |z| A |y| = 0 kogulunu sagliyorlarsa ayrik
(veya dik) denir ve x L y seklinde gosterilir.
Bir E vektor orgiisiiniin bazi 6zellikleri agagida verilmistir. ([17, Onerme I1.1.4,

Sonug I1.1.1 ve I1.1.2] veya [13, Teorem 1.1.1]).

Onerme 2.2.2. Her x,y,z € E ve a € R i¢cin asaqidaki ozellikler saglanar.

(i) x =2 —x~.
(iit) o] =zt + 27, [Ax| = Az, ve |z +y| < || + |y
() x <y esitsizligi x* < y* vey™ < a~ esitsizliklerine denktir.

(v) x Ly ise x| V|y| = |z| + |y| saglanar. Bu durumda |z + y| = |z| + |y|

esitliging elde ederiz.
(vi) (xVy)ANz=(xANz)V(yAz)ve(xAy)Vz=(zVz)A(yV=z).

(vii) Her x,y,z € E i¢in, (x+y) ANz <(xAz)+ (y A z).



(viit) |z —y| = (xVy) = (@ Ay), ve |z —y[ = |(zV2) = (yV2)|+[(xAz) = (yA2)].
Onerme 2.2.3. Bir vektor orgusunun x ve y elemanlar,

(1) x+y=(xVy) +(xAy),

(1)) = (x—y)" +x Ay
ozelliklerini saglar.

Kanat. (i) x Ay <y oldugundan, y —z Ay > 0 yazilir ve buradan z < z+y—x Ay
esitsizligi elde edilir. Benzer sekilde, y < x 4+ y — x A y bulunur. Sonug olarak,
xVy<z4+y—xAyveyax Ay+xVy < z+y saglanir. Diger taraftan, y < xVy
oldugundan z + y — x V y < x yazilabilir ve ayni sekilde z +y — x Vy < y elde
edilir. Buradan, x +y —2Vy < x Ay bulunur. O halde x +y < x Ay+ 2z Vy elde
edilir ki istenen saglanir.

(ii) Onerme 2.2.2 kullamlarak,

r = aVy—y+axAy=(x—y)Vy—y) +zAy

= (z—y)VO+zAy=(z—y) +x Ay
bulunur. O

Bir Riesz uzaynin bogtan farkli her tistten siirh (alttan sinirl) alt kiimesi-
nin bir supremumu (infimumu) varsa, bu uzay Dedekind tam olarak adlandirilir.
Benzer sekilde, bir Riesz uzayinin bostan farkli tisten sinirli her sayilabilir alt
kiimesinin supremumu varsa o uzaya Dedekind o-tam denir.

Bir E vektor uzay1 tlizerinde tamiml bir norm z,y € F i¢in |z| < |y| iken

||| < |||l kosulunu saghyorsa drgi normu olarak adlandirilir.

Tanim 2.2.4. Bir orgu normu ile donatilmas bir Riesz uzayr olan Banach uzain,

Banach orgiisi olarak adlandurilor.

Bir E Banach orgiisii icin agagidaki 6zellikler saglamr([17, Onerme I1.5.2] veya

[13, Onerme 1.1.6]).
Onerme 2.2.5. E bir Banach orgust olsun. O halde,

(a) orgii islemleri sireklidir,



(b) pozitif koni E kapalidar, ve
(¢) swra araliklar kapali ve sinarlidar.

Tanim 2.2.6. E, F' kompleks Banach orgiileri olmak tzere, lineer bir T : E — F
operatoru, TE, C Fy kosulunu saglworsa, diger bir ifadeyle her x € E igin

|Tx| < T|x| ise, pozitif olarak adlandurilar.
Teorem 2.2.7. ([3]) Her pozitif lineer T : E — F operatéri streklidir.

Alt orgiiler, kat1 kiimeler, bantlar ve idealler
Bir E vektor orgiisiiniin F' vektor alt uzayimin vektor alt orgiisii olabilmesi i¢in

gerek ve yeter kosul
(1) her z € F igin |x| € F,
(2) her x € F i¢in 2™ € F veyaz~ € F

kogullarimi saglamasidir. Bir E vektor orgiistiniin S alt kiimesi, € S ve |y| < |z|
iken y € S kogulunu saglyorsa kat: kiime olarak adlandirilir. O halde, vektor
orgisi lzerindeki bir normun orgii normu olabilmesi icin gerek ve yeter kogul
birim yuvariin kati kiime olmasidir. Kati kiime olan bir lineer alt uzay ideal
olarak adlandirilir. |z V y| < |z| + |y| oldugu igin idealler vektor alt orgiilerdir.

Sonug olarak, bir F' vektor alt orglisii x € F ve 0 < y < zx iken y € F' kosulunu
sagliyorsa idealdir. B C E alt uzayi, eger E tlizerinde bir ideal ve icerdigi bir M
kiimesinin supremumuna da igeriyor ve E i¢inde bir iist sinira sahipse bant olarak
adlandirilir. Alt Orgiilerin, ideallerin ve bantlarin 6zellikleri asagidaki bigimde

6zetlenebilir[13, Onerme 1.1.5, 1.2.3 ve 1.2.5].
Onerme 2.2.8. E Banach orgusu i¢in asagidaki ozellikler saglanar.

(i) 1,15 ideallerse, I + Iy idealdir ve dahasi I ve Iy kapaly ise, I + I kapaly
bir idealdir.

(i1) E Banach drgisiinin her kati kimesinin, alt kimesinin kapanisi katy kiime-

dar.
(ii) E Banach orgisinin her alt orgisinin kapanisy bir alt 6rgidir.
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(iv) E Banach érgiisinin her idealinin kapanigi bir idealdir.
(v) E Banach drgisi dzerindeki her bant kapalidur.
(vi) Bostan farkly her A C E alt kiimesi i¢in, A tarafindan tretilen ideal
Es=UU{nl-vyl:neNy=|z|V..V]z| 2,...2, € A}
ile verilir.
(vii) Her x € E, ic¢in, {x} tarafindan iretilen ideal
E,=J{n|-z,z] :n e N}
ile ifade edilir.

E bir Banach orgiisii olmak iizere, E, = F kosulunu saglayan e € E* vektoriine
sira birim denir. Eger E, = E ise, e € E, yar i¢ nokta olarak adlandirilir.

e vektortinlin £ uzayimin bir sira birimi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul £ pozitif
konisinin bir yar1 i¢ noktasi olmasidir.

D kiimesi bir E Riesz uzayinin bogtan farkl bir alt kiimesi olmak tizere, D kumesi
tarafindan tretilen Bp bant: D kiimesini igeren en kiiglik banttir. Eger D = {z}
ise, x vektorii tarafindan tretilen B, = By, esas bant olarak adlandirihr. Bir

ideal tarafindan tiretilen bant ise agagidaki sekilde belirlenir.
Teorem 2.2.9. ([1]) E Riesz uzayiman bir J ideali tarafindan dretilen By bants,
By={z e E:H{z,} CJ dyle ki0 <z, 1 |z|}
olarak verilir. Dahasi, her x € E i¢in x tarafindan tretilen B, esas banti
B ={y € E:lyl Anlz[ 1 ]yl}
seklindedir.
E uzaymin bogtan farkli bir A alt kiimesinin ayrik butiinleyeni
A'={r € E:|z|Ala| =0hera € Aicin}

seklinde tammlamr. Orgii islemleri sira siirekli oldugundan her ayrik biitiinleyen

bir banttir. Arsimedyen Riesz uzaylarinda ise, her bant bir ayrik biitiinleyendir.
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Teorem 2.2.10. ([1]) Bir Arsimedyen Riesz uzayinda, bostan farkl bir A kiimesi
tarafindan diretilen Ba bantt By = A% = (A seklindedir. Ayrica, Arsimedyen

Riesz uzaywndaki her B bantt B = B Gzelligini saglar.

Bir F Riesz uzayindaki B bant1, F = B® B? kosulunu sagliyorsa izdiistim bantu
olarak adlandirilir. Dedekind tam Riesz uzaylarindaki her bant, izdiigiim bantidir.
Sira siirekli norma sahip uzaylar

Tanim 2.2.11. E Banach orgusinin normu, eger E orgisuntn her monoton

swra swnarly dizist yakinsak ise, swra surekli olarak adlandurilir.
Asagidaki 6nermenin ispatina [12, Teorem 2.4.2] kaynagimdan ulagilabilir.

Onerme 2.2.12. Bir E Banach orgustunin swra surekli norma sahip olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul E& orgisundeki her sira araligin zayif kompakt olmasidar.

Ornek 2.2.13. Her refleksif Banach orgiisti ve her L'-uzayr sira siirekli norma

sahiptir.
Sonug 2.2.14. ([1]) Swra siirekli norma sahip her Banach orgiisti Dedekind tamdar.
Teorem 2.2.15. E (kompleks) Banach orgisi olmak tzere,

(i) E drgisiinin swra strekli norma sahip olmast i¢in gerek ve yeter kosul her
0 <wué€ E vehere >0 igin, v € Bg« olmak tzere {u, (|| —¢)") < e

kosulunu saglayan bir 0 < ¢ € E* olmasidir [23, Teorem 125.2];

(i) E* orgisinin sira strekli norma sahip olmasu i¢in gerek ve yeter kosul her
0 < ¢ € E* ve her e > 0 i¢in, f € Bg olmak tzere ((|f| —u)*,¢) < e

kosulunu saglayan bir 0 < u € E bulunmasidir [23, Teorem 125.1];

(1i1) E* oOrgusinin swra sirekli norma sahip olmasi igin gerek ve yeter kosul E

orgusuntin her norm sinarl, ayrk dizisinin sifira zayf olarak yakinsamasidur

[23, Teorem 116.1].

Tamim 2.2.16. ([1]) Bir Riesz uzayimn u > 0 vektdrine,
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(1) 0<z<wu,0<y<wuwvexAy=0 kosullars ancak x =0 ve y = 0 olmast

durumunda saglaniyorsa atom denir,

(2) her 0 < x < u igin x = \u olacak sekilde bir X > 0 varsa, yani [0,u] =

{Au: 0 <\ <1} ise, ayrik vektor denir.

Atomu olmayan bir Riesz uzay1 atomsuz (veya atomu olmayan) olarak ad-
landirihir. Bir sonraki lemmada atomsuz Banach orgiilerinin dual ozelliklerinden

bahsedilmektedir.
Lemma 2.2.17. ([1]) Bir E Banach orgiisi asagidaki ézellikleri saglar:

(1) Eger E sura strekli norma sahip ve atomsuzsa, E* norm duali de ayni sekilde

atomsuz bir Banach orgustdir.
(2) Eger E* atomsuzsa, E drgiist de atomsuzdur.

Reel Banach orgiilerinin komplekslestirilmesi

Bircok durumda kompleks vektor uzaylar: goz ontine alindigindan dolayi, komp-
leks Banach orgiisii kavramindan bahsedecegiz.

Bir E reel Banach 6rgiisiiniin komplekslestirilmesi (z, y) € E'x E eleman ¢iftlerinden
olusan, (zo,yo) + (21,y1) = (zo+ 1,90 +y1) ve (a+ib)(z,y) := (ax — by, ay +bx)

seklinde tanimlanan toplam ve skalerle carpim iglemleriyle birlikte, normu

Iz, )l =

sup (zsinf +ycos6) H
0<f<2r

olarak tanimlanan ve FE¢ ile gosterilen bir kompleks Banach uzayidir. E uzayi,
E¢ uzayimin reel lineer bir alt uzayina izometrik olarak izomorfiktir. 0 < x € E¢
olmasi i¢in gerek ve yeter kogul z € E, olmasidir.

Bir kompleks Banach orgiisii, £ reel Banach orgiistiniin kompleklegtirilmesi ola-
rak alimabilecek (FE¢, <) sirali kompleks bir Banach uzayidir.

E¢ uzaymin her elemani i¢in (z, y) notasyonu yerine, x+iy ifadesini kullanilacaktr.
z = x + 1y € E¢ elemaninin eglenigi ise z = x — 1y seklindedir. z = = + iy € E¢
icin Rez := x notasyonu kullanilir. E uzay1 tizerinde tammh |.| modiilii

|z +iy| ;= sup (zsinf+ ycosh)
0<f<2r
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seklinde E¢ uzayina genigletilir. Reel Banach orgiileri i¢in verilen biitiin kavram-
larin kompleks Banach orgiilerine dogal genislemesi vardir. Bir kompleks Banach

orgiistiniin reel kismi sira siirekli norma sahipse, kendisi de sahiptir.

Tanim 2.2.18. F reel Banach orgisiu olmak tzere Ec = E & 1E seklindek:
herhangi bir kompleks Banach uzain, kompleks Banach orgisi olarak goz onine

alinar.

E ve F kompleks Banach orgiileri olmak tizere, T' : Ec — F¢ lineer izo-
metrisine her z € Eg igin |Tz| = T|z| kogulunu saghyorsa drgi izometri denir.
Ec = E®iE ve Fr = F @i F kompleks Banach orgiileri arasinda, her z € E¢ i¢in
|T'z| = T|z| kogulunu saglayan bir 7" : E¢ — Fg Orten lineer bir izometri varsa bu

iki uzaya orgi izometriklerdir denir.

Lemma 2.2.19. F ve F reel Banach orgileri olmak zere, egerl’ : EE — F orten

bir orgu izometriyse Tc : Ec — Fc de orten bir orgu izometridir.

E ve F reel Banach orgiileri olsun. Bir T' € L(E, F') operatoriiniin ||T||c ile

gosterilen normu, 7': Ec — F operatoriiniin

ITlle = sup [[Tezllc

llzllc<1
seklinde tanimlanan operator normudur. Herhangi bir simirh 7" : £ — E ope-
ratort icin, ||T]| < [|T|lc < 2||T|| saglanir; hatta, pozitif operatorler igin ||T'|| ve

| T||c normlar: cakigiktir.

Lemma 2.2.20. F ve F (reel) Banach érgiileri olmak tizere, eger T : E — F

pozitif bir operator ise, her z € E¢ i¢in |Tez| < T|z| esitsizligi saglanar.

Sonug 2.2.21. ([1]) Eger T pozitif bir operatir ise, | T||c = ||T|| saglanar.

2.3 Spektral Ozellikler

2.3.1 Bir Operatorin Spektrumu

Bu kisimda, aksi belirtilmedikge, X asikar olmayan (yani, X # {0}) kompleks

Banach uzay1 olacaktir. Eger X reel Banach uzayi olarak veriliyorsa, X yerine
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komplekslegtirilmesi olan X¢ uzay1 goz oniine alinabilir. X uzaymin birim ope-
ratorii, I ile gosterilecektir. Her A kompleks sayis1t AI olarak yazilabileceginden,

A sayisini X uzayinin bir operatorii olarak diigiinebiliriz.

Tanim 2.3.1. Bir T : X — X swrl operatorinin spektrumu, A — T ope-
ratorunin X tzerinde terslenebilir olmadigr A kompleks sayilarindan olusur ve

o(T) ile gésterilir. Bir baska ifadeyle,
o(T)={\ € C: (A—T)"" mevcut degildir}

seklindedir. Spektrumun bitiunleyent olan T operatérin rezolvent kimesi olarak

adlandurilan ve Res(T) ile gosterilen kime
Res(T) = C\o(T) = {\ € C: \=T, X ’den X ’e tansmly terslenebilir bir operatdrdiir}
olarak tanimlanar.

Teorem 2.3.2. ([1]) Asikar olmayan kompleks bir Banach uzay tizerinde tanimly
bir simirl, operatorin spektrumu kompleks diuzlemin bostan farkly kompakt bir alt

kimesidir.

Tanim 2.3.3. ([1]) Keyfi bir T € L(X) operatérinin spektral yaricapr v(T),
operatorin spektrumunu iceren {\ € C : |\| < r} en kiigik kapaly birim diskinin

negatif-olmayan yaricaprdir. Aynt zamanda spektral yaricap,
r(T) =sup{|A| : A€ o(T)} = max{|\| : A€ o(T)}
seklinde de ifade edilir.

r(T) < ||T|| esitsizligi saglanir ve kesin egitsizlik de saglanabilir. Daha 6nceden
de ifade edildigi tizere T' € L(X) operatoriintin spektrumu, X uzaymin herhangi
bir esdeger normundan bagimsiz olarak tanimlanir. Dolayisiyla, spektral yarigap
r(7T) normdan bagimsizdir. Buna ragmen, I. M. Gelfand’in verdigi 6nemli formiil

ile spektral yarigap norm iizerinden hesaplanabilir.

Teorem 2.3.4. (Gelfand) Eger T € L(X) ise, spektral yarigap
r(T) = lim |77 = inf | 77|

seklindedir.
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Banach uzaylar1 arasinda tamimli 7 : X — Y smirh bir operator ise, T :

Y* — X* ile gosterilen eslenik operator her x € X ve her y* € Y™ igin,
(z,T7y") = (Tz,y")
seklindeki dual formiil ile tanimlanir.

Teorem 2.3.5. ([1]) T € L(X) operatoriniin spektrumu ile esleniginin spekt-
rumu ¢akisiktir, yani

o(T) = o(T7)
olur. Dahas, r(T) = r(T*) saglanar.

Bir kompleks A sayisina, T'x = Az olacak gekilde \'ya karsilik gelen ve ozvektor
olarak adlandirilan sifirdan farkli bir x vektorii varsa ozdeger denir. T ope-
ratoriiniin ozdegerlerinin, A—T" operatoriinii bire-bir yapmayan A kompleks sayila-
rindan olustuguna dikkat edelim. Bu operatoriin biitiin 6zdegerlerinin kiimesi

operatorin nokta spektrumu olarak adlandirilir ve
o,(T) = {Ae€a(T): X—=T bire-bir degildir}
= {Ae€o(T): Tz = Az bir z # Oigin}
seklinde ifade edilir.

Teorem 2.3.6. (Spektral Gésterilim Teoremsi). Eger T € L(X) ise, her
f e F(T) fonksiyonu i¢in o(f(T)) = f(o(T)) saglanwr; yani

o(f(T) ={f(N): A e a(T)}

olur.

2.3.2 Kompakt Bir Operatoriin Spektrumu

X ve Y Banach uzaylar1 olmak tizere, T': X — Y tanimli lineer operatorii i¢in X
uzayimin birim yuvarinin bu operator altindaki goriintiisii Y uzayinin norm tam
siurh bir alt kiimesiyse (veya, egsdeger olarak, X uzaymin her siirh dizisinin Y
uzayinda yakinsak bir alt dizisi varsa) 1" operatériine kompakt denir. Kompakt

bir operator siireklidir.
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Bu kisimda, kompakt bir operatoriin spektrumunun en fazla sayilabilir bir kiime
oldugundan bahsedilecektir. Onceden de belirtildigi gibi X kompleks bir Banach

uzayini gostermektedir.

Lemma 2.3.7. Eger T € L(X) kompakt bir operator ise, her ¢ > 0 i¢in T

operatoruniun butin ozdegerlerinden olusan
{ANeo,(T) |\ > ¢}
kiimesi sonludur.
Teorem 2.3.8. T' € L(X) herhangi bir kompakt operatér olmak tzere,
(1) T operatérinin spektrumu en fazla saylabilir sayidadar.
(2) Spektrumun her sifirdan farkh noktasu bir 6zdegerdir.

(8) Eger T operatoriniin spektrumu sayilabilir ve {\1, Ao, ...} spektrumun her-
hangt bir siralanist ise, A, — 0 dar. Ozel olarak, 'T' operatorinun spektru-

mundaki sifirdan farkl her nokta bir izole noktadur.

Teorem 2.3.9. ([1]) Bir Banach uzay tzerinde tanimly pozitif bir operatérin

spektral yarigapr, operatorun spektrumuna aittir.

Teorem 2.3.10. (Krein-Rutman) Eger T : E — E, Banach érgisi tzerinde
tanamb (T) > 0 olan kompakt bir operator ise, spektral yaricapr r(T) pozitif bir
dzvektire sahip olan bir 6zdegerdir. Bir baska ifadeyle, Tx = r(T)x olacak sekilde

bir x > 0 vektori vardar.

2.3.3 Swmrlh Bir Operatoriin Esasli Spektrumu

X uzay tizerindeki biitiin kompakt operatorlerin vektor uzayr (X)), tiim lineer
operatorlerin £(X) ailesi iizerinde kapali bir cebirsel idealdir. £(X)//C(X) boliim

uzayl,
o [8]+[T) =[5+

o \T] = [\T], ve

17



o [S][T] = [ST]

cebirsel iglemleri altinda birimi [/] olan bir birimsel cebirdir. Ayrica £(X)/KC(X)

boliim vektor uzayi,
Tl = mf{[[S] = 5 € [T]} = inf{||S]| - Sr € LX)}
boliim normu altinda bir Banach uzayidir. Bu boliim normu
IS < NESTH-ITTTI ve 1) = 1

ozelliklerini sagladigindan £(X)/IC(X) bir birimsel Banach cebridir. Bu Banach
cebri X uzaymin Calkin cebri olarak adlandirihir ve C(X) ile gosterilir; yani
C(X)=L(X)/K(X) dur.

7 L(X) — C(X) bolim fonksiyonu (veya dogal izdigim)

7(T) = [T] = T + K(X)

seklinde tanimlanir. ||7(7)|| < ||T|| esitsizliginden dolay1, 7 bir biiziilme fonksi-

yonudur. Bu ozellikler agagidaki sonugta ozetlenmistir.

Teorem 2.3.11. ([1]) X sonsuz boyutlu Banach uzay: olmak tzere, Calkin cebri
C(X) birimsel bir Banach cebridir. w : L(X) — C(X) dogal izdiisim bir buizilme-

dir ve bir cebirsel homomorfizmdir.

Burada Calkin cebrinin bir elemani olarak operatorlerin o6zelliklerine iligkin
standart terminolojiden bahsedilmektedir. Bir 7' € L£(X) operatoriiniin esasl
olarak bir (P) ozelligine sahip olmasi, 7(7) dogal izdiigimiiniin C(X) Calkin
cebri tizerinde (P) 6zelligine sahip olmasi anlamina gelir.

Ornegin, eger 7(T') Calkin cebri iizerinde terslenebilir ise, T’ € L(X) operatoriiniin
esasly terslenebilir oldugunu soyleriz.

T : X — Y iki vektor uzay1 arasinda tanimli bir operator olsun. Aligilageldigi
gibi, sifir uzay1 N(7T') ve T operatoriiniin goriintiisit R(7) ile ifade edilecektir. Bu
uzaylar

NT)={xze X :Te=0} ve R(T)={Tz:ze€X}

seklinde tanmmhdir. Sirh bir 77 : X — Y operatort igin X = N(T) @ V ve
Y = R(T) & W kogullari saglayan V' C X ve W C Y kapali alt uzaylarin bulu-

nabilecegi varsayilsin. O halde, Y/R(T) boliim uzay1 W alt uzayma izomorfiktir
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ve T : V. — R(T) bir izomorfizmdir. N(7T) sifir uzayimin boyutu n(7) ile goste-
rilir ve sufirlilik olarak adlandirilir; yani n(7") = dimN(7") olur. W alt uzayimin
boyutu (veya, esdeger olarak, Y/R(T) boliim uzaymin boyutu) 7' operatoriiniin
etkisi olarak adlandirilir ve d(7") = dimY/R(T) ile gosterilir. Eger n(T') veya d(T)

sonlu iseler,

genisletilmis reel sayist T operatoriiniin indisi olarak adlandirilir.
Lemma 2.3.12. ([1]) Swnrl bir T : X — 'Y operatori, eger

(1) kapalv bir gérinti bélgesine sahip ve sifirblige veya etkisi sonlu ise yari
Fredholm, ve
(2) hem sifirlilige hem de etkisi sonlu ise Fredholm

olarak adlandirilar.

Teorem 2.3.13. ([1]) T € L(X) operatorinin esasl terslenebilir olmast igin

gerek ve yeter kosul bir Fredholm operatoriu olmasidar.

Tanim 2.3.14. ([1]) T € L(X) operatoriniin esaslh (veya Fredholm) spektrumu

Oess(T) = {AN€C: A—7(T) C(X) tizerinde terslenebilir degildir}

= {A € C: \—T Fredholm operatiri degildir}.
seklindedir.

Lemma 2.3.15. ([1]) T € L(X) operatorinin esash spektrumu o(T) kiimesinin
bostan farkly kompakt bir alt kimesidir.

Tanim 2.3.16. T € L(X) operatirinin esash spektral yarigcap,

Tess(T) - T(W(T))
= max{|\ : X € 0.(T)}
. L
— i ()
: g L
— it ()
1
= lim | inf ||[7"— K]
n=00 | Kek(X)

olarak tanimlanar.
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BoLUuM 3

KOMPAKT-OLMAMA OLGULERI

Bu boliim boyunca, X ve Y harfleri ile sonsuz boyutlu Banach uzaylari, £ ve F

ile sonsuz boyutlu Banach orgiileri ifade edilecektir.

3.1 Kuratowski ve Hausdorff Kompakt-Olmama
Ol¢iileri

Bu kisimda Kuratowski ve Hausdorff kompakt-olmama olgiileri ve bu 6lgiilerin
temel ozellikleri tanimlanacaktir. X uzayinin sinirh alt kiimeleri €2 ve E uzayimin
x merkezli, r yarigaph kapali yuvar1 B(z, r) ile gosterilecektir. Kapali birim yuvar

ise B = B(0, 1) olarak ifade edilecektir.

Tanim 3.1.1. Q kimesinin Kuratowski kompakt-olmama él¢isii o(§2), 6 > 0
saylarinan infimumudur oyle ki bu kumeyi orten sonlu sayida kiimenin capr bu

delta saysindan klctk esittir.

Burada soz edilen 2 C X kiimesinin ¢apz,

Cap(QY) := sup{d(z,y) : z,y € Q}

seklinde tanimlanair.

Bir bagka ifadeyle, eger (X, d) tam metrik uzay ise, ilk olarak K. Kuratowski
tarafindan [9)’da tanmimlanan 2 kiimesinin Kuratowski kompakt-olmama &l¢iisi,
a(Q) :=inf{6 > 0: Q= JQ; oyle ki Cap(Q;) <4, 1 <i<n < oo}

i=1

seklinde yazilabilir.
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Tanim 3.1.2. Q kimesinin Hausdorff kompakt-olmama ol¢iisi
X(Q) = inf{e > 0: Q kiimesi, X dzerinde sonlu bir e-aga sahiptir}
olarak tanimlanar.

Bir S C X kiimesi,
QCS+eB={s+ecb:seS,be B}

kogulunu sagliyorsa €2 kiimesinin e-ag1 olarak adlandirilir. Yukardaki tanim Gol-
denstein, Gohberg, ve Markus tarafindan [7]’de verilmistir. Bu terminolojinin
kaynag olan gézlemler su sekildedir. x € X ve r > 0 i¢in B(z,r) = {y € X :
|z —y|| < r} olarak almsin. d(S,U) = inf{r > 0:S C U+ B(0,r)} olmak iizere,
Hausdorff metrigi olarak adlandirilan D(S,U) = max{d(S,U),d(U, S)} seklinde
tanmmmlanir. Eger F = {U C X : U # 0, U kompakt} seklinde ise, her siirh
S C X kiimesi igin

«(8) = it D(S,)
olarak ifade edilir.
Aynm zamanda, Hausdorff kompakt-olmama Ol¢iisii

X(S) :==1inf{d > 0: 3zy,...,z, € X 6yle ki S C LTJ B(z;,0)}
j=1

seklinde de yazilabilir.

Not 3.1.3. (a) Kuratowski kompakt-olmama él¢istinin taniminda gegen “capt
0 ’dan kicik esit” ifadesi, “capi 6 ’dan buyik olmayan” ifadesiyle degistirilebilir,
benzer sekilde, Hausdorff kompakt-olmama ol¢tisuntin tanimindaki e-agin € yaricap-
lv acik ya da kapalr yuvarlarla tanimlanmasy fark yaratmaz.

(b) Hausdorff kompakt-olmama él¢iistinin tanyminda, sonlu e-ag yerine tam sinarl
denilebilir, sonucta bir S e-agr herhangi bir 6 > 0 sayst i¢in sonlu bir d-agina
sahiptir.

(c) a ve x dlgilerinin tanamlar sadece Banach uzaylar icin degil, keyfi metrik

uzaylar i¢in de anlamlidor.

a ve x kompakt-olmama o6lciilerinin bazi ozelliklerinden bahsedilecektir. Ter-

minoloji bu ozelliklerin diger kompakt-olmama olciileri i¢in de kullanilabilmesine
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uygun ifade edilecektir. Dolayisiyla, 1 ile gosterecegimiz aslinda « ve x Olgiilerinin

ozellikleri agagidaki gibidir:

(a) regilerlik: ¥(2) = 0 olmas1 igin gerek ve yeter kogul {2 kiimesinin tam

sinirl olmasidir;
(b) singiiler-olmama: Her z € X i¢in, ¢({z}) = 0;
(c) monotonluk: Q; C Qy iken () < () gergeklenir;
(d) cebirsel yar1 toplamsallik: ¥(2; + Qo) < (Q) + ¥(Q2);

(e) Lipschitz 6zelligi: [¢)()— ()| < Ly D(2y,Q2), burada Ly, =1, L, = 2
ve D Hausdorff metriktir;

(f) stireklilik: Her 2 C X kiimesi ve € > 0 sayisi i¢in D(2, ;) < ¢ saglayan
ttim Q; kiimeleri icin [¢(©2) —1(€21)| < € olacak sekilde bir 6 > 0 bulunabilir;

(g) yar1 homojenlik: Her A skaleri i¢in, 1(AQ) = |A|[o)(£2);

0y ve €, reel veya kompleks (X, ||.||) Banach uzaymimn alt kiimeleri ve A bir
skaler olmak iizere, €2, kiimesini iceren en kiiciik konveks kiime olarak tanimlanan
konveks kabuk co(2y) ile gosterilir. 0 + Qg == {s+1t :s € Qy vet € Q} ve
AQp = {)As: s € O} seklinde tammlanir.

(h) konveks kabuk altinda degismezlik: )(Q2) = ¢ (co(Q2));

(i) dondiirme altinda degismezlik: Her xy € X igin (2 + x¢) = ¥ (Q);
(j) kapanig altinda degismezlik: () = 1();

(k) yar1 toplamsallik: /(€ U Qy) = max{ (), () };

Bu 6zellikler birbirinden bagimsiz degildir; érnegin, (c), (d) ve (g) 6zellikleri

sayesinde (j) ozelligi gergeklenir.

Teorem 3.1.4. [2] X wzayinin birim yuvary B ile gésterilsin. Eger X sonlu

boyutlu ise, a(B) = x(B) = 0 saglanr; aksi takdirde o(B) = 2, x(B) =1 olur.
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Kamt. 1k ifade o ve x kompakt-olmama dlciilerinin regiilerlik 6zelliginden elde
edilir.

Ikinci ifadeyi, 6ncelikle x icin ispatlayalim. B yuvarmi, B icin bir 1-ag olarak
diigtiniilebilir, ve dolaysiyla x(B) < 1 elde edilir. Varsayalm ki x(B) = ¢ < 1
olsun. € > 0 sayis1 ¢ + ¢ < 1 olacak sekilde secilsin ve {z1,...,z,,}, B igin bir

(¢ + €)-ag1 olsun. O halde,

m

B c |Jlzk+ (¢ +¢)B]

olarak yazilabilir. y kompakt-olmama 6lgiisiiniin cebirsel yar1 toplamsal ozelligin-

den dolayn,
q=x(B) < (q¢+e)x(B) =qlq+e)

elde edilir. Ancak bu esitsizlik ¢ = 0 olmasi ile saglanir (giinkii ¢ + ¢ < 1 idi).
Bu ise B yuvarinin tam siirli olmasi ile miumkiindiir ki bu durum X uzayinin
sonsuz boyutlu olmasiyla celisir.

Ikinci ifadeyi « icin ispatlarken, ifadesi “Eger S, n-boyutlu bir normlu uzayda
kiire ve (k = 1, ...,n) olmak tizere uzaym Ay kapah kiimeleri S i¢in bir ortiiliis ise,
bu durumda A kiimelerinden en az bir tanesi igin Cap(A) > Cap(.S) saglanir.”
olan Lyusternik-Shnirelman-Borsuk Teoremi'ni kullanacagiz. O halde X sonsuz
boyutlu olsun. Bu durumda, o(B) < 2 saglanir. Varsayalim ki a(B) < 2 olsun.
Her k =1, ...,n igin Cap(Q) < 2 olacak gekilde, (genelligi bozmaksizin biitiin €,
kiimelerinin kapal oldugu varsayilarak) B C Uj_; € bulunur. Simdi n-boyutlu
keyfi bir X, alt uzaymin B yuvari goz oniine alinarak ve Ay = Q; N X, kiimeleri

kuruldugunda, ifadesi verilen teoremle ¢eligkiye ulasilir. ]

Teorem 3.1.5. [2] Kuratowski ve Hausdorff kompakt-olmama dl¢iileri igin
X(€) < () <2x(9)
esitsizligi gerceklenir.

Kanat. Bu esitsizlikler, agagidaki notlarin sonucunda elde edilir:
1) eger {x1,..., T}, © kilmesinin bir e-ag1 ise ¢ap1 2¢ olan kiimelerden olugan
{QN (zr +eB)}r, ailesi, Q kiimesinin bir ortiiliigiidiir;

2) eger {Q }ir, ailesi, Q kiimesi igin Cap(€2) < § olan bir ortiiliig ve xy € € ise
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{1, ...,z } kiimesi, Q kiimesinin J-agidir.
Teorem 3.1.4°den ikinci esgitsizligin kesinligi elde edilir. Ik esitsizlik yine kesin-

dir. Ornegin, X uzay1 olarak sifira yakinsayan dizilerden olusan ¢, uzay1 alinsin.

Uzay tizerindeki norm ||z|| = sup |z;| seklinde tanimh ve ¢, iizerindeki standart
taban = {e;}p2, olsun. Birden fazla elemani olan bir kiimenin gapi 1’e esit
oldugundan, «(£2) = 1 bulunur. Diger taraftan, © kiimesinin herhangi bir sonsuz
alt kiimesinin ¢y uzayimin bir elemanina olan uzakligi 1’den kiigiik esit olama-

yacagindan x(€2) = 1 elde edilir. ]

Ornek 3.1.6. [2] (¢, ve ¢, uzaylar iizerinde Hausdorff kompakt-olmama
olgiist) p-inci kuvveti toplanabilir dizilerin uzay: €, ve sifira yakinsayan dizilerin
uzayr ¢y uzerinde x kompakt-olmama olgisu, P, standart tabandaki ilk n vektorin

lineer gerent tizerine bir 1zdusum olmak tzere

x(92) = lim sup [|(I — P,)x|| (*)

n—oo e

formaili ile hesaplanar.

Kamit. Eger @ kiimesi, © kiimesinin bir [y(2) + ¢]-ag1 ise, buradan Q@ C @ +
[X(Q2) + €] B yazilabilir. O halde, z € Q eleman ¢ € @ ve b € B olmak iizere
r = q+ [x(Q) + ¢]b formunda ifade edilebilir. Sonug olarak,

sup [|(1 — Po)z|| < sup |(1 = Pa)gll + [x(€2) + €]

e q€Q
bulunur. @ sonlu bir kiime oldugundan, esitsizligin sag tarafindaki ilk terim n —
oo iken sifira yakinsar ve

lim sup |[( — P,)z|| < x(Q) +¢

esitsizligi elde edilir. ¢ sayis1 keyfi segildiginden, (x) ifadesinin bir tarafi ispat-
lanmig olur.

Diger tarafi ispatlamak igin,
QCPQ+(I-P,)Q

oldugunu gbz oniine alalim. y kompakt-olmama olciisiiniin ozellikleri ve P,

kiimesinin tam siirliligr kullanilarak,

X(Q2) < X(Pf2) + x[(I = P)QY = x[(I = P)Q] <sup [[(I — Fy)z|

e
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esitsizligi elde edilir. n sayist keyfi oldugundan

x(2) < lim sup (I — P,)x||

n—>oo
bulunur. [
Ornek 3.1.7. /2] (Cla,b] uzays iizerinde Hausdorff kompakt-olmama

6l¢iist) [a,b] araligu tzerinde tanwmly reel degerli siirekli fonksiyonlarn uzay

Cla, b] tizerinde, x kompakt-olmama él¢isii

1
x(€) = 3 linysup ma [l — |

formiili ile hesaplanir. Burada x,,
( :
b (t+T) ifa<t<b-—rT,
2. (1) = {
tac(b) ifb—71<t<hb.
olarak tamimlanan x fonksiyonun T-dondirmesidir.
Kanat. Keyfi bir ¢ > 0 segelim ve Q kiimesinin @, sonlu bir [x(Q2) + £]-agin1

olusturalim. z € Q olsun. Bir y € @ elemam |z — y|| < x(Q2) + ¢ seklinde
yazilabilir. Son olarak da, 6 > 0 ve 7 € [0, §] alalim. O halde,

[ =[] < Nz =yl +lly =yl + llyr — 22 [] < 2]z =yl + [y — o7 |

<
< 2x(82) + 2 + max max ||y -y

elde edilir. Buradan
_ < _
SUp max, l# = o ]| < 2x(Q) + 2¢ + max max [ly — y-||
bulunur. 6 — 0 alarak ve () sonlu ailesinin essiirekli oldugunu da hesaba katarak,

lim sup max |z — z || <2x(Q2) + 2¢
0—=0 4 0<7<0

elde edilir. £ sayisinin keyfi segiminden dolay1,

1
— _ <
5 i Sup max; lz — || < x(©)

esitsizligi bulunur.

Exsitligi gostermek icin gerekli olan diger esitsizligi ispatlamak icin ise x €
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fonksiyonlarinin [a,b] arahgindan tiim reel eksene z(t) = x(a) for t < a, z(t) =
x(b) for t > b olarak genisletildigi varsayilmalidir. h > 0 olmak {izere Ry ve P,

operatorleri
(Ruz)(t) = ;(max{x(s) cs€lt—ht+h]}+min{e(s):s e [t—ht+h]})

ve
1 pt+h p
=55 ) x(s)ds

seklinde tammlansm. P,Rj(Q) kiimesi, C[a, b] iizerinde goreli kompakttir. Iddia

(P)(t)

ediyoruz ki, bu kiime go, = sup,c maxo<,<s ||z — || olmak iizere Q kiimesinin

bir (gon/2)-agrdir. Gergekten,

1 ptt+h 1 t+h
| P Rpx — x| = C{g?é) ﬁﬂfh (Rpx)(s)ds — ﬁl,h z(t)ds
1 t+h
S ﬁgf‘éﬂ_h |(Rpx)(s) — x(t)|ds (3.1)

saglanir. Eger |t — s| < h ise
min{z(7): 7 € [s— h,s+ h|} < z(7) <max{x(r) : 7 € [s — h,s+ h]}

bulunur. Sonug olarak, |(Ruz)(s) — z(t)] < 5 maxo<r<on ||@ — .|| elde edilir ve
bundan dolay1 |(Rpx)(s) —z(t)| < gon/2 bulunur. Bu esitsizlik ve (3.1) ifadesinden

dolay1 x(€2) < gon/2 esitsizligine ulagilir. h — 0 alarak,

x(Q2) <

L.
2n i Sup o e — ol

elde edilir ki ispat biter. ]

J. Mallet-Paret ve R.D. Nussbaum 2011’de yayinladiklar: makalelerinde ([11])
Hausdorff ve Kuratowski kompakt-olmama olciilerinin bir¢ok 6zelligini saglayan

genel bir ol¢li kavrami geligtirmislerdir.

Tanim 3.1.8. (X, ||.||) reel veya kompleks Banach uzayr olsun. X wuzayinin tim
sinarly kimeleri ile [0, 00) aralige arasinda tanvmly B eslemesi eger daha once 1 i¢in
ifade edilen (a)-(j) ozelliklerini saglyorsa homojen kompakt-olmama ol¢iisi ve
(a)-(k) dzelliklerini saglhyorsa homojen, kiime-toplamsal kompakt-olmama 6l¢iisii ola-

rak adlandirilr.
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B ve ~v, X tizerinde homojen kompakt-olmama ol¢iileri olmak tizere, eger her
S sl kiimesi igin v(S) < ¢f(S) kosulunu saglayan bir ¢ > 0 sayisi1 varsa /3
olgiisti y Olgiisiinii domine ediyor denir. Eger § ve v homojen kompakt-olmama
olciileri birbirlerini domine ediyorlarsa esdegerdirler.
Hausdorff kompakt-olmama 6l¢iisti y homojen, kiime-toplamsal kompakt-olmama
olcuistudiir.
Eger T': X — X simrh bir operator ve 8, X tizerinde homojen kompakt-olmama

oOlclisii ise
B(T) :=inf{\ > 0: B(TS) < AB(S) her simurh S C X kiimesi i¢in},

B(T) = limsup,, ,. B(T™)Y™

olarak tammlamrlar. Ik satirda tammlanan kiime bog ise, 3(T) = oo olarak

almabilir. B(T) < oo ise, her m > 1 ve n > 1 igin

BUT) = lim B(T™)Y™ = inf S(T™)Y™

m—00

seklinde ifade edilir. Buna ek olarak, eger 3 dl¢iisti o 6l¢lisiine egdeger ise, [14]’deki

sonuglar B4(T) = ress(T) esitligini gercekler.

Not 3.1.9. T tasviri Xc uzayr tzerinde tanimly kompleks lineer T tasvirine
Te(u + ) = Tu + iTwv ile genigletilir. Ayrica B dlgtsinin X¢ tzerinde taniml
Bc homojen kompakt-olmama olgisiine genisletilmesi asagidaki gibidir. x = u—+iv
icin Re(z) := u ve Sc C X¢ stnarl kiimesi i¢in Re(Sc) := {Re(z) : © € Sc} olarak
tamamlansin. Bu durumda
Be(Se) = Ogs;lgwﬁ(}%e(ewsc)

seklindedir. Bc olgtisu Xc kompleks Banach uzayn tizerinde bir homojen kompakt-
olmama 6l¢isidir; aynt zamanda Be(TE) = B(T™) ve Pe(T¢Be) = B(IT™B)

ifadelert gerceklenir. Buradan,
B(Te) = B(T)
saglanar.

27



Bu boliimiin son kisminda [11]’de detayh olarak ¢aligilan sonuglara yer verilmek-

tedir.

Onerme 3.1.10. (X,|.||) Banach uzay ve B, X izerinde homojen kompakt-

olmama 6l¢isii olsun. S C X swmarl kiimesi i¢in y(S) dl¢tisi,

v(S) := inf{max 5(S;) : 1 <@ < n < oo olmak tzere, S; kiimeleri i¢in S = J S;}

1<i<n i=1
olarak tanvmlanwr. Buradan v, sirle her S C X kiimesi i¢in v(S) < B(S) olmak

tizere homojen, kime-toplamsal bir kompakt-olmama ol¢isiudir. Dahasi, eger (8

homogjen, kiime-toplamsal kompakt-olmama 6l¢iisi ise v = (3 saglanar.

Onerme 3.1.11. (X, ||.||) Banach uzays ve 8 homojen kompakt-olmama 6l¢iisi ol-

sun. Bu durumda, o Kuratowski kompakt-olmama olcusi B 6l¢isiunt domine eder.

Kanat. ¢ := (B) olsun. § 6lgiisiiniin homojenliginden dolay1, 5(B,) = rc bulu-
nur. Eger S C X sinirh bir kiime ve d := «(S) ise, verilen € > 0 i¢gin S = UL, S;
ve her 1 <7 < n igin Cap(S;) < d + ¢ olacak gekilde 5, ..., S,, kiimelerinin sonlu
bir ailesi vardir. Her i i¢in x; € S; segilsin ve V := {z; : 1 <i < n} tanimlansin.
Buradan S C V' + By, saglanir ve (d) ozelligi, (a) ve (c) ozellikleri ile birlikte
uygulandiginda

B(S) < B(V) + B(Bd—i-s) - B(Bd—&-s) = (d + 5)0

elde edilir. £ > 0 sayis1 keyfi oldugundan, §(S) < ed = ca(S) sonucuna ulagilir.
O

Lemma 3.1.12. i = 1,2 i¢in (X, ||.|[;) Banach uzay: olsun. «; ile X; tzerinde
tanimly Kuratowski kompakt-olmama ol¢isi gosterilmek tizere, T : X7 — Xo

stnarl lineer operator olsun. T operatorunin Kuratowski kompakt-olmama ol¢iist
a(T) :=inf{\ > 0: her sztnurle S C X kiimesi i¢in as(TS) < Aan(T)}

seklinde tanimlansin. Bu durumda, o(T) < ||T|| saglanwr. Dahasi eger (; her
1 = 1,2 i¢in oy olcustne esdeger olan X; tuzerinde homojen kompakt-olmama
olcust ise T operatorinden bagimsiz olacak sekilde bir ¢ sabitt bulunur. Bu du-

rumda her S C X1 sinwrl ktimesi i¢in
Bo(T'S) < ca(T)B1(S) < | TN|Bi(S)
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saglanar.

Lemma 3.1.13. i = 1,2 i¢in (X, ||.||;) Banach uzayr ve T : X1 — Xy bire-bir,
surekli bir lineer tasvir olsun. Eger By, X tizerinde homojen kompakt-olmama

ol¢tisi ise, S C X1 svmrh kiimesi i¢in
Ba(S) = Bo(TS)

tanimlanir. Buradan Bg, Xy tzerinde homojen kompakt-olmama olgiistdir ve (o
kime-toplamsal ise Bg olcust de kiime-toplamsaldir. X; tizerinde tanimly Kurato-
wski kompakt-olmama ol¢iistu o ile gosterilmek tzere, eger [y ile ay esdeger ise

BQ olcust ile oy esdegerdir.

Kamit. s, X iizerinde homojen (kime-toplamsal) kompakt-olmama 6lgtisii oldu-
gundan, T : X; — X5 lineer bir homomorfizmdir.

By ile g esdeger ise, s Olclisiiniin «a; Olclisiine egdeger oldugunu gormek icin
By ile By ile dy'nin egdeger oldugu goriilmelidir. Burada dy(S) := ay(T'S) olarak
tanimlansin. O halde, a; Olclisiine egsdeger oldugunu gostermek yeterli olacaktir.
Ancak S C X; smurh bir kiime ise, Lemma 3.1.12'den ay(T'S) < [T (S)
ve a1(S) = ay(T7'TS) < [T Y ao(TS) elde edilir. Bu durumda @, ve
esdegerdirler. O

Lemma 3.1.14. i = 1,2 i¢in (X, ||.||:) Banach uzay: olsun. «; ile X; tzerindeki
Kuratowski kompakt-olmama ol¢iisti gosterilsin ve T : X1 — Xy bire-bir, surekl:
bir tasvir olsun. Varsayalim ki Xy tzerinde ao olgiisiine esdeger bir Sy homojen
kompakt-olmama ol¢ist olsun. Bu durumda, Xs tzerinde as ye esdeger ~o homo-
jen, kiime-toplamsal kompakt-olmama ol¢iist vardir. Dahasi, X, tzerinde oy 'ye

esdeger v1 homojen, kime-toplamsal kompakt-olmama ol¢ust vardr.

Kamit. Onerme 3.1.11’den a» olgiisii B»’yi domine eder. O halde as(S,) > 0

ve lim,,_ oo g z%g:% = 0 kosullarimi saglayan S, C X, smirh kiimelerinin bir di-

zisi bulunur. v homojen, kiime-toplamsal kompakt-olmama 0l¢iisii olmak iizere

Onerme 3.1.10°daki gibi 8 6l¢iisiinden tiiretilir. Bu durumda, her S C X, sirh

Y2(Sn)
a2 (Sn)

ve ap Lemma 3.1.13’deki gibi tanimlansin, o halde U C X; smrh kiimesi icin

kiimesi igin 72(S) < f2(S) saglamir, ve boylece lim,, o = 0 elde edilir. 75
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F(U) == 7(TU) ve ay(U) := as(TU) saglanir. Lemma 3.1.13 kullanilirsa 4, ve
@9 homojen, kiime-toplamsal kompakt-olmama olctileridir ve as ile a; esdegerdir.
Dolayisiyla, her U siirli kiimesi igin ao(U) < caq(U) olacak sekilde bir ¢ > 0

vardir. U,, :== U~1S,, seklinde tanimlansin, buradan hareketle

i () = e (Zy) = et () =

elde edilir ve boylece 5 Olgiisti ile a ol¢iisiiniin esdeger oldugu gosterilir. Burada

eger 7, := 72 tanimlanacak olursa ispat biter. O

Esdeger olmayan kompakt-olmama Olgiilerinin bir sinifinin kuruldugu bir sonraki
teoremde, “X iizerinde tanimh Kuratowski kompakt-olmama ol¢iisiine egdeger
olmayan bir homojen (kiime-toplamsal) kompakt-olmama £ 6l¢iisiiniin var oldugu

bir (X, ||.||) Banach uzayr var midir?” sorusu olumlu olarak cevaplanmaktadir
([11]).

Teorem 3.1.15. 1 < p < oo olsun ve Y ile ¢P(N) Banach uzayr gz éniine alinsin.
Y dzerinde tanimiy Kuratowsk: kompakt-olmama ol¢iist oy ile gosterilmek tuzere,
Y Jdizerinde bu ol¢iiye esdeger olmayan bir homojen, kiime-toplamsal vy kompakt-

olmama 6l¢iist vardur.

U ve V topolojik uzaylari arasinda taniml f tasviri, her K C V kompakt kiimesi

i¢cin f~1(K) kompakt ise f tasvirine bir ¢z fonksiyon denir.

Lemma 3.1.16. X ve Y (reel veya kompleks)Banach uzaylar: ve T : X — Y
stnarly lineer bir tasvir olsun. Bu durumda kapaly simarl her S C X kumesi i¢in
T|s: S =Y tasvirinin 6z olmasu i¢in gerek ve yeter kosul N (T') uzayimin boyu-

tunun sonlu ve R(T) gorinti uzayimn kapale olmasidur.

Nussbaum 1970’de yaymmlanan makalesinde ([14]), esash spektral yarigap igin,
Gelfand’in spektral yaricap icin verdigi formiile benzer bir formiiliin ispatini

vermistir.
Teorem 3.1.17. [13] T € L(X) olmak iizere,

lim X(T")l/" = inf{x(T”)l/” :n € N} = ro(T)

n—oo

saglanar.
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Kamt. Her T, S € L£(X) i¢in, Hausdorff kompakt olmama ol¢iisii x(ST) < x(5)x(7T)
ozelligini sagladigindan, Gelfand’'in spektral yaricap formiiliiniin ispatinda oldugu
gibi

n — oo iken x(T™)Y™ — r = inf{x(T™)"" : n € N}
olarak alahm. § > r ve A € C sayilan |\ > ¢ olacak sekilde secilsin. Eger
Ty = AT ise then n € N icin x(77) < 1 bulunur. O halde [13, Onerme 4.3.12]

kullanilirsa

I—-Ty =X\ -T)

operatoriiniin Fredholm oldugu elde edilir. Dolaysiyla |A\| > § olan her A ve her
d > r sayilart igin A € 0.(7T) saglanir. Bu da bize r > rq(7T) oldugunu gosterir.
Simdi 7 = 7ess(7T') oldugunu iddia ediyoruz. Bunu gostermek i¢in celigki yoluyla

§ > 1 > res(T) alahm ve
Q={Neo(T): |\ >4}

olsun. |A| > 7es(7T) olan her A € o(T') sayisinin izole nokta ve T' operatoriiniin
bir 6zdegeri oldugunu biliyoruz. Sonug olarak, €2 kiimesi sonlu sayida Ay, ..., A,
elemanlarindan olugur ve U ile P : X — U izdiigimi ile birlikte spektral bir
kiimedir. Q@ = I — P ve V = Q(X) olarak tammlansin. Bu durumda, goz éniine

alinan kiimelerle birlikte €2 spektral bir kiime oldugundan,
o(Ty) =Qveo(Ty)=0(T)\Q

yazilabilir. Ty operatoriiniin esash spektrumu bog oldugundan, boy(U) < oo so-

nucuna ulagilir. Dahasi,
o(Ty) c{re C: |\ <d}
elde edilir. O halde buradan § > r(7y) bulunur. Diger taraftan,
TQ=T—-TPveTP € K(X)
olarak yazilabileceginden, her n € N sayis1 icin
(TQ)" =T"+ K,

kogulunu saglayan K, € K(X) vardir. Bu durumda, her n € N i¢in x((7Q)") =
X(T™) <7r™ > 0" elde edilir. Ancak bu miimkiin degildir. O
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Nussbaum Hausdorff kompakt-olmama olgiisii ile ifade edebildigi bu formiiliin,
Kuratowski kompakt-olmama 0l¢iistine egdeger olan herhangi bir homojen kompakt-

olmama 6l¢iisi i¢in de dogru oldugunu ispatlamigtir.

Teorem 3.1.18. ([11])X kompleks bir Banach uzay: olmak dzere, T : X — X
lineer tasvirini goz ontine alalvm ve B, X tizerinde herhangi bir homojen kompakt-
olmama 6lgiisii olsun. Bu durumda, 3*(T) := limsup,, ,..3(T™B)"™ = inf{\ >

0 > lim,, 0o A"B(T™B) = 0} olmak tzere
BHT) = ress(T)
saglamr. Eger X reel Banach uzay ise,

BH(T) = ress(1), (%)
saglanar.

Kant. Tk olarak varsayalim ki X, kompleks bir Banach uzayi olsun. r > 0 ve

IA| > B*(T) alalim. Ty := A7'T olsun. O halde #*'in tanimindan dolayn,

limy (T3 B,(0)) = Jim, rB(TRB1(0)) = 0

m—00

ifadesi yazilabilir. ), := B, olsun. (I —T))|g, tasvirinin 6z oldugu iddia edilir ve
esdeger olarak (A — T')|q, Ozdiir. r > 0 sayis1 keyfi secilmek tizere, kapali, smirh
her S C X kiimesi icin (Al —T)|g 6z olur. Iddianm kanitlanabilmesi icin, K € X
kompakt kiimesi alinsin ve V := {z € Q, : (I — L))z € K} olsun. V kiimesi
kapalidir, ¢cinkti 7 — T tasviri stireklidir. Eger x € V ise, y € K i¢in x = Thz +y
bulunur ve buradan her x = Thz + y i¢in x = T{"x + Y7, ! Tiy yazihr. O halde,
K, = (X T) K kompakt olmak iizere,
V C TV + (Wf T§”1T§> KcTyQ, + K,
i=0

gerceklenir. Bu durumda, yukaridaki ifadeden,

pV) < BIN'Qr) + B(Km) = B(IY'Qr) < B(TYB,(0)) = B(T3"B,(0))

elde edilir ve S(V) = 0 sonucuna ulagilir. Dolayisiyla, V' kiimesi kompakttir.
Lemma 3.1.16 kullamilarak N (AI — T') uzaymn sonlu boyutlu ve R(A — T') ka-
pali oldugu elde edilir. O halde, A\ — T indisi i(A] — T') := dim(N'(A\ = T)) —
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codim(R(A — T')) < oo olan yar1 Fredholm bir operatérdiir. Dahasi, i(A — T)
degeri yar1 Fredholm operatorlerin indisinin siirekliliginden dolay1 A sayisindan
bagimsizdir. |[A| > [*(T) kosulunu saglayan tiim A sayilari igin Al — T ope-
ratoriiniin indisi 0 dir. Esash spektrum e (7)) icin Wolf’un tanimi kullanilacak
olursa, 7ess (1) < B*(T) esitsizligine ulagilir. Dolayisiyla, ress(7) = *(T') elde edi-
lir.

Eger X reel Banach uzay ise, () ifadesinden Sg(T¢) = 6*(T") bulunur. O

3.2 Banach (")rgiileri Uzerinde Yar: Kompakt-
Olmama (")lgiisii

Bu kisimda yar1 kompakt-olmama o6lciisii olarak adlandirilan ve Banach orgiileri
arasinda tammh sira smirh 7' operatorleri igin, p(7T) ile gosterilen bagka bir
kompakt-olmama 6l¢iisiinden bahsedilecektir. Aslinda p(T), x(7T') kompakt-olmama
olgiisii ve esasli spektral yarigap res(7) ile ilgili galigmalarda kullanilan faydali
bir aragtir. Burada goz oniine alinan £ Banach orgiilerinin kompleks oldugu var-
sayilacaktir; yani, ReE reel Banach orgiisiiniin £ = ReFE @ iReE seklinde komp-
lekslestirilmesi olarak diigtiniilebilir.

Verilen bir f € E vektori igin esas ideal Ey = {z € E : |z| < n|f],3In € N}
Yosida Gosterilim Teoremi'nden [10, Teorem 45.4], K kompakt Hausdorff uzay:
olmak iizere C'(K) uzayina izomorfiktir 6yle ki | f| elemani uzayin 1 fonksiyonuna
kargilik gelir. C'(K') uzayindaki bir f carpanina FE/ iizerinde kargilik gelen operator
oy ile gosterilmektedir. Bu durumda, her g € Ey i¢in o4(|f]) = f ve |o(g)| = |9
seklindedir. Z(Ey), Ey esas idealinin merkezi olmak tizere oy € Z(Ey) ve |of| =1
saglanir(Z(Ey)’in tammindan dolayr [23, Boliim 20]). Genel olarak, o tiim E
uzayina genisletilemez. Ancak E Dedekind tam ise oy, Z(E) merkezinin (mutlak
degeri I fonksiyonuna egit olan) bir elemanima genisletilebilir.

Bu boliimde pozitif operatorlerin kompakt-olmama 6lciistine ¢aligirken kullanigh

olabilecek Banach orgiileri iizerindeki sira sinirli operatorlerden bahsedilecektir.

Tamim 3.2.1. (/23, Bolim 122]) E kompleks Banach érgisii olsun. Bir D C E

alt kimesine, her € > 0 ve f € D i¢in ||(|f| — w)T|| < e kosulunu saglayan bir
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0 < u € E bulunabiliyorsa hemen hemen sira sinwrl denir.

Her f € D igin ||(|f| — w)"|| < € esitsizliginin saglanmasi i¢in gerek ve yeter
kosulun D C [—u, u] +eBg olmas: gerektigi gozlemlenebilir. Gergekten, eger D C
[—u,u]+eBg ve f € D ise f elemany, | f1| < uve | fa] < e olmak tizere f = f1+ fo
seklinde ifade edilir. Dolayisiyla [[(|f|—w) || < [I([ 1+ fo[=u) T[] < [ (LA l=u) "]+
|l f2ll = |If2ll < e bulunur. Tersine, her f € D icin ||(|f| — u)"|| < € oldugunu
varsayalim ve f € D alahm. oy € Z(Ey) fonksiyonu, |of| = I ve o¢(|f]) = f
olacak sekilde secilsin. Buradan f = o¢(|f]) = of(|f|Au) +os((|f] —w)T) yazilir.
los(|fIAu)| < |flAu < wifadesi ve Onerme 2.2.3 kullanilarak o (| f|Au) € [—u, u],
ve |lof(|f]—w) ™| < ||(|f|—u)T|| < e elde edilir ki buradan da o¢(|f| —u)" € eBg
sonucuna ulagilir.

Norm simmirh bir D C E alt kiimesi i¢in, yar1 kompakt-olmama ol¢iisii
p(D)=inf{d >0:30<u e E>Vf e Dicin |(|f] —u)"| <}

seklinde tanimlanir.

Ustteki tammdan gozlemlenecegi gibi
p(D)=inf{0 >0:30<ue E>D C [-u,u]+ B}

olarak da ifade edilebilir.
p Olctisiiniin birtakim temel 6zelliklerini siralayacagiz. D, Dy, Do norm sinirh kiime-

ler olmak tizere,

(i) p(D) = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter kogul D kiimesinin hemen hemen sira

siirli olmasidir;
(ii) her A € Cicin, p(Dy + D3) < p(D1) + p(D2) ve p(AD) = |A|p(D) saglanir;
(iii) eger Dy C Dy ise, p(D1) < p(Ds);
(iv) p(D) = p(D), burada D ile D kiimesinin norm kapanigt gosterilir.

Not 3.2.2. . E Banach orgisinin birim yuwvar Bg = {f € E : |f|| < 1}
seklinde tanvmlansin. p(Bg) < 1 olmas i¢in gerek ve yeter kosulun bir 0 < u € F

sira birimin bulunmasi ve E tizerindeki normun ||.||., swra birim normuna esdeger
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olmasu gerektigi gosterilecektir. Gergekten, p(Bg) < § < 1 oldugunu varsayalim.

O halde Bg C [—u,u] + §Bg olacak sekilde bir 0 < u € E wvardwr. Buradan
Br C [—u,u] + §[—u,u] + ... + 0" [—u, u] + 6" Bg yazlabilir ve dolayiswyla

BE g (1 — 5)_1[—U, U] + (5n+1BE

bulunur. n — oo tken, Bg C (1—08)7'[—u, u] elde ederiz ve istenen sonug saglanar.

Boylelikle p(Bg) = 0 veya 1 bulunur.

D C Uj_, B(f;,9) oldugundan dolay1, her f € D igin ||(|f|—u)*|| < ¢ gergeklenir.
Burada u = sup(] fil, ..., |fa|) olarak alindiginda, p(D) < x(D) elde edilir. Bir
sonraki énermede E Banach orgiisiintin belli bir simf D alt kiimeleri i¢in p(D) =
X(D) esitliginin saglandigr gosterilecektir [15].

Bir Riesz uzay1 iizerinde tamimli p yar1 normuna, |z| < |y| iken p(z) < p(y)
esitsizligini gergeklemesi halinde drgi (veya Riesz) yari normu adi verilir. Her
0 < ¢ € E* i¢in E {izerindeki bir p, Riesz yar1 normu py(f) = (|f], ¢) seklinde
tanimlanir. Ustelik, f € E ve e > 0 i¢in By(f,e) = {g € E : ps(f — g) < e} ile
gosterilir. D C E kiimesi, her 0 < ¢ € E* ve her € > 0 i¢cin

D Bulfy2)

j=1
olacak sekilde fi,..., f, € E bulunabiliyorsa, PL-kompakt olarak adlandirihr([6,
Tanim 4.11]). Ayrica, D kiimesinin PL-kompakt olmasi igin gerek ve yeter kogul
her 0 < ¢ € E* i¢in D kiimesinin pg-6nkompakt olmasidir([23, Tanim 124.7]).

Onerme 3.2.3. E sura siirekli norma sahip kompleks bir Banach orgisi ve D C

E kiimesi PL-kompakt olsun. Bu takdirde p(D) = x(D) ger¢eklenir.
Kamt. E Dedekind tam oldugundan, her f € E igin o4(|f]) = f ve |oy| = I
kosullarini saglayan bir tek oy € Z(E) bulunur. Her f, g € E ve 0 < u € E igin,

s ([fI A u) = ag(lgl Au)|l < |f = gl

yazabiliriz. Bu egitsizligi ispatlamak igin, | f|+|g| tarafindan iiretilen E tizerindeki
esas ideali Yosida Gosterilim Teoremi'ni kullanarak kompakt bir Hausdorff uzayi
tizerinde taniml siirekli fonksiyonlarin uzayi olarak géz ontine alabiliriz. O halde,

yukaridaki esitsizlik z,w € C ve 0 < a € R i¢in
|(sgnz) min(|z, a) — (sgnw) min(|w}, a)| < |z — w|
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esitsizliginden elde edilir. Burada z # 0 ve sgn(0) = 1 olmak tizere sgnz = z|z| ™!
olarak tanimlanmaktadir.

Onermenin ispat1 i¢in, § > p(D) alahm. O halde her f € D icin ||(|f| —u)T| <6
olacak sekilde 0 < uw € E vardir. € > 0 olsun. E sira stirekli norma sahip ise, her
Y € B i¢in {(u, (| ¥| — ¢)T) < e kogulunu saglayan 0 < ¢ € E* bulunabilir. D
kiimesi PL-kompakt oldugundan, D C Uj_; By(f;, €) olacak sekilde fy, ..., f, € B
elemanlar vardir. g; = oy, (| f;| Aw) olsun. f € D ve f; elemanlan (|f — f;|,¢) < e

olacak gekilde secilsin. 0 < ¢ € B~ igin,
(f = gilv) < (log(fl =)t v) + lop(1fI A u) = g5, )

1A =)™+ os (L1 A w) = g5, 6)
0+ (los([fI Aw) =gl ¥) -

IN

IN

yazilabilir.

Ustelik, yukaridaki esitsizlik kullanilirsa,
(Qos(LfInu) = g0y < Alog(IfIAu) = gil, 9 A @)+ (los(LfI Au) = g5l (19 —
< {f =il o) +2(u, (] — 9)7) <3¢

bulunur. Dolayisiyla her 0 < ¢ € Bp« i¢in, (|f — ¢;],¢) < § + 3¢ elde edilir ve
buradan || f — g;|| < d + 3¢ bulunur. O halde

U (g;,0 + 3¢)

saglanir. Bu igerme her ¢ > 0 ve her § > p(D) i¢in gergeklendiginden, y(D) <
p(D) sonucuna ulagilir. Oncesinde gozlemlendigi gibi p(D) < x(D) esitsizligi her

zaman saglanir ve diger yonden esitsizligin ispatiyla istenen gosterilmis olur. [

E ve F' kompleks Banach orgiileri olmak tizere, bu iki uzay arasinda tanimh
sira siirh operatorlerin uzayr L£,(F, F) ile gosterilecektir. Bu uzay, tiim norm
siirh operator uzayr L£(E, F)'nin lineer bir alt uzayidir. Bir T € £,(E, F') ope-
ratorii norm siirh kiimeleri hemen hemen sira sinirhi kiimelere gonderiyorsa yar:

kompakt olarak adlandirilir.
Tanim 3.2.4. T' € Ly(E, F) operatiri i¢in yar: kompakt-olmama 6l¢isii,
p(T) =inf{k > 0: her D C E norm sumrh kiimesi i¢in p(T'D) < kp(D)}

36

¢)")



seklinde tanimlanar.
T € Ly(E, F) operatorii icin p(T') olgiisiintin baz1 6zellikleri agagidaki gibidir:
(i) her norm simirh D C E kiimesi igin, p(T'D) < p(T)p(D);

(ii) p(T) = 0 olmasi igin gerek ve yeter kogul 7' operatoriiniin yar1 kompakt

olmasidir;
(iii) p(T) < [[T1};
(iv) p, Ly(E, F') tizerinde bir yar1 normdur;

(v) p(T) = p(T Bg);
(vi) eger 0 < S < T ise, p(S) < p(T) saglanr.

(v) ve (vi) ozellikleri ispatlanacaktir. p(T'Bg) < p(T)p(Bg) oldugundan dolayi,
p(T'Bg) < p(T) elde edilir. Simdi D C E norm sinirh kiimesini géz 6niine alahm
ve 0 > p(D) olsun. Bu durumda, D C [—u, u| + d B olacak sekilde bir 0 <u €
vardir. Buradan 7D C T'[—u, u]+ 6T Bg yazlabilir. Ancak T" operatorii sira smirh
oldugundan p(T'[—u,u]) = 0 dir ve p(T'D) < dp(T'Bg) elde edilir. Bu durum her
d > p(D) i¢in saglandigindan, p(T'D) < p(T'Bg)p(D) bulunur ki p(T") < p(T'Bg)
esitsizligine ulagilir. (vi) 6zelliginin ispat1 i¢in, 0 < S < T : E — F oldugunu
varsayalm ve § > p(T') alalm. O halde, her f € Bpg icin ||(T|f] — w)"| < ¢
olacak sekilde 0 < w € F vardir. Dolayisiyla her f € Bg icin ||(|Sf] — w)T|| <
(T f| — w)*t elde edilir. Buradan p(S) = p(SBg) < ¢ bulunur ve p(S) < p(T)
esitsizligi elde edilir.

T € L(E, F) operatoriiniin Hausdorff kompakt-olmama 6lgiisti,
X(T) =inf{k > 0 : herD C FE norm smurh kiimesi i¢in x(7D) < kx(D)}

seklinde ifade edilir. x(T") = x(TBg) oldugundan dolayi, her T' € L,(E, F') ope-
ratori i¢in p(T") < x(7) esitsizligi saglanir. Daha sonra ise p(T") = x(7T') esitliginin

hangi operator simiflar icin saglandigr gosterilecektir.

E ve F Banach orgiileri olmak tizere, T : E — F operatori sira sinirhi kiime-

leri goreli kompakt kiimelere gonderiyorsa (egdeger olarak da, 7' hemen hemen
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sira sinirlt kiimeleri goreli kompakt kiimelere gonderiyorsa ) AM-kompakt olarak

adlandirilir.

Teorem 3.2.5. E ve F' kompleks Banach orgiileri oyle ki E* ve F sira sturekl:
norma sahip olsunlar. Eger T € Ly(E, F') AM-kompakt operatir ise, x(T) = p(T)

esitligi saglanar.

Kanit. ¢ € F* alalim ve ¢ = |T]*¢ olsun. € > 0 secilsin. E* uzay: sira siirekli
norma sahip oldugundan, her f € Bg igin ((|f| — u)") < e kogulunu saglayacak
bicimde 0 < w € E vardir, veya, esdeger olarak, By C [—u,u] + ¢By, By =
{f € E:(f|,¢¥) <e} ifadeleri yazilabilir. O halde, TB,; C By i¢ermesinden do-
lay1 TBg C T|—u,u] + €By elde edilir. T" operatérii AM-kompakt oldugundan,
T([—u,u]) kiimesi goreli kompakttir, ve dolayisiyla T Bg yarigapt 2¢ olan sonlu
¢-yuvariyla ortiiliir. Buradan da T Bg kiimesinin PL-kompakt oldugu bulunur.
Onerme 3.2.3 kullamlarak, x(TBg) = p(T Bg) esitligine ulagilir. Dolayisiyla x(T') =
X(T'Bg) = p(TBg) = p(T) sonucu elde edilir. O

p Olctisiiniin ozellikleriyle yukaridaki teorem birlegtirildigi takdirde, y ol¢iistiniin

monotonlugu ile ilgili agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.2.6. E ve ' kompleks Banach orgileri oyle ki E* ve F sira strekli
norma sahiplerdir. Eger 0 < S < T kosulunu saglayan S,T € Ly(E,F) ope-
ratérlerinden S operatori AM-kompakt ise, x(S) < x(T') saglanar.

Kanat. S operatori AM-kompakt oldugundan, tistteki teoremden x(S) = p(S5)
elde edilir. Ustelik, daha énce gozlemlendigi fizere 0 < S < T olmasi p(S) < p(T)
esitsizligini gergekler. p(T) < x(T) esitsizligi her zaman dogru oldugundan, bu

iki egitsizligin birlegtirilmesi sonucu x(S) < x(7") bulunur. O

Yukaridaki sonugta S operatoriiniin A M-kompakthgl, T operatoriiniin A M-
kompakthg ile degistirildigi takdirde p(S) < p(T') esitsizligi yine saglanir. Gergek-
ten, F Orgusii sira siirekli norma sahip oldugundan 7" operatoriiniin A M-kompakt-
lig1, S operatoriiniin A M-kompakthigini getirir[23, Teorem 123.4].

Buradan itibaren, A M-kompakt operatorler ve ayrikligi koruyan operatorlerin

kompakt- ve yar1 kompakt-olmama ol¢iileriyle ile ilgili sonuclar verilecektir. Sonug
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3.2.6’dan, F ve E* sira siirekli norma sahip olmak iizere E Banach orgiisii tizerinde
tammh 0 < § < T € L(FE) operatorleri igin, S operatorii AM-kompakt ise
Tess(S) < Tess(T') gergeklenir. Bu sonucun E ve E* iizerindeki normlar herhangi

bir kogula bagl olmaksizin gerceklendigi gosterilecektir.

Lemma 3.2.7. E, F ve G kompleks Banach érgiileri olsun. Sy € Ly(E, F), Sy €
Ly(F,G) ve Sy operatorinin AM-kompakt oldugunu varsayalim. Bu durumda,
X(S251) < p(S1)x(S2) saglanar.

Kanit. § > p(Sy) i¢in S1Bg C [—u,u] + 0B kogulunu saglayan bir 0 < u € F
vardir ve boylece S551Br C So([—u,u]) + 052 Bp yazilabilir. S operatoriic AM-
kompakt olugundan dolayr x(Se[—wu,u]) = 0 bulunur, dolaysiyla x(S2S51) =
X(S251Bg) < dx(SeBr) = 0x(S2) elde edilir. O halde her § > p(S;) i¢in,
X(5251) < p(51)x(S2) saglanr. O

Teorem 3.2.8. S,T € L(FE) operatorleri 0 < S < T kosulunu saglasin ve S

operatiri AM-kompakt olsun. Bu durumda, ress(S) < ress(T) gergeklenir.

Kamat. Ustteki lemmadan x(S?) < p(S)x(S) yazilabilir, ve daha énceden gozlem-
lendigi gibi 0 < S < T olmasi p(S) < p(T) esitsizligini gergekler. Buradan

X(8%) < p(S)x(S) < p(T)x(S) < x(T)x(S)
elde edilir.
Bu esitsizligi 0 < 5™ < T™ i¢in uygularsak,

X(SZ)n < (T (S (n=1,2,..)

buluruz ve boylece Tes(S?) < Tegs(T)Tess(S) esitsizligine ulagiir. Ayrica Calkin
cebri i¢in Spektral Gosterilim Teoremimnden regs(S?) = res(S)? elde edilir. Bura-

dan

Tess (S) S Tess (T)
bulunur. 0

Eger T', Banach orgiisii tizerinde pozitif bir operator ise r(T') € o(T) oldugunu

biliyoruz. Dogal olarak bu icermenin pozitif operatorlerin esash spektrumu igin de
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gecerli olup olmadigr sorulur. [15, Ornek 3.2.7] kaynagimda genel olarak re(T) ¢
Oess(T') oldugu belirtilmigtir. Ancak, bazi operator siiflari i¢in bu sorunun cevabi

olumludur. Bir sonraki 6nerme, esash spektral yarigapin monotonlugu ile ilgilidir.

Onerme 3.2.9. E kompleks Banach orgiisi olmak tizere 0 < S € L(E) ope-
ratorinin 0 < S™ < T € L(F) kosulunu sagladigina varsayalvm ve hern = 1,2, ...

i¢in Tess(S™) < 1ress(T) gerceklensin. Buradan re.(S) € 0.4(S) elde edilir.

Kanit. Genelligi bozmaksizin, varsayalim ki re(S) = 1 olsun. Bir @ € R igin
Oess(S) C {z € C: Rez < a} seklinde ifade edilebilir. Calkin cebri igin Spektral

Gosterilim Teoremi'nden
Oess(€5) = €75 C {7 € C: |2| < €}

yazilabilir ve her ¢ > 0 igin re(e™) < €' elde edilir. Diger taraftan, her n =

1,2,... ve her t > 0 i¢in

bulunur ve hipotezden
" n tS
Tess <n'S ) S 7ness(e )

esitsizligine ulagilir. res((£"/n!)S™) = (" /n!)ress(S)™ = " /n! oldugundan dolayn,
her n = 1,2,... ve t > 0 igin 0 < (t"/n!) < e alabiliriz. ¢ = n/a alarak,
a > 1 durumu i¢in Stirling formiilii uygulandiginda res(S) € 0ess(S) sonucuna

ulagilir. O]

Ustteki 6nerme, Teorem 3.2.8 ile birlestirildigi takdirde agagidaki sonug elde
edilmektedir.

Teorem 3.2.10. E kompleks Banach orgiisi tzerinde tanimly her pozitif AM-

kompakt T operatori i¢in 17oss(T) € 0ess(T) saglanar.

Banach orgtileri tizerinde tanimli birtakim 6zel operatorlerin kompakt-olmama
Slciisii ve esash spektrumu ile ilgili 6zelliklerinden bahsedilecektir. Ilk olarak, baz
Banach orgiilerindeki sira araliklarin kompakt-olmama ol¢iisiiniin hesaplandigi
bir lemma ile baglayacagiz. £ Banach orgiisii olmak tizere, E ftizerindeki sira

stirekli lineer fonksiyonlarin uzay1 E ile gosterilecektir.
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Lemma 3.2.11. E Dedekind tam, atomsuz kompleks Banach orgusi olmak tzere
her f € E igin || f|| = sup{(|f],¢) : 0 < ¢ € EX,||¢|| = 1} seklinde tanimlansin.

Bu durumda her 0 < u € E i¢in x([—u,u]) = ||u|| saglanar.

Kanat. Genelligi bozmaksizin, E orgiisiintin reel oldugu durumu inceleyelim. § >
x([~u,u]) alahm ve § > & > x([—u,u]) olsun. Verilen ¢ > 0 sayis1 icin, (u, ¢) <
||| — & kogulunu saglayan 0 < ¢ € E fonksiyoneli vardir. § sayisinin seciminden
dolay1, [—u,u] C Uyle(f;,(S/) olacak sekilde fi, ..., f, € E vardir ve bu ele-
manlarin f;, ..., f, € [~u,u] oldugunu varsayabiliriz. Freudenthal Spektral Teo-
reminden [10, Teorem 40.2] dolay1, 3272, u; = u kogulunu saglayan ayrik uy, ..., uy, €

FE elemanlar ve
fi:Zaijuj (Z: 1,...,”)
j=1

olacak gekilde {a;; : 1 < i < n,1 < i < m} € [—1,1] reel sayilar1 bulunur.
Buradan da [—u,u] C U, B(f;,d) igermesi gergeklenir. E atomsuz bir uzay ve

0 < ¢ € E} oldugundan, her bir j = 1,...,m i¢in u; = w1 + ujo ve (uj,¢) =

(ujo, ) = 1/2(u, @) kogullarim saglayan uj;,u;o € E ayrik elemanlar vardir.
Simdi,
9= (uj1 — up)
j=1

olarak tammlansin. g € [—u,u] oldugundan, ||g — f;|| < ¢ olacak sekilde bir f;

eleman1 bulunur. {u;;} elemanlarmim ayrik olmas: kullanilarak,

(lg = fil,®) = (1= aij)ujn + (1 + aij)ujz, &)

M=

<.
Il
_

I
NE

(uj, @) = (u,¢) = |lull — ¢

.
Il
=

yazilabilir ve buradan § > ||u|| — € elde edilir. Bu esitsizlik, her 6 > x([—u, u]) ve
her € > 0 sayilar igin gergeklendiginden, x([—u, u]) > ||u|| bulunur. Bu esitsizligin

tersi her zaman saglandigindan ispat tamamlanmig olur. O]

Tanim 3.2.12. F ve F' Banach drgiileri olmak tzere pozitif, lineer T : E — F
operatorine her 0 < u € E igin T[0,u] = [0,Tu] kosulunu saglyorsa Maharam

operator(veya aralik koruyan) denir.

Lemma 3.2.12’den hareketle agagidaki onerme elde edilmigtir.
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Onerme 3.2.13. E ve F kompleks Banach orgilerinden F Dedekind tam ve
atomsuz olsun. Her f € F icin || f|| = sup{(|f].¢) : 0 < ¢ € EX, ||o|| < 1} olarak

tanmwmlansin. Eger 0 < T : E — F Maharam operatiri ise, x(T') = ||T|| saglanar.

Kamt. Ispat1 reel uzaylar iizerinden yapahm. £ > 0 verilsin. |ju|| = 1 ve ||Tu|| >
|T|| — e olacak sekilde 0 < w € FE vardir. [-Tu,Tu] = T|—u,u] C TBg
oldugu icin, x([-Tu,Tu]) < x(TBg) = x(T) yazlabilir. Ustteki lemmadan,

X([=Tu,Tu]) = ||[Tu|| elde edilir ve buradan x(7T") < ||T’|| — € bulunur. O halde
X(T) > ||T|| esitsizligi saglanir ve dolayisiyla x(T') = ||T'|| elde edilir. O

Tanim 3.2.14. 7' : E — F lineer operatori, x Ay = 0 iken |Tx| A |Ty| = 0

kosulunu saghyorsa ayrikligr koruyan operator olarak adlandirilur.

Onerme 3.2.14’1i ayrikhig1 koruyan operatorlere uygulayabilmek icin dual uzay-
larla ilgili birtakim ozelliklerden bahsedecegiz. E ve F' kompleks Banach orgiileri
olsun.

(1) Eger T' : E — F operatorii ayrikhigi koruyan ve norm simirh ise, 7' ope-
ratorii sira siirhdir, her f € E igin |T'f| = |T'|(|f|) kosulunu saglayan |T'| mev-
cuttur ve |T'| Riesz homomorfizmdir.

(2) Eger T : E — F bir Riesz homomorfizm ise, eglenigi 7% : F* — E* Maharam
operatorudiir.

(3) E ve F orgiilerinin Dedekind tam olmasina ek olarak sira sinirh lineer 7' : E' —
F operatoriintin modiilii | 7| 'nin sira stirekli bir Maharam operatorii oldugunu ka-
bul edelim. Bu durumda, 7' = |T'| o w ve || = I olacak sekilde, 7 € Z(FE) vardir.
Gergekten, T} ve T; reel operatorleri icin T = Ty + i1y alarak, |Ti|, |1y < |T|
esitsizligini elde ederiz. Dolayisiyla, T; = |T'| o mj ve |m;| < I (j = 1,2) olacak
sekilde 71, mo € Z(E) bulunur. Buradan m = m; +im olmak tizere T' = |T| o7 elde
edilir. |T'| operatériiniin Cyp = N|dT‘ ={z € E:2 L Ny} seklinde tanimlanan
tasiyicisi iizerinde |7| = I oldugunu elde ederiz. T" operatoriiniin sifir ideali Njp)

tizerinde n = I almarak, istenilen 7 € Z(F) sonucuna ulagilir.

Teorem 3.2.15. FE ve F' kompleks Banach orguleri ve E* atomsuz olsun. Eger
T : E — F norm simrlh, ayriklige koruyan operator ise x(T') > 1/2||T|| esitsizligi

saglanar.
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Kamat. Onceden belirtildigi gibi |T| vardir ve bir Riesz homomorfizmdir. Bu-
radan, eslenik operator |T'|* sira siirekli, Maharam operatorudiir. |7% < |T*
esitsizliginden dolay1 |T'|* operaétiiriiniin sira stirekli Maharam operatorii oldugu
elde edilir, ve dolaywsiyla T* = |T*| o ve || = I olacak sekilde 7 € Z(F*) bulu-
nur. Ayrica, E* uzayr Onerme 3.2.14 kogullarmm sagladigindan x(|7%]) = |||T*]|
bulunur. m, F* iizerinde bir izometri oldugundan x(7*) = x(|T*]) = |||T7||l
esitligine ulagilir. Dahast x(7T") > 1/2x(T*) yazilabilir ([22]) ve buradan, x (7)) >
1/2]|T|| elde edilir. O

Yukaridaki teoremde E* uzayinin atomsuz olmasi kosulu kaldirilamaz. Gercek-
ten E* uzaymin atomlari, E iizerinde reel degerli bir Riesz homomorfizmidir.
Dolayisiyla, £* uzayimin herhangi bir atomu E’den F’ye bir rankli Riesz homo-
morfizmi meydana getirir. Ancak hala E* atomsuz olmak iizere, x(T) < ||T|
kogulunu saglayan bir 7' : £ — F Riesz homomorfizm 6rnegi bilinmemektedir.
Bu baglamda Lemma 3.2.12'nin ispatindaki benzer adimlar1 takip edilerek, su
sonu¢ elde edilir. £ ve F' Banach orgiileri, £ atomsuz ve sira siirekli norma sahip
olsun. T'(E) biiziilme izdiisiimii olacak sekilde T operatoriiniin bir Riesz homo-
morfizmi oldugunu varsayalim. Bu durumda, x(7") = ||T|| kosulunu saglar.

Bir onceki teorem esasli spektral yarigap i¢in Nussbaum’un formiilii ile birlegtirildi-

ginde agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.2.16. E, duali atomsuz olan kompleks bir Banach orgisu olsun. Eger
T : E — E norm suurh ayriklige koruyan operatir ise, ro(T) = r(T) kosulu

saglanar.

Kanat. Eger T ayrikligi koruyan operator ise, her n = 1,2, ... i¢in T™ operatorii de
ayni Ozellige sahiptir ve dnceki teoremden dolayr 1/2||7™] < x(T™) < |1
esitsizligi elde edilir. Spektral yarigap i¢in olan formiiller kullanildiginda, r(7") =

Tess(T') olduguna ulagilir. u

3.3 Ayrikligi Koruyan Operatoriin Kompakt-Ol-
mama (")lgiisii

a(T) ve x(T') kompakt-olmama 6lgiilerinin birtakim 6zellikleri
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(1) %oz(T) < x(T) <2a(T),
(2) a(T*) < X(T) ve a(T) < x(T™)
(3) a(T(Bg)) = a(T™(Br-) ([1]),

(4) max{a(T),x(T)} < ||T|e (burada ||T||e, T operatoriiniin esash normu ol-

mak tizere),

seklindedir.

Bu boliimde [18]’de sbz edildigi gibi Banach orgiileri tizerindeki operatorle-
rin Ozel bir smmifina yer verilecektir. Banach orgiileri iizerindeki operatorlerin
kompakt-olmama 0lgiileri ile ilgili sonuclara [15] ve [21] kaynaklarindan ulagilabilir.
FE orgiisiiniin dual uzay1 E* ile ve E iizerindeki tiim sira siirekli lineer fonksiyon-
larm uzay1 E7 ile gosterilecektir. 0 < ¢ € E* i¢in p, yar: normu py(f) = ¢(|f])

olarak tanimlanir.

Lemma 3.3.1. E Dedekind tam atomsuz Banach orgusi olmak tizere 0 < u € E
alalim ve ¢(u) = 1 i¢in 0 < ¢ € E* olsun. Bu durumda, her t € [0,1] i¢in

d(Pu) =t vet < sigin P, < Py kosullarine saglayan bir P, bant izdisimi vardur.

Kanit. Py =0 alahm ve Py, {u}% iizerinde bir bant izdiigiimii olsun. Zorn Lem-
masi'ndan, 0 < P, < P; kogulunu saglayan bant izdiigiimlerinden olusan bir { P, }
maksimal zincir bulunabilir. Dolayisiyla her 0 < ¢t < 1 i¢in ¢(P,,u) = t olacak
sekilde 79 € {7} vardir. F atomsuz oldugundan, ¢ sira siirekli bulunur. Simdi
P, = sup{ P, : ¢(Pru) =t} tanimmlansin. ¢ fonksiyonelinin sira siirekli olmasindan
dolay1 ¢(P,u) = t saglanir ve bu durumda ¢ < s olmak tizere P, < Py esitsizligi

gerceklenir. O

Asgagidaki lemmada gegen S™ ile R"*! {izerinde S™ = { (21, ..., Tpy1) : (%1, ..., Tny1) €

R™! with 27 4 ... + 22, ; = 1} seklinde tanmimlanan n-kiiresi ifade edilir.

Lemma 3.3.2. E Dedekind tam atomsuz Banach orgusi olmak tzere 0 < u € E
alalim ve ¢(u) = 1 i¢in 0 < ¢ € E! olsun. Bu durumda, her n € N ve her
(X1, ey Tpy1) € S™ igin Fp(—21, ooy —Tpi1) = —Fp(21, .y Tpp1) kosulunu saglayan

bir py-sirekli F,, : S — {v € E : |v| = u} tasviri vardr.
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Kamt. P;, Lemma 3.3.1’de tanimlandig1 gibi bant izdiigtimlerinin bir ailesi olsun.
Simdi indiiksiyon yontemiyle F}, leri insa edelim. [} tasvirini tamimlamak icin S*
kiirelerini {€?™ : 0 <t < 1} ile ifade edelim. O halde,

(
. V' 2Pyu — u, 0
F1(62mt) _ { 2t
\

IN

t

IA
—_ [ I

—2P2t_1u + u, S t

IA

2
olarak tanimlanir.

|2Posu — u| = |Pyu + Poyu — Pru| = |Poyu + (P — Po)u| = u oldugunu gozlem-
leyebiliriz. Py; L Py — Py oldugundan, her ¢ icin |Fy(e*™)| = u bulunur. Ayrica
0<t<Llise, Fi(—e) = F1(eX™(+2)) = —2Pyu+u = —F(€*™) yazlabilir.
F tasvirinin pg-stirekli oldugunu gostermek i¢in P izdiigiimiiniin ¢ elemaninin
bir pg-strekli fonksiyonu oldugunu gostermemiz gereklidir. Bunun icin de, her
t,s € [0,1] icin py(Pu — Psu) = |t — s| saglamg kullanihir. O halde, F; tasviri
istenilen kogullar1 saglar. Simdi, F,—; : S"' — {v € E : |v| = u} tasvirinin

kuruldugunu varsayalim. Buradan F,,

i{ U, Tpy1 =1
Fn(l'l, ~--:xn+1) = 1 (P1 — Pmn+1)Fn—1 <(1_:2;1)% g ooy (l_xxgll)%) -+ Pxn+1u, 0 S Tn+1 < 1
:L —Fn<—.’171, cey —.Z'n+1), Tt < 0

seklinde tamimlanir. Her (x4, ..., x,41) € S™ igin, Fy, (21, ..., ©p,0) = F_1 (21, ..., xy)
oldugundan |F,(x1, ..., Zpy1)| = u ve F (=21, ..., —Zpy1) = —Fu (21, ..., 2p41) ifa-
deleri yazilabilir. Her (xq,...,2,4+1) € S™ noktasindan F, tasvirinin py-siirekli
oldugunu gosterebilmemiz i¢in z,11 = 0, 0 < z,41 < 1 ve 2,41 = 1 durum-
lar1 gbz Oniine alinmalidir. Ik olarak ZTni1 = 0 durumunu inceleyelim. O halde,
Fo(xy, .., xns1) = Foq(21, ..., x,) elde edilir. F,, tasvirinin (21, ..., ,41) nokta-
larindaki siirekliliginden F),_; stirekli oldugu elde edilir ve her x,1 1% 0 dizisi
w | 0 bulunur. 0 < z,1; < 1 durumunu goz oniine alalim. S™! {ize-

icin Py

rinde karsilik gelen nokta

v ( T Ty, )
- 19 1
(1—22,,)2 (1—22,,)2

ile tamimlansi. Simdi (21, ..., Zp41), (Y1, -, Yny1) € S™ noktalart 0 < zp41, Y1 <
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1 geklinde olsun. Buradan,

IN

p(ﬁ(Fn(‘rh cey "L‘n-i-l) - Fn(yh cey yn-‘rl))
¢(Pzn+1u - Pyn+1u)

(| Fna(X) = Foca(Y)]) + 20(| P, u =

IN -+

elde edilir. Dolaysiyla (21, ..., z,41) noktalarinda F,, tasviri py-siireklidir ve bu-

radan F), tasvirinin, (0, ..., 1) noktalarinda siirekli oldugu elde edilir. O

[18]°de, py ile ilgili bir kompakt-olmama 6l¢iisti tamimlanmaktadir. Eger D C
E norm smirh ise,
ag(D) = inf{\: D C |J Dj,py — Gap(D;) < A}
j=1

seklindedir. Buradan ay(D) < ||¢||a(D) yazilabilir.

Lemma 3.3.3. E Dedekind tam atomsuz Banach orgusi olmak tzere 0 < u € E

alalim ve ¢p(u) =1 i¢in 0 < ¢ € £ olsun. Bu durumda, a,([—u, u]) = 2 saglanar.

Kamt. [—u,u] araligimin ps-gapi 2 oldugundan, a([—u, u]) < 2 elde edilir. [—u, u] C
Uj_, D; oldugunu varsayalim. E orgiisii, Nf:=={z € E : ¢(|z|) = 0} olmak
tizere Ny @ Ng olarak goz oOniine alinabilir. Ng’nin u tarafindan tretilen F,
esas idealini igerdigini varsayalim ve D; ile D; N E,, yer degistirelim. ﬁj ile D;
kiimesinin, (E,, p,) tamamlayicisi i¢indeki py-kapanigim gosterelim. F),_; tasviri

onceki lemmadaki sekilde kurulsun. O halde, S™! kiirelerinin n kapal kiime-

den olugan bir 6rtiiliigii Uj_, F, ', (D;) seklindedir. Lusternik-Schnirelman-Borsuk

Teoremi'nden ([2]), £(x1, ..., x,) € F, 4 (D;,) kosulunu saglayan bir j, indisi ve

(71, ..., x,) € S"7! bulunur. O halde +F), (21, ...,z,) € D}O saglanir. Buradan
Py — Qap(Djo) =Py — Qap(ljj0> = 2p¢(Fn,1<5L’1, >xn)) =2
elde edilir ve ispat tamamlanir. O

Onerme 3.3.4. E Dedekind tam atomsuz Banach orgusu olsun ve her0 <u € E
icin ||u|| = sup{{(¢p,u) : 0 < ¢ € E*,||¢|]| = 1} oldugunu varsayalvm. Bu durumda,

al[—u,u)) = 2||ul| saglanar.

46

P,

Yn+1

O(|(Pr = Prpyy ) Fn1(X) = (Pr = Pyny1) Fri (Y)))

ul),



Kanit. € > 0 olsun ve u # 0 olmak tizere 0 < u € E alalim. Varsayimimizdan
dolay1, ¢(u) > (1 — ¢)||u|| olacak gekilde bir 0 < ¢ € E vardir ve ||¢|| = 1dir.
O halde, iistteki lemma da kullanilarak oy ([—u, u]) = 2a(u) elde edilir. Buradan,
her ¢ > 0 icin a([—u,u|) > ay([—u,u]) > 2(1 — ¢)|lu|| bulunur. Dolaysiyla

af[—u, u]) = 2[|ul| bulunur. O

Onerme 3.3.5. E ve F' Banach orgulert ve F' Dedekind tam, atomsuz olsun.
Her 0 < f € Figin |[f]| = sup{(|f|.¢) : 0 < ¢ € F},[|¢[| < 1} saglansin. Eger
0<T:FE — F Maharam operatir ise, a(T(Bg)) = 2||T|| saglanar.

Kanat. € > 0 alalm. O halde [Ju]] = 1 ve ||[Tu]| > ||T|| — € olacak sekilde 0 <
v € E bulunur. Bu durumda [—Tu, Tu] = T|—u,u] C T(Bg) i¢gin o(T(Bg)) >
a([-Tu, Tu]) = 2||Tu|| > 2(]|T|| — €) gergeklenir ve «(T(Bg)) = 2||T|| elde
edilir. [l

Teorem 3.3.6. FE ve F' Banach orguler: ve E* atomsuz olsun. Eger T : E — F

norm siarl ayriklge koruyan operatior ise o(T) = x(T) = || T|le = ||T|| saglanar.

Kanat. Bolim 3.2°de belirtildigi gibi | 77| sira siirekli bir Maharam operatoriidiir
ve F* orgiisiiniin merkezinde T* = |T*| o  ve |w| = I kogullarii saglayan bir
7 € Z(F*) bulunur. E* orgiisii, yukaridaki 6nermenin hipotezindeki kosullar:
saglar ve buradan «(|7*|(By)) = 2[||T*||| elde edilir. 7 bir izometri oldugundan,
a(T*(By)) = 2||T7*|| sonucuna ulagiir. a(7T*(By)) = a(T(Bg)) esitligini kul-
lanirsak, «(T(Bg)) = 2||T|| buluruz. a(T(Bg)) < 2a(T) vea(T(Bg)) < 2x(T(Bg)) =
2x(T) esitsizlikleri x(T) = a(T') = ||T|| gergekler. Dolayisiyla x (7)) < ||T]|. <
||| elde edilir. O

3.4 Bir Uygulama (")rnegi: d-Topolojisi

Bu béliimde V.G. Troitsky’nin makalesinde (][20]) elde ettigi sonuglardan bahse-
dilecektir.

Tanmim 3.4.1. E Banach érgiisi tizerinde tanimly bir (x,) agina, hery € E. i¢in
|zo—2| Ay sifira yakinswyorsa x € E noktasina d-yakinsaktur denir. Bu yakinsaklik

tarafindan tretilen topoloji E uzayimin d-topolojisi olarak adlandirilir.

47



Onerme 3.4.2. A C E kiimesi d-kompakt ise x(A) = p(A) saglanar.

Banach orgiileri tizerinde tanimli bir operator sinirl kiimeleri goreli d-kompakt
kiimelere gonderiyorsa d-kompakt olarak adlandirilir. Eger T operatorii sira sinirh
ve d-kompakt ise AM-kompakttir. Gergekten, y € FE, ise T|—y,y| goreli d-
kompakt ve sira sinirhidir, ancak d-topolojiye sira sinirh kiimeler tizerinde tanimh
norm topoloji olarak bakilirsa T[—y,y| goreli kompakttir. Bu durumda, Sonug

3.2.7 d-kompakt kiimelere uygulanabilir.

Onerme 3.4.3. E ve F Banach orgiileri olmak tzere, eger S, T : E — F' ope-
ratorlerinden S operatéri T tarafindan domine ediliyor ve d-kompakt ise x(S) <

X(T) saglanar.

Ornek 3.4.4. (d-kompakt olup kompakt olmayan bir operatér drnegi)

Araliklarin bir A, = (%,ﬁ] dizisini goz oniie alabm. f, = 22x4, olsun.
Bu durumda, her n i¢in ||full = 1 saglanwr. Te, = f, olarak ifade edilen

T : 0y — L0, 1] operatéri bir izometrik gommedir, dolayisiyla kompakt degildir.
Ancak T operatori d-kompakttir ¢iinki lo uzayindan L1[0,1] uzayina taniml
bir operator olarak kompakttir. Gergekten, T = >0, €In ® fn seklindedir ancak

Yoy ||6;L||e/2||fn||1 = Y% ,27% < +oo oldugundan T : by — L]0, 1] niikleer ope-

ratoru olarak goz onune alinabilir. Bu durumda operator kompakttir.

Her sira simirhi d-kompakt operator AM-kompakttir. Agagidaki 6rnek W.B.

Johnson tarafindan gosterilmistir.

Ornek 3.4.5. (d-kompakt olup A M-kompakt olmayan bir operator érnegi)
T : Ly[0,1] — o operatori Tx = ([ xry),_, olarak tansmlansin. Burada r, ile
n-inci Rademacher fonksiyonu gdsterilmektedir. [20, Not.22]’den dolayr T' ope-
ratori d-kompakttir. Diger taraftan, Tr, = e, oldugundan T operatori AM-
kompakt degildir.

Onerme 3.2.2’de sira siirekli norma sahip bir Banach orgiisii tizerinde taniml
her PL-kompakt A kiimesi icin p(A) = x(A) saglandigi gosterildi. Ustelik, E* ve
I sira stirekli norma sahip olmak tizere sira sinirh bir 7' : E — F operatoriiniin

AM-kompakt olmasi icin gerek ve yeter kosulun T Bg kiimesinin PL-kompakt
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olmasidir ([23, Teorem 125.3]). Ayrica T operatorii d-kompakt ise, T Bp kiimesi
PL-kompakttir.

Ornek 3.4.6. (d-kompakt olup PL-kompakt olmayan bir kiime ornegi)
O uzayimn A = {ex}2, kimesini géz dnine alalim. A kiimesi d-kompakt bir
kiimedir. Buna ragmen PL-kompakt degildir; ¢iinki f(x) = Y52, x; aldigvmaz tak-
dirde E tizerindeki norm ile f(|.|) cakisur. Oysa ki A géreli norm kompakt degildir.

3.5 Zayif Kompakt-Olmama (")lgiisii

Tanim 3.5.1. Degerlerini kismi swralanmas bir (Q, <) kimesi i¢inde alan, bir
X Banach uzayimn tum alt kiimelerinin kimesi uzerinde tanimily bir 1 fonksi-
yonu, her Q C X ig¢in ¥(coQ)) = (Q) kosulunu saghyor ise, kompakt-olmama

olcust olarak adlanduriler.

Tamim 3.5.2. X bir Banach uzay olsun. w : 28 — [0, 00) fonksiyonu icin, zayf

kompakt-olmama ol¢iisi
w(Q) = inf{e > 0: Q kimesi E tzerinde zayif kompakt bir e-agina sahiptir}
seklinde tanimlanar.

Sozi edilen zayif topoloji ile birlikte X uzayimin genel tanimi saglamasi an-

laminda zayif kompakt-olmama Olgiisii bir kompakt-olmama oOlgiistidiir. Soyle ki,
w(Q) = inf{e > 0 : bir C zayif kompakt kiimesi 2 C C'+&B olacak sekilde bulunur}.
Lemma 3.5.3. w fonksiyonunun ozellikleri:

(1) Q1 C Qy iken w(1) < w(Qy);

(2) w(Q) =w(@Q"), burada Q" ile Q kiimesinin zayf kapams gésterilmektedir;

(3) w() = 0 olmasy icin gerek ve yeter kosul QO kiimesinin zayf kompakt

olmasidar;
(4) w(21 U Q) = max{w(Q),w(Q)};
(5) w(2) = w(co?);
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(6) w() < x(Q) vew(Q) < a(Q);

(7) w( + Q) < w() +w(Q2) ve w({a} + Q) =w(Q) eger a bir tek eleman

(8) w(AQ) = Aw(2), A > 0.

Kanat. (1) Q1,99 C X siirh kiimeler ve ©; C 2 olsun. w(€)y) < & olacak
sekilde bir § > 0 alalim. O halde 2y C C'+ 0 By olacak sekilde bir zayif kompakt
C kiimesi vardir. 2; C €y oldugundan, 2, C C + dByx yazilabilir. Buradan
w(€21) < § bulunur, ve dolayisiyla w(€2;) < w(y) elde edilir.

(2) w(Q2) olgiistintin tanimindan dolay1, 2 C C'+eB olacak sekilde zayif kompakt
bir C C X kiimesi ve ¢ > 0 sayist vardir. Buradan ) C coC' + B yazlabilir
ve Krein-Smulian Teoremi'nden coC' kiimesi zayif kompakttir. O halde, zayif
kompakt coC' kiimesi ve kapali ¢B kiimesinin toplami olan ¢oC + B kiimesi
zayif kapaldir. Bu durumda, Q" € @6C + B iken w(Q") < e ve w(Q") < w(Q)
esitsizlikleri gerceklenir. Ifadenin ispat1 icin gereken diger esitsizlik, w Slciisiiniin
monotonlugundan elde edilir.

(3) Q° zayif kompakt bir kiime olsun. Q@ € Q° + 0.B oldugundan, w(Q2) < 0
sonucuna ulagilir. Bu durumda w(2) = 0 elde edilir. Tersine, w(€2) = 0 oldugunu
varsayalim. O halde, 2 C C + 0.B olacak gekilde bir C' zayif kompakt kiimesi
vardir. ¢ C C" icermesinde Teorem 2.1.7 kullamlarak, C C W + eB olacak
sekilde bir W zayif kompakt kiimesi bulunabilir. Bu durumda, Q2 C W + B elde
edilir ki, o halde Q kiimesi goreli zayif kompakttir. Dolaysiyla Q" zayif kompakt
bir kiimedir.

(4) Q1 C Q1 UQy ve Qs C Q4 UQy oldugundan, (1) 6zelliginden dolayr w(€) <
w(§2; Us) ve w(s) < w(y UQy) elde edilir. Dolayisiyla, max{w(§2;),w(Q2s)} <
w(€ U €y) sonucuna ulagilir. Diger taraftan, max{w(£2;),w(£22)} < ¢ alahm. Bu
durumda,

w(y) < § = IC, (zanf kompakt) > Oy C Cy + B
w(Qy) < 6 = AC, (zayif kompakt) > Qy C Cy + 6B

yazabiliriz. 1 Uy C C; UCy + 6B saglanir. Dolayisiyla w(£2; U€) < § bulunur
ve buradan w(€; U Qs) < max{w(2),w(2)} elde edilir.
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(5) Q C co(92) igermesinin saglandigini biliyoruz. (1) 6zelliginden, w(2) < w(co(2))
yazilabilir. Bu durumda, 2 C C' + § B olacak sekilde bir zayif kompakt C' kiimesi
vardir. Teorem 2.1.6’dan dolay1, co(Q2) kiimesi de zayif kompakttir ve co(£2) C
co(92) + 0B bulunur. O halde w(co(£2)) < 4 elde edilir ve w(co(R?)) < w(2) sonu-
cuna ulagilir.

(6) x(2) < ¢ alahm. Bu durumda, Q C S + §B olacak sekilde €2 kiimesinin S
sonlu eg-ag1 vardir. S sonlu oldugundan, 2 C K + §B olacak sekilde bir zayif
kompakt K kiimesi bulunur. O halde w(2) < § elde edilir.

(7) w(21)4+w(22) < 0 alahm. Bu durumda, w(£2;) < 07 ve w(€y) < d2 olmak tizere
d = 01 + 93 seklinde yazilabilir. O halde, w(€2;) < C; + 6 B ve w(Qy) < Cy + 62 B
olacak sekilde C ve Cy zayif kompakt kiimeleri vardir. € + Qs C C7 + Cy + 0B
oldugundan dolay1 w(£2; + 25) < § sonucuna ulagilir.

Q C {a} + Q oldugundan, w dl¢iistiniin kiime-toplamsalligi kullanilarak w(€) <
w({a}+Q) elde edilir. Tersine, w(2) < ¢ alalm. w({a}) = 0 oldugundan w({a}+
Q) < w({a}) +w(Q) = w(2) < J elde ederiz. Bu durumda, w({a} + Q) < ¢
saglanir.

(8) Aw(2) < § alahm. Buradan w(2) < ¢ yazlabilir, ve bu durumda Q C 3B
olacak sekilde C' zayif kompakt kiimesi bulunabilir. A2 C A + 6 B elde edilir. O
halde w(AQ) < Aw(Q) sonucuna ulagihr. Tersine, w(AQ) < ¢ alalim. Olgiiniin
tanimindan, A2 C +0B olacak sekilde zayif kompakt C' bulunabilir. A > 0
oldugundan, Q@ C +C + ¢B yazabiliriz. Bu durumda, w(Q) < 2 bulunur ve
dolayisiyla w(Q) < 3w(AQ) elde edilir. O

Lemma 3.5.4. ([16]) Q1,9Q2,Q3 C X bostan farkly alt kiimeler olsun. Qo kime-
sinin kapalr ve konveks, Q3 kumesinin sinirly ve 2y + Q3 C Qo + Q3 saglandiging

varsayalim. Bu durumda 1 C Qs saglanar.

Kanat. a € Q; alalim. Gostermemiz gereken a € 25 oldugudur. Verilen xz, € €3
elemani i¢in a + x1 € Q9 + Q3 oldugunu biliyoruz. O halde, b; € 5 ve x5 € €3
olmak tizere a+x1; = by + x5 yazilabilir. Benzer sebeple, by € €y ve x3 € (25 olmak
lizere a + w9 = by + x3 yazilir. Bu yontem tekrarlanarak, esitligin ilk n toplami
elde edilir. na + 37" yz; = > 1 b; + Z?;Lzl x; veyana+x1 = i 4 b + 41 veya
a=(1/n)>X" b + xpi1/n — x1/n seklinde alabiliriz. (1/n) X", b; = ¢, olarak
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alalim. Bu durumda a = ¢,, + x,+1/n — x1/n seklinde ifade edilir. 25 konveks bir
kiime oldugundan, her n igin ¢, € s saglanir. 23 kiimesi sinirh oldugundan, her
nigin x1/n — 0 ve dolayisiyla x,, .1 /n — 0 bulunur. Dolayisiyla ¢, a’ya yakimsar.

Ancak €25 kapali oldugundan, a € €25 saglanir. m
Teorem 3.5.5. ([5]) E Banach drgiisi olsun. Bu durumda,

(i) eger E refieksif ise, w(B) = 0;

(ii) eger E refleksif degil ise, w(B) =1 olur.

Kanit. E uzayimin refleksif olmasi icin gerek ve yeter kosul B kapali birim yu-
varmin zayif kompakt olmasidir. (i) ifadesini ispatlamak i¢in £ uzaymn refleksif
oldugunu varsayalim. O halde, B zayif kompakttir ve w(B) = 0 elde edilir.

(ii) ifadesini ispatlamak icin varsayalim ki E uzay1 refleksif olmasm. B C 0 +
1.B olarak yazlabileceginden, w(B) < 1 esitsizligine ulagihr. Simdi w(B) < 1
oldugunu varsayalim. w ol¢iistintin tanimindan, B C C' + B kogulunu saglayan
bir C' zay1if kompakt kiimesi ve w(B) < ¢ < 1 olacak sekilde bir e sayisi vardir. O
halde,

B ccoC +eB

(1-¢)B+eB CcoC +¢eB

elde edilir. €6C' kiimesi kapali ve konveks oldugundan, Lemma 3.5.4’den (1 —
) B C o elde edilir. Krein-Smulian Teorem’inden o C kiimesinin zayif kompakt
oldugu sonucuna ulasilir.

Boylece coC' zayif kompakt kiimesinin, (1 —¢) B zayif kapali alt kiimesi yine zayif
kompakttir. z — (1 — &)~'z zayf siirekli oldugundan, B zayif kompakttir ve

dolayisiyla E uzay: refleksiftir. Bu ise varsayimimizla celigir. O]
Teorem 3.5.6. Q) C E olmak tizere, w(2+rB) = w(Q) +rw(B), r > 0 saglanar.

Kanat. w olgiistiniin cebirsel yar1 toplamsalligi ve yart homojenligi kullanilarak,
w(Q +7rB) <w() + rw(B) elde edilir. £ refleksif bir uzay olsun. Bu durumda,
kapali birim yuvari zayif kompakt olacagindan w(B) = 0 saglanir. Ustelik, Q ve
Q2 + rB kiimeleri sinirh olduklarindan, ikisi de goreli zayif kompakttir ve w(2) =

w(Q24rB) = 0 bulunur. Bu durumda, teoremin ifadesi dogrudur. Simdi varsayalim
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ki E uzay: refleksif olmasin. O halde, w(B) = 1 olur. w( +7rB) > w(Q) +r
oldugunu gostermek istiyoruz. Bunun igin ilk olarak, r < w(€2 + rB) oldugunu

gozlemleyelim. Aksi takdirde, eger z € €2 ise, Q — {x} + rB D rB saglanir ve
r>wQ+1rB)=w@Q—-{z}+rB) >wrB)=rw(B)=r

buluruz ki celigkiye ulagilir. w(Q2 + rB) 6lgiisiiniin tanimindan, 6 > w(2 + rB)
icin Q +rB C C' + 6B kogulunu saglayan bir C' zayif kompakt kiimesinin varligi

garanti altindadir. Buradan,
Q+rB CcoC + 6B

Q+rBCccC+ (d—r)B+rB
bulunur ki burada ¢oC + (6 — r) B kiimesi kapalidir. Lemma 3.5.4 kullanilirsa,
QccoC+ (6 —r)B

elde edilir. coC zayif kompakt oldugundan, w(£2) < § —r bulunur. O halde w(€2)+
r <0 ic¢in w(Q2) +r <w(Q+rB) elde edilir ki ispat biter. O

Bu boliim, p ile w olciileri arasindaki iligkiyle ilgili elde edilen sonu¢ kanitla-

narak bitirilecektir.

Onerme 3.5.7. E sura sirekli norma sahip Banach orgusi olsun. Bu durumda

her Q C E i¢in, w(2) < p(2) saglanar.

Kanit. p(2) < § alahm. O halde 2 C [—u,u] + dBg olacak sekilde 0 < u €
E vardir. Onerme 2.2.12’den dolay1, E orgilisiiniin her [—u,u| sira araligi zayif
kompakt bir kiimedir. Dolayisiyla, w(€2) < § bulunur ve buradan w(2) < p(Q2)

sonucuna ulagilir. O]
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