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ÜZERİNE
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filtreleme yöntemi.
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Bölüm 1

Giriş

İlk olarak felsefe alanındaki çalışmalarda kullanılan modal mantık, günümüzde

matematik, bilgisayar bilimleri, yapay zeka ve oyun teori gibi alanlarda da kul-

lanılmaktadır. Geçmişi antik Yunanlılara kadar dayanmasına rağmen 1918’e kadar

modalite alanındaki çalışmalar informel olarak kalmıştır. Modalite kavramlarına

formel olarak ilk yaklaşım, C .I. Lewis’in 1918’deki çalışmasında, ’zorunluluk’ ve

’olanaklılık’ modal kavramları olarak karşımıza çıkmaktadır [12]. Bu fikre göre

bir ϕ formülü için �ϕ ve ♦ϕ ifadeleri sırasıyla ’ϕ zorunludur’, ’ϕ olasıdır’ olarak

ifade edilir. Bu tarihten sonra başka kavramları da formel olarak ifade etmek için

modal operatörler kullanılmıştır. 1930’larda Kurt Gödel, matematiksel ispatlana-

bilirlik kavramını formelize etmek için modal operatör kullanmayı tercih etmiştir.

Burada Gödel, �ϕ’yi ϕ’nin matematiksel ispatlanabilirliği olarak, ♦ϕ’yi ise ϕ’nin

tutarlılığı olarak yorumlamıştır [4].

Lewis ve Gödel’in çalışmalarını takip eden yıllarda dinamik mantık, zaman

mantığı ve epistemik mantık gibi mantıklar, çeşitli modaliteleri modal operatörler

arasına eklemişlerdir. Örneğin epistemik mantıkta, semantik olarak� operatörü gibi

çalışan K operatörü bir şeyin bilinmesi olarak ifade edilir [6]. Modal mantığın alt

mantıklardan olan epistemik mantık, bilgisayar biliminde bilgi tabanlı program-

lamanın ana konularından biri haline gelmiştir [4].

Bu çalışmada, epistemik mantığın temel kavramları olan bilgi ve değerleri

ele alan S5EC ve KD45-O modal mantıkları incelenmiştir. Bu amaçla öncelikle

Bölüm 2’de bu mantıkların dili, formülleri, aksiyom sistemleri, türetim kuralları

ve modelleri tanımlanmıştır.

Bölüm 3 ve bölüm 4’te verilen aksiyom sistemlerinin sağlam ve tam olduk-
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ları gösterilmiştir. Tamlık ispatında filtreleme ve sonlu Henkin metodları uygu-

lanmıştır.

Bölüm 5’te ise filtreleme ve sonlu Henkin metoduyla elde edilen modellerin

izomorf oldukları ispatlanmıştır.

2



Bölüm 2

Ön Bilgiler

2.1 Epistemik Mantık

Bu bölümde tezin okunabilirliğini kolaylaştırmak amacıyla bazı temel tanım ve

kavramlar verilmiştir. Buradaki tüm bilgiler [1], [2], [5], [10]’da bulunabilir.

Mantığın ve mantıksal formalizmin bilgisayar bilimlerinde, yapay zeka ve eko-

nomi gibi alanlarda kullanımı son yıllarda büyük oranda artmıştır. Bu mantıklar

orjinal olarak felsefe için geliştirilmiş olan mantıklardır. Bu mantıklardan biri olan

epistemik mantık, modal mantığın temel kavramları olan zorunluluk ve olanaklılık

kavramlarının epistemik anlamda yeniden yorumlanmasıyla elde edilmiştir.

Bilgi ve değerler kavramlarına dayalı olan epistemik mantık, bu kavramları

formel olarak incelemek için geliştirilmiştir. Bilgi kavramının formel hale getiril-

mesi ilk olarak von Wright’ın [15] çalışmalarında ortaya çıkar ve bu çalışmalar

daha çok sentaks temeline dayanır. Daha sonra Hintikka 1962 yılında yazdığı

bir kitapta mümkün dünyalar semantiğini kullanarak bilgi kavramına açık bir

semantik verenlerden biri olmuştur [8]. Geçmişi Leibniz’e kadar uzanan ve Hin-

tikka tarafından geliştirilip formalizasyonunun da Kripke [11] tarafından yapıldığı

mümkün dünyalar kavramı, bilginin formel hale getirilmesinde temel bir rol oy-

namıştır.

Mümkün dünyalar kavramının altında yatan fikir, bir kişinin gerçek bir duru-

mun yanında alternatif başka durumların (mümkün dünyaların) da var olduğunu

düşünmesidir. Buradan, bir kişinin bir ϕ ifadesini bilmesi için gerek ve yeter

koşulun onun mümkün olduğunu düşündüğü (onun bilgisiyle tutarlı olan) her du-

rumda ϕ’nin doğru olması olarak ortaya çıkar. Örneğin San Francisco’da yaşayan

bir a kişisinin Londra’daki hava durumu hakkında bir bilgisi yoksa onun için

3



mümkün olan bazı dünyalarda ”Londra’da hava güneşlidir” ifadesi sağlanırken,

bazı dünyalarda da ”Londra’da hava yağmurludur” ifadesi sağlanır. Bu nedenle

de bu kişinin Londra’daki havanın güneşli olduğunu bildiğini söyleyemeyiz. Bu-

nunla birlikte eğer güvenilir bir kaynaktan havanın güneşli olduğu bilgisini alırsa

artık o ”Londra’da hava yağmurludur” ifadesinin sağlandığı dünyaları mümkün

dünya olarak görmeyecektir [7].

Şimdi bilgi kavramının formel olarak nasıl ifade edileceğini inceleyelim.

2.1.1 Epistemik Mantık Sentaksı

Epistemik mantığın dili, klasik önermeler mantığının diline K (knowledge) ope-

ratörünün eklenmesiyle elde edilir.

Tanım 2.1.1. n ∈ N için P = {pn | n ∈ N} atomik önermeler kümesi ve
A = {1, ...,m}, m temsilcilerin bir kümesi olsun. A üzerindeki ϕ, ψ, ... epistemik
formüllerin LK kümesi aşağıdaki özellikler altında kapalı en küçük kümedir:

(i) p ∈ P ise p ∈ LK,

(ii) ϕ, ψ ∈ LK ise (ϕ ∧ ψ),¬ϕ ∈ LK,

(iii) ϕ ∈ LK ise her i ∈ A için Kiϕ ∈ LK.

Burada Kiϕ; i kişisi ϕ’yi bilir şeklinde yorumlanır. Burada ”kişi” bir insan,

makine veya bir oyundaki oyuncu da olabilir. Bununla birlikte Ki modal ope-

ratörünün dual operatörü olan K̂i = ¬Ki¬ϕ; i kişisi ϕ gerçeğinin doğru olabi-

leceğini düşünür şeklinde yorumlanabilir.

2.1.2 Epistemik Mantık Semantiği

Tanım 2.1.2. P atomik önermelerin sayılabilir bir kümesi ve A kişilerin sonlu
bir kümesi olsun. i ∈ A olmak üzere bir epistemik Kripke model, M = 〈S,Ri, V 〉
yapısıdır öyle ki

(i) S boştan farklı durumlar kümesi,

(ii) Ri, S üzerinde erişilebilirlik bağıntısı,

(iii) V her bir duruma doğruluk değeri atayan bir fonksiyondur.

Eğer i kişisi iki durumu birbirinden ayırt edemiyorsa iki durum arasında Ri

bağıntısı vardır. Bu nedenle bu bağıntıya ayırtedilmezlik bağıntısı da denir. Genel

olarak ayırtedilemezlik bağıntısı denklik bağıntısı olarak ele alınır.
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Örnek 2.1.3. Groningen, Liverpool ve Otago (GLO) senaryosunun modelinde
ayırtedilemezlik bağıntısını inceleyelim [6]. Bir b kişisi Groningen şehrinde yaşasın
ve Groningen ile Liverpool şehirlerindeki hava durumu hakkında bir teori oluştursun.
Buna göre Groningen’de hava ya güneşlidir (g ile gösterelim) veya değildir (¬g),
benzer durum Liverpool için de geçerlidir: güneşli (l) veya değil (¬l). Bu durumda
aşağıdaki 4 durum ortaya çıkmaktadır.

(g, l)

b
��

b
��

(¬g, l)

b
��

b




(g,¬l)

OO

bTT
(¬g,¬l)

OO

b

JJ

Şekil 1. GLO modeli

Burada (g,l) durumu hem Groningen’de hem de Liverpool’da havanın güneşli
olduğu durumu göstermektedir. b, Groningen’de yaşadığından buradaki hava duru-
munu bilir fakat Liverpool’dakini bilemez. Başka bir değişle (g,l) durumunu (g,¬l)
durumundan ayıramazken (¬g,l) durumunu da (¬g,¬l)’den ayıramaz.

Tanım 2.1.4. Bir ϕ formülünün türetimi ϕ1, ϕ2, ..., ϕn = ϕ formüllerinin sonlu
dizisidir öyle ki 1 ≤ i ≤ n için her bir ϕi formülü ya bir aksiyomdur ya da
kendinden önce gelen ϕj (j < i için) formüllerine bir türetim kuralı uygulana-
rak elde edilir. Bir ϕ formülü, S sisteminin kuralları ve aksiyomları kullanılarak
türetilmişse S ` ϕ yazılır. Bu durumda ϕ’ye S-teoremdir denir.

Şimdi bir epistemik modeli ve bu modelde doğruluk kavramını inceleyelim.

Tanım 2.1.5. M = 〈S,Ri, V 〉 bir Kripke model ve s bir durum olmak üzere, epis-
temik formüller (M, s) ikilisi üzerinde yorumlanırlar. (M, s), s ∈ S anlamındadır.
M epistemik bir model ise (M, s) ikilisine bir epistemik durum denir. (M, s) ye-
rine M, s yazılacaktır.

M = 〈S,Ri, V 〉 bir model olmak üzere; M, s’de ϕ doğrudur ifadesi M, s |= ϕ
şeklinde yazılır ve aşağıdaki gibi tanımlanır:

(i) M, s |= p olması için gerek ve yeter koşul (g.y.k.) s ∈ V (p) olmasıdır.

(ii) M, s |= ¬ϕ olması için (g.y.k.) M, s |= ϕ olmamasıdır.

(iii) M, s |= ψ ∧ χ olması (g.y.k.) M |= ψ ve M |= χ olmasıdır.

(iv) M, s |= Kiϕ olması için (g.y.k.) (s, t) ∈ Ri olan her t için M, t |= ϕ
olmasıdır.

(v) M, s |= K̂iϕ olması için (g.y.k.) (s, t) ∈ Ri en az bir t vardır öyle ki (s, t) ∈
Ri ve M, t |= ϕ’dir.
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ϕ bir epistemik formül olsun. ϕ’nin bir M = 〈S,Ri, V 〉 Kripke modelinde

geçerli (M, s |= ϕ) olması için (g.y.k.) her s ∈ S için M, s |= ϕ olmasıdır.

Bununla birlite ϕ’nin geçerli (|= ϕ) olması için (g.y.k.) her M ve her s ∈ S için

M, s |= ϕ olmasıdır.

ϕ formülü M modelinin bir s durumunda yanlış ise ϕ formülü s’de yanlıştır

denir ve M, s 2 ϕ ile gösterilir.

Önerme 2.1.6. Bir S5EC modelde |= ψ ve |= ψ → ϕ ise |= ϕ’dir.

İspat. M bir S5EC model ve s, bu model üzerinde keyfi bir durumu için M, s |=

ψ → ϕ ve M, s |= ψ olsun. Bu durumda M, s |= ¬ψ ∨ϕ’dir. Buradan M, s 2 ψ ∨

M, s |= ϕ elde edilir. Bununla birlikte M, s |= ψ olduğundan M, s |= ϕ olur. M

ve s keyfi olarak seçildiklerinden |= ϕ elde edilir. �

Örnek 2.1.7. GLO senaryosundaki model M1 olsun. M1, (¬g, l) |= Kb¬g ∧
¬Kbl’dir.

İspat. M1, (¬g, l) |= Kb¬g’dir çünkü b’nin (¬g, l) durumundan ayırt edemediği

durumlar (¬g, l), (¬g,¬l)’dir ve M1, (¬g, l) |= ¬g, M1, (¬g, l) |= ¬g olduğundan

M1, (¬g, l) |= Kb¬g’dir. Bununla birlikte yine (¬g, l) durumunun bağlantılı olduğu

durumlardan bir tanesi (¬g,¬l) ve M1, (¬g,¬l) |= ¬l olduğundan M1, (¬g, l) |=

¬Kbl’dir. Buradan M1, (¬g, l) |= Kb¬g ∧ ¬Kbl olur. �

Bilgi için aksiyom sistemini tanımlamak için öncelikle minimal modal mantık

K’yi tanımlayalım.

Tanım 2.1.8. A = {1, ...,m} olmak üzere, K sistemi aşağıdaki aksiyomları
içeren ve verilen türetim kuralları altında kapalı olan bir sistemdir:

Aksiyomlar:
(A1) Bütün önermesel totolojiler

(A2) Ki(ϕ→ ψ)→ (Kiϕ→ Kiψ)(i = 1, ...,m)

Türetim Kuralları:

(R1) Modus Ponens : ϕ,ϕ→ψ
ψ

ve

(R2) Zorunluluk : ϕ
Kiϕ

’dir.

Burada (A2) aksiyomu K aksiyomu olarak adlandırılır ve bu aksiyom bilginin

türetim altında kapalı olduğunu söyler. Bununla birlikte (A1) ve (A2) aksiyomları
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bilgi kavramını tam olarak temsil edemez. Bunun için K sisteminin aksiyomlarına

aşağıdaki aksiyomlar eklenir:

(A3) Kiϕ→ ϕ(i = 1, ...,m)

(A4) Kiϕ→ KiKiϕ(i = 1, ...,m)

(A5) ¬Kiϕ→ Ki¬Kiϕ(i = 1, ...,m)

(A3), (A4) ve (A5) aksiyomları sırasıyla T, 4 ve 5 şemaları olarak da ad-

landırılırlar. (A1)-(A5) aksiyomları (R1)-(R3) türetim kurallarından oluşan bu

mantık S5 mantığı olarak adlandırılır. S5 sistemi, bilgi kavramını temsil etmesi

açısından diğer sistemlere göre teknik özellikleriyle daha iyi ve yeterli bir sistem-

dir.

Şimdi de aksiyomlar ile modeller arasındaki ilişkiyi ifade eden önermeyi vere-

lim.

Önerme 2.1.9. M = 〈S,Ri, V 〉 Kripke model olmak üzere,
(i) M |= A3 ise M yansımalı,
(ii) M |= A4 ise M geçişli,
(iii) M |= A5 ise M öklidyen’dir.

İspat. (i) M |= (A3) olsun. Bu durumda her s ∈ S için M, s |= Kiϕ → ϕ’dir.

Buradan M, s |= Kiϕ → M |= ϕ olur. Öyleyse M, s |= Kiϕ ise M, s |= ϕ’dir.

s′ ∈ S ve (s, s′) ∈ Ri olsun. O halde model tanımından M, s′ |= ϕ’dir. Bununla

birlikte M, s |= ϕ olduğu için özel olarak s′, s olarak seçilirse (s, s′) ∈ Ri olur. Ri

yansımalıdır.

(ii)M |= (A4) olsun. Öyleyse her s ∈ S için M, s |= Kiϕ → KiKiϕ’dir.

Öyleyse M, s |= Kiϕ ise M, s |= KiKiϕ’dir. t,m ∈ S ve (s, t), (t,m) ∈ Ri olsun.

M, s |= KiKiϕ ise M, t |= Kiϕ olur. Buradan M,m |= ϕ elde edilir. Bununla

birlikte M, s |= Kiϕ kullanılırsa (s,m) ∈ Ri olur. Ri geçişlidir.

(iii) M |= (A5) olsun. Bu durumda her s ∈ S için M, s |= ¬Kiϕ→ Ki¬Kiϕ’dir.

(s, t), (s, u) ∈ Ri olsun. (t, u) ∈ Ri olduğunu göstermeliyiz. M, s |= Ki¬Kiϕ ise

M, t |= ¬Kiϕ’dir. O halde bir t′ ∈ S vardır öyle ki (t, t′) ∈ Ri ve M, t′ |= ¬ϕ’dir.

Bununla birlikte M, s |= ¬Kiϕ ise (s, u) ∈ Ri olduğundan M, u |= ¬ϕ’dir. Bu

durumda model olma tanımı kullanılarak t′, u olarak seçilirse (t, u) ∈ Ri olur. O

halde Ri öklidyendir. �
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Tanım 2.1.10. S5 modal mantığı için bir Kripke model 〈S,Ri, V 〉’de Ri yansımalı,
simetrik ve geçişlidir.

2.1.3 S5EC Sistemi

Bir önceki bölümde temel bilgi kavramını inceledik. Bu bölümde ise bilginin

grup kavramlarını inceleyeceğiz. Bunlardan ilki, genel bilgi kavramıdır ve E (ever-

yone knows) ile gösterilir. Eğer ϕ bir B grubunun bütün kişileri arasında bilini-

yorsa ϕ genel bilgi (general knowledge) olarak adlandırılır ve EBϕ ile gösterilir.

İkinci kavram ortak bilgi (common knowledge) kavramıdır; eğer ϕ doğru ve gru-

bun bütün kişileri tarafından biliniyor, bununla birlikte her bir kişi diğerlerinin

ϕ’yi bildiğini biliyor ve bu şekilde devam ediyorsa ϕ’ye ortak bilgi denir ve CBϕ

ile gösterilir. A kişilerin sonlu kümesi olmak üzere,

EBϕ =
∧
i∈AKiϕ,

CBϕ = ϕ ∧ Eϕ ∧ EEϕ...’dir.

Örnek 2.1.11. İki general (koordineli saldırı) örneğini inceleyelim. a ve b iki
müttefik general iki dağda bekliyor ve düşmanları da bu iki dağın arasındaki va-
diden geçecek olsun. İkisi birlikte aynı zamanda düşmanlarına saldırırlarsa savaş
bu generaller tarafından kazanılacak, sadece bir tanesi saldırırsa kaybedilecektir.

General a, b’ye saldırının ne zaman olacağına dair bir ϕ mesajı gönder-
sin ve bu mesaj b tarafından alınsın. Bu durumda hem Kbϕ hem de KbKaϕ
doğru olur. Fakat mesajın b’ye ulaşıp ulaşmadığını a henüz bilmediğinden KaKbϕ
doğru değildir. b, mesajı aldığına dair a’ya mesaj göndersin, öyleyse KaKbKaϕ
doğru olur. Ancak b mesajın a tarafından alındığından emin değildir dolayısıyla
KaKbKaϕ gerçeklenmez. Böylece hiçbir zaman CBϕ kurulamayacaktır. O halde a
ve b’nin eş zamanlı hareket edebilmeleri için ortak bilgi gereklidir.

S5EC sisteminin dili LKEC , epistemik mantığının diline E ve C operatörlerinin

eklenmesiyle elde edilir.

Tanım 2.1.12. n ∈ N için P = {pn | n ∈ N} atomik önermeler kümesi ve
A = {1, ...,m}, m temsilcilerin bir kümesi olsun. A üzerindeki ϕ, ψ, ... epistemik
formüllerin LKEC kümesi aşağıdaki özellikler altında kapalı en küçük kümedir:

(i) p ∈ P ise p ∈ LKEC,

(ii) ϕ, ψ ∈ LKEC ise (ϕ ∧ ψ),¬ϕ ∈ LKEC,

(iii) ϕ ∈ LKEC ise her i ∈ A için Kiϕ ∈ LKEC,

(iv) ϕ ∈ LKEC ise her i ∈ A için CBϕ,EBϕ ∈ LKEC’dir.

Tanım 2.1.13. Bir B grubu için S bir küme ve Rb(b ∈ B), S üzerinde bir bağıntı
olsun.
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(i) REB
=

⋃
b∈B RB.

(ii) Bir R bağıntısının geçişmeli kapanışı en küçük R+ bağıntısıdır öyle ki

(1) R ⊆ R+;

(2) Her x, y, z için eğer (R+xy&R+yz) ise R+xz’dir.

R′nin yansımalı ve geçişmeli kapanışı R∗ ile gösterilir.

Tanım 2.1.14. P atomik önermelerin sayılabilir bir kümesi ve A temsilcilerin
sonlu bir kümesi olsun. i ∈ A ve p ∈ P olmak üzere S5EC mantığının bir Kripke
modeli M = 〈S,Ri, RE, RC , V 〉 aşağıdaki gibi tanımlanır:

(i) S boştan farklı durumlar kümesi,

(ii) Her i ∈ A için Ri ⊆ SxS,

RE = R1 ∪ ... ∪Rm,

RC = R∗E,

(iii) V (p) ⊆ S’dir.

Tanım 2.1.15. M = 〈S,Ri, RE, RB, V 〉 ve s ∈ S olsun. ϕ, bir epistemik formül
olmak üzere,

M, s |= Eϕ⇔ ∀t, (s, t) ∈ REB
ise M, t |= ϕ.

M, s |= Cϕ⇔ ∀t, (s, t) ∈ R∗EB
ise M, t |= ϕ.

Tanım 2.1.16. S5EC sistemi, (A1)-(A5) aksiyomlarına ve (R1),(R2) türetim
kurallarına aşağıda verilen aksiyomların ve türetim kuralının eklenmesiyle elde
edilir:

(A6) Eϕ↔ K1ϕ ∧ ... ∧Kmϕ

(A7) Cϕ→ ϕ

(A8) Cϕ→ ECϕ

(A9) (Cϕ ∧ C(ϕ→ ψ))→ Cϕ

(A10) C(ϕ→ Eϕ)→ (ϕ→ Cϕ)

Türetim Kuralları:
(R3) ϕ

Cϕ

2.2 KD45 Modal Mantığı

Bu bölümde bilginin başka bir biçimi olan değer (inanç) kavramını incele-

yeceğiz. Plato, bilginin gerekçelendirilmiş doğru inanç olduğunu iddia etmiş ve

bu iddia uzun bir süre felsefeciler tarafından tartışılmıştır. Fakat Gettier [9] 1963
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yılında yayımladığı makalesinde bu iddiaya karşı örnekler vermiştir. Bu tarih-

ten sonra epistemolojide gerekçelendirilmiş doğru inanç, bilgi için gerekli olan

koşullardan sadece biri olarak ele alınmıştır. Bu tanıma dayanarak bilgi ve inanç

kavramları arasıdaki ilişkinin Kϕ→ Bϕ olduğu görülür.

Her ne kadar değer kavramı için çeşitli mantıklar var olsa da bizim ele alacağımız

mantıkta inanç, doğru olması gerekmeyen bilgi olarak dikkate alınacaktır. Bura-

dan yola çıkarak bilgi ve değer arasındaki temel farklılığın bilgide verilen ifadenin

doğru olması gerekirken, inançta doğru olamayabileceği olduğunu görürüz. Bu

durumda T şeması olarak adlandırılan S5 sistemindeki (A3) aksiyomu, Bϕ→ ϕ,

bu mantıkta gerçeklenmez. Bununla birlikte inanılan önermelerin tutarlı olması

beklenir, yani aynı anda hem ϕ’ye hem de onun tersi olan ¬ϕ’ye inanılamaz.

Bu ise T aksiyomundan daha zayıf bir aksiyom olan D: ¬B ⊥ ile gösterilir. Bu

mantığın diğer aksiyomları S5 sistemindekiyle benzerdir. Elde edilen bu yeni sis-

tem, KD45 sistemi olarak adlandırılır ki bu sistem zayıf S5 sistemi olarak da ele

alınır.

2.2.1 KD45 Modal Mantık Sentaksı

A kişiler kümesi ve i ∈ A olmak üzere, KD45 mantığının dili bilgi mantığının

diliyle aynıdır ve burada Ki operatörünün yerine Bi operatörü vardır.

2.2.2 KD45 Modal Mantık Semantiği

Formüllerin semantiği bilgi mantığındakiyle aynıdır fakat burada bağıntılar bilgi

yerine kişilerin değerleri ile bağlantılıdır ve Bi operatörünün bir KD45 modelde

doğruluğu aşağıdaki gibi tanımlanır:

M, s |= Biϕ⇔ (s, t) ∈ Ri olan her t için M, t |= ϕ.

Tanım 2.2.1. KD45 sistemi aşağıdaki aksiyomları içeren ve verilen türetim ku-
ralları altında kapalı olan bir sistemdir:

(A1) Bütün önermesel totolojiler

(A2) Bi(ϕ→ ψ)→ (Biϕ→ Biψ)(i = 1, ...,m)

(D) ¬Bi(⊥)

(A4) Biϕ→ BiBiϕ(i = 1, ...,m)
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(A5) ¬Biϕ→ Bi¬Biϕ(i = 1, ...,m)

Türetim Kuralları:

(R1) Modus Ponens : ϕ,ϕ→ψ
ψ

ve

(R2) Zorunluluk : ϕ
Biϕ

’dir.

Tanım 2.2.2. KD45 modal mantığı için bir M modeli geçişli, serial ve öklidyen-
dir.

2.2.3 KD45-O Modal Sistemi

İnsanlar seçim yaparken veya karar verirken kendilerinde var olan inançlarını

(değerlerini) kullanılar. Bir bahis oyununda para yatıracağımız takımı seçerken

bu takımlardan hangisinin kazanacağına dair olan inancımız daha kuvvetliyse

ona para yatırırız. Bir iş başvurusunda bulunan adaylardan hangisinin işi yapa-

bileceğine dair inancımız daha güçlüyse onu seçeriz.

İnançların karşılaştırılması için formel dil oluşturmadan önce sıralama kav-

ramına değinelim. ϕ ve ψ iki formül olmak üzere Bϕ � Bψ, ϕ’ye olan inancın ψ’ye

olandan daha güçlü olduğunu göstermektedir. Buradaki Bϕ � Bψ yerine ϕ �B ψ

yazılacaktır. Dünyalar arasındaki sıralama, bir yarı lineer sıralama bağıntısı olan

≤ bağıntısı olacaktır. w ≤ v ifadesi, w dünyası v’den daha makuldür olarak

yorumlanacaktır. Dünyaların kümeleri arasındaki sıralamada ise yine yarı lineer

sıralama bağıntısı olan ≥B bağıntısı kullanılacaktır.

Tanım 2.2.3. Atomik önermelerin sayılabilir kümesi Φ verilmiş olsun. p ∈ Φ
olmak üzere bir ϕ, ψ KD45-O formüllerin LB sonlu kümesi aşağıdaki özellikler
altında en küçük kümedir:

(i) p ∈ P ise p ∈ LB,

(ii) ϕ, ψ ∈ LB ise (ϕ ∨ ψ),¬ϕ ∈ LB,

(iii) ϕ ∈ LB ise Bϕ,Uϕ ∈ LB,

(iv) ϕ, ψ ∈ LB ise ϕ �B ψ, ϕ <B ψ ∈ LB’dir.

Tanım 2.2.4. S, boştan farklı sonlu durum kümesi; V, doğruluk değer ataması
fonksiyonu; ≤, S üzerinde tanımlı yarı lineer sıralama bağıntısı ve ≥B,P(S) üze-
rinde tanımlı yarı lineer sıralama bağıntısı olmak üzere M = 〈S,≤,≥B, V 〉 modeli
aşağıdaki koşulları gerçekleyen bir KD45-O modeldir:

(i) X ⊆ Y ise Y ≥ X,
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(ii) B,≤-minimal dünyaların kümesi olmak üzere, eğer B ⊆ X ve B * Y ise
X >B Y ’dir. Burada >B sıralaması kesin sıralamadır,

(iii) X 6= ∅ ise X >B ∅,

burada ≤-minimal dünyaların kümesi B = {t | her t′ ∈ S için t ≤ t′}’dır [3].

Tanım 2.2.5. Bir KD45-O model M’de ϕ formülünün doğruluk tanımı aşağıdaki
şekilde verilir:

(i) M, s |= p olması için gerek ve yeter koşul (g.y.k.) s ∈ V (p) olmasıdır.

(ii) M, s |= ¬ϕ olması için (g.y.k.) M, s |= ϕ olmamasıdır.

(iii) M, s |= ψ ∨ χ olması (g.y.k.) M |= ψ veya M |= χ olmasıdır.

(iv) M, s |= Biϕ olması için (g.y.k.) her ≤-minimal dünya t için M, t |= ϕ
olmasıdır.

(v) M, s |= Uϕ olması için (g.y.k.) her t dünyası için M, t |= ϕ olmasıdır.

(vi) M, s |= ϕ < ψ olması için (g.y.k.) {t|M, t |= ϕ} ≥B {t|M, t |= ψ} ol-
masıdır.

(vii) M, s |= ϕ � ψ olması için (g.y.k.) {t|M, t |= ϕ} >B {t|M, t |= ψ} ol-
masıdır.

Burada Uϕ, modeldeki her mümkün dünyada ϕ doğrudur şeklinde ifade edilir.

¬U¬ϕ’nin duali olan Eϕ ise modelde ϕ’nin doğru olduğu bir dünyanın varlığını

gösterir ve ϕ �B⊥ şeklinde ifade edilir [14].

KD45-O sistemi aksiyomatik olarak aşağıdaki şekilde tanımlanır:

Tanım 2.2.6. KD45-O sistemi aşağıda verilen aksiyom ve türetim kurallarından
oluşur:

(a) KD45 sisteminin aksiyomları
(b) Sıralama aksiyomları

Aksiyomlar:
(i) ϕ <B ϕ
(ii) (ϕ <B ψ) ∧ (ψ <B χ)→ (ϕ <B χ)
(iii) (ϕ �B ψ)↔ (ϕ <B ψ) ∧ ¬(ψ <B ϕ)
(iv) (ϕ <B ψ) ∨ (ψ �B ϕ)
(v) (Bϕ ∧ ¬Bψ)→ (ϕ �B ψ)
(vi) (ϕ <B ψ)→ B(ϕ <B ψ)
(vii) (ϕ �B ψ)→ B(ϕ �B ψ)
(viii) (⊥<B ¬(ϕ→ ψ))→ (ψ <B ϕ)
(ix) ϕ→ (ϕ �B⊥)
(x) (Bϕ �B⊥)→ Bϕ

Türetim Kuralları:
(R1) KD45 sisteminin türetim kuralları
(R2) ϕ→ψ

ψ<Bϕ
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2.2.4 Modal Modellerde Homomorfizma ve İzomorfizma

Bu bölümde modal modeller arasındaki homomorfizma ve izomorfizma kavram-

larını tanıtacağız.

Tanım 2.2.7. Bir S modal mantığı için M = 〈S,R, V 〉 ve M′ = 〈S ′, R′, V ′〉
iki S model olsun. f : M → M′ fonksiyonu aşağıdaki özellikleri sağlarsa bir
homomorfizma olarak adlandırılır:

(i) Her bir önerme değişkeni p ve her s ∈ S için s ∈ V (p) ise f(s) ∈ V ′’dür.

(ii) Her s, t ∈ S için (s, t) ∈ R ise (f(s), f(t)) ∈ R′’dür.

Tanım 2.2.8. Bir S modal mantığı için M = 〈S,R, V 〉 ve M′ = 〈S ′, R′, V ′〉 iki
S model olsun. f : M→M′ fonksiyonu aşağıdaki özellikleri sağlarsa bir kuvvetli
homomorfizma olarak adlandırılır:

(i) Her bir önerme değişkeni p ve her s ∈ S için s ∈ V (p) olması için gerek ve
yeter koşul f(s) ∈ V ′(p) olmasıdır.

(ii) Her s, t ∈ S için (s, t) ∈ R olması için gerek ve yeter koşul (f(s), f(t)) ∈ R′
olmasıdır.

Tanım 2.2.9. Bijektif kuvvetli bir homomorfizmaya izomorfizma denir. M’den
modelinden M′’n ye bir izomorfizma var ise M modeli M′’ye izomorftur denir ve
M ∼= M′ ile gösterilir.

Örnek 2.2.10. p ∈ P olmak üzere, M = 〈N, <, V 〉 ve M′ = 〈N − {0}, <, V ′〉
modelleri aşağıdaki gibi tanımlanmış olsun.

•0 // •1
p

// •2 // •3
p

// •4...

M modeli

•1 // •2
p

// •3 // •4
p...

M′
modeli

Şekil 2. M ve M′ modelleri

Bu durumda

f :
M → M′

n 7→ n+ 1

ile tanımlı fonksiyonu bir izomorfizmadır.

İspat.

(i) f fonksiyonu kuvvetli bir homomorfizmadır:
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– (⇒) : w ∈ V (p) olsun. Bu durumda bir n ∈ N için w = 2n + 1

şeklindedir. Buradan f(w) = w + 1 = 2n + 2 ∈ {2, 4, 6, ...} = V ′(p)

olur. Öylseyse f(w) ∈ V ′’dür.

(⇐) : f(w) ∈ V ′ olsun. Öyleyse bir n ∈ N için f(w) = w + 1 = 2n

şeklindedir. Buradan f(w)−1 = w = 2n−1 ∈ {1, 3, 5, ...} = V (p) elde

edilir. O halde w ∈ V (p)’dir.

– (⇒) : Her x, y ∈ N için x < y olsun. Bu durumda f(x) = x + 1 <

y + 1 = f(y) olur.

(⇐) : Her f(x), f(y) ∈ N − {0} için f(x) < f(y) olsun. Buradan

f(x) = x + 1 < y + 1 = f(y)’dir. Bu durumda x + 1 − 1 < y + 1 − 1

yani x < y’dir.

(ii) f fonksiyonu bijektiftir:

– f bire birdir:

f(x) = f(y)⇒ x+ 1 = y + 1⇒ x = y’dir.

– f örtendir:

Eğer x ∈ N − {0} ise x − 1 ∈ N’dır. O halde her n ∈ N − {0} için

y = n− 1 olacak şekilde bir y ∈ N vardır. Öyleyse f örtendir.

�
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Bölüm 3

S5EC ve KD45-O Modal Mantıkları için

Sağlamlık Teoremleri

3.1 S5EC Modal Mantığında Sağlamlık

Bu bölümde S5EC ve KD45-O modal mantıklarının Tanım 2.1.16 ve Tanım

2.2.1’de verilen aksiyom sistemlerine göre sağlam oldukları kanıtlanacaktır. Her-

hangi bir modal mantığın sağlamlık teoremi o mantıkta türetilebilir olan bir

formülün geçerli olduğunu ifade eder.

Teorem 3.1.1. Herhangi bir ϕ formülü için S5EC ` ϕ ⇒ S5EC |= ϕ’dir.

İspat. İspat ϕ’nin türetiminin uzunluğu üzerinde tümevarımla yapılır.

Temel Adım: Türetimin uzunluğu n=1 olsun. Bu durumda ϕ bir aksiyomdur.

Bu durumda KD45-O sistemindeki her bir aksiyomun geçerli olduğunu gösterme-

liyiz. M = 〈S,R1, ...Rm, RE, RC , V 〉 bir S5EC model, s ve t bu model üzerinde

herhangi iki durum olsun.

(A1) ϕ formülü bir totoloji olsun. Bu durumda |=PC ϕ’dir. Bununla birlikte,

modal mantık önermeler mantığını içerdiğinden |= ϕ’dir.

(A2) M, s |= Kiϕ ve M, s |= Ki(ϕ→ ψ) olsun. Bu durumda (s, t) ∈ Ri olan her

t için M, t |= ϕ ve M, t |= ϕ → ψ. Öyleyse Önerme 2.1.5’ten (s, t) ∈ Ri

olan her t için M, t |= ψ. Buradan M, s |= Kiψ’dir.

(A3) M, s |= Kiϕ olsun. Bu durumda (s, t) ∈ Ri olan her t durumu için M, t |=

ϕ’dir. Ri bağıntısı yansımalı olduğundan t durumu s olarak seçilirse M, s |=

ϕ olur.
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(A4) M, s |= ¬Kiϕ olsun. Öyleyse bir t ∈ S vardır öyle ki (s, t) ∈ Ri ve M, t |=

¬ϕ’dir. M, s |= Ki¬Kiϕ yani (s, t′) ∈ Ri şeklindeki her t′ ∈ S için M, t′ |=

¬Kϕ olduğunu göstermeliyiz. Bunun için (s, t′) ∈ Ri olsun. Ri bağıntısı aynı

zamanda simetrik olduğundan (t′, s) ∈ Ri’dir. Bu durumda Ri bağıntısının

geçişlilik özelliğinden (t′, t) ∈ Ri olur. M, t |= ¬ϕ olduğundan M, t′ |= ¬Kϕ

olur.

(A5) M, s |= ¬Kiϕ olsun. Bu durumda (s, t) ∈ Ri olacak şekilde bir t vardır öyle

ki M, t |= ¬ϕ. M’de keyfi bir u durumu alalım öyle ki (s, u) ∈ Ri olsun.

(s, t) ∈ Ri ve Ri bir denklik bağıntısı olduğundan (u, t) ∈ Ri’dir. M, t |= ¬ϕ

olduğu için M, u 2 ¬Kiϕ. u, keyfi seçildiği için M, s |= Ki¬Kiϕ.

(A6) (⇒) : M, s |= Eϕ ve M, s 2 (K1ϕ ∧ ... ∧ Kmϕ) olsun. Bu durumda en az

bir i ≤ m için M, s 2 Kiϕ’dir. O halde bir u ∈ S vardır öyle ki (s, u) ∈ Ri

ve M, u |= ¬ϕ’dir. (s, u) ∈ Ri olduğundan s → u elde edilir. Buradan ise

M, s 2 Eϕ olur ki bu bir çelişkidir.

(⇐) : M, s |= (K1ϕ∧ ...∧Kmϕ) ve s→ t olacak şekilde bir t durumunu ele

alalım. Bunun anlamı (s, t) ∈ R1 ∪ ... ∪ Rm, bu nedenle bazı i ≤ m’ler için

(s, t) ∈ Ri. M, s |= Kiϕ olduğundan M, t |= ϕ. Bundan dolayı M, s |= Eϕ

olur.

(A7) M, s |= Cϕ. Buradan s � t koiulu sağlayan her t için M, t |= ϕ. Bununla

birlikte s→ s olduğundan s� s’yi elde ederiz. Bu nedenle M, s |= ϕ.

(A8) M, s |= Cϕ olsun. Şu halde s� t koşulu sağlayan her t için M, t |= ϕ. s→ u

ve u � v olacak şekilde u, v ∈ S durumlarını ele alalım. Öyleyse s � v

olacak şekilde bir bağıntı vardır ve M, s |= Cϕ olduğundan M, v |= ϕ’dir.

Bununla birlikte u � v olduğundan ve v keyfi seçildiğinden M, u |= Cϕ.

Buradan da M, s |= ECϕ’yi elde ederiz.

(A9) M, s |= Cϕ∧C(ϕ→ ψ) olsun. M, s |= Cψ yani s� t koşulunu sağlayan her

t için M, t |= ψ olduğunu göstermeliyiz. s � t olsun. Şu halde M, s |= Cϕ

olduğundan M, t |= ϕ ve yine M, s |= C(ϕ→ ψ) olduğundan M, t |= (ϕ→

ψ)’dir. Önerme 2.1.5’ten M, t |= ψ’dir.
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(A10) M, s |= C(ϕ → Eϕ) ve M, s |= ϕ olsun. Göstermemiz gereken M, s |= Cϕ

yani s� t olan her t için M, t |= ϕ. s→k t olan bütün t’ler için M, t |= ϕ’yi

sağlayan her k ≥ 0 için k üzerinde tümevarımla göstermemiz yeterlidir.

Temel adım olarak k=0 için açıktır çünkü bu durumda t, s’nin kendisidir

ve M, s |= ϕ’dir. Her k < n için iddia doğru olsun. k = n için iddiayı

ispatlayalım. t bir durum olsun öyle ki s→n t olsun. Öyleyse bir u durumu

vardır öyle ki s →n−1 u → t. Tümevarım hipotezinden M, u |= ϕ. Ayrıca

s � u olduğundan M, u |= ϕ → Eϕ. Buradan M, u |= Eϕ’dir yani u → v

olan her v için M, v |= ϕ’dir. Özellikle v, t olarak seçilirse M, t |= ϕ’dir.

Tümevarım Hipotezi: Teorem türetimin uzunluğu n için doğru olsun.

Tümevarım Adımı: Türetimin uzunluğu n+1 olsun. Geçerliliğin, türeti-

min uzunluğu n+1 olduğunda korunduğunu göstermeliyiz.

(R1) ϕ formülü MP ile n+1 adımda elde edilmiş olsun. Bu durumda ψ → ϕ

ve ψ formülleri vardır öyle ki bu formüllerin türetimlerinin uzunluğu n’dir.

Tümevarım hipotezinden, |= ψ ve |= ψ → ϕ elde edilir. Önerme 2.1.5’ten

M, s |= ϕ elde edilir. M ve s keyfi olduklarından |= ϕ’dir.

(R2) ϕ ` Kiϕ olsun. Öylseyse ϕ formülünün türetiminin uzunluğu n’dir ve tüme-

varım hipotezinden |= ϕ olur. Buradan M, s |= ϕ’dir. (s, t) ∈ Ri olsun. |= ϕ

olduğundan M, t |= ϕ’dir. Şu halde t keyfi seçildiğinden M, s |= Kiϕ’dir.

(R3) ϕ ` Kiϕ olsun. Öylseyse ϕ formülünün türetiminin uzunluğu n’dir ve tüme-

varım hipotezinden |= ϕ olur. Bu durumda M, s |= ϕ’dir. (s, t) ∈ RC olsun.

|= ϕ olduğundan M, t |= ϕ’dir. Öyleyse M, s |= Ciϕ’dir.

�

3.2 KD45-O Modal Mantığında Sağlamlık

Teorem 3.2.1. ϕ herhangi bir KD45-O formül olmak üzere `KD45−O ϕ⇒|=KD45−O
ϕ.

İspat. İspat ϕ’nin türetiminin uzunluğu üzerinde tümevarımla yapılır.
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Temel Adım: Türetimin uzunluğu n=1 olsun. Bu durumda ϕ ya bir ak-

siyomdur ya da bir totolojidir. ϕ bir totoloji ise her model altında doğrudur

yani |= ϕ’dir. ϕ bir aksiyom ise KD45-O sistemindeki her bir aksiyomun geçerli

olduğunu göstermeliyiz. M = 〈S,≤,≥B, V 〉 bir KD45-O model ve s bu model

üzerinde bir durum olsun.

(a) KD45 aksiyomları

• (M, s) |= Biϕ ve (M, s) |= Bi(ϕ → ψ) olsun. Şu halde ≤ bağıntısına göre

her minimal t için (M, t) |= ϕ ve (M, t) |= ϕ→ ψ’dir. Buradan (M, t) |= ψ

yani (M, s) |= Biψ.

• (M, s) |= B ⊥ olsun. Öyleyse≤ bağıntısına göre her minimal t için (M, t) |=⊥

olur. Fakat böyle bir t bulunmadığından (M, s) 2 B ⊥’dir.

• (M, s) |= Bϕ olsun. Şu halde ≤ bağıntısına göre her minimal t için (M, t) |=

ϕ’dir. Buradan her k ∈ S için (M,k) |= Bϕ’dir. Özel olarak bu k’ler mer-

kezdeki durumlardan seçilirse (M, s) |= BBϕ olur.

• (M, s) |= ¬B¬Bϕ⇒

(M, s) 2B¬Bϕ⇒

(M, t) |= ¬Bϕ, ≤ bağıntısına göre en az bir t için ⇒

(M, t) 2Bϕ⇒

(M, t′)2 ϕ, ≤ bağıntısına göre en az bir t′ için ⇒

(M, s) |= ¬Bϕ

(b) Sıralama aksiyomları

(i) {t | (M, t) |= ϕ} ≥B {t | (M, t) |= ϕ}. Her iki küme birbirine eşit olduğundan

makullükleri de eşittir. Şu halde (M, s) |= ϕ <B ϕ’dir.

(ii) (M, s) |= (ϕ <B ψ) ∧ (ψ <B σ) olsun. Bu durumda {t | (M, t) |= ϕ} ≥B
{t | (M, t) |= ψ} ve {t | (M, t) |= ψ} ≥B {t | (M, t) |= σ}’dır. Buradan

≥B bağıntısı geçişli olduğundan {t | (M, t) |= ϕ} ≥B {t | (M, t) |= σ} yani

(M, s) |= ϕ <B σ elde edilir.
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(iii) (⇐) : (M, s) |= (ϕ <B ψ)∧¬(ψ <B ϕ) ve (M, s) 2 (ϕ �B ψ) olsun. Buradan

(M, s) |= ¬(ϕ �B ψ)’dir yani bir w ∈ {t | (M, t) |= ψ} vardır öyle ki her

w′ ∈ {t | (M, t) |= ϕ} için w ≤ w′’dür. Bu ise (M, s) |= ¬(ψ <B ϕ) olması

ile bir çelişkidir. O halde (M, s) |= (ϕ <B ψ)∧¬(ψ <B ϕ)→ ¬(ϕ �B ψ)’dir.

(⇒) : (M, s) |= (ϕ �B ψ) ve (M, s) 2 (ϕ <B ψ) ∧ ¬(ψ <B ϕ) olsun. Bu

durumda (M, s) |= ¬(ϕ <B ψ) ∨ (M, s) |= (ψ <B ϕ)’dir.

• Durum 1. (M, s) |= ¬(ϕ <B ψ) ise bir w ∈ {t | (M, t) |= ψ} vardır öyle

ki her w′ ∈ {t | (M, t) |= ϕ} için w < w′’dür. Bu ise (M, s) |= (ϕ �B ψ)

olması ile bir çelişkidir.

• Durum 2. (M, s) |= (ψ <B ϕ) ise bir w ∈ {t | (M, t) |= ψ} vardır öyle ki her

w′ ∈ {t | (M, t) |= ϕ} için w ≤ w′’dür. Bu ise (M, s) |= (ϕ �B ψ) olması ile

bir çelişkidir.

O halde (M, s) |= (ϕ �B ψ)→ (ϕ <B ψ) ∧ ¬(ψ <B ϕ) elde edilir.

(iv) (M, s) |= ¬(ϕ <B ψ) ve (M, s) |= ¬(ψ �B ϕ) olsun. (M, s) |= ¬(ϕ <B ψ) ise

bir w1 ∈ S vardır öyle ki w1 ∈ {t | (M, t) |= ψ} ve her w′ ∈ {t | (M, t) |= ϕ}

için w1 < w′’dür. Bununla birlikte (M, s) |= ¬(ψ �B ϕ) olduğundan bir

w2 ∈ S vardır öyle ki w2 ∈ {t | (M, t) |= ϕ} ve her w′′ ∈ {t | (M, t) |= ψ}

için w2 ≤ w′′’dür. Özel olarak w′′, w1 olarak seçilirse bu durum w1 < w′ ile

bir çelişkidir. O halde (M, s) |= (ϕ <B ψ) ∨ (ψ �B ϕ)’dir.

(v) (M, s) |= Bϕ ∧ ¬Bψ olsun. (M, s) |= ¬Bψ ise ≤ bağıntısına göre en az

bir minimal t için (M, t) 2 ψ’dir. (M, s) |= Bϕ ise ≤ bağıntısına göre her

minimal t için (M, t) |= ϕ. Böylece {t | (M, t) |= ϕ} >B {t | (M, t) |= ψ}

olduğundan |= ϕ �B ψ.

(vi) (M, s) |= ϕ <B ψ ve (M, s) 2 B(ϕ <B ψ) olsun. Bu durumda ≤ bağıntısına

göre en az bir minimal t için (M, t) 2 ϕ <B ψ’dir. Bu durumda bir w1

durumu vardır öyle ki w1 ∈ {t | (M, t) |= ψ} ve her w2 ∈ {t | (M, t) |= ψ}

için w1 < w2’dir. Bu ise (M, s) |= φ <B ψ olması ile çelişkidir. O halde

(M, s) |= B(ϕ <B ψ)’dir.
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(vii) (M, s) |= φ �B ψ ve (M, s) 2 B(ϕ �B ψ) olsun. Bu durumda ≤ bağıntısına

göre en az bir minimal t için (M, t) 2 ϕ �B ψ’dir. Bu durumda bir w1

durumu vardır öyle ki w1 ∈ {t | (M, t) |= ψ} ve her w2 ∈ {t | (M, t) |= ψ}

için w1 ≤ w2’dir. Bu ise (M, s) |= φ �B ψ olması ile çelişkidir. O halde

(M, s) |= B(ϕ �B ψ)’dir.

(viii) (M, s) |=⊥<B ¬(ϕ→ ψ)⇒

(M, s) |= U(ϕ→ ψ)⇒

∀t ∈ S((M, t) |= (ϕ→ ψ))⇒

∀t ∈ S((M, t) |= ϕ⇒ ((M, t) |= ψ)⇒

∀t ∈ S({t | ((M, t) |= ϕ} ⊆ {t | ((M, t) |= ψ})⇒

(M, s) |= ψ <B ϕ

(ix) (M, s) |= ϕ. Buradan {t | (M, t) |=⊥} = ∅ olduğundan {t | (M, t) |= ϕ} >B

{t | (M, s) |=⊥} yani (M, s) |= ϕ �B⊥ elde edilir.

(x) (M, s) |= ¬U¬Bϕ⇒

(M, s) 2 U¬Bϕ⇒

∃t ∈ S, (M, t) 2 ¬Bϕ⇒

∃t ∈ S, (M, t) |= Bϕ⇒

Her ≤ minimal t′ için, (M, t′) |= ϕ⇒

(M, s) |= Bϕ.

Tümevarım Hipotezi: Teorem türetimin uzunluğu n için doğru olsun.

Tümevarım Adımı: Türetimin uzunluğu n+1 olsun. Geçerliliğin, türeti-

min uzunluğu n+1 olduğunda korunduğunu göstermeliyiz.

(R1) ϕ formülü MP ile n+1 adımda elde edilmiş olsun. Bu durumda ψ → ϕ

ve ψ formülleri vardır öyle ki bu formüllerin türetimlerinin uzunluğu n’dir.

Tümevarım hipotezinden, |= ψ ve |= ψ → ϕ elde edilir. Önerme 2.1.5’ten

(M, s) |= ϕ elde edilir. M ve s keyfi olduklarından |= ϕ’dir.

(R2) Biϕ formülünün türetiminin uzunluğu n+1 olsun. Öylseyse ϕ formülünün

türetiminin uzunluğu n’dir ve tümevarım hipotezinden |= ϕ olur. Buradan

(M, s) |= ϕ’dir. Bununla birlikte ≤ bağıntısına göre her minimal t için
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(M.t) |= ϕ’dir. Buradan (M, s) |= Biϕ olur. O halde s keyfi seçildiğinden

|= Biϕ’dir.

(R3) ϕ → ψ `n+1 ψ <B ϕ olsun. Öylseyse ϕ → ψ formülünün türetiminin

uzunluğu n’dir ve tümevarım hipotezinden |= ϕ → ψ olur. Bu durumda

M, s |= ϕ → ψ’dir. Buradan {t | (M, t) |= ϕ} ⊆ {t | (M, t) |= ψ}’dir.

Tanım 2.2.3 (ii)’den {t | (M, t) |= ψ} ≥B {t | (M, t) |= ϕ} olur. Öyleyse

|= ψ <B ϕ elde edilir.

�
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Bölüm 4

S5EC ve KD45-O Modal Mantıkları için Tamlık

Teoremleri

Bu bölümde S5EC ve KD45-O sistemlerinin, Tanım 2.1.16 ve Tanım 2.2.1’de ve-

rilen aksiyom sistemlerine göre tam olduğu ispatlanacaktır. Tamlık teoremleri bir

mantıkta gerçeklenebilen formüllerin türetiminin var olduğunu gösteren teorem-

lerdir. Bununla birlikte ispatları ise model oluşturmaya dayalıdırlar. Bu modelleri

oluşturmanın farklı yöntemleri vardır. Burada ise bu modelleri oluşturmanın üç

farklı yöntemi verilecektir: Kanonik model, sonlu Henkin yöntemi ve filtreleme

yöntemi. Bu bölümdeki tüm bilgiler [1], [2], [10] ve [5]’te de bulunabilir.

4.1 Kanonik Model

Bu bölümde maksimal tutarlı formül kümelerinde model oluşturma yöntemi

olan kanonik model yöntemi anlatılacaktır.

Tanım 4.1.1. S bir modal mantık, ϕ bir S formül ve Γ bir formül kümesi olmak
üzere,

(i) 0S ¬ϕ ise ϕ formülü S-tutarlıdır.

(ii) Ψ = {ϕ1, ..., ϕn} sonlu bir küme olmak üzere eğer ϕ1 ∧ ...∧ϕn tutarlı ise Ψ
kümesi tutarlıdır.

(iii) Sonlu olmayan epistemik formüller kümesi ϕ için eğer ϕ’nin her sonlu alt
kümesi tutarlı ise ϕ de tutarlıdır.

(iv) Eğer Γ 0S⊥ ise Γ formül kümesine S-tutarlıdır denir. Aksi halde, S-tutarsızdır
denir.

Tanım 4.1.2. Bir Γ formüller kümesinin maksimal S-tutarlı olması için gerek
ve yeter koşul

(a) Γ kümesinin S-tutarlı,
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(b) Γ ⊆ Γ′ ve Γ′ tutarlı ise Γ = Γ′ olmasıdır.

Lemma 4.1.3. Γ, maksimal S-tutarlı formül kümesi olmak üzere,

(i) Her ϕ formülü için, ϕ ∈ Γ veya ¬ϕ ∈ Γ’dır,

(ii) ϕ ve ϕ→ ψ ∈ Γ ise ψ ∈ Γ’dır,

(iii) `S ϕ ise ϕ ∈ Γ’dır.

(iv) ϕ ∧ ψ ∈ Γ olması için g.y.k. ϕ ∈ Γ ve ψ ∈ Γ olmasıdır,

İspat.

(i) ϕ /∈ Γ ve ¬ϕ /∈ Γ olsun. Bu durumda maksimallik tanımı gereği Γ∪ {ϕ} ve

Γ∪{¬ϕ} S-tutarsıdır. Öyleyse tanım 4.1.1 (iii)’den Γ’nın sonlu alt kümeleri

Γ′,Γ′′ vardır öyle ki Γ′∪{ϕ} ve Γ′′∪{¬ϕ} S-tutarsızdır. Γ′∪Γ′′ = {ψ1, ..., ψn}

ve Ψ = ψ1 ∧ ...∧m olsun. Bu durumda tanım 4.1.1 (ii)’den ` ¬(Ψ∧ϕ∧¬ϕ)

olur. Buradan ` ¬Ψ∨¬ϕ∨ϕ elde edilir. ϕ∨¬ϕ totoloji olduğundan ` ¬Ψ

elde edilir ki bu ise {ψ1, ..., ψn} kümesinin S-tutarsız olduğunu gösterir. Bu

ise Γ’nın tutarlı olması ile bir çelişkidir.

(ii) ϕ, ϕ → ψ ∈ Γ ve ψ /∈ Γ olsun. Bu durumda Γ’nın sonlu bir alt kümesi Γ′

vardır öyle ki Γ′ ∪ {ψ}, S-tutarsızdır. Γ′ = {ψ1, ..., ψn} ve Ψ = ψ1 ∧ ...∧m
olsun. Öyleyse ` ¬(Ψ∧ ψ)’dir. Γ′ ∪ {ϕ} ∪ {ϕ→ ψ} `PC Ψ∧ ψ olduğundan

Γ′ ∪ {ϕ} ∪ {ϕ → ψ} kümesi S tutarsızdır bu ise Γ’nın S tutarlılığı ile bir

çelişkidir.

(iii) ϕ /∈ Γ olsun. Bu durumda (i)’den ¬ϕ ∈ Γ ’dır. Türetim tanımından Γ ` ¬ϕ

olur. O halde Γ `PC ϕ ∧ ¬ϕ’dir. Buradan Γ `⊥ olur ki bu Γ’nın tutarlılığı

ile bir çelişkidir.

(iv) (⇒) : ϕ ∧ ψ ∈ Γ olsun. Bu durumda Γ ` ϕ ∧ ψ’dir. Buradan Γ `PC ϕ ve

Γ `PC ψ elde edilir. (iii)’den ϕ ∈ Γ ve ψ ∈ Γ’dır.

(⇐) : ϕ ∈ Γ ve ψ ∈ Γ olsun. Türetim tanımından Γ `PC ϕ ve Γ `PC ψ

olur. Buradan Γ ` ϕ ∧ ψ’dir. (iii)’den ϕ ∧ ψ ∈ Γ’dır.

�

Tanım 4.1.4. S modal mantığı için kanonik model MS = 〈WS, RS, VS〉 aşağıdaki
şekilde tanımlanır:
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(i) WS = {Γ | Γ maksimal S tutarlı formül kümesi },

(ii) RS = {〈Γ,Γ′〉 | �ϕ ∈ Γ ise ϕ ∈ Γ′’dür},

(iii) VS(p) = {Γ ∈ WS | p ∈ Γ}.

Lemma 4.1.5. (Lindenbaum) Γ, S tutarlı formüller kümesi olsun. Bu durumda
maksimal S-tutarlı bir Γ′ kümesi vardır öyle ki Γ ⊆ Γ′ dır.

İspat. Γ’nın maksimal S-tutarlı bir genişlemesi Γ′ olduğunu göstermeliyiz. Γ’nın

S-tutarlı ve dilin formüllerinin ϕ1, ϕ2, ... şeklinde numaralandırıldığını varsayalım.

Γ′ aşağıdaki şekilde tanımlanır:

Γ0 = Γ

Γn+1 =

 Γn ∪ {ϕn} eğer Γn ∪ {ϕn},S tutarlıysa

Γn ∪ {¬ϕn} diğer hallerde

Γ′ =
⋃
n>0 Γn

Şimdi Γ′’nün maksimal ve S-tutarlı olduğunu gösterelim.

Γ′, S-tutarlıdır: Γ′, S-tutarlı olmasın. Şu halde Γ′’nın tutarlı olmayan bir Ψ

alt kümesi vardır öyle ki bir n için Ψ ⊆ Γn’dir. Fakat her Γn, S-tutarlı olduğu

için bu bir çelişkidir. O halde Γ′ S-tutarlıdır.

Γ′ maksimaldir: Keyfi bir ϕn formül olsun öyle ki ϕn /∈ Γ′. Şu halde aynı

zamanda ϕn /∈ Γn’dir. Γn ∪ {ϕn} tutarsız olduğundan Γ′ ∪ {ϕn} de tutarsıdır. O

halde Γ′’nün S-tutarlı bir genişlemesi yoktur. Buradan Γ′’nün maksimal olduğu

elde edilir. �

Lemma 4.1.6. (Truth) MS = 〈WS, RS, VS〉 modeli, S modal mantığı için ka-
nonik model olsun. Her ϕ formülü ve Γ ∈ WS için

ϕ ∈ Γ⇔MS,Γ |= ϕ.

İspat. İspat ϕ formülünün karmaşıklığı üzerinde tümevarımla yapılır.

• ϕ : p olsun.

(⇒) : p ∈ Γ ise tanım 4.1.5 (iii)’den Γ ∈ VS(p)’dir. Model olma tanımından

M,Γ |= p’dir.

(⇐) : ¬p ∈ Γ olsun. Bu durumda tanım 4.1.5 (iii)’den M,Γ |= ¬p olur.

Buradan M,Γ 2 p’dir.
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• ϕ : ¬ψ ve lemma ψ için doğru olsun.

¬ψ ∈ Γ⇔

Γ maksimal tutarlı olduğundan, ψ /∈ Γ⇔

Tümevarım hipotezinden, M,Γ 2 ψ ⇔ M,Γ |= ¬ψ’dir.

• ϕ : ψ1 ∧ ψ2 ve lemma ψ1 ve ψ2 için doğru olsun.

ψ1 ∧ ψ2 ∈ Γ⇔

ψ1 ∈ Γ ∧ ψ2 ∈ Γ⇔

Tümevarım hipoezinden, M,Γ |= ψ1 ∧M,Γ |= ψ2 ⇔

M,Γ |= ψ1 ∧ ψ2’dir.

• ϕ : �ψ ve lemma ψ için doğru olsun.

(⇒): �ψ ∈ Γ ve 〈Γ,Γ′〉 ∈ RS olacak şekilde keyfi bir Γ′ ∈ WS ele alalım.

RS bağıntısının tanımından ψ ∈ Γ′ elde edilir. Tümevarım hipotezinden

M,Γ′ |= ψ’dir. Γ′ keyfi bir durum olduğundan M,Γ |= �ψ elde edilir.

(⇐): M,Γ |= �ψ olsun. P = {α | �α ∈ Γ} ∪ {¬ψ} kümesinin tutarsız

olduğunu gösterelim. P ∪ {¬α} kümesi tutarlı olsun. O halde bu kümenin

maksimal bir genişlemesi P ′ vardır ve ¬ψ ∈ P ′’dür. Bununla birlikte P’nin

tanımından 〈Γ, P ′〉 ∈ RS’dir. ¬ψ ∈ P ′ olduğundan tümevarım hipoteziyle

M, P ′ |= ¬ψ elde edilir. Buradan M,Γ |= ¬�ψ olur. Bu ise bir çelişkidir.

O halde P{α | �α ∈ Γ} ∪ {¬ψ} kümesi tutarsızdır.

Şu halde ϕ1, ..., ϕn ∈ P olmak üzere P ∪ {¬ψ} kümesinin bir alt kümesi

vardır öyle ki ϕ1, ..., ϕk,¬ψ tutarsızdır. Buradan ` ¬(ϕ1∧ ...∧ϕk∧¬ψ) elde

edilir. Öyleyse

` (ϕ1 → ϕ2 → (....(ϕk → ψ)...))’dir. (1)

ϕ2 → (....(ϕk → ψ)...) ifadesini σ ile gösterelim.

` (ϕ1 → σ)

` �(ϕ1 → σ)

K aksiyomundan ` �ϕ1 → �σ olur.
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Γ kümesi maksimal tutarlı olduğundan bütün totolojileri içerir: �ϕ1 →

�σ ∈ Γ’dır. �ϕ1 ∈ Γ olduğundan �σ ∈ Γ’dır. Bu işlem k defa tekrarlanırsa

�ψ ∈ Γ elde edilir.

�

Teorem 4.1.7. Herhangi bir modal mantık S, kanonik modeli MS’ye göre tamdır.

İspat. ϕ, S’de tutarlı bir formül olsun. Bu durumda Γ = {ϕ} kümesi de tutarlıdır.

Buradan, Lindenbaum lemması ile Γ ⊆ Γ′ olacak şekilde maksimal tutarlı bir

Γ′ kümesinin olduğu elde edilir. Truth lemmasından, S’deki her ψ formülü için

MbfS,Γ
′ |= ψ’dir. Özel olarak bu ψ’ler Γ’dan seçilirse MS,Γ

′ |= Γ yani MS,Γ
′ |= ϕ

olur. �

4.1.1 S5EC’nin Kanonik Modeli

Tanım 4.1.8. S5EC mantığının kanonik modeli Mc = 〈Sc, Rc
1, ..., R

c
m, R

c
E, R

c
C , V

c〉
modeli aşağıdaki gibi tanımlanır:

(i) Sc = {Γ | Γ maksimal tutarlı formül kümesi },

(ii) Rc
i ={(Γ,Γ′) | Γ/Ki ⊆ Γ′},

REc = {(Γ,Γ′) | Γ/EB ⊆ Γ′},
RCc = {(Γ,Γ′) | Γ/CB ⊆ Γ′},

(iii) V (p) = {Γ ∈ Γ | p ∈ Γ}.

Burada Γ/Ki = {ϕ | Kiϕ ∈ Γ}, Γ/E = {ϕ | Eϕ ∈ Γ} ve Γ/C = {ϕ | Cϕ ∈

Γ}’dir.

Teorem 4.1.9. S5EC’nin kanonik modeli Mc = 〈Sc, Rc
1, ..., R

c
m, REc , RCc , V c〉

aşağıdaki özellikleri sağlar:

(i) Rc
i bir denklik bağıntısıdır.

(ii) REc = Rc
1 ∪ ... ∪Rc

m

(iii) (REc)∗ ⊆ RCc

İspat.

(i) Rc
i ’nin bir denklik bağıntısı olduğunu göstermek için yansımalı ve öklidyen

olduğunu göstermek yeterlidir.
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(a) Rc
i yansımalıdır : (Γ,Γ′) ∈ Ric olsun. (A3): Kiϕ → ϕ ∈ Γ’dan eğer

ϕ ∈ Γ/Ki ise ϕ ∈ Γ’dır. Γ maksimal tutarlı ve modus ponens altında

kapalı olduğundan: Kiϕ ∈ Γ ve Kiϕ → ϕ ∈ Γ ise ϕ ∈ Γ. Bu nedenle

Γ/Ki ⊆ Γ, yani (Γ,Γ) ∈ Ric ’dir.

(b) Rc
i öklidyendir: (Θ,Ψ), (Θ,Σ) ∈ Ric ve ϕ ∈ Ψ/Ki olsun. ϕ ∈ Σ

olduğunu göstermemiz gerekir. Tersini varsayalım. ϕ ∈ Σ olmasın.

θ/Ki ⊆ Σ olduğundan ϕ /∈ Θ/Ki’dir. Başka bir ifadeyle Kiϕ /∈ Θ’dır.

Θ maksimal tutarlı olduğundan ¬Kiϕ’dir. (A5) aksiyomu ve modus

ponensten Ki¬Kiϕ ∈ Θ’dır. Son olarak Θ/Ki ⊆ Ψ’den ¬Kiϕ ∈ Ψ

elde edilir ki bu ise ψ’nin tutatlılığı ile çelişir. O halde (Θ,Ψ) ∈ Rc
i ’dir

yani, Rc
i öklidyendir.

(ii) REc ⊆ R1c ∪ ... ∪Rmc ve R1c ∪ ... ∪Rmc ⊆ REc olduğu göstermeliyiz.

(⊆) (Θ,Ψ) ∈ REc ve bazı 1 ≤ i ≤ m için (Θ,Ψ) /∈ Rc
i olsun. Şu halde her

1 ≤ i ≤ m için ϕ ∈ Θ/Ki ve ϕ /∈ Ψ koşullarını sağlayan bir ϕ vardır. Bu

nedenle her i için Kiϕ ∈ Θ’dır ve Ψ’nin maksimal tutarlılığından ¬ϕi ∈

Ψ’dir. Öyleyse ¬ϕ1 ∧ ... ∧ ¬ϕm ∈ Ψ’dir. ϕ = ϕ1 ∨ ... ∨ ϕm olsun. ` ϕi → ϕ

olduğundan ` Ki(ϕi → ϕ)’dir. K aksiyomundan ` Kiϕi → Kiϕ’dir. Θ

maksimal tutarlı olduğundan Kiϕi → Kiϕ ∈ Θ, buradan da her i için

Kiϕ ∈ Θ’dır. Böylece K1ϕ∧ ...Kmϕ ∈ Θ olduğundan (A6) aksiyomu gereği

Eϕ ∈ Θ’dır. Bu sonuçtan ϕ ∈ Θ/E ⊆ Ψ elde edilir. Ayrıca ¬ϕ1 ∧ ... ∧

¬ϕm ∈ Ψ olduğundan ¬ϕ ∈ Ψ’dir. Bu bir çelişkidir. Şu halde bazı i’ler için

(Θ,Ψ) ∈ Rc
i ’dir.

(⊇) (Θ,Ψ) ∈ R1c ∪ ... ∪Rmc olsun. Öyleyse bazı j’ler için (Θ,Ψ) ∈ Rjc ’dir.

ϕ ∈ Θ/E olsun. (A6) aksiyomundan her i için Kiϕ ∈ Θ’dır.Özellikle Kjϕ ∈

Θ ve bu nedenle Θ/Kj ⊆ Ψ. O halde Θ/E ⊆ Ψ’dir.

(iii) (Θ,Ψ) ∈ (REc)∗ olsun. (Θ,Ψ) ∈ RCc olduğunu göstermeliyiz. Şu halde

Θ = Γ0, ...,Γn = Ψ dizisi vardır öyle ki (Γi,Γi+1) ∈ REc ’dir. ϕ ∈ Θ/C olsun.

(A8) aksiyomundan ECϕ ∈ Θ = Γ0’dır. Buradan Cϕ ∈ Γ0/E ⊆ Γ1elde

edilir. Bu işlemi n-1 defa tekrarlarsak Cϕ ∈ Γn = ψ’yi elde ederiz. Şu halde

ϕ ∈ ψ’dir.
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Burada (REc)∗ = RCc olmadığı için elde edilen model bir yarı-S5EC modeldir.

4.1.2 KD45-O’nun Kanonik Modeli

Tanım 4.1.10. KD45-O mantığının kanonik modeliMc = 〈Sc, RB, RU , V
c〉 aşağıdaki

şekilde tanımlanır:

(i) Sc = {Γ | Γ maksimal KD45-O tutarlı },

(ii) RB = {(Γ,Γ′) | Bϕ ∈ Γ⇒ ϕ ∈ Γ′},
RU = {(Γ,Γ′) | Uϕ ∈ Γ⇒ ϕ ∈ Γ′}

(iii) V c(p) = {Γ | p ∈ Γ}.

Tanım 4.1.10 (ii)’de verilen RU bağıntısı bütün dünyalar arasında tanımlı

olmadığından bir evrensel bağıntı değildir. Dolayısıyla elde edilen kanonik model,

KD45-O model olma özelliklerini sağlamak için yetersiz kalır.

Bu nedenle hem S5EC hem de KD45-O modal mantıkları için kanonik mo-

deller değiştirilerek bu modellerin başka bir biçimleri oluşturulacaktır. Bu yeni

modelleri elde etmek için [1], [2] ve [10]’dan yararlanılacaktır.

4.2 Sonlu Model Özelliği

Sonlu model özelliği, bir mantığın dilindeki herhangi bir formülün modeli varsa

onun sonlu modelinin de var olduğunu söyleyen önemli bir özelliktir. Bu sonlu mo-

deli elde etmenin çeşitli yöntemleri vardır. Bu bölümde sonlu model elde etmenin

yöntemlerinden ikisi olan sonlu Henkin yöntemi ve filtreleme yöntemi verilecektir.

Tanım 4.2.1. Bir S mantığının sonlu model özelliğine sahip olması için gerek ve
yeter koşul S’de sağlanabilen her bir formülün, bir sonlu modelde de sağlanmasıdır.

Tanım 4.2.2. ϕ ve φ birer formül olsun. Bir formül kümesi Φ’nin, alt formülleri
altında kapalı olması için gerek ve yeter koşul aşağıdakilerin sağlanmasıdır.

(i) ϕ ∧ ψ ∈ Φ ise ϕ, ψ ∈ Φ’dir.

(ii) ¬ϕ ∈ Φ ise ϕ ∈ Φ’dir.

(iii) �ϕ ∈ Φ ise ϕ ∈ Φ’dir.

28



4.2.1 Sonlu Henkin Yöntemi

Bu bölümde öncelikle bir S modal mantığı için sonlu Henkin yöntemi açıklanacak,

sonra S5EC ve KD45-O modal mantıklarının bu yöntemle elde edilen modelleri

tanıtılacaktır.

Tanım 4.2.3. Φ ve Γ, Γ ⊆ Φ olacak şekilde iki formül kümesi olsun. Γ’nın, Φ’de
maksimal S-tutarlı olması için gerek ve yeter koşul Γ’nın S-tutarlı ve Γ ⊂ Γ′

olacak şekilde S-tutarlı bir Γ′ ⊆ Φ formül kümesinin bulunmamasıdır.

Tanım 4.2.4. Φ sonlu ve yeterli bir formül kümesi olsun. Bu durumda S modal
mantığının sonlu Henkin yöntemi ile elde edilen MΦ

S = 〈WΦ
S , R

Φ
S , V

Φ
S 〉 modeli

aşağıdaki gibi tanımlanır;

(i) WΦ
S = {Γ | Γ,Φ’de maksimal S-tutarlıdır },

(ii) RΦ
S = {〈Γ,Γ′〉 | her ϕ için �ϕ ∈ Γ olması için gerek ve yeter koşul �ϕ ∈ Γ′

olmasıdır},

(iii) V Φ
S (p) = {Γ | p ∈ Γ}.

Lemma 4.2.5. (Lindenbaum) Φ sonlu ve yeterli bir formül kümesi ve Γ ⊆ Φ,
S-tutarlı ise Γ’nın Γ′ ⊆ Φ olacak şekilde maksimal S-tutarlı bir genişlemesi vardır.

İspat. Φ’de S-tutarlı olan Γ formül kümesinin yine Φ’de maksimal S-tutarlı

bir Γ′ formül kümesine genişletilebileceği gösterilmelidir. Φ kümesi sonlu ve ele-

man sayısı k olsun ve Φ’deki formülleri ϕ1, ..., ϕk şeklinde numaralandıralım. Γ′

kümesini, aşağıdaki gibi tanımlanmış olan S-tutarlı kümelerin birleşimi olarak

tanımlanacaktır.

Γ0 = Γ

Γn+1 =

 Γn ∪ {ϕn} eğer Γn ∪ {ϕn},Φ′deS tutarlıysa

Γn ∪ {¬ϕn} diğer hallerde

Γ′ =
⋃
n<k Γn. Şimdi de elde edilen Γ′ kümesinin Φ’de maksimal S-tutarlı olduğu

gösterilmelidir.

Γ′, Φ’de S-tutarlıdır: Γ′, Φ’de S-tutarlı olmasın. Şu halde Γ′’nın tutarlı olma-

yan bir Ψ alt kümesi vardır öyle ki bir n için Ψ ⊆ Γn’dir. Fakat her Γn, Φ’de

S-tutarlı olduğu için bu bir çelişkidir. O halde Γ′, Φ’de S-tutarlıdır.

Γ′ maksimaldir: Keyfi bir ϕn ∈ Φ formül olsun öyle ki ϕn /∈ Γ′. Şu halde

aynı zamanda ϕn /∈ Γn’dir. Γn ∪ {ϕn} Φ’de tutarsız olduğundan Γ′ ∪ {ϕn} de
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tutarsıdır. O halde Γ′’nün Φ’de S-tutarlı bir genişlemesi yoktur. Buradan Γ′’nün

Φ kümesinde maksimal olduğu elde edilir.

�

Lemma 4.2.6. Φ sonlu ve yeterli bir formül kümesi ve Γ, Φ de maksimal S-tutarlı
ise aşağıdakiler sağlanır:

(i) Γ kümesi Φ’de türetim altında kapalıdır.

(ii) ¬ϕ ∈ Φ ise ¬ϕ ∈ Γ olması için gerek ve yeter koşul ϕ /∈ Γ olmasıdır.

(iii) ϕ ∧ ψ ∈ Φ ise ϕ ∧ ψ ∈ Γ olması için gerek ve yeter koşul ϕ ∈ Γ ve ψ ∈ Γ
olmasıdır.

İspat.

(i) ϕ /∈ Γ olsun. Bu durumda (i)’den ¬ϕ ∈ Γ ’dır. Türetim tanımından Γ ` ¬ϕ

olur. O halde Γ `PC ϕ ∧ ¬ϕ’dir. Buradan Γ `⊥ olur ki bu Γ’nın tutarlılığı

ile bir çelişkidir.

(ii) (⇐): ¬ϕ ∈ Γ olsun. Φ alt formüller altında kapalı olduğundan ϕ ∈ Φ’dir.

Γ, Φ’de S-tutarlı olduğu için ϕ /∈ Γ’dır.

(⇒): ϕ /∈ Γ olsun. Bu durumda Γ ∪ {ϕ} kümesi tutarsızdır yani Γ ∪

{ϕ} `⊥’dur. Buradan Γ ` ϕ →⊥ elde edilir. Şu halde Γ ` ¬ϕ’dir. Lem-

manın (i) koşulu gereği ¬ϕ ∈ Γ olur.

(iii) (⇒) : ϕ∧ψ ∈ Γ olsun. ϕ∧ψ ∈ Φ ve Φ alt formüller altında kapalı olduğundan

ϕ, ψ ∈ Φ’dır. ϕ ∧ ψ ∈ Γ ise bu durumda Γ ` ϕ ∧ ψ’dir. Buradan Γ `PC ϕ

ve Γ `PC ψ elde edilir. (iii)’den ϕ ∈ Γ ve ψ ∈ Γ’dır.

(⇐) : ϕ ∈ Γ ve ψ ∈ Γ olsun. Türetim tanımından Γ `PC ϕ ve Γ `PC ψ

olur. Buradan Γ ` ϕ ∧ ψ’dir. (iii)’den ϕ ∧ ψ ∈ Γ’dır.

�

4.2.2 S5EC için Sonlu Henkin Yöntemi

Şimdi S5EC için sonlu Henkin yöntemiyle elde edilen modeli tanımlayabiliriz.

Tanım 4.2.7. ϕ bir formül ve
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• Φ1 = {ψ,¬ψ | ψ, ϕ’ nin bir alt formülüdür },

• Φ2 = {Kiψ,¬Kiψ | Eψ ∈ Φ1},

• Φ3 = {KiCψ,¬KiCψ,ECψ, ECψ | Cψ ∈ Φ1}

olsun. Φ = Φ1∪Φ2∪Φ3 kümesine ϕ’nin alt formüllerinin yeterli kümesidir denir.
Burada Φ sonlu, ϕ ∈ Φ ve Φ alt formüller altında kapalıdır.

Tanım 4.2.8. Φ sonlu ve yeterli bir formül kümesi olmak üzere, S5EC mantığının
Henkin metoduyla elde edilen modeli MΦ = 〈SΦ, RΦ

1 , ..., R
Φ
m, R

Φ
E, R

Φ
C , V

Φ〉 aşağıdaki
gibi tanımlanır:

SΦ = {Γ | Γ,Φ’de maksimal tutarlı formül kümesi}
RΦ
i ={(Γ,Γ′) | her ϕ ∈ Φ için Kiϕ ∈ Γ olması için gerek ve yeter koşul

Kiϕ ∈ Γ′ olmasıdır}
RΦ
E = {(Γ,Γ′) | her ϕ ∈ Φ için Eiϕ ∈ Γ ise ϕ,Eiϕ ∈ Γ′’dır}

RΦ
C = {(Γ,Γ′) | her ϕ ∈ Φ için Ciϕ ∈ Γ olması için gerek ve yeter koşul

Ciϕ ∈ Γ′ olmasıdır}
V Φ(p) = {Γ ∈ SΦ | p ∈ Γ}

Tanım 4.2.9. Γ = {ϕ1, ..., ϕn} formül kümesi verilmiş olsun. Γ̂ formülü Γ̂ =
ϕ1 ∧ ... ∧ ϕn şeklinde tanımlanır.

Lemma 4.2.10. Φ yeterli bir küme olmak üzere Γ ve Σ kümeleri Φ’de maksimal
tutarlı olsun. Γ̂∧ < Ki > Σ tutarlı ise (Γ,Σ) ∈ RΦ

i ’dir.

İspat. (Γ,Σ) /∈ RΦ
i olsun. Γ̂∧ < Ki > Σ formülünün tutarsız olduğunu göster-

meliyiz. Bu durumda bir ϕ ∈ Φ formülü için Kiϕ ∈ Γ ve Kiϕ /∈ Σ’dır. Buradan

` Γ̂→ Kiϕ ve ` Σ̂→ ¬Kiϕ elde edilir. Bu durumda aşağıdaki türetimi verebili-

riz.

1. ` Σ̂→ ¬Kiϕ

2. ` Kiϕ→ ¬Σ̂

3. ` Ki(Kiϕ→ ¬̂) (Zorunluluk kuralından)

4. ` KiKiϕ→ Ki¬Σ̂ (K aksiyomundan)

5. ` Kiϕ→ Ki¬Σ̂ (Kiϕ→ KiKiϕ aksiyomundan)

6. ` Γ̂→ Ki¬Σ̂ (` Γ̂→ Kiϕ olduğundan)

7. ` Γ̂→ ¬ < Ki > Σ̂

8. ` ¬(Γ̂∧ < Ki > Σ̂)

9. ` (Γ̂∧ < Ki > Σ̂)→⊥

elde edilir. O halde Γ̂∧ < Ki > Σ̂ formülü tutarsızdır. Öyleyse Γ̂∧ < K >i Σ

tutarlı ise (Γ,∆) ∈ Ki’dir. �
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Lemma 4.2.11. Γ, Φ’de maksimal tutarlı bir küme olmak üzere, her Cϕ ∈ Φ için,
Cϕ ∈ Γ olması için gerek ve yeter koşul hem Cϕ hem de ϕ’nin Γ = Θ0, ...,Θn = Γ′

zincirindeki her bir kümenin elemanı olmasıdır.

İspat. (⇒): Cϕ ∈ Γ olsun. İspat zincirin uzunluğu üzerine tümevarımla yapılır.

Temel Adım: Zincirin uzunluğu n=0 olsun. Bu durumda Γ = Θ0 = Γ′’dür.

Cϕ ∈ Φ ve Φ yeterli bir küme olduğundan ϕ ∈ Φ’dir. Bununla birlikte ` Cϕ→ ϕ

ve Γ, Φ’de türetim altında kapalı olduğundan ϕ ∈ Γ’dır.

Tümevarım Hipotezi: Zincirin uzunluğu n ve lemma n için doğru olsun.

Tümevarım Adımı: Zincirin uzunluğu n+1 olsun. Tümevarım hipotezinden

Cϕ ∈ Θn’dir. (Θn,Θn+1) ∈ RΦ
i olsun. Cϕ → ECϕ bir aksiyom, Θn maksimal

tutarlı bir küme ve türetim altında kapalı olduğundan ECϕ ∈ Θn’dir. Bununla

birlikte, Eϕ↔ Kϕ1∧...∧Kϕm aksiyomundan her a ∈ B için ` Eϕ→ Kaϕ’yi elde

ederiz. Buradan KaCϕ ∈ Θn’dir. (Θn,Θn+1) ∈ Ri olduğundan Cϕ ∈ Θn+1’dir.

Temel adıma benzer olarak ϕ ∈ Θn+1 elde edilir.

(⇐): Hem Cϕ hem de ϕ, Γ = Θ0, ...,Θn = Γ′ zincirindeki her bir kümenin

elemanı olsun. Her Cϕ ∈ Φ için Cϕ ∈ Γ olduğunu göstermeliyiz. CΦ kümesi

Φ’deki maksimal tutarlı Σ kümelerinin kümesi olsun öyle ki ϕ formülü, Σ =

χ0, ..., χk = Σ′ zincirindeki her kümenin elemanıdır.

Ψ =
∨

Σ∈CΦ
Σ̂

formülünü göz önüne alalım. Φ’de tutarlı Γ̂ formülü Ψ formülünün bir alt

formülü olduğundan ` Γ̂ → Ψ’dır. Bununla birlikte Σ ∈ CΦ ise ϕ ∈ Σ’dır.

Şu halde ϕ formülü Σ̂’nın bir alt formülü ve Σ̂ formülü Ψ formülünün bir alt

formülü olduğundan ` Ψ→ ϕ’dir.

Şimdi de ` Ψ→ EΨ olduğunu gösterelim. Bunun için Ψ ∧ ¬EΨ formülü tu-

tarlı olsun. Bu durumda Ψ’nin bir alt formülü Σ̂ vardır öyle ki Σ̂ ∧ ¬EΨ tu-

tarlıdır. Buradan bir a kişisi için Σ̂∧ < Ka > ¬Ψ formülünün tutarlı olduğu

elde edilir. ¬Ψ tutarlı olduğundan Σ̂∧ < Ka >
∨

Ω∈(SΦ−CΦ) Ω̂ formülü tutarlıdır.

Σ̂ ∧ ∨
Ω∈(SΦ−CΦ) < Ka > Ω̂ formülü de tutarlıdır. Bu durumda Φ’de maksimal

tutarlı bir Ω formül kümesi için Ω̂ /∈ CΦ ve Σ̂ ∧ ∨
Λ∈(SΦ−CΦ) < Ka > Λ̂ tutarlı

olduğu elde edilir. Lemma 4.2.10’dan (Σ,Ω) ∈ RΦ
a ’dır. Bununla birlikte Ω /∈ CΦ

olduğundan Ω’da bir zincir vardır öyle ki ϕ bu zincirdeki kümelerden en az bi-

rinin elemanı değildir. Şu halde ilk elemanı Σ olan bir zincir vardır öyle ki ϕ
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formülü bu zincirdeki kümelerden herhangi bir tanesinin elemanı değildir. Bu ise

Σ ∈ CΦ olması ile bir çelişkidir.

O halde Ψ→ EΨ tutarlıdır yani ` Ψ→ EΨ’dir. Buradan ` C(Ψ→ EΨ)’dir.

` C(Ψ → EΨ) → (Ψ → CΨ)’den modus ponens ile ` Ψ → CΨ elde edilir.

Bununla birlikte ` Γ̂ → Ψ’den ` Γ̂ → CΨ elde edilir. Ayrıca Ψ → ϕ ile birlikte

C için dağılma ve zorunluluk kuralları uygulanırsa Γ̂→ Cϕ elde edilir. Γ formül

kümesi Φ’de maksimal tutarlı olduğundan Cϕ ∈ Γ olur. �

Lemma 4.2.12. Tanım 4.2.8’de verilen MΦ modeli bir S5EC modeldir.

İspat. MΦ modelinin (i)-(iii) koşullarını gerçeklediğini göstermeliyiz.

(i) RΦ
i bağıntısının bir denklik bağıntısı olduğunu göstermeliyiz.

RΦ
i yansımalıdır. Kiϕ ∈ Γ olsun. Kiϕ → ϕ bir aksiyom ve Γ maksimal

tutarlı bir küme olduğundan ϕ ∈ Γ’dır. RΦ
i bağıntısının tanımı gereği

(Γ,Γ′) ∈ RΦ
i ’dir.

RΦ
i öklidyendir. (Γ,Γ′), (Γ,Γ′′) ∈ RΦ

i ve Kiϕ ∈ Γ olsun. (Γ,Γ′) ∈ RΦ
i

olduğundan Kiϕ ∈ Γ′’dür. Bununla birlikte (Γ,Γ′′) ∈ RΦ
i olduğundan ϕ,

Kiϕ ∈ Γ′′’dür. Şu halde RΦ
i ’nin tanımından (Γ′,Γ′′) ∈ RΦ

i ’dir.

(ii) RΦ
E = RΦ

1 ∪ ... ∪RΦ
m olduğunu gösterelim.

(⊆) : (Γ,Γ′) ∈ RΦ
E ve (Γ,Γ′) /∈ RΦ

i olsun. Bu durumda her 1 ≤ i ≤ m için

Kiϕ ∈ Γ olurken ϕ /∈ Γ′ veya Kiϕ /∈ Γ′’dür.

– ϕ /∈ Γ′ olsun. Bu durumda Γ′’nün maksimal tutarlılığından ¬ϕi ∈

Γ′’dür. Öyleyse ¬ϕ1∧...∧¬ϕm ∈ Γ′’dür. ϕ = ϕ1∨...∨ϕm olsun. ` ϕi →

ϕ olduğundan ` Ki(ϕi → ϕ)’dir. K aksiyomundan ` Kiϕi → Kiϕ. Γ

maksimal tutarlı olduğundan Kiϕi → Kiϕ ∈ Γ, buradan da her i için

Kiϕ ∈ Γ. Böylece K1ϕ ∧ ... ∧ Kmϕ ∈ Γ olduğundan (A6) aksiyomu

gereği Eϕ ∈ Γ’dır. Bu sonuçtan ϕ ∈ Γ/E ⊆ Γ′ elde edilir. Ayrıca

¬ϕ1 ∧ ... ∧ ¬ϕm ∈ Γ′ olduğundan ¬ϕ ∈ Γ′’dır. Bu ise bir çelişkidir. Şu

halde bazı i’ler için (Γ,Γ′) ∈ RΦ
i ’dir.

– Kiϕ /∈ Γ′ olsun. Γ′ maksimal tutarlı olduğundan ¬Kiϕ ∈ Γ′’dır. O

halde ¬K1ϕ ∧ ... ∧ ¬Kiϕ ∈ Γ′’dür. Bununla birlikte (Γ,Γ′) ∈ RΦ
E
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olduğundan Eϕ ∈ Γ′’dür. (A6) aksiyomundan ve Γ′’nün maksimal

tutarlı olmasından Kiϕ∧ ...∧Kmϕ ∈ Γ′ elde edilir ki bu bir çelişkidir.

Şu halde RΦ
E ⊆ RΦ

1 ∪ ... ∪RΦ
m’dir.

(⊇) : (Γ,Γ′) ∈ RΦ
1 ∪ ... ∪ RΦ

m olsun. Şu halde Kiϕ ∈ Γ ise ϕ,Kiϕ ∈ Γ′’dür.

Buradan K1ϕ ∧ ...Kmϕ ∈ Γ′’dür. (A6) aksiyomu gereği Eϕ ∈ Γ′’dır yani,

(Γ,Γ′) ∈ RΦ
E’dir. RΦ

1 ∪ ... ∪RΦ
m ⊆ RΦ

E elde edilmiş olur.

(iii) (⊆): (Γ,Γ′) ∈ R∗E ve Cϕ ∈ Γ olsun. Öyleyse Γ = Θ0, ...,Θn = Γ′ zinciri

vardır öyle ki (Θi,Θi+1) ∈ RΦ
E’dir. (A8) Cϕ → ECϕ aksiyomu ve Cϕ ∈ Γ

ile ECϕ ∈ Θ0 elde edilir. (Θi,Θi+1) ∈ RΦ
E ifadesi kullanılırsa Cϕ ∈ Θ1’dir.

Bu işlem n defa tekrarlanırsa Cϕ ∈ Γ′ elde edilmiş olur.

(⊇): (Γ,Γ′) ∈ RΦ
C olsun. (Γ,Γ′) ∈ RE

∗ olduğunu göstermek için Γ =

Θ0, ...,Θn = Γ′ olacak şekilde Φ’deki maksimal tutarlı kümelerin bir zinciri

vardır öyle ki her k için (0 ≤ k < n) 〈Θk,Θk+1〉 ∈ RE olduğunu göstermeli-

yiz. Burada her Γk’de ϕ’nin doğru olduğu için istenilen gösterilmiş olur.

Böylece MΦ modeli , bir S5EC modeldir. �

Lemma 4.2.13. (Truth) Φ sonlu ve yeterli bir formül kümesi, Γ ⊆ Φ ve ϕ ∈ Φ
olmak üzere Γ |= ϕ olması için gerek ve yeter koşul ϕ ∈ Γ olmasıdır.

İspat. ϕ ∈ Φ olsun. İspat ϕ formülünün karmaşıklığı üzerinde tümevarımla

yapılır.

Temel Adım: ϕ önerme değişkeni p olsun. p ∈ Γ olması için gerek ve yeter

koşul Γ ∈ V Φ(sΓ)(p) olduğundan istenilen elde edilmiş olur.

Tümevarım Hipotezi: Her maksimal tutarlı küme Γ ⊆ Φ ve ϕ1, ϕ2 ∈ Φ için

lemma doğru olsun.

Tümevarım Adımı:

(i) ∧ ve ¬ bağlaçları için ispat 4.1.6’dakine benzer şekilde yapılır.

(ii) ϕ = Cϕ1 olsun.

Cϕ1 ∈ Γ⇔

ϕ1 ∈ Γ = Γ0, ...,Γn = Γ′ ⇔ (Tümevarım Adımı)

MΦ,Γ0 |= ϕ1 ∧ ... ∧MΦ,Γn |= ϕ1 ⇔

MΦ,Γ |= Cϕ1.
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(iii) (⇐) : ϕ = Eψ olsun. Θ, Φ’de maksimal tutarlı keyfi bir küme olsun öyle

ki (Γ,Θ) ∈ RE. RE’nin tanımından, ψ ∈ Θ’dır. Tümevarım hipotezinden,

MΦ,Θ |= ψ’dir. Θ kümesi keyfi seçildiğinden MΦ,Γ |= Eψ’dir.

(⇒) : MΦ,Γ |= Eψ olsun. Γ/E = {ϕ | Eϕ ∈ Γ} ∪ {¬ψ} kümesinin tutarsız

olduğunu gösterelim. Γ/E ∪ {¬ψ} tutarlı olsun. Bu durumda bir maksimal

genişleme Γ′ vardır ve Γ/E ⊆ (Γ/E) ∪ {¬ψ} ⊆ Γ′ olduğundan (sΓ, s
′
Γ) ∈

RE’dir. ¬ψ ∈ Γ′ olduğundan tümevarım hipoteziyle MΦ, s′Γ |= ¬ψ olur.

Buradan MΦ, sΓ |= ¬Eψ elde edilir. Bu ise bir çelişkidir. Şu halde Γ/E ∪

{¬ψ} kümesinin sonlu bir alt kümesi vardır öyle ki ϕ1, ..., ϕk,¬ψ tutarsızdır.

Buradan ` ¬(ϕ1 ∧ ... ∧ ϕk ∧ ¬ψ)’dir. Öyleyse

` (ϕ1 → ϕ2 → (....(ϕk → ψ)...))’dir. (1)

Şimdi de

E(ϕ→ ψ)→ (Eϕ→ Eψ) (2)

olduğunu gösterelim. M keyfi bir model ve s bu modelde bir durum olmak

üzere M, s |= E(ϕ → ψ) ve M, s |= Eϕ olsun. Bu durumda, (s, t) ∈ RE

koşulunu sağlayan her t durumu için M, t |= ϕ→ ψ ve M, t |= ϕ. Buradan

(s, t) ∈ RE koşulunu sağlayan her t durumu için M, t |= ψ olduğu elde

edilir. O halde M, s |= Eψ’dir.

ϕ2 → (....(ϕk → ψ)...) ifadesini σ ile gösterelim. Bu durumda

` (ϕ1 → σ)’dır. (3)

Ayrıca ` ϕ ise her i (0 ≤ i < n)için ` Kiϕ’dir. Buradan ` K1ϕ ∧ ... ∧Knϕ

olur. (A6)’dan ` Eϕ elde edilir. Buradan (3) ile

` E(ϕ1 → σ) (4)

olur.

(2) ve (4)’ten
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` Eϕ1 → Eσ’dır. (5)

Γ kümesi maksimal tutarlı olduğundan bütün totolojileri içerir: (Eϕ1 →

Eσ) ∈ Γ’dır. Buradan Eϕ1 ∈ Γ olduğundan Eσ ∈ Γ’dır. Bu işlem tekrar-

lanırsa Eψ ∈ Γ elde edilir.

(iv) Kiϕ için ispat (iii)’tekine benzer şekilde yapılır.

�

Teorem 4.2.14. S5EC sonlu model özelliğine sahiptir.

İspat. ϕ, S5EC dilinde bir formül olmak üzere, 0S5EC ϕ olsun. Bu durumda

ϕ’nin yeterli kümesi Φ için {¬ϕ} kümesini içeren Φ’de maksimal tutarlı tutarlı bir

genişlemesi Γ vardır. Sonlu Henkin yöntemiyle elde edilen MΦ için M,Γ |= ¬ϕ’dir.

Bu model ϕ formülü için bir karşı model olduğundan 2 ϕ olur. Bu durumda S5EC

sonlu model özelliğine sahiptir. �

4.2.3 KD45-O için Sonlu Henkin Yöntemi

KD45-O için sonlu Henkin yöntemiyle elde edilen modeli tanımlayabiliriz. Bu

bölümdeki bilgiler [14]’te de bulunabilir.

Tanım 4.2.15. ϕ bir KD45-O formül olmak üzere ϕ’nin alt formüllerini içeren Φ
kümesi aşağıdaki özellikleri sağlarsa KD45-O sistemi için yeterli bir küme olarak
adlandırılır:

1. Eğer ψ ∈ Φ ise ¬ψ ∈ Φ’dir.

2. Eğer Bψ, Bχ ∈ Φ ise B(ψ ∨ χ) ∈ Φ’dir.

3. Eğer Bψ, Bχ ∈ Φ ise B(ψ ∧ χ) ∈ Φ’dir.

4. Eğer Bψ ∈ Φ ise UBψ ∈ Φ’dir.

5. Eğer Bψ,Bχ ∈ Φ ise Bψ <B Bχ’dir.

6. BT,B ⊥∈ Φ’dir.

Tanım 4.2.16. Φ yeterli bir küme olmak üzere, KD45-O mantığının sonlu kano-
nik modeli Mc = 〈Sc, RB, RU , V

c〉 aşağıdaki şekilde tanımlanır:

(i) Sc = {Γ | Γ,Φ’de maksimal KD45-O tutarlı },
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(ii) RB = {(Γ,Γ′) | (Bϕ ∈ Γ⇒ Bϕ,ϕ ∈ Γ′) ve(¬Bϕ ∈ Γ⇒ ¬Bϕ ∈ Γ′)},
RU = {(Γ,Γ′) | (Uϕ ∈ Γ⇒ Bϕ,ϕ ∈ Γ′) ve (¬Uϕ ∈ Γ⇒ ¬Uϕ ∈ Γ′)}

(iii) V c(p) = {Γ | p ∈ Γ}.

Lemma 4.2.17. KD45−O mantığının sonlu kanonik modeli Mc = 〈Sc, RB, RU , V
c〉

aşağıdaki özellikleri gerçekler.

(i) RU bağıntısı bir denklik bağıntısıdır.

(ii) RB bağıntısı, RU ’nun öklidyen alt bağıntısıdır.

İspat.

(i) Öncelikle RU ’nun bir denklik bağıntısı olduğunu gösterelim. Bunun için

RU ’nun yansımalı, simetrik ve geçişli olduğunu göstereceğiz.

(a) RU yansımalıdır: Her Γ ∈ Sc için (Γ,Γ) ∈ RU olduğunu göstermeliyiz.

Bunun için Uϕ ∈ Γ olmak üzere ϕ ∈ Γ olduğunu göstermeliyiz. İspat

çelişkiyle yapılır: ϕ /∈ Γ olsun. Γ maksimal tutarlı olduğundan ¬ϕ ∈

Γ’dır. Zorunluluk kuralıyla birlikte Γ maksimal tutarlı olduğundan

U¬ϕ ∈ Γ’dır. Bu bir çelişkidir. O halde ϕ ∈ Γ ve (Γ,Γ) ∈ RU ’dur.

(b) RU simetriktir: (Γ,Γ′) ∈ RU olsun. (Γ′,Γ) ∈ RU olduğunu göstermeli-

yiz. Bu durumda Uϕ ∈ Γ′ ise ϕ,Uϕ ∈ Γ olduğunu göstermeliyiz. Uϕ /∈

Γ olsun. Γ maksimal tutarlı olduğundan ¬Uϕ ∈ Γ’dır. (Γ,Γ′) ∈ RU

olduğundan ¬Uϕ ∈ Γ′ olur ki bu Γ′’nün tutarlı olması ile bir çelişkidir.

Şimdi de ϕ /∈ Γ olsun. Γ maksimal tutarlı olduğundan ¬ϕ ∈ Γ ve zo-

runluluk kuralından U¬ϕ ∈ Γ’dır. (Γ,Γ′) ∈ RU olduğundan ¬ϕ ∈ Γ′

olur. Uϕ ∈ Γ′ ile birlikte Uϕ→ ϕ bir teorem olduğundan ϕ ∈ Γ′ elde

edilir. Bu ise Γ′’nin tutarlı olması ile bir çelişkidir.

¬Uϕ ∈ Γ′, ¬Uϕ /∈ Γ olsun. Bu durumda (Γ,Γ′) ∈ RU olduğundan

¬Uϕ /∈ Γ′ ve bu bir çelişkidir.

Şu halde RU bağıntısı simetriktir.

(c) RU geçişlidir: (Γ,Γ′), (Γ′,Γ′′) ∈ RU ve Uϕ ∈ Γ olsun. (Γ,Γ′′) ∈ RU

olduğunu göstermeliyiz. (Γ,Γ′) ∈ RU olduğundan Uϕ ∈ Γ′’dür. Bu-

nunla birlikte (Γ′,Γ′′) ∈ RU olduğundan ϕ,Uϕ ∈ Γ′′’dür. Öyleyse

Uϕ ∈ Γ olduğunda ϕ,Uϕ ∈ Γ′′ ve (Γ,Γ′′) ∈ RU ’dur.
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¬Uϕ ∈ Γ olsun. (Γ,Γ′) ∈ RU olduğundan ¬Uϕ ∈ Γ′’dür. Benzer

şekilde (Γ′,Γ′′) ∈ RU olduğundan ¬Uϕ ∈ Γ′′ olur ki buradan (Γ,Γ′′) ∈

RU elde edilir.

O halde RU bağıntısı yansımalı, simetrik ve geçişli olduğundan bir denklik

bağıntısıdır.

(b) Şimdi de RB’nin RU ’nun öklidyen alt bağıntısı olduğunu gösterelim.

(i) RB bağıntısı öklidyendir: (Γ,Γ′), (Γ,Γ′′) ∈ RB ve Bϕ ∈ Γ′ olsun. Bu

durumda Bϕ ∈ Γ’dır. (Γ,Γ′′) ∈ RB olduğundan ϕ,Bϕ ∈ Γ′′ olur. Şu

halde Bϕ ∈ Γ′ iken ϕ,Bϕ ∈ Γ′′’dır. Buradan (Γ′,Γ′′) ∈ RB elde edilir.

(ii) (Γ,Γ′) ∈ RB ve Uϕ ∈ Γ olsun. Uϕ→ Bϕ formülü KD45−O’nun bir

teoremi olduğundan Lemma 4.3.3 (iv) ile Bϕ ∈ Γ elde edilir. Bununla

birlikte (Γ,Γ′) ∈ RB olduğundan ϕ,Bϕ ∈ Γ′’dür. ϕ → Uϕ, KD45 −

O’nun teoremi olduğundan Uϕ ∈ Γ′ elde edilir. Buradan (Γ,Γ′) ∈ RU

yani, RB ⊆ RU ’dur.

�

RU bağıntısı bir denklik bağıntısı olduğundan U denklik sınıfları içinde boştan

farklı B-yansımalı elemanlardan oluşan bir küme vardır ve bu küme B ile göste-

rilir.

KD45-O mantığında U , evrensel bir operatördür. Dolayısıyla RU bağıntısının

da evrensel olması gerekmektedir. Fakat elde edilen modelde RU böyle bir özelliğe

sahip olmadığından doğrulmuş alt model yöntemine başvuracağız.

Tanım 4.2.18. KD45−O mantığının kanonik modeli olan Mc’nin Φ0 ile RU ’dan
doğrulmuş alt modeli MΦ0 = 〈SΦ0 , TB, TU , VΦ0〉 aşağıdaki gibi tanımlanır:

(i) SΦ0 ⊆ SΦ,

(ii) TB = RB ∩ (SΦ0 × SΦ0),

(iii) TU = RU ∩ (SΦ0 × SΦ0),

(iv) VΦ0(p) = V (p) ∩ SΦ0

Böylece elde edilen modelde TU bağıntısı denklik bağıntısı olması yanında

evrensel bağıntı da oldu.
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Lemma 4.2.19. (Truth) Γ maksimal tutarlı bir küme ve ϕ bir KD45-O formül
olsun. Bu durumda, tanım 4.2.18’de verilen MΦ0 modeli için

MΦ0 ,Γ |= ϕ⇔ ϕ ∈ Γ’dır.

İspat. İspat, ϕ’nin karmaşıklığı üzerinde tümevarımla yapılır.

(i) ϕ atomik formül ise istenilen VΦ0 ’ın tanımından elde edilir.

(ii) ¬,∨ bağlaçları için ispat lemma 4.1.6’dakine benzer şekilde yapılır.

(iii ϕ = Bψ olsun.

(⇐) : ϕ ∈ Γ olsun. Bir Γ′ ∈ SΦ0 için, (Γ,Γ′) ∈ TB ise ψ ∈ Γ′’dür. ψ ` Bψ

ve Γ′ türetim altında kapalı olduğundan Bψ ∈ Γ′’dür. O halde Bϕ → ϕ ∈

Γ′’dür. Buradan Γ′’nün yansımalı yani Γ′ ∈ B olduğu elde edilir. Γ′ keyfi

seçildiğinden MΦ0 ,Γ |= Bψ’dir.

(⇒) : MΦ0 ,Γ |= ϕ olsun. Öncelikle Γ/B ={ ψ | Bψ ∈ ψ} olmak üzere

(Γ/B)∪{¬ψ} kümesinin tutarsız olduğunu gösterelim. (Γ/B)∪{¬ψ} tutarlı

olsun. Bu durumda Lindenbaum lemmasından bu kümenin maksimal tutarlı

bir Ψ genişlemesi vardır. Γ/B ⊆ (Γ/B)∪{¬ψ} ⊆ Ψ olduğundan (Γ/B,Ψ) ∈

TB olur. ¬ϕ ∈ Ψ olduğundan Ψ |= ¬ϕ’dir. Bununla birlite (Ψ,Ψ) ∈ TB

olduğu için Γ |= ¬Bψ olur ki bu Γ |= ϕ olmasıyla bir çelişkidir. O halde

(Γ/B) ∪ {¬ψ} kümesi tutarsızdır.

(Γ/B) ∪ {¬ψ} tutarsız ise Γ/B’nin sonlu bir alt kümesi Σ = {σ1, ...σm}

vardır öyle ki Σ ∪ {¬ψ} tutarsızdır. Buradan ` ¬(σ1 ∧ ... ∧ σm ∧ ¬ψ)’dir.

¬(σ1 ∧ ... ∧ σm ∧ ¬ψ) önermesel olarak σ1 → (σ2 → ...(σm → ψ)...)’ye

denk olduğundan ` (σ1 → (σ2 → ...(σm → ψ)...)’dir. σ′ = (σ2 → ...(σm →

ψ)...) olsun. Bu durumda ` (σ1 → σ′)’dür. B için zorunluluk kuralından

` B(σ1 → σ′). Yine B için K aksiyomunu uygularsak ` (Bσ1 → Bσ′) elde

edilir. Bu işlem m defa tekrarlanırsa ` Bψ elde edilir. Γ kümesi türetim

altında kapalı olduğundan Bψ ∈ Γ olur.

(iv) ϕ = Uψ olsun. İspat (iii)’tekine benzer şekilde yapılır.

(v) ϕ = ψ <B σ olsun.
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(⇒) : ψ <B σ ∈ Γ olsun. ψ <B σ → B(ψ <B σ) bir aksiyom olduğundan

ve Γ aksiyomları içerdiğinden B(ψ <B σ) ∈ Γ’dır. (iii)’nin kullanılmasıyla

Γ |= B(ψ <B σ) olur. Dolayısıyla herhangi bir ≤-minimal Γ′ durumu için

Γ′ |= ψ <B σ’dır. Bununla birlikte Γ yansımalı olduğundan özel olarak

Γ′ = Γ olarak seçilirse Γ |= ψ <B σ olur.

(⇐) : Γ |= ψ <B σ ve ψ <B σ /∈ Γ olsun. Bu durumda Γ’nın maksi-

malliğinden ¬(ψ <B σ) ∈ Γ elde edilir. Bununla birlikte tanım 2.2.6’daki

(vi) aksiyomunu kullanılırsa B¬(ψ <B σ) ∈ Γ elde edilir. (iii)’den Γ |=

B¬(ψ <B σ)’dir. Bu durumda herhangi bir ≤-minimal Γ′ durumu için

Γ′ |= ¬(ψ <B σ)’dir. Bu ise Γ |= ψ <B σ olmasıyla bir çelişkidir. O halde

ψ <B σ ∈ Γ’dır.

�

Tanım 4.2.20. X bir formüller kümesi ve ϕ bir formül olmak üzere eğer ϕ’nin
doğru olduğu dünyaların kümesi X ise ϕ, X’i temsil eder denir ve V (ϕ) = X ile
gösterilir. Φ yeterli bir küme olmak üzere eğer Φ’deki bazı Bϕ formülleri için ϕ,
X’i temsil ediyorsa X’e temsil edilebilirdir denir.

Şimdi de MΦ0 modeli üzerinde yarı sıralama bağıntısı olacak şekilde ≤ ve ≥B
bağıntılarını tanımlayalım. Bunun için,

(1) ≤ bağınıtısı SΦ0 üzerinde yarı lineer makullük sıralaması,

(2) ≥B bağıntısı da P (SΦ0) üzerinde Tanım 2.2.4’teki (i)-(iii) koşullarını sağlayan

bir yarı lineer sıralama bağıntısı olacak şekilde tanımlanmalıdır.

(1) için: Bϕ → UBϕ formülü bu B kümesinin tek türlü belirlendiğini ve bir

B denklik sınıfı olduğunu gösterir. SΦ0 kümesinin elemanları üzerinde makullük

sıralaması B’deki herhangi bir durum SΦ0 \ B’dekinden daha makuldür şeklinde

tanımlanır ve her iki kümenin kendi içindeki durumların eşit makullükte olduğu

varsayılır.

(2) için : P(SΦ0) üzerinde ≥B bağıntısını tanımlayabilmek için SΦ0 ’nin tem-

sil edilebilir alt kümeleri kullanılır. Φ’nin tanımından SΦ0 ’ın temsil edilebilir alt

kümeleri küme birleşimi, kesişimi altında kapalıdır ve SΦ0 ile boş kümeyi içerir.
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P (SΦ0)’nin temsil edilebilir elemanları üzerindeki makullük sıralaması≥1 aşağıdaki

gibi tanımlanır:

ψ <B χ doğru olması için ve yeter koşul (g.y.k.) V (ψ) ≥1 V (χ) olmasıdır.

< bağıntısı Tanım 2.2.6’daki (i)-(iii) aksiyomlarını gerçeklediğinden bir yarı

lineer sıralama bağıntısıdır. Bu nedenle SΦ0 ’nin temsil edilebilir alt kümeleri ≥1

altında da yarı lineer sıralıdır.

Şimdi de ≥1 bağıntısının Tanım 2.2.4’teki koşulları gerçeklediğini gösterelim.

(i) V (ψ) ⊆ V (χ) ise U(ψ → χ)’dir. U(ψ → χ) → χ <B ψ aksiyomundan

V (ψ) ≥1 V (χ)’dir. Böylece alt küme koşulu sağlanmış olur.

(ii) V (ψ), B’yi içersin fakat V (χ), B’yi içermesin. Bu durumda B(ψ) ∧ ¬B(χ)

doğrudur. B(ψ) ∧ ¬B(χ) → ψ � χ aksiyomu gereği MP ile V (ψ) ≥1 V (χ)

yani V (ψ) > V (χ) elde edilir.

(iii) ϕ 6=⊥ ise V (ϕ) 6= V (⊥)’dir. ϕ→ (ϕ �B⊥) aksiyomundan V (ϕ) >B V (⊥) =

∅’dir. Böylece ≥1, P(SΦ0) kümesinin temsil edilebilir elemanları üzerinde bir

sıralama bağıntısı olduğu elde edilir.

Geriye ≥1 bağıntısını P(SΦ0) kümesinin bütün elemanları üzerinde sıralama

yapacak şekilde ≥ bağıntısına genişletmek kalır. Bunun için X ⊆ SΦ0 ve X’in

temsil edilebilir en büyük alt kümesi R(X) ile gösterilmelidir. Model sonlu ve

temsil edilebilir kümeler birleşim altında kapalı olduğundan böyle bir küme vardır.

O halde ≥ bağıntısı aşağıdaki gibi tanımlanabilir:

X ≥ Y olması için g.y.k. R(X) ≥1 R(Y ) olmasıdır.

MΦ0 modelinin≥ bağıntısı için Tanım 2.2.4’teki koşulları gerçeklediğini göster-

meliyiz.

≥1 yarı lineer olduğundan ≥ bağıntısı da yarı lineerdir.

(i) X ⊆ Y ise R(X) ⊆ R(Y ) olduğundan alt küme koşulu sağlanmış olur.

(ii) B = R(B) olduğunu göstermeliyiz.

w /∈ B olacak şeklide bir w dünyasını ele alalım. B’nin dışındaki dünyalardaki

TB bağıntısı yansımalılık özelliğine sahip olmadığından (w,w) /∈ TB’dir. Bu du-

rumda bir Bψ ∈ Φ için Bψw formülü w’da doğru iken, ψw burada doğru değildir.
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Buradan Bψw’nun B üzerindeki her durumda doğru olduğunu elde ederiz. B’nin

tümleyenindeki w durumları için her ψw’nun evetlemesi ψ’yi ele alalım. B’nin

bütün elemanlarında ψ doğruyken Bϕ ∈ Φ’dir. Fakat ψ → ψu ve B’nin tümle-

yeninde ψu yanlış olduğundan B(ψ) de bu durumlarda yanlıştır. O halde ψ, B’yi

temsil eder.

Buradan B = R(B) eşitliğini elde edilir ki bu da inanç koşulunu sağlar. Yani

B ⊆ X, B * Y ise B ⊆ R(X) ve B * R(Y )’dir. R’nin tanımından R(X) ≥1

R(Y )’dir ki bu da X ≥ Y olduğunu gösterir.

Böylece bir KD45-O model olanMΦ0 üzerinde≤ ve≥B bağıntılarını tanımladık.

O halde elde edilen MΦ = 〈SΦ0 ,≤,≥B, V Φ〉 modeli, bir KD45-O modeldir. �

Teorem 4.2.21. KD45-O modeli sonlu model özelliğine sahiptir.

İspat. 0KD45−O ϕ olsun. Bu durumda ¬ϕ kümesi tutarlıdır. Lindenbaum lem-

masından, {¬ϕ} kümesinin maksimal tutarlı bir Γ genişlemesi vardır. Γ’dan

doğrulmuş olan model üzerinde sıralama bağıntılarının tanımlanmasıyla elde edi-

len model MΦ, bir KD45−O modeldir ve MΦ,Γ |= ¬ϕ’dir.

�

4.2.4 Filtreleme Yöntemi

Bu bölümde S5EC ve KD45-O modal mantıklarının filtrelenmiş modelleri tanıtılarak,

bu modellerin özellikleri verilecektir.

Tanım 4.2.22. M = 〈S,R, V 〉 bir Kripke model, Φ alt formüller altında kapalı
sonlu formül kümesi ve ψ ∈ Φ olsun. S üzerinde ≡φ bağıntısı aşağıdaki şekilde
tanımlanır:

s ≡Φ t olması için gerek ve yeter koşul

M, s |= ψ ⇔ M, t |= ψ

olmasıdır. s ≡Φ t bağıntısı bir denklik bağıntısıdır ve s ∈ S’nin denklik sınıfı
[s]Φ şeklinde gösterilir.

Tanım 4.2.23. M = 〈S,R, V 〉 bir Kripke model ve Φ alt formüller altında ka-
palı sonlu formüller kümesi olsun. M’nin Φ ile elde edilen filtrelemesi NΦ =
〈W,T, VNΦ

〉 modelidir ve aşağıdaki şekilde tanımlanır:

(i) W = {[s] | s ∈ S}
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(ii) W×W üzerinde tanımlı T bağıntısı aşağıdaki Min(T/R) ve Max(T) koşullarını
gerçekler.

Min(T/R): Her [s], [t] ∈ W için eğer (s′, t′) ∈ R, [s] = [s′] ve [t] = [t′] olacak
şekilde s′, t′ ∈ S var ise ([s], [t]) ∈ T ’dir.

Max(T): Her [s], [t] ∈ W için eğer ([s], [t]) ∈ T ise her �ψ ∈ φ için (M, s |=
�ψ → M, t |= ψ)’dir. (Yani hem Min(T/R) hem de Max(T) koşulunu
sağlayan bir T bağıntısına, R’nin Φ ile filtrelemesi denir.)

(iii) VNΦ
(p) = V (p).

M = 〈S,R, V 〉 modeli ve T , R’nin Φ ile bir filtrelemesi ise NΦ modeline M’nin

Φ ile bir filtrelemesidir denir.

Teorem 4.2.24. NΦ = 〈W,T, VNΦ
〉, M = 〈S,R, V 〉 modelinin Φ ile bir filtrele-

mesi olsun. Her ψ ∈ Φ ve s ∈ S için M, s |= ψ ⇔ (NΦ, [s]) |= ψ’dir.

İspat. İspat ψ’nin karmaşıklığı üzerine tümevarımla yapılır.

(i) ψ atomik formül olsun. VNΦ
’nin tanımından elde edilir.

(ii) ψ = ϕ ∨ χ olsun.

M, s |= ψ ⇔

M, s |= (ϕ ∨ χ)⇔

M, s |= ϕ∨ M, s |= χ⇔

(Nφ, [s]) |= ϕ ∨ (Nφ, [s]) |= χ⇔

(Nφ, [s]) |= ϕ ∨ χ⇔

(Nφ, [s]) |= ψ

(iii) ψ = ¬ϕ olsun.

M, s |= ¬ϕ⇔

M, s 2 ϕ⇔

(Nφ, [s]) 2 ϕ⇔

(Nφ, [s]) |= ¬ϕ⇔

(Nφ, [s]) |= ψ

(iv) ψ = �ϕ olsun.

(⇒) (Nφ, [s]) 2 ψ olsun. Şu halde ([s], [t]) ∈ T için (Nφ, [t]) 2 ϕ’dir. Tüme-

varım hipotezi gereği M, t 2 ϕ’dir. ([s], [t]) ∈ T olduğu için maksimallik

koşulundan M, s 2 �ϕ’dir.
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(⇐) M, s 2 �ϕ olsun. Bu durumda bir t durumu vardır öyle ki (s, t) ∈ R’dir

ve M, t 2 ϕ’dir. Tümevarım hipotezinden (Nφ, [t]) 2 ϕ’dir. Bununla birlikte

minimallik koşulu gereği ([s], [t]) ∈ T olduğundan (Nφ, [s]) 2 �ϕ’dir.

�

4.2.5 S5EC için Filtreleme Yöntemi

Şimdi S5EC sisteminin kanonik modelinin filtreleme yöntemiyle elde edilen mo-

delini inceleyeceğiz. Bu bölümdeki bilgiler [13]’te bulunabilir.

Tanım 4.2.25. S5EC’nin kanonik modeli Mc, ϕ tutarlı bir formül ve Φ altında
yeterli bir küme olsun. Mc’nin Φ ile bir filtrelemesi NΦ = 〈W,T1, ..., Tm, TE, TC , VΦ〉
aşağıdaki şekilde tanımlanır:

(i) W = {[s]Φ|s ∈ Sc}

(ii) Her Ti(i ≤ m) için aşağıdakiler sağlanır:

• Her [s]Φ, [t]φ ∈ W için ([s]Φ, [t]Φ) ∈ Ti ⇔ Her Kiψ ∈ Φ için: (Mc, s |=
Kiψ ⇔Mc, t |= Kiψ),

• TE = (T1 ∪ ... ∪ Tm),

• TC = (TE)∗

(iii) VNΦ
(p) = V (s)(p).

Lemma 4.2.26. Tanım 4.2.25’te verilen NΦ modeli bir S5EC modelidir.

İspat. S5EC denklik bağıntıları tarafından karakterize edildiğinden her i ≤m için

Ti’lerin birer denklik bağıntısı olduğunu göstermek yeterlidir. Ti bağıntıları birer

denklik bağıntısı olduğu aşikardır. O halde NΦ modeli bir S5EC modeldir. �

Lemma 4.2.25’te verilen NΦ modeli sonlu bir modeldir. Bu sonlu model Mc’nin

bir filtrelemesidir. Bunu kanıtlamak için aşağıdaki lemmaya ihtiyacımız vardır.

Lemma 4.2.27. (Tanımlanabilirlik) W, tanım 4.2.25’teki gibi tanımlanmış ol-
sun. Her A⊆ W için bir σA vardır öyle ki her [s] ∈ W için, Mc, s |= σA ⇔ [s] ∈
A’dır.

İspat. Mc, s’de doğru olan ψ ∈ Φ formüllerinin evetlemesi Form(s) olsun. [s]’nin

tanımından Mc, s |= Form(s) ⇔ [s]=[t]. [s] ∈ A için bütün Form(s)’lerin veyala-

ması σA olsun ve bunu
∨

[t]∈AForm(t) ile gösterelim.
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Mc, s |= σA ⇔

Mc, s |= ∨
[t]∈AForm(t) ⇔

[t] ∈ A olmak üzere Mc, s |=Form(t) ⇔

[s] = [t]⇔

[s] ∈ A. �

Teorem 4.2.28. Tanım 4.2.25’te verilen verilen NΦ modeli, Mc’nin Φ ile elde
edilen bir filtrelemesidir.

İspat. İspat T1, ..., Tm, TE, TC bağıntılarının sırasıylaR1c , ..., Rmc , REc , RCc bağıntılarının

Φ ile elde edilen filtrelemeleri olduğu gösterilerek yapılır.

1. Ti’lerin (i ≤ m) minimallik ve maksimallik koşullarını sağladığını gösterme-

liyiz. Minimallik koşulu için, [s], [t] ∈ W ve (s′, t′) ∈ Ric , [s]=[s′] ve [t]=[t′]

olacak şekilde s′, t′ ∈ Sc olduğunu kabul edelim. Kiψ ∈ Φ olsun.

Mc, s |= Kiψ ⇔ ([s]=[s′])

Mc, s′ |= Kiψ ⇔ (Ric bir denklik bağıntısı ve (s′, t′) ∈ Ric)

Mc, t′ |= Kiψ ⇔ ([t]=[t′])

Mc, t |= Kiψ

Bu nedenle ([s], [t]) ∈ Ti.

Maksimallik koşulu için, [s], [t] ∈ W ve ([s], [t]) ∈ Ti olsun. Mc, s |= Kiψ

olduğunu kabul edelim. Ti’nin tanımından Mc, t |= Kiψ ifadesini elde ederiz.

Ric yansımalı olduğundan Mc, t |= ψ.

2. TE’nin minimallik koşulunu sağladığını ispatlamak için, (s, t) ∈ REc olduğunu

kabul edelim. Mc bir S5EC model olduğundanR1c∪...∪Rmc = REc eşitliğini

elde ederiz. Ti bağıntısı Ric ’nin bir filtrelemesi olduğundan ([s], [t]) ∈ Ti’yi

elde ederiz. TE’nin tanımından da ([s], [t]) ∈ TE.

Maksimallik koşulu için ([s], [t]) ∈ TE ve Eψ ∈ Φ için Mc, s |= Eψ olsun.

φ yeterli olduğundan her i ≤ m için KiψΦ’yi elde ederiz. ([s], [t]) ∈ TE

olduğundan bir i ≤ m vardır öyle ki ([s], [t]) ∈ Ti’dir ve Mc, s |= Kiψ ve

Ti, Ric ’nin bir filterelemesi olduğundan Mc, s |= ψ ifadesini elde ederiz ve

buradan TE, maksimallik koşulunu sağlamış olur.
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3. TC bağıntısının minimallik koşulunu sağladığını göstermek için (s, t) ∈ RCc

olduğunu kabul edelim. A ⊆ W kümesi

A = {[u] ∈ W |([s], [u]) ∈ TE∗} olsun.

Mc, s |= C(σA → EσA)→ (σA → CσA) (1)

olduğunu gösterelim. İlk olarak

Mc, s |= C(σA → EσA) (2)

olduğunu ispatlamalıyız. (s, x) ∈ RCc ve Mc, x |= σA olsun; Mc, x |= EσA

olduğunu gösterelim, bu nedenle (x, y) ∈ REc kabul edelim. Mc, s |= σA

olduğundan ve A’nın tanımından ([s], [x]) ∈ TE∗ , buradan bir n∈ N için

([s], [x]) ∈ TEn ’dir. TE, RE’nin bir filtrelemesi olduğundan ([s], [y]) ∈ TE

ifadesini elde ederiz ve ([s], [y]) ∈ TEn+1 olduğundan ([s], [y]) ∈ TE∗ .Şu halde

[y] ∈ A ve bu nedenle Mc, y |= σA olur.

Son olarak ([s], [s]) ∈ TE∗ olduğu için A’nın tanımından

Mc, s |= σA. (3)

(1),(2) ve (3)’ten (Mc, s |= CσA. Bunun anlamı Mc, t |= σA, σA’nın tanımı

ile [t] ∈ A olur. Yani [t], [s]’nin TE∗-ardılıdır ve buradan ([s], [t]) ∈ TC olur.

Maksimallik koşulu için, ([s], [t]) ∈ TC ve Cψ ∈ Φ için Mc, s |= Cψ olsun.

TC ’nin tanımından n ∈ N için ([s], [t]) ∈ TEn . Bunun anlamı i < n için

([si], [si+1]) ∈ TE olacak şekilde [s] = [s1], [s2], ..., [sn] = [t] vardır. Mc,

(A8) için bir model olduğundan Mc, si |= Cψ ⇒ Mc, si |= ECψ. Ayrıca

Cψ ∈ Φ ve Φ yeterli olduğundan ECψ ∈ Φ’yi elde ederiz. TE, REc ’nin Φ

ile filtrelemesi olduğundan Max(TE) koşulu, Mc, si |= ECψ ⇒ Mc, si+1 |=

Cψ’yi garanti eder. Tüm bunlarla birlikte her i < n için Mc, si |= Cψ ⇒

Mc, si+1 |= Cψ. Mc, s1 = Mc, s |= Cψ, tümevarımla Mc, t = Mc, sn |= Cψ.

RCc yansımalı olduğundan Mc, t |= ψ’yi elde ederiz.

�

Teorem 4.2.29. Herhangi bir ϕ formülü için S5EC |= ϕ ⇒ S5EC ` ϕ’dir.

İspat. S5EC 0 ϕ olsun. Şu halde ¬ϕ tutarlıdır. Öyleyse ¬ϕ’yi içeren maksimal

tutarlı bir Γ formül kümesi vardır ve Mc,Γ |= ¬ϕ. Tanım 4.2.25’te verilen NΦ
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bir S5EC model olduğundan N, [Γ] |= ¬ϕ’dir. O halde S5EC |= ¬ϕ’dir. O halde

S5EC sonlu model özelliğine sahiptir. �

4.2.6 KD45-O için Filtreleme Yöntemi

Tanım 4.2.30. ϕ tutarlı bir formül ve Φ yeterli bir küme olsun. Tanım 4.2.18’deki
gibi tanımlanan MΦ0 modelinin Φ ile bir filtrelemesi MΦ = 〈SΦ, TBΦ, TUΦ, VΦ〉
aşağıdaki şekilde tanımlanır:

• SΦ = {[Γ]Φ|Γ ∈ Sc},

• TUΦ = {([Γ]Φ, [Γ
′]Φ) | her Uψ ∈ Φ için, M, [Γ]Φ |= Uψ olması için gerek ve

yeter koşul M, [Γ′]Φ |= Uψ olmasıdır)},
TBΦ = {([Γ]Φ, [Γ

′]Φ) | her Bψ ∈ Φ için,

(i) (eğer M, [Γ]Φ |= Bψ ise M, [Γ′]Φ |= Bψ ve M, [Γ′]Φ |= ψ)

(ii) (eğer M, [Γ]Φ |= ¬Bψ ise M, [Γ′]Φ |= ¬Bψ)},

• VΦ(p) = {[Γ]Φ : Γ ∈ VΦ0(p)}.

Lemma 4.2.31. Tanım 4.2.30’da verilen MΦ modeli, MΦ0’ın bir filtrelemesidir.

İspat. TUΦ ve TBΦ bağıntılarının, MΦ0 modelinde verilen TU ve TB bağıntılarının

filtrelemeleri oldukları gösterilmelidir.

TUΦ’nin minimallik ve maksimallik koşullarını sağladığını göstermeliyiz.

(i) [Γ], [Σ] ∈ SΦ ve (Γ′,Σ′) ∈ SΦ0 olsun öyle ki (Γ′,Σ′) ∈ TU , [Γ] = [Γ′]

and [Σ] = [Σ′]. Uψ ∈ Φ olduğunu varsayalım. Eğer MΦ, [Γ] |= Uψ ise

[Γ] = [Γ′] olduğundan MΦ, [Γ
′] |= Uψ’dir. Buradan MΦ,Γ

′ |= Uψ’dir. Truth

lemmasından Uψ ∈ Γ′ elde edilir. (Γ′,Σ′) ∈ TU olduğundan ψ ∈ Σ′’dır.

Σ′ ⊆ [Σ′] olduğundan ψ ∈ [Σ′]’dır. Yine Truth lemmasının kullanılmasıyla

MΦ, [Σ
′] |= Uψ’yi elde ederiz. Buradan MΦ, [Σ] |= Uψ ve ([Γ], [Σ]) ∈ TΦ

U ’dir.

[Γ], [Σ] ∈ SΦ ve ([Γ], [Σ]) ∈ TUΦ olsun. MΦ0 ,Γ |= Uψ olduğunu varsayalım.

Bu durumda Truth lemmasından Uψ ∈ Γ olur. TU ’nun tanımından ψ ∈ Σ

elde edilir. Truth lemmasından MΦ0 ,Σ |= ψ olur.

(ii) TBΦ için ispat (i)’dekine benzer şekilde yapılır.

�
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Lemma 4.2.32. Tanım 4.2.30’da verilen MΦ modeli bir KD45−O modeldir.

İspat. Bunun için TUΦ bağıntısının bir denklik bağıntısı ve TBΦ bağıntısının

TUΦ’nin öklidyen alt bağıntısı olduğunu göstermek yeterlidir.

Eğer ([Γ]Φ, [Γ
′]Φ) ∈ TBΦ ise ([Γ]Φ, [Γ

′]Φ) ∈ TUΦ olduğunu göstermeliyiz. ([Γ], [Γ′]) ∈

TBΦ ve ([Γ], [Γ′]) /∈ TUΦ olsun. Bu durumda, bir Uϕ ∈ Φ formülü vardır öyle

ki M, [Γ]Φ |= Uϕ ve M, [Γ′]Φ 2 Uϕ’dir. Truth lemmasından Uϕ ∈ [Γ]Φ ve

Uϕ /∈ [Γ′]Φ’dir. O halde, Uϕ ∈ Γ ve Uϕ /∈ Γ′’dür. Buradan, Uϕ→ Bϕ bir teorem

ve Γ maksimal tutarlı bir küme olduğundan Bϕ ∈ Γ’dır. (Γ,Γ′) ∈ TB olduğundan

ϕ ∈ Γ′ olduğunu elde ederiz. ϕ → Uϕ bir teorem olduğundan Uϕ ∈ Γ′ olur.

Γ′ ⊆ [Γ′] olduğundan Uϕ ∈ [Γ′] olur ki bu bir çelişkidir. O halde, TBΦ ⊆ TUΦ’dir.

≤Φ ve≥BΦ bağıntılarının sırasıyla SΦ ve P(SΦ) kümeleri üzerinde tanımlanması

sonlu Henkin yöntemindekiyle aynıdır. Böylece elde edilen MΦ = 〈SΦ,≤Φ,≥BΦ, VΦ〉

modeli bir KD45-O modeldir. �
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Bölüm 5

Yeni Sonuclar

Bu bölümde S5EC ve KD45-O modal mantıklarının iki farklı yöntemle elde edilen

modellerinin izomorf olduğu kanıtlanacaktır.

5.1 S5EC Modal Mantığı için Yeni Sonuçlar

Teorem 5.1.1. Φ sonlu, yeterli bir küme ve MΦ ve NΦ sırasıyla S5EC’nin sonlu
Henkin metodu ve filtreleme yöntemiyle elde edilen modelleri olsun. Bu durumda
MΦ ∼= NΦ’dir.

İspat. M ve NΦ modelleri arasında bijektif, kuvvetli bir homomorfizmanın var

olduğunu kanıtlamamız gerekir.

f : MΦ → NΦ

Γ 7→ [Γ]

Γ = [Γ] ∩ Φ ile tanımlansın. Bu şekilde tanımlanan f fonksiyonu bir izomor-

fizmadır. Bunun için öncelikle f ’nin bir fonksiyon olduğunu göstermeliyiz. Bunun

için aşağıdaki lemmalara ihtiyacımız vardır.

Lemma 5.1.2. Φ maksimal tutarlı bir küme ve Γ, Φ’de maksimal S5EC tutarlı
olsun. Bu durumda, Γ ⊆ Γ′ olacak şekilde bir maksimal S5EC tutarlı kümesi
vardır.

İspat. Γ, Φ’de maksimal S5EC tutarlı bir küme olsun. Bu durumda, maksimal

tutarlılık tanımından Γ kümesi S5EC tutarlıdır. Lindenbaum Lemmasından Γ ⊆

Γ′ olacak şekilde maksimal S5EC tutarlı bir kümenin var olduğu elde edilir. �

Lemma 5.1.3. Φ’de maksimal S5EC tutarlı bir küme Γ için Γ ⊆ Γ′ ve Γ ⊆ Γ′′

olacak şekilde Γ′, Γ′′ kümeleri maksimal S5EC tutarlı olsun. Bu durumda, Γ′ ≡Φ

Γ′′’dür.
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İspat. Çelişki yoluyla yapılır. İki maksimal S5EC tutarlı küme Γ′, Γ′′ olsun. Φ’de

maksimal S5EC tutarlı bir küme Γ için Γ ⊆ Γ′ ve Γ ⊆ Γ′′ olsun. M,Γ′ � ϕ

ve M,Γ′′ 2 ϕ olduğunu varsayalım. Bu durumda, Truth Lemma’dan ϕ ∈ Γ′ ve

ϕ /∈ Γ′′’dür. ϕ ∈ Γ′ ise ¬ϕ /∈ Γ′’dür. Γ ⊆ Γ′ ve Γ′ tutarlı olduğundan ¬ϕ /∈ Γ’dır.

Γ ⊆ Γ′′ olduğundan ¬ϕ /∈ Γ′′ elde edilir. Bu ise Γ′′’nün tutarlı olması ile bir

çelişkidir. �

O halde Γ 7→ [Γ] ile tanımlı f bağıntısı bir fonksiyondur.

Şimdi f fonksiyonunun kuvvetli homomorfizma olduğunu göstermeliyiz.

(i) Her bir önerme değişkeni p ve Γ ∈ SΦ için Γ ∈ V Φ(p) olması için gerek ve

yeter koşulun f(Γ) ∈ VΦ(p) olduğu gösterilmelidir. İki durumda incelenir.

Durum 1. p ∈ Φ olsun.

(⇒) : Γ ∈ V Φ(p) olsun. Bu durumda p ∈ Γ’dır. Γ ⊆ Γ′ olduğundan p ∈ Γ′

olur. Buradan f(Γ) = [Γ′] ∈ VΦ(p) elde edilir.

(⇐) : [Γ′] ∈ VΦ(p) olsun. Bu durumda, p ∈ Γ′’dür. Γ ⊆ Γ′ ve Γ, Φ’de

maksimal S5EC tutarlı olduğundan p ∈ Γ’dır. Buradan Γ ∈ V Φ(p) olduğu

elde edilir.

Durum 2. p /∈ Φ olsun.

Γ ⊂ Φ olduğundan p /∈ Γ’dır. V Φ(p)’nin tanımından Γ /∈ V Φ(p) olur.

Buradan da VΦ(p) = ∅ olur. Öyleyse [Γ′] /∈ VΦ(p)’dir.

(ii) Şimdi de f fonksiyonunun bağıntıları koruduğunu göstermeliyiz.

(a) Γ,Γ′ ∈ SΦ olmak üzere (Γ,Γ′) ∈ RΦ
i olması için gerek ve yeter koşul

(f(Γ), f(Γ′)) ∈ Ti olmasıdır:

(⇒) : (Γ,Γ′) ∈ RΦ
i olsun. Kiϕ ∈ [Γ] olduğunu varsayalım. O halde

Kiϕ ∈ Γ’dır. (Γ,Γ′) ∈ RΦ
i olduğundan Kiϕ ∈ Γ′’dür. Γ′ ⊆ [Γ′]

olduğundan Kiϕ ∈ [Γ′] olur. Buradan Truth lemmasından NΦ, [Γ
′] |=

Kiϕ elde edilir.

Kiϕ ∈ [Γ′] olsun. Bu durumda Kiϕ ∈ Γ′’dür. (Γ,Γ′) ∈ RΦ
i olduğundan

Kiϕ ∈ Γ’dır. Γ ⊆ [Γ] olduğundan Kiϕ ∈ [Γ] olur. Buradan Truth

lemmasından NΦ, [Γ] |= Kiϕ elde edilir.
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(⇐) : (f(Γ), f(Γ′)) ∈ Ti olsun. Kiϕ ∈ Γ olduğunu varsayalım. Γ ⊆

[Γ] olduğundan Kiϕ ∈ [Γ]’dır. Truth lemmasından NΦ, [Γ] |= Kiϕ

elde edilir. (f(Γ), f(Γ′)) ∈ Ti olduğundan NΦ, [Γ
′] |= Kiϕ’dir. Truth

lemmasının kullanılmasıyla Kiϕ ∈ [Γ′] elde edilir ki Γ′ ⊆ [Γ′] ve Kiϕ ∈

Φ olduğundan Kiϕ ∈ Γ′ elde edilir.

Kiϕ ∈ Γ′ olsun. Γ ⊆ [Γ] olduğundan Kiϕ ∈ [Γ′]’dır. Truth lem-

masından NΦ, [Γ
′] |= Kiϕ elde edilir. (f(Γ), f(Γ′)) ∈ Ti olduğundan

NΦ, [Γ] |= Kiϕ’dir. Truth lemmasının kullanılmasıyla Kiϕ ∈ [Γ] elde

edilir ki Γ ⊆ [Γ] ve Kiϕ ∈ Φ olduğundan Kiϕ ∈ Γ olur.

(b) Γ,Γ′ ∈ SΦ olmak üzere (Γ,Γ′) ∈ RΦ
E olması için gerek ve yeter koşul

(f(Γ), f(Γ′)) ∈ TE olmasıdır:

(⇒) : (Γ,Γ′) ∈ RΦ
E olsun. RE ⊆ RΦ

1 ∪ ... ∪ RΦ
n olduğundan bazı i’ler

(1 ≤ i ≤ n) için (Γ,Γ′) ∈ RΦ
i ’dir. O halde (a)’dan ([Γ], [Γ′]) ∈ Ti olur.

T1 ∪ ... ∪ Tn ⊆ TE olduğundan ([Γ], [Γ′]) ∈ TE’dir.

(⇐) : (Γ,Γ′) ∈ TE olsun. Bu durumda TE ⊆ T1 ∪ ... ∪ Tn olduğundan

bazı i’ler (1 ≤ i ≤ n) için ([Γ], [Γ′]) ∈ Ti’dir. O halde (a)’dan (Γ,Γ′) ∈

RΦ
i elde edilir. RΦ

1 ∪ ... ∪RΦ
n ⊆ RΦ

E olduğundan (Γ,Γ′) ∈ RΦ
E’dir.

(c) Γ,Γ′ ∈ SΦ olmak üzere (Γ,Γ′) ∈ RΦ
C olması için gerek ve yeter koşul

(f(Γ), f(Γ′)) ∈ TC olmasıdır:

(⇒) : (Γ,Γ′) ∈ RΦ
C olsun. Öyleyse RΦ

C ⊆ R∗E olduğundan (Γ,Γ′) ∈

R∗E’dır. Bu durumda Γ = Θ0, ...,Θn = Γ′ olacak şekilde bir dizi vardır

öyle ki her i (1 ≤ i ≤ n) için (Θi,Θi+1) ∈ RΦ
E’dir. O halde (b)’den

([Θi], [Θi+1]) ∈ TE olur. Buradan ([Γ], [Γ′]) ∈ T ∗E’dır. T ∗E ⊆ TC olduğundan

([Γ], [Γ′]) ∈ TC olur.

(⇐) : (f(Γ), f(Γ′)) ∈ TC olsun. Öyleyse TC ⊆ T ∗E olduğundan (Γ,Γ′) ∈

T ∗E’dır. Bu durumda f(Γ) = [Θ0], ..., [Θn] = f(Γ′) olacak şekilde bir

dizi vardır öyle ki her i (1 ≤ i ≤ n) için ([Θi], [Θi+1]) ∈ TE’dir. O halde

(b)’den (Θi,Θi+1) ∈ RΦ
E olur. Buradan (Γ,Γ′) ∈ R∗E’dır. R∗E ⊆ RC

olduğundan (Γ,Γ′) ∈ RC olur.

O halde (i) ve (ii) ile f fonksiyonu kuvvetli bir homomorfizmadır. Şimdi de f

fonksiyonunun bijektif olduğunu göstermeliyiz.
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f fonksiyonu bire birdir: Γ ve Γ′, Φ’de maksimal S5EC tutarlı kümeler ve

[Γ] = [Γ′] olsun. Γ = Γ′ olduğunu göstermeliyiz.

(⊆) : ϕ ∈ Γ olsun. Γ ⊆ [Γ] olduğundan ϕ ∈ [Γ] olur. Truth lemmadan

NΦ, [Γ] |= ϕ elde edilir. [Γ] = [Γ′] olduğundan aynı zamanda NΦ, [Γ
′] |= ϕ’dir.

Truth lemmadan ϕ ∈ [Γ′] olur. ϕ ∈ Φ ve Γ′ = [Γ′] ∩ Φ olduğundan ϕ ∈ Γ′’dır.

(⊇) : ϕ ∈ Γ′ olsun. Γ′ ⊆ [Γ′] olduğundan ϕ ∈ [Γ′] olur. Truth lemmadan

NΦ, [Γ
′] |= ϕ elde edilir. [Γ] = [Γ′] olduğundan aynı zamanda NΦ, [Γ] |= ϕ’dir.

Truth lemmadan ϕ ∈ [Γ] olur. ϕ ∈ Φ ve Γ = [Γ] ∩ Φ olduğundan ϕ ∈ Γ’dır.

f fonksiyonu örtendir: Her [Γ] ∈ W için f(Γ′) = [Γ] olacak şekilde en az

bir Γ′ ∈ SΦ olduğu gösterilmelidir. Bunun için [Γ] ∩ Φ kümesinin boştan farklı

olduğunu göstermeliyiz. [Γ] ∩ Φ = ∅ olsun. Bu durumda Φ = Γ′ olacak şekilde

maksimal tutarlı bir Γ′ ∈ SΦ vardır öyle ki Γ′ /∈ [Γ] = {Γ1, ...Γn}’dir. Öyleyse bir

ϕ ∈ Φ için Γ1 |= ϕ∧ ...∧ Γn |= ϕ ve Γ′ 2 ϕ’dir. Φ = Γ′ olduğundan ϕ ∈ Γ′ olur ki

bu bir çelişkidir.

Öyleyse f(Γ′) = [Γ] olacak şekilde en az bir Γ′ = [Γ] ∩ Φ ∈ SΦ vardır.

Buradan f fonksiyonunun örtenliği elde edilir.

O halde f fonksiyonu bijektif, kuvvetli bir homomorfizma ve MΦ ∼= NΦ’dir.

�

5.2 KD45-O Modal Mantığı için Yeni Sonuçlar

Teorem 5.2.1. Φ sonlu, yeterli bir küme ve MΦ ve MΦ sırasıyla KD45-O’nun
sonlu Henkin metodu ve filtreleme yöntemiyle elde edilen modelleri olsun. Bu
durumda MΦ ∼= MΦ’dir.

İspat. MΦ ve MΦ modelleri arasında bijektif, kuvvetli bir homomorfizmanın var

olduğunu kanıtlamamız gerekir.

f : MΦ → MΦ

Γ 7→ [Γ]

Γ = [Γ]∩Φ ile tanımlansın. Bu şekilde tanımlı f fonksiyonu bir izomorfizmadır.

Bunun için öncelikle f ’nin bir fonksiyon olduğunu göstermeliyiz. Bunu göstermek

için aşağıdaki lemmalara ihtiyacımız vardır.

Lemma 5.2.2. Γ ∈ B olması için gerek ve yeter koşul [Γ] ∈ B olmasıdır.
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İspat. Γ ∈ B olsun. Öyleyse (Γ,Γ) ∈ RB’dir. Bir Bϕ ∈ Φ formülü için MΦ, [Γ] |=

Bϕ olduğunu varsayalım. Truth lemmasındanBϕ ∈ [Γ]’dır. Γ = [Γ]∩Φ olduğundan

Bϕ ∈ Γ’dır. (Γ,Γ) ∈ RB olduğundan ϕ ∈ Γ elde edilir. Γ ⊆ [Γ] olduğu kullanılırsa

ϕ ∈ [Γ] elde edilir. Truth lemmasından MΦ, [Γ] |= ϕ olur.

[Γ] ∈ B olsun. Bu durumda ([Γ], [Γ]) ∈ RB’dir. Bir Bϕ ∈ Φ formülü için Bϕ ∈

Γ olsun. Γ ⊆ [Γ] olduğundan Bϕ ∈ [Γ] olur. Truth lemmasından MΦ, [Γ] |= Bϕ

elde edilir. ([Γ], [Γ]) ∈ RB olduğundan MΦ, [Γ] |= ϕ olur ki Truth lemmasının

tekrar kullanılmasıyla ϕ ∈ [Γ] olur. Γ ⊆ [Γ] ve Γ maksimal tutarlı ve bununla

birlikte [Γ] denklik sınıfındaki her küme aynı formülleri gerçeklediklerinden ϕ ∈

Γ’dır. �

Lemma 5.2.3. Φ maksimal tutarlı bir küme ve Γ, Φ’de maksimal KD45-O tutarlı
olsun. Bu durumda Γ ⊆ Γ′ olacak şekilde bir maksimal KD45-O tutarlı kümesi
vardır.

İspat. Γ, Φ’de maksimal KD45-O tutarlı bir küme olsun. Bu durumda, maksimal

tutarlılık tanımından Γ kümesi KD45-O tutarlıdır. Lindenbaum Lemmasından

Γ ⊆ Γ′ olacak şekilde maksimal KD45-O tutarlı bir kümenin var olduğu elde

edilir. �

Lemma 5.2.4. Φ’de maksimal KD45-O tutarlı bir küme Γ için Γ ⊆ Γ′ ve Γ ⊆
Γ′′ olacak şekilde Γ′, Γ′′ kümeleri maksimal KD45-O tutarlı olsun. Bu durumda,
Γ′ ≡Φ Γ′′’dür.

İspat. Φ’de maksimal KD45-O tutarlı bir küme Γ için Γ ⊆ Γ′ ve Γ ⊆ Γ′′ olsun.

M,Γ′ � ϕ ve M,Γ′′ 2 ϕ olduğunu varsayalım. Bu durumda, Truth Lemma’dan

ϕ ∈ Γ′ ve ϕ /∈ Γ′′’dür.

ϕ ∈ Γ′ ise ¬ϕ /∈ Γ′’dür. Γ ⊆ Γ′ ve Γ′ tutarlı olduğundan ¬ϕ /∈ Γ’dır. Γ ⊆ Γ′′

olduğundan ¬ϕ /∈ Γ′′ elde edilir. Bu ise Γ′′’nün tutarlı olması ile bir çelişkidir. �

O halde Γ 7→ [Γ] şeklinde tanımlanan f bağıntısı bir fonksiyondur.

Şimdi f fonksiyonunun kuvvetli homomorfizma olduğunu gösterelim.

(i) Her bir önerme değişkeni p ve Γ ∈ SΦ için Γ ∈ V Φ(p) olması için gerek ve

yeter koşulun f(Γ) ∈ VΦ(p) olduğu gösterilmelidir. İki durum söz konusu-

dur:
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Durum 1. p ∈ Φ olsun.

(⇒) : Γ ∈ V Φ(p) olsun. Bu durumda p ∈ Γ’dır. Γ ⊆ Γ′ olduğundan p ∈ Γ′

olur. Buradan f(Γ) = [Γ′] ∈ VΦ(p) elde edilir.

(⇐) : [Γ′] ∈ VΦ(p) olsun. Bu durumda, p ∈ Γ′’dür. Γ ⊆ Γ′ ve Γ, Φ’de

maksimal S5EC tutarlı olduğundan p ∈ Γ’dır. Buradan Γ ∈ V Φ(p) olduğu

elde edilir.

Durum 2. p /∈ Φ olsun.

Γ ⊂ Φ olduğundan p /∈ Γ’dır. V Φ(p)’nin tanımından Γ /∈ V Φ(p) olur.

Buradan da VΦ(p) = ∅ olur. Öyleyse [Γ′] /∈ VΦ(p)’dir.

(ii) Şimdi de f fonksiyonunun bağıntıları koruduğunu gösterelim:

(a) Γ,Γ′ ∈ SΦ0 olmak üzere (Γ,Γ′) ∈≤ olması için gerek ve yeter koşul

(f(Γ), f(Γ′)) ∈≤Φ olmasıdır:

(⇒) : (Γ,Γ′) ∈≤ ve (f(Γ), f(Γ′)) /∈≤Φ olsun. Bu durumda f(Γ) =

[Γ] /∈ B ve f(Γ′) = [Γ′] ∈ B. Buradan Γ /∈ B ve Γ′ ∈ B’dir. Bu ise

(Γ,Γ′) ∈≤ olmasıyla bir çelişkidir.

(⇐) : (f(Γ), f(Γ′)) ∈≤Φ ve (Γ,Γ′) /∈≤ olsun. O halde Γ′ ∈ B ve

Γ /∈ B’dir. Buradan [Γ′] ∈ B ve [Γ] /∈ B olur ki bu bir çelişkidir.

(b) Γ,Γ′ ∈ SΦ0 olmak üzere (Γ,Γ′) ∈≥B olması için gerek ve yeter koşul

(f(Γ), f(Γ′)) ∈ ≥BΦ’dir:

(⇒) : (Γ,Γ′) ∈≥B olsun. Bu durumda bazı Bϕ,Bψ ∈ Φ için ϕ <B

ψ’dir öyle ki V Φ(ϕ) = R(Γ) ⊆ Γ ve V Φ(ψ) = R(Γ′) ⊆ Γ′’dür. Γ ⊆ [Γ]

ve Γ′ ⊆ [Γ′] olduğundan sırasıyla V (ϕ) = R([Γ]) ⊆ [Γ] ve V (ψ) =

R([Γ′]) ⊆ [Γ′] olur.

(⇐) : ([Γ], [Γ′]) ∈ ≥BΦ olsun. Bu durumda bazı Bϕ,Bψ ∈ Φ için

ϕ <B ψ’dir öyle ki V (ϕ) = R([Γ]) ⊆ [Γ] ve V (ψ) = R([Γ′]) ⊆ [Γ′]’dür.

Γ ⊆ [Γ] ve Γ′ ⊆ [Γ′] olduğundan sırasıyla V (ϕ) = R(Γ) ⊆ Γ ve V (ψ) =

R(Γ′) ⊆ Γ′ olur.

O halde f fonksiyonu kuvvetli bir homomorfizmadır. Şimdi de f fonksiyonunun

bijektif olduğu gösterilmelidir:
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f fonksiyonu bire birdir: Γ ve Γ′, Φ’de maksimal KD45-O tutarlı kümeler olsun.

Bununla birlikte [Γ] = [Γ′] olduğunu varsayalım. Γ = Γ′ olduğunu göstermeliyiz.

(⊆) : ϕ ∈ Γ olsun. Γ ⊆ [Γ] olduğundan ϕ ∈ [Γ] olur. Truth lemmadan

MΦ, [Γ] |= ϕ elde edilir. [Γ] = [Γ′] olduğundan aynı zamanda MΦ, [Γ
′] |= ϕ’dir.

Truth lemmadan ϕ ∈ [Γ′] olur. ϕ ∈ Φ ve Γ′ = [Γ′] ∩ Φ olduğundan ϕ ∈ Γ′’dür.

(⊇) : ϕ ∈ Γ′ olsun. Γ′ ⊆ [Γ′] olduğundan ϕ ∈ [Γ′] olur. Truth lemmadan

MΦ, [Γ
′] |= ϕ elde edilir. [Γ] = [Γ′] olduğundan aynı zamanda MΦ, [Γ] |= ϕ’dir.

Truth lemmadan ϕ ∈ [Γ] olur. ϕ ∈ Φ ve Γ = [Γ] ∩ Φ olduğundan ϕ ∈ Γ’dır.

f fonksiyonu örtendir: Her [Γ] ∈ SΦ için f(Γ′) = [Γ] olacak şekilde en az

bir Γ′ ∈ SΦ0 olduğu gösterilmelidir. Bunun için [Γ] ∩ Φ kümesinin boştan farklı

olduğunu göstermeliyiz. [Γ] ∩ Φ = ∅ olsun. Bu durumda Φ = Γ′ olacak şekilde

maksimal tutarlı bir Γ′ ∈ SΦ0 vardır öyle ki Γ′ /∈ [Γ] = {Γ1, ...Γn}’dir. Öyleyse bir

ϕ ∈ Φ için Γ1 |= ϕ∧ ...∧ Γn |= ϕ ve Γ′ 2 ϕ’dir. Φ = Γ′ olduğundan ϕ ∈ Γ′ olur ki

bu bir çelişkidir.

Öyleyse f(Γ′) = [Γ] olacak şekilde en az bir Γ′ ∈ SΦ0 vardır.

O halde f fonksiyonu bijektif, kuvvetli bir homomorfizmadır yani MΦ ∼= MΦ’dir.

�
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Bölüm 6

Sonuç

Bu tezde, epistemik mantıkta bilgi operatörünün farklı şekilde yorumlanmasından

elde edilen iki farklı modal sistem olan S5EC ve KD45-O’nun modelleri ince-

lenmiştir. KD45-O sistemi, S5EC’den farklı olarak mümkün dünyalar üzerinde

bir küme sıralaması da içerir ve B operatörü tek bir temsilcinin değerlerini ele

alır. KD45-O’ya benzer olan ancak B operatörünün birden fazla temsilciyi (multi-

agent) göz önünde bulundurduğu KD45-Om sistemi için bu tezde ele alınan prob-

lem bir başka araştırma konusudur.
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