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BoLuM 1
Giris

Tlk olarak felsefe alanindaki cahgmalarda kullamlan modal mantik, giiniimiizde
matematik, bilgisayar bilimleri, yapay zeka ve oyun teori gibi alanlarda da kul-
lanilmaktadir. Ge¢misi antik Yunanlilara kadar dayanmasina ragmen 1918’e kadar
modalite alanindaki ¢aligmalar informel olarak kalmigtir. Modalite kavramlarina
formel olarak ilk yaklagim, C .I. Lewis’in 1918’deki ¢aligmasinda, 'zorunluluk’ ve
‘olanaklilik’ modal kavramlar: olarak kargimiza gikmaktadir [12]. Bu fikre gore
bir ¢ formiilii i¢in Uy ve Q¢ ifadeleri sirasiyla "¢ zorunludur’, "¢ olasidir’ olarak
ifade edilir. Bu tarihten sonra bagka kavramlar: da formel olarak ifade etmek icin
modal operatorler kullanilmigtir. 1930’larda Kurt Godel, matematiksel ispatlana-
bilirlik kavramini formelize etmek i¢in modal operator kullanmayi tercih etmistir.
Burada Godel, O¢’yi ¢p’nin matematiksel ispatlanabilirligi olarak, ¢¢’yi ise ¢’nin
tutarlihg olarak yorumlamigtir [4].

Lewis ve Godel’in ¢alismalarini takip eden yillarda dinamik mantik, zaman
mantig1 ve epistemik mantik gibi mantiklar, ¢esitli modaliteleri modal operatorler
arasina eklemiglerdir. Ornegin epistemik mantikta, semantik olarak [ operatorii gibi
galigan K operatorii bir seyin bilinmesi olarak ifade edilir [6]. Modal mantigin alt
mantiklardan olan epistemik mantik, bilgisayar biliminde bilgi tabanh program-
lamanin ana konularindan biri haline gelmistir [4].

Bu caligmada, epistemik mantigin temel kavramlar: olan bilgi ve degerleri
ele alan SS5EC ve KD45-O modal mantiklar1 incelenmistir. Bu amacla oncelikle
Boliim 2’de bu mantiklarin dili, formiilleri, aksiyom sistemleri, tiiretim kurallar:
ve modelleri tanimlanmaigtir.

Boliim 3 ve boliim 4’te verilen aksiyom sistemlerinin saglam ve tam olduk-



lar1 gosterilmistir. Tamlik ispatinda filtreleme ve sonlu Henkin metodlarr uygu-
lanmagtir.
Boliim 5’te ise filtreleme ve sonlu Henkin metoduyla elde edilen modellerin

izomorf olduklar: ispatlanmigtir.



BoLUM 2
On Bilgiler

2.1 Epistemik Mantik

Bu boliimde tezin okunabilirligini kolaylagtirmak amaciyla bazi temel tanim ve
kavramlar verilmigtir. Buradaki tiim bilgiler [1], [2], [5], [10]'da bulunabilir.

Mantigin ve mantiksal formalizmin bilgisayar bilimlerinde, yapay zeka ve eko-
nomi gibi alanlarda kullanimi son yillarda biiylik oranda artmigtir. Bu mantiklar
orjinal olarak felsefe i¢in gelistirilmig olan mantiklardir. Bu mantiklardan biri olan
epistemik mantik, modal mantigin temel kavramlari olan zorunluluk ve olanaklilik
kavramlarinin epistemik anlamda yeniden yorumlanmasiyla elde edilmigtir.

Bilgi ve degerler kavramlarina dayali olan epistemik mantik, bu kavramlar:
formel olarak incelemek icin geligtirilmistir. Bilgi kavraminin formel hale getiril-
mesi ilk olarak von Wright'in [15] ¢aligmalarinda ortaya cikar ve bu ¢aligmalar
daha cok sentaks temeline dayanir. Daha sonra Hintikka 1962 yilinda yazdig:
bir kitapta miimkiin diinyalar semantigini kullanarak bilgi kavramina acik bir
semantik verenlerden biri olmugtur [8]. Ge¢misi Leibniz’e kadar uzanan ve Hin-
tikka tarafindan geligtirilip formalizasyonunun da Kripke [11] tarafindan yapildig
mimkiin diinyalar kavrami, bilginin formel hale getirilmesinde temel bir rol oy-
namigtir.

Miimkiin diinyalar kavraminin altinda yatan fikir, bir kiginin gergek bir duru-
mun yaninda alternatif bagka durumlarin (miimkiin diinyalarin) da var oldugunu
diistinmesidir. Buradan, bir kiginin bir ¢ ifadesini bilmesi i¢in gerek ve yeter
kogulun onun miimkiin oldugunu diigiindiigii (onun bilgisiyle tutarh olan) her du-
rumda ¢’nin dogru olmasi olarak ortaya gikar. Ornegin San Francisco’da yasayan

bir a kigisinin Londra’daki hava durumu hakkinda bir bilgisi yoksa onun icin
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miimkiin olan bazi diinyalarda ”Londra’da hava giineglidir” ifadesi saglanirken,
baz1 diinyalarda da ”Londra’da hava yagmurludur” ifadesi saglanir. Bu nedenle
de bu kiginin Londra’daki havanin giinesli oldugunu bildigini soyleyemeyiz. Bu-
nunla birlikte eger giivenilir bir kaynaktan havanin giinesli oldugu bilgisini alirsa
artik o "Londra’da hava yagmurludur” ifadesinin saglandigi diinyalar1 miimkiin
diinya olarak gérmeyecektir [7].

Simdi bilgi kavraminin formel olarak nasil ifade edilecegini inceleyelim.

2.1.1 Epistemik Mantik Sentaksi

Epistemik mantigin dili, klasik 6nermeler mantigiin diline K (knowledge) ope-
ratoriiniin eklenmesiyle elde edilir.

Tanmim 2.1.1. n € N i¢in P = {p, | n € N} atomik onermeler kiimesi ve
A ={1,...,m}, m temsilcilerin bir kiimesi olsun. A tzerindeki ©,, ... epistemik
formiillerin Lg kiumesi asagidaki ozellikler altinda kapali en kucuk kumedir:

(i) pe P isep € Lk,

(ii) p, € Li ise (¢ A1), —p € Ly,

(iii) ¢ € Lk ise her i € A i¢in K;p € L.

Burada K;p; 1 kisisi ¢’yi bilir seklinde yorumlanir. Burada "kisi” bir insan,
makine veya bir oyundaki oyuncu da olabilir. Bununla birlikte K; modal ope-
ratoriiniin dual operatorii olan K, = —K;—; 1 kigisi ¢ gergeginin dogru olabi-

lecegini diigliniir seklinde yorumlanabilir.

2.1.2 Epistemik Mantik Semantigi

Tanim 2.1.2. P atomik onermelerin sayilabilir bir kimesi ve A kisilerin sonlu
bir kiimesi olsun. i € A olmak 1izere bir epistemik Kripke model, MM = (S, R;, V')
yapisidir oyle ki

(i) S bostan farkle durumlar kiimesi,
(i) R;, S tizerinde erigilebilirlik bagintiss,

(iii) V' her bir duruma dogruluk degeri atayan bir fonksiyondur.

bagintis1 vardir. Bu nedenle bu bagintiya ayirtedilmezlik bagintisi da denir. Genel

olarak ayirtedilemezlik bagintis1 denklik bagintisi olarak ele alinir.
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Ornek 2.1.3. Groningen, Liverpool ve Otago (GLO) senaryosunun modelinde
ayertedilemezlik bagintisina inceleyelim [6]. Bir b kisisi Groningen sehrinde yasasin
ve Groningen ile Liverpool sehirlerindeki hava durumu hakkinda bir teori olustursun.
Buna gére Groningen’de hava ya giineglidir (g ile gosterelim) veya degildir (—g),
benzer durum Liverpool i¢in de gegerlidir: giinesli (1) veya degil (—1). Bu durumda
asagrdaki 4 durum ortaya ¢ikmaktadar.

(ga _'p (_‘gv_'l)
N b\/‘

Sekil 1. GLO modeli

Burada (g,1) durumu hem Groningen’de hem de Liverpool’da havanin ginesli
oldugu durumu gostermektedir. b, Groningen’de yasadigindan buradaki hava duru-
munu bilir fakat Liverpool’dakini bilemez. Bagka bir degisle (g,1) durumunu (g,—1)
durumundan ayiramazken (—g,l) durumunu da (—g,—1)’den ayrramaz.

Tanim 2.1.4. Bir ¢ formaulunun turetimi o1, Qs, ..., on = @ formiillerinin sonlu
dizisidir oyle ki 1 < v < n i¢in her bir ¢; formili ya bir aksiyomdur ya da
kendinden dnce gelen ¢, (j < i i¢in) formillerine bir tiretim kurali uygulana-
rak elde edilir. Bir ¢ formiili, S sisteminin kurallar: ve aksiyomlary kullanilarak
turetilmisse S = ¢ yazlir. Bu durumda ¢ 'ye S-teoremdir denir.

Simdi bir epistemik modeli ve bu modelde dogruluk kavramini inceleyelim.

Tanmim 2.1.5. 9 = (S, R;, V') bir Kripke model ve s bir durum olmak tzere, epis-
temik formdller (M, s) ikilisi dzerinde yorumlanirlar. (MM, s), s € S anlamindadar.
M epistemik bir model ise (M, s) ikilisine bir epistemik durum denir. (M, s) ye-
rine M, s yazilacaktor.

M = (S, R;, V') bir model olmak tizere; M, s’de ¢ dogrudur ifadesi M, s = ¢

seklinde yazilir ve asaqidaki gibt tanamlanar:
(i) M, s = p olmasy igin gerek ve yeter kosul (g.y.k.) s € V(p) olmasidar.
(i) M, s = = olmasu i¢in (g.y.k.) M, s = ¢ olmamasidar.
(iii) M, s = A x olmasi (g.y.k.) M = ve M = x olmasidar.
(iv) M, s = K;p olmasi i¢in (g.y.k.) (s,t) € R; olan her t icin M, t E ¢

olmasadar.

(v) M, s = Kyp olmasu i¢in (g.y.k.) (s,t) € R; en az bir t vardur dyle ki (s,t) €
R; ve M, t = dir.



¢ bir epistemik formiil olsun. ¢’'nin bir M = (S, R;, V) Kripke modelinde
gegerli (M, s = ) olmas: igin (g.y.k.) her s € S i¢cin M, s | ¢ olmasidir.
Bununla birlite ¢'nin gegerli (= ¢) olmasi i¢in (g.y.k.) her 91 ve her s € S igin
M, s = ¢ olmasidir.

@ formiilii 90t modelinin bir s durumunda yanlis ise ¢ formiilii s’de yanligtir
denir ve 91, s ¥ ¢ ile gosterilir.
Onerme 2.1.6. Bir S5EC modelde |= 1) ve |= 1 — ¢ ise |= o dir.

Ispat. M bir SSEC model ve s, bu model {izerinde keyfi bir durumu i¢in M, s =
v — pve M, s = ¢ olsun. Bu durumda 9, s = = V ¢’dir. Buradan 9, s ¥ ¢ V
M, s = ¢ elde edilir. Bununla birlikte 9, s = ¢ oldugundan M, s |= ¢ olur. M
ve s keyfi olarak segildiklerinden |= ¢ elde edilir. X

Ornek 2.1.7. GLO senaryosundaki model M, olsun. My, (—g,l) E Ky—g A
=Kyl dir.

Ispat. M;, (—g,0) E Kp—g'dir ¢linkii b'nin (—g,!) durumundan ayirt edemedigi
durumlar (—g,1), (—g, —l)’dir ve My, (—g,l) = g, My, (—g,l) = —g oldugundan
My, (—g,1) &= Kp—g'dir. Bununla birlikte yine (—g, ) durumunun baglantili oldugu
durumlardan bir tanesi (—g,—l) ve My, (=g, —l) E =l oldugundan My, (—g,1) E
- Kyl’dir. Buradan M, (—g,1) E Ky—g A =Kyl olur. X

Bilgi icin aksiyom sistemini tanimlamak i¢in oncelikle minimal modal mantik

K’yi tamimlayalim.

Tanim 2.1.8. A = {1,....,m} olmak iizere, K sistemi asaqidaki aksiyomlar:
iceren ve vertlen turetim kurallar: altinda kapalr olan bir sistemdir:
Aksiyomlar:
(A1) Biitiin dnermesel totolojiler

(A2) Ki(p — ) = (Kjp — K0)(i =1,...,m)
Turetim Kurallar::

(R1) Modus Ponens : 5%_”’ ve

(R2) Zorunluluk : 2 "dir.

P

Burada (A2) aksiyomu K aksiyomu olarak adlandirilir ve bu aksiyom bilginin

tiiretim altinda kapali oldugunu soyler. Bununla birlikte (A1) ve (A2) aksiyomlar



bilgi kavramini tam olarak temsil edemez. Bunun i¢in K sisteminin aksiyomlarina
asagidaki aksiyomlar eklenir:

(A3) Kip = p(i=1,...,m)
(A5) Ko — Ki=Kip(i = 1,...,m)

(A3), (A4) ve (A5) aksiyomlar swrasiyla T, 4 ve 5 gemalar1 olarak da ad-
landirihirlar. (A1)-(Ab5) aksiyomlar: (R1)-(R3) tiiretim kurallarindan olusan bu
mantik S5 mantigr olarak adlandirilir. S5 sistemi, bilgi kavramini temsil etmesi
acisindan diger sistemlere gore teknik ozellikleriyle daha iyi ve yeterli bir sistem-
dir.

Simdi de aksiyomlar ile modeller arasindaki iligkiyi ifade eden 6énermeyi vere-
lim.

Onerme 2.1.9. M = (S, R;, V') Kripke model olmak tzere,
(1) M = A3 ise M yansimals,
(i1) M = A ise M gegisli,
(111) M = A5 ise M Gklidyen’dir.

Ispat. (i) M = (A3) olsun. Bu durumda her s € S icin M, s = Ko — ¢'dir.
Buradan 9, s = Ko — M |= ¢ olur. Oyleyse M, s = K, ise M, s |= ¢'dir.
s € S ve (s,s') € R; olsun. O halde model tanimindan 9, s" |= ¢’dir. Bununla
birlikte 9, s = ¢ oldugu igin 6zel olarak §', s olarak secilirse (s, s’) € R; olur. R;
yansimalidir.

(i) = (A4) olsun. Oyleyse her s € S icin M, s | Kip — K Kp'dir.
Oyleyse M, s = K ise M, s = K K;o'dir. t,m € S ve (s,t), (t,m) € R; olsun.
M, s = K Kip ise Mt = K;p olur. Buradan M, m = ¢ elde edilir. Bununla
birlikte M, s = K;p kullanilirsa (s, m) € R; olur. R; gegiglidir.

(iii) M = (A5) olsun. Bu durumda her s € Si¢in M, s = ~K; — K;—K;p’dir.
(s,t),(s,u) € R; olsun. (t,u) € R; oldugunu gostermeliyiz. M, s = K;,—K;p ise
M, t = —K;p'dir. O halde bir ¢ € S vardir 6yle ki (¢,t') € R; ve M, t' = —'dir.
Bununla birlikte 9, s = - K ise (s,u) € R; oldugundan 9, u = —¢’dir. Bu
durumda model olma tanimi kullamlarak ¢, u olarak secilirse (¢,u) € R; olur. O

halde R; oklidyendir. X



Tanim 2.1.10. S5 modal mantig igin bir Kripke model (S, R;, V') "de R; yansimal,
simetrik ve gegiglidir.

2.1.3 S5EC Sistemi

Bir onceki boliimde temel bilgi kavramini inceledik. Bu béliimde ise bilginin
grup kavramlarini inceleyecegiz. Bunlardan ilki, genel bilgi kavramidir ve E (ever-
yone knows) ile gosterilir. Eger ¢ bir B grubunun biitiin kigileri arasinda bilini-
yorsa ¢ genel bilgi (general knowledge) olarak adlandirilir ve Egy ile gosterilir.
Ikinci kavram ortak bilgi (common knowledge) kavramidir; eger ¢ dogru ve gru-
bun biitiin kigileri tarafindan biliniyor, bununla birlikte her bir kisgi digerlerinin
©’yi bildigini biliyor ve bu sekilde devam ediyorsa ¢’ye ortak bilgi denir ve Czp
ile gosterilir. A kisilerin sonlu kiimesi olmak iizere,

Epp = Niea Kip,
Cpp=pANEpN\EFEp. dir.

Ornek 2.1.11. Ik general (koordineli saldiri) drnegini inceleyelim. a ve b iki
mittefik general iki dagda bekliyor ve diusmanlar, da bu iki dagin arasindaki va-
diden gececek olsun. Ikisi birlikte aynt zamanda diusmanlarina saldirirlarsa savas
bu generaller tarafindan kazanilacak, sadece bir tanesi saldirirsa kaybedilecektir.

General a, bye saldirinin ne zaman olacagina dair bir ¢ mesaj gonder-
sin ve bu mesaj b tarafindan alinsin. Bu durumda hem Kyp hem de KyK,p
dogru olur. Fakat mesajin b’ye ulasip ulasmadigine a heniz bilmediginden K, Kyp
dogru degildir. b, mesaj aldigina dair a’ya mesaj gondersin, oyleyse K,KyK,p
dogru olur. Ancak b mesajin a tarafindan alindigindan emin degildir dolayisiyla
K. Ky Ky gergeklenmez. Boylece hi¢bir zaman Cpp kurulamayacaktir. O halde a
ve b’nin es zamanly hareket edebilmeleri i¢in ortak bilgi gereklidir.

S5EC sisteminin dili L e, epistemik mantiginin diline E ve C operatorlerinin
eklenmesiyle elde edilir.

Tanim 2.1.12. n € N i¢in P = {p, | n € N} atomik onermeler kiimesi ve
A ={1,...,m}, m temsilcilerin bir kiimesi olsun. A tzerindeki ¢,, ... epistemik
formaillerin L pc kiimesi asagidaki ozellikler altinda kapalr en kiigik kumedir:

(i) pe P isep € Lggc,
(it) p,¥ € Lxpc ise (p ANY),~p € Ligc,
(iii) ¢ € Lxpc ise heri € A i¢in K;p € Lggc,
(iv) ¢ € Ligpc ise heri € A i¢in Cpp, Egp € Lipc 'dir.

Tanmim 2.1.13. Bir B grubu i¢in S bir kiime ve Ry(b € B), S idizerinde bir bagints
olsun.



(Z) REB = Uben Rp.
(i) Bir R bagintisinan gegismeli kapamigy en kigik RT bagintisidur oyle ki
(1) RC R,
(2) Her x,y, z i¢in ejer (RTxy&RTyz) ise Rt xz dir.
R'nin yansimali ve gecismeli kapamist R* ile gdsterilir.

Tanim 2.1.14. P atomik onermelerin saylabilir bir kimesi ve A temsilcilerin
sonlu bir kimest olsun. 1 € A ve p € P olmak tizere SSEC mantiginin bir Kripke
modeli M = (S, R;, Rp, Rc, V) asaqidaki gibi tanvmlanar:

(i) S bostan farkle durumlar kiimesi,
(ii) Her i€ A igin R; C Sz,
Ry =Ry U..UR,,
Re = Ry,
(i) V(p) C S dir.

Tanim 2.1.15. M = (S, R;, Rg, R, V) ve s € S olsun. ¢, bir epistemik formiil
olmak uzere,
M, s = Ep < Vi, (s,t) € Ry, ise M, t = .

M, s = Cop &V, (s,t) € R, ise Mt = .
Tanim 2.1.16. S5EC sistemi, (A1)-(A5) aksiyomlarina ve (R1),(R2) tiretim
kurallarina asagida verilen aksiyomlarin ve turetim kuralimin eklenmesiyle elde
edilir:

(A6) Ep < Kip A ... N Kpp

(A7) Cp = ¢

(A8) Cp — ECyp

(A9) (Co ANC(p = 1)) = Cp

(A10) C(p = Ep) = (¢ = Cop)

Tiiretim Kurallar::

(R3) &

2.2 KD45 Modal Mantig:

Bu boliimde bilginin bagka bir bi¢imi olan deger (inang) kavraminmi incele-
yecegiz. Plato, bilginin gerekgelendirilmis dogru inan¢ oldugunu iddia etmis ve

bu iddia uzun bir siire felsefeciler tarafindan tartigilmigtir. Fakat Gettier [9] 1963
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yilinda yayimladigi makalesinde bu iddiaya karsi ornekler vermistir. Bu tarih-
ten sonra epistemolojide gerekgelendirilmis dogru inang, bilgi i¢in gerekli olan
kogullardan sadece biri olarak ele alinmigtir. Bu tanima dayanarak bilgi ve inang
kavramlar: arasidaki iligkinin K¢ — By oldugu goriiliir.

Her ne kadar deger kavrami igin ¢esitli mantiklar var olsa da bizim ele alacagimiz
mantikta inang, dogru olmasi gerekmeyen bilgi olarak dikkate alinacaktir. Bura-
dan yola c¢ikarak bilgi ve deger arasindaki temel farkliligin bilgide verilen ifadenin
dogru olmasi gerekirken, inancta dogru olamayabilecegi oldugunu goriirtiz. Bu
durumda T gemas: olarak adlandirilan S5 sistemindeki (A3) aksiyomu, By — ¢,
bu mantikta ger¢eklenmez. Bununla birlikte inanilan onermelerin tutarli olmasi
beklenir, yani ayni anda hem ¢’ye hem de onun tersi olan —¢’ye inanilamaz.
Bu ise T aksiyomundan daha zayif bir aksiyom olan D: =B L ile gosterilir. Bu
mantigin diger aksiyomlar1 S5 sistemindekiyle benzerdir. Elde edilen bu yeni sis-
tem, KD45 sistemi olarak adlandirilir ki bu sistem zayif S5 sistemi olarak da ele

alinir.

2.2.1 KD45 Modal Mantik Sentaksi

A Kkisiler kiimesi ve ¢ € A olmak tizere, KD45 mantiginin dili bilgi mantiginin

diliyle aymidir ve burada K; operatoriiniin yerine B; operatori vardir.

2.2.2 KD45 Modal Mantik Semantigi

Formiillerin semantigi bilgi mantigindakiyle aynidir fakat burada bagintilar bilgi
yerine kisgilerin degerleri ile baglantilidir ve B; operatoriintin bir KD45 modelde
dogrulugu asagidaki gibi tanimlanir:

M, s = Bip < (s,t) € R; olan her t igin M, ¢ = .
Tanim 2.2.1. KD45 sistemi asaqidaki aksiyomlary iceren ve verilen turetim ku-
rallary altinda kapalr olan bir sistemdir:

(A1) Biitin énermesel totolojiler

(D) =~Bi(L)

(A4) Bip — BiBip(i = 1,...,m)

10



Tiretim Kurallar::

(R1) Modus Ponens : %7_”/’ ve

(R2) Zorunluluk : 7= dir.

Tanim 2.2.2. KD45 modal mantigr i¢in bir M modeli gecisli, serial ve oklidyen-
dir.

2.2.3 KD45-O Modal Sistemi

Insanlar secim yaparken veya karar verirken kendilerinde var olan inanclari
(degerlerini) kullanilar. Bir bahis oyununda para yatiracagimiz takimi segerken
bu takimlardan hangisinin kazanacagina dair olan inancimiz daha kuvvetliyse
ona para yatiririz. Bir is bagvurusunda bulunan adaylardan hangisinin isi yapa-
bilecegine dair inancimiz daha giicliiyse onu seceriz.

Inanclarm karsilagtirlmast icin formel dil olusturmadan énce siralama kav-
ramina deginelim. ¢ ve v iki formiil olmak iizere By > B, ¢’ye olan inancin ’ye
olandan daha giiclii oldugunu gostermektedir. Buradaki By > B yerine ¢ >p ¥
yazilacaktir. Diinyalar arasindaki siralama, bir yar1 lineer siralama bagintisi olan
< bagintist olacaktir. w < wv ifadesi, w diinyast v’den daha makuldiir olarak
yorumlanacaktir. Diinyalarin kiimeleri arasindaki siralamada ise yine yari lineer

siralama bagintisi olan >p bagintisi kullanilacaktir.

Tanmim 2.2.3. Atomik onermelerin sayilabilir kimesi ® verilmis olsun. p € ®
olmak tzere bir p,v KD45-O formallerin Lg sonlu kimesi asagidaki ozellikler
altinda en kigik kimedir:

(i) pe P isep€ Lg,

(ii) p,1 € Lp ise (p V), —p € Lg,

(iii) ¢ € Lp ise Bp,Up € Lp,

(iv) o, € Lp ise ¢ =p 1, =p 1 € L dir.

Tanim 2.2.4. S, bostan farkl sonlu durum kumesi; V, dogruluk deger atamas:
fonksiyonu; <, S tzerinde tanvmly yary lineer siralama bagintise ve >p, P(S) tize-
rinde tanamly yary lineer siralama bagintisy olmak tizere M = (S, <, >p, V') modeli
asaqrdaki kosullary gercekleyen bir KD45-O modeldir:

(i)) X CY iseY > X,
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(ii) B, <-minimal dinyalarn kimesi olmak tzere, ejer B C X ve B € Y ise
X >p Ydir. Burada >p siralamas: kesin siralamadar,

(iii) X # 0 ise X >5 0,

burada <-minimal diinyalarin kiimesi 5 = {t | her ¢’ € S igin t < ¢'}’dir [3].

Tanim 2.2.5. Bir KD45-0 model MM de ¢ formilinin dogruluk tanim: asagidak:
sekilde verilir:

(i) M,s = p olmasu i¢in gerek ve yeter kosul (g.y.k.) s € V(p) olmasidur.
(i) M, s = —p olmasu igin (g.y.k.) M, s = ¢ olmamasidar.
(i11) M, s =1V x olmast (g.y.k.) M = ¢ veya M = x olmasidur.

(iv) M, s = Bip olmas igin (g.y.k.) her <-minimal dinya t i¢in M, t = ¢
olmasudar.

(v) M, s = Uyp olmasi icin (g.y.k.) her t dinyasu i¢in M, t = ¢ olmasidar.
(vi) M, s = ¢ = ¥ olmast i¢in (g.y.k.) {t|M,t = o} > {t|M,t & ¥} ol-

masidar.

(vii) M, s = ¢ = ¥ olmast igin (g.y.k.) {t|M,t = ¢} >p {t{M,t = ¥} ol-

mastdar.

Burada U, modeldeki her miimkiin diinyada ¢ dogrudur seklinde ifade edilir.
—~U—p'nin duali olan E¢ ise modelde ¢'nin dogru oldugu bir diinyanin varhgini
gosterir ve ¢ =pL geklinde ifade edilir [14].

KD45-0 sistemi aksiyomatik olarak asagidaki sekilde tanimlanir:

Tanim 2.2.6. KD/5-0 sistemi asagida verilen aksiyom ve tiretim kurallarindan
olusur:
(a) KD45 sisteminin aksiyomlar
(b) Swralama aksiyomlar:
Aksiyomlar:
(i) ¢ =5 ¢
(1) (¢ =5 V) A (¥ =5 X) = (¢ 7B X)
(i1i) (¢ =5 V) < (¢ =5 ) A=Y =5 ¢)
() (p 7 )V (¢ -5 )
(v) (B A=Bv) = (¢ =5 )
(vi) (¢ 75 ¢) = By =p )
(vii) (¢ =p V) = B(p =5 )
(viir) (Lizp —(p = ¥)) = (¢ =5 ¢)
(i) o = (¢ =pl)
(z) (By =pLl) = By
Tiretim Kurallar::
(R1) KD45 sisteminin tiretim kurallar
(R2) =y

VEBP
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2.2.4 Modal Modellerde Homomorfizma ve Izomorfizma

Bu bolimde modal modeller arasindaki homomorfizma ve izomorfizma kavram-

larini tanitacagiz.

Tanim 2.2.7. Bir S modal mantige i¢in M = (S, R, V) ve M = (S', R, V")
iki S model olsun. f : 9O — M fonksiyonu asaqidaki ézellikleri saglarsa bir
homomorfizma olarak adlandirilir:

(i) Her bir énerme degiskeni p ve her s € S igin s € V(p) ise f(s) € V' dir.
(i) Her s,t € S igin (s,t) € R ise (f(s), f(t)) € R “diir.

Tanim 2.2.8. Bir S modal mantigi i¢in M = (S, R, V) ve M = (S", R', V') iki
S model olsun. [ : 9 — M fonksiyonu asaqidaki ozellikleri saglarsa bir kuvvetli
homomorfizma olarak adlandirilur:

(i) Her bir énerme degiskeni p ve her s € S i¢in s € V(p) olmas i¢in gerek ve
yeter kosul f(s) € V'(p) olmasidur.

(i) Her s,t € S igin (s,t) € R olmasi igin gerek ve yeter kosul (f(s), f(t)) € R’
olmasudar.

Tanim 2.2.9. Bijektif kuvvetli bir homomorfizmaya izomorfizma denir. 9 ’den
modelinden M ’n ye bir izomorfizma var ise M modeli M "ye izomorftur denir ve
M =M ile gosterilir.

Ornek 2.2.10. p € P olmak iizere, M = (N, <,V) ve M = (N — {0}, <, V")
modelleri asagqidaki gibi tanimlanmas olsun.

ml modeli
Sekil 2. 90t ve 9 modelleri

Bu durumda
m o —

n = n+1

f:
ile tanwmly fonksiyonu bir izomorfizmadar.

ispat.

(i) f fonksiyonu kuvvetli bir homomorfizmadir:
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— (=) : w € V(p) olsun. Bu durumda bir n € N i¢in w = 2n + 1
seklindedir. Buradan f(w) = w+1=2n+2 € {2,4,6,..} = V'(p)
olur. Oylseyse f(w) € V"diir.

(<) : f(w) € V' olsun. Oyleyse bir n € N i¢in f(w) = w+1 = 2n
seklindedir. Buradan f(w)—1=w =2n—1¢€ {1,3,5,...} = V(p) elde
edilir. O halde w € V(p)’dir.

— (=) : Her z,y € N igin z < y olsun. Bu durumda f(z) =z +1 <
Y+ 1= f(y) o
(<) : Her f(z),f(y) € N — {0} i¢in f(z) < f(y) olsun. Buradan
flx)=z+1<y+1= f(y)dir. Buduorumdaz+1-1<y+1-1

yani x < y’dir.
(ii) f fonksiyonu bijektiftir:
— { bire birdir:
f@)=fly)=r+1=y+1=2=ydir
— f ortendir:

Eger # € N — {0} ise z — 1 € N’dur. O halde her n € N — {0} igin
y =n — 1 olacak sekilde bir y € N vardir. Oyleyse f 6rtendir.
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BoLuMm 3

SSEC ve KD45-O Modal Mantiklar: igin
Saglamlik Teoremleri

3.1 S5EC Modal Mantiginda Saglamlik

Bu boliimde SHEC ve KD45-O modal mantiklarinin Tanim 2.1.16 ve Tanmim
2.2.1°de verilen aksiyom sistemlerine gore saglam olduklar: kanitlanacaktir. Her-
hangi bir modal mantigin saglamlik teoremi o mantikta tiiretilebilir olan bir
formiiliin gegerli oldugunu ifade eder.

Teorem 3.1.1. Herhangi bir ¢ formiili i¢in SSEC + ¢ = SS5EC |= ¢ dir.
Ispat. Ispat @’nin tiretiminin uzunlugu iizerinde tiimevarimla yapilir.

Temel Adim: Tiiretimin uzunlugu n=1 olsun. Bu durumda ¢ bir aksiyomdur.
Bu durumda KD45-0O sistemindeki her bir aksiyomun gecerli oldugunu gosterme-
liyiz. 9 = (S, Ry, ...Ry, Rg, Rc, V) bir SSEC model, s ve t bu model iizerinde

herhangi iki durum olsun.

(A1) ¢ formiilii bir totoloji olsun. Bu durumda |pc ¢’dir. Bununla birlikte,

modal mantik 6nermeler mantigini igerdiginden = ¢’dir.

(A2) M, s = Kyp ve M, s = Ki(¢ — ¢) olsun. Bu durumda (s,t) € R; olan her
t icin M, t = o ve M, t = ¢ — 1b. Oyleyse Onerme 2.1.5'ten (s,t) € R;
olan her t igin M, ¢ = 1. Buradan M, s = K dir.

(A3) M, s = K;p olsun. Bu durumda (s,t) € R; olan her t durumu igin 9, ¢ |=
¢’dir. R; bagimtisi yansimali oldugundan t durumu s olarak segilirse 9, s =

@ olur.
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(A4)

(A6)

(A7)

(A8)

M, s = =K, olsun. Oyleyse bir t € S vardir 6yle ki (s,t) € R; ve M, t =
—’dir. M, s | K;—K;p yani (s,t') € R; seklindeki her ¢ € S i¢in M, ¢’ =
- K¢ oldugunu gostermeliyiz. Bunun i¢in (s,t') € R; olsun. R; bagimtis1 aym
zamanda simetrik oldugundan (¢',s) € R;’dir. Bu durumda R; bagmtisinin
gecislilik 6zelliginden (#',¢) € R; olur. M, t = = oldugundan M, ¢’ = - K

olur.

M, s = - K;p olsun. Bu durumda (s,t) € R; olacak sekilde bir t vardir Gyle
ki M, t = —p. M'de keyfi bir u durumu alalim &yle ki (s,u) € R; olsun.
(s,t) € R; ve R; bir denklik bagintisi oldugundan (u,t) € R;’'dir. M, t = —¢
oldugu igin 9, u ¥ —K;p. u, keyfi secildigi igin M, s = K;—K;p.

(=) :M,s = Ep ve M, s ¥ (Kip A ... N Kpip) olsun. Bu durumda en az
bir ¢ < m i¢in M, s ¥ K;p'dir. O halde bir u € S vardir oyle ki (s,u) € R;
ve M, u = —p'dir. (s,u) € R; oldugundan s — u elde edilir. Buradan ise
M, s ¥ Ep olur ki bu bir geligkidir.

(<) :M,s E (KipA...\NKpp) ve s — t olacak gekilde bir t durumunu ele
alalim. Bunun anlami (s,t) € Ry U... U R,,, bu nedenle bazi i < m’ler igin
(s,t) € R;. M, s = K,;p oldugundan M, ¢ = . Bundan dolay1 9, s = FE¢

olur.

M, s = Cy. Buradan s — t koiulu saglayan her t i¢in 91, ¢ = . Bununla
birlikte s — s oldugundan s — s’yi elde ederiz. Bu nedenle 9, s |= ¢.

M, s = Cp olsun. Su halde s — t kogulu saglayan her t igin M, ¢t = . s — u
ve u — v olacak gekilde u,v € S durumlarim ele alahm. Oyleyse s — v
olacak sekilde bir bagmti vardir ve 9, s = C'¢ oldugundan M, v = ¢’dir.
Bununla birlikte v — v oldugundan ve v keyfi secildiginden 9, u = Co.
Buradan da 91, s = EC¢’yi elde ederiz.

M, s = CoNC(p — 1) olsun. M, s = Cp yani s — ¢ kogulunu saglayan her
t igin M, ¢ = ¢ oldugunu gostermeliyiz. s — ¢ olsun. Su halde M, s = Cyp
oldugundan 9.t = ¢ ve yine M, s = C(¢ — ¢) oldugundan M.t = (¢ —
¥)’dir. Onerme 2.1.5'ten 9, ¢ |= 1’dir.
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(A10) M, s = C(p — Eyp) ve M, s = ¢ olsun. Gostermemiz gereken M, s = Cp
yani s —» t olan her t i¢in 9, ¢ = ¢. s —* ¢ olan biitiin t’ler i¢in M, ¢t = ¢’yi
saglayan her £ > 0 icin k iizerinde tiimevarimla gostermemiz yeterlidir.
Temel adim olarak k=0 icin agiktir ¢iinkii bu durumda t, s’nin kendisidir
ve M, s E ¢'dir. Her £ < n i¢in iddia dogru olsun. £ = n i¢in iddiay:
ispatlayalim. t bir durum olsun dyle ki s —" ¢ olsun. Oyleyse bir u durumu
vardir oyle ki s ="~ u — t. Tiimevarim hipotezinden 9, u = ¢. Ayrica
s — u oldugundan M, u = ¢ — Ep. Buradan M, u | E@’dir yani u — v
olan her v igin 9, v = ¢'dir. Ozellikle v, t olarak secilirse 91, ¢ = ’dir.

Timevarim Hipotezi: Teorem tiiretimin uzunlugu n i¢in dogru olsun.

Tiimevarim Adimi: Tiiretimin uzunlugu n+1 olsun. Gegerliligin, tiireti-

min uzunlugu n+1 oldugunda korundugunu gostermeliyiz.

(R1) ¢ formiili MP ile n+1 adimda elde edilmis olsun. Bu durumda ¢ — ¢
ve 1 formiilleri vardir oyle ki bu formiillerin tiiretimlerinin uzunlugu n’dir.
Timevarim hipotezinden, = ¢ ve = 1 — ¢ elde edilir. Onerme 2.1.5ten
M, s |= ¢ elde edilir. M ve s keyfi olduklarindan = ¢ dir.

(R2) ¢ F K;p olsun. Oylseyse ¢ formiiliintin tiiretiminin uzunlugu n’dir ve tiime-
varim hipotezinden f= ¢ olur. Buradan I, s = ¢'dir. (s,t) € R; olsun. = ¢
oldugundan 9, ¢ |= ¢’dir. Su halde t keyfi secildiginden I, s = K;p'dir.

(R3) ¢ F K olsun. Oylseyse ¢ formiiliiniin tiiretiminin uzunlugu n’dir ve tiime-
varim hipotezinden = ¢ olur. Bu durumda 9, s |= ¢’dir. (s,t) € R olsun.
= ¢ oldugundan M, t = ¢’dir. Oyleyse M, s = Cip’dir.

3.2 KD45-O Modal Mantiginda Saglamlik

Teorem 3.2.1. ¢ herhangi bir KD45-0 formiil olmak tizere bk pas—o ¢ =Fkpas—o
©.

ispat. Ispat @'nin tiretiminin uzunlugu tizerinde tiimevarimla yapilir.
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Temel Adim: Tiretimin uzunlugu n=1 olsun. Bu durumda ¢ ya bir ak-
siyomdur ya da bir totolojidir. ¢ bir totoloji ise her model altinda dogrudur
yani |= ¢’dir. ¢ bir aksiyom ise KD45-O sistemindeki her bir aksiyomun gegerli
oldugunu gostermeliyiz. M = (S, <,>pg, V) bir KD45-O model ve s bu model

uzerinde bir durum olsun.

(a) KD45 aksiyomlar

e (M,s) = Bip ve (M,s) = Bi(p — ) olsun. Su halde < bagimtisina gore
her minimal t i¢in (M, 1) = ¢ ve (M,t) = ¢ — ¢’dir. Buradan (M, t) =
yani (M, s) | Bi.

e (M,s) = B L olsun. Oyleyse < bagmtisina gore her minimal t igin (M, ) =1
olur. Fakat boyle bir t bulunmadigindan (M, s) ¥ B L'dir.

e (M,s) E By olsun. Su halde < bagintisina gore her minimal t i¢in (M, t) |=
@'dir. Buradan her k € S icin (M, k) |= By'dir. Ozel olarak bu k’ler mer-
kezdeki durumlardan secilirse (M, s) = BBy olur.

e (M,s) =—-B-Byp=

,s) FB—Byp =

= —By, < bagintisina gore en az bir t igin =

(b) Siralama aksiyomlari

(i) {t| (M,t) =} >p{t|(M,t) = ¢}. Her iki kiime birbirine egit oldugundan
makulliikleri de egittir. Su halde (M, s) = ¢ =p ¢'dir.

(i) (M, $) | (¢ 5 ) A (6 =5 0) olsun. Bu durumda {t | (M, 1) F ¢} >
{t | (M,t) =} ve{t]| (Mt) =} > {t| (M,t) | o}’dir. Buradan
>p bagmtis1 gecisli oldugundan {t | (M,t) = ¢} >p {t| (M,t) E o} yani
(M, s) = ¢ =p o elde edilir.
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(iii) (<) : (M, s) |= (¢ 7 )N\ (1 =5 @) ve (M, s) ¥ (¢ = p ) olsun. Buradan
(M, s) E —(p =p ¥)dir yani bir w € {t | (M,t) & ¢} vardir 6yle ki her
w' e {t| (Mt) | ¢} igin w < w'dir. Buise (M, s) | =(¢ =5 ¢) olmasi
ile bir celigkidir. O halde (M, s) l= (¢ =p V)A=(Y =5 ) = =(@ =5 1) dir.

(=) (M,s) E (¢ =p ) ve (M,s) ¥ (¢ =p ¥) A =(¢ =5 ¢) olsun. Bu
durumda (M, s) = —(¢ = ¥) V (M, s) E (¥ =p ¢)'dir.

e Durum 1. (M,s) E =(¢ =5 ¢) ise bir w € {t | (M,t) &= ¢} vardir dyle
ki her w' € {t | (M,t) = ¢} i¢cin w < w”diir. Bu ise (M,s) = (¢ =5 ¥)

olmasi ile bir c¢eligkidir.

e Durum 2. (M, s) = (¢ =p ¢) ise bir w € {t | (M, t) = ¢} vardir 6yle ki her
w' e {t| (M,t) = ¢} icin w < w"diir. Buise (M, s) = (¢ =5 1) olmast ile

bir celigkidir.

O halde (M, s) = (¢ =5 ) = (¢ =5 ¥) AN =(¢ =5 ¢) elde edilir.

(iv) (M, s) = =(p =8 ¢) ve (M, s) = =(¢ -5 @) olsun. (M, s) |= =(¢p =5 ¢) ise
bir wy € S vardir dyle ki wy € {t | (M,t) E ¥} veherw' € {t | (M,t) = ¢}
i¢in wy < w”dir. Bununla birlikte (M, s) &= —(¢¥ =5 ¢) oldugundan bir
wy € S vardir oyle ki we € {t | (M,t) = ¢} ve her w” € {t | (M,t) E ¢}
icin wy < w’diir. Ozel olarak w”, w; olarak secilirse bu durum w;, < w’ ile

bir geligkidir. O halde (M, s) | (¢ =5 V) V (¢ =5 ) dir.

(v) (M,s) &= By A =By olsun. (M,s) | =B ise < bagmtisina gore en az
bir minimal t i¢in (M, t) ¥ ¢’dir. (M, s) = By ise < bagmtisina gore her
minimal t i¢in (M,t) E ¢. Boylece {t | (M,t) = ¢} >p {t | (M,t) E ¢}
oldugundan = ¢ > 1.

(Vi) (M,s) =@ =p ¢ ve (M,s) ¥ B(p =p 1) olsun. Bu durumda < bagintisina
gore en az bir minimal t igin (M,t) ¥ ¢ =p 1¢’dir. Bu durumda bir w;
durumu vardir 6yle ki wy € {t | (M,t) | ¥} ve her wy € {t | (M,t) = ¢}
icin wy < wy’dir. Bu ise (M,s) = ¢ »=p 1 olmasi ile celigkidir. O halde
(M, s) = B(e =p ¢)dir.
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(vii)

(viii)

(R2)

(M,s) = ¢ =gt ve (M,s) ¥ B(p =p 1) olsun. Bu durumda < bagintisina
gore en az bir minimal t igin (M,t) ¥ ¢ =p 1’dir. Bu durumda bir w;
durumu vardir oyle ki wy € {t | (M,t) | ¥} ve her wy € {t | (M,t) = ¢}
icin w; < wy'dir. Bu ise (M,s) = ¢ »p ¢ olmasi ile geligkidir. O halde
(M,5) | Blg =5 9)dir

(M,s) ELzp —(p = ¢) =

(M, s) = Ulp = ¢) =

vt € S(M,t) |= (¢ = ¥)) =

Vi€ S(M,t) e = ((M1) Ev)=

Vte St (M) e}t C{t]((M1t) v} =
(M,s) v zp o

(M, s) = ¢. Buradan {t | (M,t) L} = 0 oldugundan {t | (M,t) = ¢} >p
{t| (M,s) EL} yani (M, s) = ¢ >=pL elde edilir.

(M,s) E-~U-Byp =

(M, s) ¥ U-~Bp =

3t € S, (M, 1) ¥ ~Byp =

dte S, (M,t) = By =

Her < minimal ¢’ i¢in, (M,t') E ¢ =
(M, s) = Be.

Timevarim Hipotezi: Teorem tiiretimin uzunlugu n i¢in dogru olsun.

Timevarim Adimi: Tiiretimin uzunlugu n+1 olsun. Gegerliligin, tiireti-

min uzunlugu n+1 oldugunda korundugunu gostermeliyiz.

¢ formili MP ile n+1 adimda elde edilmig olsun. Bu durumda v — ¢
ve ¢ formiilleri vardir oyle ki bu formiillerin tiiretimlerinin uzunlugu n’dir.
Tiimevarim hipotezinden, = 1 ve = ¢ — ¢ elde edilir. Onerme 2.1.5’ten
(M, s) = ¢ elde edilir. M ve s keyfi olduklarindan | ¢'dir.

B, formiiliiniin tiiretiminin uzunlugu n+1 olsun. Oylseyse ¢ formiiliiniin
tliretiminin uzunlugu n’dir ve tiimevarim hipotezinden = ¢ olur. Buradan

(M,s) = ¢’dir. Bununla birlikte < bagintisina gore her minimal t igin
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(M.t) E ¢'dir. Buradan (M, s) = B;p olur. O halde s keyfi secildiginden
= Bi’dir.

(R3) ¢ — ¥ b1 ¥ =5 ¢ olsun. Oylseyse ¢ — @ formiiliiniin tiiretiminin
uzunlugu n’dir ve tiimevarim hipotezinden = ¢ — % olur. Bu durumda
M s E ¢ — dir. Buradan {t | (M,t) = ¢} C {t | (M,t) & }dir.
Tanmm 2.2.3 (ii)’den {t | (M,t) = ¢} >p {t | (M,t) = ¢} olur. Oyleyse
E ¢ =p ¢ elde edilir.
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BoLUM 4

S5EC ve KD45-O Modal Mantiklar: icin Tamlik
Teoremleri

Bu boliimde S5EC ve KD45-0 sistemlerinin, Tanim 2.1.16 ve Tanim 2.2.1’de ve-
rilen aksiyom sistemlerine gore tam oldugu ispatlanacaktir. Tamlik teoremleri bir
mantikta gergeklenebilen formiillerin tiiretiminin var oldugunu gosteren teorem-
lerdir. Bununla birlikte ispatlari ise model olugturmaya dayalidirlar. Bu modelleri
olugturmanin farkl yontemleri vardir. Burada ise bu modelleri olusturmanin g
farkli yontemi verilecektir: Kanonik model, sonlu Henkin yontemi ve filtreleme

yontemi. Bu boliimdeki tiim bilgiler [1], [2], [10] ve [5]'te de bulunabilir.

4.1 Kanonik Model

Bu boliimde maksimal tutarli formiil kiimelerinde model olugturma yontemi

olan kanonik model yontemi anlatilacaktir.

Tanim 4.1.1. S bir modal mantik, ¢ bir S formil ve I' bir formil kimesi olmak
uzere,

(i) ¥s —p ise @ formili S-tutarlidr.

(i) U ={p1,..., on} sonlu bir kiime olmak izere ejer pi A ... \ @, tutarl ise U
kimesi tutarlidar.

(#ii) Sonlu olmayan epistemik formiiller kimesi ¢ i¢in eger ¢ 'nin her sonlu alt
kiimest tutarl ise ¢ de tutarhdor.

(iv) EgerT ¥Fgl ise" formil kiimesine S-tutarlidur denir. Aksi halde, S-tutarsizdur
denir.

Tanim 4.1.2. Bir I' formailler kimesinin maksimal S-tutarl, olmasi i¢in gerek
ve yeter kosul

(a) T' kiimesinin S-tutarl,
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(b) T CT" ve I tutarh ise ' =T olmasidar.

Lemma 4.1.3. T', maksimal S-tutarly formil kiimesi olmak 1izere,

(i) Her ¢ formiili i¢in, ¢ € I veya —p € T 'dur,

(ii) p ve p = €T isep € I dur,

(iii) s @ ise o € I 'dar.

(iv) o N € T olmasu i¢in g.y.k. o € T ve p € T olmasidar,

ispat.

(i)

(iii)

(iv)

¢ ¢ T ve =p ¢ I olsun. Bu durumda maksimallik tanimi geregi I' U {p} ve
I'U{—p} S-tutarsidir. Oyleyse tanim 4.1.1 (iii)’den I’nim sonlu alt kiimeleri
[V, T vardir 6yle ki I"U{p} ve I'""U{—p} S-tutarsizdir. I'UT" = {41, ..., 1, }
ve U =1 A...A,, olsun. Bu durumda tamm 4.1.1 (ii)’den F = (W A ¢ A =)
olur. Buradan = =¥V =g V ¢ elde edilir. ¢ V =y totoloji oldugundan F =W
elde edilir ki bu ise {#1, ..., 1, } kilmesinin S-tutarsiz oldugunu gosterir. Bu

ise ["nin tutarh olmasi ile bir ¢eligkidir.

o, 0 = €' ve ¢TI olsun. Bu durumda I"'nin sonlu bir alt kiimesi I
vardir dyle ki TV U {¢}, S-tutarsizdir. IV = {41, ..., } ve U = 1 A ...Ap
olsun. Oyleyse - —(¥ A p)dir. TV U {p} U{p — ¥} Fpe ¥ A oldugundan
I"U{e}U{p — ¢} kilmesi S tutarsizdir bu ise ['min S tutarlihig: ile bir

celigkidir.

¢ ¢ I" olsun. Bu durumda (i)’den =¢ € I' ’dir. Tiiretim tanimindan I' - —¢
olur. O halde I" Fpe p A =p’dir. Buradan I' =L olur ki bu I"'nin tutarlhilig:

ile bir celigkidir.

(=) : @Ay €T olsun. Bu durumda I' = ¢ A ¢’dir. Buradan I' Fpe ¢ ve
I' Fpe ¢ elde edilir. (iii)’den ¢ € T" ve ¢ € Idr.

(<) : ¢ € I've ¢ € T olsun. Tiiretim tanmimindan I' Fpe ¢ ve I' Fpo
olur. Buradan ' F ¢ A ¢’dir. (iii)’den ¢ A ¢ € Tdir.

X

Tanim 4.1.4. S modal mantigr i¢in kanonik model Mg = (Ws, Rs, Vs) asagidaki
sekilde tanimlanar:
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(1)) Ws ={T" | T maksimal S tutarle formil kimesi },
(1)) Rs = {(I',I") | Op € I ise p € I'"'diir},
(iii) Vs(p) ={T' e Ws | peT}.

Lemma 4.1.5. (Lindenbaum) I', S tutarl formiiller kiimesi olsun. Bu durumda
maksimal S-tutarl bir I kimesi vardur oyle ki I' C TV dur.

Ispat. I'nin maksimal S-tutarh bir geniglemesi [V oldugunu gostermeliyiz. ['nin
S-tutarli ve dilin formiillerinin ¢, @9, ... seklinde numaralandirildigini varsayalim.

[ agagidaki sekilde tanimlanir:

I'y="r

r L, U{en} eger 'y U{p,}, S tutarlysa
n+1l —
I U{=p,} diger hallerde

I"=Unso s

Simdi [’niin maksimal ve S-tutarli oldugunu gosterelim.

I, S-tutarhdir: IV, S-tutarli olmasin. Su halde I'’nin tutarh olmayan bir ¥
alt kiimesi vardir oyle ki bir n i¢in ¥ C I',’dir. Fakat her I',,, S-tutarli oldugu
i¢cin bu bir celigkidir. O halde I'" S-tutarhdir.

I maksimaldir: Keyfi bir ¢,, formiil olsun &yle ki ¢, ¢ I”. Su halde aym
zamanda ¢, ¢ I',)’dir. T',, U {p,} tutarsiz oldugundan IV U {p,} de tutarsidir. O
halde I'’niin S-tutarli bir geniglemesi yoktur. Buradan I'’niin maksimal oldugu

elde edilir. X

Lemma 4.1.6. (Truth) Mg = (Ws, Rs, Vs) modeli, S modal mantigu i¢in ka-
nonik model olsun. Her ¢ formauli ve I' € Wg i¢in

¢€F<:>9)IS,F):90.

Ispat. Ispat @ formiiliintin karmagiklig tizerinde tiimevarimla yapilir.

e : p olsun.

(=) : p e 'ise tamum 4.1.5 (iii)’den I' € V5(p)'dir. Model olma tanimindan
M, I = p'dir.

(<) : =p € I' olsun. Bu durumda tamm 4.1.5 (iii)’den 9, I" = —p olur.
Buradan 901, I" # p’dir.
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e ¢ : —1) ve lemma v i¢in dogru olsun.
el &
[’ maksimal tutarh oldugundan, ¢ ¢ " <
Timevarim hipotezinden, MM, T ¥ ¢ < M, T' E —)’dir.

e ©: 11 Ay ve lemma 1y ve ¥y i¢in dogru olsun.
I ANy el &
el Ny el &
Tiimevarim hipoezinden, 9, T = 1 AM T = oy &
M T = 1y Ay dir.

e ©: [ ve lemma v i¢in dogru olsun.

(=): Oy € T ve (I',T") € Rg olacak sekilde keyfi bir I” € Wg ele alalim.
Rs bagmtisinin tammimindan ¢ € IV elde edilir. Tiimevarim hipotezinden

M, TV = ¢’dir. T” keyfi bir durum oldugundan 9, T" = Oy elde edilir.

(<): M = Oy olsun. P = {o | Oo € T'} U {—7} kiimesinin tutarsiz
oldugunu gésterelim. P U {—a} kiimesi tutarh olsun. O halde bu kiimenin
maksimal bir geniglemesi P’ vardir ve =) € P”diir. Bununla birlikte P’nin
tammmindan (I', P’y € Rg'dir. =¢) € P’ oldugundan tiimevarim hipoteziyle
M, P’ = = elde edilir. Buradan 9%, " = —0¢ olur. Bu ise bir geligkidir.
O halde P{a | Oa € T'} U {—¢} kilmesi tutarsizdir.

Su halde ¢4, ..., o, € P olmak iizere P U {—)} kiimesinin bir alt kiimesi
vardir Oyle ki @1, ..., g, 0 tutarsizdir. Buradan = —=(p1 A ... Ak A 1)) elde
edilir. Oyleyse

F (1 = @2 = (o (o = 10)...))dir. (1)
02 = (....(pr — )...) ifadesini o ile gosterelim.

= (1 — o)
FO(py — o)

K aksiyomundan + Uy, — Uo olur.
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I' kiimesi maksimal tutarli oldugundan biitiin totolojileri igerir: Uy, —
Oo € I"dir. Oy € T oldugundan o € [dir. Bu iglem k defa tekrarlanirsa
[ € I elde edilir.

X

Teorem 4.1.7. Herhangi bir modal mantik S, kanonik modeli Mg "ye gore tamdar.

Ispat. o, S’de tutarh bir formiil olsun. Bu durumda T" = {¢} kiimesi de tutarhdir.
Buradan, Lindenbaum lemmas: ile I' C I" olacak sekilde maksimal tutarh bir
[ kiimesinin oldugu elde edilir. Truth lemmasindan, S’deki her v formiilii igin
My, I = 10’dir. Ozel olarak bu ¢’ler Idan segilirse Mg, TV = T yani Mg, I’ = o
olur. X

4.1.1 S5EC’nin Kanonik Modeli

Tanmim 4.1.8. S5EC mantiginin kanonik modeli M = (S, RS, ..., RS, RS, RS, VE)
modeli asaqrdaki gibi tanimlanar:

(i) S¢=A{T"| ' maksimal tutarl formil kimesi },

(ir) By ={(I,I") |T/K; CI'"},
Rge = {(I,T) | T/Eg C T},
Ree = {(T,T) | T/Cy C T},

(iii)) V(p) ={l' el |peTl}.

Bwada I'/K; ={¢ | Kip e TH T/E={p | Ep €T} ve'/JC ={¢ | Cp €
'} dir.

Teorem 4.1.9. S5EC’nin kanonik modeli M® = (S RS, ..., R, Rge, Roe, V)
asagidakt ozelliklert saglar:

(i) RS bir denklik bagintisidar.
(ii) Rpe = RSU...URS,

(i11) (Rge)* C Ree

ispat.

(i) R¢'nin bir denklik bagintisi oldugunu gostermek igin yansimali ve klidyen

oldugunu gostermek yeterlidir.
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(i)

(iii)

(a) R¢ yansimahdir: (I'IV) € Rie olsun. (A3): K;p — ¢ € ["dan eger
¢ € I'/K; ise p € I’dir. I maksimal tutarh ve modus ponens altinda
kapali oldugundan: K;p € T' ve K;o — ¢ € I' ise ¢ € I'. Bu nedenle
I'/K; CT, yani (I',T") € Ry dir.

(b) R¢ oklidyendir: (0,¥),(0,X) € R ve ¢ € V/K; olsun. ¢ € X
oldugunu gostermemiz gerekir. Tersini varsayalim. ¢ € > olmasin.
0/K; C ¥ oldugundan ¢ ¢ ©/K; dir. Bagka bir ifadeyle K;p ¢ ©’dir.
© maksimal tutarli oldugundan —K;¢’dir. (A5) aksiyomu ve modus
ponensten K;—K;p € ©’dir. Son olarak ©/K; C U'den = K;p € ¥
elde edilir ki bu ise ¢’'nin tutathihg ile ¢eligir. O halde (©, ¥) € R{’dir

yani, R oklidyendir.

Rge C RicU...U R, ve RicU...U R,,c € Rge oldugu gostermeliyiz.

(Q) (0,¥) € Rge ve baza 1 < i < m igin (©,V¥) ¢ RS olsun. Su halde her
1 <i<migin ¢ € O/K; ve ¢ ¢ ¥ kogullarin1 saglayan bir ¢ vardir. Bu
nedenle her i i¢in K;p € ©’dir ve W'nin maksimal tutarhhigindan —p; €
dir. Oyleyse —1 A ... A =y, € Wdir. ¢ = 1 V... V @, olsun. F ¢; — ¢
oldugundan F K;(¢; — ¢)’dir. K aksiyomundan - K;p;, — K;p'dir. ©
maksimal tutarli oldugundan K;p; — K;po € O, buradan da her i igin
K;p € ©dir. Boylece K1p A ...K,p € © oldugundan (A6) aksiyomu geregi
Ep € ©dir. Bu sonugtan ¢ € ©/E C VU elde edilir. Ayrica =1 A ... A
—pm € U oldugundan —p € ¥’dir. Bu bir ¢eligkidir. Su halde bazi ¢’ler igin
(0,V) € R¢dir.

(D) (©,¥) € Rye U...U Ry, olsun. Oyleyse bazi j'ler igin (0, ¥) € R;.'dir.
¢ € ©/F olsun. (A6) aksiyomundan her i i¢in K;p € ©’dir.Ozellikle K¢ €
© ve bu nedenle ©/K; C V. O halde ©/FE C ¥'dir.

(0,¥) € (Rge)* olsun. (©,¥) € Ree oldugunu gostermeliyiz. Su halde
© =Ty,....,I', = ¥ dizisi vardir 6yle ki (I';, I';11) € Rge'dir. ¢ € ©/C olsun.
(A8) aksiyomundan ECyp € © = I'y’dir. Buradan Cp € I'y/E C T'jelde
edilir. Bu iglemi n-1 defa tekrarlarsak C'p € I',, = ¢’yi elde ederiz. Su halde
@ € dir.
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X

Burada (Rgc)* = Rce olmadig i¢in elde edilen model bir yar1-S5EC modeldir.

4.1.2 KD45-O’nun Kanonik Modeli

Tanim 4.1.10. KD/5-0 mantiginan kanonik modeli M¢ = (S¢, Rg, Ry, V) asaqidaki
sekilde tanimlanar:

(1) S¢ =A{T | ' maksimal KD45-0O tutarl },
(i) Rp ={(I,I") [ Bp e I'= p e I'},
Ry ={I\I") |[Upel'= p eI}

(wi) V(p) ={T'[p e}

Tanim 4.1.10 (ii)’de verilen Ry bagmtisi biitiin diinyalar arasinda taniml
olmadigindan bir evrensel bagint1 degildir. Dolayisiyla elde edilen kanonik model,
KD45-O model olma 6zelliklerini saglamak i¢in yetersiz kalir.

Bu nedenle hem S5EC hem de KD45-O modal mantiklar: i¢in kanonik mo-
deller degistirilerek bu modellerin bagka bir bigimleri olusturulacaktir. Bu yeni

modelleri elde etmek icin [1], [2] ve [10]’dan yararlanilacaktir.

4.2 Sonlu Model Ozelligi

Sonlu model 6zelligi, bir mantigin dilindeki herhangi bir formiiliin modeli varsa
onun sonlu modelinin de var oldugunu séyleyen 6nemli bir 6zelliktir. Bu sonlu mo-
deli elde etmenin cesitli yontemleri vardir. Bu boliimde sonlu model elde etmenin

yontemlerinden ikisi olan sonlu Henkin yontemi ve filtreleme yontemi verilecektir.

Tanim 4.2.1. Bir S mantiginin sonlu model ozelligine sahip olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul S ’de saglanabilen her bir formiilin, bir sonlu modelde de saglanmasidar.

Tanim 4.2.2. ¢ ve ¢ birer formil olsun. Bir formul kumesi ® 'nin, alt formauller:
altinda kapalr olmasi icin gerek ve yeter kosul asagidakilerin saglanmasidar.

(i) o N € @ ise , 1) € O dir.
(i) = € @ ise ¢ € O dir.
(i1i) Op € @ ise p € O dir.
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4.2.1 Sonlu Henkin Yontemi

Bu boliimde 6ncelikle bir S modal mantigi i¢in sonlu Henkin yontemi agiklanacak,
sonra SHEC ve KD45-O modal mantiklarinin bu yontemle elde edilen modelleri

tamtilacaktir.

Tanim 4.2.3. ® ve I', ' C ® olacak sekilde ki formail kiumesi olsun. I' 'nin, ® de
maksimal S-tutarl olmast igin gerek ve yeter kosul I'’'nin S-tutarl ve I' C T”
olacak sekilde S-tutarly bir I" C & formil kiimesinin bulunmamasidar.

Tanim 4.2.4. ® sonlu ve yeterli bir formil kimesi olsun. Bu durumda S modal
mantigiman sonlu Henkin yontemi ile elde edilen ME = (WS, RS, VE) modeli
asagqrdaki gibi tanimlanar;

(i) We = {T' | T, ® de maksimal S-tutarhdur },

(ii) RE = {(I,T") | her ¢ i¢cin Op € T olmasi igin gerek ve yeter kosul Oyp € T
olmasidar},

(iii) V§'(p) ={T' |p €T}

Lemma 4.2.5. (Lindenbaum) ® sonlu ve yeterli bir formail kimesi ve I' C @,
S-tutarly ise I''nan IV C ® olacak sekilde maksimal S-tutarl bir genislemesi vardar.

Ispat. ®de S-tutarl olan I’ formiil kiimesinin yine ®’de maksimal S-tutarh
bir I formiil kiimesine genisletilebilecegi gosterilmelidir. & kiimesi sonlu ve ele-
man sayisi k olsun ve ®’deki formiilleri ¢, ..., pr seklinde numaralandiralim. I
kiimesini, agagidaki gibi tanimlanmig olan S-tutarli kiimelerin birlesimi olarak

tamimlanacaktur.

I'y="r

A IoU{en}  eger Iy U{p,}, P'deS tutarhysa
I U{—p,} diger hallerde
I = Uner I'n. Simdi de elde edilen IV kiimesinin ®’de maksimal S-tutarl oldugu
gosterilmelidir.

[V, ®’de S-tutarhdir: IV, ®’de S-tutarli olmasin. Su halde I'’nin tutarh olma-
yan bir W alt kiimesi vardir oyle ki bir n i¢in ¥ C I',’dir. Fakat her I',,, ®’de
S-tutarh oldugu i¢in bu bir geligkidir. O halde I, ®’de S-tutarhdir.

I maksimaldir: Keyfi bir ¢, € ® formiil olsun 6yle ki ¢, ¢ I". Su halde

ayni zamanda ¢, ¢ I')’dir. T', U {¢,} ®’de tutarsiz oldugundan I U {¢,} de
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tutarsidir. O halde I'’niin ®’de S-tutarh bir geniglemesi yoktur. Buradan I'"’niin
® kiimesinde maksimal oldugu elde edilir.

X

Lemma 4.2.6. ¢ sonlu ve yeterli bir formiil kiimesi ve I', ® de maksimal S-tutarlh
1se asaqidakiler saglanar:

(i) T kiimesi ®’de tiretim altinda kapalidur.
(ii) —p € ® ise ~p € ' olmasi igin gerek ve yeter kosul ¢ ¢ I' olmasudar.

(iii) o Np € @ ise p Ay € T olmasi i¢in gerek ve yeter kosul p € T' ve p € T
olmasidar.

ispat.
(i) ¢ ¢ I' olsun. Bu durumda (i)’den —¢ € I' ’dir. Tiiretim tanimindan I' - —¢p

olur. O halde I Fpe p A =p’dir. Buradan I' =L olur ki bu I"'nin tutarlihig
ile bir celigkidir.

(i) («): m¢ € I' olsun. ® alt formiiller altinda kapali oldugundan ¢ € ®’dir.
I, ®’de S-tutarh oldugu igin ¢ ¢ I"dir.

(=): ¢ ¢ I olsun. Bu durumda I' U {¢} kiimesi tutarsizdir yani I" U
{¢} FL'dur. Buradan I" - ¢ — L elde edilir. Su halde I -+ =p’dir. Lem-

manin (i) kogulu geregi - € I olur.

(iii) (=) : @AY € I' olsun. pAY € ® ve @ alt formiiller altinda kapali oldugundan
o, € ®dir. p Ay € T ise bu durumda I' F ¢ A ¢p’dir. Buradan ' Fpe
ve I' Fpe ¢ elde edilir. (iii)’den ¢ € T ve ¢ € [Vdur.

(<) : @ el vey €T olsun. Tiretim tammindan I' Fpe ¢ ve T' Fpo 9
olur. Buradan I' - ¢ A ’dir. (iii)’den ¢ A ¢ € IVdur.

4.2.2 S5EC igin Sonlu Henkin Yontemi

Simdi SHEC icin sonlu Henkin yontemiyle elde edilen modeli tanimlayabiliriz.

Tanim 4.2.7. ¢ bir formail ve
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o & = {Y, )| Y, ¢’ nin bir alt formilidir },
o Oy = {Ky,~Kip | EYp € O},
® (1)3 = {KZC’QD, _'chw7ECd)7EC1/J ’ Cw S (I)l}

olsun. ® = &1 U P, U D3 kiimesine ¢ 'nin alt formaiillerinin yeterli kiimesidir denar.
Burada ® sonlu, p € ® ve ® alt formailler altinda kapalidur.

Tanim 4.2.8. ¢ sonlu ve yeterli bir formail kiimest olmak tizere, S5EC mantiginin
Henkin metoduyla elde edilen modeli M® = (S® R, ..., R R® RZ,V?®) asagidaki
gibt tanimlanar:

S® ={T | T, ® de maksimal tutarl formil kimesi}

RY ={(T,T) | her ¢ € @ igin K;p € T olmasu igin gerek ve yeter kosul
K;p € I olmasidur}

RE = {(T,T") | her p € ® icin E;p € T ise p, Eyp € IV dar}

RE = {(T,T) | her ¢ € @ icin Cyp € T olmasu igin gerek ve yeter kosul
Cip € I olmasidur}

Ve(p)={T€S®|peT}

Tanim 4.2.9. I' = {¢1,...,on} formiil kimesi verilmis olsun. r formaili I =
01 A\ ... N, seklinde tanmimlanar.

Lemma 4.2.10. ® yeterli bir kime olmak uzere I' ve X kimeleri @ ’de maksimal
tutarl olsun. TN < K; > 3 tutarl ise (I',X) € RY “dir.

Ispat. (I', %) ¢ R? olsun. IA < K; > % formiiliiniin tutarsiz oldugunu goster-
meliyiz. Bu durumda bir ¢ € & formiili i¢in K;o € ' ve K;p ¢ ¥’dir. Buradan
FT — K;p ve - 3 - K;p elde edilir. Bu durumda agagidaki tiiretimi verebili-
riz.

1LEYS = =K
2. F Kjp — -3
3. F K;(K;p — =) (Zorunluluk kuralindan)
4.+ K;Kyp — K;—% (K aksiyomundan)
5. F Ko = K;=% (K;o — K;K;¢ aksiyomundan)
6. -1 — K,—% (F ' = K;p oldugundan)
TFD o< K, > by
8. F=(TA< K; >3)
9.F(PA< K; >3) —>1

elde edilir. O halde TA < K; > ¥ formiilii tutarsizdir. Oyleyse TA < K >; &
tutarl ise (I', A) € K, dir. X
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Lemma 4.2.11. ', ® "de maksimal tutarl bir kiime olmak tizere, her Cp € ® i¢in,
C € T olmasi igin gerek ve yeter kosul hem Cp hem de o 'ninT" = Oy, ...,0, =T"
zincirindeki her bir kumenin elemani olmasidar.

ispat. (=): Cp €T olsun. Ispat zincirin uzunlugu iizerine tiimevarimla yapilr.

Temel Adim: Zincirin uzunlugu n=0 olsun. Bu durumda I' = ©y = I'"diir.
Cp € ® ve ® yeterli bir kiime oldugundan ¢ € ®’dir. Bununla birlikte - C'p — ¢
ve [, ®’de tiiretim altinda kapali oldugundan ¢ € ["dir.

Tiumevarim Hipotezi: Zincirin uzunlugu n ve lemma n i¢in dogru olsun.

Timevarim Adimi: Zincirin uzunlugu n+1 olsun. Tiimevarim hipotezinden
Cyp € 0,dir. (0,,0,,1) € R? olsun. Cp — EC¢ bir aksiyom, ©,, maksimal
tutarh bir kiime ve tiiretim altinda kapali oldugundan EC¢ € ©,’dir. Bununla
birlikte, Ep <> Ko N...NKp,, aksiyomundan her a € Bi¢in - EFp — K,¢'yielde
ederiz. Buradan K,C¢ € 0,’dir. (0,,0,:1) € R; oldugundan C¢ € O,,,4dir.
Temel adima benzer olarak ¢ € 0,,1; elde edilir.

(«<): Hem Cy hem de ¢, I' = Oy, ...,0,, = I" zincirindeki her bir kiimenin
elemani olsun. Her Cp € @ igin C'p € I' oldugunu gostermeliyiz. Cg kiimesi
®’deki maksimal tutarli ¥ kiimelerinin kiimesi olsun 6yle ki ¢ formiili, > =

X0, -+, Xt = 2 zincirindeki her kiimenin elemamdir.

\Ij = \/EGC¢ 2

formiilinii géz ontine alalim. ®’de tutarh [ formiili ¥ formiiliniin bir alt
formiilii oldugundan + I' — ¥dir. Bununla birlikte ¥ € Cp ise ¢ € 'dir.
Su halde ¢ formiilii S bir alt formiilii ve 3 formiilii ¥ formiiliiniin bir alt
formiili oldugundan = ¥ — ¢’dir.

Simdi de - ¥ — EW¥ oldugunu gosterelim. Bunun i¢in ¥ A =EV formiili tu-
tarli olsun. Bu durumda ¥'nin bir alt formiilii 3 vardir oyle ki S A=EV tu-
tarhidir. Buradan bir a kigisi icin SA < K, > =0 formiiliniin tutarh oldugu
elde edilir. =¥ tutarli oldugundan SA < K, > Vae(se—cy) Q) formiilii tutarhdur.
SA Vaese—cy) < Ko > Q) formiilii de tutarhdir. Bu durumda ®’de maksimal
tutarl bir Q formiil kiimesi icin ¢ Cp ve SA Vaese—cy) < Ko > A tutarh
oldugu elde edilir. Lemma 4.2.10’dan (X,Q2) € R¥’dir. Bununla birlikte Q ¢ Csg
oldugundan €2’da bir zincir vardir 6yle ki ¢ bu zincirdeki kiimelerden en az bi-

rinin elemani degildir. Su halde ilk eleman1 ¥ olan bir zincir vardir 6yle ki ¢
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formiilii bu zincirdeki kiimelerden herhangi bir tanesinin elemani degildir. Bu ise
31 € Cy olmast ile bir geligkidir.

O halde ¥ — EV tutarhdir yani - ¥ — E¥’dir. Buradan - C(V — EV)’dir.
FC(¥ — EV) — (U — CV)’den modus ponens ile - U — CU elde edilir.
Bununla birlikte - ' — Uden F I' — C'U elde edilir. Ayrica ¥ — ¢ ile birlikte
C' i¢in dagilma ve zorunluluk kurallar1 uygulanirsa I — Cy elde edilir. I' formiil

kiimesi ®’de maksimal tutarli oldugundan C'y € T olur. X

Lemma 4.2.12. Tanym 4.2.8°de verilen IM® modeli bir SSEC modeldir.

Ispat. M® modelinin (i)-(iii) kosullarm gercekledigini gostermeliyiz.

(i) R? bagmtisinin bir denklik bagintist oldugunu gostermeliyiz.

R? yansimahdir. K;p € T olsun. K;p — ¢ bir aksiyom ve I' maksimal
tutarll bir kiime oldugundan ¢ € I’dir. R bagmtisimin tanim geregi
(I, I) € R¥dir.

R? oklidyendir. (I,T"), ([, I') € R ve Kip € T olsun. (I'T") € R?
oldugundan K;o € I'’diir. Bununla birlikte (I',T”) € R? oldugundan ¢,
Kip € T"diir. Su halde R?'nin tamimindan (IV,T") € R® dir.

(ii) RE = R?U...UR? oldugunu gosterelim.

(Q): (I,TY) € RE ve (I,T') ¢ R? olsun. Bu durumda her 1 < i < m igin
K;p € T olurken ¢ ¢ I'" veya K;p ¢ I'diir.

— ¢ ¢ I” olsun. Bu durumda I"’niin maksimal tutarlihigindan —p; €
[ diir. Oyleyse ~p1 A... A=y, € IVdiir. ¢ = 1 V...V, olsun. F o; —
¢ oldugundan + K;(p; — ¢)’dir. K aksiyomundan + K;p; — K;p. T’
maksimal tutarlh oldugundan K;p; — K;p € I', buradan da her i i¢in
K;p € T'. Boylece Kip A ... A Ko € T oldugundan (A6) aksiyomu
geregi Fp € I’dir. Bu sonugtan ¢ € I'/E C TV elde edilir. Ayrica
1 A oo A Ty, € IV oldugundan —¢ € I’dir. Bu ise bir geligkidir. Su
halde baz i’ler igin (I',I") € R dir.

— Kip ¢ I' olsun. I" maksimal tutarlh oldugundan —K;p € I''dir. O
halde =K o A ... A =K;p € I'diir. Bununla birlikte (I',I") € R%
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(iii)

oldugundan F¢ € I"diir. (A6) aksiyomundan ve I'’'niin maksimal
tutarli olmasindan K;p A ... A K, € T” elde edilir ki bu bir celigkidir.
Su halde RE C RY U ... U R2 dir.

(D) : (I,I") € R?U...U R® olsun. Su halde K;p € T ise ¢, K;p € I'"diir.
Buradan K¢ A ...K,,p € I"diir. (A6) aksiyomu geregi Fy € I''dir yani,
(I,I") € R’ dir. RY U...U RY C R} elde edilmis olur.

(Q): (I,T) € Ry ve Cp € T olsun. Oyleyse T' = @y, ...,0,, = I zinciri
vardir 6yle ki (0;,0;,,) € Ry’dir. (A8) Cp — ECyp aksiyomu ve Cp € T’
ile ECp € Oq elde edilir. (0;,0,,1) € R% ifadesi kullanilirsa Cp € O, dir.
Bu iglem n defa tekrarlanirsa C'p € TV elde edilmig olur.

(2): (I,I") € RE olsun. (I,T') € Rg* oldugunu gostermek igin I' =
O, ..., 0, = I olacak sekilde ®’deki maksimal tutarh kiimelerin bir zinciri
vardir 6yle ki her k i¢in (0 < k < n) (O, Or41) € Rg oldugunu gostermeli-

yiz. Burada her I'y’de ¢'nin dogru oldugu i¢in istenilen gosterilmis olur.

Béylece M® modeli , bir SSEC modeldir. X

Lemma 4.2.13. (Truth) ® sonlu ve yeterli bir formail kimesi, T C ® ve ¢ € ®
olmak tizere I' |= ¢ olmast i¢in gerek ve yeter kosul ¢ € I' olmasidar.

Ispat. ¢ € ® olsun. Ispat ¢ formiiliiniin karmagikligi {izerinde tiimevarimla

yapilir.

Temel Adim: ¢ onerme degiskeni p olsun. p € I' olmasi ic¢in gerek ve yeter

kogul I' € V®(sr)(p) oldugundan istenilen elde edilmis olur.

Tiumevarim Hipotezi: Her maksimal tutarl kiime I' C & ve 1, 2 € @ icin

lemma dogru olsun.

Tiumevarim Adima:

(i) A ve = baglaglar i¢in ispat 4.1.6’dakine benzer gekilde yapilir.

(ii) ¢ = Cyy olsun.

Cprel &

o1 € =Ty,...T', =" < (Timevarim Adimi)
M? Ty b= o1 A AP, T, = o1 &

M2, T | Coy.
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(iii) («=) : ¢ = E olsun. O, ®’de maksimal tutarh keyfi bir kiime olsun &yle
ki (I'©) € Rg. Rg'nin tanimindan, ¢ € ©’dir. Tlimevarim hipotezinden,
M?® O | dir. O kiimesi keyfi secildiginden M® T = Ey’dir.

(=) : M® T | Ey olsun. T/E = {¢ | Ep € T} U {1} kiimesinin tutarsiz
oldugunu gosterelim. I'/E'U {—} tutarli olsun. Bu durumda bir maksimal
genigleme [ vardir ve I'/E C (I'/E) U {-¢} C I oldugundan (sr, s}.) €
Rp’dir. =) € T’ oldugundan tiimevarim hipoteziyle MM?®, s;. = —¢ olur.
Buradan M?® sy = —Evy elde edilir. Bu ise bir celigkidir. Su halde T'/E U
{1} kiimesinin sonlu bir alt kiimesi vardir 6yle ki ¢4, ..., pr, =) tutarsizdir.

Buradan F —(g1 A ... A g A —1p)’dir. Oyleyse

F (o1 = @2 = (coo(p — 1)...))dir. (1)
Simdi de
E(p = ¢) = (Ep — EY) (2)

oldugunu gosterelim. 9t keyfi bir model ve s bu modelde bir durum olmak
tzere M, s = E(p — ) ve M, s = Ep olsun. Bu durumda, (s,t) € Rp
kosulunu saglayan her t durumu igin 9, ¢ = ¢ — ¢ ve M, ¢t = p. Buradan
(s,t) € Rp kosulunu saglayan her t durumu i¢in 91,¢ = ¢ oldugu elde
edilir. O halde M, s = E7’dir.

w2 = (...(x — 1)...) ifadesini o ile gosterelim. Bu durumda
F (p1 — o)dir. (3)

Ayrica F ¢ ise her i (0 < i < n)icin F K;¢’dir. Buradan - Kjpo A ... A K,
olur. (A6)’dan = F¢ elde edilir. Buradan (3) ile

FE(pr — o) (4)

olur.

(2) ve (4)’ten
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F Epy — Eo'dir. (5)

I’ kiimesi maksimal tutarli oldugundan biitiin totolojileri igerir: (Ey; —
Eo) € I’dir. Buradan Fy; € I' oldugundan Fo € Idir. Bu iglem tekrar-
lanirsa E1) € I elde edilir.

(iv) K icin ispat (iii)'tekine benzer sekilde yapilir.

Teorem 4.2.14. S5EC sonlu model ozelligine sahiptir.

ispat. v, SHBEC dilinde bir formiil olmak ftizere, ¥g5pc ¢ olsun. Bu durumda
¢'nin yeterli kiimesi ® i¢in { ¢} kiimesini iceren ®’de maksimal tutarh tutarl bir
geniglemesi I" vardir. Sonlu Henkin yontemiyle elde edilen 9?® icin M, T’ = —¢'dir.
Bu model ¢ formiilii i¢in bir karst model oldugundan ¥ ¢ olur. Bu durumda S5EC

sonlu model 6zelligine sahiptir. X

4.2.3 KD45-0 igin Sonlu Henkin Yontemi

KD45-0O icin sonlu Henkin yontemiyle elde edilen modeli tanimlayabiliriz. Bu

boliimdeki bilgiler [14]'te de bulunabilir.

Tanim 4.2.15. ¢ bir KD45-0 formaul olmak tizere ¢ 'nin alt formaullerini iceren ®
kiimesi asaqidaki ozelliklert saglarsa KD45-O sistemi i¢in yeterli bir kime olarak
adlandurilur:

~

. Eger ¢ € ® 1se —p € O dir.

Eger By, By € ® ise B(v V x) € ®dir.
Eger By, Bx € ® ise By A x) € ®dir.
Eger By € @ ise UBvY € ®’dir.

Eger By, By € ® ise By =g By dir.

S G e e

BT, B Le & ’dir.

Tanim 4.2.16. ¢ yeterli bir kume olmak tizere, KD45-O mantiginin sonlu kano-
nik modeli M = (S¢, Rp, Ry, V°) asaqidaki sekilde tanimlanar:

(i) S¢=A{T"| ', ®’de maksimal KD45-0O tutarl },
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(ii)) Rg ={(T,T") | (Bp €' = Byp,p €I") ve(-Bp € I' = =By € T")},
Ry ={([\T") | (Up el = Bp,p ") ve (~Up e = -Uyp € T")}
(iii) Ve(p) ={T'|p € T'}.

Lemma 4.2.17. K D45—0 mantiginin sonlu kanonik modeli M = (S, Rp, Ry, V°)
asagidakt ozelliklery gercekler.

(i) Ry bagintisy bir denklik bagintisidar.
(ii) Rp bagintist, Ry nun dklidyen alt bagintisidar.

ispat.

(i) Oncelikle Ry’nun bir denklik bagmtisi oldugunu gésterelim. Bunun icin

Ry’nun yansimali, simetrik ve gegisli oldugunu gosterecegiz.

(a) Ry yansimahdir: Her T' € S¢ i¢in (I',T') € Ry oldugunu gostermeliyiz.
Bunun i¢in Uy € I' olmak iizere ¢ € I' oldugunu gostermeliyiz. Ispat
geligkiyle yapilir: ¢ ¢ I' olsun. I' maksimal tutarli oldugundan —¢ €
["dir. Zorunluluk kurahyla birlikte I' maksimal tutarli oldugundan

U—-p € I"dir. Bu bir geligkidir. O halde ¢ € I" ve (I',T") € Ry’dur.

(b) Ry simetriktir: (I',I") € Ry olsun. (I",I") € Ry oldugunu gostermeli-
yiz. Bu durumda Uy € T" ise p, Up € I oldugunu gostermeliyiz. Uy ¢
I' olsun. I' maksimal tutarh oldugundan —U¢p € I"dir. (I'|I") € Ry
oldugundan —~U¢g € I olur ki bu I'"’niin tutarlh olmasi ile bir ¢eligkidir.
Simdi de ¢ ¢ I" olsun. I" maksimal tutarli oldugundan —p € I" ve zo-
runluluk kuralindan U—p € I"dwr. (I',I") € Ry oldugundan —¢ € I
olur. Uy € I ile birlikte Up — ¢ bir teorem oldugundan ¢ € I elde

edilir. Bu ise I'"’nin tutarh olmasi ile bir ¢eligkidir.

-Up € TV, =Uyp ¢ T olsun. Bu durumda (T',T”) € Ry oldugundan
-Uyp ¢ I" ve bu bir ¢eligkidir.

Su halde Ry bagintisi simetriktir.

(¢) Ry gecislidir: (I',T"), (I",I") € Ry ve Up € I' olsun. (I',I) € Ry
oldugunu gostermeliyiz. (I',IV) € Ry oldugundan Uy € I"’diir. Bu-
nunla birlikte (I',I) € Ry oldugundan ¢,Uyp € I"diir. Oyleyse
Ugp € T oldugunda ¢, Up € I' ve (I, ) € Ry’dur.
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-Uyp € T olsun. (I',I") € Ry oldugundan —Up € I"’diir. Benzer
sekilde (IV,I") € Ry oldugundan —~U¢p € I' olur ki buradan (I', ") €
Ry elde edilir.

O halde Ry bagintist yansimali, simetrik ve gegisli oldugundan bir denklik
bagintisidir.

(b) Simdi de Rg’'nin Ry’'nun 6klidyen alt bagintisi oldugunu goésterelim.

(i) Rp bagmtisi oklidyendir: (I',T"), (I',I") € Rp ve By € I olsun. Bu
durumda By € Idir. (I',I”) € Rp oldugundan ¢, By € I'” olur. Su
halde By € I" iken ¢, By € I'"’dir. Buradan (I",I") € Rp elde edilir.

(ii) (II') € Rg ve Up € I olsun. Up — By formiilii K D45 — O’nun bir
teoremi oldugundan Lemma 4.3.3 (iv) ile By € T elde edilir. Bununla
birlikte (I', ") € Rp oldugundan ¢, By € I'’dur. ¢ — Uy, KD45 —
O’nun teoremi oldugundan Up € I elde edilir. Buradan (I',I") € Ry

yani, R C Ry’dur.

Ry bagintisi bir denklik bagintisi oldugundan U denklik siniflar1 icinde bogtan
farkli B-yansimali elemanlardan olugan bir kiime vardir ve bu kiime B ile goste-
rilir.

KD45-O mantiginda U, evrensel bir operatordiir. Dolayisiyla Ry bagintisinin
da evrensel olmasi gerekmektedir. Fakat elde edilen modelde Ry boyle bir 6zellige
sahip olmadigindan dogrulmug alt model yontemine bagvuracagiz.

Tanim 4.2.18. K D45—0 mantiginin kanonik modeli olan M ’nin ®q ile Ry 'dan
dogrulmus alt modeli M, = (Se,, Tp, T, Va,) asagidaki gibi tansmlanr:

(i) Ss, C S®,

(i) Tp = Rp N (Say X Sa,),
(iii) Ty = Ry N (Sa, X Say),
(iv) Vao(p) =V (p) N S,

Boylece elde edilen modelde Ty bagintisi denklik bagintisi olmasi yaninda

evrensel bagint1 da oldu.
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Lemma 4.2.19. (Truth) I maksimal tutarl bir kiime ve ¢ bir KD45-O formiil
olsun. Bu durumda, tanvm 4.2.18’de verilen Mg, modeli i¢in

Mo, [ @< p el dr

ispat. Ispat, ¢'nin karmagiklig1 tizerinde tiimevarimla yapilir.
(i) ¢ atomik formiil ise istenilen Vg, 1n tanimindan elde edilir.
(ii) =,V baglaglar i¢in ispat lemma 4.1.6’dakine benzer sekilde yapilir.

(iii ¢ = B olsun.
(<) : ¢ € T olsun. Bir IV € Sy, igin, (I',IV) € Ty ise ¢ € I''diir. ¢ + By
ve I tiiretim altinda kapal oldugundan B € I’diir. O halde By — ¢ €

[diir. Buradan I'/’'niin yansimali yani [V € B oldugu elde edilir. I keyfi
segildiginden My, ' = By’dir.

(=) : My, T = ¢ olsun. Oncelikle T'/B ={ ¢ | By € 4} olmak iizere
(I'/ B)U{—¢} kiimesinin tutarsiz oldugunu gosterelim. (I'/ B)U{—} tutarh
olsun. Bu durumda Lindenbaum lemmasindan bu kiimenin maksimal tutarl
bir ¥ geniglemesi vardir. I'/B C (I'/B)U{—¢} C ¥ oldugundan (I'/B, ¥) €
Tg olur. =p € V¥ oldugundan ¥ |= —¢’dir. Bununla birlite (U, ¥) € Tp
oldugu i¢in I'" = =Bv olur ki bu I' = ¢ olmasiyla bir ¢eligkidir. O halde
(I'/B) U {—%} kiimesi tutarsizdir.

(I'/B) U {—¢} tutarsiz ise I'/B’nin sonlu bir alt kiimesi ¥ = {0y, ...0,}
vardir oyle ki ¥ U {—#¢} tutarsizdir. Buradan F =(o; A ... A 0, A —10)’dir.
=(01 A ... Ay A 1) Onermesel olarak o7 — (00 — ...(0, — ¥)...)'ye
denk oldugundan (o7 — (03 = ...(0p — ¥)...)dir. 0/ = (03 = ...(Opm —
)...) olsun. Bu durumda F (07 — o’)’diir. B igin zorunluluk kuralindan
F B(oy — ¢'). Yine B i¢in K aksiyomunu uygularsak - (Bo; — Bo’) elde
edilir. Bu iglem m defa tekrarlanirsa = B elde edilir. I' kiimesi tiiretim

altinda kapali oldugundan By € I' olur.
(iv) ¢ = Ut olsun. Ispat (iii)’tekine benzer sekilde yapilir.

(V) ¢ =1 =p o olsun.
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(=):¢ =p o el olsun. ¢ =5 0 — B(v =5 o) bir aksiyom oldugundan
ve I' aksiyomlar igerdiginden B(v) =p o) € I'dir. (iii)’'nin kullanilmasiyla
I' = B(¢ =5 o) olur. Dolayisiyla herhangi bir <-minimal I'" durumu i¢in
I = 4 »=p o’dir. Bununla birlikte T' yansimali oldugundan 6zel olarak

IV =T olarak segilirse I' =9 =5 o olur.

(<) : ' =Y = 0 vety = 0 ¢ I' olsun. Bu durumda I"nin maksi-
malliginden —(¢) =5 o) € T' elde edilir. Bununla birlikte tanim 2.2.6’daki
(vi) aksiyomunu kullaniirsa B—(v) =p o) € I' elde edilir. (iii)’den I' |=
B=(¢ =p o0)'dir. Bu durumda herhangi bir <-minimal IV durumu igin
IV = =(¢ =p 0)'dir. Buise I' = ¢ =p o olmasiyla bir geligkidir. O halde

Y =p o € [Vdir.

X

Tanim 4.2.20. X bir formiller kimesi ve ¢ bir formil olmak tizere eger ¢ 'nin
dogru oldugu dinyalarin kiimesi X ise @, X'’i temsil eder denir ve V() = X ile
gasterilir. ® yeterli bir kiime olmak uzere eger ® ’deki bazi By formilleri i¢in o,
X7 temsil ediyorsa X’e temsil edilebilirdir denir.

Simdi de 9, modeli iizerinde yar1 siralama bagintisi olacak sekilde < ve >p

bagintilarini tanimlayalim. Bunun i¢in,

(1) < bagmitisi Sg, tizerinde yari lineer makulliik siralamast,

(2) >p bagintisi da P(Sg,) tizerinde Tanim 2.2.4’teki (i)-(iii) kosullarini saglayan

bir yar1 lineer siralama bagintisi olacak sekilde tanimlanmalidir.

(1) i¢in: By — U B formiilii bu B kiimesinin tek tiirlii belirlendigini ve bir
B denklik smifi oldugunu gosterir. Sg, kiimesinin elemanlar: iizerinde makulliik
siralamasi B’deki herhangi bir durum Sg, \ B’dekinden daha makuldiir seklinde
tanimlanir ve her iki kiimenin kendi i¢indeki durumlarin egit makulliikte oldugu
varsayilir.

(2) icin: P(Se,) lizerinde >p bagmtisini tanimlayabilmek igin S, 'nin tem-
sil edilebilir alt kiimeleri kullanilir. ®’nin tanimindan Sg, 1 temsil edilebilir alt

kiimeleri kiime birlesimi, kesisimi altinda kapalidir ve Sg, ile bos kiimeyi igerir.
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P(Sg,) nin temsil edilebilir elemanlari {izerindeki makulliik siralamas: >; agagidaki
gibi tanimlanir:

Y =p x dogru olmasi i¢in ve yeter kosul (g.y.k.) V(¢)) >; V(x) olmasidir.

= bagitis1 Tanmim 2.2.6’daki (i)-(iii) aksiyomlarim gergeklediginden bir yar
lineer siralama bagmtisidir. Bu nedenle Sg, nin temsil edilebilir alt kiimeleri >
altinda da yar1 lineer siralidir.

Simdi de >; bagintisimin Tamim 2.2.4’teki kosgullar1 gercekledigini gosterelim.

C V(x) ise U(yp — x)dir. Uy — x) — x =p @ aksiyomundan
V(1)) >1 V() dir. Boylece alt kiime kogulu saglanmig olur.

(ii) V(v), B’yi igersin fakat V(x), B’yi icermesin. Bu durumda B(¢) A =B(x)
dogrudur. B(¢)) A =B(x) — ¥ > x aksiyomu geregi MP ile V(1)) >;
yani V(1) > V(x) elde edilir.

(iii) ¢ #Lise V() # V(L)dir. ¢ — (¢ »=pL) aksiyomundan V(¢) >5 V(L) =
(’dir. Boylece >1, P(Ss,) kiimesinin temsil edilebilir elemanlar tizerinde bir

siralama bagintisi oldugu elde edilir.

Geriye >; bagtisini P(Sg,) kiimesinin biitiin elemanlar: {izerinde siralama
yapacak sekilde > bagintisina genigletmek kalir. Bunun i¢in X C Sg, ve X'in
temsil edilebilir en biiytik alt kiimesi R(X) ile gosterilmelidir. Model sonlu ve
temsil edilebilir kiimeler birlegim altinda kapali oldugundan boyle bir kiime vardir.
O halde > bagntis1 asagidaki gibi tanimlanabilir:

X > Y olmasi i¢in g.y.k. R(X) > R(Y) olmasidir.

Mqp, modelinin > bagintisi igin Tanim 2.2.4’teki kogullar: gercekledigini goster-
meliyiz.

>, yari lineer oldugundan > bagintis1 da yar1 lineerdir.
(i) X CYise R(X) C R(Y) oldugundan alt kiime kogulu saglanmig olur.
(ii) B = R(B) oldugunu gostermeliyiz.

w ¢ B olacak geklide bir w diinyasim ele alahm. B’nin digindaki diinyalardaki
Tp bagmtist yansimalilik 6zelligine sahip olmadigindan (w,w) ¢ T’dir. Bu du-

rumda bir By € ® i¢in B, formiili w’da dogru iken, v, burada dogru degildir.
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Buradan B, 'nun B iizerindeki her durumda dogru oldugunu elde ederiz. B’nin
tiimleyenindeki w durumlar: i¢in her v, ’'nun evetlemesi ’yi ele alalim. B’nin
biitiin elemanlarinda v dogruyken By € ®’dir. Fakat ¥ — 1, ve B’nin tiimle-
yeninde v, yanhg oldugundan B(v)) de bu durumlarda yanhstir. O halde ¢, B’yi
temsil eder.

Buradan B = R(B) esitligini elde edilir ki bu da inang kogulunu saglar. Yani
BCX,B¢ZYiseBC RX)veB ¢ RY)dir. Rnin tammmdan R(X) >,
R(Y')’dir ki bu da X > Y oldugunu gosterir.

Boylece bir KD45-O model olan Mg, iizerinde < ve > p bagintilarini tanimladik.
O halde elde edilen M® = (Sg,, <, >p5, V?) modeli, bir KD45-O modeldir. X

Teorem 4.2.21. KD/5-O modeli sonlu model 6zelligine sahiptir.
ispat. ¥ kpas—o @ olsun. Bu durumda —¢ kiimesi tutarhdir. Lindenbaum lem-
masindan, {—p} kiimesinin maksimal tutarli bir I' genislemesi vardir. I’dan

dogrulmusg olan model iizerinde siralama bagintilarinin tanimlanmasiyla elde edi-

len model MM?, bir K D45 — O modeldir ve M®, T |~ dir.

4.2.4 Filtreleme Yontemi

Bu boliimde S5EC ve KD45-O modal mantiklarinin filtrelenmig modelleri tanitilarak,

bu modellerin 6zellikleri verilecektir.

Tanim 4.2.22. M = (S, R, V) bir Kripke model, ® alt formiiller altinda kapaly
sonlu formil kimesi ve 1 € ® olsun. S tuzerinde =, bagintist asagidaki sekilde
tanwmlanar:

s =4 t olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

M, s |= o & Mt =

olmasidir. s =¢ t bagintisy bir denklik bagintisidir ve s € S’nin denklik sinafi
[s|le seklinde gdasterilir.

Tanim 4.2.23. 9 = (S, R, V) bir Kripke model ve ® alt formiller altinda ka-
paly sonlu formdller kiimesi olsun. M ’nin @ ile elde edilen filtrelemesi Ny =
(W, T, Vy,) modelidir ve asagidaki sekilde tanvmlanar:

(i) W={ls]|s 5}
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(i1) WxW dizerinde tanimb T bagintist asaqrdaki Min(T/R) ve Max(T) kosullarina
gercekler.

Min(T/R): Her [s], [t] € W igin eder (s',t') € R, [s] = [¢] ve [t] = [t'] olacak
sekilde s',t" € S var ise ([s], [t]) € T dir.

Max(T): Her [s], [t] € W igin eger ([s], [t]) € T ise her Oy € ¢ i¢in (M, s |=
Oy — Mt = ) ’dir. (Yani hem Min(T/R) hem de Maz(T) kosulunu

saglayan bir T bagintisina, R’nin ® ile filtrelemesi denir.)

(ii) Vi, (p) = V(p).

M = (S, R, V) modeli ve T, R'nin ® ile bir filtrelemesi ise Ny modeline 9'nin

® ile bir filtrelemesidir denir.

Teorem 4.2.24. No = (W, T, Vn,), M = (S, R, V) modelinin ® ile bir filtrele-
mesi olsun. Her i € ® ve s € S i¢in M, s =1 & (Nog, [s]) = ¢ dir.

Ispat. Ispat ¥’'nin karmagikligi iizerine tiimevarimla yapilir.
(i) ¢ atomik formiil olsun. Vi, nin tanimindan elde edilir.

(il) ¥ = ¢ V x olsun.
MsEY e
M,s = (pVx) &
M sV IMskExe
(Ng, [s]) = oV (Ng, [s]) = x &
(No, [s) EeVx &
(No, [s]) =9

(ili) ¢ = = olsun.
M, s =<
M, s F o<
(No, [s]) # ¢ &
(No, [s]) = —p &
(No, [s]) ¢

(iv) ¢ = Oy olsun.

(=) (Ng,[s]) ¥ ¢ olsun. Su halde ([s], [t]) € T igin (N, [t]) # ¢'dir. Tiime-
varim hipotezi geregi 9, ¢t ¥ ¢’dir. ([s], [t]) € T oldugu i¢in maksimallik
kosulundan 901, s ¥ Llp’dir.
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(<) M, s Oy olsun. Bu durumda bir t durumu vardir 6yle ki (s,¢) € R'dir
ve M, t ¥ ¢’dir. Timevarim hipotezinden (Ny, [t]) # ¢’dir. Bununla birlikte
minimallik kogulu geregi ([s], [t]) € T" oldugundan (N, [s]) ¥ Oy dir.

4.2.5 S5EC igin Filtreleme Yontemi

Simdi S5EC sisteminin kanonik modelinin filtreleme yontemiyle elde edilen mo-

delini inceleyecegiz. Bu boliimdeki bilgiler [13]’te bulunabilir.

Tanim 4.2.25. S5EC nin kanonik modeli M, ¢ tutarl bir formil ve ® altinda
yeterli bir kiime olsun. M nin ® ile bir filtrelemesi No = (W, Ty, ..., Tyn, Te, Te, Vo)
asagrdaki sekilde tanimlanar:

(i) W= {[sla|s € 5}
(i) Her T;(i < m) i¢in asaqidakiler saglanr:

o Her [s]e,[t]ls € W icin ([s]e,[tle) € T; & Her K;vp € ® idgin: (M, s |=
Kip < Mt = Kiyp),

e Tp=(ThU..UT,),
o o= (Tg)"
(1) Vg (p) = V(s)(p)-
Lemma 4.2.26. Tamm 4.2.25te verilen No modeli bir SSOEC modelidir.

Ispat. SSEC denklik bagmtilar tarafindan karakterize edildiginden her i <m i¢in
T;’lerin birer denklik bagintis1 oldugunu gostermek yeterlidir. 7; bagintilar1 birer

denklik bagintis1 oldugu asikardir. O halde Ng modeli bir SSEC modeldir. X

Lemma 4.2.25’te verilen Ng modeli sonlu bir modeldir. Bu sonlu model 99t nin

bir filtrelemesidir. Bunu kanitlamak icin agagidaki lemmaya ihtiyacimiz vardir.

Lemma 4.2.27. (Tanimlanabilirlik) W, tanwm 4.2.25°teki gibi tanvmlanmas ol-
sun. Her AC W igin bir o4 vardir oyle ki her [s] € W igin, M, s = o4 < [s] €
A’dr.

Ispat. M°, s’de dogru olan ¢ € ® formiillerinin evetlemesi Form(s) olsun. [s]'nin
tanimindan ¢, s = Form(s) < [s]=[t]. [s] € A i¢in biitiin Form(s)’lerin veyala-

masl 04 olsun ve bunu \/fec4Form(t) ile gosterelim.

44



M. sE=oqs &

Me, s | VigeaForm(t) <

[t] € A olmak iizere M, s EForm(t) <

[s] = [t]

[s] € A. X

Teorem 4.2.28. Tanmim 4.2.25°te verilen verilen Ng modeli, I nin @ ile elde
edilen bir filtrelemesidir.

ispat. Ispat Ty, ..., Ton, T, Teo bagintilarinin sirasiyla Rye, ..., Rye, Rge, Roe bagintilarinin

® ile elde edilen filtrelemeleri oldugu gosterilerek yapilir.

1. Ty'lerin (¢ < m) minimallik ve maksimallik kogullarim sagladigini gésterme-
liyiz. Minimallik kogulu icin, [s], [t] € W ve (5, ') € R;e, [s|=[5] ve [t]=[t']
olacak sekilde s', ' € S¢ oldugunu kabul edelim. K;1) € ® olsun.
me, s = K < ([s]=[s'])

Me, s = K;1p < (R;e bir denklik bagintisi ve (s',t') € Rye)
me,t = Ky < ([tI=[t])

g)’tc’t ): Kﬂ/}

Bu nedenle ([s], [t]) € T;.

Maksimallik kogulu icin, [s],[t] € W ve ([s], [t]) € T; olsun. M*, s = Ky
oldugunu kabul edelim. 7;'nin tanimindan 91, ¢ |= K;1) ifadesini elde ederiz.
R;c yansimal oldugundan 90, ¢ = .

2. Tg’nin minimallik kogulunu sagladigini ispatlamak igin, (s,t) € Rge oldugunu
kabul edelim. 901¢ bir S5EC model oldugundan RycU...UR,,c = Rge esitligini
elde ederiz. T; bagmtist R;'nin bir filtrelemesi oldugundan ([s], [t]) € T;’yi

elde ederiz. Tr'nin tammmindan da ([s], [t]) € Tg.

Maksimallik kogulu i¢in ([s], [t]) € Tk ve Ey € @ igin MC, s |= Ev olsun.
¢ yeterli oldugundan her i < m igin K;90®’yi elde ederiz. ([s],[t]) € Tk
oldugundan bir i < m vardir 6yle ki ([s], [t]) € T;'dir ve M, s | K;1p ve
T;, R;’'nin bir filterelemesi oldugundan 9¢, s |= v ifadesini elde ederiz ve

buradan Tx, maksimallik kosulunu saglamig olur.
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3. Te bagmtisinin minimallik kogulunu sagladigini gostermek igin (s,t) € Ree

oldugunu kabul edelim. A C W kiimesi

A = {[u] € W|([s], [u]) € Tg+} olsun.

M s |=C(oa — Eoax) — (04 — Coy) (1)
oldugunu gosterelim. Ik olarak

M, s =Cloa — Eoa) (2)

oldugunu ispatlamaliyiz. (s,z) € Rge ve MM, z |= 04 olsun; M,z = Eoy
oldugunu gosterelim, bu nedenle (z,y) € Rpge kabul edelim. MM s = o4
oldugundan ve A'nin tammmindan ([s], [z]) € Tg-, buradan bir ne N i¢in
([s], [z]) € Tgn'dir. Tg, Rg'nin bir filtrelemesi oldugundan ([s], [y]) € Tk
ifadesini elde ederiz ve ([s], [y]) € Tgn+1 oldugundan ([s], [y]) € Tr+.Su halde
[y] € A ve bu nedenle M,y = o4 olur.

Son olarak ([s], [s]) € T~ oldugu i¢in A’nin tanimindan
M s = oa. (3)

(1),(2) ve (3)ten (M, s = Coy. Bunun anlam 9, ¢ |= 04, 04’ mn taninu
ile [t] € A olur. Yani [t], [s]'nin Tg«-ardihdir ve buradan ([s], [t]) € T¢ olur.

Maksimallik kosulu i¢in, ([s], [t]) € Te ve CY € @ igin M°, s |= Cp olsun.
Te'nin tanimmindan n € N icin ([s], [t]) € Tg». Bunun anlami ¢ < n igin
([si], [si+1]) € Tg olacak sekilde [s] = [s1],[s2], ..., [sn] = [t] vardir. 90,
(A8) igin bir model oldugundan 9 s; = Cy = M s; = EC. Ayrica
Cy € ® ve & yeterli oldugundan ECvy € ®’yi elde ederiz. T, Rg 'nin ®
ile filtrelemesi oldugundan Max(Tg) kosulu, ¢, s; | ECY = M, s,41
C’yi garanti eder. Ttim bunlarla birlikte her i < n igin M, s; E CY =
ME, si41 = C. M, 51 = M s |= C, tiimevarimla M ¢ = MC, s, = Coh.
Rce yansimali oldugundan 90¢, ¢ |= ¢’yi elde ederiz.

Teorem 4.2.29. Herhangi bir ¢ formiili i¢in S5EC = ¢ = SS5EC F ¢ dir.
ispat. SS5EC ¥ ¢ olsun. Ju halde —¢ tutarhdir. Oyleyse —p’yi igeren maksimal
tutarh bir I' formiil kiimesi vardir ve 9%, ' = —p. Tanim 4.2.25’te verilen Ng
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bir SSEC model oldugundan N, [I']  —¢’dir. O halde S5EC | —¢’dir. O halde
S5EC sonlu model 6zelligine sahiptir. X

4.2.6 KD45-0 igin Filtreleme Yontemi

Tanim 4.2.30. ¢ tutarl bir formail ve ® yeterli bir kiime olsun. Tanwm 4.2.18 dek:
gibi tanimlanan Me, modelinin @ ile bir filtrelemesi My = (So, Tps, Tus, Vo)
asagidaki sekilde tanimlanar:

o So ={[I's|l' € S},

o Tue = {([ls, ") | her Uy € ® i¢in, M, [['|e = Ut olmast igin gerek ve
yeter kosul M, [I"]e = Ut olmasidar)},

Tpe = {([le, [I"]o) | her By € @ igin,
(i) (eger M, [Ie |= By ise M, [["]o |= By ve M, [']s |= )
(ii) (eger M, [Ie = ~By ise M, [I']o = —By)},
o Vo(p) ={[lo: T € Va,(p)}-
Lemma 4.2.31. Tamwm 4.2.50’da verilen Mg modeli, Mg, n bir filtrelemesidir.

ispat. Ty ve Tpe bagimtilarinin, Mg, modelinde verilen Ty ve T bagintilarinin
filtrelemeleri olduklar1 gosterilmelidir.

Ty e nin minimallik ve maksimallik kogullarini sagladigini gostermeliyiz.

(i) [, [X] € Se ve (I",Y) € Sg, olsun 6yle ki (I',¥') € Ty, [I' = [I']
and [X] = [X]. Uy € @ oldugunu varsayahim. Eger Mg, [['] = Uy ise
[I'] = [I''] oldugundan Mg, [I'] = Uep’dir. Buradan Mg, " = Uy dir. Truth
lemmasidan Uy € T” elde edilir. (I,%') € Ty oldugundan ¢ € ¥dir.
¥ C [¥'] oldugundan 1 € [¥']’dwr. Yine Truth lemmasimin kullamlmasiyla
Ma, [X] | Ue'yi elde ederiz. Buradan My, [X] = Uy ve ([T, [2]) € T dir.

[T], [X] € Se ve ([I'], [X]) € Tye olsun. Mg, ' = Uty oldugunu varsayalim.
Bu durumda Truth lemmasindan Uy € I" olur. Tyy'nun tanimindan ¢ € X

elde edilir. Truth lemmasindan Mg, X = 9 olur.

(ii) Tre icin ispat (i)’dekine benzer gekilde yapilir.
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Lemma 4.2.32. Tamm 4.2.30°da verilen Mg modeli bir K D45 — O modeldir.

ispat. Bunun icin 7y4 bagintisinin bir denklik bagintisi ve Tgrge bagimtisinin
Ty e nin oklidyen alt bagintisi oldugunu gostermek yeterlidir.

Eger ([I'e, [I"]e) € Tgg ise ([I'e, [I]e) € Tye oldugunu géstermeliyiz. ([I'], [IV]) €
Tpe ve ([I',[I"]) ¢ Tue olsun. Bu durumda, bir Uy € & formiilii vardir dyle
ki M, [Cle = Up ve M, [I"]e ¥ Ug'dir. Truth lemmasindan Uy € [[s ve
Up ¢ [I"]s’dir. O halde, Up € T ve Up ¢ T'"’diir. Buradan, Uy — By bir teorem
ve I" maksimal tutarli bir kiime oldugundan By € Idir. (I, I) € T oldugundan
¢ € I" oldugunu elde ederiz. ¢ — Uy bir teorem oldugundan Uy € I olur.
I C [I"] oldugundan Uy € [I"] olur ki bu bir ¢eligkidir. O halde, Tpe C Tyg dir.

<g Ve >pg bagmtilarinin sirasiyla S ve &2 (Sg) kiimeleri iizerinde tanimlanmasi
sonlu Henkin yéntemindekiyle aynidir. Boylece elde edilen Mg = (So, <o, >pas, Vo)
modeli bir KD45-O modeldir. X
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BoOLUM 5

Yeni Sonuclar

Bu boliimde S5EC ve KD45-O modal mantiklarinin iki farkl yontemle elde edilen

modellerinin izomorf oldugu kanitlanacaktir.

5.1 S5EC Modal Mantig: icin Yeni Sonucglar

Teorem 5.1.1. ® sonlu, yeterli bir kiime ve M® ve Ng swraswyla S5EC nin sonlu
Henkin metodu ve filtreleme yontemiyle elde edilen modelleri olsun. Bu durumda
M® = Ny 'dir.

ispat. M ve Ny modelleri arasinda bijektif, kuvvetli bir homomorfizmanin var

oldugunu kanitlamamiz gerekir.

fim¢—>Nq>
L — [T

I'=[I'] N ® ile tamimlansin. Bu gekilde tanimlanan f fonksiyonu bir izomor-
fizmadir. Bunun i¢in oncelikle f’'nin bir fonksiyon oldugunu gostermeliyiz. Bunun

icin agagidaki lemmalara ihtiyacimiz vardir.

Lemma 5.1.2. ® maksimal tutarly bir kime ve I, ®’de maksimal SS5EC tutarh
olsun. Bu durumda, ' C T olacak sekilde bir maksimal S5EC tutarl kiimesi
vardar.

ispat. I, ®’de maksimal SSEC tutarh bir kiime olsun. Bu durumda, maksimal
tutarhlik tammmindan I' kimesi SS5EC tutarhdir. Lindenbaum Lemmasindan I' C

[ olacak gekilde maksimal S5EC tutarh bir kiimenin var oldugu elde edilir. X

Lemma 5.1.3. ®’de maksimal S5EC tutarl bir kime I' icin I C TV ve I' C T
olacak sekilde I, T kiimeleri maksimal SSEC tutarh olsun. Bu durumda, I =4
I dir.
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Ispat. Celigki yoluyla yapilir. Iki maksimal S5EC tutarh kiime I”, I/ olsun. ®’de
maksimal S5EC tutarh bir kiitme I" icin I' C IV ve I' C I olsun. M, I F ¢
ve M, I ¥ ¢ oldugunu varsayalim. Bu durumda, Truth Lemma’dan ¢ € IV ve
@ ¢ I"diir. p € T ise = ¢ T’diir. T' C TV ve IV tutarh oldugundan —p ¢ T7dir.
I' € T” oldugundan —¢ ¢ I elde edilir. Bu ise I'"'niin tutarh olmasi ile bir
celigkidir. X

O halde I' — [I'] ile tamimli f bagintis1 bir fonksiyondur.

Simdi f fonksiyonunun kuvvetli homomorfizma oldugunu gostermeliyiz.

(i) Her bir 6nerme degiskeni p ve I' € S® icin I' € V®(p) olmas: icin gerek ve

yeter kogulun f(T') € Va(p) oldugu gosterilmelidir. Tki durumda incelenir.
Durum 1. p € ® olsun.

(=) :T € V®(p) olsun. Bu durumda p € ["dir. I' C IV oldugundan p € I/
olur. Buradan f(I') = [I"] € Va(p) elde edilir.

(<) : [I"] € Vo(p) olsun. Bu durumda, p € I'diir. I' C I" ve T', ®’de
maksimal SS5EC tutarli oldugundan p € I'"dir. Buradan I' € V*(p) oldugu
elde edilir.

Durum 2. p ¢ ¢ olsun.

[ € & oldugundan p ¢ [Vdir. V®(p)'nin tammindan T' ¢ V®(p) olur.
Buradan da Vi (p) = 0 olur. Oyleyse [IV] ¢ Vi (p)’dir.

(ii) Simdi de f fonksiyonunun bagintilar korudugunu gostermeliyiz.

(a) T,T" € S* olmak iizere (I',T") € RY olmasi icin gerek ve yeter kosul
(f(I), £(I')) € T; olmasidir:
(=) : (I,IV) € RY olsun. K;¢ € [['] oldugunu varsayalim. O halde
Kip € Ddir. (I,T") € R? oldugundan K;p € I'dir. TV C [V
oldugundan K;p € [I"] olur. Buradan Truth lemmasindan Ng, [I'] =
K;p elde edilir.
K;p € [I'] olsun. Bu durumda K;p € I"diir. (I, I") € R oldugundan
K;p € I’dir. I' C [I'] oldugundan K;p € [I'] olur. Buradan Truth
lemmasindan Ng, [I'] = K;p elde edilir.
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(<) : (f(), f(I')) € T; olsun. K;pp € I' oldugunu varsayalm. I' C
[['] oldugundan K;p € [[J’dir. Truth lemmasindan No, [I'] E K;p
elde edilir. (f(I'), f(I')) € T; oldugundan Ng, [I'] = K;@’dir. Truth
lemmasinin kullanilmasiyla K;p € [IV] elde edilir ki IV C [IV] ve K;p €
® oldugundan K;p € IV elde edilir.
K;p € I' olsun. I' C [I'] oldugundan K;p € [[']’dwr. Truth lem-
masindan Ng, [[] E K;p elde edilir. (f(I'), f(I")) € T; oldugundan
N, [I'] E K;p’dir. Truth lemmasimin kullanilmasiyla K;p € [['] elde
edilir ki I C [I'] ve K;p € ® oldugundan K;p € T olur.

(b) I',IV € S® olmak tizere (I',I") € R} olmas i¢in gerek ve yeter kosul
(f(I), £(I")) € T olmasidur:
(=) : ([,I") € RY olsun. Ry C RY U ... U R? oldugundan baz i’ler
(1 <i<n)icin (I,T') € R’dir. O halde (a)’dan ([T, [I"]) € T; olur.
Ty U...UT, C Ty oldugundan ([I'], [I"]) € Tg’dir.
(«<): (') € Tg olsun. Bu durumda T C T; U ... U T,, oldugundan
baz1 i'ler (1 < i < n) igin ([['], [I"]) € T;’dir. O halde (a)’dan (I',I") €
R? elde edilir. RY U...U R® C R oldugundan (I',T) € RY dir.

(c) I, TV € S® olmak iizere (I',I") € RE olmas icin gerek ve yeter kogul
(f(T), f(I')) € T olmasidur:
(=) : (I,I") € RS olsun. Oyleyse RE C R% oldugundan (T',I) €
R;dir. Bu durumda I' = O, ..., ©,, = I olacak sekilde bir dizi vardir
oyle ki her i (1 <14 < n) icin (0;,0,41) € R%dir. O halde (b)’den
([©i], [©i+1]) € Tg olur. Buradan ([I'], [I]) € Ty dir. T}, C T oldugundan
([T'],[I"]) € T¢ olur.
(<) : (f(I), f(I") € Te olsun. Oyleyse Te: C T}, oldugundan (I, TV) €
Tx dir. Bu durumda f(I') = [O], ..., [0,] = f(I") olacak sekilde bir
dizi vardir 6yle ki her i (1 < i < n) igin ([©,], [©;41]) € Tg’dir. O halde
(b)’den (6;,0;41) € Ry olur. Buradan (I',I) € Ry’dir. Ry, C R
oldugundan (I',T") € R¢ olur.

O halde (i) ve (ii) ile f fonksiyonu kuvvetli bir homomorfizmadir. Simdi de f

fonksiyonunun bijektif oldugunu gostermeliyiz.
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f fonksiyonu bire birdir: I' ve I”, ®’de maksimal SS5EC tutarhh kiimeler ve
'] = [I'] olsun. I' = I oldugunu gostermeliyiz.

(C) : ¢ € I' olsun. I' C [I'] oldugundan ¢ € [I'] olur. Truth lemmadan
Ng,[I'] E ¢ elde edilir. [I'] = [['] oldugundan aymi zamanda Ng, [['] | ¢ dir.
Truth lemmadan ¢ € [I"] olur. ¢ € & ve IV = [['] N ® oldugundan ¢ € I"’dir.

(D) : ¢ € IV olsun. I" C [I''] oldugundan ¢ € [['] olur. Truth lemmadan
Ng, [I'] = ¢ elde edilir. [I'] = [I”] oldugundan aym zamanda Ng, [I'] | ¢ dir.
Truth lemmadan ¢ € [I'] olur. ¢ € ® ve I' = [I'] N ® oldugundan ¢ € [Vdur.

f fonksiyonu Ortendir: Her [['] € W icin f(I') = [I'] olacak sekilde en az
bir I" € S? oldugu gosterilmelidir. Bunun igin [T'] N ® kiimesinin bostan farkh
oldugunu gostermeliyiz. [['] N ® = () olsun. Bu durumda ® = I olacak sekilde
maksimal tutarh bir I € S® vardir 6yle ki IV ¢ [I'] = {I'y, ...I", }'dir. Oyleyse bir
pediginly EpA.. AL, |E @ vel”E odir. & =1I" oldugundan ¢ € I olur ki
bu bir geligkidir.

Oyleyse f(I") = [I] olacak sekilde en az bir IV = [[] N ® € S® vardir.

Buradan f fonksiyonunun ortenligi elde edilir.

O halde f fonksiyonu bijektif, kuvvetli bir homomorfizma ve 9M® = Ny dir.

X

5.2 KD45-O Modal Mantig: icin Yeni Sonuclar

Teorem 5.2.1. ® sonlu, yeterli bir kiime ve M® ve My swraswyla KD45-O 'nun
sonlu Henkin metodu ve filtreleme yontemiyle elde edilen modelleri olsun. Bu

durumda M® = Mg “dir.

ispat. IM® ve My modelleri arasinda bijektif, kuvvetli bir homomorfizmanin var

oldugunu kanitlamamiz gerekir.
f : mq) — SD’K(D
I — [I]
I’ = [[')N® ile tanimlansin. Bu sekilde tanimli f fonksiyonu bir izomorfizmadir.

Bunun i¢in oncelikle f'nin bir fonksiyon oldugunu gostermeliyiz. Bunu gostermek

icin agagidaki lemmalara ihtiyacimiz vardir.

Lemma 5.2.2. I' € B olmas i¢in gerek ve yeter kosul [I'] € B olmasudur.
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Ispat. I' € B olsun. Oyleyse (I',T") € Rp’dir. Bir By € ® formiilii icin My, [[] |=
By oldugunu varsayalim. Truth lemmasimdan By € [[')’dir. I' = [[']N® oldugundan
By € I’dir. (I',T') € Rp oldugundan ¢ € I elde edilir. I" C [I'] oldugu kullanilirsa
¢ € [I'] elde edilir. Truth lemmasimdan Mg, [['] = ¢ olur.

[I'] € B olsun. Bu durumda ([I'], [I']) € Rp'dir. Bir By € ® formiilii icin By €
I olsun. I' C [I'] oldugundan By € [I'] olur. Truth lemmasindan Mg, [['] = By
elde edilir. ([I'],[I']) € Rp oldugundan Mg, [I'] = ¢ olur ki Truth lemmasinin
tekrar kullamlmasiyla ¢ € [['] olur. I' C [I'] ve I" maksimal tutarh ve bununla
birlikte [['] denklik simfindaki her kiime ayni formiilleri gerceklediklerinden ¢ €
[Vdir. X

Lemma 5.2.3. ® maksimal tutarl bir kime ve I, ® ’de maksimal KD/5-0 tutarh
olsun. Bu durumda I' C I olacak sekilde bir maksimal KD45-O tutarl kimesi
vardar.

ispat. I', ®’de maksimal KD45-O tutarl bir kiime olsun. Bu durumda, maksimal
tutarlilik tammmindan I' kiimesi KD45-O tutarhdir. Lindenbaum Lemmasindan
' C I olacak sgekilde maksimal KD45-O tutarh bir kiimenin var oldugu elde
edilir. X

Lemma 5.2.4. ®’de maksimal KD45-0O tutarl bir kime I' i¢in I' C TV ve I' C
I olacak sekilde T, T kimeleri maksimal KD45-O tutarl olsun. Bu durumda,
IV =4 I diir.

ispat. ®’de maksimal KD45-O tutarh bir kiime I' icin I' C IV ve I' C I'” olsun.
M I E p ve M I E p oldugunu varsayahm. Bu durumda, Truth Lemma’dan
e €IV ve p ¢ I'"diir.

p € TMise —p ¢ I'diir. I' C TV ve I tutarh oldugundan —¢ ¢ I"dir. T" C I

oldugundan —p ¢ I elde edilir. Bu ise ["’niin tutarh olmasi ile bir geligkidir. X

O halde I' — [I'] seklinde tanimlanan f bagintisi bir fonksiyondur.

Simdi f fonksiyonunun kuvvetli homomorfizma oldugunu gosterelim.

(i) Her bir 6nerme degiskeni p ve I' € Sp igin I' € V*(p) olmas: igin gerek ve
yeter kogulun f(I') € Va(p) oldugu gosterilmelidir. Tki durum s6z konusu-

dur:
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Durum 1. p € ¢ olsun.

(=) :T € V®(p) olsun. Bu durumda p € ["dir. I' C IV oldugundan p € I/
olur. Buradan f(I') = [I"] € Va(p) elde edilir.

(<) : [I"] € Vo(p) olsun. Bu durumda, p € I'diir. I' C I ve T', ®’de
maksimal SS5EC tutarli oldugundan p € I"dir. Buradan T' € V*(p) oldugu
elde edilir.

Durum 2. p ¢ ¢ olsun.

' € & oldugundan p ¢ ["dir. V®(p)'nin tammindan T' ¢ V®(p) olur.
Buradan da Vg (p) = 0 olur. Oyleyse [I"] ¢ Vi (p)’dir.

(ii) Simdi de f fonksiyonunun bagintilar: korudugunu gosterelim:

(a) I',T" € Sg, olmak iizere (I',I”) €< olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
(f(I'), f(I'")) €<q olmasidir:
(=)« (I,I") €< ve (f(D), f(I')) ¢<¢ olsun. Bu durumda f(T') =
Il ¢ Bve f(I") = [I'Y] € B. Buradan I' ¢ B ve [" € B'dir. Bu ise
(I, I") €< olmasiyla bir geligkidir.
(<) = (f(D), (1) €<q ve (I',T") ¢< olsun. O halde I'" € B ve

I' ¢ B’dir. Buradan [I”] € B ve [I'] ¢ B olur ki bu bir geligkidir.

(b) I',IV € Sg, olmak iizere (I',I") €>p olmasi igin gerek ve yeter kogul
(f (1), f(I")) € Zpq dir:
(=) : (I',T") €>p olsun. Bu durumda baz1 By, By € ® i¢in ¢ =p
¢dir dyle ki V®(p) = R(T') C T ve V®(¢) = R(I") C T"diir. T C [T
ve IV C [I"] oldugundan sirasiyla V() = R([I']) C [I'] ve V() =
R([I'"]) C [I"] olur.
(<) : ([T',[I"]) € >pBe olsun. Bu durumda bazi By, By € ® igin
o 1= w'din Byle ki V(g) = R(T]) C [T] ve V($) = R(]) € [
' C [I] ve I" C [I"] oldugundan sirasiyla V() = R(I') C T ve V(¢) =
R(I") C T" olur.

O halde f fonksiyonu kuvvetli bir homomorfizmadir. Simdi de f fonksiyonunun

bijektif oldugu gosterilmelidir:
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f fonksiyonu bire birdir: I' ve IV, ®’de maksimal KD45-O tutarh kiimeler olsun.
Bununla birlikte [I'] = [I'] oldugunu varsayalim. I' = [" oldugunu géstermeliyiz.

(C) : ¢ € I' olsun. I' C [I'] oldugundan ¢ € [I'] olur. Truth lemmadan
Me, [I'] E ¢ elde edilir. [I'] = [I'] oldugundan aym zamanda Mg, [I'] = 'dir.
Truth lemmadan ¢ € [IV] olur. ¢ € ® ve IV = [IY] N ® oldugundan ¢ € I"’diir.

(D) : ¢ € IV olsun. I" C [I''] oldugundan ¢ € [['] olur. Truth lemmadan
Me, [I'] = ¢ elde edilir. [I'] = [I'] oldugundan ayni zamanda Mg, [I'] = 'dir.
Truth lemmadan ¢ € [I'] olur. ¢ € ® ve I' = [I'] N ® oldugundan ¢ € [Vdur.

f fonksiyonu oOrtendir: Her [I'] € Sg igin f(I") = [I'] olacak sekilde en az
bir IV € S, oldugu gosterilmelidir. Bunun i¢in [['] N ® kiimesinin bostan farkl
oldugunu gostermeliyiz. [['] N ® = () olsun. Bu durumda ® = I olacak sekilde
maksimal tutarl bir I € S, vardir 6yle ki I ¢ [I'] = {I'y,...I', }’dir. Oyleyse bir
pedignly EpA.. AL, |E @ vel”E odir. & =1I" oldugundan ¢ € I olur ki
bu bir geligkidir.

Oyleyse f(I") = [I] olacak sekilde en az bir IV € Sg, vardir.

O halde f fonksiyonu bijektif, kuvvetli bir homomorfizmadir yani 9® = Mg dir.

X
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BoLUM 6

Sonug

Bu tezde, epistemik mantikta bilgi operatoriintin farkl sekilde yorumlanmasindan
elde edilen iki farklh modal sistem olan S5EC ve KD45-O'nun modelleri ince-
lenmigtir. KD45-O sistemi, S5EC’den farkli olarak miimkiin diinyalar tizerinde
bir kiime siralamasi da icerir ve B operatori tek bir temsilcinin degerlerini ele
alir. KD45-O’ya benzer olan ancak B operatoriiniin birden fazla temsilciyi (multi-
agent) goz éniinde bulundurdugu KD45-0,, sistemi i¢in bu tezde ele alinan prob-

lem bir bagka aragtirma konusudur.
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