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OZET

UZERINDE TANIMLI HER NORM-SINIRLI OPERATORUN
REGULER OLDUGU BANACH ORGULERI

DOGAN, Nazh
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik-Bilgisayar Boliimii
Tez Danismani: Doc. Dr. Mert CAGLAR

Temmuz 2013, 113 sayfa

Bu tez caligmast A. A. Wickstead’in Separable Banach lattices on which every
linear operator is regular baglikli makalesine [18] dayanmakta ve yedi boliim-
den olugsmaktadir. Ikinci bsliimde Boole cebiri teorisi detayh olarak calisilmig-
tir. Uciincii boliimde Riesz uzaylar: tanitilmig, bu calisma icerisinde kullanilan
ozelliklerine deginilmig, ve bir Riesz uzayinin evrensel tamlanigi detaylariyla ka-
rakterize edilmistir. Dérdiincii boliimde Banach orgiileri tanitilmig, bu calisma
icerisinde kullanilan 6zelliklerine deginilmis, ve Banach 6rgiileri iizerinde tanimh
regiiler operatorler ile norm-sinirli operatorler arasindaki iligki tanitilmigtir. Be-
sinci béliimde yerel konveks uzaylarin kompakt konveks alt kiimelerinde tanimh
reel degerli fonksiyon simiflariyla ilgilenilmis ve boliimiin sonunda afin fonksiyonlar
ile AM-uzaylarinin bir karakterizasyonu verilmistir. Altinci béliimde Fonksiyonel
Analizde kargilagilan klasik uzaylarda regiiler operatorler ile norm-sinirli opera-
torler arasindaki iligki incelenmigtir. Son boliimde, A. W. Wickstead’in ayrilabilir
AM-uzaylarinin sira-birime sahip olmasiyla ilgili bir karakterizasyonu incelene-
rek iizerinde tanimli olan her norm-sinirli operatoriin regiiler oldugu ayrilabilir

Banach orgiilerinin karakterizasyonu iizerinde durulmusgtur.

ANAHTAR KELIMELER: Banach 6rgiisii, regiiler operator, evrensel tamlanig, simp-

leks, afin fonksiyon.
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ABSTRACT

BANACH LATTICES ON WHICH EVERY
NORM-BOUNDED OPERATOR IS REGULAR

DOGAN, Nazh
M.Sc. Thesis, Department of Mathematics and Computer Science

Supervisor: Assoc. Prof. Mert CAGLAR

July 2013, 113 pages

This thesis, based on the paper entitled Separable Banach lattices on which every
linear operator is regular by A. A. Wickstead [18], consists of seven chapters.
Chapter two provides a detailed study of the theory of Boolean algebras. In
chapter three, having introduced Riesz spaces, properties of them used in the
thesis are given, and the universal completion of a Riesz space is characterized.
The purpose of chapter four is to introduce Banach lattices along with their
properties that are necessary throughout, and examine the relationships between
norm-bounded and regular operators. Chapter five deals with several classes of
real-valued functions on compact convex subsets of locally convex spaces and
contains a characterization of AM-spaces by affine functions in its final part.
The subject matter of chapter six is the relationship between regular and norm-
bounded operators on the classical spaces of Functional Analysis. In the final
chapter, a characterization of separable AM-spaces to have an order-unit given
by A. W. Wickstead is thoroughly studied, and the problem of characterizing
separable Banach lattices on which every norm-bounded operator is regular is

discussed.

KEYWORDS: Banach lattice, regular operator, universal completion, affine func-

tion, simplex.
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BOLUM 1
GIRIS

Genel operator teorisi icinde 6zel ve 6nemli bir yeri olan pozitif operatorler te-
orisi ¢aligilmaya baglandigindan bu yana, bir £ Banach 6rgiisiinden bir bagka F
Banach orgiisiine giden tiim norm-sinirli operatorlerin hangi kosullar altinda iki
pozitif operatériin farki seklinde yazilabilecegi problemi dogal olarak giindeme
gelmis ve bu problemi merkeze alan bircok ¢aligma yapilmigtir. Bu tez ¢aligma-
sinda, sozii edilen problemin 6nemli bir 6zel durumu incelenmektedir.

E ve F Banach orgiileri olmak tizere, £/ uzayindan F' uzayma giden ve iki
pozitif operatoriin fark: olarak yazilabilen (diger bir deyisle, regiler olan) ope-
ratorlerin vektor uzayr L (E, F') ile, tiim norm-sinirli operatorlerin vektor uzayi
ise £ (E, F) ile gosterildiginde, £ (E, F') uzaymm L (E, F') uzayinn bir alt uzay:
oldugu hemen gériiliir. Bu iki uzay, genel olarak, birbirinden farkhdir. £" (E, F')
uzay1 ile £ (E, F) uzayr arasindaki iligki incelenmek istendiginde, hangi kosul-
lar altinda her norm-sinirli operatériin regiiler oldugu, ve bu 6zellik saglandi-
ginda operatér normu ile £ (E, F') uzay: iizerinde tanmimlanan r-normunun ne
zaman birbirlerine egit olduklar1 biciminde iki temel problemle karsilagilir. Eger
L(E,F) = L"(F,F) oluyorsa ve her operatoriin operatér normu ile r-normu ile
birbirlerine esitse, L™ (E, F) = L (E, F) seklinde gosterelim.

1974 yilinda Fremlin tarafindan, £7 (E, L) = L (F, ) esitligi var ise £ uza-
yinin bir AL-uzayina izomorfik oldugu gosterilmistir. 1975 yilinda Cartwright ve
Lotz, Fremlin’in sonucunu geligtirerek, L™ (E, F) = L(E,F) esitligi var ve F
(E') uzay1 bir I, uzayma orgii izomorfik alt uzaya sahip ise £ (F) uzaymin bir
AL- (AM-) uzayma orgii izomorfik oldugunu kanitlamiglardir. Aymi makalede,
L (E,F)=L(E,F) esitligi varsa E uzaymin bir AL- uzayina, F' uzayinin da bir

1



AM-uzayina 6rgii izomortfik olmas1 gerektigi savi ortaya atilmigtir; ancak 1977’de
Yuri Abramovich, £" (E, F) = L (E, F) esitligini saglayan bir AL-uzayina orgi
izometrik olmayan bir F uzay1 ve bir AM-uzayina 6rgii izomorfik olmayan bir F
uzay1 kurarak, bu savin gerceklenmeyecegini gostermigtir. Yine ayni eserde, eger
L' (E) = L(F) ise E uzaymin ya bir AL-uzayina ya da bir AM-uzayma orgii
izometrik oldugu gosterilmigtir. Keyfi bir £ AL-uzay1 icin L (E) = L (F) esitligi
saglanmasima ragmen, L (E) = L (F) esitliginin saglanmadigi £ AM-uzaylar
mevcuttur. 2011 yilinda Wickstead tam olarak hangi AM-uzaylarimin bu egitligin
saglandigini gostermeye caligmig ve ayrilabilir Banach ¢rgiileri icin ilgili problemi

¢Ozmiistiir.



BOLUM 2

KISMI SIRALAMA VE ORGULER

Bu boliimde dagilma 6zelligine sahip orgiiler 6zellikle Boole cebirleri iizerinde
daha sonra kullanacagimiz cesitli tanimlar ve teoremler verilecektir. Stone Gos-
terilis Teoremi verilecek ve dagilma ozelligine sahip bir 6rgiiniin Stone uzay1 iize-
rinde kabuk-cekirdek topolojisi kurulacaktir. Kabuk-¢ekirdek topolojisinin énemli
topolojik ozellikleri aragtirilacaktir. Daha fazla bilgi i¢in [11] kaynagina bagvuru-
labilir.

2.1 Dagilma Ozelligine Sahip Orgiiler

X bosgtan farkh bir kiime olsun. Biitiin (z,y) (z,y € X) swal ikililerinin kiimesine
X’in kendisiyle kartezyen carpims denir ve X x X ile gosterilir. X x X kartezyen
carpiminin bostan farkli bir alt kiimesine X kiimesi iizerinde bir baginiz denir
ve genellikle bir bagmt1 R ile ve bagmtinin elemanlar: da xRy ile gosterilir. Iyi

bilinen bagintilardan birisi denklik bagintisidir; bir R bagintisi
(i) xRy ve yRz iken xRz (gegisme),
(ii) her x € X i¢in xRz (yansiuma),
(iii) zRy iken yRx (simetri),

ozelliklerine sahipse R bagintisina denklik bagintisi denir. Bir diger iyi bilinen

baginti ise kismi siralamadur; bir R bagintis

(i) Ry ve yRz iken xRz,



(ii) her z € X i¢in z Rz,
(iii) xRy ve yRx iken x = y (ters simetri),

ozelliklerine sahipse R bagintisina kismi siralama denir. X iizerindeki bir R kismi
siralama bagimtisinin x Ry elemanlarim genellikle x < y (ya da, denk olarak y > z)
seklinde yazacagiz. Keyfi x,y € X elemanlarina ya = < y ya da y < x gercekleni-
yorsa kargilagtirilabilir, ne x < y ne de y < = gergeklenmiyorsa kargilagtirilamaz
denir. Eger X kiimesinin biitiin elemanlar1 karsilagtirilabilir ise bu kismi siralama
bagintisina lineer siralama denir.

X kismi sirali bir kiime olmak iizere X kiimesi iizerindeki kismi siralamay1
bogtan farkli her Y C X alt kiimesi iizerine indirebiliriz, eger Y kiimesi indirdigi-
miz kismi siralamaya gore lineer sirali ise Y kiimesine X kiimesi icinde bir zincir
denir.

X kismi sirali bir kiime ve Y C X bogtan farkli olsun. Bir x5 € X elemani
her y € Y icin 2y > y sagliyorsa x( elemanina Y kiimesinin bir st sinere denir.
Y kiimesinin bir zq iist sinir1 diger tiim {ist simirlarindan kiiciikse, yani keyfi iist
siir x| i¢in xy < z(, sagliyorsa, xo elemanina Y kiimesinin en kig¢ik st sinur
veya supremumu denir ve xg = supY veya xo = sup{y:y € Y} ile gosterilir.
Ayrica bir kiilmenin supremumu tek tiirli belirlidir, eger xq ve xé bir Y kiimesinin
supremumlart olsaydi zy < xj, ve zj, < x¢ oldugundan zy = z; bulunurdu. Benzer
sekilde bir kiimenin alt sinir, en biyik alt sinwry ve infimumu tamimlamir ve bir
Y kiimesinin infimumu inf Y = inf {y : y € Y'} ile gosterilir.

X kismi sirali bir kiime ve zg € X olmak iizere z € X ve 2y < z iken
xo = x ise xo elemanina maksimal eleman denir (z, maksimal elemanin her z € X
elemanindan biiyiik olmasi gerekmez). Bir g € X elemani her z € X i¢in xy > =
saghiyorsa xy elemanina X kiimesinin en biyik elemans denir ve ayni zamanda
o elemanm tek maksimal elemandir. Fakat X kismi sirali kiimesi tek maksimal
elemana sahip olsa bile bu elemanin en biiyiik eleman olmasi gerekmez. Minimal
eleman ve en kii¢ik eleman tanimlar: benzer sekilde verilir.

Iyi bilinen ve sikca kullanilacak Zorn Lemmasini verelim.

Zorn Lemmasi: X kismi sirali bir kiime olmak iizere X kiimesi icindeki her

zincirin bir iist sinir1 varsa, X kiimesi en az bir maksimal elemana sahiptir.



Tanim 2.1.1. X kismi swrals bir kime olsun.

(i) Eger X kiimesinin bostan farkly her alt kimesinin supremumu ve infimumu

varsa X kimesine sira tam denir.

(i) Eger X kiimesinin bostan farkl tstten sinarly (alttan sinarl) her alt kiime-

sinin supremumu (infimumu) varsa X kimesine Dedekind tam denir.

(111) Eger X kimesinin bostan farkl tstten sinwrly (alttan swnerly) saylabilir her
alt kiimesinin supremumu (infimumu) varsa X kimesine Dedekind o-tam

denir.

(v) Eger X kiimesinin iki elemanly her alt kiimesinin supremumu ve infimumu

varsa X kiumesine orgu denir.

Bir X orgiisiinde x,y € X olmak iizere x ve y elemanlarindan olugan kiime-
nin supremumunu sup (z,y) veya x V y ile gésterecegiz. Benzer gekilde x ve y
elemanlarindan olugan kiimenin infimumunu inf (z,y) veya = A y ile gosterece-

giz. Indiiksiyon ile bir 6rgii i¢indeki sonlu her kiimenin supremumu ve infimumu

oldugunu da sdylebiliriz ve sonlu bir {x1, ..., z,} kiimesinin supremumunu ve in-
n

fimumunu sirasiyla sup {xy,...,z,} (1 V...V, veya \/ x;) ve inf {z1,...,2,}
i=1

n
(21 Ao Ay, veya )\ ;) ile gosterecegiz.
i=1

Tanim 2.1.2. Bir X orgiisiinde her x,y,z € X i¢in

zA(yVz)=(@Vy AxzVz)

oluyorsa dagilma ozelligine sahiptir denir.

Tanimdaki supremum ve infimumun yerlerini degistirebiliriz, yani bir X orgiisii-

niin dagilma o6zelligine sahip olmasi i¢in gerek yeter kosul her z,y, z € X i¢in
zV(yANz)=(xAy)V(zAz)

olmasidir.
Bir X orgiisii en kiigiik ve(veya) en biiyiik elemana sahip ise bu elemanlar

sirasiyla 6 ve e ile gosterecegiz. X dagilma 6zelligine sahip, en kiiciik ve en biiyiik



eleman olan bir 6rgii olmak tizere z, 2’ € X elemanlar i¢in zAx' =0 ve xVa' =e
saglaniyorsa x’ elemanina x elemaninin timleyeni denir. Bu durumda z eleman

da 2’ elemaninin tiimleyenidir.

Teorem 2.1.3. X dagilma ozelligine sahip, en kiictik ve en biyik elemant olan
bir orgi olmak tzere eger bir x € X elemanin timleyeni varsa tek tirli belirlidir,

diger bir deyisle her elemanin en fazla bir timleyeni vardar.

Kanit. Bir x € X elemanmnin 2’ ve x* gibi iki tiimleyeni oldugunu varsayalim. O

halde
r=x*Vl=z"V(@eAz") =" Ve)AN(z*Va)=eA(z*Va)=(z" V).

Benzer sekilde ' = (z* v 2’) elde edilir. Sonug olarak 2’ = x* bulunur. O

2.2 Boole Cebiri ve Boole Halkas1

Dagilma &zelligine sahip, en kiiciik, en biiyiik elemani olan ve her elemanin tiim-

leyene sahip oldugu orgiiler Boole cebiri olarak adlandirilir.
Teorem 2.2.1. X bir Boole cebiri, x,y € X ve x <y olmak tizere
Xoy={zeX 2 <2<y}

kiimest de X dizerinde siralamays tizerine indirdigimizde bir Boole cebiridir ve bu

Boole cebirinin en kiiciik elemans x ve en biiytik elemans y dir.

Kanst. X Boole cebirinin en biiyiik elemanini e, en kii¢iik elemanin 6 ile goste-
relim. X iizerinde siralamay1 X, , iizerine indirdigimizde X, , kiimesinin dagilma
ozelligine sahip bir 6rgii oldugu agiktir. Simdi X, , kiimesindeki her z € X,
elemanin X, , icinde tiimleyeninin oldugunu gosterelim. z elemanin X kiimesi

icindeki tiimleyenini 2’ ile gosterelim. 2* = (2/ A y) V x dersek

2N =zAN{ZAy)Va}={zAEZAyY)}V(zAzZ)=0Vr=nr,

2VZE=zVEANyY)YVe=zV(ZANy)=EVI)AN(zVy)=ery=y



bulunur, bu ise z* elemanin z elemaninin X, , kiimesi i¢indeki tiimleyeni oldugunu

soyler. O

X en kiiciik elemana sahip bir orgii ve z,y € X olmak iizere x Ay = 6 ise
x ve y elemanlarina dik veya ayrik denir. Bostan farkhh U C X kiimesinin her
iki elemani ayrik ise U kiimesine ayrik denir. Bogtan farkli bir Y C X kiimesinin

biitiin elemanlarina dik olan elemanlarin kiimesine ayrik timleyen denir ve
Yi={reX:xAy=0VycY}

ile gosterilir.

X bir Boole cebiri olmak {izere bogtan farkh bir I C X kiimesi
rvyyel=xzVyel ve zel, y<z=yecl

ozelliklerine sahipse I kiimesine ideal denir. {0} kiimesi bir idealdir. Ayrica bog-
tan farkli Y C X alt kiimesinin ayrik tiimleyeni de bir idealdir. Bir [ idealinin
her alt kiimesinin X i¢inde supremumu var ve bu supremum /I idealinin elemani
ise I idealine bant denir. Ideal ve bant tammlarindan, ideallerin (bantlarm) ke-
sigimlerinin ideal (bant) oldugunu styleyebiliriz. Ayrica bogtan farkhi bir D C X
kiimesini kapsayan ideallerin kesigimine D kiimesi tarafindan iiretilen ideal denir.
Benzer gsekilde D kiimesi tarafindan iiretilen bant D kiimesini kapsayan bantlarin
kesigimidir.

X bogtan farkli bir kiime ve I'; X kiimesinin alt kiimelerinin bir toplulugu
olmak iizere her A, B € T'i¢in AUB € " ve A\ B € I" saglaniyorsa I topluluguna
bir halka denir. Tanimdan da kolayca goriilecegi gibi I" toplulugu sonlu birlegim ve
kesigim altinda kapahdir. I toplulugu icerme bagintisiyla kismi sirahidir. Acikc¢a
goriilecegi gibi dagilma 6zelligine sahip, en kiiciik eleman olarak bog kiimeyi iceren
bir érgiidiir. Eger X kiimesinin kendisi I' toplulugunun elemani ise I' kiimesine
cebir denir. Bu durumda I' en biiyiik eleman1 X olan bir Boole cebiridir ve her
A € Tigin X \ A kiimesi dagilma ozelligine sahip yapilar iginde verilen tiimleyen
tanimina gore A kiimesinin tiimleyenidir.

X bir Boole cebiri olsun. B, £ C X olmak iizere her 0 < b€ Bicin 0 < x <b

olacak gekilde x € F varsa E kiimesi B kiimesini minorize ediyor denir ve E

7



kiimesine B kiimesinin minorant: denir. Bogtan farkh bir M C X kiimesinin iist
smirlarinin kiimesini w.b. (M) ile gosterelim.

Bir Boole cebirinin ayrik bir alt kiimesine ters zincir diyelim.

Teorem 2.2.2. (Tiketme Prensibi) X bir Boole cebiri ve M C X bostan farkls
bir alt kime olsun. Bir E C X kiimesi M kiimesi tarafindan dretilen B banding
minorize etsin. Bu durumda oyle bir Ey C E ters zinciri vardur ki u.b. (Ey) =

u.b. (M) ve her x € Ey i¢in oyle bir y € M vardwr ki v <y saglanar.

Kanat. 3 ile agagidaki kogullar saglayan tiim A ters zincirlerinin kiimesini goste-

relim:
(a) ACE, (b) her z € A dyle bir y € M vardir ki x < y saglanir.

Eger 6 # y € M eleman varsa minorant olma kogulundan y > z olacak gekilde
0 # x € E elemam vardir. Boylece {x} € 4 bulunur ki bu durumda & bogtan
farkhdir. 4 icerme bagintiyla sirali bir kiimedir ve Zorn Lemmasinin kogullarini
saglar. O halde i bir maksimal elemana sahiptir, bu maksimal eleman1 Ej ile
gosterelim. 4 toplulugunun tanimindaki (b) kogulundan w.b. (M) C w.b. (Ey) bu-
lunur. Ozellikle u.b. (Ey) = {e} ise ispat tamamlanir.

Ters kapsamay1 gostermek igin Gyle bir e # by € u.b. (Ep) elemanin u.b. (M)
kiimesinde olmadigini varsayalm. O zaman &yle bir z € M eleman vardir ki
xo 1= bz) A x # 6. Minorant olma kogulundan, 6yle bir y € F elemani icin 6 <
y < xg saglanir. Boylece Ey U {y} € 4 bulunur ki bu ise Ejy kiimesinin maksimal

olmasiyla geligir. O halde w.b. (Ey) C u.b. (M) bulunur. O

Lemma 2.2.3. En kiicik dst sinira sahip olan bogtan farkly her M C X kiimesi
tein Oyle bir A C X ters zinciri vardwr ki sup A = sup M ve her x € A elemans

wein v <y saglayan oyle bir y € M bulabiliriz.

Kanit. E:= [ [0,y] kiimesi M i¢in minorant ahmr ve yukaridaki lemma kulla-
yeM
nilirsa istenilen elde edilir. O

Sonucg 2.2.4. Bir Boole cebirinin tam olmast i¢in gerek yeter kosul her ters zin-

cirin supremuma sahip olmasidar.



X dagilma ozelligine sahip ve en kiiciik elemani 6 olan bir orgii olsun. Keyfi
x € X elemani igin;

{ye X:0<y<uz}

kiimesini Xy, ile gosterelim ve Xy, kiimesine X oOrgiisiiniin bir baglangic par-
cas1 denir. Her z € X igin Xy, baglangic parcalarinin bir Boole cebiri oldugunu
varsayalim, yani y < x saglayan keyfi iki x,y € X eleman igin Oyle bir z € X
vardir ki 2z Ay = 6 ve zV y = z saglanir. Bulunan z elemani y elemaninin x
elemanina gore tiimleyeni olarak adlandirihir. Buradaki z elemam i¢in z =z 6 y
notasyonunu kullanalim. Agiktir ki x & y = 6 olmasi i¢in gerek yeter kosul x =y
olmasidir. Bu gekilde X iizerinde toplama ve ¢arpma islemi tanimlayabiliriz Gyle
ki bu islemlere gore X bazi ek 6zellikleri olan degismeli bir halka olur. Islemler,
x +y toplam1 z A y elemaninin x V y elemanina gore tiimleyeni, xy ¢arpimi x Ay
olarak tanimlanir. Bu iglemlere gore X degismeli bir halka olur (daha fazla bilgi
i¢in, [11] s.8). X Orgiisiiniin en kiigiik elemani 6 bu halkanin sifir eleman: olur
yani her z € X icin x4+ 6 = x. Genelde bu halkanin birim elemani yoktur, eger X
bir Boole cebiri ise, o zaman en biiyiik eleman1 e bu halka icin birim eleman olur.
Ayrica bu halkanin ek bagka ozellikleri de vardir; her eleman eggiiglii(idempotent)

2

elemandir yani her x € X icin 2 = =z, ayrica her x € X icin x + x = 0 yani

r = —x saglanir.

Dogal olarak bir R Boole halkasinin dagilma ozelligine sahip, 6 en kiigiik
eleman, her Ry, baslangic parcasinin Boole cebiri olacak gekilde bir kismi sirala-
maya sahip olup olmadig1 ve bdyle bir orgii yapisindan elde edilecek olan Boole
halkasinin baglangictaki Boole halkasi olup olmadigi sorusu soruldu. Bir R Boole
halkas1 verildiginde zy = z ise x < y diyelim. Bu tamimlamanin bir kismi sira-
lama oldugu ve R Boole halkasinin dagilma 6zelligine sahip oldugunu, 6 en kiiciik
elemani oldugunu gormek kolaydir. z ve y elemanlarinin infimumu xy elemani ve
supremumu « + y + zy elemanidir. Gergekten z = x + y 4+ xy dersek xz = x ve
yz = y oldugundan z eleman1 x ve y elemanlar icin bir {ist simirdir. 2’ eleman x

ve y elemanlar1 icin bir bagka iist sinir olsa

2 =ad oy oyt =y +ay =z,



ve boylece z < 2’ elde edilir. Bu ise z = x+y+xy elemaninin supremum oldugunu
gosterir. § < y < x olmak iizere z + y eleman1 y elemaninin x elemanina gore
Ry, icindeki tiimleyenidir, boylece Ry, bir Boole cebiridir. O halde R Boole hal-
kasi istenilen 6zellikleri saglayan bir kismi siralamaya sahiptir. Bu Boole halkasi
yapisindaki kismi siralamadan tiiretilen carpma iglemi zy = x A y baglangictaki
carpma islemidir ve x ve y elemanlarinin toplami zy elemaninin zVy = x+y+ay
elemanina gore tiimleyenidir, yani toplam x + y + xy + 2y = = + y baglangictaki
Boole halkasi iizerideki toplamadir. Bu sekilde sirali bir Boole halkas1 yapis: elde

ederiz.

2.3 Asal Idealler ve Stone Gosterilis Teoremi

X dagilma o6zelligine ve 0 en kiiciik elemanina sahip bir 6rgii olsun. Bir Z C X

kiimesi
® 2,20 € Ziken 21 V 29 € Z,
e 2 € Z olmak iizere z' < z saglayan her 2’ € Z |

ozelliklerine sahipse Z kiimesine ideal denir. X kiimesinin kendisinden farkli ide-
allerine has ideal diyecegiz. Bir P idealinde zAy € P saglayan x,y € X elemanlan
icin ya x € P ya da y € P oluyorsa P idealine asal ideal denir. I bir ideal ve M
bir asal ideal olmak iizere I C M’ C M saglayan her M’ asal ideal igin M’ = M
oluyorsa M asal idealine I idealine gére minimal asal ideal denir. Bir M ideali {0}
idealine gore minimal ise kisaca minimal asal ideal denir. X icindeki tiim has asal
ideallerin toplulugunu & ile, tiim has minimal ideallerin kiimesini .Z ile ve bir
elemani icermemeye gore maksimal olan () ideallerinin kiimesini 2 ile gosterelim

(2={Q:FreX >x¢l, Iidealiigin I C Q}).

Teorem 2.3.1. (i) Bir P idealinin asal olmasu i¢in gerek yeter kosul ANB C P
saglayan her A, B idealleri i¢in A C P veya B C P olmasidar.

(17) xo € X ve P C X ideali xo elemanini icermemeye gore maksimal, yani
Q D Puvexy ¢ Q ise Q= P, ise P ideali asaldir.

(1ii) Her maksimal ideal asaldur.
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Kanat. (i) P bir asal ideal ve A, B C X idealleri igin ANB C P olsun. Ne A C P
ne de B C P olmazsa oyle x € A ve y € B vardir ki ne x elemani ne de y elemam
P idealinin elemanidir. Ote yandan 2 Ay € AN B C P ve P asal oldugundan ya
x € P yaday € P olur. Bu ise celigkidir. Béylece A C P veya B C P bulunur.
Tersine, P ideali her ANB C P olan A, B C X idealleri icin A C P veya B C
P 6zelligine sahip olsun. z Ay € P iken x € P veya y € P oldugunu gosterelim.
Bunun icin A ve B ile sirasiyla x ve y tarafindan iiretilen idealleri gosterelim,
vani A={z:z2<z}ve B={z:2z<y}olsun. O halde ANB={z:2<xz Ay}
olur ve boylece x Ay € P oldugundan AN B C P bulunur. Kabuliimiizden A C P
veya B C P bulunur, yani yax € P yaday € P.
(17) g € X ve P ideali zg elemanimi icermeme ozelligine gore maksimal olsun.
Eger P asal degilse 6yle y,z € X \ P elemanlar vardir ki y A z € P saglanir.
PU{y} tarafindan iiretilen ideal xy elemanini icerir, boylece dyle p; € Pvey; <y
vardir ki 29 = p1 Vy; seklindedir. Benzer gekilde, PU{z} tarafindan iiretilen ideal
xo elemanini icerir, boylece po € P ve 21 < z vardir ki g = py V 21 seklindedir.
ps = p1 V pa dersek xg < p3Vyi, ©o < p3V oz vexg < (psVyr) A(psVz) =
p3 A (y1 V z1) € P, boylece xg € P bulunur ki bu ise hipotez ile geligir.
(73) P bir maksimal ideal ve zy € X \ P ise P, xy elemanini icermeme bagintisina

gore maksimal oldugundan (#7) gikkindan P asal ideal bulunur. O

Teorem 2.3.2. [ bir ideal ve xo & I verildiginde oyle bir P D I ideali vardur ki P
ideali xo elemanint icermeme ozelligine gore maksimaldir. Bir onceki teoremden

P ideali asaldir. Boylece, keyfi bir I ideali i¢cin
I=N{Pe2Z :P>I}
bulunur. Ozel olarak,
{6} =({P : P asal ideal }
olur.

Kanat. I idealini iceren zy elemanini icermeyen ideallerin kiimesi icerme baginti-
sina gore kismi siralidir. Ayrica bu kiime i¢indeki her zincir bir iist sinira sahiptir
(zincirdeki elemanlarin birlegimi {ist sinir olarak alabilir). Boylece kiime bir
maksimal elemana sahiptir, yani dyle bir P D [ ideali vardir ki P, xy elemanim

icermeme Ozelligine gore maksimaldir. Ayrica 6nceki teoremden P asaldir. O
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S C X ved ¢ S olmak iizere z,y € S iken zAy € S ise S kiimesine ast alt drgii
denir. zy # 6 aldigimizda y > ¢ elemanlarinin kiimesi bir ast alt orgiidiir. Bog
kiimede bir ast alt orgiidiir. Agikga goriilecegi gibi bir P asal idealinin kiime teorik
tiimleyeni S = X \ P bir ast alt 6rgiidiir ve x € S ve y > z ise y € S Ozelligine
sahiptir. Tersine, S bir ast alt 6rgii olmak {izere kiime teorik tiimleyeninin S’ =
X \ S bir ideal olmasi gerekmez. Ancak, bir P ideali igin S = X \ P bir ast alt
orgii ise P ideali asaldir.

Bir ast alt 6rgii bagka bir ast alt 6rgii tarafindan has alt kiime olarak icerilmi-
yorsa maksimal denir. Bir S ast alt orgiisii verildiginde S ast alt orgiisiinii iceren
biitiin ast alt orgiilerin kiimesi icerme bagintisina gore kismi siralidir. Bu kismi
sirali yapr igindeki her zincir iistten simirhdir (zincirdeki elemanlarin birlegimi {ist
siir olarak alinabilir). Boylece bir maksimal elemana sahiptir, yani S ast alt or-
giisli bir S, maksimal ast alt orgii tarafindan icerilir. Ayrica xg € S, ve y > xg
ise y € S, dir. Eger bir z ¢ S,, ise en az bir x € S,, i¢in zAx = 0 olur. Gergekten,
eger her x € S, i¢in z A x # 0 olsaydi, z A x elemanlarini S, kiimesine ekledigi-
mizde (z A x elemanlar1 S,, kiimesine ait degildir aksi halde z € S,, bulunur) bir

ast alt orgii elde ederiz ki bu ise .5, kiimesinin maksimal olmasiyla celigir.

Teorem 2.3.3. (i) S C X alt kiimesinin maksimal ast alt érgii olmasi i¢in gerek
yeter kosul X \ S kimesinin bir minimal asal ideal olmasidar.

(13) Her asal ideal bir minimal asal ideal i¢erir.

(1i1) X # {0} ise bir M minimal asal ideali bir x € X elemaninin hem kendisini
hem de ayrik timleyenini {x}d aynt anda iceremez.

(iv) M bir minimal asal ideal ve x € M ise {x}* c M "dir.

Kanat. (i) S bir maksimal ast alt 6rgii olsun. M = X \ S olsun. s € S, ¢t > s iken
t € S oldugundan € M ve y < x ise y € M bulunur. Ote yandan =,y € M
alirsak Oyle bir s,t € S vardir ki x A s =60 ve y ANt = 6 olur. s; = s At dersek
s € SvexAsy =yAs =0, buradan da (x Vy) A s; = 6 bulunur ki bu ise
zVy ¢ S oldugunu soyler. O halde zVy € M bulunur. Boylece M kiimesinin bir
ideal oldugunu gosterdik. Ote yandan M idealinin tiimleyeni S bir ast alt orgii
oldugu i¢in M hir asal idealdir. Ayrica M ideali bir M* asal idealini kesin olarak
icerseydi, S ast alt orgiisi X \ M* tarafindan kesin olarak icerilirdi. Bu ise S
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maksimal ast alt 6rgii oldugundan miimkiin degildir, boylece M bir minimal asal
idealdir.

Tersine, M bir minimal asal ideal olsun. O halde S = X \ M bir ast alt orgiidiir.
Eger S maksimal degilse, S ast alt orgiisiinii kesin olarak iceren S* maksimal ast
alt orgiisii vardir. Boylece, yukarida gosterdigimiz gibi, X \ S* bir minimal asal
idealdir ve X \ S* C M bulunur ki bu ise M idealinin minimal olmasiyla geligir.
Boylece S maksimal ast alt orgiidiir.

(77) Bir P asal ideali verildiginde S = X \ P bir ast alt orgiidiir. S daima bir S*
maksimal ast alt orgiisii tarafindan igerildiginden M = X'\ S* minimal asal ideali
P ideali tarafindan kapsanir.

(iii) M bir asal ideal olsun. Bir z € X icin {z} ve {z}" kiimelerinin M tarafindan
icerildigini kabul edelim. S = X'\ M bir maksimal ast alt 6rgii oldugundan = € M
icin Oyle bir y € S vardir ki x Ay = 6. O halde y € {x}d bulunur bu ise y € SNM
oldugunu séyler ki bu imkansizdir. O halde bir minimal asal idealde hem {2} hem
de {2} aym anda bulunamaz.

(tv) M bir minimal ideal ve z € M olsun. (M # X oldugunu kabul edebiliriz)
(iii) sikkindan y € X \ M ve y € {2} elemam vardir. {z}%, M idealinin i¢inde
degilse, yani dyle bir z € {2} elemam vardir ki z € S. Ote yandan y, z € S ve

y A z = 0 bulunur ki bu ise S’nin ast alt 6rgii olmasiyla celigir. O

#* C &P ve x € X olmak iizere {R}  ile z elemanm icermeyen R € Z#

ideallerinin kiimesini gosterelim.

Teorem 2.3.4. {P}, C {P}, olmasy i¢in gerek yeter kosul x < y olmasuder,
Baylece {P}, = {P}, olmasi igin gerek yeter kosul x =y olmasidur.

Kamt. x < y iken {P}, C {P}, oldugunu gérmek kolaydir. Tersine {P}, 6 C
{P}, oldugunu ama z < y olmadigini varsayalm. O halde = eleman1 y elemani
tarafindan iiretilen /, idealine ait degildir. O zaman P D I, ve x ¢ P olacak
sekilde bir P asal ideali vardir. Boylece P € {P}, C {P}, bulunur, bu ise y €
I, C P olmasiyla celisir. O halde z < y olur. O

X ve Y sirasiyla en kiigiik elemanlari fx ve 8y olan dagilma 6zelligine sahip iki

orgii olsun. Bir 7 : X — Y fonksiyonu her z;, xo € X icin 7 (6x) = Oy, 7 (z1) = v1,
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7 (x9) = yo iken 7 (1 V z3) = y1 Vyo ve T (21 A T2) = y1Ays Ozelliklerini saglyorsa
7 fonksiyonuna 6rgii homomorfisi denir. Bir 7 6rgii homomorfisi birebir ve lizerine
ise m homomorfisine drgi izometrisi denir.

Dagilma 6zelligine sahip en kiiciik elemanl bir X oOrgiisiiniin bir kiimenin alt
kiimelerinin icerme bagintisina gore kismi siralanmis ve bog kiimeyi en kiiciik
eleman kabul eden bir 6rgiiye izomorfik olup olmadigi soruldu ve M. H. Stone
boyle iki yap1 arasinda bir izomorfizma kurulabilecegini gosterdi.

0 # % C & olmak iizere her x € X icin {R}  ile z elemammi icermeyen

R € Z# ideallerinin kiimesini gostermistik. { R}, bos kiimedir ve her z,y € X icin

{R}, N{R}, ={R},,, ve {R},U{R}, ={R},y,. (2.1)

Boylece Y := {{R}, : € X} kiimesi dagilma 6zelligine sahip en kiiciik eleman
olarak bos kiimeyi iceren bir érgiidiir. Eger X en biiyiik elemani e olan bir Boole

cebiri ise {R}, = Z, Y i¢in en biiyiik elemandir, béylece Y bir Boole cebiri olur.

Teorem 2.3.5 (Stone Gosterilis Teoremi). X, dagilma ézelligine sahip, en kiigik

elemanly bir orgii ve ) £ X C P olsun.
z — {R},

gonderimi X drgusinden Y = {{R}, :x € X} drgusi uzerine bir orgi homo-
morfisidir. Eger # = & ise bu gonderim bir drgi 1zometrisi olur. Buradaki Y
orgistine X Orgisinin Stone gdsterilimi veya Stone uzayi denir ve bu uzay orgi

zometrilerine gore tek tirli belirlidir.

Kamit. Yukarida verilen (2.1) esitliklerinden, « — {R}, gonderimi bir 6rgii ho-
momorfisidir. Diger taraftan da, eger # = & ise, Teorem 2.3.4 bu génderimin

bir orgii izometrisi oldugunu soyler. O]

2.4 Kabuk-Cekirdek Topolojisi

Bu kisimda &2 ve alt kiimeleri iizerinde kabuk-gekirdek topolojisini kuracagiz
ve bu topolojinin Boole cebirleri ve Boole halkalar1 tarafindan karakterize edilen

ozellikleri iizerinde duracagiz.
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X, dagilma ozelligine sahip, en kiiciik elemanlh bir érgii ve Z C & bosgtan

farkl bir alt kiime olsun. Bostan farkli keyfi bir %, C % kiimesinin ¢ekirdegi
k(%l) - m{R 'R S %1}

olarak tanimlanir; eger %, bos ise k(%) = X alinir. Acgikca goriilecegi gibi,
k(%) kiimesi X oOrgiisii i¢inde bir idealdir. Bogtan farkli bir D C X kiimesi i¢in
D kiimesinin kabugu

hD)={R:Rec%,RD> D}

seklinde tanimlanir. Burada tanimlar &% kiimesinin secimine baghdir, farkl se-

cimler i¢in k(%) ve h(D) yapilar degigebilir.

Teorem 2.4.1. (i) Her %1 C % i¢in k(%)) DO % ve her D C X igin
k(h(D)) D Ip burada Ip, D tarafindan dretilen idealidir.

(1i) D C X olmak tizere %, = h(D) seklindeyse h(k(%#,)) = %, bulunur.

(1ii) %1 C X olmak tizere I = k(%) seklindeyse k(h(I)) = I bulunur.

(iv) Eger # = & ise her I C X ideali i¢in k(h(I)) = I bulunur.

Kanat. (i) Tanimlardan agiktir.
(i1) %1 = h(D) olsun. h(k(%#,)) C % oldugunu gostermemiz yeterlidir. %, =
h(D) oldugundan k(#,) = k(h(D)) D D bulunur, boylece

k(%)) C (D) = %,.

(7ii) Benzer gekilde yapilir.
(iv) Z = & olsun. Bir I C X has ideali

I=N{PeZ :PDI}

seklinde yazilabildiginden &, = {P € & : P D I} dersek I = k() bulu-
nur. Boylece (iii) sikkindan k(h(I)) = I bulunur. Ayrica dogrudan I = X igin
k(h(I)) = I oldugu goriilebilir. O

Teorem 2.4.2. % C & ve bitin R € Z ideallerinin kesisimi {6} olsun. Bir
1 C X ideali i¢in
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I¢=k(h(I)°) olur.

Kanit. Eger I = X ise h(I) bog kiimedir ve h(I)° = 2% bulunur. Boylece
k(h(I)) = {0} = I

I#X,yel¥ve Re h(I)° olsun. O halde I ideali R tarafindan igerilmez,
yani dyle bir x € I vardir ki x, R idealinin eleman1 degildir. z € I ve y € I¢
oldugundan = A y = @ olur, buradan da y € R bulunur (R asal ideal). Boylece
keyfi y € I eleman1 keyfi R € h(I)° idealinin i¢indedir. Bu ise I¢ C k(h (1))
oldugunu gosterir.

Tersine keyfi y € k(h(I)°) elemanimin her x € I ile dik oldugunu, x Ay = 6,
gostermeliyiz. Bunun i¢in her R € &% i¢in * Ay € R oldugunu gostermemiz
yeterlidir. Eger R € h(I) ise x € I C R boylece z Ay € R bulunur. Eger
Reh(I) isey € R, boylece z Ay € R. O halde her R€ Z icinz Ay € R. [

Sonug 2.4.3. (i) Z C & ve biitin R € X ideallerinin kesisimi {0} olsun. Her
x € X ic¢in
{z}" = k({R},).

(i1) Eger # = M ise her x € X i¢in

h(k({M},)) = {M},

gerceklenir.

Kamit. (i) z € X ve I, x ile iiretilen ideal olsun. O halde I? = {2} ve h(I)" =
{R},. Boylece Teorem 2.4.2 kullanilarak istenen elde edilir.

(i)  # 6 oldugunu varsayabiliriz. Bir énceki siktan {z}? = k({M},) olur ve
béylece

h({2}') = h(k({M},)) D (M},
elde edilir. Ote yandan, M € h({x}d) minimal asal ideal alirsak {z}¢ ¢ M

oldugundan Teorem 2.3.3 (iii) geregince x ¢ M, boylece M € {M}, bulunur. O
halde h(k({M},)) C {M},, sonug olarak h(k({M},)) = {M}, bulunur. O

Teorem 2.4.4. {M}, C {M}, olmasi igin gerek yeter kosul {z}" < {y}™
olmasudir. O halde {M}, = {M}, olmasi icin gerek yeter kogul {2} = {y}*

veya denk olarak {x}" = {y}* olmasidur.
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Kamit. {M}, C {M}, ise k({M},) D k({M}y) yani Sonuc 2.4.3 (i) ’den {z}" D
{y}* bulunur ki bu ise {z}™ c {y}™ oldugunu soyler. Tersine {z}™ > {y}™ ise
{2} 5 {y}*™, yani {z}" O {y}", boylece k({M},) D k({M},). O halde

h(k({M},)) € h(k({M},))

olur, boylece Sonug 2.4.3 (ii)’'den {M}, C {M}, bulunur. O

Simdi & iizerinde tiim {R}  formundaki kiimeleri bir taban olarak kabul eden
topoloji olugturacagiz. { R}, kiimelerinin keyfi sonlu kesisimi zg = inf {z1,...,z,}
olmak iizere yine { R}, formundadir, yani { R}, kiimeleri Z iizerinde bir topoloji

uretir.

Teorem 2.4.5. #Z yukarida aciklandigr gibi topolojiye sahip olsun. Keyfi I C X

tdeali i¢in, bu idealin kabugu olan
hl)={R: Re#Z, RDI}

bu topolojide kapaly bir kiimedir. Tersine, her kapaly kiime uygun bir idealin ka-
bugudur. Dahasi herhangi bir %, C % kiimesinin kapamise tam olarak h(k(%1))
kumesidir, bu sebepten dolayr bu topoloji genellikle kabuk-cekirdek topolojisi olarak
adlandirilir. Ayrica Z iizerindeki kabuk-cekirdek topolojisi & iizerindeki kabuk-

cekirdek topolojisinin X tizerine indirgedigi topolojidir.

Kanat. Kapal kiimeler { R : R € #, x € R} kiimelerinin kesigsimi geklindedir,
yani bir kapali kiime i¢in &yle bir D C X vardir ki bu kapal kiime

WD)={R: ReZ#, RD> D}

seklindedir. Ote yandan Ip, D tarafindan iiretilen ideal olmak iizere h(D) = h(Ip)
oldugundan & kiimesinin bir alt kiimesinin kapali olmasi icin gerek yeter kogul
X icindeki bir idealin kabugu olmasidir.

H1 C X olmak {lizere kapanig kiimesini belirleyelim. Agiktir ki %) kiimesi
kapal h(k(%,)) kiimesinin icindedir. Ote yandan %, D %, kapali bir %, kiimesi
alsak I C X olmak iizere Z» = h(I) seklindedir. Boylece h(I) D %,. O halde

h(k(W(T))) D h(k(%1))
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vani Teorem 2.4.1 (ii)’den h(I) D h(k(Z#,)). Burada #> = h(I) oldugundan %5 D
h(k(Z#:)) bulunur ki istenilen saglanir.
Son olarak Z iizerindeki kabuk-cekirdek topolojisinin tanimi geregi bu topoloji

P {izerindeki kabuk-cekirdek topolojisinin % tizerine diigiiriilmiig halidir. m

Simdi {P}, ve {M}, kiimelerinin kompakt olmalarina iligkin bazi durumlar:

inceleyecegiz.

Teorem 2.4.6. 1o € X, {z,:7€{r}} C X ve {P}, C [J{P}, olsun. O

p
zaman indeks kiimesinde oyle 1y, . .., T, indisleri vardir ki xo < sup{z,,..., 2.}

saglanur ve boylece {P}, C J {P}l‘n bulunur.
i=1

Kamt. {P}, C U{P},. olsun. Her 7 igin y, = xg A x, dersek 0 < y, < z,
ve {P}, = {PEyT olur. zy elemanin sonlu tane y, elemanlarmin supremumu
oldugunu gésTterecegiz. Olmadigim varsayalim. O halde zy elemam tiim y, ele-
manlar1 tarafindan iiretilen I idealinin elemam degildir. Ayrica 6yle bir P D [
asal ideali vardir ki zg ¢ P. Boylece P € {P}, ama her 7 i¢in y, € P oldugundan
P ¢{P}, . Buise {P}, = U {P}yT olmasiyla celigir. Boylece uygun 7q,...,7,

indeksleri i¢in xy < sup{z,,...,z,, } olur. O

Teorem 2.4.7. #, & kiimesinin bostan farkl bir alt kiimesi ve M C X ol-
sun. {x.: 7 € {7}} dgin {R}, sonlu kesigim Ozelligine sahip olsun. O zaman

( {R}, bostan farkhdur.
Te{r}
Kamt. () {R}, sonlu kesigimi y = inf {z,,,..., 2., } olmak fizere { R}, bi¢imin-
i=1 ’
dedir. { R} sonlu kesigim 6zelligine sahip oldugundan (z,) ve sonlu infimumlarini
ekledigimiz kiime X icinde bir ast alt 6rgiidiir. Bu ast alt 6rgii bir maksimal S ast

alt orgiisii tarafindan icerilir ve M = X'\ S dersek M minimal asal idealdir. Ayrica

her 7 igin x, ¢ M oldugundan M € ﬂ {R}va yvani kesisim bogtan farkhdir. [

Teorem 2.4.8. Eger tim {M}, elemanlarindan olusan orgi bir Boole halkasi ve

ro € X, x. € X (1 e{r}) igin {M}, C|J{M}, saglamyorsa dyle 7y,...,7,

indeksleri vardwr ki {M}, < |J{M}, saglanar.

=1
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Kamit. z, ile xg A . yer degigtirilerek her 7 i¢in § < x, < x oldugunu var-
sayabiliriz ve boylece {M}, = |J{M}, bulunur. {M}  elemanlarindan olusan
orgii bir Boole halkasi oldugundan keyfi { M} elemaninin {M}_ elemanina gore

tiimleyeni { M} formundadir. {M} = M} oldugundan M} bos kii-
Yr xo Tr Yr

medir. Bir énceki teoremden, dyle sonlu tane 74, ..., 7, indis vardir ki [ {M},

i=1 ‘

bog kiimedir, yani {M}, = |J{M}, bulunur. O
i=1 '

Teorem 2.4.9. & érygiisii kabuk-¢ekirdek topolojisiyle birlikte To-uzayider, bu to-
polojinin taban elemanlary { P}, kiimeleri hem ac¢ik hem de kompakttur. Biri dige-
rini icermeyen Py, Py € &2 idealleri Ty -ayrilabilir, yani hem Py hemde P, eleman-
larman digerini icermeyen acik komsuluklary vardir. Bu durum P, ve Py minimal
asal ideal veya Py ve Py bir x € X elemanini icermemeye gére maksimal iken de

gecerlidir.

Kanit. Py # P; olsun. O halde 6yle x; € Py vardir ki x; ¢ P, veya x5 € Py
vardir ki 5 ¢ P;. Ilk durumdan {P},,, P> elemaninin acik komgulugudur ve Py
elemaninin icermez, ikinci durumda {P}m, P, elemaninin agik komgulugudur ve
P, elemaninin icermez. Boylece & orgiisii kabuk-¢ekirdek topolojisiyle birlikte T-
uzayidir. Tamimdan her { P} aciktir ve Teorem 2.4.6 geregince { P} kompakttur.
P, ve P, birbirini icermeyen iki ideal olsun. O halde z; € P, ve x5 € P elemanlari
vardir ki 21 ¢ P, ve x9 ¢ P; saglanir. Boylece {P}m, P, elemaninin P, elemanini
icermeyen acik komsulugudur, benzer sekilde { P}, Py elemaninin P, elemanini

icermeyen acik komgulugudur. ]

Bir topolojik uzaydaki kapali bir kiime ile bu kapali kiimeye ait olmayan bir
eleman sinirh siirekli reel degerli bir fonksiyon ile ayrilabilir, yani F' kapali bir
kiime ve z € X'\ F'ise dyle bir f : X — R siurh siirekli fonksiyonu igin f (z¢) =0

ve her y € Figin f (y) = 1, ise bu topolojik uzaya tam dizenli uzay denir.

Teorem 2.4.10. . iizerindeki kabuk-gekirdek topolojisi Hasudorff topolojidir ve
taban elemanlary { M} hem agik hem kapaly kiimelerdir. Boylece bu topoloji tam

dizenlidir.
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Kanit. A iizerindeki kabuk-cekirdek topolojisine gore Ti-uzayidir, ¢iinkii My #
M, ise ne M; ne de M bir digerini icermez. Sonug 2.4.3 (ii)’den her z € X igin

h(k({M},)) = {M},

oldugundan taban elemanlar1 {M}  kapalidir. Boyleyse M;, M, elemanini icer-
meyen agik ve kapali bir komguluga sahiptir. O halde bu komsulugun tiimleyeni
Mj elemaninin agik kapal bir komgulugudur. Béylece bu topoloji Hausdorfftur.
Bu topolojinin tam diizenli oldugunu gostermek igin bir My € A4 ve ¢ C A
kapali ve My ¢ ¢ alt kiimesini alahm. O zaman .#\ _# acik oldugundan M, ele-
maninin {M} (zo € X) formunda bir agik komgulugunu igerir. Her M € {M}
igin f (M) = 1 ve diger M elemanlari i¢in f (M) = 1 tammlarsak {M}, hem
acik hem kapali oldugundan f fonksiyonu siireklidir. O]

Bir topolojik uzayin taban elemanlari hem acgik hem kapali kiimelerden olu-
suyorsa bu topolojik uzaya tamamen baglaniisiz uzay denir. Bir 6nceki teoreme

gore ./ tamamen baglantisiz topolojik uzaydir.

Teorem 2.4.11. Tim {M}, elemanlarinin érgisi bir Boole halkasi ise A iize-
rindeki kabuk-cekirdek topolojisi Hausdorff topolojidir, taban elemanlars {M},
hem kapalr hem acikltir hemde kompakttir. Boylece bu topoloji tamamen baglan-
tisiz, yerel kompakt ve tam dizenlidir. .4 Orgistinin her agik kapaly ve oyle bir
xo € X dgin {M}, icinde olan alt kiimesi yo < xo olmak dizere {M}, ~formun-

dadar.

Kanit. Teorem 2.4.8'den {M}, kiimeleri kompakttir. Diger iddia i¢in # C 4
agik kapali ve dyle bir zo € X i¢in 8 C {M}, olacak sekilde % kiimesi alalim.

% kiimesi { M}, kompakt kiimesinin kapali alt kiimesi oldugundan kompakttir.
Ayrica A acik oldugundan B = | ) {M },. seklinde yazilabilir ve burada her

Te{r}
T icin x, < xo’dir. £ kiimesinin kompakthgmdan 6yle sonlu 7, ..., 7, indeksleri
vardir ki # = | J{M}, . O halde yo = sup{zr,,...,2,,} dersek B = {M},
i=1 '
seklindedir. O

Teorem 2.4.12. & drgiisiiniin izerindeki kabuk-cekirdek topolojisine gore kom-

pakt olmasi i¢in gerek yeter kosul X oOrgiisiinin en biiyik elemana sahip olmasidar.
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Kanit. & kompaktsa, & = | J {P}, vazdigimmzda bu ortiiliisin sonlu bir alt
zeX

ortiiligli vardir & = U {P},, yvazlabilir. o = sup {zy,...,2,} dersek & =
{P},, bulunur. Boylece her r € X igin {P}, C & = {P}, olur, Teorem 2.3.4
geregi x < xo bulunur, bu ise xy elemaninin X orgiisiiniin en biiylik elemani
oldugunu soéyler.

Tersine X oOrgiisii bir en biiyiik e elemanina sahipse her x € X icin x < e ve
boylece {P}, C {P}, bulunur. & = |J {P}, = {P}, ve her {P}, kompakt
oldugundan (Teorem 2.4.9) & kompak?el)a(ulunur. O

Genellikle & kabuk-cekirdek topolojisine gore Ty-uzayidir ama Tj-uzay: ol-

mas1 gerekmez. Bir sonraki teorem hangi kogullar altinda & uzayinin T) hatta

T5 oldugunu soyler.

Teorem 2.4.13. Asagidakiler birbirine esdegerdir.

(1) Her has asal ideal bir maksimal idealdir.

(1) P = M.

(131) & dizerindeki kabuk-¢ekirdek topolojisine gore bir Hausdorff uzaydur.
(1v) & dizerindeki kabuk-cekirdek topolojisine gore bir Ti-uzayidur.

Kanat. (i) = (i) Her has asal ideal maksimal olsun ve P, ve P, has asal idealleri
icin P, C P, olsun. P, maksimal oldugundan P, = P5. Bu ise bir has asal P,
idealinin bir bagka asal ideali kesin olarak igeremeyecegini soyler, yani P; bir
minimal asal idealdir.

(17) = (i7i) Teorem 2.4.10’dan istenilen elde edilir.

(17i) = (iv) Agiktar.

(iv) = (i) & bir Ti-uzay1 ve Py ve P, farkh iki has asal ideal olsun. O zaman
Py C P, olmasi miimkiin degildir. Eger P C P, olsaydi, P, € {P} saglayan her
x € X i¢in P, € {P}, bulunur, yani P, elemaninin her komgulugu P, elemaninin
da bir komgulugudur. Bu ise kabuliimiizle ¢eligir. Béylece ne P, ne de P, digerini
tarafindan icerilmez. Bu ise her has asal idealin maksimal oldugunu gosterir.
Ciinkii bir has asal P; ideali maksimal olmasaydi ¢yle bir [ has ideali tarafindan
icerilirdi. Teorem 2.3.2 geregince [ ideali bir has asal P, ideali tarafindan igerilir,

yvani P; kesin olarak P, has asal idealinin i¢inde bulunur ki bu bir ¢eligkidir. [
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z,y € X elemanlan i¢in {M}, = {M}, veya denk olarak (Teorem 2.4.4)
{2} = {y}" saglaniyorsa x ve y elemanlarma .#-denk diyelim ve & = y (.#)
yazalim. Eger x = 0 () ise x = 0 ve w1 = yy (M), 2 = yo (M) ise 1 V 29 =
Y1V yo (M) ve x1 N\ xy = y1 A yo (M) saglanir.

Bir g € X eleman verildiginde 0 < y < zy saglayan y € X elemani icin
n =y(A), y1 Ny = 0 ve yy V ys = xo (M) saglayacak sekilde y,y2 € X
elemanlar1 bulunabiliyorsa xy elemanina .Z-tiimleme ozelligine sahiptir denir.
Bir xg € X elemaninin .Z-tiimleme 6zelligine sahip olmas i¢in gerek yeter kogul
{M}, C {M}, saglayan y elemani igin &yle bir yo € X vardwr ki {M}, =
{M}, u{M},, ve {M} N{M}, = 0 saglanir. Diger bir deyisle, bir o € X

elemaninin .Z-tiimleme 6zelligine sahip olmasi i¢in gerek yeter kogul

M}, - (M}, C {M}, )
baglangi¢ parcalarinin bir Boole cebir olmasidir.

Teorem 2.4.14. Bir {M}, = kiimesinin A iizerindeki kabuk-¢ekirdek topolojisine
gore kompakt olmasi i¢in gerek yeter kosul xo elemaninin A -tiimleme ozelligine

sahip olmasidir. Bu durumda, {M}I0 kiimesinin hem acik hem kapaly olan alt

kimeleri {M}, formundadir (z € X).

Kamit. 11k olarak xo elemammnin .#-tiimleme Gzelligine sahip oldugunu varsaya-

lim, yani baglangi¢ parcasi

{{M}, « (M}, c {M},, }

bir Boole cebiri olsun. { M} kiimesinin kompakt oldugunu géstermek igin {M}, C
U{M}, iken {M}, kiimesinin {M}  kiimelerinin sonlu tanesiyle ortiilebilece-
gTini gostermeliyiz. Her x, ile xg A x; yer degistirerek genelligi bozmaksizin her 7
i¢in § <z, < x0 oldugunu varsayabiliriz ve boylece {M}, = [ J{M}, elde edilir.
xo eleman1 .Z-tiimleme 6zelligine sahip oldugundan herhanginir {M}, kiimesi-

nin {M}, kiimesine gore tiimleyeni {M}, formundadir. Buradan (| {M}, =0

oldugunu soyleyebiliriz. Teorem 2.4.7 geregince 6yle sonlu 7, ..., 7, indisleri var-
dir ki () {M}, =0 bulunur, yani {M} = J{M}, . O
i=1 ‘ i=1 ‘
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Sonug 2.4.15. Tim {M}, kimelerinin A tzeindeki kabuk-¢ekirdek topolojisine
gdre kompakt olmast i¢in gerek yeter kosul bitin {M}, yapilarinin kimesinin bir

Boole halkasi olmasidar.
Kanst. Bir onceki teoremin ve Teorem 2.4.11’in sonucudur. O

Teorem 2.4.16. Bir R Boole halkasinda bir has idealin asal olmasi i¢in gerek

yeter kosul bu tdealin bir maksimal olmasidar.

Kamnit. I bir has asal ideal olsun. x,y € R elemanlarinin / idealinde olmadiklarini
varsayalim. [ asal ideal oldugundan xy ¢ I olur. Boyleyse y —z € I bulunur. Eger
y—ax ¢ I olsaydi, zy ¢ I oldugundan zy (y — x) ¢ I bulunurdu, yani xy —zy ¢ [
bulunur ki bu bir celigkidir. O halde, 6zetlersek, eger x ve y elemanlar1 I asal
idealinin icinde degilse 6yle bir ¢ € [ vardir ki y = = + ¢ geklindedir. Simdi [
idealinin maksimal olmadigini varsayalim, yani I ideali bir bagka J has ideali
tarafindan igerilsin. O zaman oyle z € J, x ¢ I ve 6yle y € R, y ¢ J elemanlari
bulabiliriz. z,y ¢ I oldugundan 6yle bir ¢ € I i¢in y = = + i seklinde yazabiliriz.
Bu ise y € J oldugunu soyler. O halde I ideali maksimaldir.

Tersi i¢in asal olmayan bir [ ideali alahm, yani 6yle z,y ¢ I igin xzy € I
olsun. I ve x ile iiretilen J idealini g6z oniine alalm. J ideali ¢ € I, a € R ve
n € N olmak iizere i + ax + n e x geklindeki elemanlardan olusur, burada n e x
ile z elemaninin n defa toplamini gosteriyoruz. O halde I C J C Rve I # J
(x ¢ I). Ayrica J # R, ¢linkii y ¢ J'dir. Eger y € J olsaydi y =i +ax +nex ve
ax +nex & I olurdu, boylece xy = zi + ax + nex ¢ I bulunurdu, ¢linkii zi € I
ama ax + nex ¢ I. Ama bu ise xy € [ olmasiyla celigir. O halde [ # J # R

bulunur, bu ise I idealinin asal degilken maksimal olmadigin gosterir. O

Teorem 2.4.17. & uzayinin kabuk-cekirdek topolojisine gore Hausdorff olmast

wein gerek yeter kosul X oOrgisiintin bir Boole halkast olmasidar.

Kanat. 11k olarak & uzaymin Hausdorff oldugunu varsayalim. O halde Teorem
2.4.13 kullamlarak &2 = .# bulunur. Boylece { P} yapilarinin olusturdugu o6rgii
ile { M}, yapilarmin olusturdugu 6rgii aynidir ve Stone Gosterilis Teoreminden bu
orgii X orgiisiine érgii izometriktir. Ote yandan, Teorem 2.4.9’dan {M} = {P},
kiimeleri & = . iizerindeki kabuk-cekirdek topolojisine gore kompakttir, Sonug

23



2.4.15’den {M}, yapilarmmn kiimesi bir Boole halkasidir. Boylece X érgiisii bir
Boole halkasi ile 6rgii izometriktir.
Tersine, eger X bir Boole halkasi ise Teorem 2.4.13 ve bir 6nceki teoremden &2

uzayimnin Hausdorff oldugunu séyleyebiliriz. O]

Sonug 2.4.18. & uzayinin kabuk-cekirdek topolojisine gére kompakt Hausdorff

olmasi i¢in gerek yeter kosul X drgiistinidn bir Boole cebiri olmasidar.

Kanat. Teorem 2.4.12’den uzayinin kabuk-cekirdek topolojisine gére kompakt ol-
masi icin gerek yeter kogul X oOrgiisiiniin en biiyiik elemana sahip olmasidir. Bir
onceki teoreme gore & uzayinin kabuk-gekirdek topolojisine gore Hausdorff ol-
masi i¢in gerek yeter kogul X Orgiisiiniin bir Boole halkasi olmasidir. O halde &2
uzaymin kabuk-cekirdek topolojisine gore kompakt Hausdorff olmasi i¢in gerek

yeter kogul X oOrgiisiiniin bir Boole cebiri olmasidir. O

Bir topolojik uzayda acik kiimelerin kapanislari da acik ise o topolojik uzaya

bisbiitin baglantisiz uzay denir.

Teorem 2.4.19. Bir X Boole cebirinin Dedekind tam olmasy i¢in gerek yeter

kosul &2 uzayimn kabuk-cekirdek topolojisine gore bisbitin baglantisiz olmasidir.

Kanat. 11k olarak X Boole cebirinin Dedekind tam oldugunu varsayalm. O C
P acik bir alt kiime olsun. O halde O = | J{P}, formundadir. X Dedekind
tam oldugundan xq = supx, € X vardir. {TP}EO kiimesi hem agik hem kapal
oldugundan {P}, = O oldugunu gosterirsek istenilen elde edilir. Her 7 i¢in

z; < xg ve burdan {P},C {P}, bulunur. Béylece O C {P}, ve

O c{pr},, ={P},,

O kiimesinin kesin olarak { P}, tarafindan igerildigini varsayalm. O halde { P}, \
O bostan farkh acik bir kiimedir ve dyle bir y # 6 icin {P}, acik kiimesini ige-
rir. {P}, \ {P}, kilmesi ise z, y elemaninin zo elemanina gore tiimleyeni olmak
lizere {P}, formundadir boylece {P}, kiimesi {P}, ve {P}, kiimelerinin ayrik
birlesimi olarak yazilir (6 # z < xp). Ayrica 2 iginde O ve {P}, kiimeleri ayrik
oldugundan O C {P}, bulunur. Béylece her 7 i¢in {P},  C {P}, olur ve Te-

orem 2.3.4 geregince x, < z bulunur, bu ise xy = supx, < z oldugunu soyler.
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Bu z < 10, z # 2o olmasiyla celisir. O halde O = {P}  bulunur. Boylece &
uzayinin biisbiitiin baglantisiz oldugunu gostermis olduk.

Tersine & uzayinin biisbiitiin baglantisiz oldugunu kabul edelim. X orgiisii-
niin Dedekind tam oldugunu gostermek icin {x,,: 7 € {7}} alt kiimesini alalim.
supz, € X var oldugunu gostermeliyiz. O = [ J {P}, dersek O hem kapali hem
acik oldugundan dyle bir 7y € X vardir ki O :T {P},, bicimindedir. Buradan her
7 igin {P}, C {P},, olur, Teorem 2.4.4 geregince her 7 i¢in 2, < xo bulunur.
Bu ise xg elemaninin {x,,: 7 € {7}} kiimesi igin bir iist sinir oldugunu gosterir.

y € X bir bagka iist smir olsa {P}, D O ve

{P}y = {P}y D0 = {P}xo
bulunur. O halde y > xy. Bu ise ¢y = supx, oldugunu gosterir. Boylece X

Dedekind tam bir uzaydir. O]
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BOLUM 3

RIESZ UZAYLARI VE EVRENSEL

TAMLANIS

Bu béliimde Riesz uzaylari tanitilacak ve bu caligma iginde kullanilan 6zelliklerine
deginilecektir. Ayrica bu boéliimde evrensel tam uzaylar ve bir Riesz uzayimin
evrensel tamlanigi ile ilgili detayh bilgi verilecektir. Daha fazla bilgi igin [11] ve

[6] kaynaklar1 kullamlabilir.

3.1 Riesz Uzaylari

E bir vektor uzayi iizerinde bir > kismi siralama bagintisi var ve bu kismi siralama

bagintis1 £ uzayi iizerindeki cebirsel iglemlerle uyumlu, yani
l.x>yiken her z € Figcinx+2>y+ 2z,
2. x >y iken her a > 0 i¢in az > ay

saglaniyorsa F uzayma sirali vektor uzayr denir.

E sirali vektor uzayinda x > 0 saglayan x € E elemanlarina pozitif eleman
denir. F uzaymdaki tiim pozitif vektorlerin kiimesine E uzayimin pozitif konisi
denir ve E* ile gosterilir, yani Et := {x € E : x > 0}.

E sirali vektor uzayinda her iki elemanl alt kiimenin supremumu ve infimumu
varsa E uzayina Riesz uzayr veya vektdr drgist denir. Genel olarak her z,y €

icin supremum ve infimum
xVy:=sup{z,y} ve xAy:=inf{z,y}
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ile gosterilir. Riesz uzaylarinin tipik érnekleri fonksiyon uzaylaridir, érnegin R: €
kiimesinde tanimh tiim reel-degerli fonksiyonlarin kiimesi, fonksiyonlar iizerindeki
noktasal siralamaya gore Riesz uzayidir. Ayrica diger klasik fonksiyonel analiz
uzaylar1 da Riesz uzay: yapisina sahiptir.

x € X olmak iizere
T i=2Vv0, = (-2)VO0 ve |z|:=2V(-1)

elemanlari sirasiyla 2 elemaninin pozitif kismi, negatif kismi ve mutlak degeri(veya

modiilii) olarak adlandirilir.

Teorem 3.1.1 (Riesz Ayrisim Ozelligi). x1,..., 2, ve y1,. .., Ym bir Riesz uzay-

nin elemanlar:y olsun. Eger

Zl’i = Z Yj
j=1

i=1
ise Riesz uzaywn oyle bir sonlu {z;; -1 =1,...,n; j=1,...,m} alt kimesi varder
ki
m
heri=1,....,n1i¢in x; = Z’Zij’
j=1
ve

her j=1,...,m i¢in yj:Zz,-j
i=1

saglanar.
Kanat. [[6], Theorem 1.20]. O

Bir Riesz uzayida x ve y elemanlari i¢in |z| A |y| = 0 oluyorsa bu iki elemana
ayrik veya dik denir ve x Ly ile gosterilir. Bir £ Riesz uzayinin bogtan farkl bir

alt kiimesinin dik timleyens
At :={r € E:zly, hery € A}

seklinde tanimlanair.

Bir Riesz uzaymdan bir {z,} ag: i¢in her o« > /8 iken z, < x5 oluyorsa {z,}
agina azalan denir ve z, | ile gosterilir. Azalan bir {z,} ag: i¢in inf {z,} = =
varsa x, | x ile gosterilir. Benzer sekilde x, T ve z, 17 x tanimlanabilir.

Bir E Riesz uzayinda her x € E™ icin %x 1 Oise E uzayma Arsimet dzelligine

sahiptir denir.
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Teorem 3.1.2. (Kantorovich). E ve F iki Riesz uzay ve F' Arsimet dzelligine
sahip olsun. Bir T : ET — F tasvirinin toplamsal oldugunu, yani her x,y € E*
icinT (z +y) =T ()+T (y) oldugunu kabul edelim. O zaman T tasvirinin tim E
uzayma bir genislemesi vardir. Bu genislemeyi tekrar T ile gosterirsek her x € E
icin genisleme

T(x)=T(z")+T (z")
seklinde tanimlanar.

Kanat. |6, Theorem 1.10]. O

Tanim 3.1.3. X ve Y swraly vektor uzaylary olmak tzere bir T : X — Y operatiri
her x > 0 i¢in Tx > 0 saghyorsa T operatorine pozitif denir veT' > 0 veya 0 < T

ile gasterilur.

Acikca goriilecegi gibi bir T': X — Y operatoriiniin pozitif olmasi icin gerek
yeter kogul T' (X ) C YT olmasi veya denk olarak x < y iken Tx < Ty olmasidir.
X ve Y uzaylan iizerindeki operatorlerin (reel) vektor uzayr T — S operatorii

pozitif iken T" > S yazarsak sirali bir vektor uzay: olur.

Tanim 3.1.4. X ve Y swraly vektor uzaylary olmak tizere bir T : X — Y operatori
tki pozitif operatoriin fark: seklinde yazilabiliyorsa T operatoriine regiiler operatir
denir. Bir T' operatériin regiiler olmas: T < S saglayan bir pozitif S : X — Y

operatérinin olmasina denktir.

Bu tez calismasinda X sirali vektor uzayindan Y sirali vektor uzayma giden
regiiler operatorlerin vektor uzayim (pozitif operatorler tarafindan tiretilen uzay

ile ayn1) L (X,Y) ile gosterecegiz.

Tanim 3.1.5. E ve F' ki Riesz uzayr ve T' : & — F' bir operator olmak tzere
eger

IT| =TV (-T)
supremumu varsa bu supremuma T operatorinidn modili denir.

Bir Riesz uzaymda bogtan farkh {istten sinirh her kiimenin supremumu (denk

olarak bogtan farkli alttan simirh her kiimenin infimumu) varsa uzaya Dedekind
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tam veya sira tam denir. Bir Riesz uzaymnin Dedekind tam olmasi icin gerek ye-
ter kogul her 0 < z, 1< x ag1 i¢in sup {z,} var olmasidir. Benzer sekilde, bir

Riesz uzayina icindeki her bostan farkh sayilabilir {istten sinirh kiimenin supre-

durumunda Dedekind o-tam denir.

Teorem 3.1.6. (F.Riesz-Kantorovich). E ve F iki Riesz uzayr ve F Dedekind
tam olsun. O halde L™ (E, F') Dedekind tam bir Riesz uzayidwr. Dahasi, her T, S €
LT (E,F), z € EY igin
T () = sup{[Ty| - |y| <z},
[SVT](z)=sup{S(y)+T(z):y,2€ ET vey+z =z},
[SAT](z) =inf{S(y)+ T (2) :y,2 € B vey+ 2z =z}
seklinde verilir.

Kanit. |6, Theorem 1.18]. O

Teorem 3.1.7. F ve F ki Riesz uzay, F' Dedekind tam ve T' : E — F' pozitif

bir operator olmak dizere her x € X icin
T (2%) =max{S(z): S: E—F, 0< S <T},
T(z7) =max{-S(z): S:E—F, 0<S<T},
T (|z|) =max{S(z): S:E—F, -T<S<T}.
Kanit. |6, Theorem 1.23]. O

Bir E Riesz uzaymin bir G alt vektor uzay1 E iizerindeki 6rgii iglemleri altinda
kapali ise G uzayma bir Riesz alt uzay: denir. Bir G Riesz alt uzayinda her
O<zeFE(0<zvex¢0)icin 0 <y < x saglayacak y € G varsa G uzayina
stra yogun denir.

Bir Riesz uzayinin bir A alt kiimesi y € A ve |z| < |y| iken = € A &zelligine
sahipse A kiimesine kat: denir. Bir Riesz uzayinin kati bir vektor uzayina ideal

denir.
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Bir Riesz uzaymda bir {z,} ag ve x eleman i¢in, her « i¢in |z, — 2| < y,
saglayacak gekilde bir bagka ayni indeks kiimesine sahip {y,} agi varsa {z,} ag
x elemanma sira yakinsar denir ve x, > x ile gosterilir. Bir Riesz uzaymm bir
A kiimesinin sira yakinsak her agimin limiti A kiimesine ait ise A kiimesine sira
kapaly denir.

Sira kapali idealler bant olarak adlandirilir. Bir F Riesz uzayi icindeki B bandi
icin E = B ® B? yazlabiliyorsa B bandna projeksiyon band: denir. Bir Riesz
uzayindaki her bant bir projeksiyon bandi ise Riesz uzayina projeksiyon ézelligine

sahiptir denir.

Teorem 3.1.8. Dedekind tam Riesz uzaylary projeksiyon ézelligine sahiptir.
Kanit. [6, Theorem 1.4]. O

E Riesz uzay1 ve B, E uzay icinde projeksiyon bandi olsun. O halde E =
B ® B olur, yani her € E icin x = 2, + &2, 1 € B ve 25 € B? olacak sekilde

tek tiirli belirli bir parcalanig vardir. Buradaki parcalaniga gore bir Pg : E — E
Pg () ==,

projeksiyonu tanimlayabiliriz. Pg pozitif bir projeksiyondur. Bu formdaki projek-
siyonlar sira projeksiyon veya bant projeksiyon olarak adlandirilir.

E bir Riesz uzay1 ve A C F bosgtan farkli bir alt kiime olsun. A tarafindan
tiretilen ideal A kiimesini iceren en kiiciik (icerme bagintisina gore) idealdir ve bu
ideal

Ey= {x €FE:3x,...,0, € Ave X € RT vardir ki |z| < )\zn:|$z|}
i=1

seklindedir. Bir x € E elemani tarafindan iiretilen ideali F, ile gosterirsek
E,={ye€ E:3X>0vardir ki |y| < \|z|}

bulunur. E, formundaki idealler esas ¢deal olarak adlandirilir.

Benzer sekilde, bir A kiimesi tarafindan iiretilen bant A kiimesini iceren en
kiiciik banttir. Bir x € F eleman: tarafindan iiretilen bant esas bant olarak ad-
landirilir ve B, ile gosterilir. Bir x € F elemani tarafindan iiretilen esas bant B,

projeksiyon bandi ise x elemanina projeksiyon eleman denir.
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Teorem 3.1.9. Bir E Riesz uzayinin Dedekind tam olmasi i¢in gerek yeter kosul

her 0 <e € E elemant i¢in E, alt uzayinin Dedekind tam olmasidar.

Kamnit. E Dedekind tam Riesz uzayi olsun. Bir 0 < e € E ve iistten simirhh A C F,
kiimesini alalim. A iistten sinirh ise 6yle bir m € E, vardir ki hera € Ai¢ina < m
saglanir. £/ Dedekind tam oldugundan E i¢inde s = sup a supremumu vardir. Bu
supremumun F, uzayina ait oldugunu gésterecegriz.a];fr a € A aldigimizda Oyle
A i € R sayilart vardir ki |a| < Ae ve |m| < pe saglanir. Ayrica a < s < m
oldugundan |s| < |a| vV |m| < (Ae) V (pe) = max{A, p}e olur. O halde s, A
kiimesi i¢in E. i¢inde bir {ist sinir olur. E, i¢inde bir bagka ¢ iist sinir1 alsak ¢,
icinde de bir iist sinir olur, s eleman F igindeki en kiiciik iist siir oldugundan
s < t bulunur. Bu ise E. uzayinin Dedekind tam oldugunu séyler.

Simdi her 0 < e € F igin E, uzaymnin Dedekind tam oldugunu kabul edelim.
A C E iistten m € E ile sinirh olsun. Bir ag € A alalim ve A" := {a A ag:a € A}
kiimesini tanimlayalim. Bir b € E elemaniin A kiimesi i¢in bir {ist sinir olmasi
icin gerek yeter kogul A’ kiimesi icin bir iist sinir olmasidir. O halde A" kiimesi-
nin iist simirlarina bakmamiz yeterlidir. A’ kiimesinin biitiin elemanlari aq ile m
arasmdadir. Buradan her a € A" i¢in |a| < |ag| V |m| bulunur, yani A" C Ejq)jvim|
ve A’ kiimesi E)q v} icinde iistten m ile siirhdir. Kabuliimiizden A’ kiimesi
Ejaovim| i¢inde supremuma sahiptir, bu supremuma s diyelim. Bu s elemani A
kiimesinin E icinde de bir iist siniridir. Ote yandan E icinde A’ kiimesinin bir
bagka t tist simirmm alsak, ¢ A m € Ejqg)v|m| elemani da bir {ist sinir olur, o halde

s <t Am <tolacagindan s eleman1 F icindeki supremumdur. O

E bir Riesz uzay1 olmak iizere bir e > 0 eleman1 tarafindan iiretilen B, bandi
biitiin uzaya esitse, B, = F, e elemanina zayif sira birim denir. Benzer sekilde
bir £ Riesz uzayinda bir e > 0 eleman1 tarafindan {iretilen ideal E. biitiin uzaya
esit ise, B, = E, e elemanina kuvvetli sira birim ya da sadece sira birim denir.

L bir Riesz uzayi ve % (L), L Riesz uzay1 iizerindeki biitiin bantlarm toplulugu

olsun. Z (L) kiimesi igerme bagintisina gore kismi siralidir.

Teorem 3.1.10. Bir L Riesz uzayinin tim bantlarindan olusan % (L) toplulugu

icerme bagintisina gore sira tam bir Boole cebirdir.

Kanit. |2, Theorem 22.7|. O
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3.2 (C%(X)-uzaylar:

R> ile R reel sayilar kiimesinin iki nokta kompaktlagtirmasini gosterelim. Bu
kismi biraz daha acarsak, R* kiimesinin elemanlar1 biitiin reel sayilar ve +o0,
—oo noktalaridir, R iizerindeki toplama ve ¢arpma islemini alhigilmig bicimde ge-
nigletebiliriz ve 0 ile ekledigimiz noktalarin ¢arpimi 0.(+oc0) = (+o0).0 = 0
seklindedir. Dahasi, R {izerindeki lineer siralamay1 R> {izerine her o € R olmak

izere —oo < a < +00 alarak genigletebiliriz. Ayrica R* iizerindeki topoloji icin
(v:—o0o<a<a<b<+o0)
sinirh agik araliklar ile
(a:—0o<a<b<+4o00) ve (a:—0<a<a<+00)

araliklar: bir tabandir. R* uzay1 genellikle genigletilmis reel sayilar sistemi olarak
adlandirilir.

X bir topolojik uzay olmak iizere f : X — R siirekli fonksiyonu icin
R(f) = {z:|f (x)] < 400} kiimesi X i¢inde yogun ise f fonksiyonuna X iize-
rinde genigletilmis strekli fonksiyon denir. X iizerinde tamimh tiim genigletilmig
stirekli fonksiyonlarim kiimesini C* (X)) ile gosterelim. f,g € C* (X) ve a € R

almdigmnda inf (£, g), sup (f,g) ve a.f fonksiyonlar: her z € X icin
(inf (f, 9)) (z) = inf {f (), g (x)},
(sup (f, 9)) (x) = sup{f (x),g ()},
(f) (z) = af (x)

seklinde tamimlanirlar ve yine genigletilmis siirekli fonksiyonlardir. Keyfi f &
C>®(X)igin R(f) ={z:|f (x)] < +oo} kiimesi a¢ik ve yogundur. Eger f,g,h €
C®(X)veherx € R(f)NR(g) i¢in h(z) = f(z) + g (z) saglaniyorsa h fonk-
siyonuna f ve g fonksiyonlarmin toplami denir. R (f) N R (g) yogun oldugundan
h = f + g toplami varsa tek tiirlii belirlidir. f + g toplam her f, g € C*° (X) igin
var olmayabilir, mesela X uzay1 olarak [0, +00) kiimesinin tek nokta kompakt-

lagtirmasi {z : 0 < z < 400} kompakt uzaymi alahm. Her x € X i¢in f(z) =z
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ve g (r) = —x alirsak, f,g € C*° (X) bulunur ama f + ¢ fonksiyonunu z = +o00
noktasindan tanmimlamak miimkiin degildir. Bu 6rnek C'* (X') yapisinin bir vek-
tor uzay1 olmayabilecegini gosterir, ¢iinkii C* (X)) toplama iglemi altinda kapali
olmak zorunda degildir. Eger X uzay1 biisbiitiin baglantisiz topolojik uzay ise
C* (X) yapisinin uygun tanimlar altinda bir vektor uzayi, béylece bir Riesz uzay1

oldugunu gdosterecegiz.

Teorem 3.2.1. X bisbitin baglantisiz topolojik uzay ve f fonksiyonu O C X
actk kiimesi dizerinde sonlu reel degerler alan strekli bir fonksiyon olsun. O zaman
f fonksiyonu O iizerinde tanimli genisletilmis siirekli bir f fonksiyonuna tek tirli
belirli bir sekilde genisletilebilir. Dahasi, her x € X \ O i¢in f (z) = 0 dersek f

fonksiyonu tim X uvzayina genisletilmis olur.

Kanat. Her t € R i¢in
Fo={recO: f(z) <t}

F, C O tamimlayalim. Her ¢t € R icin F} kiimesi aciktir ve F} kiimesi hem acik

hem kapaldir. Ayrica t; <ty ise Fy, C Fy, ve boylece
OclJF.cO
t
Her z € | JF, icin f (z) = inf {t: x € F;} ve her z € O\ |JF} icin f () = +o0
t t
tanimlayalim. f fonksiyonunun f fonksiyonunun istenilen genislemesi oldugunu
gosterecegiz. 11k olarak her # € O igin f(z) = f (v) oldugunu gdsterelim. Eger
f(z) < tise x € Fy, dolayisiyla x € F; olur ve béylece f (z) <t bulunur. O halde
her f (z) < t saglayan t icin saglanir ve f (z) < f (z) bulunur. Ote yandan bir ¢
reel sayisiigin {x : f (z) > t} kiimesi ile F; kiimesinin kesigimi bogtur. Ayrica rutin
bir argiiman, A ve B acik kesisimleri bos ve A ve B acik kiimeler ise AN B = 0,

ile

{z: f(x) >t}NF,

kesigiminin bog oldugunu séyleyebiliriz. f (z) > t saglayan bir x € O elemani
x ¢ F; olur. Boylece bu noktada f(z) > t bulunur. Bu ise her z € O igin

f(z) > f(z) oldugunu séyler. Boylece her x € O igin f(x) = f(x) oldugunu

gosterdik, o halde f fonksiyonu f fonksiyonunun bir genislemesidir.
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f fonksiyonunun O kiimesi iizerinde siirekli oldugunu géstermek icin her t €
(—o00, +00] i¢in {x f(2) < t} kiimesinin agik ve her t € [—o00, 00) i¢in {x cf(x) < t}

kiimesinin kapali oldugunu gostermeliyiz. Ote yandan
{z: f2) <t} =U{Fs:s<t},
{x:f(x)ft}:ﬂ{Fszs>t}

egitlikleri oldugundan istenilen saglanir. O]

Bu teorem o6zellikle X uzayimin agik yogun bir alt kiimesi iizerinde taniml
sonlu degerler alan siirekli f fonksiyonunun tek tiirlii sekilde bir f € O (X)
fonksiyonuna genisletilebilecegini soyler. Bir sonraki teoremde bu genigleme kul-

lanilacaktr.

Teorem 3.2.2. X biisbiitin baglantisiz topolojik uzay ise C*° (X) bir Riesz uza-
yadar.

Kanit. f1, fo € C*(X) alalim ve O ve O, ile sirasiyla f; ve fy fonksiyonlarinin
sonlu deger aldigi acik yogun kiimeleri gosterelim. O zaman O; N Oy kiimesi de
acik ve yogundur ve her x € O1NO0s i¢in fi (x)+ f2 (z) degerine esit olan fonksiyon
O1 N Oy iizerinde sonlu degerli ve siireklidir. Dolayisiyla bu fonksiyon tek tiirlii
bir gekilde X iizerinde tanimli bir genellestirilmis fonksiyona genigletilir. Tanim
olarak bu fonksiyon f; + f» fonksiyonudur. Benzer sekilde, f € C* (X) ve « € R
olmak iizere her x € X i¢in (af) (x) = af (x) ve af € C*(X). Benzer sekilde
f,g € C*(X) olmak iizere sup (f, g) ve inf (f, g) tammlanir. O

Tamm 3.2.3. Bir L Riesz uzayinda her (u, € L™ : 7 € {1}) elemanlar: ikiser

wkiser dik olan kiimenin supremumu varsa L uzayina yanal-tam denir.

Dedekind tam olma ve yanal-tam olma birbirinden bagimsizdir. Eger L uzay:
olarak [0, 1] arahgmda tanimh reel degerli ve {z : f (z) # 0} kiimesi en fazla sa-
yilabilir olan fonksiyonlarin uzayini alirsak L Dedekind tamdir ama yanal-tam
degildir. Ote yandan L uzay: olarak C [0, 1] ahnirsa L yanal-tam ama Dedekind
tam degildir.

Tanim 3.2.4. Bir L Riesz uzayr hem Dedekind tam hem yanal-tam ise bu uzaya

evrensel tamdir denir.
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Simdi C' (X)) uzaylarmin ne zaman Dedekind tam oldugunu inceleyecegiz. Bu-
nun i¢in bilegen kavramim kullanacagiz:

E bir Riesz uzay1 ve e € ET olmak iizere bir x € ET vektorii z A (e — ) =0
kosulunu saghyorsa e vektoriiniin bileseni denir. Bir e € ET elemanimn biitiin

bilesenlerinin kiimesini € (e) ile gosterelim, yani
Cle)={zeE " :xA(e—2z)=0}.
E iizerindeki siralamay1 € (e) iizerinde indirdigimizde € (e) bir Boole cebir olur.

Teorem 3.2.5. X kompakt Hausdorff topolojik uzay olsun. Asagidakiler birbirine
esdegerdir.

(1) X bisbiitin baglantisiz uzaydar.

(17) C(X) Dedekind tamdaur.

(1i1) C(X) igindeki her sinarle ayrik elemanlardan olusan aile C (X) iginde bir

supremuma sahiptir.

Kanat. (i) = (#) X uzaymin biisbiitiin baglantisiz oldugunu kabul edelim ve
bostan farkli bir .Z c C (X)* alalim. inf.# € C (X) var oldugunu gosterelim.

Her r > 0 sayist i¢in
Vi={reX:3fe Ficin f(z) <7 }.

acik kiimelerini tamimlayalim. 0 < r; < ry iken V,, C V,, ve boylece V,, C V,,
oldugunu gérmek kolaydir. X biisbiitiin baglantisiz topolojik uzay oldugundan V.
kiimeleri de aciktir ve X = | J V;. Simdi bir g : X — [0, 00)

r>0

g(z)=inf{r:z eV}

fonksiyonu tanimlayalim. g € C'(X) ve g = inf .%# oldugunu gésterecegiz.

g fonksiyonunun siirekli oldugunu gostermek icin, her o € R igin

Up={z:g9@x)<a} ve Wy={zx:9(x)<a}.

kiimelerini olugturalim. Kolayca goriilecegi gibi her o > 0 i¢in U, = U V., her
0<r<a
o <0i¢in U, =0, her @ > 0i¢in W, = (] V. ve her o < 0 i¢in W, = . Buradan
r>o

U, kiimelerinin agik, W, kiimelerinin kapali oldugu goriiliir. Bir (a, b) agik aralig
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alirsak ¢! ((a,b)) = Uy \ W, bir agk kiimedir. Bu ise g fonksiyonunun siirekli
oldugunu soyler, yani g € C' (X).

g fonksiyonun .% kiimesi i¢in bir alt sinir oldugunu goérelim. Bir f € .# alahm
ve her x € X ve keyfi € > 0 icin f (z) < f (x)+ € olur ve boylece g (z) < f (z) +e
bulunur. O halde g fonksiyonu .% kiimesi i¢in bir alt sinirdir.

C'(X) i¢inde g = inf .# oldugunu gosterelim. Her f € .% i¢in h < f saglayan
bir bagka h € C (X) fonksiyonu alalim. 0 < s < r olsun. Her = € V; i¢in oyle
bir f € # vardir ki h(x) < f(x) < s saglanir ve boylece h(x) < s olur.
h siirekli bir fonksiyon oldugundan her z € V; i¢in h(z) < s olur. Boyleyse
Vi C{r € X : h(z) <r} bulunur. O halde

U ={zeX:g@x)<r}=J Voc{zeX:h(z)<r}.

0<s<r

Her € > 0 icin g (z) < g(z) + €, o halde h(x) < g (x) + € ve bdylece her z € X
icin h (z) < g (z) olur. Bu ise g = inf .# oldugunu soyler.

(1) = (iii) Agiktar.

(1ii) = (i) C'(X) icindeki her simirh ayrik elemanlardan olugan ailenin C'(X)
icinde supremuma sahip oldugunu varsayalim. X uzayindaki agik kapal alt kii-
melerin Boole cebiri ile 1, 1 sabit fonksiyonu olmak iizere € (1) Boole cebiri 6rgii
izometriktir. Boylece X uzayindaki acik kapal alt kiimelerin olugturdugu Boole
cebirinin Stone uzayr X uzayidir ve Sonug 2.2.4 ve Teorem 2.4.19’dan istenilen

elde edilir, yani X biisbiitiin baglantisizdir. O

Teorem 3.2.6. X bisbitin baglantisiz bir uzay olmak tzere C* (X)) Riesz uzayn

Dedekind tam ve yanal-tamdar.

Kamt. 1k O~ (X) uzayinin Dedekind tam oldugunu gésterelim. (u, : 7 € {7})

C C*(X) ve her 7 i¢in 0 < u, < ug olucak gekilde uy € C*° (X) fonksiyonu var
olsun. Oy kiimesi ile u( fonksiyonunun sonlu oldugu agik yogun kiimeyi gosterelim.
O halde her 7 i¢in w, fonksiyonu O kiimesi iizerinde siirekli ve sonlu, béylece
her 7 i¢in u, € C'(Op) ve ug € C'(Oyp). Oy biisbiitiin baglantisiz topolojik uzay
oldugundan, bir 6nceki teoremden C' (Op) Dedekind tamdir. O zaman 6yle bir u €
C (Op) vardir ki C'(Oy) icinde u = sup u, saglanir. u € C' (Op) yani u fonksiyonu

Op acik yogun kiimesi iizerinde sonlu degerler aldigindan u fonksiyonunun tiim
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X iizerinde tanimh bir genigletilmig siirekli fonksiyon @ geniglemesi vardir. Og
izerinde u, < u oldugundan ve siireklilik geregince her x € X i¢in v, < w olur.
O halde @, (u, : 7 € {7}) kiimesi igin C'*° (X)) i¢inde bir iist sinirdir. Bir bagka
v tst smirn alsak, yani her z € X i¢in u, (x) < v(z) olsa, x € Oy C X i¢in de
ur () < v(z) olur ve dolayisiyla Oy iizerinde u < v saglanir. Siireklilikten X
tizerinde de @ < v bulunur. Bu ise C* (X) uzaymin iginde @ = sup u, oldugunu
soyler, yani C* (X) Dedekind tamdur.

C* (X) uzaymin yanal-tam oldugunu gostermek icin (u, : 7 € {7}) € C= (X)"
ikiger ikiser ayrik elemanlardan olusan bir kiime alalim. Her 7 i¢in O, u, fonk-

siyonunun sonlu degerler aldigi acik yogun kiime olsun. O zaman O, kiimeleri
ikiger ikiger ayriktir ve
0= (UOT> U <X\UOT>

dersek O kiimesi acik ve yogundur. O kiimesi iizerinde bir u fonksiyonunu su ge-
kilde tanimlayalim; her 7 i¢in = € O; ise u (x) = u, (x) ve her x € X \ U, O; icin
u (x) = 0. O halde u fonksiyonu O iizerinde siirekli ve sonlu degerler alan bir fonk-
siyon ve her x € O i¢in u, () < u (z) saglamir. u fonksiyonunun tiim X uzayina
geniglemesi w € C* (X) fonksiyonu i¢in kolayca goriilecegi gibi C*° (X)) iginde
u = sup u, olur ve bdylece C*° (X)) uzaymin yanal-tam oldugunu soyleyebiliriz.

]

3.3 Evrensel Tamlanig

Bu béliimde bir Riesz uzayimin evrensel tamlaniginin nasil olugturuldugunu ve

hangi formda oldugunu arastiracagiz.

L bir Riesz uzay1 olsun. % (L) ile L uzay: iizerindeki bantlarin olugturdugu
Boole cebirini, # (L) iizerindeki asal idealleri w ile, # (L) Boole cebirinin Stone
gosteriligini Q2 ve f € L elemani tarafindan iiretilen bant1 [f] ile gosterelim. (2

izerindeki kabuk-gekirdek topolojisinin taban elemanlari
Up={w:B ¢ w}
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seklindedir.

Tamim 3.3.1. e € LT sifirdan farkl sabit bir eleman olsun. Her f € L ve her

w € Q) i¢in
N (w) = f (w;e) = sup {a : [(ae — f)+] € w}

genisletilmis reel sayisine tanimlayalim. Eger hi¢ bir a € R i¢in [(ae — f)ﬂ cw
saglanmayorsa [ (w) = —oco ve her a € R ig¢in [(oze — f)ﬂ € w saglanyorsa

M (w) = +oo diyelim.

Yukaridaki tanim ile ilgili olarak, eger bir « i¢in [(oze —f )+] € w saglaniyorsa
her 5 < a igin [(ﬁe — f)Jr] € w saglanir, boylece yukaridaki tanim iyi tanimhidir.
Bir diger gozlenmesi gereken nokta ise [f],[g] € w ise [f +¢] € w olmasidir.
Gergekten, w bir ideal ve [f], [g] € w oldugundan sup ([f], [g]) € w olur, buradan
[|fI +19]] € w bulunur. Béylece [f + g] = [|f + g|] € w elde edilir. Ayrica, [f] =
[|f]] € wise [fT],[f"] € w, boylece [ae — f] € w olmasi igin gerek yeter kosul

(e — f)7] € w ve [(ae — £)7] € w olmasidir. w bir asal ideal ve % (L) icinde

[(ae = £)7] L[(ae—f)7]

olduklarmdan [(ce — f)*] ve [(ae — f)7] bantlarindan en az biri w asal idealine
aittir. Eger [ae — f] € w birden fazla « icin saglamyorsa gozlemledigimiz so-
nuglardan [e] € w bulunur. Eger [e] bandi w asal idealine ait degilse tek bir «y

genellegtirilmis reel sayisi i¢in
ag =sup{a: [(ae— f)T] ew} =inf{a: [(ae — f)7] € v}

saglanir ve her o < oy igin [(ae - f)+] € w ve her a > ay igin [(ae — f)+] ¢ w,

ayrica her a > g igin [(ae — f)7] € w ve her a < ayp igin [(ce — f)7] ¢ w.

Teorem 3.3.2. ¢ € L™ sifirdan farkly sabit bir eleman ve w € Q i¢in [e] ¢ w
olsun.

(i) [f] € w saglayan her f € L i¢in " (w) = 0.

(17) e™ (w) = 1.

(i41) Her f € L ve her 3 € R igin (Bf)" (w) = Bf" (w).

(iv) Her f,g € L i¢in f" (w) + g" (w) iyi tanvmbysa (yani f* (w) ve g™ (w) biri
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+00 ve digeri —oo durumu olmasm) (f + ¢)" (w) = f* (w) + ¢" (w).
(v) h =1nf (f,g) ise A" (w) = inf (f* (w),¢" (w)). Benzer durum sup (f, g) i¢in

de gecerlidir. Ozellikle
(fH)" (w) = sup (f" (w),0),
(f7)" (w) = —inf (f" (w),0),
I (w) = [ (w)].
Kanat. (i) [f] € w olsun. a < 0 i¢in
[(ae =] C[(=NT]=1flew
oldugundan f” (w) > 0 bulunur. a > 0 igin ae < f + (ae — )" oldugundan
eger [(ae — f)"] € wise [ae] € w olacagmdan her v > 0 i¢in [(ce — f)¥] ¢ w
bulunur. O halde " (w) = 0.
(17) Agiktar.
(1ii) Eger g = 0 ise ¢" (w) = 0 oldugundan 5 = 0 ve keyfi f igin esitlik saglanir.
0 < B < 400 alalim. O halde
(a : [(oze - f)+] € w) = (a : [(aﬁe - Bf)ﬂ S w) = (7/6 : [(’ye - Bf)ﬂ S w)
oldugundan bu esitlikte supremum alirsak £ (w) = B~ (Bf)" (w) ve boylece
B (w) = (BF)" (w)
elde ederiz. Ispat1 tamamlamak icin 8 = —1 durumunu goz 6niine almak yeterli-
dir.
(—f)/\ (w) = sup (a : [(ae + f)+] € w) = sup (oz : [(—ae — f)f] € w)

(vt (e~ )] €w) =~k (r: e — 1)) €w) G

= (W
oldugundan ispat tamamlanir.
(iv) f,g € L icgin f" (w) + ¢" (w) iyi tanimh olsun. Oncelikle

S (w) 4+ g (w) < (f +9)" (w)
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saglandigim gosterelim. Eger [ (w)+¢" (w) = —o0 ise esitsizlik dogrudur. Simdi
M (w) > —o0 ve ¢" (w) > —oo oldugunu kabul edelim. O halde dyle bir & € R
igin o < f"(w) 4+ ¢" (w) saglanir. « sayisii «; < f" (w) ve as < ¢" (w) ve
o = a4 olacak sekilde yazahm. O halde [(aje — f)+] € wve [(aze — g)+] € w

oldugundan

{ae = (f+9)}7] = [{(are = f) + (aze = 9)} '] € [(aue = )" + (aze — g)"]
=sup ([(ane = f)7], [(a2e — 9)"])

bulunur ki bu ise o < f" (w) + ¢ (w) iken o < (f + ¢)" (w) oldugunu sdyler.

Boylece istenen esitsizlik saglanir. Bu sonucu —f ve —g elemanlarina uygularsak

ters egitsizligi de elde ederiz ve bdylece

P (w) + g (w) = (f + 9)" (w)
bulunur.
(v) f,g € L olmak iizere h = inf (f,g) olsun. Tamimdan acik¢a goriilecegi gibi
N (w) < fN(w) ve b (w) < g" (w) boylece h" (w) < inf (f* (w),¢" (w)) bu-
lunur. Eger infimum —oo ise ispat biter. O halde inf (f" (w),¢" (w)) > —o0
oldugunu kabul edebiliriz. " (w) > inf (f" (w), ¢" (w)) oldugunu gostermek igin,
ilk olarak

(ae = h)" = {ae —inf (f.9)}" = {ae +sup (= f, —g)}"
= {sup (ae — f,ae — g)} " =sup {(ae — f)", (ae —g)"}

]

oldugunu gozlemleyelim. a < inf (f* (w), ¢" (w)) saglayan o igin [(ce — f)"] ve

[(ce — g)"] bantlar w idealinin elemanlaridir, boylece iistteki esitlik [(ae — h)+]

bantinin da w idealine ait oldugunu soyler, yani o < A" (w). O halde
inf (£ (w) " (w)) < b (w)

bulunur. Sonug olarak istenen egitlik bulunmusg olur. sup (f, g) iginde benzer ispat

yapilir. O

e € L sabit bir eleman, f € L ve
w € Upg = {w: [e] ¢ w},
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olsun. Tanim 3.3.1’de tanmladigimiz f* (w) = f" (w; ) sayisim goéz oniine alalim.
f sabitlenmis ve w degigken olarak goriiliirse f", Uy tizerinde genigletilmis reel
degerli bir fonksiyondur. Simdi bu f” fonksiyonunun U}, topolojik uzayimdan R>

icine siirekli bir fonksiyon oldugunu gosterelim.

Teorem 3.3.3. Her f € L elemanina karsihk gelen f" fonksiyonu Ul tizerinde

stureklidir.

Kamit. Her o € R igin

{fw: A (w) <a} =Usza {w : [(56 — f)ﬂ ¢ w},
bulunur. Her iki tarafim w € Ul elemanlarina kisitlayalim. Birlesimin i¢indeki

kiimeler Ul ile taban elemanlarinin kesigimidir, boylece bu kiime Uy iginde agik-

tir. o = +00 i¢in

{fw: A (w) < +oo} = (J{w: [ (w) <n}
n=1
yazarsak benzer iglemleri burada da uygulayabiliriz. Buldugumuz bu sonuclari
— f fonksiyonuna uygularsak her o > —oo igin {w: f" (w) > a} kiimesi agik

olur. O halde f” fonksiyonu Ul iizerinde siireklidir. O

f € Lve0 <ee€ L™ olmak iizere her a > 0 igin |f] < ae saglaniyorsa ya

f =0 bulunur ya da f elemani e elemanina gore sonsuz kiigiiktiir denir.

Teorem 3.3.4. f € [e] olsun. Her o > 0 i¢in |f| < ae olmast icin gerek yeter

kosul her w € Uy i¢in f" (w) = f" (w;e) = 0 olmasidar.

Kanit. o > 0 olmak iizere |f| < ae ise —ae < f < e olur ve Teorem 3.3.2
geregince her w € Uy i¢in —a < f* (w) < o bulunur. Eger her o > Oigin | f| < ae
oluyorsa her w € Uy i¢in f" (w) = 0 bulunur. Tersine her w € Uy icin " (w) =0
oldugunu varsayalim. O halde her o > 0 ve her w € U} i¢in [(ae — f)+] bandi
w idealinin elemani degildir. Simdi bir ag > 0 i¢in (ape — f)” # 0 oldugunu
varsayalim. O halde [(ape — f)~] bandi [0] bandim kesin olarak igerir. O halde
Teorem 2.4.2°den Oyle bir wy € 2 ideali bulabiliriz ki [(aoe - f)f] ¢ wp bulunur.
Ayrica

(aoe = f)” = (f —age)" < f*
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oldugundan [f*] ¢ wy bulunur. Dahasi f € [e] ise f* € [e] ve boylece [fT] C [¢]
olacagindan [e] band1 wy idealine ait degildir. Béylece dyle bir wy € Uy ideali bul-
duk ki ne [(age — f) "] bandi ne de [(age — f)~| bandi wy idealinin i¢inde degildir.
Bu ise wy idealinin asal olmasiyla celigir. O halde her a > 0 icin (ae — f)” =0
bulunur. Bir bagka deyigle, her o > 0 i¢in awe — f > 0 ve boylece f < ae. Bu

sonucu — f fonksiyonuna uygularsak her a > 0 i¢in |f| < aee bulunur. m

Agagidaki teorem Onemli bir sonugtur. Yukaridaki teoremden kolayca goriile-

bilir.

Teorem 3.3.5. L Riesz uzayimn Arsimet dzelligine sahip olmasi icin gerek yeter
kosul e € L™ sufirdan farkly ve her w € Uy olmak dizere f" (w;e) = 0 saglayan

f € le] i¢in f =0 olmasidur.

Teorem 3.3.47in ispatindaki irdeleme ile asagidaki genellemeyi verebiliriz.

Lemma 3.3.6. 0 < u < e ve f € [u] olsun. Her a > 0 i¢in |f| < ae olmast i¢in

gerek yeter kosul her w € Uy, igin f* (w) = f" (w;e) = 0 olmasidar.

L Arsimet 6zelligine sahip bir Riesz uzay1 ve e € Lt sifirdan farkh bir eleman
olmak iizere, her f € L i¢in f” (w;e) fonksiyonunun sonlu degerler aldig1 kiime-
nin Ul icinde yogun oldugunu gosterecegiz ve boylece f* € C* (U[e]) oldugunu

sOyleyecegiz.

Teorem 3.3.7. L Arsimet ozelligine sahip bir Riesz uzayr ve e € LT sifirdan
farkly bir eleman olmak tzere, her f € L icin f"(w;e) fonksiyonunun sonlu

degerler aldwgi kiime Ul i¢inde yogundur.

Kant. Oncelikle f € Lt oldugunu kabul edebiliriz. Bir f € LT icin teoremin
hipotezinin gerceklenmedigini varsayalim. O zaman Oyle biru € LT ve 0 <u < e
elemani vardir ki her w € U} i¢in f" (w;e) = 400 olur. Agikca gériilecegi gibi
hi¢ bir w € Uy, i¢in [f] € w olamaz ¢iinkii bir w € Uy, ideali i¢in [f] € w olsa
Teorem 3.3.2 (i) stkkindan f” (w;e) = 0 bulunur. Boylece

U C U MUy
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bulunur. Genelligi bozmaksizin u < f oldugunu varsayabiliriz ¢iinkii
U] = Uy N Uy = Uint{gu, 11y = Vlint(w.)

oldugundan w ile inf (u, f) degistirebiliriz. Her w € Uy, i¢in f" (w;e) = 400 ol-
dugundan her o > 0 i¢in [(ce — f)*] € w saglanir. Onceki gozlemlediklerimizden

her a > 0 i¢in

[(ae = )] =[(f —ae)’]
bandi w idealinin eleman1 degildir, boylece [(04‘1 f— e)+] bandi w idealinin ele-
mani degildir. Ote yandan, her o < 0 igin [(a™!f — e)+] = [0] band1 w idealinin
elemamdir. Dolayisiyla her w € Uy, icin €” (w; f) = 0 bulunur. O halde 0 < u < e

oldugundan her w € Uy, i¢in
u (w; f) =0

bulunur. Bir 6nceki lemmanin sonucu olarak her o > 0 i¢in u < af saglanir, yani
u eleman f elemanina gore sonsuz kiiciiktiir. Ayrica u elemaninin sifirdan farkh ve

uzayin Argimet ozelligine sahip oldugunu varsaydigimizdan bu bir celigkidir. [

Onemli bir sonuc olarak asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 3.3.8. L Arsimet ozelligine sahip bir Riesz uzayr ve e € Lt eleman
sifirdan farkl olsun. O halde L™ pozitif konisinin f — " (w;e) tasviri altindaki
qoruntiusy

e (U[e}) Riesz uzaywnin bir Riesz alt uzayidor.

Lemma 3.3.9. L Arsimet ozelligine sahip bir Riesz uzayi, e € LT elemans sufir-

dan farkl ve B C L bir bant olsun. Bir f € B i¢in
w € Upa NUje) = Uypy(pa ) = Unirig
ise f (w;e) =0 saglanar.

Kamit. Eger w € Uga ise BY bant1 w asal idealine ait degildir. Béyleyse B bant1
w idealindedir. [f] C B oldugundan |f| € w bulunur ve eger w € U ise Teorem

3.3.2 (i) stkkindan f” (w;e) = 0 bulunur. O
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Teorem 3.3.10. Tekrar, L Arsimet ézelligine sahip bir Riesz uzay, e € LT
elemant sifirdan farkl olsun. Ayrica 0 < uw € LT olsun ve bir g € C® (U[e])
Jonksiyonu her w € Uy igin g (w) > 0 ve w ideali Uy uzayrmn bostan farkly bir

O a¢ik kiimesinin i¢inde olmak tzere
0<g(w) <u"(wie)
saglansin. O zaman oyle bir v € LT elemans vardwr ki her w € Uy igin
v (w;e) < g (w)
saglanar.

Kamit. Her n € N icin O acik kiimesinin
nt < g(w) <u(w;e) <n

saglayan alt kiimesini gbz oniine alahm. Bu O,, kiimesi O kiimesinin acik bir
alt kiimesidir ve n yeterince biiyiik segilirse O,, bostan farkhdir. O,, kiimesinin
B # {0} olmak iizere Up taban elemammi icerdigini varsayalim. O halde bir

0 < p € B aldhigimzda Uy C O, ve her w € U, i¢in
nt<g(w) <ut(wie)<n (%)

bulunur. Uy € O C Uy oldugundan dolayr genelligi bozmaksizin 0 < p <
e oldugunu varsayabiliriz (degilse, p ile inf (p,e) degigtirebiliriz). Simdi u ile p
elemanlarinin ayrik olmadiklarini gosterecegiz. Gergcekten, plu olsaydi her w €

Ul igin
inf (u" (w;e),p" (w;e)) =0

ve boylece her w € Up,) igin p" (w;e) = 0 bulunur ki Lemma 3.3.6 geregice p = 0
olur. Bu ise p > 0 olmasiyla celigir. O halde p ve u aynk olamaz, yani, u, [p|*
bantmin elemam degildir. Ote yandan [p] & [p]?, L icinde sira yogun oldugundan,
dyle bir (w, : 7 € {r}) C [p] ® [p]* yukar1 yonlendirilmig kiimesi vardir ki 0 <
w, 1 n~2u saglamr. O halde 6yle w’. € [p] ve w” € [p|* vardwr ki w, = w!. + w!
seklinde yazilir. Ayrica u ¢ [p]d oldugu i¢in her 7 i¢in w’. = 0 saglanmaz, eger
her 7 i¢in w/, = 0 olsaydi w, € [p]d ve dolayisiyla u € [p]d bulunurdu. Diger bir

deyisle 0 < v < n~2u olacak sekilde v € [p] vardir. Boylece her w € Ule) igin
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v (w;e) < n 2 (w;e)
bulunur. Bunu (*) esitsizligi ile birlestirirsek her w € Up,) i¢in
v (wie) <n7t < g (w)
elde ederiz ve bir énceki lemmadan her w € U} VU igin v” (w; e) = 0 bulunur.
Boylece her w € Uy i¢in
o™ (w;e) < g (w)

elde edilir. Son olarak 0 < v € [p] C [e] oldugundan U}, tizerinde v (w; e) Gzdes
olarak sifirdan farklidir. ]

Sonug olarak en azindan [e] bandindaki her eleman i¢in f — f” (w;e) gonderimi-

nin sadece sonlu degil keyfi supremum ve infimumu korudugunu gosterebiliriz.

Teorem 3.3.11. L Arsimet ozelligine sahip bir Riesz uzayr, e € LT eleman
stfirdan farkl olsun. (u,:7 € {r}) C L*, her 7 i¢in u, € [e] ve u = supu,

supremumu var olsun. O halde C* (U[e}) ieinde
u” (w; e) = supul (w;e).
gerceklenir.

Kanat. Agikga goriilecegi gibi u” fonksiyonu u’ fonksiyonlarimdan olusan kiime
icin bir iist smirdir. Ote yandan Teorem 3.2.6’dan C*° (U[e}) Dedekind tam ol-
dugundan, Gyle bir h € C* (U[e]) vardir ki h(w) = supu, (w;e). Her w € Uy
i¢in

g(w) :=u"(w;e) —h(w)>0

fonksiyonunu tanimlayalim. g fonksiyonunun 6zdes olarak sifir oldugunu goster-
meliyiz. Eger g ozdesg olarak sifir degilse, bir énceki teoremden oyle bir v € LT
vardir ki her w € Ul i¢in v (w;e) < g (w) saglanir. Aslinda teoremin ispatinda
da bulundugu gibi v elemani [e] bandinin i¢indedir.

v > 0 ve u = sup u, oldugundan her 7 i¢in u — (u, +v) > 0 olamaz, o halde
oyle bir 7y indeksi vardir ki (v — (uz, +v))” > 0 olur. Ama u—(u,, + v) elemanina

karsilik gelen {u — (u, +v)}" fonksiyonu
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up +v <h+g=u",

oldugundan U}, iizerinde negatif degerler almayan bir fonksiyondur. Ote yan-
dan (u — (u., +v)) € [e] oldugundan (u — (u,, +v))~ € [e] bulunur ve Teorem
3.3.4 geregince (u — (ur, +v))” = 0 olur, ¢iinkii (v — (u, +v))~ elemanina kar-
sihk gelen fonksiyon Uy, iizerinde 6zdes olarak sifir. Bu ise (u — (ur, +v))” >0

olmasiyla celigir. Boylece g fonksiyonu 6zdeg olarak sifirdir. O

Simdi L uzayinin Argimet 6zelligine sahip, e > 0 zayif sira birimli Riesz uzayi
oldugunu kabul edelim. e zayif sira birim oldugundan [e] = L ve béylece Uy ile
Q2 ayn1 uzaylardir. Sonug 2.4.18’de kanitladigimiz gibi 2 kompakt Hausdorff to-
polojik uzaydir. Ayrica % (L) Boole cebiri Dedekind tam oldugundan ve Teorem
2.4.19’dan 2 biisbiitiin baglantisiz topolojik uzay olur. Her taban elemam Up
acgik, kapali ve kompakt oldugundan Up kiimesi (2 iizerinden indirdigimiz kabuk-
cekirdek topolojisine gore biishbiitiin baglantisizdir. O halde Teorem 3.2.6’dan
C*> (2) ve C* (Ug) evrensel olarak tamdir. Buraya kadar yapilan igler birleg-

tirilirse agagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.3.12. L Arsimet ozelligine sahip bir Riesz uzayr ve e € LT zayf sira
birim olmak tizere f — f" (w;e) tasviri L Riesz uzays ile C* () uzayimn bir
Riesz alt uzayr L arasinda orgii izometrisidir. Ustelik bu izomorfi keyfi supremum

ve infimumu korur.

K Dedekind tam bir Riesz uzay1 ve L C K bir Riesz alt uzay1 olmak iizere
her f € K igin

f=swp{g:gelg<fi=inf{g:gel,g=>f}
saglamiyorsa K uzayma L uzaymin Dedekind tamlanisi denir.

Teorem 3.3.13. L Arsimet ézelligine sahip bir Riesz uzayr ve e € LT zayf sira
birim olmak tizere L" uzayr tarafindan C* (Q) uzays iginde dretilen Dy, ideali L

uzayrmn Dedekind tamlanisidir ve Dy uzayr C* (Q) i¢inde sira yogundur.

Kanit. Dy ideali g € C* () olmak iizere |g (w)| < u” (w;e) saglayacak sekilde
oyle bir w € LT bulabildigimiz g € C* (£2) elemanlarindan olugur. C'* (£2) De-

dekind tam oldugundan Dy, ideali de kendi i¢inde Dedekind tam Riesz uzayidir.
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L uzay1 Dy uzaymim L" alt uzaymna orgii izometrik oldugundan Dj uzaymn L
uzayinin Dedekind tamlanisi oldugunu gostermek icin her 0 < g € Dy ve her
w € € igin

0 < o™ (wie) < g(w) < u (wse)

olacak gekilde u,v € L™ elemanlari bulmamiz yeterlidir. Teorem 3.3.10 bu sartlar
saglayan u ve v elemanlarinin varhginmi garantiler, boylece Dy uzayr L uzayinin
Dedekind tamlanigidir.
e tarafindan tretilen bant C* (Q) uzay1 oldugundan Dy tarafindan iiretilen
bant C* () olur. Béylece Dy, sira yogun olur.
O

Sonug 3.3.14. L Dedekind tam Riesz uzayr ve e zaysf sira birim olmak tizere L™

uzayr C* (Q) i¢inde sura yogundur.

Kanit. L™ Dedekind tam oldugundan Dj Dedekind tamlamgina esit olacagindan

istenilen elde edilir. O
Simdi bir Riesz uzayinin evrensel tamlanigini inceleyecegiz.

Tanim 3.3.15. Fvrensel olarak tam olan bir L' Riesz uzay
(1) L Riesz uzayr L' uzaywnin bir L™ alt uzayina orgi izometriktir.

(i1) Her f' € (L) igin
f'/zsup{g/\ c LA:gA Sf/}
kosullariny saghyorsa L uzaynin evrensel tamlanisy denir.

Dedekind tam Riesz uzaylarimin Riesz alt uzaylari Argimet zelligine sahip-
tir. Bir L Riesz uzay1 Argimet Ozelligine sahip ise evrensel tamlanigi vardir. L
uzayl Dedekind tamlaniga sahip oldugu durumda agcikca goriilecegi gibi L uza-
yiin Dedekind tamlanigi evrensel tamlamisimin icindedir. Ayrica eger L uzayi
evrensel tamlaniga sahip ise bu evrensel tamlanig 6rgii izomorfileri altinda tek
tiirli belirlidir.

Simdiye kadar yapilan bircok sey birlestirilerek asagidaki teoremi verebiliriz.
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Teorem 3.3.16. L Arsimet ozelligine sahip zayif sira birimli bir Riesz uzay ise

C*®(Q) uzayr L uzayimn evrensel tamlanigidar.

Kanat. L" uzayi evrensel olarak tam olan C*° () uzayimn Riesz alt uzay ve L"
ile iiretilen ideal Dy, C* (Q) iginde sira yogun oldugundan C* (Q2) uzay1 L Riesz

uzayinin evrensel tamlanigidir. O

Simdi Argimet Ozelligine sahip bir Riesz uzayinin Argimet Ozelligine sahip
zaylf sira birimli bir Riesz uzayinin icinde goriilebilecegini irdeleyecegiz. Boylece
Argimet Ozelligine sahip bir uzayin evrensel tamlanisi oldugunu soyleyebilecegiz.

L Riesz uzay1 ve {e;} C LT kiimesinin elemanlar ikiger ikiger dik olsun, yani
her i # j i¢in e; A e; = 0. Eger her ¢ igin u A e; = 0 olan u sadece 0 ise {e;}

kiimesine tam ayrik aile denir.

Teorem 3.3.17. L bir Riesz uzayr ve {e; : i € I} projeksiyon elemanlardan olu-

san tam ayrik aile bir aile olsun. O halde her uw € L™ igin
u=sup{P,, :iel}
olur.

Kanit. u € LT ve 0 < w € L olmak iizere her i € [ igin P,, (u) < u—w oldugunu
varsayalim. O halde her i € I i¢in 0 < w < u— P, (u) € Bgi yani her i € I icin

i

w A e; =0 olur. Boylece w =0 ve u = sup{P,, : i € I} bulunur. O

{Ls : @ € A} Riesz uzaylarmin bir ailesi olmak iizere bu Riesz uzaylarinin
kartezyen carpimi L = [] L, elemanlarin koordinat kordinat kargilagtirilmasina
gore, yani {u, : o € A} > {v, : @ € A} olmasi gerek yeter kogul her avi¢in u, > v,
olmasi, bir Riesz uzayidir.

{eqs : a € A} projeksiyon elemanlardan olugan tam ayrik bir aile olsun. B, ile
e tarafindan iiretilen bandi ve K ile [[ B, uzaymi gosterelim. Kolayca goriilecegi
gibi her v € L igin 7 (u) = {P,., (u) : « € A} geklinde tanimlanan 7 : LT — K7
tasviri toplamsaldir. Boylece 7 tasvirini 7 (u) = 7 (u™) — 7 (u™) tek tiirli belirli
bir bi¢cimde 7 : L — K genisletebiliriz. Ayrica 7 tasviri Riesz homomorfisidir
ve 7 (L) uzay1 K icinde sira yogundur ve {e, : @ € A} eleman1 K igin bir sira

birimdir. Sonug olarak asagidaki teorem verilebilir.
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Teorem 3.3.18. 7w : L — [I B, tasviri L uzay: zayf siwra birimi olan [] B,

uzaymn sira yogun bir alt uzayina izomorf olur.

Sonug 3.3.19. L Arsimet 6zelligine sahip bir uzaysa C* (Q) uzayr L uzayimn

evrensel tamlanisidar.

Kanst. Teorem 3.3.18 ve Teorem 3.3.16’nin sonucudur. OJ
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BOLUM 4

BANACH ORGULERI VE
UZERLERINDEKI REGULER

OPERATORLER

Bu béliimde Banach orgiileri tanitilacak ve bu ¢aligma i¢inde kullanilan 6zellikle-
rine deginilecektir. AL- ve AM-uzaylarimin énemli 6zelliklerinden bahsedilecektir.
Ik kisimda ozellikle bir AM-uzaymn sira birime sahip olmas ile ilgili bir kosul ve-
rilecektir. Son kisimda Banach &rgiileri {izerindeki regiiler operatorler ile norm

sinirh operatorler arasindaki iligki tanitilacaktir.

4.1 Banach Orgiileri

Bir Riesz uzay1 iizerindeki bir ||-|| normu i¢in |z| < |y| iken ||z|| < |ly|| oluyorsa
bu norma drgi normu veya Riesz normu denir ve bu Riesz uzayina normlu Riesz
uzayl denir. Eger bir normlu Riesz uzay iizerindeki norma gére tam ise Banach

orgist olarak adlandirilir.

Tamim 4.1.1. Bir Riesz uzayu tzerinde bir orgi normu ||| igin xo | 0 iken

|zall 4 O oluyorsa bu norma swra sirekli norm denir.

Sira siirekli norma sahip olan Banach orgiileri Dedekind tamdir ([6] s.186).

Dahasi, sira siirekli norm ile ayrik elemanlardan olusan diziler yakindan iligkilidir.

Teorem 4.1.2. (Fremlin-Meyer-Nieberg). Bir Banach drgisiniin sira strekli norma
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sahip olmast icin gerek yeter kosul her sira simrly ayrik elemanlardan olusan di-

zinin normda sifira yakinsamasidar.

Kanit. |6, Theorem 4.14]. O
Tki Banach uzay1 arasindaki bir 7 : X — Y operatéoriine, her z € X icin
K lz]] < [[Te]| < M ]

olacak sekilde K ve M pozitif sabitler varsa gémme operatorii denir. Burada X
uzayina Y uzayinin igine gomdilebilir denir.

Iki Banach érgiisii arasindaki 7 : E — F gémme operatorii ayn1 zamanda rgii
homomorfisi (yani her z,y € E i¢gin T (x Vy) =T (x) VT (y)) ise T operatoriine
orgi gomme operatorii ve E uzayina F' icine orgi gomalebilir denir. Bu durumda

T (E), F uzaymin kapali bir Riesz uzayidir ve T'(E) ile E 6zdes goriilebilir.

Teorem 4.1.3. (Lazonovsky-Mekler-Meyer-Nieberg). Her Dedekind o-tam E Ba-
nach orgisi i¢in asagidakiler birbirine esdegerdir.
1. E sira stirekli norma sahiptir.

2. o uzayr E i¢ine orgu gomilemez.
Kanit. |6, Theorem 4.56]. O

Simdi Banach orgiileri icindeki iki 6nemli simiftan bahsedecegiz, AL- ve AM-
uzaylar. Ly (u) ve C'(K) uzaylar: bu uzaylar i¢in prototip olduklari igin bu uzay-
larin Banach orgiileri icinde 6énemli bir yeri vardir.

Bir £ Banach orgiisiine
e 1 < p < oo olmak iizere her x,y € E* ve z Ay = 0 i¢in
Iz +yll” = ll=l” + [lylI”
oluyorsa soyut L,-uzays,
e her z,y € Et ve x Ay =0 i¢in

[l V y|| = max ||, [ly]|}
oluyorsa soyut M-uzay: denir.

Bir soyut L uzay1 AL-uzay1 olarak, soyut M-uzay1 AM-uzay1 olarak adlan-

darilir.
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AL- ve AM-uzaylar1 arasinda 6nemli bir dualite 6zelligi vardir.

Teorem 4.1.4. E bir Banach drgiisii olmak tizere
(1) E bir AL-uzay ise E' sura birime sahip bir AM -uzaydar.
(ii) E bir AM-uzay: ise E' bir AL-uzaydr,

Kanat. [12, Theorem 1.4.7|. O

Bu arada belirtmek gerekir ki her soyut L, uzay1 E sira siirekli norma sahiptir.
Gergekten, bir {x,} C [0, z] ayrik elemanlardan olugan dizi alirsak

p p

k k
D llzall” =D za| = < [ll”
n=1

k
\V zn
n=1

oldugundan »_ [|z,[|” < oo olur ve béylece ||z,| — 0 bulunur. Teorem 4.1.2’den
n=1
norm sira siireklidir. O halde her soyut L,- uzaylar1 Dedekind tamdur.
1 < p < oo olmak iizere soyut L,-uzaylarinin en belirgin 6rnegi L, (1) uzayi-

dir. Ashinda bu uzaylar soyut L,-uzaylarinin tek formudur.

Teorem 4.1.5. (Kakutani-Bohnenblust-Nakano) Her soyut Ly,-uzays bir
L, (X, %, p) uzayina orgt izometriktir.

Kanit. |7, Theorem 3.34]. O

AM-uzaylari icinde bir karakterizasyon oldugunu gosterebilmek icin bazi ge-

rekli teoremleri verecegiz.

Lemma 4.1.6. X bir vektor uzayr ve f, f1,..., fn, X tzerinde tanamly lineer fonk-
styoneller olsun. [ fonksiyonelinin f1, ..., fn fonksiyonellerinin bir lineer kombi-

nasyonu olmasi i¢in gerek yeter kosul ﬂ Kerf; C Kerf olmasidar.
i=1

Kanit. |6, Lemma 3.15]. O

Teorem 4.1.7. E bir AM-uzay, 0 < 2’ € E' ve ||| = 1 olsun. O zaman U’ C
E' kapaly birim yuvar olmak tzere x' elemaninin Ujr kiimesinin ekstrem noktasi

olmass icin gerek yeter kosul x' fonksiyonelinin bir drgi homomorfisi olmasidar.

Kanat. Tlk olarak 2’ elemaninin U " kiimesinin bir ekstrem noktas1 oldugunu var-

sayalim. Eger 0 < ¢/ < 2/ ise
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/ / /

r -y
o =y o+ e =y
1yl (Bl
ve ' uzayl AL-uzay1 oldugu icin ||y/|| + |2’ —¢/|| = ||| = 1 saglandigindan

y' = ||| 2’ bulunur. Boylece, eger |y'| < a’ ise Gyle bir A vardwr ki [A| < 1 ve
y' = Az/. © € E olsun. Teorem 3.1.7'den |y/| < 2’ olacak sekilde bir ' € E’ vardir
ki 2’ (|z|) = |¢/ (x)| saglanir. Boylece

2" ()] < 2" (|2]) = [y (2)] < A" ()] < [o' ()] < 2 ([])
vani |2’ (z)| = 2’ (|z|) elde ederiz. Bu ise 2’ fonksiyonelinin bir 6rgii homomorfisi
oldugunu soyler.

Tersi i¢in 2’ fonksiyonelinin bir 6rgii homomorfisi oldugunu kabul edelim. 0 <

Yy < 2’ ve x € Kerz’ alalim. O halde

Y (@) <y (J=]) < 2’ (|z]) = [2" (z)] = 0
oldugundan x € Kery’ bulunur, yani, Kerz’ C Kery'. Lemma 4.1.6’dan ¢y = Az’
ve 0 < A < 1 seklinde yazilir. §imdi 2’ = ay'+(1 —«a) 2/ vey/, 2 € U, 0 <a <1
seklinde yazildigin1 varsayalim. Acikca goriilecegi gibi, ||y/| = |#/]| = 1. Ote
yandan 0 < ay’ < 2’ ve 0 < (1 — )2’ < 2’ oldugundan ¢ = Sz’ ve 2/ = ~a'
olacak sekilde 3,y > 0 vardir. § = v = 1 oldugundan 2’ eleman1 U’, kiimesinin

bir ekstrem noktasidir. ]

Teorem 4.1.8. (Stone — Weierstrass) K kompakt Hausdorff bir topolojik uzay
olsun. C'(K) uzaymmwn K kimesinin noktalarine ayiran ve sabit 1 fonsiyonunu

iceren bir U alt orgisi C (K) iginde supremum normuna gore yogundur.
Kanat. |12, Theorem 2.1.1]. O
E bir Riesz uzay1 ve e € E bir sira birim ise
|z||, :==1inf {\ : |z] < Xe}

seklinde tanimladigimiz yapi bir 6rgii normudur ve bu norm sira birim normu

olarak adlandirilir.

Teorem 4.1.9. (Kakutani — Bohnenblust ve M.Krein — S.Krein) E bir AM-

uzayt, e bir sira birim ve ||.||, swra birim normu olsun.
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B={2€FE,: () =1}

ve K = 0. (B), B kiimesinin ekstrem noktalar olsun. K kiimesi zayif *-kompakt
ve E uzayindan C (K) uzayina her ' € K icin f, (2') = (o', x) olacak sekilde

tanimlanan x — f, gonderimi bir drgi izometrisidir.

Kanit. Banach- Alaoglu Teoreminden B kiimesinin zayif*-kompakt oldugunu gor-
mek kolaydir. Ayrica Krein-Milman Teoreminden K = 9, (B) # (. Teorem
4.1.7den K kiimesi aslinda B kiimesinin elemani olan tiim 6rgii homomorfileri-
nin kiimesidir. Sonug olarak, K kiimesi B kiimesinin zayif*-kapali alt kiimesidir,

boylece zayif*-kompakttir. Her z € E* i¢in f, ile

fo (') = (2',x) her 2/ € K
fonksiyonunu tanimlayalim. Bu tanimlamayla f, fonksiyonunu K iizerinde siirekli
olur ve her x > 0 igin

2] = sup {(2',x) : [|2| < 1,2" > 0}

=sup{(z/,z): 2’ € B} (4.1)

=sup{(z',2) 1 ' € K} = || fu|
saglanir, yani her z € F igin ||z|| = || f.|| bulunur. K kiimesi B kiimesinin elemani
olan tiim Orgii homomorfilerinin kiimesi oldugundan, * — f, tasviri C (K)

uzayinin f. = 1 elemanini iceren kapali bir alt uzayina bir orgii izomorfisidir.

Teorem 4.1.8 geregince U = C (K) bulunur. Béylece istenilen elde edilir. O]

Onerme 4.1.10. E bir AL-uzay: olsun. Her u,v € ET i¢in
[l +oll = flull + vl
saglanir, yani AL-uzay tzerindeki norm pozitif koni tdzerinde toplamsaldar.

Kamit. E uzaymin bir AL-uzayr oldugunu kabul edelim. Teorem 4.1.4’i kulla-
nirsak £ uzaymnin ikinci duali bir AL-uzayidir ve Teorem 4.1.5 geregince bir
Ly (X, %, u) uzaymna orgii izomorfiktir. Ly (X, 3, ) tizerindeki norm Ly (X, 3, p)
uzayimnin pozitif konisi iizerinde toplamsal oldugundan ve E uzayini ikinci duali-
nin icinde bir Riesz alt uzay:1 olarak gorebilecegimizden, E iizerindeki normun

pozitif koni iizerinde toplamsal oldugunu ¢ikarabiliriz. O

54



Yukaridaki sonuctaki benzer gozlemle agagidaki sonucu verebiliriz.
Onerme 4.1.11. E bir AM-uzay: olsun. Her u,v € E* igin
[lu Vvl = max {|[ul], [[o][}
saglanar.

Yukarida verdigimiz son iki énermeye gore, AM- ve AL-uzaylarimin tanimla-

rini
1. Her u,v € E* ||uVv|| = max {||u]|, ||v]|} saglaniyorsa E uzayna bir AM-
uzay1 denir.
2. Her u,v € E7 icin ||u + v| = |Ju| + ||v|| saglamyorsa E uzayma AL-uzay1

denir.

olarak degistirebiliriz.
Simdi AM-uzaylariyla ilgili esas problemimizde kullanilacak olan bir karakte-

rizasyon verecegiz.

Teorem 4.1.12. E bir Banach orgiist olmak tzere asagidakiler birbirine esde-

gerdir.
1) E bir AM-uzayidar.
(i) y

(i) E uzaywnn i¢indeki her goreli kompakt kiimenin E i¢inde bir supremumu

vardur.

(i1i) E i¢inde sifira yakinsayan ayrik elemanlardan olusan her dizi E" i¢inde

swra stnarlidar.

(iv) Oyle bir C' > 0 sayuse vardur ki her ayrk x4, ..., x, € ET elemanlar igin
21 4.+ 2| < Cmax{|aa], ..., [lzall}
saglanar.
Kanat. |12, Theorem 2.1.12]. O

Agagidaki teorem AM-uzaylarinin 6nemini vurgular.
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Teorem 4.1.13. E bir Banach orgiisii ve x € E olsun. x elemami tarafindan

tretilen E, esas ideals
[yl = inf {A>0:[y[ < Az[}, y€E,

seklinde tanimlanan ||-||  swra birim normuna gore bir AM -uzayidir ve bu norma

gore kapaly birim yuvar [— |z|, |x|] stra araligider.

Kamit. E, iizerindeki ||-|| . normun bir 6rgii normu oldugu ve kapali birim yuva-
rinin [— |z|, |x|] sira araliginin oldugunu gostermek kolaydir.
{z,} C E, dizisinin ||-|| _-Cauchy oldugunu varsayalim. Gerekirse bir alt dizisi

ile devam ederek, her n ve p icin
|Tntp — @n| <27 || (%)

oldugunu varsayabiliriz. Boylece {z,} dizisi E i¢inde norm-Cauchy bulunur. £
uzay1 tam oldugundan bu dizinin y gibi bir limiti vardir. () esitsizliginde p — oo
iken limit ahrsak her n icin |y — z,| < 27" |z| buluruz. Bu ise y € E, oldugunu
gosterir ve ||y — x,||, — 0. Boylece (E,, ||-||,) bir Banach orgiisiidiir. Son olarak
(Ey, ||']lo) vapisimn bir AM-uzay: oldugunu gésterelim. u,v € E, ve u Av =0
olsun. m = max {||ul| ., ||v|| .} dersek m < |ju + v|| , = ||u V v||, oldugu kolayca

goriiliir. Ote yandan
0<uVo<lullolz] Vvl l2l} <mlz[Vm|z] =mlz|
esitsizligi ||u V v|| < m oldugunu gosterir, boylece ispat tamamlanir. O

Simdi icindeki her ayrik ve pozitif elemanlardan olusan norm sinirh kiimenin
supremuma sahip oldugu Banach orgiilerinin Dedekind tam ve sira birime sahip

oldugunu gosterelim.

Teorem 4.1.14. Icindeki her ayrik ve pozitif elemanlardan olusan norm sinarlh

kiimenin supremuma sahip oldugu Banach drgiisi B Dedekind tamdar.

Kanit. E Banach oOrgiisii icindeki her ayrik ve pozitif elemanlardan olusan norm
sinirh kiimenin supremumu olsun. £ uzaymin Dedekind tam oldugunu gostermek

i¢cin, Teorem 3.1.9°dan her x € E7 i¢in E, uzaymmn Dedekind tam oldugunu
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gostermek yeterlidir. E, uzay1 sira birime sahip bir AM- uzay1 oldugundan ve
Teorem 4.1.9 geregince E, uzay1 K kompakt topolojik uzay olmak tizere C (K)
formundadir. Teorem 3.2.5’te C' (K') uzayindaki her ayrik ve pozitif elemanlardan
olugan norm smirh kiime supremuma sahip ise C'(K) uzaymin Dedekind tam
oldugunu soylemigtik. O halde her x € E7 icin E, Dedekind tamdir. Boylece E
Dedekind tamdir. O

Tanim 4.1.15. Bir E Banach orgiisi icinde her norm sinarly yukar: yonlendiril-
mis pozitif elemanlardan olusan kimenin supremumu varsa E orgiist tzerindeks
norm Levi norm olarak adlandwrilir. Eger bu ozellik sadece diziler i¢in gegerliyse

norma dizisel Levi norm denir.

Acikca goriilecegi gibi Levi norma sahip Banach &rgiileri Dedekind tamdir ve
her dizisel Levi norma sahip Banach orgiileri Dedekind o-tamdar.

Bu béliimde, iki 6nemli teorem verecegiz. Kabaca sdylemek gerekirse bu te-
oremlerin temeli keyfi ag ve dizi ile caligmak yerine terimleri ikiser ikiger ayrik

diziler ve aglarla ¢aligabilmeyi amaclamaktadir.

Tamim 4.1.16. E bir Riesz uzays olsun. A C ET yukar yonlendirilmis kimesinde

her a,b € A vea > b iken (a —b) ANb =0 oluyorsa A kiimesine yanal artan denir.

Yanal artan aglar ve diziler arasindan 6nemli bir fark vardir. Eger (x,,) yanal
artan bir dizi ise bu dizi ile elemanlar ikiger ikiger ayrik olan bir (u,,) dizisi iire-
tebiliriz (mesela uy = x; ve u,, = xp11 — T, her n > 2). Ancak yanal artan aglar
icin boyle kullanigh bir ag olusturma yontemi yoktur. Bu yiizden de bizim igin
aglarla calismak daha karmagiktir. Bir sonraki énerme ve teorem bu problemle
ilgilidir.

Onerme 4.1.17. E Dedekind tam Riesz uzayinan evrensel tam olmas icin gerek

yeter kosul E icindeki her yanal artan kiimenin supremumunun olmasidar.

Kanit. EV i¢indeki her yanal artan kiimenin supremumu olsun ve A C E™ ikiger
ikiser ayrik elemanlardan olugsun. O halde A kiimesinin sonlu tane elemanini
toplamakla olusturacagimiz kiime yanal artandir. Kabulumiizden bu kiimenin
supremumu vardir ve bu supremum ayni zamanda A kiimesininde supremumudur.

Boylece E uzayi evrensel tam bulunur.
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Simdi E uzaymin evrensel tam oldugunu varsayalim. Uygun bir ) kompakt,
Hausdorff ve biisbiitiin baglantisiz bir topolojik uzay olmak iizere F uzayinin
C* (Q) uzayina sira izomorfik oldugunu biliyoruz. A C C* (@) alt kiimesi yanal
artan bir kiime olsun. Qo = | J {s € Q : a(s) > 0} kiimesi tizerinde bir y fonksi-
yonunu a (s) > 0 ise y (s) = Zze(é) olarak tanimlayalim. Bu sekilde tanimladigimiz
y fonksiyonunun iyi tamimh oldugunu gostermek igin a > b ve b(s) > 0 iken
y(s) = a(s) = b(s) oldugunu géstermemiz yeterlidir. O halde keyfi b,c € A
elemanlari i¢cin a > b, ¢ olacak gekilde a € A bulabiliriz ve a elemaniyla b ve c ele-
manlarinin ayni degeri aldiklarini géstermis oluruz. Eger a > bise (a —b)Ab =0
oldugundan her s € @ i¢in (a —b) (s) A b(s) = 0 bulunur. b(s) > 0 oldugunda
(a —b) (s) = 0 yani a(s) = b(s) bulunur. Boylece y fonksiyonu Q) agik kiimesi
izerinde iyi tanimhdir, boylece siirekli bir gekilde )y kiimesinin kapanigina ge-
nigletebiliriz. Q \ Qo kiimesi iizerinde y fonksiyonunu sifir olarak tanimlayarak

y fonksiyonunu tiim @) iizerine genigletebiliriz. Béylece y € C*° (@) bulunur ki

acikca goriilecegi gibi y fonksiyonu A kiimesinin supremumudur. O]

Teorem 4.1.18. E bir Banach orgistu olmak tzere asagidakiler birbirine esde-

B:{Za:acAsonlu}

aco
kiimesi norm sinarly ise, A kiimesi supremuma sehiptir. Bu supremum ayni za-

manda B kiimesinin supremumudur.

Kanit. (a) = (b) Aciktir.

(b) = (a) durumunu inceleyelim. (b) elimizde varken her sira sinirli ikiger ikiger
birbirine dik pozitif elemanlardan olusan kiimenin supremumu vardir. Boylece
Teorem 4.1.14’ten E uzay1 Dedekind tamdir. O halde E uzay1 evrensel tamlanigi
EN = C*(Q) iginde sira yogun ideal olarak goriilebilir.

(o) C ET artan norm sinirh bir ag olsun. Tki durumu géz 6niine alacagiz:

bu ag C* (Q) icinde ya sira smirhdir ya da sira simrh degildir. Ilk durumda
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Z = Ssup, To € C*(Q) vardir. Her « i¢in

Go ={q€Q:22,(q) >2(q)}

kiimelerini tanimlarsak her « icin G, acik ve kapali bir kiimedir. Ac¢ikca goriilecegi
gibi oy < ay iken G,, C G, dir. Boylece (zx¢, ), yanal artan bir agdir. z, T 2
oldugundan U G, kiimesi 2 i¢inde yogundur. O halde zxg, T z bulunur. Her «
icin zxg, < 2z, oldugundan her « igin zyg, € E bulunur. Sonug olarak (b)’den
z € E bulunur. O halde (z,) aginin supremumu £ uzaymn i¢indedir.

Tkinci durumu géz 6niine alalim, yani (z,) agt C* (Q) i¢inde sira smirli ol-
masin. O halde 6yle acik kapali 9 C Q ve D C €y vardir ki her ¢ € €y icin
sup . (¢) = oo bulunur. Dayanagi €y kiimesi iginde olan 0 < z € C* (Q) ele-
man alalim. (z A z,) ag E icinde artan norm sinirh bir agdir ve her ¢ € D
i¢in sup, (z A z,) (¢) = 2z (¢) oldugundan acik¢a goriilecegi gibi sup, z A z, sup-
remumu C™ () i¢inde vardir ve z elemanina esittir. Bir 6nceki kisimdan 2z € £
bulunur. Bir bagka deyigle, C* (€y) evrensel tam uzay1 £ uzaymnin i¢indedir ve
boylece C* (£2y) uzayinin iizerinde bir norm vardir. Bu ise imkansizdir.

(a) veya (b) ise (c) sartlan agiktir. Simdi (¢) = (b) oldugunu ve dolayisiyla iig
durumun denk oldugunu gosterecegiz.

(¢) sikkindan E7 i¢inde ikiger ikiger ayrik elemanlardan olugan sira sinirh
bir kiimenin supremumu oldugundan Teorem 4.1.14 geregince E uzayi Dedekind
tam bulunur. Boylece tekrar E uzayim evransel tamlamgi E” = C* (Q) igine sira
yogun ideal olarak gomebiliriz.

A C ET yanal artan norm sinirh bir alt kiime olsun, A kiimesinin F i¢inde
supremumunun oldugunu géstermeliyiz. Onerme 4.1.17’den A kiimesi E” icinde
supremuma sahiptir, bu supremumu y ile gdsterelim. Genelligi bozmaksizin her
g € Qicin y(¢) = 1 varsayabiliriz, aksi takdirde y elemani tarafindan C* (Q)
icinde iiretilen esas ideali goz Oniine aliriz.

Onerme 4.1.17’nin ispatinda kullanilan argiimandan Qg C Q yogun alt kiimesi
tizerinde a € A ve a(s) > 01igin 1 = y(s) = a(s) bulunur. Bu ise her a € A
elemaninin €2 icinde bir acik kapal kiimenin karakteristik fonksiyonu oldugunu
gosterir ve bu kiimelerin birlegimi Q i¢inde yogundur. Simdi bir {s € Q : a (s) = 1}

kiimesi tarafindan igerilen €2 kiimesinin tiim acik kapali G alt kiimelerinin top-
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lulugunu g6z oniine alahm. C' ise bu G kiimelerinin maksimal ayrik toplulugu
olsun. Eger U{G : G € C} kiimesi 2 iginde yogun degilse &yle bir ¢t € Q ele-
manm J{G : G € C'} kiimesinin kapaniginda degildir. Ama bir a € A elemani igin
a(t) = 'dir. {s:a(s) =1} \U{G: G € C} kiimesini C topluluguna eklersek

bir ayrik topluluk olugur, bu ise C' toplulugunun maksimal olmasiyla celigir. O
halde D = {x¢: G € C} C C(Q) alt kiimesidir ve y eleman1 bu kiime i¢in sup-
remumdur. £ uzayr E” i¢inde bir ideal ve G C {s:a(s) =1} i¢cin 0 < xy¢ < a
oldugundan her xys € D i¢in xg € E bulunur.

k=1,2,...,n olmak iizere xg, € D alirsak her 1 <k <n i¢in xqg, < a; ola-
cak gekilde a, € A elemanlar1 vardir. A kiimesi yukar: yonlendirilmis oldugundan
Oyle bir b € A elemani vardir ki her 1 < k < n icin ax < b bulunur. Boylece her k
icin x¢, < b bulunur. Ote yandan Xa, fonksiyonlar: dik oldugundan zn: X, < b

k=1
> X,

k=1
sahiptir. Agikca goriilecegi gibi z < y ve z € C(Q) olarak goriilebileceginden z

ve boylece < ||b]]. (¢) sikkindan D kiimesi E i¢inde z supremumuna

fonksiyonu € iginde yogun olan U {G : G € C'} kiimesi iizerinde en az 1 degerini
alir, boylece z > y bulunur. O halde z = y bulunur ve bu ise y € E oldugunu

yani A kiimesinin F iginde supremumu oldugunu sdyler. O]

Onerme 4.1.19. I¢indeki her ayrik ve pozitif elemanlardan olusan norm sinurl

alt kimenin supremuma sahip oldugu bir E Banach orgist sira birime sahiptir.

Kamit. F icindeki her ayrik ve pozitif elemanlardan olugsan norm sinirl kiime-
nin £ i¢inde supremuma sahip oldugunu varsayalim. Teorem 4.1.12 ve Teorem
4.1.19’dan E uzay1 Levi norma sahip bir AM-uzayidir. O halde E uzayinin kapali
birim yuvarindan alinan sonlu supremumlardan olugan aile supremuma sahiptir.

Bu supremum FE igin bir sira birimdir. O

4.2 Banach Orgiileri Uzerinde Regiiler Operator-
ler

Bu boliimde Banach orgiileri iizerindeki regiiler operatorler ile norm sinirli ope-

ratorler arasindaki iligkiyi ilgilenecegiz. £/ ve F'iki Banach orgiisii olmak iizere £
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uzayindan F' uzayina giden tiim norm sinirli operatérlerin vektor uzayni £ (E, F')
ile gosterecegiz ve L" (E, F) C L (F, F) oldugunu biliyoruz. Ayrica bu igerme ke-

sin icerme olabilir. Bir sonraki 6rnek bununla ilgilidir.

Ornek 4.2.1. T : C[0,1] — ¢y operatdriinii

1 1

5= (F =105 (5) =10t () - £O.)

seklinde tanwmlayalim. Her n € N igin ‘f (%) — f (O)‘ < 2||f|l, oldugundan her
feCl0,1] icin | Tf|l <2|flly olur. Boylece T norm swnirlider. Ote yandan T
regtiler olsaydy sira swnirly kiimeler: sira sinarly kimelere gétirirdi. O halde 6yle
bir u = (uy, ug, ...) € ¢y vektori vardur ki 1 bir sabit fonksiyonu olmak tizere her
f €10,1] icin |Tf| < u bulunurdu. Her n € N igin f, (0) = 0 ve f, (%) olacak
sekilde f, € [0,1] alalim. O halde 1 = ‘fn (%) — fn (0)‘ < u, saglanwr. Bu ise
u € co olmaswyla celigir. O halde T regiiler degildir.

E ve F Banach orgiileri olarak alindiginda £ (F, F') uzayimn operator nor-
muna gére Banach uzayi oldugunu biliyoruz. Ama L” (E, F’) uzay1 operatér normu
altinda Banach uzayi olmayabilir. Dahasi, £ (E, F') {izerindeki operatér normu
ile L (E, F) {izerindeki sira yapisi arasindaki iligki iyi anlagilmig degildir. Bu se-
bepten dolayr L (E, F) uzay1 iizerinde sira yapisiyla yakindan iligkili bir norm
tanimlayacagiz ve bu norma gore L (F, F') uzayr Banach orgiisii olur. Bu norm

r-normu olarak adlandirilir ve her T € L (E, F) i¢in
1T\, =inf{| i+ | : T=Ty —Tp, Ty, To € LT (E,F)}
seklinde tanimlanir. Egsdeger olarak
T\, =inf{|2y = T| : Ty € LY (E,F) ve T; > T}.

Her T'e L7 (E,F) icin (1) ||T|| < |T|,; (2) Eger To > T ve Ty > —T ise || Ty]| >
|||, olduklarinm gormek kolaydir. (Gergekten T' = 1 [(Ty + 1) — (Tp — T')] ve T+
T,T,—T € L™ (E, F) seklinde yazilabileceginden || T'||, = H% (To+T)+ (Tp — T)]H =
| 7o) m-normu ile £" (E, F') uzay1 siral bir Banach uzay1 olur.

Genelde £ (E, F) uzay1 bir Riesz uzay1 degildir. Hatta her regiiler operator

bile modiile sahip olmayabilir. Agsagida Kaplan’in érnegi bu duruma bir 6érnektir.
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Ornek 4.2.2. (Kaplan). ¢ tim yakinsak reel-degerli dizilerin Riesz uzayr olsun.

S, T : ¢ — c operatirlers
S (mla To, .. ) = <x27 X1,T4,23,Te, Ts, - . )

ve

T<Ilax27 .. ) - ('r17x17x37x37‘r57x57 .. )

seklinde tanimlanmis olsun. R := S — T diyelim. R regiiler operatorinin mo-
diliinin olmadiginy gésterecegiz. |R| modil operatorinin oldugunu varsayalim.

P, : ¢ — ¢ pozitif operatérlerini
Py (z1,. o X1, Ty Tg1y - 2) = (T4, 0o, 1,0, Tpgn,y - )

seklinde tanwmlayalim. O halde her n € N i¢in £R < |R| Ps, < |R| bulunur,
ve baylece her n € N i¢in |R| Py, = |R| saglaniwr. Bunun anlami ise ¢ uzayimin
her elemaninan |R| operatori altindaki gorintisinde ¢ift indisli terimleri sifir

oldugudur. Ote yandan her n € N icin e, n. terimi 1 diger terimleri sufir olan

dizi ve e = (1,1,1,...) olsun. O halde
—R(e,) < |R|e, < |R|e

esitsizliginden |R|e dizisinin tek terimli indisleri 1°den biiyik esit bulunur. O

halde |R| e & c ve boylece R operatiri modile sahip degildir.

L(E,F) ve L7 (E,F) uzaylarn arasindaki iligkiyi inceledigimizde iki temel
problemle karsilagiriz: E ve F' Banach orgiileri olmak iizere ne zaman tiim norm
sinirh operatorler regiilerdir 7 ve her norm sinirli operator regiiler ise norm sinirh
operatorlerin operatér normu ile r-normu egit midir? Bundan sonra £ (E, F) =
LT (E,F)ile L(E,F)=L"(E,F)veherT € L(E,F)igin ||T|| = ||T|, oldugunu

kastedecegiz.

Teorem 4.2.3. E ve F' Banach drgiileri olmak tizere L (E, F) = L" (E, F) olmast
wein asagidaki kosullardan bire saglanmalidur:
(1) F sira birime sahip Dedekind tam AM -uzayidur.

(2) E bir AL-uzayr ve P : F" — F pozitif biizilme projeksiyonu vardar.
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Kanat. (1) T : E — F norm sinirh bir operator ve e, F' uzaymin sira birimi olsun.

F uzaymm birim yuvari [—e, €] sira araligl oldugundan her x € E7 i¢in

T () = sup{[T (y)] : [y| <}

vardir. Boylece |T'| operatorii vardir ve operatér normu < ||7']] bulunur. Boylece

her T'e L(E, F) icin ||T]|, = ||T]| olur.

(2) Ustteki durum ve Riesz-Kantorovich Teoreminden (Teorem 3.1.6), E' = L (E,R) =
L" (E,R) uzay1 Dedekind tamdir. Ayrica E' uzay1 Teorem 4.1.4’ten sira birime
sahip bir AM-uzayidir. Béylece T' € L (E, F') alirsak (1) sikkindan dual operatorii

T : F' — FE regiiler ve HTH - HT

‘ = ||T|| olur. O halde ikinci dual opera-

e e 1
tori 1,

T”‘ modiilii oldugundan regiilerdir. Dahas1 Q : E — E" degerleme

operatorii olmak iizere

:FTSPO‘TN‘OQ

oldugundan T regiiler olur.

Ote yandan P projeksiyonun varhgindan F uzayr Dedekind tamdir. Sonug
olarak, £ (E, F) i¢inde |T'| modiilii vardir. Son olarak |T'| < Po‘T"‘oQ oldugundan
I, < |77 ve |77 < || iken |7°| = |IT]| oldugundan, 71|, < [|T] elde
edilir ve boylece ||T'||,. = ||7'|| bulunur. O

Sonug 4.2.4. E keyfi Banach irgiist olmak dizere L (F,lw) = L7 (E, ) .
Ik olarak AL-uzaylar iizerindeki duruma aciklik getirecegiz.

Teorem 4.2.5. Her E AL-uzay icin P : E' — E pozitif biziilme projeksiyonu

vardar.

Kanat. |15, Corollary 1]. O
Sonug 4.2.6. E ve F' AL-uzaylar olmak tzere L(E, F) = L" (E, F).

Kanit. Teorem 4.2.3 ve Teorem 4.2.5'in sonucudur. []

SOIlllg 4.2.7. L (ll, ll) =L (ll, ll), L (L1 [O, 1] ,Ll [0, 1] =L (L1 [O, 1] ,Ll [0, 1]),
L(h,L,]0,1]) = L (h,L,[0,1)), L(L1[0,1],5) = L"(L1[0,1],1L) denklikleri

saglanar.
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Simdi 6nemli bir simif olan K B-uzaylari ile ilgilenecegiz. Bir E Banach orgiisii
icindeki her pozitif elemanlardan olusan artan norm sinirli dizi norm yakinsak ise
E uzaymma Kantorovich-Banach uzay1 ya da kisaca K B-uzay denir. Bu uzaylari
dikkate almamizin temel sebebi E uzaymin K B-uzayi olmasi icin gerek yeter
kosul E uzaymin E" uzaymnm bir bandi olmasidir ([6, Theorem 4.60]). Béylece
her yansimali Banach &rgiileri bir K B-uzayidir. Ayrica her K B-uzay1 F i¢in P :

E" — E olacak sekilde pozitif biiziiliime projeksiyonu vardir.
Sonug 4.2.8. E bir AL-uzayr be I bir K B-uzayi ise L(E, F) = L" (E, F).

Sonug 4.2.9. Her g € (1,00) i¢in £(L1[0,1],4,) = L7 (L, [0,1],1,) ve
L(Ly[0,1],L,[0,1]) = L (L1 [0,1], L, [0, 1]) olur.

Kanit. Her ¢ € (1,00) igin [, ve L, [0, 1] yansimal Banach orgiileri oldugundan

K B-uzaylaridir. O halde bir 6nceki sonugtan istenilen elde edilir. O]
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BOLUM 5

KOMPAKT-KONVEKS KUMELER
UZERINDE AFIN FONKSIYONLAR

UZAYI

Bu boliimiin sonunda AM-uzaylarinin bir yerel konveks uzayin konveks kompakt
bir alt kiimesi iizerindeki afin fonksiyonlar ile bir karakterizasyonunu verecegiz.
Bu karakterizasyon ic¢in 6zellikle bir kompakt konveks kiime tizerindeki olciiler ile
calisacagiz. Hatta bu boliimiin tigiincii kistmi dayanagi bir kompakt konveks kii-
menin ekstrem noktalari {izerinde olan ol¢iilerle ilgilidir. Kabaca konugursak esas
hareket noktasi kompakt konveks kiimelerin tiim elemanlarinin ekstrem noktala-
rin bir ortalamasi olarak goriilebileceginden gelmektedir ve konveks kombinezon
diisiincesi ile extrem noktalar {izerinde integral alma diigiincesi yer degistirilerek
daha hassas bir konsept olugturulur. Bu kisimda kullamlan yapilar i¢in [17], [14]

ve [4] kaynaklarma bagvurulabilir.

5.1 Simplekler, Yiizler ve Gosterilis Teoremleri

E bir vektor uzayi ve C' bir konveks kiime olmak iizere bir F' C C konveks alt
kiimesi i¢in z,y € C, 0 < A < 1ve Az + (1 —\)y € F iken z,y € F oluyorsa
F kiimesine C kiimesinin bir yuzi denir. Bir z € C elemam igin {z} kiimesi C
kiimesinin bir yiizii ise C' kiimesinin ekstrem noktas: olarak adlandirilir. 9,C ile

C' kiimesinin ekstrem noktalarinin kiimesini gosterecegiz.
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Lemma 5.1.1. C bir konveks kiime ve F' kiimesi C' kiimesinin bir yiizi olsun. O

halde F kimesinin her yizi C kiimesinin de bir yiziddir.
Sonug 5.1.2. F kimesi C' konveks kiimesinin bir yiizi ise 0. F C 0.C.

C} ve Oy iki konveks kiime olmak iizere bir f : C; — (5 fonksiyonu icin
r,ye Crved <A< liken f(Az+(1—=XN)y)=Af(z)+ (1—X)f(y) oluyorsa
f fonksiyonuna afin fonksiyon denir. Bir K kompakt konveks kiimesi iizerindeki
stirekli afin fonksiyonlarin vektor uzayim A (K) ile gosterecegiz. Supremum nor-
muna gore A (K) bir Banach uzayidir. Noktasal siralamaya gore A (K) sirali vek-
tor uzayidir. Ayrica f € E' ve K C E kompakt konveks alt kiimesi aldigimizda
flx € A(K). Boylece Hahn-Banach teoreminden A (K) uzaymin elemanlari K

kiimesinin noktalarini ayirir.

Lemma 5.1.3. C ve Cy iki konveks kiime, f : Cy — Cs afin, izerine bir fonk-
siyon ve F kiimest Cy kiimesinin bostan farkl bir yiizi ise f~' (F) kiimesi C,

kiimesinin bostan farkly bir yizidir.
Kanit. Aciktr. O

Teorem 5.1.4. (Krein — Milman). (E,T) yerel konveks topolojik vektor uzayr
ve C' C FE konveks kiimesi kompakt ise C' kiimesi bir ekstrem noktaya sahiptir.

Dahasi C kiimesi ekstrem noktalarinin T-kapali, konver kabugudur.
Kanat. |6, Theorem 3.14]. O

Teorem 5.1.5. (Milman). (E,T) yerel konveks topolojik vektor uzay ve C C E
konveks kompakt kiime ve C kiimest bir Z kimesinin kapali konveks kabugu olsun.

O halde C' Ekiimesinin ekstrem noktalar: Z kiimesinin kapanisinin icindedir.
Kanat. |14, Proposition 1.5]. O

Tanim 5.1.6. E bir vektor uzayr ve A ve B bostan farkly ki alt kiime olsun. E

tzerindeki bir x* lineer fonksiyoneli icin

e her a € A igin x*(a) > ¢ ve her b € B i¢in x* (b) < ¢ olacak sekilde bir

¢ € R wvarsa x* lineer fonksiyoneline A ve B kiimelerini ayirir denir,
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o hera € A icin z*(a) > ¢+ € ve her b € B igin x* (b) < ¢ olacak sekilde
c € Rwvee > 0 varsa x* lineer fonksiyoneline A ve B kiimelerini kesin ayirir

denir.

Teorem 5.1.7. (Aywma Teoremi). (E,T) yerel konveks bir uzay ve A ve B iki
ayrik bostan farkl konveks alt kiime olsun. Eger A veya B kiimesinin bir i¢ noktass
varsa sifirdan farklh éyle bir E tzerinde T-stirekli lineer fonksiyoneli vardwr ki A

ve B kimelerini ayirir.
Kanat. |6, Theorem 3.10]. O

Teorem 5.1.8. (Kesin Ayirma Teoremi). (E, 7) yerel konveks bir uzay ve A ve B
tki ayrik konveks alt kiime olsun. Eger A kiimesi T-kapali ve B kiimesi T-kompakt
ise dyle bir &' T-siirekli lineer fonksiyoneli, ¢ € R ve € > 0 vardur ki her x € B ve
y € A igin

/

() <c<cte<a (y)

saglanar.
Kanat. |6, Theorem 3.12]. O

P (Q) ile € tizerindeki pozitif regiiler Borel olasilik 6lgiilerinin kiimesini gos-
terelim. p € P () ve D kiimesi Q kiimesinin bir Borel alt kiimesi olsun.
kiimesinin Borel alt kiimeleri tizerinde up (B) = p (D N B) olacak sekilde bir
wp Olciisii tammmlayalim. pp Olciisiiniin regiiler oldugunu gérmek kolaydir. Eger
1 (D) #0ise 11 (D)™ pp € P(Q) bulunur. Her w € Q icin &, ile w noktasmndaki

Dirac 6lgiisiinii gosterelim.
Lemma 5.1.9. Q kompakt Hausdorff uzay olmak tzere 0, (P (2)) = {&, : w € Q}.

Kanit. &, Ol¢iisiiniin ekstrem nokta oldugu kolayca goriilebilir. Eger pu, v € P(Q),

0<a<lveé&, =au+ (1—a)v seklinde yazilirsa

1= &, ({w}) = ap ({w}) + (1 — a) v ({w))
p({w}), v ({w}) < 1oldugundan yukaridaki esitlik sadece p ({w}) = v ({w}) =1

oldugunda gecerlidir. p ve v olasilik élgiileri oldugundan p = v = &, bulunur.
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Tersine p Olgiisit P (€2) kiimesinin ekstrem noktasi olsun. Eger p 6l¢iisii her
w € Q i¢in &, oOlciistine egit degilse, kapali bir D C Q i¢in 0 < p (D) < 1 ol-
dugunu gosterecegiz. ) kiimesinin u-6lgiisii 1 olan biitiin kapali alt kiimelerin
toplulugunu goz oniine alalim. Dy ve Dy iki boyle kiime ise p (D N Dy) = 0 veya
1, degilse aradigimiz D kiimesi bulunur. Eger p (D, N Dy) = 0 ise pu(Dy — Do) =
p(Dy — Dy) =1 ve béylece 1 (£2) > 2 bulunur ki bu ise imkansizdir. Boylece bu
aile sonlu kesigim 6zelligine sahiptir, K kompakt oldugundan bu ailedeki tiim kii-
melerin kesigimi bogtan farkhdir. Kesigimden bir w elemam alahm. Eger p ({w})
sifirdan farkl ise ya istenen kapali kiimeyi buluruz (eger p ({w}) < 1) ya da iste-
nen sonucu bulmug oluruz (eger p ({w}) = 1). Boylece regiilerlikten w elemanini
iceren ve u-6l¢iisii 1/2’den kii¢iik olan bir agik kiime bulabiliriz. bu acik kiimenin
tiimleyeni olan kapali kiimenin 6l¢iisii ya 0 ile 1 arasindadir ya da 1’dir. 1 olmasi
durumu ise w elemaninin tanimiyla celigir. Diger durumda istenilen D kiimesini

elde etmis oluruz. Simdi p # p (D)™ pp ve

p=p(D) (n(D)" pp) + (1= (D)) (p(2= D) po-p),
bulunur. Bu ise p 6lciisiiniin ekstrem olmast ile ¢eligir. Boylece ispat tamamlanir.

]

Q2 kompakt Hausdorff bir uzay ve A C C (Q2) sabit fonksiyonlar: iceren ve )
kiimesinin noktalarini ayiran kapali bir alt uzay olsun. A* uzayinin zayif* kompakt
konvex {f € A*: f(1) =||f|| =1} (burada 1, 1 sabit fonksiyonunu gosteriyor.)
alt kiimesine A uzaymin durum uzay: denir ve S (A) ile gosterilir .

Ozellikle bir K kompakt konveks kiime alirsak A (K) uzay1r C (K) uzayinm
sabit fonksiyonlari iceren, K kiimesinin noktalarini ayiran kapah bir alt uzayidir.
O halde S (A (K)) durum uzaym olusturabiliriz. k € K icin k ile k noktasimdaki
degerleme fonksiyonu ise k € S (A (K)) bulunur.

Teorem 5.1.10. k — k fonksiyonu K kiimesinden S (A (K)) izerine bir afin

homeomorfizmdir.

Kanat. Yukaridaki fonksiyonun afin, siirekli ve A (K) uzaymin K kiimesinin nok-
talarmi ayirmasindan bire-bir oldugunu gérmek kolaydir. Bu fonksiyonun iizerine

oldugunu gostermemiz gerekir. {/; :k € K} C S(A(K)) kompakt konveks bir alt
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kiime oldugundan bu fonksiyonun sadece 0.5 (A (K)) iizerine oldugunu goster-
memiz yeterlidir.

p: P(K)— S(A(K)) kisttlanig tasviri ve f € 0.5 (A (K)) olsun. Lemma
5.1.3ten p~! (f) C P (K) kapal bir yiizdiir. Krein-Milman Teoreminden bu kiime
bir ekstrem noktaya sahiptir ve bu nokta P (K') uzaymin da ekstrem noktasidir.
Lemma 5.1.9’dan bir k € K i¢in & formundadir ve béylece her a € A (K) igin
a (k) = f (a) bulunur. O halde k — k fizerinedir. O

Sonug 5.1.11. Her p € P (K) igin tek bir k € K vardwr ki her a € A(K) igin

a(k) = /ad,u.

Kanit. p € P(K) olgiisiinii C' (K) iizerinde lineer smirh operator olarak diigii-
niip bu operétori A (K) iizerine kistlayalim. Kisitlanig operatorii ile bir énceki
teoremdeki K kiimesini S (A (K)) iizerine gotiiren homeomorfinin tersi kullanir-
sak k € K elemanimin varligi ortaya cikar. Ote yandan A (K) uzay1 K kiimesinin

noktalarini ayirdigindan bu nokta tek tiirlii belirlidir. O]

Bu nokta p ol¢iisiiniin agurlik merkezi olarak adlandirihir ve r (u) seklinde
gosterilir. Bu kavram bize K kiimesinin ekstrem noktalarinin bir bagka karakte-

rizasyonunu vermemizi saglar.

Sonug¢ 5.1.12. k € K noktasinin ekstrem nokta olmasy i¢in gerek yeter kosul

r(p) =k ise p = & olmasidur.

Kanat. k bir ekstrem nokta degilse 6yle z,y € K, v # y, 0 < A < 1 vardir ki
k = Ax+(1 — \) y seklinde yazilir. Acikca goriilecegi gibi A&, + (1 — \) &, # & ve
r (A + (1= X) &) = k. Tersine k bir ekstrem nokta ise 7! (k) C P (K) bogtan
farkh kapali bir yiizdiir. Lemma 5.1.9’dan P (K') kiimesinin herhangi bir ekstrem
noktasi bir k¥ € K noktasinda degerleme fonksiyonu oldugunu biliyoruz. O halde

k = k' olmak zorunda. Krein-Milman Teoreminden r~! (k) = {&} bulunur. [

E sirali bir vektor uzay1 ve C' C E konveks bir kiime olmak iizere eger her
x € BT i¢in oyle A € RT, ¢ € C var ve x = Ac olacak sekilde tek tiirlii yaziliyorsa
C kiimesine E uzayinin pozitif konisi i¢in bir taban denir. Eger E bir Riesz uzay1

ise C kiimesi simpleks olarak adlandirilir. Ozellikle K kompakt konveks bir kiime
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olmak iizere K kiimesinin simpleks olmasi i¢in gerek yeter kogul A (K)" bir Riesz

uzay1 olmasidir.

Onerme 5.1.13. K kompakt konveks bir kiime olmak izere, A (K) uzay Riesz

Ayristirma ézelligine sahip ise K bir simplekstir.

Kamt. f € A(K) iken fV0 € A(K)" oldugunu gostermemiz yeterlidir. A ()"
tizerinde h : a — sup {f (b) : 0 < b < a} fonksiyonunu gbz 6niine alalim. Agik¢a
goriilecegi gibi h(a) > f(a),0. Eger a € A(K)" ve 0 < b < aise f(b) <
6l < |1f]l |la|| olur. Béylece |h(a)| < ||f|||la|| bulunur, yani A fonksiyonu
A (K) uzay iizerinde reel degerli bir fonksiyondur.

h fonksiyonu A (K)7 iizerinde toplamsaldir:

h(ay +as) =sup{f(b): 0<b<a;+as}
=sup{f (b1 +b):0<b; <ay, 0<by <as} 51)
—sup{f(b) 0 b Sab+sup{f(b) 0SS}
=h(a1)+ h(az).
O halde h fonksiyonu A (K) iizerinde bir lineer fonksiyonele genigletilebilir. Eger
g > f,0ise b >0 iken g (b) > f (b) ve boylece a > 0 iken

g(a) =sup{g(b):0<b<a}>sup{f(h):0<b<a}=h(a).

Sadece h fonksiyonelinin sinirlihigini gostermek kaldi.
a € A(K) ahrsak a = [ja||1—(||a|| 1 — a) ve ||a|| 1 > 0 ve ||a]| 1 —a > 0 olacak

sekilde yazabiliriz. Boylece

i (@) < h(llall 1) + A (fla] 1 - a)

< [I71F(lell + [[llal 1 = al]) (5:2)
< 31/ llal
bulunur, yani ||h|| < 3| f|| olur. Ispat tamamlanir. O

K bir kompakt simpleks olmak iizere A (K)* iizerindeki idealleri tanimlaya-
biliriz. F C S (A (K)) olmak tizere F~ = {\f : A >0, f € F'} kiimesini tanimla-

yalim.
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Onerme 5.1.14. J — JNS (A (K)) tasviri A (K)" dizerindeki idealler ile S (A (K))
kiumesinin yizler: tzerine bir bire-bir tasvirdir ve bu tasvirin tersi F — F~ — F~

tasviridir.

Kanat. J bir ideal, z,y € S(A(K)) ve 0 < A < 1 olmak iizere \x +(1 — ANy € J
oldugunu varsayalim. O halde 0 < Az < (1 — A)y + Ax ve boylece Az € J olur.
J vektor uzayi oldugundan = € J ve boylece z € J N S (A(K)). Benzer gekilde
ye JNS(A(K)). Boylece J NS (A(K)) kiimesi bir yiizdiir.

Simdi F' kiimesinin S (A (K)) durum uzaymin bir yiizii oldugunu varsayalim.
Sadece 0 < x < y € F~ ise x € F~ oldugunu gostremek yeterlidir. Genelligi

bozmaksizin y € F ve 0 # x # y oldugunu varsayabiliriz. O halde bir 0 <

A< licinz = \'z e S(A(K)), boylece y = Az’ + (1 — \) Egl/ — f\; ve burada
) (?i:i) € S(A(K)). F bir yiiz oldugundan z, (?i:i) € F. O halde z =
Az’ € F~ bulunur. O

Teorem 5.1.15. E bir Banach érgiisi, S C E bir simpleks ve F' kiimesi S
stmpleksinin bir yiizi olsun, o halde F yiizinin norm kapanisi yine S simpleksinin

bir yiziudir.

Kanat. 11k olarak S simpleksinin bir G' yiiziiniin norm kapali olmasi icin gerek
yeter kogul G~ kiimesinin S™ kiimesinin norm kapali yiizii olmasidir. G yiiziiniin
norm kapal, \,,u > 0, f, € F, g € S ve \,f, = pg oldugunu varsayalim. O
halde

[An = 1l = AnS N = gl < Anfr = pgll = 0

bulunur. Boylece

yani, ug € uG = pG C G~. Boylece F™ kiimesinin norm kapamsimim S~ kiime-
sinin yiizii oldugunu gdstermek yeterlidir.

£
<3

f eleman1 F~ kiimesinin norm kapaniginda ve 0 < g < f olsun. Hf — f”
olacak sekilde ' € F~ alalm. Ayrica 0 < g + (f/ — g) A0 < f', g bulunur. f > g
oldugundan, (f — f) < (f —g) ve béylece (f —f) A0 < (f —g) A0 <0

bulunur.
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a € A(S) aldigimizda a = ||a|| 15 — (||al| 1s — a) seklinde yazabildigimizden
a=0b—c bcec AS)" ve |[b]| + ||lc|| < 3]a|| seklinde diisiinebiliriz. h € A (S)*

ise 0 < b < aiken ||b]| <|la|| oldugunu da kullanarak

[(hAO)[[ = sup{[(hA0)(a)]: lal] <1}
< 3sup{|(hA0)(a)|: [la|| <1,a >0}
=3sup{inf{h (b)) :0<b<a}:la| <1,a >0}
< 3|/A]

(
)

bulunur.
€

Baylece (/' = 1) A0l < 8]~ 7] < 3(5
toplamsal oldugundan H (f/ — g) A OH < € bulunur. O halde

> = €. S (ve -S5) iizerinde norm

0<g+(f —g)n0<feF~

oldugunu gozlemlemis oluruz. Buradan da g+ (f/ — g) A0 € F~ bulunur, béylece
g eleman1 F'~ kiimesinin norm kapanigina ait olur. Boylece ispat tamamlanir.

]

5.2 Kompakt-Konveks Kiimeler Uzerindeki Reel-
Degerli Fonksiyonlar

K konveks kiimesi iizerinde taniml bir f reel degerli fonksiyonu i¢in z,y € K ve
0<A<liken A\f (z)+(1—=A) f(y) > f(Ax + (1 — \)y) oluyorsa f fonksiyonuna
konveks denir. Eger — f konveks ise f fonksiyonuna konkav denir. O halde hem
konveks hem de konkav olan f fonksiyonu afindir.

Bir f : K — R fonksiyonu i¢in her @ € R olmak iizere {k € K : f (k) < o}
kiimesi kapali oluyorsa f fonksiyonuna alt yari sirekli (a.y.s.) denir ve bir f
fonksiyonu igin —f alt yan siirekli ise f fonksiyonuna st yare sirekli (ii.y.s.)
denir. Sonug olarak hem iist yar: siirekli hem alt yar siirekli fonksiyon siireklidir.

Bir vektor uzayinin bogtan farkli, toplama iglemi altinda ve negatif olmayan
reel skalerler ile carpma altinda kapali olan bir A kiimesi alalim. A kiimesi sifirdan
farkli elemanlarinin negatif katlarini icermiyorsa A kiimesine bir koni denir. Si-

rali bir vektor uzayinda pozitif elemanlardan olugan kiime bir konidir ve genelde
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pozitif koni olarak adlandirilir.

Lemma 5.2.1. E Riesz uzayr ve W bir koni olmak tizere u,w € W itken uVw €

W ise W — W wektor uzayr E Riesz uzaynan alt orgisidiir.

Kanat. © = 1,2 icin u;, w; € W olmak iizere e; = u; — wy, €3 = uy — wo olsun. O
halde i = 1,2 icin e, = ¢; + (wy + wy) € W. Boylece e; V ey = (e/l — (wy + wg)) Vv
(e — (w1 +ws)) =€, V ey — (wy +ws) € W — W bulunur. O

Teorem 5.2.2. K kompakt konveks bir kiime olmak tizere K kiimest tizerindeks
stirekli konveks fonksiyonlarin farklarindan olusan vektér uzayr C (K) i¢inde yo-

gundur.

Kamnit. Siirekli konveks fonksiyonlarin bir koni olugturduklarini, bu koninin sonlu
supremum altinda kapali oldugunu, K kiimesinin noktalarimi ayridiklarini goéz
Oniine alarak bir 6nceki teorem ve Stone-Weierstrass Teoreminden istenilen elde

edilir. [
f: K — R bir fonksiyon olmak iizere f fonksiyounun dst-¢izgesi, Sup(f),
{(k,a): ke K,a> f(k)} CExR
kiimesidir. f fonksiyonunun alt-¢izgesi, Sub(f),
{(k,a): ke K,a< f(k)} CExR

kiimesidir. Kolayca goriilecegi gibi f fonksiyonun konveks olmasi icin gerek yeter
kogul Sup(f) kiimesinin konveks olmasidir ve konkav olmasi igin gerek yeter kogul
Sub(f) kiimesinin konveks olmasidir. Ayrica f fonksiyonunun a.y.s. olmasi igin
gerek yeter kogul Sup(f) kiimesinin kapali olmasidir ve ii.y.s. olmasi i¢in gerek

yeter kogul Sub(f) kiimesinin kapali olmasidir.

Onerme 5.2.3. f fonksiyonu K dzerinde sunerly i.y.s. konveks bir fonksiyon,

g fonksiyonu K fdzerinde sinwrly i.y.s. konkav fonksiyon ve f

0.(K) < 9Jlo.(r) 1€

f < g saglanwr.

Kanit. Bir kg € K igin g (ko) < f (ko) oldugunu varsayalim. g fonksiyonun alt
¢izgesi F X R uzaymin konveks kapal bir kiimesidir ve (kq, f (ko)) noktasini iger-

mez. Hanh Banach Teoreminden Sub(g) kiimesi ile (ko, f (ko)) noktasini ayiran
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bir lineer siirekli fonksiyon vardir. Bu fonksiyonun K iizerine kisitlanisim A ile
gosterelim. O halde h > g ve f (ko) > h (ko) olur.

f — h fonksiyonu {i.y.s. ve konvekstir. Ayrica

ke K:(f—h)(k)=sup{(f—h)(K):k € K}}

kiimesi bogtan farkli kapali konveks bir kiimedir ayrica kolayca goriilecegi gibi K
kiimesinin bir yiiziidiir. Bu kiimenin bir ekstrem noktasi vardir ve bu ekstrem

nokta K kiimesinin de ekstrem noktasidir. Boylece

sup {(f —h) (k) : k € K} =sup{(f —h) (k) : k € 0. (K)}
< sup{(f—g) (k) k€ K} <0
olur. Bu durumda 0 < f (ko) — h (ko) < 0 bulunur ki bu bir celigkidir. O

Sonug 5.2.4. f ve g fonksiyonlar: K tzerinde sinirl, i.y.s ve afin fonksiyonlarin

farke seklinde yazilabiliyor ve flo. (k) < gla.(x) tse [ < g saglanar.

Kanat. f1, f2, 91 ve go fonksiyonlarn K iizerinde sinirh ii.y.s. ve afin fonksiyonlar
ve f = fi— fa, g = g1 — g2 seklinde olsun. Onerme 5.2.3 geregince f1+¢s < fo+ g1
bulunur, boylece f = f1 — fo < g1 — g2 = g. n

Onerme 5.2.5. K kompakt konveks bir kiime ve f : K — R sinarl, a.y.s ve afin

bir fonksiyon ise A (K) i¢inde f fonksiyonuna yakinsayan artan bir ag vardr.

Kanit. {g € A(K) : g < f} kiimesini g6z 6niine alalim. Bu kiimenin yukar1 yon-
lendirildigini gosterelim. g, g2 € A (K) ve g1, g2 < f oldugunu kabul edelim. Ge-
nelligi bozmaksizin f, g; ve go fonksiyonlarinin pozitif oldugunu kabul edebiliriz.
M; ={(k,a): ke K,0<a<g(k)} ve N = Sup(f) olsun. g, g2 < f oldugun-
dan N N (M; U M) = (. f fonksiyonu afin oldugundan N N co(M; U M) = 0.
M, ve M, kompakt konveks olduklarindan co (M; U Ms) kiimeside kompakt-
tir. Kesin Ayirma Teoreminden co (M; U M,) kiimesi ile N kiimesi bir kapali
hiperdiizlem ile ayrilir. Bu kapali hiperdiizlem aslinda bir lineer siirekli fonk-
siyonelin grafigi oldugundan bu fonksiyonelin K iizerine kisitlanigina h dersek
h € A(K) ve g1,92 < h < [ bulunur. Eger bir kg € K ve a < f (ko) ise tek-
rar h < f ve h(ky) > 0 saglayan bir h € A(K) fonksiyonu bulabiliriz, yani
sup{g € A(K):g < f} = f bulunur. ]
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Simdi bir fonksiyonun iist ve alt zarfin1 tanimlayacagiz. X C K ve 9, (K) C X

olsun. @ € R olmak fizere f : X — [o, 00| fonksiyonunun alt zarfi

f=sup{ac A(K):alx < f} (5.4)
fonksiyonudur. Acikca goriilecegi gibi f fonksiyonun iist cizgesi f fonksiyonun iist
cizgesinin kapah konveks kabugudur. Benzer sekilde f = sup {a € A (K) : a|x < f}.
Ozellikle soylemek gerekir ki f fonksiyonu a.y.s ve konvekstir. Benzer sekilde
f:X = [~o0,a] ve f = —(—f) seklinde tanumlanan fonksiyon f fonksiyo-
nun iist zarfidir ve bu fonksiyonn ii.y.s ve konkav bir fonksiyondur. Bir dizi acik

sonuclar agagida verilmigtir:

Onerme 5.2.6. K kompakt konveks bir kiime, 0. (K) ¢ X € K, a € R ve

f,9: X — [—00,a] olmak izere asaqidakiler saglanar:
1. Her k € K i¢in f (k) < o

2. f<g=>F<j.

3. (f+9)<f+g

5.3 Noktalarin Olciilerle Temsili

K iizerindeki tiim regiiler Borel 6lgiilerinin uzayr M (K) iizerinde her f siirekli
ve konveks fonksiyonu igin p (f) < v (f) ise pu < v geklinde bir siralama tanimla-
yalim.

Eger v € P(K) i¢in 4 > v ya da p < v oluyorsa u € P (K) ve r (u) = r(v)
bulunur. a € A (K) elemani i¢in a ve —a siirekli konveks fonksiyonlar oldugundan

(a) < v(a) = —v(—a) < —(—a) = o (a) olur.

Onerme 5.3.1. p,v € M (K) olmak tizere < v olmasi igin gerek yeter kogul
her f € C(K) iginv (f) <p (f) olmasudur.

Kanit. Onerme 5.2.5’te kullanilan benzer bir argiimanla f fonksiyonu A (K) uza-

yinin elemanlarinin sonlu infimumlarindan olusan agagi yonlendirilmis bir ailenin
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infimumudur, yani f fonksiyonu siirekli konkav fonksiyonlardan olugan bir ailenin
infimumudur. Boylece p < v ise (f) > v (f) > v (f) bulunur.
Ote yandan f fonksiyonunu siirekli ve konkav secersek f = f ve v (f) < u(f)

bulunur. Bu durumda p < v olur. [

Onerme 5.3.2. K kompakt konveks bir kiime, f € C (K) ve p € P(K) olsun.
Bu durumda v > pvev(f) =pu (f) olacak sekilde v € P (K) vardur.

Kamt. Onerme 5.2.6'dan ® : g — p(§) tasviri C (K) iizerinde alt toplamsal ve
homojen bir fonksiyoneldir. Rf iizerinde bir vy fonksiyonelini vy (af) = au ( f)
seklinde tanimlayalim. Eger o > 0 ise vy (af) = au (f) = & (af). Eger a < 0
ise § = —a dersek —pu (B?) < u(—/ﬁ\f) oldugundan vy (af) = —fu (f) =
— (ﬁAf) < pu (—/B\f) = U (&?) = & (af) bulunur. O halde vy fonksiyoneli ®
tarafindan majorize edilir. Hahn Banach Teoreminden 14 fonksiyonelini C (K)
tizerinde tanimh bir v lineer fonksiyoneline genisletilir. O halde v (f) = p ( f) ve
her g € C (K) i¢in v (g) < u(g)-

Eger g € C (K) ve g < 0ise g <0 olur, boylece v (g) < 1 (g) < 0. Dolayisiyla
v porzitiftir. Son olarak her ¢ € C'(K) i¢in v (g) < p(g) oldugundan bir 6nceki
onermeden v > g bulunur. Buradan da v € P (K) elde edilir. Boylece ispat

tamamlanmig olur. O]

Onerme 5.3.3. k € K olmak izere asaqidakiler birbirine esdegerdir:

(1) k € 0.K.

(2) Her f € C(K) igin f (k) = f (k).

(3) Her d.y.s ve simrly f : K — [—00,00) igin f (k) = f (k).

Kamit. (1) = (2) : k € 9.K ve f € C(K) ise Onerme 5.3.2°den v (f) = f (k) ve
v > & olacak gekilde v € P (K) vardir. Ayrica v dlciisiiniin agirhk merkezi de k
noktasidir, béylece Sonug 5.1.12°den v = &, bulunur, yani f (k) = f (k).

(2) = (3) : fo ag1 C' (K) agag1 yonlendirilmig ve f bu agin infimumu olsun. O
halde inf fa ii.y.s. ve konkavdir ve f fonksiyonundan biiyiik degerler alir. Boylece
f (k) =inf f, (k) = inf fo (k) > f (k) > f (k) bulunur.

(3) = (2) : Agiktir.

(2) = (1) : —f fonksiyonunu goz éniine alirsak f (k) = f (k) olur. u € P (K)

ve r (i) = k olsun. y > & oldugundan ve Onerme 5.3.1'ten
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bulunur. Ote yandan buradan ve tekrar Onerme 5.3.1°ten &, > p bulunur. Sonug

olarak &, = p bulunur. Sonug 5.1.12’den k ekstrem nokta olarak bulunur. O]

f € C (K) fonksiyonu icin By sinur kiimesini {k eK:f(k)= f(k)} seklinde

tanimlayalim.
Sonug 5.3.4. 0. K =N{B;: fe C(K)}.

Onerme 5.3.5. p € P (K) olmak tizere asagidakiler birbirine esdegerdir.

(1) p 6lgiisii < swralamasina gore maksimaldir.
(2) Her f € C(K) igin 11 (f) = p(f).
(3) Her konveks f € C(K) igin p (f) =u(f).
Kamt. (1) = (2) : Onerme 5.3.2'den v > u ve v(f) = ,u(f) olacak sekilde
v € P (K) vardir. Maksimallikten . = v ve boylece u (f) = p (f) bulunur.

(2) = (3) : Agiktir.

(3) = (1) : f siirekli ve konveks bir fonksiyon ve v > p olsun. O halde f = f,
béylece Onerme 5.3.2’den

n(f)=u(f)<vf) <u(f)=p.

Boylece i ve v siirekli konveks fonksiyonlar iizerinde cakisirlar. Dolayisiyla Onerme

5.2.3’ten C' (K) iizerinde esitler. O
Sonug 5.3.6. u 6lgisti > - maksimal ise p (GEK) = 1.

Kamt. C' C K kompakt bir alt kiime ve CNJ KK = () olsun. flz7 =0, flc = —1
ve —1 < f < 0 olacak sekilde f € C (K) alahm. f = 0 oldugundan

0=p(f)=nlf)<—pn(C) <0
bulunur. Regiilerlikten p (8.K) = 1. O

Onerme 5.3.5’in (2) sikkindan g Olgiisiiniin maksimal olmasi i¢in gerek yeter
kosul her f € C(K) i¢in p(Bf) = 1 olmasidir. Bu sebepten dolay1 maksimal

Olciiler sinir Olciiler olarak da adlandirhr.
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Tanmm 5.3.7. u,v € P(K) élgileri her f € A(K) i¢in u(f) = v (f) saghyorsa

W~V yazacagiz.

Onerme 5.3.8. f fonksiyonu K kompakt konveks kiimesi tizerinde sirekli bir

fonksiyon ise, her k € K ic¢in

f (k) =Sup{/fdu:u~5k}
olur.

Kant. [ (z) := sup{/fdy S~ é'k} diyelim. f* = f oldugunu géstermeliyiz.
Tanimindan dolay1 f fonksiyonu konkavdir biz de bu fonksiyonun ii.y.s. oldugunu
gosterecegiz. K kiimesi i¢inde bir = elemanina yakinsayan bir {z,} agi alalim ve
her f' (z4) > rolsun. f (z) > r oldugunu gostermek icin € > 0 alalim ve her « icin
fo ~ Ex, Ve o (f) > r — € olacak gekilde 6lgiileri alahm. P (K) zayif*-kompakt
oldugundan p, agmin bir pg alt agr bir p olasilik dlciisiine zayif* yakinsar. Her
g € A(K) icin g(z3) — g(x) oldugundan g (xzg) = psg(g9) — g (z) olur, bu
ise p1 ~ &, oldugunu soyler. Boylece r — e < limpug (f) = pu(f) < f (x) yani
f(x) > r. f iys. oldugundan Sub(f) = {(z,r): f (z) >r} kiimesi £ x R
uzaymm icinde kapalidir (ve konvekstir). Bir k; noktasi icin f' (k) < f (k) ise

ayirma teoremi

fll) < f (k) < h(ki) < f(Ka)

olacak sekilde bir h € A(K) fonksiyonunun varligin1 garanti eder, yukaridaki
esitsizlik ise bir celigkidir. O halde f > f. Aynca h € A(K), z € K ve h > f
olmak iizere keyfi y ~ &, dlcii icin h (v) = p(h) < u(f) olur. Boylece f' (x) <
h(z)ve f < f bulunur. ]

Onerme 5.3.9. f fonksiyonu K kompakt konveks kiimesi tizerinde sirekli bir

fonksiyon ise, her k € K i¢in
f(k) = sup {/ fdu : p bir diskret olgli ve p ~ Sk}
olur.

Kanst. Burada "diskret ol¢ii" ile &, Olgiilerinin sonlu konveks kombinezonlarini

kastediyoruz. Onerme 5.3.8'i kullanirsak sadece f € C(X), k € K, u ~ &, ve
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e > 0 verildiginde A ~ &, ve pu(f) — A(f) < € olacak sekilde A diskret 6l¢iistintin
var oldugunu gostermeliyiz.

Bunun i¢in K kompakt kiimesini | f (y) — f (2)| < § olacak sekilde y, z € U; N
K saglayan U; kiimelerinin sonlu tanesi ile ortelim. V}, = UyNK ve i > 1ligin V; =
(U;NK)— (V1 U...UV,_y) diyersek V; kiimeleri ikiger ikiser ayrik K kiimesinin
Borel alt kiimeleridir ve u(V;) # 0 olan ¢ indisleri i¢in dayanagi V; kiimesinin
icinde ve \; (B) = pu(V;) ™' (B NV;) (B Borel kiimesi) olacak sekilde K kiimesi
iizerinde \; olasilik Olciisii olusturabiliriz. z; ile \; Olciisiiniin agirhik merkezini
gosterelim. V; kiimesi U; N X kompakt konveks kiimesinin alt kiimesi oldugundan
U; N X kiimesi z; elemanini igerir. A = Z,u (V;) &, Olgiisiinii tanimlayalim. h €
A(K) ise A(h) = S u(V; ):Z/ hdp = pu(h) = h(x), boylece A ~ &,.
Dahasi !

pN-AD =S| [ fan=f @] =3 [ 1 = f @l dn < X (v
oldugundan ispat tamamlanmig olur. ]

Teorem 5.3.10. K bir simpleks ise her konveks f € C (K) fonksiyonu i¢in f

fonksiyonu K itizerinde afindir.

Kanit. x1,29 € K, ag,a9 > 0, a1 + ap = 1 ve f fonksiyonu K iizerinde siirekli

ve konveks olsun.z = ajx; + aszs diyelim.

~

f(z)= 041f(x1) + Oé2f($2)

oldugunu gostermek istiyoruz. f fonksiyonu konkav oldugundan bu fonksiyonun

konveks oldugunu gostermemiz yeterlidir. Bir onceki 6nermeden

f(k) = sup {/fdu : o diskret 6lcii ve p ~ Sk}

oldugunu biliyoruz. u bir diskret 6l¢ii ve u ~ &, olsun. Bu durumda &yle sonlu
Bj > 0 vey; € K vardir ki Zﬁj =1lvepu= Zﬁjgyj seklinde yazabiliriz,
yani ayx; + oy = 2z = Zﬁjyj. Riesz Ayngtirma Ozelligini oz, B;y; € K~

elemanlarina uygularsak o;z; = Z zi; (1 =1,2) ve Bjy; = zlj—l—zzj (j € J) olacak

sekilde z;j € K~ elemanlan vardlr Her z = Yi;2ij (Vij > 0,2 € K) seklinde
yazilabilir ve boylece x; = Za; vij%ij- Her @ = 1,2 icin sag taraf bir p; ~ &,

diskret Ol¢ii temsil eder, boylece
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~

Fla) = pa (f) =32 o i f (237)
j
bulunur. Ote yandan p (f) = > Bif (zi) ve her j icin
F ) = F (87 g2y + B veszes) < B if (z15) + By e f (25)

boylece p (f) < ajpy (f) + agus (f) < alf(xl) + agf(xg). Tim pu ~ &, diskret

oOlciiler tizerinden supremum alirsak istenilen sonucu elde ederiz. O]

As (K) ile K iizerinde tanimli sinirly, afin, a.y.s. fonksiyonlarin farklarindan
olusan vektor uzayinin, K iizerindeki tiim sinirh fonksiyonlar uzayi icindeki diiz-

giin kapanigi gosterelim.
Onerme 5.3.11. f € A, (K) ve p € P(K) ise, /fdu = f(r(n)) olur.

Kanat. 11k olarak f fonksiyonunun sinirli, afin, a.y.s. fonksiyon oldugunu varsa-
yalim. Onerme 5.2.5'ten A (K) icinde artan bir f, T f ag1 vardir. Buradan, u (h)
ile / hdy integralini gosterirsek

£ ) =V o ) =Virl£a) = (V o) = (9

elde edilir. Acikca bu formdaki fonksiyonlarin farki iginde istenilen saglanir. Sinirh

Yakinsaklik Teoremini kullanarak bu uzayin diizgiin kapanisina da gecebiliriz. [

Simdiye kadar verilen 6nerme ve teoremlerin 6nemli bir uygulamasi olarak bir

teklik teoremi verecegiz.

Teorem 5.3.12. K kompakt konvex bir kiime olmak iizere asagidakiler birbirine
esdegerdir:

(1) K bir simplekstir.

(2) E:C(K) - As(K), E > 0 ve her a € A(K) i¢in Fa = a olacak sekilde
lineer operatdr vardur.

(3) K kiimesinin her elemany tek bir sinir ol¢isinidn agirlk merkezidir.

(4) r (m (k)) = k olacak gekilde m : K — P (K) afin fonksiyon vardur.

Kamit. (1) = (2) : f — f fonksiyonu K iizerindeki konveks siirekli fonksiyonlarm

konisi iizerinde toplamsaldir. £ € K ve k elemanin temsil eden sinir olciisii p ise
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Onerme 5.3.5'ten p(f) = p (f) bulunur. Teorem 5.3.10°dan f fonksiyonu afin
oldugundan ve Onerme 5.3.11'den p (f) = f (k). Béylece g fonksiyonu da afin
ve siirekli olmak iizere (f+g) (k) = p(f+9) = p(f) +n(9) = f (k) + g (k).
Boylece m = f + ¢ bulunur.

Eger f fonksiyonu iki siirekli konveks f;, fo fonksiyonlarinin farki ise £ f =
fl — fg olarak tamimlayalim. f — f fonksiyonunun toplamsal olmasindan dolay1
E iyi tamiml ve lineerdir. Onerme 5.2.6’dan her siirekli f ve ¢ fonksiyonlar: icin
|E(f —9)|l <||f — gl olur. Bu fark fonksiyonlarmimn C' (K) iginde yogun olmasi
ve A (K) uzayimn tam olmasindan E operatorii C' (K) iizerine siirekli bir gekilde
genigletilir. Acikca goriilecegi gibi her a € A (K) igin Fa = a.

fi— fo > 0 (f; siirekli ve konveks) ise f; < fo boylece fi < fo (Onerme 5.2.6),
yani, fl — f2 > 0 boyle E operatorii bu alt uzay iizerinde pozitiftir. Boylece tiim
C (K) iizerine geniglemesi de pozitif olur.

(2) = (3) : k € K olmak iizere A (f) = (Ef) (k) olarak tamimlayalim. O halde
A, C (K) iizerinde pozitif lineer bir fonksiyoneldir ve 1x sabit bir fonksiyonunu
1’e gotiiriir. A ile K {izerindeki bir olasilik 6l¢iisiinii 6zdeg gorebiliriz bu oOlciiytlide
tekrar A ile gosterelim. p € P (K) ve r(u) = k oldugunu kabul edelim. Eger f

siirekli ve konveks ise

M) = (Ef) (k) = p(EF).
f=sup{a€ A(K):a< f}, boylece Ef >sup{FEa:a< f} =sup{a:a< [}
= f. O halde p(Ef) > p(f). Bu durumda A > g bulunur. O halde X dl¢iisii &
noktasini temsil eden tek maksimal 6l¢iidiir.

(3) = (4) : k elemanini kendisini temsil eden tek smir 6lgiisiine gétiiren fonk-
siyon istenilen 6zelliklere sahiptir.

(4) = (1) : r operatériinii bir R : C'(K)" — A(K)" pozitif lineer opera-
toriine ve m operatoriinii bir M : A(K)" — C(K)* pozitif lineer operatoriine
her ¢ € A(K)" igin R(Ma) = a olacak sekilde genigletelim. a,b € A (K)" ise
R(MaV Mb) > R(Ma), R(Mb) boylece a ve b degerlerinden biiyiik olur. Ote
yandan ¢ > a,b ise Mc < Ma, Mb boylece c = R(Mc) > R(MaV Mb). O halde
A (K)" bir Riesz uzayidir, yani K bir simplekstir. ]

Bir S simpleksi icin 0,5 kiimesi S icinde kapali ise .S simpleksine Bauer simp-
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leks denir.

Teorem 5.3.13. K kompakt konveks bir kiime olmak tizere asagidakiler birbirine
esdegerdir:

(1) K bir Bauer simplekstir.

(2) K kimesinin her elemans dayanagr 0. K kiimesi olan tek bir olasilik él¢isi
ile temsil edilir.

(3) K bir simpleks ve x — u, fonksiyonu K kimesinden P (K) (P (K) dzerinde
C (K) uzaymman dualinden indirdigimiz zayif * topolojisi oldugunu kabul ederek)
sureklidur.

(4) K kiimesi iizerinde tansml her siirekli konveks f fonksiyonu icin f € A (K).
(5) A(K) bir Riesz uzayidar.

Kamt. (1) = (2) p 6lcgiisiiniin dayanaginin 9, K = 9.K kiimesi olmas icin gerek
yeter kosul p Olgiisiiniin sinir 6l¢iisii olmasi oldugunu ve K kiimesinin simpleks
oldugunu goz oniine alirsak istenilen elde edilir.

(2) = (3) Her smir 6l¢iisii dayanagi 0, K kiimesinin iginde olan bir 6l¢ii oldu-
gundan ve (2)’den tek tiirlii belirli oldugundan K bir simplekstir. Ayrica p — 7 ()
fonksiyonu P (867) kiimesinden K iizerine, birebir ve siireklidir. Bu fonksiyonun
ters goriintiisii © — p, siireklidir.

(3) = (4) Teorem 5.3.10’dan f afin fonksiyondur. f (k) = i (f) oldugundan
k — f (k) fonksiyonu k — pp — px (k) seklinde ayngtirihrsa siirekli oldugu
goriiliir.

(4) = (5) ar,a2 € A(K) ise a; V ay supremumu C' (K) i¢inde hesaplanarak
olusturulan aL V ay fonksiyonu a; ve as fonksiyonlarimin A (K) iginde en kiigiik
ist siniridir.

(5) = (1) Onerme 5.1.13ten A (K) bir Riesz uzay1 oldugundan K bir simp-
lekstir, ve boylece A (K)* bir Riesz uzayidir. Sadece 9. K kiimesinin kapali oldu-
gunu gostermek kaldi. k& ¢ 9. K olsun ve ky = (1/2) m+(1/2) n (m # n) yazalhm.
Hahn-Banach Teoreminden a; (m) = az (n) = 1 ve a3 (n) = az (m) = 0 olacak
sekilde a1, as € A (K) bulabiliriz. a; Vas supremumunu C' (K) icinde olugturursak
(a1 V az) (k1) = 1/2 ama m (k1) > 1 bulunur. Boylece f = a; V ay olmak
lizere k1 ¢ By = {/{: eK:f(k)= f(k;)} Ayrica her f siirekli fonksiyonu igin
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0.K C By oldugundan 0. K = N{Bs: f=a1Vas...Vap,a; € A(K)} oldugunu

soyleyebiliriz. a;, as elemanlarmin supremumu A (K) iginde mevcut ve (a; V as)

fonksiyonuna esit oldugundan (a; V as) fonksiyonu siirekli olur. Boylece her By

ve 0. K kapali olur. n

Teorem 5.3.14. K bir Bauer simpleks ise her f € C(0.K) fonksiyonu tek bir
sekilde f~ € A(K) fonksiyonuna genisletilebilir; her x € 0. K igin de f~ (x) =
pa(f) ve [[fI = I/~ olur.

Kanat. Teorem 5.3.13'ten k — py (f) := f~ (k) istenilen tek tiirli belirli genigle-
medir ve [|£~]| = |£]. s

Sonug 5.3.15. K bir Bauer simpleks olmak tizere A (K) uzay ile C (0.K) uzays

swra izomorfiktir.

0€ 0. (K)ise
Ao (K) = {f € AK) £ (0) =0}
Co (0.K) :=={f € C(0.K): f(0) =0}

olarak gosterelim.

Teorem 5.3.16. E bir AM -uzay: olmak tizere K := {f cE :|f] < 1} zayf *

topoloji altinda bir Bauer simplekstir ve E uzayr Ao (K) uzayina sira izomorfiktir.

Kanat. Banach-Alaoglu Teorem ve Teorem 4.1.7’den K kiimesinin bir Bauer simp-
leks oldugunu gérmek kolaydir. Sonug 5.3.15’ten E uzayinin Cy (0. K ) uzayina sira

izomorfik oldugunu gostermek yeterlidir. Bir 7" operatoriinii

T:E v+ Cy(0.K) T.: 0. K — R
e — T, f—T.(f)= f(e).

olarak tammlarsak £ dual uzay: E uzaymin noktalarmi ayirdigindan 7' birebir-
dir. Ustelik Teorem 5.3.14’ten Cy (0, K ) uzaymin her elemanini Ay (K) uzayinm
bir elemanina genisletebiliriz ve Ay (K) uzaymm her elemanmi E' iizerinde zayif*
siirekli bir fonksiyonele genisletebiliriz. E' dual uzay: iizerindeki her zayif* sii-
rekli fonksiyonel bir noktada degerlendirme operatorii oldugundan, T {izerinedir.

Ayrica Teorem 4.1.7’den T sira homomorfizmdir. Boylece ispat tamamlanir. [
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Onerme 5.3.17. E yerel konveks bir Riesz uzay ve K bir kompakt Bauer simp-
leks olmak tzere D G 0. (K) ko € 0. (K) \ D olsun. Bu durumda F := ¢o(D)
kiimesi ile {ko} noktasit K kimesi izerinde tanimly bir afin sirekli fonksiyon ta-

rafindan ayurilir, yani dyle bir g € A(K) vardwr ki g (F) = {0} ve g (ko) = 1.

Kanat. Milman Teoremi kg ¢ F oldugunu soyler. F' kapali ve {ko} kompakt oldu-
gundan Teorem 5.1.8’den F' ve {ko} lineer siirekli bir fonksiyon tarafindan kesin
ayrilir, yani, oyle bir siirekli lineer ' fonksiyoneli, ¢ € R sabiti ve € > 0 vardir ki
her z € F' i¢in

(z)<c<ct+e<a (ko)

’

x —c
2’ (ko) — ¢
ylx ksitlamg fonnsiyonunu yine y ile gosterelim. Teorem 5.3.13’ten A (K) bir

bulunur. y := fonksiyonunu tanimlarsak y afin ve siireklidir. y :=

Riesz uzay1 oldugundan y ile 0 (O ile sabit sifir fonksiyonunu gosteriyoruz) A (K)

icinde supremumunu hesaplayalim ve g := y V 0 dersek g istenilen afin siirekli

fonksiyondur. O
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BOLUM 6

KLASIK BANACH ORGULERI
UZERINDE NORM-SINIRLI VE REGU-

LER OPERATORLER

Bu boéliimde Cartwrigth-Lotz Teorem, Orno Teoremi ve uygulamalar: verilecek.
Ayrica [20] kaynag yakindan takip edilerek C'(K') uzaylar igin énemli sonuglar

verilecektir.

6.1 Klasik Uzaylar I¢in Onemli Sonuclar

Ana diisiince noktamizdan 6nce kullamish birkac teorem ve sonug verecegiz. Bu
bolimde X ve Y, daima, kompakt, Hausdorff, ve sonsuz elemanh uzaylar1 gos-
terecektir. (Eger X kompakt Hausdorff uzay1 sonlu ise, acikca goriilecegi gibi,
her F' Banach orgiisii i¢in £(C(X),F) = L7 (C(X),F) ve L(F,C (X)) =
L' (F,C (X)) saglanr.)

Her T € L (E, F) operatérii icin T : F' — E' ile eglenik operatorii gosterece-
giz. Eger T regiiler ise T' operatorii de regiilerdir. Asagidaki teorem F yansimali

bir uzay oldugunda daha iyi bir yaklagim vermektedir.

Teorem 6.1.1. E bir Banach drgiisii ve F' yansimalr bir Banach 6rgiisi olsun.
(1) Her Q e L (F’, E') operatorii icin T = Q olacak sekilde T € L (E, F) vardur,
yani L (F’, E') = {T’ T e L(F, F)} gerceklenir.

(2) L(E,F) = L"(E,F) olmas: i¢cin gerek yeter kosul L (F’,E') =L (F’,E')
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olmasuidar.
(3) L(E,F) = L"(E,F) olmast igin gerek yeter kosul L (F/,E/) =L (F’,E/)

olmasidar.

Kamt. (1). Q € L(F,E') operatérii i¢in T = Q'|g alinsa T € L(E,F) ve
T" = Q olur. (2) ve (3)’i ispat etmek zor degildir. O

Teorem 6.1.2. F,, Fy ve F Banach drgileri olsun. ®; € L (Ey, Es), &y €
L (Ey, Ey) ve ®o®y operatori Ey uzayiman birim operatori olacak sekilde ope-
ratorler var olsun. O halde

(1) &1 >0 wve L(Ey, F) =L (Ey, F) ise L(E,F)=L"(Ey, F),

(2) @1 > 0, ||[Pq]| . ||D2]| = 1 ve L(Ey, F) = L7 (Ey, F) ise L(F, F) =
L (Ey, F),

(3) ®o >0 we L(F,Ey) =L (F,Ey) ise L(F,Ey) =L" (F, Ey),

(4) ®o > 0, ||[Pq]|.||P2]] = 1 ve L(F,Ey) = L7 (F,Es) ise L(F,FEy) =
L' (F, Ey).

Kanat. Ispat kolaylikla verilebilir. O]

Sonug 6.1.3. F' bir Banach drgiisti ve X kompakt Hausdorff topolojik uzay olsun.
X wzay icinde terimleri birbirinden farkl olan yakinsak bir dizinin oldugunu

varsayalim. Bu durumda, asagidakiler saglanar:

(1) L(C(X),F)=L"(C(X),F)ise L(c,F)=L"(c,F),

(2) L(C(X),F)=L"(C(X),F)ise L(c,F)=L"(c, F),
(3) L(F,C(X)) =L (F,C(X)) ise L(F,c)=L"(F,c),
(4) L(F,C (X)) =L"(F,C (X)) ise L(F,c)=L"(F,c).
Kant. {t,},y dizisi X uzay: icinde terimleri birbirinden farkh olan yakinsak

bir dizi olsun. Ikiser ikiger ayrik ¢, € U, olacak sekilde U, (n € N) acik kiimeleri
olugturalim ve 0 < h,, < 1, h,, (t,,) = 1 ve her z € U, i¢in h,, () = 0 olacak gekilde

h, € C(X) fonksiyonlar1 alahm. Her a = (o, g, ...) € ¢ (o 1= Jim. ay,) icin

> (n — Qo) hy, serisi diizgiin yakinsak oldugundan
n=1

Qo= a1y + Z (o — o) B

n=1
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olacak gekilde ®; € L (¢, C' (X)) operatériinii tamimlayabiliriz. Ac¢ikca goriilecegi
gibi ®; > 0. Bir de her f € C'(X) i¢in

Oof = (f (), f(t2),. )

olacak gekilde ®; € L1 (C(X),¢) tamimlayahim. Bu durumda ®,®; operatorii
¢ uzaymn birim operatoriidiir ve ||®1]] = [|Pq]| = 1. Teorem 6.1.2’dan istenilen

sonuclar elde edilir. O

Sonug 6.1.4. F bir Banach drgiisi olsun. Asagidakiler gerceklenir:
(1) L(C0.1],F) = £ (C[0,1], F) ise £ (e, F) = £ (¢, F),
(2) L(C0,1],F) = L7 (C[0,1], F) ise L (¢, F) = L7 (¢, F),

(3) L(F,C[0,1]) = L7 (F,C0,1]) ise L(F,¢) = L (F,¢),
(4) L(F,CI0,1]) = £ (F,C[0,1]) ise £(F,¢) = £ (F,c).

QQ

Sonug 6.1.4’te (1) ve (2) siklarinin tersi dogru degildir. Mesela Teorem 6.1.28'de
L (c,c) = L" (¢, c) oldugunu ama Teorem 6.1.27°de L (C'[0,1],¢) # L" (C[0,1],¢)
oldugunu gézlemleyecegiz.

Teorem 6.1.2’de E4 uzayi olarak ¢y, E5 uzay1 olarak ¢ ve @4 ile ¢y uzayini ¢

uzayi icine gotiiren birim operatorii ve @5 : ¢ — ¢ operatorii olarakta

Pox = (] — Too, T2 — Ty - - ) <x€c,xoo = hgl\]%)
n

alimirsa agagidaki sonuc elde edilir.
Sonug 6.1.5. F Banach orgiisti i¢in L (¢, F') = L" (¢, F) ise L (co, F') = L7 (co, F).

Bu sonucun tersi dogru degildir. Mesela Teorem 6.1.23’te £ (co, ¢o) = L" (o, o)
oldugunu ama Teorem 6.1.24’te L (¢, co) # L (¢, ¢p) oldugunu séyleyecegiz.

Teorem 6.1.6. X kompakt Hausdorff uzay olsun. Eger X wuzay: i¢inde hi¢ ya-
kinsak alt dizisi olmayan bir dizi varsa 6yle reguiler Borel p 6l¢iist ve X dizerinde
g1, 92, - - . Ol¢iilebilir fonksiyonlary vardir ki (a) p(X) =1, (b) ¢1 = 1x, (¢) He-
men her yerde |g (x)| = 1, (d) /gngmdu =0 (n #m) saglanur.

Kanat. {yn}, ey dizisi X uzay1 iginde hig yakinsak alt dizisi olmayan bir dizi olsun.

{¥n},en dizisinin terimlerinin birbirinden farkl oldugunu varsayabiliriz. Xy := X
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diyelim. Kompakthk argiimanindan bu dizinin X, icinde a ve b gibi iki farkh
yigilma noktasi vardir. O halde a ve b elemanlarmin X3 N X, = () olacak sekilde
X3 ve X4 kompakt komguluklar: vardir. Agikca goriilecegi gibi X3 ve Xy kiimeleri
{yn} dizisinin sonsuz tane terimini igerir. Aym iglemleri X3 ve X, kiimeleri i¢in
tekrarlayarak X3 kiimesinin X5, X4 ve Xy kiimesinin X7, Xg kompakt kiimelerini
olusturabiliriz ve X5 N Xg = 0, X;NXg = 0’dir. Ayrica X5, X4, X7 ve Xg kiimeleri
{¥n},en dizisinin sonsuz tane terimini igerir. Bu yontemle devam ederek her X;
kiimesi {y,},cy dizisinin sonsuz elemanini igerecek ve Xy ve Xy; ayrik olacak
sekilde Xs, X3, X4, X5, ... kompakt kiimelerini olusturabiliriz.

Simdi X kiimesi iizerinde bir regiiler Borel p 6lciisiinii

(6) n(Xy) = if i€ {2'+1,...,2"} ,neN

olacak geklinde tanimlayacagiz. x; € X; (i = 2,3,...) olmak iizere her f € C'(X)
icin
1
an (f) = on—1 (f ($2n—1+1) + ...+ f ($2n+1)> ,n e N

tammlayalhm. D := {f eC(X): nhﬁrgo ¢n (f) limiti var.} dersek D uzay1 C (X)

uzayinin bir alt uzayidir ve 1y € D. ¢ : D — R operatoriinii her f € D i¢in

¢ (f) = lim én (f)

seklinde tamimlayalim. ¢ (1x) = 1, ||¢|| = 1 ve ¢ € D oldugunu gérmek kolaydir.
Hahn-Banach Teoreminden ¢ operatoriinii bir ® € C' (X))’ operatériine ® (1x) =
1 ve ||®|| = 1 olacak gekilde genisletebiliriz Bu ® operatdrii uygun bir regiiler Borel
p olgiisiine kargihik gelir. Bu p 6lgiisiiniin (*) kogulunu sagladigini gosterecegiz.
X; kiimesi iizerinde 1 ve Xon-1,7 U... UX;_1 U X;11 U...U Xon kiimesi iizerinde
0 olacak sekilde g € C'(X) alalim. p dl¢iisiiniin dayanag iizerinde g = 1y, olur.

O halde
1

2n71
oldugunu gérmek kolaydir. Sonug olarak g € D

= ¢n (g) = ¢n+1 (g) = ¢n+2 (g) ..

= 1im 6;(9) = 6 (9) = @ (9) = [ g = [ L= po(Xy)

n—1 j—o0
bulunur.

X iizerinde Borel 6lgiilebilir gy, gs, . . . fonksiyonlarmin € Nvei € {27! +1,...,2"}
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olmak iizere X; lizerinde

seklinde tanimlarsak istenilenler elde edilir. O

Yukaridaki ispatta Y; := X1y, (i € N) alimirsa agagidaki sonug kolayca

ispat edilir.

Sonug 6.1.7. X kompakt Hausdorff uzay olsun. X wzayr i¢inde hic yakinsak

dizisi olmayan bir {z,} dizisi varsa X kimesinin éyle Y1,Ys, ... kompakt alt

neN
kiimeleri ve ikiser ikiser ayrik acik Uy, Us, . .. alt kiimeleri vardwr ki her'Y; kiimesi

{@n},en dizisinin sonsuz tane elemanaima icerir ve Y; C U; (i € N) olur.

Cartwright-Lotz Teorem, Orno Teoremi ve bu teoremlerin uygulamalarini in-
celeyecegiz. Bu teoremleri genellikle olumsuz durumlari belirlemek icin kullana-

cagiz ve bu iki teorem bizim ana problemimiz i¢in énemli bir temel tegkil eder.

Lemma 6.1.8. E Banach orgiist olmak tizere 0 < :z:; € FE i= 1,...,n ki-
ser tkiser ayrik, 0 < x; € E, i = 1,...,n ve € > 0 olsun. Bu durumda her 1

icin <xi — yi7xi> < € olacak sekilde ikiser ikiser ayrk y; € [0,z;], i = 1,...,n

elemanlary vardar.

Kamit. n = 2 oldugunu varsayalim. z = x; V 25 olsun. Teorem 3.1.6’dan =z =
!/ / 6 .

U + us ve <u1,x1> + <u2,x2> < 3 olacak gekilde uy,us € E elemanlar1 vardir.

Wy = Uy — U A Uy Ve wy = u; — up N ug diyelim. Bu durumda wy A we = 0,

Wi, We € [07I] ve
(- w17I/1> = (u1 +u /\u%x/1> < 2<u1,$/1> <€

Benzer sekilde <Jz—w2,x/2> < €y = xp ANw, © = 1,2 dersek y; A yo = 0,
y; € [0,23], i = 1,2 ve 2; —y; = (x; — w;)" < x; —w; olur, béylece her i = 1,2 icin
<a:,- - y“3:;> < € bulunur. Indiiksiyon ve Riesz Ayristirma Ozelligi kullanilarak

sonu¢ genellestirilebilir. O

Lemma 6.1.9. E ve F' Banach orgiilert olmak dizere 0 < x; €eE,i=1,....m
ikiser tkiser ayrmk ve 0 < y; € F, 7 = 1,...,n ikiser ikiser ayrik elemanlarin

alalim. (ou;) bir m x n reel matris ve T : E — F operatori Tx = o <x, x;> Yj
1]
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olarak verilsin. Bu durumda modil operatori |T| € L (E,F) vardr ve |T|z =

3 e (=, x;> y; seklinde verilir.

Kanut. Acikca goriilecegi gibi x — > oyl <x,x;> y; operatérii hem T' operato-
riinii hem de —7T" operatoriinii major;;e eder. R > £T saglayan bir R € L (E, F)
alahm. Keyfi 0 < z € E, 0 < y/ e Flvee >0 secelim. Lemma 6.1.8’den
ikiger ikiger ayrk x; € [0,x], ¢ = 1,...,m ve ikiger ikiger ayrik y;» e [0,y],
j = 1,...,n elemanlar1 vardir, her ¢, 7 i¢in <x — $Z,x;> < € ve <yj,y/ — y;> < €
saglanir. f3;; = sgn (oy;) diyelim. i # j ise <xl,x;> < € ve <yi,y;-> < € olduklarini

da gbz oniine alirsak T" operatoriine bagh bir K sabiti vardir ki

<RLL’, y/> > Z 67"5 <Txr7 y;>
= Z Oéijﬁrs <-777‘7 l’;> <yj7 y;> (61)

i,4,r58
>Z|a”|< ><y], >—K€.
bulunur. Boylece
(Roy) = 2 laig] (@ ) (Y3 ) -
Istenilen elde edilmis olur. O
Lemma 6.1.10. E bir Banach orgiisi olsun. Bir M sabit saypsinin x; € F,

1 =1,...,n pozitif ve ikiser ikiser ayrik olmak tizere

<M sup [i\@.,x» ZF

<1 L5

1

esitsizliging sagladigime varsayalim. O halde E bir AM -uzayina sira izomorfik olur.

Kanat. OSI;EE/,Z':L...,niki@er ikiger ayrik, e >0ve o; > 0,1 =1,...,n

<xl, 351> 1 =1,...,n olacak gekilde ikiger

ikiser ayrik ve ||z;|| < 14 € olan z;, i = 1,...,n elemanlarimin var oldugunu

gormek kolaydir. O halde




bulunur.

!
Z;

oldugundan [Z ‘ 2] 2 <M HZ x;
1 1

0<uz € E i=1,...,n ikiger ikiger ayrik ve her i i¢in ||z;|| < 1 oldugunu

varsayalim.

N|=

n

2 i

1

<M

olacak gekilde r > 0, x'H < 1olan 2" € E' elemam vardir. € > 0 aldigimizda

Lemma 6.1.9’dan her i igin <xi,x'> < (1+¢) <xl,x;> olacak sekilde ikiser ikiser

ayrik x; € [07 ac/], 1 =1,...,n elemanlar1 vardir. Boylece

n

PIEL

1

<M(1+e) lfj <xi,x;>2r

1

1
2] 2
Ty

< M(1+e) [z?]

< M?*(1+¢) < M*(1+e).

n

2 i

1

Buradan < M? bulunur. Teorem 4.1.12 geregince E bir AM-uzayidir. [

Agagida Bennett [8] tarafindan verilen bir sonucu kullanacagiz.

Lemma 6.1.11. n bir asal sayr ve r > 2 bir tam sayr olsun. m =n" — 1 olmak
tizere dyle m x n kompleks matrisi (o;) vardwr ki her i,j i¢in |a;;| = 1 ve her
(Ju), (ky) € n" = {1,...,n}" icin eger (j1,...,Jr), (k1,...,k.) swalsinin bir

permiitasyonu ise

m
Z gy Qo+ v o A, Oy ey« v+ O,
1
toplams m degilse 0.

E ve F' Banach orgiileri olmak iizere eger F' Dedekind tam ise Riesz-Kantorovich
Teoreminden regiiler operatorler uzayinin bir Riesz uzay1 oldugunu biliyoruz. Bu
sebepten Q = Qp tasviri F — F" dogal gémme tasviri olmak iizere QT opera-
torii E — F" iki pozitif operatoriin fark: seklinde yazilabildigimiz daha genis bir
operatorlerin uzayi £: (E, F) ile caligabiliriz. Bu arada her Banach 6rgiisiiniin du-
ali Dedekind Tam oldugundan Riesz Kantorovich Teoreminden her T € £, (E, F)

icin |QrT| modiil operatorii vardir.
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Teorem 6.1.12 (Cartwright-Lotz). E ve F iki Banach orgisi olmak tzere E
uzayindan F uzayina giden her kompakt operatér E uzaymndan F' uzayina gi-
den ki pozitif operatorin fark: seklinde yazilabildigini varsayalim. p < oo olmak
iizere B uzayr (F uzay) l, uzaywna orgi izometrik olan bir kapaly alt uzay ice-
riyorsa F uzays bir AM-uzaywna orgi izomorfiktir (E uzays bir AL-uzayina 0rgi

izomorfiktir).

Kamit. E uzaymdan F' uzayma giden kompakt operatorlerin uzayr T'— ||T|| ve
T — |||QT||| normu altinda Banach uzay1 oldugundan 6yle M sabiti vardir ki her
kompakt T : E — F operatorii icin |||QT|| < M ||T|| olur. Bu esitsizligi Lemma
6.1.9’daki operatorlere uygularsak, ( (a;;), {x;} ve {y;} Lemma 6.1.9’da oldugu
gibi)
( , .
sup i2|aij|$ (i) y (?Jy)} <M sup
=]l [y ||<1 (i

j ll(l,|| o || <1

> (2:)y (y)

(6.4)

(6.4) esitligi M ile My = 2M yer degistirilirse (;;) kompleks matrisi icinde gegerli
oldugunu gérmek kolaydir.

E' uzaymnin [, uzayma orgii izometrik olan bir kapal alt uzay igerdigini var-
sayalm. z; € E', i = 1,... elemanlan I, uzaymin birim vektorleri olsun. Oyle

D, d > 0 sayilar vardir ki her x € E ve her m € N igin

1

P
< D ||z

< dmp ve lzm: ‘x; (x)‘p
i=1

m
/
sz’
7

saglanir. Bir n asal sayis1 ve r > &, r > 2 olacak gekilde r tam sayis1 alalm.

Z 35; Z Yj
j=1

=1

Lemma 6.1.11°daki (oy;) matrisi ile (6.4) esitsizliginin sol tarafi

ve Holder esitsizliginden sag taraf

> iy (y)

M, sup |le () ,, Sup
[|l[|<1 " |y/|S1 20

degerinden kiiciik esittir. Buradan

1, -1
et @) < Dme
p

7 (2)] < mr
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bulunur. O halde

2r

=3 > Q. Ty -, [] Yy W)y (Ur,)

i=1 (Jv),(kv)ENT v=1

n

Z ij Yj)

|

|'n / T
—r!m (y;) )
="

ij
JvEN” v=1 j=1
(6.5)
Boylece
Say )] =) |y ()],
J 2r
ve burdan
" ESPNk
Z MlDd L sup ‘ :
= e =

Bu esitsizlik n asal degilken de saglanir, ve béylece Teorem 6.1.11°den F' bir AM-
uzayina orgii izomorfik olur.

Eger I uzay: [, uzayma 0Orgii izormorfik olan kapal bir alt uzay iceriyorsa
benzer sekilde E' uzayr bir AM-uzayma izomorfiktir boylece E uzay1 bir AL-

uzayina orgii izomorfiktir. O

Cartwright-Lotz Teoremini pek ¢ok durumda kullanabilmek i¢in AL- ve AM-
uzaylarinin énemli anlamda farkl oldugunu vurgulamak gerekir. Burada farklh-
liktan kastettigimiz sey bir AL-uzayinin bir AM-uzayina orgii izomorfik olmasi
icin gerek yeter kosul sonlu boyutlu olmasidir. Ote yandan her yansimali AL-
veya AM- uzayi sonlu boyutludur. (Daha detayh bilgi i¢in [[5], Teorem 9.38 ve
Sonug.9.39, s.363|). Bu iki durum agagidaki sonuglarda kullamlacaktir.

Sonug 6.1.13. g € [1,00) ve p € (1,00] olmak tuzere, L (1,,1,) # L (L,,1,) olur.

Kamit. Her ¢ € [1,00) i¢in [, uzay1 bir AM-uzayma 6rgii izomorfik olmadiginda

Teorem 6.1.12’nin bir sonucudur. O

Sonug 6.1.14. Her g € [1,00) i¢in, L (co,ly) # L (co, l;) ve L(c, 1) # L7 (¢, 1)

olur.

Kanit. ¢g ve ¢ uzaylan bir AL-uzayma Orgii izomorfik olmadigindan Teorem

6.1.12’nin sonucudur. O
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Sonug 6.1.15. Her g € [1,00) i¢in, £L(C[0,1],1,) # L (C[0,1],1,) olur.
Kanit. Sonug 6.1.4 ve Sonug 6.1.14 birlestirilirse istenilen elde edilir. O]

Sonug 6.1.16. Herp € (1,00] ve q € [1,00) i¢in, L (1,, L, [0,1]) # L" (I,, L, [0,1])

olur.

Kanit. Her ¢ € [1,00) i¢in L, [0, 1] uzaylart bir AM-uzayma 6rgii izomorfik ol-

madigindan Teorem 6.1.12’nin sonucudur. [

Sonug 6.1.17. Her q € [1,00) olmak dzere, L (co, Ly [0,1]) # L7 (co, Ly [0, 1]) ve
L(c,L,[0,1]) # L (¢, Ly [0,1]) saglanar.

Kanit. Her g € [1,00) i¢in L, [0, 1] bir AM-uzayina orgii izomorfik olmadigindan

Teorem 6.1.12’nin sonucudur. O

Sonug 6.1.18. Her q € [1,00) i¢in L(C'[0,1], L, [0,1]) # L"(C[0,1], L, [0,1])

olur.

Kamit. Esit olsaydi Sonug 6.1.4 her ¢ € [1,00) i¢in £ (¢, L, [0,1]) = L7 (¢, L, [0, 1])
oldugunu soylerdi. O

Sonug 6.1.19. Herp € (1,00) veq € [1,00) igin, L(L,[0,1],1,) # L" (L, [0,1], 1)

olur.

Kamit. Her p € (1,00) icin L, [0, 1] bir AL-uzayma 6rgii izomorfik olmadigindan

Teorem 6.1.12’nin sonucudur. O

Orno Teoreminde [, uzaylarinin sonlu boyutlu versiyonlariyla ilgilenecegiz. [2
ile I, normu altinda R™ uzayim gosterecegiz, yani I uzay1 tim x = (xq,...,z,)
sonlu dizilerinin

] = max |z

normu altindaki uzaydir.

Teorem 6.1.20 (Orno). E ve F sonsuz boyutlu Banach érgileri ve F (E,F)
sonlu rankl operatérler uzaymin dizgin kapamisindaki her T operatori P ve N
ki pozitif operator olmak tizere T = P — N seklinde yazilabildiging varsayalim.
Eger F uzayr I, uzaywna 6rgi izometrik bir alt uzay icermiyorsa E uzays bir

AL-uzayina orgi izometriktir.
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Kanat. [13]. O

Sonug 6.1.21. p € (1,00) ve ¢ € [1,00) olmak tzere L (L,[0,1],L,|[0,1]) #
£ (L, 0,1],L,[0,1]).

Kanit. Her p € (1,00) i¢in L, uzay1 bir AL-uzayma orgii izometrik olmadigindan

Teorem 6.1.20 ve Teorem 4.1.3’tin sonucudur. O
Teorem 6.1.22. F' keyfi Banach orgiist olmak tzere, L (I, F) = L" (L, F) olur.

Kanst. S € L (I, F) alahm. Her x = (21, 2,...) € L i¢gin 2 = ) _ x;¢; oldugundan
i=1

St = Z x;5¢;.

=1

> lasfSell < 3kl s < (35 ko) 151 <
=1 =1 i=1

oldugundan 7' : [} — F operatoriinii her x € [; i¢in
Tz =Y ;|5
i=1
seklinde tanimlayalim. Agikca goriilecegi gibi T € L(, F) ve T > 0, T > S,
17| < ||S]|- Boylece S € L" (i, F) bulunur. T > S ve T > —S oldugundan
IS, < |IT)) < ||S||- Sonug olarak ||.S||, = ||.S]| bulunur. O

E bir Riesz uzay1 olmak iizere bir pozitif f elemanina 0 < g < f saglayan her
g € Eicin g = \f olacak gekilde bir A € R varsa diskret eleman denir. fi,..., f,
elemanlar1 E/ uzayinda diskret ve lineer bagimsiz ise her ¢ # j i¢in f; A f; = 0

olur.

Teorem 6.1.23. E bir Banach orgiisi ve F' bir AM -uzayr olsun. Eger E uza-
yindakt tim diskret elemanlarin drettigi lineer Ey uzayr E i¢inde norm yogun ise
L(E,F)=L"(E,F) gerceklenir.

Kanit. S € L(E, F) alalim. Her f € Eyicin fi, ..., f, elemanlar diskret ve lineer
bagimsiz ve \; € R (i = 1,...,n) olmak iizere f = >_ \;f; seklinde yazabiliriz.

i=1
Bir Ty : Eg — F operatoriinii

Tof = NlSfil
i=1
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seklinde tammmlayalim. fq,..., f, elemanlarinin dik olmasindan her ¢ = 1,...,n

i¢in ¢; € {—1,1} olmak iizere

Soehifil =DMl fi = DA
=1 =1 =1

oldugunu goérmek kolaydir. Béylece F' uzay1 bir AM-uzay1 oldugundan

ITofllp < | NSHI| =] sup S aXSS;
= . €1,men€{—1,1} j—1 F
<||S||  sup doaifi| =1SI-Ifllg
€1, en€{=1,1} |[=1 E

bulunur. Her g € E i¢in Ejy uzay1 E iginde norm yogun oldugundan nh_)ngo In =g
(ispattaki yakinsamalar norm anlaminda) olacak sekilde g1, ¢s,... € Ey dizisi

vardir. T : E — F operatoriinii

Tg = lim Togy
seklinde tanimlarsak 7' operatorii T operatoriiniin bir geniglemesidir ve ||Tp|| =
ITII < |IS]| saglamr. Ey iizerinde Ty > 0 ve f € Ejy iken |f| € Ep oldugundan
g = 0ise g = lim gy, (gn € Ey) yazlabildiginden

Tg="T|g| =T lim [gn| = lim Ty |gn| >0

T > 0 bulunur. Ej iizerinde Ty > +5 oldugundan E iizerinde T' > +S bulunur.
Béylece S € L7 (E,F) ve ||S||, < ||IT|| < ||S|| o halde ||S||, = ||S|| bulunur. O

Teorem 6.1.24. Her (sonsuz) kompakt Hausdorff X wuzay: i¢in L(C (X),co) #
L (C(X),c) olur.

Kanat. 1. Durum. X uzay1 iginde terimleri birbirinden farkli yakimsak bir {z,}, .

dizisi olsun.

{@n}, e dizisinin bir zy elemanina yakinsadigini varsayalim. Bir S € £ (C (X)), ¢)

operatoriinii her f € C'(X) i¢in

Sf=(f(z1) = f(20), f(22) = f(20),--.)

seklinde tanimlayalim. S operatériiniin regiiler olmadigini gosterecegiz. S ope-

ratoriiniin regiiler oldugunu varsayalim. O halde T" > S olacak sekilde T €
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LT (C(X),co) vardir. Her x,, ve xq ¢iftiigin 0 < f,, < 1, f, (z,) = 1ve f, (x9) =0
olacak gekilde f,, € C'(X) vardir. Her n € N i¢in

(T1x) (n) = (Tfa) = (Sfa) (n) = fu(zn) = fa(z0) =1

bulunur. Ama T'1x € ¢y. Bu ise celigkidir.
2.Durum. X uzay1 i¢inde hi¢ yakinsak alt dizisi olmayan bir dizi olsun. Te-
orem 6.1.6’dan (a) u(X) = 1, (b) g1 = 1x, (¢) Hemen her yerde |g,(x)| = 1
d) /gngmdu (n # m) olacak sekilde X {izerinde pu regiiler Borel 6l¢iisii ve
g1, G2, - - - Olgiilebilir fonksiyonlar: vardir. Béylece g1, go, . . . dizisi L? (1) iginde or-
tonormal bir dizidir. Bu durumda her f € L? (u) igin, ozellikle her f € C (X)
icin nlggj / fgndp = 0 bulunur. Bir S € L (C (X), o) operatoriinii

= (/ fgldU>/f92dUa'--)

seklinde tanmimlayalm. Sf € b, S € L(C (X),¢o) ve ||S]| = 1 oldugu aciktir. S
operatoriiniin regiiler olmadigini gosterecegiz. C (X) uzay1 L? (i) uzay1 iginde yo-
gunoldugundan n € Ni¢in ||k, — g | ;> < 3§ olacak sekilde h,, € C' (X) elemanlan

vardir.

(

hp () eger —1<h,(z)<1
B (2) =4 1 eger h, (z) > 1

-1 eger h,(r) < —1

\

fonksiyonunu tammlayalim. O halde h, € C(X), ||h, — gn 2 S 1. (a) ve (c)
ozelliklerinden
1

Her n € N igin f, := 1x + h, dersek, (b) ve (d) &zelliklerinden /fngnd,u =
— 1

/ RnGndpn > 3 bulunur. S operatorii regiiler olsaydi T" > S olacak gekilde T' €

L1 (C(X),co) var olurdu. Her n € N i¢in

2(T1x) (n) = (Tf,) (n) = (SF2) () = [ fugadn >

olmas1 T'1x € ¢y ile celigir. O
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X bir topolojik uzay ve S C X bir alt uzay olsun. Eger S uzayi iizerindeki her
sinirhi siirekli her fonksiyon X uzay1 iizerinde tanimh sinirh siirekli bir fonksiyona

genigletilebiliyorsa S uzayina X uzayinin icine C*-gémiilebilir denir.

Onerme 6.1.25. X kompakt Hausdorff topolojik uzay olsun Ejer X uzayinin
icinde hi¢ yakinsak alt dizisi olmayan bir dizi varsa L(C (X),c) # L7 (C(X),c)

olur.

Kanit. {z,}, .y C X hig yakinsak alt dizisi olmayan bir dizi olsun. Sonug 6.1.7’den
her biri {z,}

nen dizisinin sonsuz tane elemanini igeren Y7, Y5, ... kompakt kiime-
leri ve ikiger ikigser ayrik Uy, Us, . .. agik kiimeleri vardir ki Y; C U; (i € N) saglanir.
Béylece her i € Nigin 0 < h; < 1, her y € Y; i¢in h;(y) = 1 ve her z € X \ U; i¢in
h; = 0 olacak gekilde h; € C (X) fonksiyonlari vardir Teorem 6.1.25’in ispatindan
her 7 € N i¢in

(a) Sl =1

(b) Her n € Nigin (S; fin) (n) > i olcak gekilde f1, fiz,... € C(Y;), 0 < fin, <
1 elemanlar1 vardir.

Her kompakt Y; kiimesi X uzay icine C*-gémiilebilir oldugundan f;, fonksi-
yonunu bir f), € C'(X), 0 < f2 <1 (i,n € N) fonksiyonuna genigletebiliriz. Bir

S C(X) — co operatoriinii her f € C' (X) i¢in

(57) (271 (25~ 1)) = £ (5.(/

vi) () (5,5 €N)
seklinde tamimlayalim. Aslinda

57 = (81 () (1), 5 (8 () (1), (51 () 2) 5 (S5 (Fha) (1), (51 (Flv)
(31,5 (52 (Fha) (20, (8 (7)) (4) 3 (84 () (1))
(6.6)

|S]] < 1 oldugu goriilebilir. Boylece S € L (C (X),¢o) ve buradan S € L (C' (X),¢)
bulunur. S operatoériiniin regiiler olmadigini gosterecegiz. S operatoriiniin regiiler
oldugunu varsayalim. O halde 7" > S olacak sekilde T' € L1 (C (X),¢) vardir.
i € Nalahm. Th; > T (f2hi) < S(foh), j € N fohly, = fig, [ohily, = 0 (k # i

J, k € N) oldugundan ve (b) 6zelliginden
L 1 11
Th; (2 (25 — 1)) > 7 (Sifi) () = T
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. Bu durumda

boylece Th; (00) := 71113010 (Th;) (n) >

SN
e

(T1x) (c0) = lim (n) > (T (hy + ...+ hy)) (o)

n—oo
1
(1+..+1),
]

buradan (7'1x) (c0) = oo ¢eligkisi bulunur. O

AN

Ilerleyen teoremlerde kullanacagimiz
Xy={reX: I(x,) CXuz;#x; (i#]) ve limz, =z.}
kiimesini tanimlayalim.

Teorem 6.1.26. X kompakt Hausdorff topolojik uzay olmak tzere
(1) L(C(X),c)=L"(C(X),c) ise X; kiimesi sonludur,
(2) L(C(X),c)=L"(C(X),c) ise X; kiimesi tek bir elemana sahiptir.

Kamt. (1) L(C(X),c) =L (C(X),c) ve ||-]| < |||, oldugundan L" (C' (X),c)
uzaymdan £ (C (X),c) uzayina giden birim operator kapalidir, Kapal Grafik
Teoreminden bdylece dyle bir m > 0 vardir ki her ® € £ (C (X),¢) i¢in ||| <
m o],

X kiimesinin sonsuz elemanlh oldugunu varsayalim. Keyfi N € Nicin 21, ..., Tnoo
€ X, elemanlarimi alahm ve X; = {0, Ts1, Ti2, - . .} kiimesi ile x;,, elemanina ya-
kinsayan {xm}neN terimleri birbirinden farkh dizisinin elemanlarindan olusan kii-
meyi gosterelim ve ¢ # j (i,j =1,..., N) iken X;NX; = Qolsun. & € L (C (X),¢)
operatoriinii her f € C'(X) i¢in

Of =(f(w11) = f(T100) s [ (@n1) = [ (TNoo) s [ (212) — f(T100)
s f(ane) = fane) o)

(6.7)

seklinde tanimlayalim, yani

Of (G =N +1) = flay) = f(wir) (1€{1,...,N},j€N)

olsun. ||| =2 ve (Pf) (00) := lim,, 00 (Pf) (n) = 0.
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U > & saglayan keyfi bir ¥ € LT (C (X), ¢) operatorii alahm (£ (C (X),c¢) =
L (C(X),c) olmast boyle bir ¥ operatoriiniin varhigini garantiler). Her f €
C (X) i¢in

Un (f) = (Uf) (n) (n € N) ve thog (f) = (¥ f) (00) (:= lim (¥f) (n))

n—0o0

olacak gekilde ¢, Uq,10,... € C (X):r tamimlayalim. Boylece U f = (11,19, .. .)
ve Vo (f) = limy, 00 ¥ (f). Her z € X igin

0 (f) = f(x), feC(X)

4, € C(X ),+ tamimlayalim. Acikca goriilecegi gibi x # y ise 6,L6,. Her 7 igin

g +
Yii—1)N+i = 0 Ve P 1)nti = Oayy — Oy, Oldugundan ¢ _1yvii > (0n, = Or,) =
0, Her f € C(X)" igin

Jj—o0 Jj—o0

Béylece her 7 igin ¢ > 0, bulunur. Dahast, o > 04, + ... + s, - Buradan

[(2¥ = @) f](00) = 20 (f) =0 2 2(f (#100) + - + [ (2Nc0))

ve [(2¥ — @) 1x] (00) > 2N bulunur. O halde |20 — ®|| > 2N. Boylece |||, >
2N = N ||®||. N saysiun keyfiliginden ||®]|, > N ||®|| bulunur ve bu ise || @], <
m || ®|| olmasiyla gelisir.

(2) Eger X sonsuz elemanli ise (1)’den £ (C (X),c) # L™ (C (X),¢). X; sonlu
elemanli ve CardX; = N > 2 ise (1)’in ispatindan ||®||, > N ||®|| > ||®|| olacak
sekilde ® € £ (C (X), ¢) oldugunu biliyoruz. Bu ise £ (C (X),c) = L™ (C (X),¢)

olmasiyla celigir. O

Teorem 6.1.27. X kompakt Hausdorff topolojik uzay olmak iizere asaqidakiler
birbirine esdegerdir:

(1) X wuzayr igindeki her dizi yakinsak bir alt diziye sahiptir ve n € N olmak tizere
CardX; = n.

(2) X wzaye bir diskret A uzayinman tek nokta kompaktlastirmasidur, bu A kimesi
X uzays i¢inde yogundur ve n € N olmak tzere Card (X \ A) =n

(3) X kitmesinin oyle agik kapals X1, ..., X, alt kimeleri vardir ki X = CJ X, ve

i=1
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her X; kimesi bir diskret uzayin tek nokta kompaklastirmasidar.

(4) Her kompakt Hausdorff Z uzay i¢in L(C (X),C (Z)) =L (C(X),C(Z)).
(5) £L(C(X),C[0,1]) = L7 (C(X), C[0,1]).

(6) L(C(X),c) =L (C(X),c).

Teorem 6.1.28. X kompakt Hausdorff topolojik uzay olmak iizere asaqidakiler
birbirine esdegerdir:

(i) X wzays i¢indeki her dizi yakinsak bir alt diziye sahiptir ve CardX; = 1.

(i1) X wzayr bir diskret uzaymn tek nokta kompaktlagtirmasidar.

(111) Her kompakt Hausdorff Z uzay: i¢in L(C (X),C(Z)) =L (C(X),C(Z)).
(i) L(C(X),C0,1]) =L (C(X),C][0,1]).

(v) L(C(X),c)=L"(C(X),c).

Teorem (6.1.28) ve (6.1.29)'un ispatlari: (1) = (2) Her z € X \ X i¢in {z}
kiimesinin acik oldugunu gostermek yeterlidir. X; kiimesi sonlu oldugundan, X \
X kiimesi aciktir. Boylece her z € X\ X;icinz € V C V C X\ X; olacak sekilde
V agik kiimesi vardir. (1)’den V kiimesi sonludur. O halde V' \ {z} kiimesi sonlu,
dolayisiyla kapahdir ve {z} = V' \ (V' \ {z}) agktur.

(2) = (3) ve (3) = (1) Kolaydr.

(1) & (i) durumu (1) < (3) durumunun 6zel bir halidir.

(i) = (i13) X; = {0} oldugunu varsayalim. Her f € C' (X) igin

feex:1r@ - rm)l> )

kapal kiimesi sonlu elemanhdir, boylece A := {z € X : f{z} # f (x0)} sayila-
bilirdir. A kiimesini iceren sayilabilir sonsuz A; = {zg, 1, 22,...} kilmesi icin
lim x;; = xo olsun. O halde Ay kiimesi kompakttir. S € £(C (X),C (Y)) olsun.
1—00

Her f € C' (X) i¢in norm yakinsakliktan

f= (f(@) = f(20) 1wy + f (2z0) 1x.
TC€Af
Her y € Y ve her N € N icin
g(zif) =1, ie{l,...,N} ve Sl{xif} (y) >0 ise
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g(zip)=-1; i€{l,...,N} ve Sl{zif} () < 0 ise

N

g(x)=1; € A\ {x1y,...,xns} ve Slx (y ZSl{m ) >0 ise
i=1

g(x)=—1; ze€ A\ {z1s,..., 2N} ve Slx (y) —;Sl{w} (y) < 0 ise

ve |g| <1 olacak gekilde g € C'(X) alalim. O halde

IS0 = 1591l = Sg (4) = Y- (9 (i) — g (20)) ST,y () + 9 () STx (9)

=1
N
=S lstg) 0] #5100 - 51,y ).
i=1
Norm anlaminda N — oo iken limit alirsak

() ISI1y = 3 [S1g|+[S1x = X Sipy).

xEAf {EGAf

Noktasal olarak
(b) (51x +[S11y) > S1x + > (S1y)

acEAf

() 5(51X+\|5|!1Y) > % (S1iy)"
TEA}
Boylece (a)’dan

Tf= 3 (@)~ F (@) (SLw) + 37 (@) (S1x) + |5 1y, ( € (X))

JJEAf

seklinde 7' : C'(X) — C (Y') operatériinii tanimlayabiliriz. (b) and (c¢)’den 7" >
S ve T > 0 oldugu goriilebilir, boylece T' € L(C(X),C(Y)). O halde S €
Lr (C’(X),C(Y)). |IS]| = ||9]|, gostermek kalir. f € C'(X) ve ||f|| < 1 icin
(S1x + ||S]| 1y) dersek

1
2

12T = S) f
=sup| > f(z ‘Sl{x} )‘ + [ (o) <2h (y) = S1x(y) = > ‘Sl{x} (Q)D‘
YEY |zeAf TEA;
< Ifl1sup| 32 [S1g) )]+ 20 () = S1x (1) = T [S1es) ()]
acEAf TEAf
< sup 28 () — S1x ()] = S]]

Boylece, [|S], < [|12T — S| < [|S]|. Sonug olarak ||S|| = ||S]|,.
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(1) = (4) X; = {z1,...,2,} oldugunu varsayahm. (3) saglandigindan X =
U X; ve her X; kiimesi bir diskret uzayin tek nokta kompaktlagtirmasi olacak
i=1
sekilde agik kapali X, ..., X,, kiimeleri vardir. Her g € C' (X;) i¢in

g () =g(x); ze€Xise

g (x)=0; ze X\X,ise

seklinde ¢g* € C (X) tammlayahm. Béyle her f € C (X) fonksiyonu f = (f|x,)" +
..+ (flx,)" seklinde yazlabilir.
Her S € L(C(X),C (Y)) i¢in

Sig=Sg"herge C(X;) (t=1,...,n)

olacak sekilde S; € £(C (X;),C (Y)) tamimlayalim.
(i) = (i7i) kullanihirsa her ¢ igin T; > S; olacak sekilde T; € LT (C' (X;),C (Y))
vardir. Simdi bir 7' € L* (C (X),C (Y)) operatoriinii

Tf=T (flx,)+-.-+T,(f|x,) her f € C(X)

seklinde tanimlayalim. Her f € C' (X)™ icin

Tf=T(flx,)+ - +Tn(flx,) 2 S (flx,) + ...+ Su (f
=S(flx)" +.. . +S(flx,) =Sf

X'VL )

yani 7" > S bulunur. Sonug olarak S € L” (C' (X),C (Y)).
(4) = (5) ve (iii) = (iv) agiktir.
(5) = (6) ve (iv) = (v) Sonug 6.1.4.
(6) = (1) ve (v) = (i) Onerme 6.1.25 ve Teorem 6.1.26 kullanilirsa istenilen elde
edilir.
Teorem 6.1.27 ile L (C'[0,1],¢) # L7 (C[0,1],¢) ve L (lx,¢) # L" (I, ¢) 0l

dugu goriiliir. Dahasi, Sonug 6.1.47d kullanarak agagidaki sonucu verebiliriz.

Sonug 6.1.29. £(C'[0,1],C[0,1])) # L" (C[0,1],C'[0,1]) ve
L (I, C[0,1]) # L7 (I, C'[0,1]) olur.

Teorem 6.1.30. X wve Y kompakt Hausdorff uzaylar olsun. Y wuzayinin icinde

terimleri birbirinden farkly yokinsak bir dizi oldugunu varsayalim. Bu durumda
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asagrdaki (7) iddiasy Teorem 6.1.27°nin (1)-(6) kosullarina denktir ve asagrdaki
(vi) iddiasy Teorem 6.1.28’in (i)-(v) kosullarina denktir.

(7) L(C(X),C(Y)) =L (C(X),C(Y)).

(vi) L(C(X),C(Y)) =L (C(X),C(Y)).

Kanit. (4) = (7) agiktir. (7) = (6) Sonug 6.1.3’ten elde edilir.
(i7i) = (iv) agiktir. (vi) = (v) Sonug 6.1.3'ten elde edilir. O

Y uzayi iginde terimleri birbirnden farkh olan yakinsak bir alt dizinin olma-
siyla L(C(X),C(Y)) ve L7 (C(X),C (Y)) uzaylar: arasindaki iligkinin sadece
X uzaymna bagh olmasi ve Y uzaymmin ekstra bir ozellik saglamasini istememesi

ilginctir. Boylece asagidaki sonuclar verilebilir.

Sonug 6.1.31. Y kompakt Hausdorff uzay i¢inde terimleri birbirinden farkly ya-
kinsak bir dizi olsun. O halde L (I, C (Y)) # L" (I, C (Y)) ve L (C'[0,1],C (Y)) #
L (C0,1],C(Y)) olur.

Tanim 6.1.32. sgn isaret(signum) fonksiyonunu gostermek tizere [0, 1] izerindeksi

Rademacher fonksiyonlar r, (t) = sgn (sin (2"xt)) seklinde tanimlanar.

Rademacher fonksiyonlar: her p > icin L, ([0, 1]) uzaylarnm ic¢indedir ve
Ly ([0,1]) Hilbert uzay: i¢inde bir ortonormal dizi olugtururlar. Dahasi sonlu p
i¢in L, ([0, 1]) uzaylar iizerinde iirettikleri operatorler zayif® 0’a yakinsarlar, yani,
p € [1,00) olmak iizere her f € L, ([0,1]) i¢in, ¢, (f) = [)1 ro () f(t)dt — 0,

n — 0Q.

Onerme 6.1.33. p € [1, 00) ise regiiler olmayan bir T : L, ([0,1]) — co operatirii

vardur.

Kanit. T : L, ([0,1]) — ¢ operatériini Tz = (¢, (v)) olarak alalim. T opera-
tori simrhdir. Rademacker fonksiyonlarinin ortonormal olmasindan dolayi n > 1
icin 7' (r,) = en, co uzayl icin bir taban vektorleridir ve 7' (rg) = 0 bdylece

T(ro+7rn) =en. 0<ro+r, <2rgoldugundan U > T, 0 olsaydi her n € N i¢in
UQ@rg) >U(ro+rn) =T (rp+10) = ey
bulunurdu ki bu ise U (2r¢) € ¢y olmasiyla geligir. O halde T regiiler degildir. [
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Onerme 6.1.34. p € (1,00) ise £ (L, ([0,1]),¢) # L£" (L, ([0,1]), ¢).

Kanat. X keyfi bir Banach uzay1 olmak iizere T : X — ¢ operatorii bir sinirh
zayif* yakinsak (f,) € X* fonksiyonel dizisiyle Tx = (f,, (x)) seklinde belirlene-

bilir. f € X* fonksiyonelinin bu dizinin limiti oldugunu varsayalim.

p~1 + ¢t =1 olsun, boylece 1 < ¢ < co. n € N elemanim1 n = 2k |k tek say1

olmak ftizere gseklinde yazalim ve

(., A ,
- {:szj_qu (279t) te0,27]
! to te(277,1]

tanimlayalim, boylece |f,| = Q%j_%X[()’ij] ve buradan
1 1
1 fall, = (27571279) 7 = 575,

(fn) dizisi stmrhdir, boylece bir T': L, ([0,1]) — I, operatoriini

Tx = (Alfn(t)x(t)dt>

seklinde tanimlayabiliriz. Ashinda her z € L, ([0, 1]) i¢in Tz € ¢y C ¢. Bunun i¢in
|z|]] <1 olan bir x eleman ve € > 0 alahm. j, € N segelim ve j > j, ise j_% <€
olsun. Boylece k tek say1 ise [(Tx)y;,| = || fairll, = jﬁ < €. Her j < jy icin oyle
bir k; vardir ki k > k; ise [(T'2),;,.| = | faix] < e. O halde j < jo ve k < k; olmak
lizere 27k tamsayilarinin sonlu tanesi disinda |[(Tz),;,| < € oldugunu gérdiik. T
regiiler olsayd1 U > +T olacak gekilde U : L, ([0, 1]) — ¢ operatorii var olurdu.
gn () = (Ux), ve g(z) = 'r}l—{go gn () diyelim. U > £T oldugundan, her n € N

icin g, > |f,|. Bir j sayisin1 sabitlersek her k tek sayisi i¢in

|92ik| = | foir| = 2q] qX[oz 9]

olur. Tek sayilar {izerinden k& — oo limit alirsak ve L, ([0, 1]) uzayimin pozitif ko-
nisinin zayif* kapal oldugunu kullanirsak g > Q%j_%X[072—j] bulunur. Bu esitsizlik
tiim j € N igin gecerli olur. O halde
loly > 35201 (2474)" = 3 5 = o
=1 =1

yani g ¢ L, ([0, 1]) bulunur. Bu durumda T regiiler degildir. O
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Onerme 6.1.35. p € (1,00) i¢in £ (L, ([0,1]),C ([0,1])) # L7 (L, ([0,1]),C ([0, 1]))

olur.

Kanit. Bir 6nceki teorem ve Sonug 6.1.4’{in sonucudur. O]
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Son olarak bu boliimde yaptigimiz islerle ilgili olarak bir tablo verecegiz. Her

bir hiicrede sadece egitliklerin gegerli olup olmadigini degil bu tez ¢caligmasindaki

yerlerine (numaralarina) referans verilmigtir.

F ll lq Co C loo C [0, 1] L1 [0, 1] Lq [0, 1]
E q € (1,00) q € (1,00)
h = = = = = = = =
4.2.7 6.1.22 6.1.22 | 6.1.22 | 4.2.4 | 6.1.22 4.2.7 6.1.22
b 4 4 =l =1=] =1 # ”
pe(l,00) | 6.1.13 6.1.13 6.1.23 | 6.1.23 | 4.24 | 6.1.23 | 6.1.16 6.1.16
o " b = | =]=] = | # /
6.1.14 6.1.14 6.1.23 | 6.1.23 | 4.2.4 | 6.1.23 | 6.1.17 6.1.17
c + ; £ =]=] =1 # ;
6.1.14 6.1.14 6.1.24 | 6.1.28 | 4.2.4 | 6.1.28 | 6.1.17 6.1.17
Lo | 2| 2 |22 ]=] %] # .
6.1.13 6.1.13 6.1.24 | 6.1.27 | 4.2.4 | 6.1.29 | 6.1.16 6.1.16
co1 | # ” sl 2 l=] 2] # 4
6.1.15 6.1.15 6.1.24 | 6.1.27 | 424 | 6.1.29 | 6.1.18 6.1.18
Ly [0,1] = = +# = = =
4.2.7 4.2.9 6.1.33 4.2.4 4.2.7 4.2.9
L1 | # / £+ =] 2 | # »
p € (1,00) | 6.1.19 6.1.19 6.1.33 | 6.1.34 | 4.2.4 | 6.1.35 | 6.1.21 6.1.21
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BOLUM 7

UZERINDEKI HER NORM-SINIRLI
OPERATORUN REGULER OLDUGU

BANACH ORGULERI

Bu boliimde A. W. Wickstead’in [18] makalesi temel olarak alinacaktir. A. W.
Wickstead’in ayrilabilir AM-uzaylar i¢in verdigi sira birime sahip olma kogulu
incelenerek iizerinde tanimh olan her norm sinirhh operatoriin regiiler oldugu ay-

rilabilir Banach orgiilerinin nasil karakterize edildigi {izerinde durulacaktir.

7.1 Sonuclar

Teorem 7.1.1 (Abramovich). E bir Banach drgiisi ve L (E) = L" (E) olsun. Bu

durumda E uzayr ya bir AL-uzayina ya da bir AM -uzayina orgt izomorfiktir.

Kanit. E uzay1 ya her n icin [ uzayina orgii izomorfik kapali bir alt uzay igerir
ya da bir n icin icermez. Tk durumda E’ uzayi her n icin ' uzaym icerir boylece
Cartwright-Lotz Teoremden E uzay1l bir AM-uzayna 6rgii izomorfiktir. Ikinci

durumda Orno Teoreminden E uzayi bir AL-uzayina orgii izomorfiktir. O]

Asgagida 6y, ile Kronecker delta fonksiyonunu gosterecegiz (0,,,; m = n ise 1

degilse and 0 degerlerini alir).

Onerme 7.1.2. E bir Banach dryiisi, (fn) fonksiyonelleri E i¢inde orgi ho-

momorfileri ve her m,n € N igin fy, (2,) = Omn olacak sekilde (x,), . € EF
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olsun. O halde her n € N icin fo, (Yn) = Omn ve Y, < x, olacak sekilde ayrik

elemanlardan olusan (y,) C ET dizisi vardar.

oo

Kanit. p :== )

=5 2" |||
n=2 n
boylece yi Lz, 0 < yf < z; ve 0 < z < polur. n > 2 icin y} = 2" ||z,]| 2 Az,

tanimlayalim. y{ = 2, Vp —p, 2z = 11 V p — 21 olsun,

dersek y! < z, olur. m # nise 0 < f,, (y}) < fm(z,) = 0. Her n > 2 igin

fi(x,) =0 ve f; siirekli oldugundan f; (p) = 0 olur, boylece

Al)=filz)V filp)—fAp)=Ff(z)VO—0=f(z) =1

Ayrica

fulp) = Il 1

2 ol 27 [l
ve m 2 2 ise fm(z) = fm(xl) \/fm(p) - fm(xl) = vam<p) -0 = fm(p)7
boylece fun () = 2" [2mll f (2) A fin (y) = 1. Bu durumda fo, (y,) = Gan.

y1 Lz oldugundan her n > 2 igin yi Ly..

Bu adimlar (yTll)ZO:Q dizisi i¢in tekrar ederek yeni bir (yi)zo:2 dizi olusturabi-
liriz ve
fn (4) = Omn (0 > 2)
Yo < Y (02 2)

Y3 Ly (n > 3)

saglanir. n > 2 ise 0 < y2 < y! Lyl ve boylece y2 Ly bulunur. Bu iglemi devam

ettirerek y, =y alinirsa istenilen dizi olugturulmug olur. O]

E bir AM-uzay1 olmak iizere bundan sonra K ile { f € E/, : || f|| < 1} kiimesini

gosterelim.

Onerme 7.1.3. E bir AM-uzay: olmak tizere E uzayinan svra birime sahip olmast
icin gerek yeter kosul O elemaninin 0, (K)\ {0} kimesinin zayif-« kapanisi icinde

olmamasidr.

Kanit. E uzayimin sira birimli bir AM-uzay1 oldugunu varsayalim. O halde Te-
orem 5.3.16’den A, (K) uzay: sira birime sahip bir AM-uzayidir. e ile Ag (K)
uzayinin sira birimini ve ||-||, ile sira birim normunu gosterelim. Hahn-Banach

Teoreminden her 0 # k € 0. (K) elemani i¢in z; (k) = 1 olacak sekilde bir
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z, € E" fonksiyonel vardir. z;, fonksiyonelini K kiimesi iizerine kisitladigimiz
fonksiyonu tekrar x; ile gosterelim (z; := xj|k). Ayrica |zx]|, = 1 oldugunu
varsayalim. Boylece ||z, = inf {\ > 0: |z;| < e} =1 ise e(k) > 1. Boylece 0
elemani 0, (K) \ {0} kiimesinin zayif-+ kapaniginda degildir.

0 elemaninin 0, (K)\{0} kiimesinin zayif-x kapamginda olmadigini varsayalim.
Milman Teoreminden o (9, (K) \ {0}) # K (bu ispatta alinan tiim kapaniglar
zayif” topolojiye gore alinmaktadir). Ayrica 0 eleman o (0. (K) \ {0}) kiimesinin

de elemani degildir: Eger elemani olsaydi
O (K) C @0 (0. (K) \ {0})

ve Krein Milman Teoreminden K C @0 (0, (K)\ {0}) & K celigkisi elde edilirdi,

Dahasi keyfi bir z € K \ {0} aldigimizda tekrar Krein-Milman Teoreminden
T — x olacak sekilde bir (z,),; C @ (0. (K)) ag1 vardir. x # 0 oldugundan do-
lay1 her a € I i¢in z, # 0 oldugunu varsayabiliriz. Béylece x € co (0, (K) \ {0}).

Simdi Kesin Ayirma Teoremini {0} kompakt kiimesi ile ¢o (0, (K) \ {0}) kapal
kiimesi icin kullanalim. O halde E' uzay1 iizerinde dyle zayif-s-siirekli lineer 2’
fonksiyoneli ve o > 0 vardwr ki her £ € K\ {0} = c0 (0. (K)\ {0}) 2/ (k) > «
olur. Ayrica 2’ fonksiyonelini pozitif varsayabiliriz (gerekirse modiil fonksiyoneline
gegerek devam edebiliriz.). o’ = /| dersek 2’ € Ay (K) olur ve y € Ag(K)
alirsak her k € K \ {0} igin

vy < W o < W

bulunur. O halde 2 bir sira birimdir. Boylece ispat tamamlanmig olur. O]

Agagidaki teoremde bir Banach uzayinin ayrilabilir olmasi i¢in gerek yeter
kogul dualinin kapali birim yuvarinin zayif-x topolojive gére metriklenebilir olmasi

gergegini kullanacagiz |6, Theorem 3.34).

Onerme 7.1.4. E uzay: ayrdabilir bir AM - uzays olmak tizere i¢indeki her ayrik
ve pozitif elemanlardan olusan norm swnirl dizi sira sinarly ise B uzayr sira birime

sahiptir.

Kanit. E uzaymin sira birime sahip olmadigim varsayahm. E uzaymi Ag (K)

uzay1 olarak gorebiliriz. F uzayt ayrilabilir oldugundan, K kiimesi iizerindeki
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zayif® topolojiye gore metriklenebilirdir ve E uzay: sira birime sahip olmadigin-
dan 0 eleman1 0, (K) \ {0} kiimesinin kapanigindadir. K kiimesinin metriklene-
bilir olmasindan k, — 0 olacak sekilde terimleri birbirinden farkh k, € 0. (K)
dizisi bulunabilir. Her n € N i¢in F,, = o ({k, : m # n}) kiimelerini tanimlaya-
hm. k, & {kn : m # n} oldugundan k, ¢ 0.F, olur. k, elemanlar1 K kiimesinin
ekstrem noktalari olduklarindan eger F), kiimesinin igindelerse F), iginde ekstrem
nokta olacagindan k, ¢ F,. Béylece {k,} ve F), ayrik kapal iki kiimedir. Onerme
5.3.17den f,|p, =0, fn(k,) =1ve her k € K icin 0 < f,, (k) < 1 olacak gekilde
fn € A(K) fonksiyonlar vardir. 0 € {k,, : m # n} C F, oldugundan f, (0) = 0
ve boylece f, € Ag (K) bulunur.

f — f(k,) operatorleri Ag(K) iizerinde 6rgii homomorfizm ve f, (k) =
Smn oldugundan Onerme 7.1.2 uygulanirsa g, < f, ve gn (km) = Omn olacak
sekilde ayrik pozitif elemanlardan olusan (g,,) C Ay (K) bulunur. (g,,) dizisi norm
sinirhdir. Kabuliimiizden bu dizi i¢in bir e {ist simir1 vardir. O halde her n € N i¢in

e (kn) = gn (kn) = 1 boylece 0 = ¢ (0) = lim e (kn) > 1 celigkisi elde edilir. O

X sayilamaz sonsuz bir kiime olsun ve iizerinde diskret topoloji olsun. O halde
X tizerindeki her reel degerli fonksiyon siireklidir. X, kiimesi ile X kiimesine oo
elemanini ekleyerek olusturdugumuz tek nokta kompaktlagtirmasini gosterelim
ve X kiimesi iizerindeki fonksiyonlarla caligirken X kiimesi {izerindeki fonksi-
yonlarla siireklilik arasindaki iligkiyi go6zoniine aldigimiz durumdan neredeyse cok
uzakta olacagiz. X, kiimesi iizerindeki reel degerli bir fonksiyon siirekli ise bu
fonksiyonun aldigi degerler en fazla sayilabilir eleman icin oo elemaninda aldig
degerden farklh olabilir. oo elemaninin acik komguluklart X kiimesinin kompakt
kiimelerinin tiimleyenleri olduklarimi ve X iizerinde diskret topoloji oldugundan
kompakt kiimelerin sonlu elemanli olduklarini hatirlayalim. Bir f : X, — R
fonksiyonu siirekli ve ¢ = f (co) ise f~*((c —%,c+ 1)) kiimesi her n > 0 igin
oo elemaninin acik bir komsulugudur. O halde X kiimesinin sonlu elemani di-
sindaki her elemanimin f fonksiyonu altindaki goriintiisii (c — %, c+ %) araliginin
icindedir. n — oo limit alirsak en fazla sayilabilir sonsuz elemanin f fonksiyonu
altindaki goriintiisii ¢ noktasindan farkli degerler alir. f € C' (X)) fonksiyonunun

farkh degerlerini (f (z1), f (z2),..., f(00)) seklinde yazarsak f fonksiyonu bir
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dizi olarak goriilebilir. co elemaninin her acik komsulugunda sonlu tane eleman
diginda tiim elemanlar bulunduklarindan bu dizi f (0o0) degerine yakinsar. Ayrica
C' (X&) uzay1 supremum normuna ve noktasal siralamaya sahip oldugunu da goz
oniine alirsak C' (X)) uzay1 ¢ uzayma orgii izometriktir.

Agagidaki teoremde C' (X) uzayinin ayrilabilir olmasi i¢in gerek yeter kogul X

uzayinm metriklenebilir olmast ([17], Onerme 1.17, 5.10) gergegini kullanacagiz.

Teorem 7.1.5. E ayrilabilir bir Banach orgisi olsun. L(E) = L, (E) olmast

wein gerek yeter kosul asagidaki ti¢ durumdan birinin saglanmasidur:
1. F uzayr bir AL-uzaywna drgi izomoriktir,
2. F uzay ¢ vzayimn sonlu ¢carpim uzayina orgi izomorfiktir,
3. E uzayr cy uzayina 6rgi izomorfiktir.

Kanat. (1) durumunda Sonug 4.2.6’da, (2) durumunda Teorem 6.1.27 ve (3) du-
rumunda Teorem 6.1.23 kullanilarak esitligin gecerli oldugu goriilebilir.

Esitlik varsa Teorem 7.1.1’den E uzayimnin bir AL- ya da bir AM-uzayma orgii
izomorfiktir. O halde sadece F uzayimnin AM-uzayina izomorfik oldugu durum ile
ilgilenecegiz. Teorem 5.3.16’da oldugu gibi £ uzaymi A, (K) uzayma oérgii izomor-
fik olarak gorecegiz. f € Ay (K)" ve € > 0 olmak fizere 9, (K) \ {0} kiimesinin
Pic = {k€0.K: f(k)>e} 0.(K)\ {0} acik kiimelerini géz éniine alalm. 1k
olarak tiim bu kiimelerin sonlu oldugunu varsayalim. K kiimesi {izerindeki metrik
topoloji ile ¢aligirak Py kiimesinin her elemaninin izole noktasi oldugu goriilebi-
lir. Dahas1 Py, kiimelerinin hepsinin birlegimi 0, (K) \ {0} kiimesidir ¢iinkii her
f pozitif i¢in f (k) = 0 ise her f i¢in f (k) = 0 olur, buradan da k& = 0 bulunur.
Boylece 0. (K) diskret topolojik uzay olur. E uzay: sira birime sahip degilse 0
bir yigilma noktasi olur. Ayrica sifirdan farklh bir yigilma noktasi yoktur, eger
sifirdan farkl bir [ y1gilma noktasi olsa f (1) > 0 olacak sekilde f > 0 alrsak son-
suz k € 0. (K) \ {0} elemani i¢in de f (k) > 0 bulunur. O halde 0, (K) uzay1 N
uzayinin tek nokta kompaktlastirmasi olarak goriilebilir. Ozellikle 0, (K) kiimesi
kapali oldugundan K Bauer simpleks ve Sonug 5.3.15’ten A (K) uzay1 C (0. (K))
uzayma dolayisiyla ¢ uzayma orgii izomorfik olur. Béylece Ag (K) yani E uzayi

co uzayina Orgii izomorfiktir.
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E uzay1 sira birime sahip degil ve bir Py, kiimesi sonsuz elemana sahip olsun.
Burada bir e € A (K) eleman: i¢in {k € 0. (K) : e (k) > 1} kiimesinin sonsuz
elemanli oldugunu varsayabiliriz. K kiimesinin kompaktligini ve metriklenebilir
olmasimi kullanarak her n € N i¢in e (k,) > 1, k, — k € K ve k, # k ola-
cak sekilde 0, (K) kiimesinde terimleri birbirinden farkh bir (ky,),, . dizisi vardur.
Onerme 7.1.4’den E7 i¢inde norm smirli bir (z,,) dizisi vardir ki sira sinirh degil-

dir. Bir T' € L (Ap (K)) lineer smirl operatoriinii

Tf = i (f (k) — £ (k) 2.

seklinde tanimlayalim. Kabuliimiizden U > T, 0 olacak sekilde bir U € £ (A (K))
alalim. Onerme 5.3.17°den her n € N icin f, (k,) = 1 ve f,, (k) = 0 olacak sekilde
fn € Ay (K)7 fonksiyonlar: vardir. Ay (K) uzay! iizerindeki érgii islemleri noktasal
oldugundan g, = f, A e dersek g, (k,) = 1 ve g, (k) = 0 bulunur. Boylece her
n € N i¢in

Ue>Ugu> Y (gn () = gn (k) 5 >

m=1

buluruz, bu ise (z,) dizisinin sira sinirli olmamasiyla celigir.

Sadece £ AM-uzayinin sira birime sahip oldugu durumu incelemek kalir ki bu
durumda F uzay: bir C' (X)) uzayma orgii izometriktir. Eger X sonlu ise, F uzay1
sonlu boyutludur ve béylece bir AL-uzayina 6rgii izometriktir. X sonsuz elemanl
terimleri birbirinden farkh yakinsak bir alt dizi igerir boylece Teorem 6.1.30’dan

(2) durumunu elde ederiz.
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