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Özet

ÜZER�NDE TANIMLI HER NORM-SINIRLI OPERATÖRÜN

REGÜLER OLDU�U BANACH ÖRGÜLER�

DO�AN, Nazl�

Yüksek Lisans Tezi, Matematik-Bilgisayar Bölümü

Tez Dan�³man�: Doç. Dr. Mert ÇA�LAR

Temmuz 2013, 113 sayfa

Bu tez çal�³mas� A. A. Wickstead'in Separable Banach lattices on which every

linear operator is regular ba³l�kl� makalesine [18] dayanmakta ve yedi bölüm-

den olu³maktad�r. �kinci bölümde Boole cebiri teorisi detayl� olarak çal�³�lm�³-

t�r. Üçüncü bölümde Riesz uzaylar� tan�t�lm�³, bu çal�³ma içerisinde kullan�lan

özelliklerine de§inilmi³, ve bir Riesz uzay�n�n evrensel tamlan�³� detaylar�yla ka-

rakterize edilmi³tir. Dördüncü bölümde Banach örgüleri tan�t�lm�³, bu çal�³ma

içerisinde kullan�lan özelliklerine de§inilmi³, ve Banach örgüleri üzerinde tan�ml�

regüler operatörler ile norm-s�n�rl� operatörler aras�ndaki ili³ki tan�t�lm�³t�r. Be-

³inci bölümde yerel konveks uzaylar�n kompakt konveks alt kümelerinde tan�ml�

reel de§erli fonksiyon s�n��ar�yla ilgilenilmi³ ve bölümün sonunda a�n fonksiyonlar

ile AM -uzaylar�n�n bir karakterizasyonu verilmi³tir. Alt�nc� bölümde Fonksiyonel

Analizde kar³�la³�lan klâsik uzaylarda regüler operatörler ile norm-s�n�rl� opera-

törler aras�ndaki ili³ki incelenmi³tir. Son bölümde, A. W. Wickstead'in ayr�labilir

AM -uzaylar�n�n s�ra-birime sahip olmas�yla ilgili bir karakterizasyonu incelene-

rek üzerinde tan�ml� olan her norm-s�n�rl� operatörün regüler oldu§u ayr�labilir

Banach örgülerinin karakterizasyonu üzerinde durulmu³tur.

ANAHTAR KEL�MELER: Banach örgüsü, regüler operatör, evrensel tamlan�³, simp-

leks, a�n fonksiyon.
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Abstract

BANACH LATTICES ON WHICH EVERY

NORM-BOUNDED OPERATOR IS REGULAR

DO�AN, Nazl�

M.Sc. Thesis, Department of Mathematics and Computer Science

Supervisor: Assoc. Prof. Mert ÇA�LAR

July 2013, 113 pages

This thesis, based on the paper entitled Separable Banach lattices on which every

linear operator is regular by A. A. Wickstead [18], consists of seven chapters.

Chapter two provides a detailed study of the theory of Boolean algebras. In

chapter three, having introduced Riesz spaces, properties of them used in the

thesis are given, and the universal completion of a Riesz space is characterized.

The purpose of chapter four is to introduce Banach lattices along with their

properties that are necessary throughout, and examine the relationships between

norm-bounded and regular operators. Chapter �ve deals with several classes of

real-valued functions on compact convex subsets of locally convex spaces and

contains a characterization of AM -spaces by a�ne functions in its �nal part.

The subject matter of chapter six is the relationship between regular and norm-

bounded operators on the classical spaces of Functional Analysis. In the �nal

chapter, a characterization of separable AM -spaces to have an order-unit given

by A. W. Wickstead is thoroughly studied, and the problem of characterizing

separable Banach lattices on which every norm-bounded operator is regular is

discussed.

KEYWORDS: Banach lattice, regular operator, universal completion, a�ne func-

tion, simplex.
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Bölüm 1

g
�r
�³

Genel operatör teorisi içinde özel ve önemli bir yeri olan pozitif operatörler te-

orisi çal�³�lmaya ba³land�§�ndan bu yana, bir E Banach örgüsünden bir ba³ka F

Banach örgüsüne giden tüm norm-s�n�rl� operatörlerin hangi ko³ullar alt�nda iki

pozitif operatörün fark� ³eklinde yaz�labilece§i problemi do§al olarak gündeme

gelmi³ ve bu problemi merkeze alan birçok çal�³ma yap�lm�³t�r. Bu tez çal�³ma-

s�nda, sözü edilen problemin önemli bir özel durumu incelenmektedir.

E ve F Banach örgüleri olmak üzere, E uzay�ndan F uzay�na giden ve iki

pozitif operatörün fark� olarak yaz�labilen (di§er bir deyi³le, regüler olan) ope-

ratörlerin vektör uzay� Lr (E,F ) ile, tüm norm-s�n�rl� operatörlerin vektör uzay�

ise L (E,F ) ile gösterildi§inde, Lr (E,F ) uzay�n�n L (E,F ) uzay�n�n bir alt uzay�

oldu§u hemen görülür. Bu iki uzay, genel olarak, birbirinden farkl�d�r. Lr (E,F )

uzay� ile L (E,F ) uzay� aras�ndaki ili³ki incelenmek istendi§inde, hangi ko³ul-

lar alt�nda her norm-s�n�rl� operatörün regüler oldu§u, ve bu özellik sa§land�-

§�nda operatör normu ile Lr (E,F ) uzay� üzerinde tan�mlanan r-normunun ne

zaman birbirlerine e³it olduklar� biçiminde iki temel problemle kar³�la³�l�r. E§er

L (E,F ) = Lr (E,F ) oluyorsa ve her operatörün operatör normu ile r-normu ile

birbirlerine e³itse, Lr (E,F ) ≡ L (E,F ) ³eklinde gösterelim.

1974 y�l�nda Fremlin taraf�ndan, Lr (E, l1) = L (E, l1) e³itli§i var ise E uza-

y�n�n bir AL-uzay�na izomor�k oldu§u gösterilmi³tir. 1975 y�l�nda Cartwright ve

Lotz, Fremlin'in sonucunu geli³tirerek, Lr (E,F ) = L (E,F ) e³itli§i var ve F

(E
′
) uzay� bir lp uzay�na örgü izomor�k alt uzaya sahip ise E (F ) uzay�n�n bir

AL- (AM -) uzay�na örgü izomor�k oldu§unu kan�tlam�³lard�r. Ayn� makalede,

Lr (E,F ) = L (E,F ) e³itli§i varsa E uzay�n�n bir AL- uzay�na, F uzay�n�n da bir

1



AM -uzay�na örgü izomor�k olmas� gerekti§i sav� ortaya at�lm�³t�r; ancak 1977'de

Yuri Abramovich, Lr (E,F ) = L (E,F ) e³itli§ini sa§layan bir AL-uzay�na örgü

izometrik olmayan bir E uzay� ve bir AM -uzay�na örgü izomor�k olmayan bir F

uzay� kurarak, bu sav�n gerçeklenmeyece§ini göstermi³tir. Yine ayn� eserde, e§er

Lr (E) = L (E) ise E uzay�n�n ya bir AL-uzay�na ya da bir AM -uzay�na örgü

izometrik oldu§u gösterilmi³tir. Keyfî bir E AL-uzay� için Lr (E) = L (E) e³itli§i

sa§lanmas�na ra§men, Lr (E) = L (E) e³itli§inin sa§lanmad�§� E AM -uzaylar�

mevcuttur. 2011 y�l�nda Wickstead tam olarak hangi AM -uzaylar�n�n bu e³itli§in

sa§land�§�n� göstermeye çal�³m�³ ve ayr�labilir Banach örgüleri için ilgili problemi

çözmü³tür.
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Bölüm 2

k�smî s�ralama ve örgüler

Bu bölümde da§�lma özelli§ine sahip örgüler özellikle Boole cebirleri üzerinde

daha sonra kullanaca§�m�z çe³itli tan�mlar ve teoremler verilecektir. Stone Gös-

terili³ Teoremi verilecek ve da§�lma özelli§ine sahip bir örgünün Stone uzay� üze-

rinde kabuk-çekirdek topolojisi kurulacakt�r. Kabuk-çekirdek topolojisinin önemli

topolojik özellikleri ara³t�r�lacakt�r. Daha fazla bilgi için [11] kayna§�na ba³vuru-

labilir.

2.1 Da§�lma Özelli§ine Sahip Örgüler

X bo³tan farkl� bir küme olsun. Bütün (x, y) (x, y ∈ X) s�ral� ikililerinin kümesine

X'in kendisiyle kartezyen çarp�m� denir ve X ×X ile gösterilir. X ×X kartezyen

çarp�m�n�n bo³tan farkl� bir alt kümesine X kümesi üzerinde bir ba§�nt� denir

ve genellikle bir ba§�nt� R ile ve ba§�nt�n�n elemanlar� da xRy ile gösterilir. �yi

bilinen ba§�nt�lardan birisi denklik ba§�nt�s�d�r ; bir R ba§�nt�s�

(i) xRy ve yRz iken xRz (geçi³me),

(ii) her x ∈ X için xRx (yans�ma),

(iii) xRy iken yRx (simetri),

özelliklerine sahipse R ba§�nt�s�na denklik ba§�nt�s� denir. Bir di§er iyi bilinen

ba§�nt� ise k�smi s�ralamad�r ; bir R ba§�nt�s�

(i) xRy ve yRz iken xRz,

3



(ii) her x ∈ X için xRx,

(iii) xRy ve yRx iken x = y (ters simetri),

özelliklerine sahipse R ba§�nt�s�na k�smi s�ralama denir. X üzerindeki bir R k�smi

s�ralama ba§�nt�s�n�n xRy elemanlar�n� genellikle x ≤ y (ya da, denk olarak y ≥ x)

³eklinde yazaca§�z. Key� x, y ∈ X elemanlar�na ya x ≤ y ya da y ≤ x gerçekleni-

yorsa kar³�la³t�r�labilir, ne x ≤ y ne de y ≤ x gerçeklenmiyorsa kar³�la³t�r�lamaz

denir. E§er X kümesinin bütün elemanlar� kar³�la³t�r�labilir ise bu k�smi s�ralama

ba§�nt�s�na lineer s�ralama denir.

X k�smi s�ral� bir küme olmak üzere X kümesi üzerindeki k�smi s�ralamay�

bo³tan farkl� her Y ⊂ X alt kümesi üzerine indirebiliriz, e§er Y kümesi indirdi§i-

miz k�smi s�ralamaya göre lineer s�ral� ise Y kümesine X kümesi içinde bir zincir

denir.

X k�smi s�ral� bir küme ve Y ⊂ X bo³tan farkl� olsun. Bir x0 ∈ X eleman�

her y ∈ Y için x0 ≥ y sa§l�yorsa x0 eleman�na Y kümesinin bir üst s�n�r� denir.

Y kümesinin bir x0 üst s�n�r� di§er tüm üst s�n�rlar�ndan küçükse, yani key� üst

s�n�r x′0 için x0 ≤ x′0 sa§l�yorsa, x0 eleman�na Y kümesinin en küçük üst s�n�r�

veya supremumu denir ve x0 = supY veya x0 = sup {y : y ∈ Y } ile gösterilir.

Ayr�ca bir kümenin supremumu tek türlü belirlidir, e§er x0 ve x
′
0 bir Y kümesinin

supremumlar� olsayd� x0 ≤ x′0 ve x
′
0 ≤ x0 oldu§undan x0 = x′0 bulunurdu. Benzer

³ekilde bir kümenin alt s�n�r�, en büyük alt s�n�r� ve in�mumu tan�mlan�r ve bir

Y kümesinin in�mumu inf Y = inf {y : y ∈ Y } ile gösterilir.

X k�smi s�ral� bir küme ve x0 ∈ X olmak üzere x ∈ X ve x0 ≤ x iken

x0 = x ise x0 eleman�na maksimal eleman denir (x0 maksimal eleman�n her x ∈ X

eleman�ndan büyük olmas� gerekmez). Bir x0 ∈ X eleman� her x ∈ X için x0 ≥ x

sa§l�yorsa x0 eleman�na X kümesinin en büyük eleman� denir ve ayn� zamanda

x0 eleman� tek maksimal elemand�r. Fakat X k�smi s�ral� kümesi tek maksimal

elemana sahip olsa bile bu eleman�n en büyük eleman olmas� gerekmez. Minimal

eleman ve en küçük eleman tan�mlar� benzer ³ekilde verilir.

�yi bilinen ve s�kça kullan�lacak Zorn Lemmas�n� verelim.

Zorn Lemmas�: X k�smi s�ral� bir küme olmak üzere X kümesi içindeki her

zincirin bir üst s�n�r� varsa, X kümesi en az bir maksimal elemana sahiptir.
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Tan�m 2.1.1. X k�smi s�ral� bir küme olsun.

(i) E§er X kümesinin bo³tan farkl� her alt kümesinin supremumu ve in�mumu

varsa X kümesine s�ra tam denir.

(ii) E§er X kümesinin bo³tan farkl� üstten s�n�rl� (alttan s�n�rl�) her alt küme-

sinin supremumu (in�mumu) varsa X kümesine Dedekind tam denir.

(iii) E§er X kümesinin bo³tan farkl� üstten s�n�rl� (alttan s�n�rl�) say�labilir her

alt kümesinin supremumu (in�mumu) varsa X kümesine Dedekind σ-tam

denir.

(iv) E§er X kümesinin iki elemanl� her alt kümesinin supremumu ve in�mumu

varsa X kümesine örgü denir.

Bir X örgüsünde x, y ∈ X olmak üzere x ve y elemanlar�ndan olu³an küme-

nin supremumunu sup (x, y) veya x ∨ y ile gösterece§iz. Benzer ³ekilde x ve y

elemanlar�ndan olu³an kümenin in�mumunu inf (x, y) veya x ∧ y ile gösterece-

§iz. �ndüksiyon ile bir örgü içindeki sonlu her kümenin supremumu ve in�mumu

oldu§unu da söylebiliriz ve sonlu bir {x1, . . . , xn} kümesinin supremumunu ve in-

�mumunu s�ras�yla sup {x1, . . . , xn} ( x1 ∨ . . .∨ xn veya
n_
i=1

xi) ve inf {x1, . . . , xn}

( x1 ∧ . . . ∧ xn veya
n̂

i=1

xi) ile gösterece§iz.

Tan�m 2.1.2. Bir X örgüsünde her x, y, z ∈ X için

x ∧ (y ∨ z) = (x ∨ y) ∧ (x ∨ z)

oluyorsa da§�lma özelli§ine sahiptir denir.

Tan�mdaki supremum ve in�mumun yerlerini de§i³tirebiliriz, yani bir X örgüsü-

nün da§�lma özelli§ine sahip olmas� için gerek yeter ko³ul her x, y, z ∈ X için

x ∨ (y ∧ z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z)

olmas�d�r.

Bir X örgüsü en küçük ve(veya) en büyük elemana sahip ise bu elemanlar�

s�ras�yla θ ve e ile gösterece§iz. X da§�lma özelli§ine sahip, en küçük ve en büyük

5



eleman� olan bir örgü olmak üzere x, x′ ∈ X elemanlar� için x∧x′ = θ ve x∨x′ = e

sa§lan�yorsa x′ eleman�na x eleman�n�n tümleyeni denir. Bu durumda x eleman�

da x′ eleman�n�n tümleyenidir.

Teorem 2.1.3. X da§�lma özelli§ine sahip, en küçük ve en büyük eleman� olan

bir örgü olmak üzere e§er bir x ∈ X eleman�n tümleyeni varsa tek türlü belirlidir,

di§er bir deyi³le her eleman�n en fazla bir tümleyeni vard�r.

Kan�t. Bir x ∈ X eleman�n�n x′ ve x∗ gibi iki tümleyeni oldu§unu varsayal�m. O

halde

x∗ = x∗ ∨ θ = x∗ ∨ (x ∧ x∗) = (x∗ ∨ x) ∧ (x∗ ∨ x′) = e ∧ (x∗ ∨ x′) = (x∗ ∨ x′) .

Benzer ³ekilde x′ = (x∗ ∨ x′) elde edilir. Sonuç olarak x′ = x∗ bulunur.

2.2 Boole Cebiri ve Boole Halkas�

Da§�lma özelli§ine sahip, en küçük, en büyük eleman� olan ve her eleman�n tüm-

leyene sahip oldu§u örgüler Boole cebiri olarak adland�r�l�r.

Teorem 2.2.1. X bir Boole cebiri, x, y ∈ X ve x ≤ y olmak üzere

Xx,y = {z ∈ X : x ≤ z ≤ y}

kümesi de X üzerinde s�ralamay� üzerine indirdi§imizde bir Boole cebiridir ve bu

Boole cebirinin en küçük eleman� x ve en büyük eleman� y'dir.

Kan�t. X Boole cebirinin en büyük eleman�n� e, en küçük eleman�n� θ ile göste-

relim. X üzerinde s�ralamay� Xx,y üzerine indirdi§imizde Xx,y kümesinin da§�lma

özelli§ine sahip bir örgü oldu§u aç�kt�r. �imdi Xx,y kümesindeki her z ∈ Xx,y

eleman�n Xx,y içinde tümleyeninin oldu§unu gösterelim. z eleman�n X kümesi

içindeki tümleyenini z′ ile gösterelim. z∗ = (z′ ∧ y) ∨ x dersek

z ∧ z∗ = z ∧ {(z′ ∧ y) ∨ x} = {z ∧ (z′ ∧ y)} ∨ (z ∧ x) = θ ∨ x = x,

z ∨ z∗ = z ∨ (z′ ∧ y) ∨ x = z ∨ (z′ ∧ y) = (z ∨ z′) ∧ (z ∨ y) = e ∧ y = y

6



bulunur, bu ise z∗ eleman�n z eleman�n�nXx,y kümesi içindeki tümleyeni oldu§unu

söyler.

X en küçük elemana sahip bir örgü ve x, y ∈ X olmak üzere x ∧ y = θ ise

x ve y elemanlar�na dik veya ayr�k denir. Bo³tan farkl� U ⊂ X kümesinin her

iki eleman� ayr�k ise U kümesine ayr�k denir. Bo³tan farkl� bir Y ⊂ X kümesinin

bütün elemanlar�na dik olan elemanlar�n kümesine ayr�k tümleyen denir ve

Y d := {x ∈ X : x ∧ y = θ ∀y ∈ Y }

ile gösterilir.

X bir Boole cebiri olmak üzere bo³tan farkl� bir I ⊂ X kümesi

x, y ∈ I ⇒ x ∨ y ∈ I ve x ∈ I, y ≤ x⇒ y ∈ I

özelliklerine sahipse I kümesine ideal denir. {θ} kümesi bir idealdir. Ayr�ca bo³-

tan farkl� Y ⊂ X alt kümesinin ayr�k tümleyeni de bir idealdir. Bir I idealinin

her alt kümesinin X içinde supremumu var ve bu supremum I idealinin eleman�

ise I idealine bant denir. �deal ve bant tan�mlar�ndan, ideallerin (bantlar�n) ke-

si³imlerinin ideal (bant) oldu§unu söyleyebiliriz. Ayr�ca bo³tan farkl� bir D ⊂ X

kümesini kapsayan ideallerin kesi³imine D kümesi taraf�ndan üretilen ideal denir.

Benzer ³ekilde D kümesi taraf�ndan üretilen bant D kümesini kapsayan bantlar�n

kesi³imidir.

X bo³tan farkl� bir küme ve Γ, X kümesinin alt kümelerinin bir toplulu§u

olmak üzere her A,B ∈ Γ için A∪B ∈ Γ ve A\B ∈ Γ sa§lan�yorsa Γ toplulu§una

bir halka denir. Tan�mdan da kolayca görülece§i gibi Γ toplulu§u sonlu birle³im ve

kesi³im alt�nda kapal�d�r. Γ toplulu§u içerme ba§�nt�s�yla k�smi s�ral�d�r. Aç�kça

görülece§i gibi da§�lma özelli§ine sahip, en küçük eleman olarak bo³ kümeyi içeren

bir örgüdür. E§er X kümesinin kendisi Γ toplulu§unun eleman� ise Γ kümesine

cebir denir. Bu durumda Γ en büyük eleman� X olan bir Boole cebiridir ve her

A ∈ Γ için X \A kümesi da§�lma özelli§ine sahip yap�lar içinde verilen tümleyen

tan�m�na göre A kümesinin tümleyenidir.

X bir Boole cebiri olsun. B,E ⊂ X olmak üzere her 0 < b ∈ B için 0 < x ≤ b

olacak ³ekilde x ∈ E varsa E kümesi B kümesini minorize ediyor denir ve E
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kümesine B kümesinin minorant� denir. Bo³tan farkl� bir M ⊂ X kümesinin üst

s�n�rlar�n�n kümesini u.b. (M) ile gösterelim.

Bir Boole cebirinin ayr�k bir alt kümesine ters zincir diyelim.

Teorem 2.2.2. (Tüketme Prensibi) X bir Boole cebiri ve M ⊂ X bo³tan farkl�

bir alt küme olsun. Bir E ⊂ X kümesi M kümesi taraf�ndan üretilen B band�n�

minorize etsin. Bu durumda öyle bir E0 ⊂ E ters zinciri vard�r ki u.b. (E0) =

u.b. (M) ve her x ∈ E0 için öyle bir y ∈M vard�r ki x ≤ y sa§lan�r.

Kan�t. U ile a³a§�daki ko³ullar� sa§layan tüm A ters zincirlerinin kümesini göste-

relim:

(a) A ⊂ E, (b) her x ∈ A öyle bir y ∈M vard�r ki x ≤ y sa§lan�r.

E§er θ 6= y ∈ M eleman� varsa minorant olma ko³ulundan y ≥ x olacak ³ekilde

θ 6= x ∈ E eleman� vard�r. Böylece {x} ∈ U bulunur ki bu durumda U bo³tan

farkl�d�r. U içerme ba§�nt�yla s�ral� bir kümedir ve Zorn Lemmas�n�n ko³ullar�n�

sa§lar. O halde U bir maksimal elemana sahiptir, bu maksimal eleman� E0 ile

gösterelim. U toplulu§unun tan�m�ndaki (b) ko³ulundan u.b. (M) ⊂ u.b. (E0) bu-

lunur. Özellikle u.b. (E0) = {e} ise ispat tamamlan�r.

Ters kapsamay� göstermek için öyle bir e 6= b0 ∈ u.b. (E0) eleman�n u.b. (M)

kümesinde olmad�§�n� varsayal�m. O zaman öyle bir x ∈ M eleman� vard�r ki

x0 := b
′
0 ∧ x 6= θ. Minorant olma ko³ulundan, öyle bir y ∈ E eleman� için θ <

y ≤ x0 sa§lan�r. Böylece E0 ∪ {y} ∈ U bulunur ki bu ise E0 kümesinin maksimal

olmas�yla çeli³ir. O halde u.b. (E0) ⊂ u.b. (M) bulunur.

Lemma 2.2.3. En küçük üst s�n�ra sahip olan bo³tan farkl� her M ⊂ X kümesi

için öyle bir A ⊂ X ters zinciri vard�r ki supA = supM ve her x ∈ A eleman�

için x ≤ y sa§layan öyle bir y ∈M bulabiliriz.

Kan�t. E :=
[
y∈M

[θ, y] kümesi M için minorant al�n�r ve yukar�daki lemma kulla-

n�l�rsa istenilen elde edilir.

Sonuç 2.2.4. Bir Boole cebirinin tam olmas� için gerek yeter ko³ul her ters zin-

cirin supremuma sahip olmas�d�r.
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X da§�lma özelli§ine sahip ve en küçük eleman� θ olan bir örgü olsun. Key�

x ∈ X eleman� için;

{y ∈ X : θ ≤ y ≤ x}

kümesini Xθ,x ile gösterelim ve Xθ,x kümesine X örgüsünün bir ba³lang�ç par-

ças� denir. Her x ∈ X için Xθ,x ba³lang�ç parçalar�n�n bir Boole cebiri oldu§unu

varsayal�m, yani y ≤ x sa§layan key� iki x, y ∈ X eleman� için öyle bir z ∈ X

vard�r ki z ∧ y = θ ve z ∨ y = x sa§lan�r. Bulunan z eleman� y eleman�n�n x

eleman�na göre tümleyeni olarak adland�r�l�r. Buradaki z eleman� için z = x	 y

notasyonunu kullanal�m. Aç�kt�r ki x	 y = θ olmas� için gerek yeter ko³ul x = y

olmas�d�r. Bu ³ekilde X üzerinde toplama ve çarpma i³lemi tan�mlayabiliriz öyle

ki bu i³lemlere göre X baz� ek özellikleri olan de§i³meli bir halka olur. �³lemler,

x+ y toplam� x∧ y eleman�n�n x∨ y eleman�na göre tümleyeni, xy çarp�m� x∧ y

olarak tan�mlan�r. Bu i³lemlere göre X de§i³meli bir halka olur (daha fazla bilgi

için, [11] s.8). X örgüsünün en küçük eleman� θ bu halkan�n s�f�r eleman� olur

yani her x ∈ X için x+ θ = x. Genelde bu halkan�n birim eleman� yoktur, e§er X

bir Boole cebiri ise, o zaman en büyük eleman� e bu halka için birim eleman olur.

Ayr�ca bu halkan�n ek ba³ka özellikleri de vard�r; her eleman e³güçlü(idempotent)

elemand�r yani her x ∈ X için x2 = x, ayr�ca her x ∈ X için x + x = θ yani

x = −x sa§lan�r.

Do§al olarak bir R Boole halkas�n�n da§�lma özelli§ine sahip, θ en küçük

eleman, her Rθ,x ba³lang�ç parças�n�n Boole cebiri olacak ³ekilde bir k�smi s�rala-

maya sahip olup olmad�§� ve böyle bir örgü yap�s�ndan elde edilecek olan Boole

halkas�n�n ba³lang�çtaki Boole halkas� olup olmad�§� sorusu soruldu. Bir R Boole

halkas� verildi§inde xy = x ise x ≤ y diyelim. Bu tan�mlaman�n bir k�smi s�ra-

lama oldu§u ve R Boole halkas�n�n da§�lma özelli§ine sahip oldu§unu, θ en küçük

eleman� oldu§unu görmek kolayd�r. x ve y elemanlar�n�n in�mumu xy eleman� ve

supremumu x + y + xy eleman�d�r. Gerçekten z = x + y + xy dersek xz = x ve

yz = y oldu§undan z eleman� x ve y elemanlar� için bir üst s�n�rd�r. z′ eleman� x

ve y elemanlar� için bir ba³ka üst s�n�r olsa

zz′ = xz′ + yz′ + xyz′ = x+ y + xy = z,
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ve böylece z ≤ z′ elde edilir. Bu ise z = x+y+xy eleman�n�n supremum oldu§unu

gösterir. θ ≤ y ≤ x olmak üzere x + y eleman� y eleman�n�n x eleman�na göre

Rθ,x içindeki tümleyenidir, böylece Rθ,x bir Boole cebiridir. O halde R Boole hal-

kas� istenilen özellikleri sa§layan bir k�smi s�ralamaya sahiptir. Bu Boole halkas�

yap�s�ndaki k�smi s�ralamadan türetilen çarpma i³lemi xy = x ∧ y ba³lang�çtaki

çarpma i³lemidir ve x ve y elemanlar�n�n toplam� xy eleman�n�n x∨y = x+y+xy

eleman�na göre tümleyenidir, yani toplam x+ y + xy + xy = x+ y ba³lang�çtaki

Boole halkas� üzerideki toplamad�r. Bu ³ekilde s�ral� bir Boole halkas� yap�s� elde

ederiz.

2.3 Asal �dealler ve Stone Gösterili³ Teoremi

X da§�lma özelli§ine ve θ en küçük eleman�na sahip bir örgü olsun. Bir Z ⊆ X

kümesi

• zl, z2 ∈ Z iken z1 ∨ z2 ∈ Z,

• z ∈ Z olmak üzere z
′ ≤ z sa§layan her z

′ ∈ Z ,

özelliklerine sahipse Z kümesine ideal denir. X kümesinin kendisinden farkl� ide-

allerine has ideal diyece§iz. Bir P idealinde x∧y ∈ P sa§layan x, y ∈ X elemanlar�

için ya x ∈ P ya da y ∈ P oluyorsa P idealine asal ideal denir. I bir ideal ve M

bir asal ideal olmak üzere I ⊂ M ′ ⊂ M sa§layan her M ′ asal ideal için M ′ = M

oluyorsaM asal idealine I idealine göre minimal asal ideal denir. BirM ideali {θ}

idealine göre minimal ise k�saca minimal asal ideal denir. X içindeki tüm has asal

ideallerin toplulu§unu P ile, tüm has minimal ideallerin kümesini M ile ve bir

eleman� içermemeye göre maksimal olan Q ideallerinin kümesini Q ile gösterelim

(Q = {Q : ∃x ∈ X 3 x /∈ I, I ideali için I ⊆ Q}).

Teorem 2.3.1. (i) Bir P idealinin asal olmas� için gerek yeter ko³ul A∩B ⊂ P

sa§layan her A,B idealleri için A ⊂ P veya B ⊂ P olmas�d�r.

(ii) x0 ∈ X ve P ⊂ X ideali x0 eleman�n� içermemeye göre maksimal, yani

Q ⊃ P ve x0 /∈ Q ise Q = P , ise P ideali asald�r.

(iii) Her maksimal ideal asald�r.
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Kan�t. (i) P bir asal ideal ve A,B ⊂ X idealleri için A∩B ⊂ P olsun. Ne A ⊂ P

ne de B ⊂ P olmazsa öyle x ∈ A ve y ∈ B vard�r ki ne x eleman� ne de y eleman�

P idealinin eleman�d�r. Öte yandan x ∧ y ∈ A ∩B ⊂ P ve P asal oldu§undan ya

x ∈ P ya da y ∈ P olur. Bu ise çeli³kidir. Böylece A ⊂ P veya B ⊂ P bulunur.

Tersine, P ideali her A∩B ⊂ P olan A,B ⊂ X idealleri için A ⊂ P veya B ⊂

P özelli§ine sahip olsun. x ∧ y ∈ P iken x ∈ P veya y ∈ P oldu§unu gösterelim.

Bunun için A ve B ile s�ras�yla x ve y taraf�ndan üretilen idealleri gösterelim,

yani A = {z : z ≤ x} ve B = {z : z ≤ y} olsun. O halde A ∩B = {z : z ≤ x ∧ y}

olur ve böylece x∧y ∈ P oldu§undan A∩B ⊂ P bulunur. Kabulümüzden A ⊂ P

veya B ⊂ P bulunur, yani ya x ∈ P ya da y ∈ P .

(ii) x0 ∈ X ve P ideali x0 eleman�n� içermeme özelli§ine göre maksimal olsun.

E§er P asal de§ilse öyle y, z ∈ X \ P elemanlar� vard�r ki y ∧ z ∈ P sa§lan�r.

P ∪{y} taraf�ndan üretilen ideal x0 eleman�n� içerir, böylece öyle p1 ∈ P ve y1 ≤ y

vard�r ki x0 = p1∨y1 ³eklindedir. Benzer ³ekilde, P ∪{z} taraf�ndan üretilen ideal

x0 eleman�n� içerir, böylece p2 ∈ P ve z1 ≤ z vard�r ki x0 = p2 ∨ z1 ³eklindedir.

p3 = p1 ∨ p2 dersek x0 ≤ p3 ∨ y1, x0 ≤ p3 ∨ z1 ve x0 ≤ (p3 ∨ y1) ∧ (p3 ∨ z1) =

p3 ∧ (y1 ∨ z1) ∈ P , böylece x0 ∈ P bulunur ki bu ise hipotez ile çeli³ir.

(iii) P bir maksimal ideal ve x0 ∈ X \P ise P , x0 eleman�n� içermeme ba§�nt�s�na

göre maksimal oldu§undan (ii) ³�kk�ndan P asal ideal bulunur.

Teorem 2.3.2. I bir ideal ve x0 /∈ I verildi§inde öyle bir P ⊃ I ideali vard�r ki P

ideali x0 eleman�n� içermeme özelli§ine göre maksimaldir. Bir önceki teoremden

P ideali asald�r. Böylece, key� bir I ideali için

I =
\
{ P ∈P : P ⊃ I }

bulunur. Özel olarak,

{θ} =
\
{P : P asal ideal }

olur.

Kan�t. I idealini içeren x0 eleman�n� içermeyen ideallerin kümesi içerme ba§�nt�-

s�na göre k�smi s�ral�d�r. Ayr�ca bu küme içindeki her zincir bir üst s�n�ra sahiptir

(zincirdeki elemanlar�n birle³imi üst s�n�r olarak al�nabilir). Böylece küme bir

maksimal elemana sahiptir, yani öyle bir P ⊃ I ideali vard�r ki P , x0 eleman�n�

içermeme özelli§ine göre maksimaldir. Ayr�ca önceki teoremden P asald�r.
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S ⊂ X ve θ /∈ S olmak üzere x, y ∈ S iken x∧y ∈ S ise S kümesine ast alt örgü

denir. x0 6= θ ald�§�m�zda y ≥ x0 elemanlar�n�n kümesi bir ast alt örgüdür. Bo³

kümede bir ast alt örgüdür. Aç�kça görülece§i gibi bir P asal idealinin küme teorik

tümleyeni S = X \ P bir ast alt örgüdür ve x ∈ S ve y ≥ x ise y ∈ S özelli§ine

sahiptir. Tersine, S bir ast alt örgü olmak üzere küme teorik tümleyeninin S ′ =

X \ S bir ideal olmas� gerekmez. Ancak, bir P ideali için S = X \ P bir ast alt

örgü ise P ideali asald�r.

Bir ast alt örgü ba³ka bir ast alt örgü taraf�ndan has alt küme olarak içerilmi-

yorsa maksimal denir. Bir S ast alt örgüsü verildi§inde S ast alt örgüsünü içeren

bütün ast alt örgülerin kümesi içerme ba§�nt�s�na göre k�smi s�ral�d�r. Bu k�smi

s�ral� yap� içindeki her zincir üstten s�n�rl�d�r (zincirdeki elemanlar�n birle³imi üst

s�n�r olarak al�nabilir). Böylece bir maksimal elemana sahiptir, yani S ast alt ör-

güsü bir Sm maksimal ast alt örgü taraf�ndan içerilir. Ayr�ca x0 ∈ Sm ve y ≥ x0

ise y ∈ Sm'dir. E§er bir z /∈ Sm ise en az bir x ∈ Sm için z∧x = θ olur. Gerçekten,

e§er her x ∈ Sm için z ∧ x 6= θ olsayd�, z ∧ x elemanlar�n� Sm kümesine ekledi§i-

mizde (z ∧ x elemanlar� Sm kümesine ait de§ildir aksi halde z ∈ Sm bulunur) bir

ast alt örgü elde ederiz ki bu ise Sm kümesinin maksimal olmas�yla çeli³ir.

Teorem 2.3.3. (i) S ⊂ X alt kümesinin maksimal ast alt örgü olmas� için gerek

yeter ko³ul X \ S kümesinin bir minimal asal ideal olmas�d�r.

(ii) Her asal ideal bir minimal asal ideal içerir.

(iii) X 6= {θ} ise bir M minimal asal ideali bir x ∈ X eleman�n�n hem kendisini

hem de ayr�k tümleyenini {x}d ayn� anda içeremez.

(iv) M bir minimal asal ideal ve x ∈M ise {x}dd ⊂M 'dir.

Kan�t. (i) S bir maksimal ast alt örgü olsun. M = X \S olsun. s ∈ S, t ≥ s iken

t ∈ S oldu§undan x ∈ M ve y ≤ x ise y ∈ M bulunur. Öte yandan x, y ∈ M

al�rsak öyle bir s, t ∈ S vard�r ki x ∧ s = θ ve y ∧ t = θ olur. s1 = s ∧ t dersek

s1 ∈ S ve x ∧ s1 = y ∧ s1 = θ, buradan da (x ∨ y) ∧ s1 = θ bulunur ki bu ise

x∨ y /∈ S oldu§unu söyler. O halde x∨ y ∈M bulunur. Böylece M kümesinin bir

ideal oldu§unu gösterdik. Öte yandan M idealinin tümleyeni S bir ast alt örgü

oldu§u için M bir asal idealdir. Ayr�ca M ideali bir M∗ asal idealini kesin olarak

içerseydi, S ast alt örgüsü X \ M∗ taraf�ndan kesin olarak içerilirdi. Bu ise S
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maksimal ast alt örgü oldu§undan mümkün de§ildir, böylece M bir minimal asal

idealdir.

Tersine, M bir minimal asal ideal olsun. O halde S = X \M bir ast alt örgüdür.

E§er S maksimal de§ilse, S ast alt örgüsünü kesin olarak içeren S∗ maksimal ast

alt örgüsü vard�r. Böylece, yukar�da gösterdi§imiz gibi, X \ S∗ bir minimal asal

idealdir ve X \ S∗ ⊂ M bulunur ki bu ise M idealinin minimal olmas�yla çeli³ir.

Böylece S maksimal ast alt örgüdür.

(ii) Bir P asal ideali verildi§inde S = X \ P bir ast alt örgüdür. S daima bir S∗

maksimal ast alt örgüsü taraf�ndan içerildi§indenM = X \S∗ minimal asal ideali

P ideali taraf�ndan kapsan�r.

(iii) M bir asal ideal olsun. Bir x ∈ X için {x} ve {x}d kümelerininM taraf�ndan

içerildi§ini kabul edelim. S = X \M bir maksimal ast alt örgü oldu§undan x ∈M

için öyle bir y ∈ S vard�r ki x∧y = θ. O halde y ∈ {x}d bulunur bu ise y ∈ S∩M

oldu§unu söyler ki bu imkans�zd�r. O halde bir minimal asal idealde hem {x} hem

de {x}d ayn� anda bulunamaz.

(iv) M bir minimal ideal ve x ∈ M olsun. (M 6= X oldu§unu kabul edebiliriz)

(iii) ³�kk�ndan y ∈ X \M ve y ∈ {x}d eleman� vard�r. {x}dd, M idealinin içinde

de§ilse, yani öyle bir z ∈ {x}dd eleman� vard�r ki z ∈ S. Öte yandan y, z ∈ S ve

y ∧ z = θ bulunur ki bu ise S'nin ast alt örgü olmas�yla çeli³ir.

R ⊆ P ve x ∈ X olmak üzere {R}x ile x eleman�n� içermeyen R ∈ R

ideallerinin kümesini gösterelim.

Teorem 2.3.4. {P}x ⊂ {P}y olmas� için gerek yeter ko³ul x ≤ y olmas�d�r.

Böylece {P}x = {P}y olmas� için gerek yeter ko³ul x = y olmas�d�r.

Kan�t. x ≤ y iken {P}x ⊂ {P}y oldu§unu görmek kolayd�r. Tersine {P}x ⊂

{P}y oldu§unu ama x ≤ y olmad�§�n� varsayal�m. O halde x eleman� y eleman�

taraf�ndan üretilen Iy idealine ait de§ildir. O zaman P ⊃ Iy ve x /∈ P olacak

³ekilde bir P asal ideali vard�r. Böylece P ∈ {P}x ⊂ {P}y bulunur, bu ise y ∈

Iy ⊂ P olmas�yla çeli³ir. O halde x ≤ y olur.

X ve Y s�ras�yla en küçük elemanlar� θX ve θY olan da§�lma özelli§ine sahip iki

örgü olsun. Bir π : X → Y fonksiyonu her xl, x2 ∈ X için π (θX) = θY , π (x1) = y1,
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π (x2) = y2 iken π (x1 ∨ x2) = y1∨y2 ve π (x1 ∧ x2) = y1∧y2 özelliklerini sa§l�yorsa

π fonksiyonuna örgü homomor�si denir. Bir π örgü homomor�si birebir ve üzerine

ise π homomor�sine örgü izometrisi denir.

Da§�lma özelli§ine sahip en küçük elemanl� bir X örgüsünün bir kümenin alt

kümelerinin içerme ba§�nt�s�na göre k�smi s�ralanm�³ ve bo³ kümeyi en küçük

eleman kabul eden bir örgüye izomor�k olup olmad�§� soruldu ve M. H. Stone

böyle iki yap� aras�nda bir izomor�zma kurulabilece§ini gösterdi.

∅ 6= R ⊂ P olmak üzere her x ∈ X için {R}x ile x eleman�n� içermeyen

R ∈ R ideallerinin kümesini göstermi³tik. {R}θ bo³ kümedir ve her x, y ∈ X için

{R}x ∩ {R}y = {R}x∧y ve {R}x ∪ {R}y = {R}x∨y . (2.1)

Böylece Y := {{R}x : x ∈ X} kümesi da§�lma özelli§ine sahip en küçük eleman

olarak bo³ kümeyi içeren bir örgüdür. E§er X en büyük eleman� e olan bir Boole

cebiri ise {R}e = R, Y için en büyük elemand�r, böylece Y bir Boole cebiri olur.

Teorem 2.3.5 (Stone Gösterili³ Teoremi). X, da§�lma özelli§ine sahip, en küçük

elemanl� bir örgü ve ∅ 6= R ⊂P olsun.

x −→ {R}x

gönderimi X örgüsünden Y = {{R}x : x ∈ X} örgüsü üzerine bir örgü homo-

mor�sidir. E§er R = P ise bu gönderim bir örgü izometrisi olur. Buradaki Y

örgüsüne X örgüsünün Stone gösterilimi veya Stone uzay� denir ve bu uzay örgü

izometrilerine göre tek türlü belirlidir.

Kan�t. Yukar�da verilen (2.1) e³itliklerinden, x 7→ {R}x gönderimi bir örgü ho-

momor�sidir. Di§er taraftan da, e§er R = P ise, Teorem 2.3.4 bu gönderimin

bir örgü izometrisi oldu§unu söyler.

2.4 Kabuk-Çekirdek Topolojisi

Bu k�s�mda P ve alt kümeleri üzerinde kabuk-çekirdek topolojisini kuraca§�z

ve bu topolojinin Boole cebirleri ve Boole halkalar� taraf�ndan karakterize edilen

özellikleri üzerinde duraca§�z.
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X, da§�lma özelli§ine sahip, en küçük elemanl� bir örgü ve R ⊂ P bo³tan

farkl� bir alt küme olsun. Bo³tan farkl� keyfî bir R1 ⊂ R kümesinin çekirde§i

k (R1) =
\
{R : R ∈ R1}

olarak tan�mlan�r; e§er R1 bo³ ise k (R1) = X al�n�r. Aç�kça görülece§i gibi,

k (R1) kümesi X örgüsü içinde bir idealdir. Bo³tan farkl� bir D ⊂ X kümesi için

D kümesinin kabu§u

h(D) = {R : R ∈ R, R ⊃ D}

³eklinde tan�mlan�r. Burada tan�mlar R kümesinin seçimine ba§l�d�r, farkl� se-

çimler için k (R1) ve h(D) yap�lar� de§i³ebilir.

Teorem 2.4.1. (i) Her R1 ⊂ R için h(k(R1)) ⊃ R1 ve her D ⊂ X için

k(h(D)) ⊃ ID burada ID, D taraf�ndan üretilen idealidir.

(ii) D ⊂ X olmak üzere R1 = h(D) ³eklindeyse h(k(R1)) = R1 bulunur.

(iii) R1 ⊂ R olmak üzere I = k(R1) ³eklindeyse k(h(I)) = I bulunur.

(iv) E§er R = P ise her I ⊂ X ideali için k(h(I)) = I bulunur.

Kan�t. (i) Tan�mlardan aç�kt�r.

(ii) R1 = h(D) olsun. h(k(R1)) ⊂ R1 oldu§unu göstermemiz yeterlidir. R1 =

h(D) oldu§undan k (R1) = k(h(D)) ⊃ D bulunur, böylece

h(k(R1)) ⊂ h(D) = R1.

(iii) Benzer ³ekilde yap�l�r.

(iv) R = P olsun. Bir I ⊂ X has ideali

I =
\
{ P ∈P : P ⊃ I }

³eklinde yaz�labildi§inden P1 = { P ∈P : P ⊃ I } dersek I = k(P1) bulu-

nur. Böylece (iii) ³�kk�ndan k(h(I)) = I bulunur. Ayr�ca do§rudan I = X için

k(h(I)) = I oldu§u görülebilir.

Teorem 2.4.2. R ⊂ P ve bütün R ∈ R ideallerinin kesi³imi {θ} olsun. Bir

I ⊂ X ideali için
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Id = k (h (I)c) olur.

Kan�t. E§er I = X ise h (I) bo³ kümedir ve h (I)c = R bulunur. Böylece

k (h (I)c) = {θ} = Id.

I 6= X, y ∈ Id ve R ∈ h (I)c olsun. O halde I ideali R taraf�ndan içerilmez,

yani öyle bir x ∈ I vard�r ki x, R idealinin eleman� de§ildir. x ∈ I ve y ∈ Id

oldu§undan x ∧ y = θ olur, buradan da y ∈ R bulunur (R asal ideal). Böylece

key� y ∈ Id eleman� key� R ∈ h (I)c idealinin içindedir. Bu ise Id ⊂ k (h (I)c)

oldu§unu gösterir.

Tersine key� y ∈ k (h (I)c) eleman�n�n her x ∈ I ile dik oldu§unu, x ∧ y = θ,

göstermeliyiz. Bunun için her R ∈ R için x ∧ y ∈ R oldu§unu göstermemiz

yeterlidir. E§er R ∈ h (I) ise x ∈ I ⊂ R böylece x ∧ y ∈ R bulunur. E§er

R ∈ h (I)c ise y ∈ R, böylece x ∧ y ∈ R. O halde her R ∈ R için x ∧ y ∈ R.

Sonuç 2.4.3. (i) R ⊂ P ve bütün R ∈ R ideallerinin kesi³imi {θ} olsun. Her

x ∈ X için

{x}d = k ({R}x) .

(ii) E§er R = M ise her x ∈ X için

h(k({M}x)) = {M}x

gerçeklenir.

Kan�t. (i) x ∈ X ve I, x ile üretilen ideal olsun. O halde Id = {x}d ve h (I)c =

{R}x. Böylece Teorem 2.4.2 kullan�larak istenen elde edilir.

(ii) x 6= θ oldu§unu varsayabiliriz. Bir önceki ³�ktan {x}d = k ({M}x) olur ve

böylece

h
�
{x}d

�
= h (k ({M}x)) ⊃ {M}x

elde edilir. Öte yandan, M ∈ h
�
{x}d

�
minimal asal ideal al�rsak {x}d ⊂ M

oldu§undan Teorem 2.3.3 (iii) gere§ince x /∈ M , böylece M ∈ {M}x bulunur. O

halde h(k({M}x)) ⊂ {M}x, sonuç olarak h(k({M}x)) = {M}x bulunur.

Teorem 2.4.4. {M}x ⊂ {M}y olmas� için gerek yeter ko³ul {x}dd ⊂ {y}dd

olmas�d�r. O halde {M}x = {M}y olmas� için gerek yeter ko³ul {x}dd = {y}dd

veya denk olarak {x}d = {y}d olmas�d�r.
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Kan�t. {M}x ⊂ {M}y ise k ({M}x) ⊃ k
�
{M}y

�
yani Sonuç 2.4.3 (i) 'den {x}d ⊃

{y}d bulunur ki bu ise {x}dd ⊂ {y}dd oldu§unu söyler. Tersine {x}dd ⊃ {y}dd ise

{x}ddd ⊃ {y}ddd, yani {x}d ⊃ {y}d, böylece k ({M}x) ⊃ k
�
{M}y

�
. O halde

h (k ({M}x)) ⊂ h
�
k
�
{M}y

��
olur, böylece Sonuç 2.4.3 (ii)'den {M}x ⊂ {M}y bulunur.

�imdi R üzerinde tüm {R}x formundaki kümeleri bir taban olarak kabul eden

topoloji olu³turaca§�z. {R}xi kümelerinin key� sonlu kesi³imi x0 = inf {x1, . . . , xn}

olmak üzere yine {R}x0 formundad�r, yani {R}x kümeleri R üzerinde bir topoloji

üretir.

Teorem 2.4.5. R yukar�da aç�kland�§� gibi topolojiye sahip olsun. Key� I ⊂ X

ideali için, bu idealin kabu§u olan

h(I) = {R : R ∈ R , R ⊃ I}

bu topolojide kapal� bir kümedir. Tersine, her kapal� küme uygun bir idealin ka-

bu§udur. Dahas� herhangi bir R1 ⊂ R kümesinin kapan�³� tam olarak h(k(R1))

kümesidir, bu sebepten dolay� bu topoloji genellikle kabuk-çekirdek topolojisi olarak

adland�r�l�r. Ayr�ca R üzerindeki kabuk-çekirdek topolojisi P üzerindeki kabuk-

çekirdek topolojisinin R üzerine indirgedi§i topolojidir.

Kan�t. Kapal� kümeler {R : R ∈ R, x ∈ R } kümelerinin kesi³imi ³eklindedir,

yani bir kapal� küme için öyle bir D ⊂ X vard�r ki bu kapal� küme

h(D) = {R : R ∈ R, R ⊃ D}

³eklindedir. Öte yandan ID,D taraf�ndan üretilen ideal olmak üzere h(D) = h(ID)

oldu§undan R kümesinin bir alt kümesinin kapal� olmas� için gerek yeter ko³ul

X içindeki bir idealin kabu§u olmas�d�r.

R1 ⊂ R olmak üzere kapan�³ kümesini belirleyelim. Aç�kt�r ki R1 kümesi

kapal� h(k(R1)) kümesinin içindedir. Öte yandan R2 ⊃ R1 kapal� bir R2 kümesi

alsak I ⊂ X olmak üzere R2 = h (I) ³eklindedir. Böylece h(I) ⊃ R1. O halde

h(k(h(I))) ⊃ h(k(R1))
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yani Teorem 2.4.1 (ii)'den h(I) ⊃ h(k(R1)). Burada R2 = h(I) oldu§undan R2 ⊃

h(k(R1)) bulunur ki istenilen sa§lan�r.

Son olarak R üzerindeki kabuk-çekirdek topolojisinin tan�m� gere§i bu topoloji

P üzerindeki kabuk-çekirdek topolojisinin R üzerine dü³ürülmü³ halidir.

�imdi {P}x ve {M}x kümelerinin kompakt olmalar�na ili³kin baz� durumlar�

inceleyece§iz.

Teorem 2.4.6. x0 ∈ X, {xτ : τ ∈ {τ}} ⊂ X ve {P}x0 ⊂
[
τ

{P}xτ olsun. O

zaman indeks kümesinde öyle τ1, . . . , τn indisleri vard�r ki x0 ≤ sup {xτ1 , . . . , xτn}

sa§lan�r ve böylece {P}x0 ⊂
n[
i=1

{P}xτi bulunur.

Kan�t. {P}x0 ⊂
[
τ

{P}xτ olsun. Her τ için yτ = x0 ∧ xτ dersek θ ≤ yτ ≤ xτ

ve {P}x0 =
[
τ

{P}yτ olur. x0 eleman�n sonlu tane yτ elemanlar�n�n supremumu

oldu§unu gösterece§iz. Olmad�§�n� varsayal�m. O halde x0 eleman� tüm yτ ele-

manlar� taraf�ndan üretilen I idealinin eleman� de§ildir. Ayr�ca öyle bir P ⊃ I

asal ideali vard�r ki x0 /∈ P . Böylece P ∈ {P}x0 ama her τ için yτ ∈ P oldu§undan

P /∈ {P}yτ . Bu ise {P}x0 =
[
τ

{P}yτ olmas�yla çeli³ir. Böylece uygun τ1, . . . , τn

indeksleri için x0 ≤ sup {xτ1 , . . . , xτn} olur.

Teorem 2.4.7. R, P kümesinin bo³tan farkl� bir alt kümesi ve M ⊂ R ol-

sun. {xτ : τ ∈ {τ}} için {R}xτ sonlu kesi³im özelli§ine sahip olsun. O zaman\
τ∈{τ}

{R}xτ bo³tan farkl�d�r.

Kan�t.
n\
i=1

{R}xτi sonlu kesi³imi y = inf {xτ1 , . . . , xτn} olmak üzere {R}y biçimin-

dedir. {R}xτ sonlu kesi³im özelli§ine sahip oldu§undan (xτ ) ve sonlu in�mumlar�n�

ekledi§imiz küme X içinde bir ast alt örgüdür. Bu ast alt örgü bir maksimal S ast

alt örgüsü taraf�ndan içerilir veM = X\S dersekM minimal asal idealdir. Ayr�ca

her τ için xτ /∈M oldu§undan M ∈
\
{R}xτ , yani kesi³im bo³tan farkl�d�r.

Teorem 2.4.8. E§er tüm {M}x elemanlar�ndan olu³an örgü bir Boole halkas� ve

x0 ∈ X, xτ ∈ X (τ ∈ {τ}) için {M}x0 ⊂
[
τ

{M}xτ sa§lan�yorsa öyle τ1, . . . , τn

indeksleri vard�r ki {M}x0 ⊂
n[
i=1

{M}xτi sa§lan�r.
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Kan�t. xτ ile x0 ∧ xτ yer de§i³tirilerek her τ için θ ≤ xτ ≤ x0 oldu§unu var-

sayabiliriz ve böylece {M}x0 =
[
τ

{M}xτ bulunur. {M}x elemanlar�ndan olu³an

örgü bir Boole halkas� oldu§undan key� {M}xτ eleman�n�n {M}x0 eleman�na göre

tümleyeni {M}yτ formundad�r. {M}x0 =
[
τ

{M}xτ oldu§undan
\
τ

{M}yτ bo³ kü-

medir. Bir önceki teoremden, öyle sonlu tane τ1, . . . , τn indis vard�r ki
n\
i=1

{M}yτi

bo³ kümedir, yani {M}x0 =
n[
i=1

{M}xτi bulunur.

Teorem 2.4.9. P örgüsü kabuk-çekirdek topolojisiyle birlikte T0-uzay�d�r, bu to-

polojinin taban elemanlar� {P}x kümeleri hem aç�k hem de kompaktt�r. Biri di§e-

rini içermeyen P1, P2 ∈P idealleri T1-ayr�labilir, yani hem P1 hemde P2 eleman-

lar�n�n di§erini içermeyen aç�k kom³uluklar� vard�r. Bu durum P1 ve P2 minimal

asal ideal veya P1 ve P2 bir x ∈ X eleman�n� içermemeye göre maksimal iken de

geçerlidir.

Kan�t. P1 6= P2 olsun. O halde öyle x1 ∈ P1 vard�r ki x1 /∈ P2 veya x2 ∈ P2

vard�r ki x2 /∈ P1. �lk durumdan {P}x1 , P2 eleman�n�n aç�k kom³ulu§udur ve P1

eleman�n�n içermez, ikinci durumda {P}x2 , P1 eleman�n�n aç�k kom³ulu§udur ve

P2 eleman�n�n içermez. Böylece P örgüsü kabuk-çekirdek topolojisiyle birlikte T0-

uzay�d�r. Tan�mdan her {P}x aç�kt�r ve Teorem 2.4.6 gere§ince {P}x kompaktt�r.

P1 ve P2 birbirini içermeyen iki ideal olsun. O halde x1 ∈ P1 ve x2 ∈ P2 elemanlar�

vard�r ki x1 /∈ P2 ve x2 /∈ P1 sa§lan�r. Böylece {P}x2 , P1 eleman�n�n P2 eleman�n�

içermeyen aç�k kom³ulu§udur, benzer ³ekilde {P}x2 , P1 eleman�n�n P2 eleman�n�

içermeyen aç�k kom³ulu§udur.

Bir topolojik uzaydaki kapal� bir küme ile bu kapal� kümeye ait olmayan bir

eleman s�n�rl� sürekli reel de§erli bir fonksiyon ile ayr�labilir, yani F kapal� bir

küme ve x ∈ X \F ise öyle bir f : X → R s�n�rl� sürekli fonksiyonu için f (x0) = 0

ve her y ∈ F için f (y) = 1, ise bu topolojik uzaya tam düzenli uzay denir.

Teorem 2.4.10. M üzerindeki kabuk-çekirdek topolojisi Hasudor� topolojidir ve

taban elemanlar� {M}x hem aç�k hem kapal� kümelerdir. Böylece bu topoloji tam

düzenlidir.
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Kan�t. M üzerindeki kabuk-çekirdek topolojisine göre T1-uzay�d�r, çünkü M1 6=

M2 ise ne M1 ne de M2 bir di§erini içermez. Sonuç 2.4.3 (ii)'den her x ∈ X için

h (k ({M}x)) = {M}x

oldu§undan taban elemanlar� {M}x kapal�d�r. Böyleyse M1, M2 eleman�n� içer-

meyen aç�k ve kapal� bir kom³ulu§a sahiptir. O halde bu kom³ulu§un tümleyeni

M2 eleman�n�n aç�k kapal� bir kom³ulu§udur. Böylece bu topoloji Hausdor�tur.

Bu topolojinin tam düzenli oldu§unu göstermek için bir M0 ∈ M ve J ⊂ M

kapal� veM0 /∈J alt kümesini alal�m. O zaman M \J aç�k oldu§undanM0 ele-

man�n�n {M}x0 (x0 ∈ X) formunda bir aç�k kom³ulu§unu içerir. HerM ∈ {M}x0
için f (M) = 1 ve di§er M elemanlar� için f (M) = 1 tan�mlarsak {M}x0 hem

aç�k hem kapal� oldu§undan f fonksiyonu süreklidir.

Bir topolojik uzay�n taban elemanlar� hem aç�k hem kapal� kümelerden olu-

³uyorsa bu topolojik uzaya tamamen ba§lant�s�z uzay denir. Bir önceki teoreme

göre M tamamen ba§lant�s�z topolojik uzayd�r.

Teorem 2.4.11. Tüm {M}x elemanlar�n�n örgüsü bir Boole halkas� ise M üze-

rindeki kabuk-çekirdek topolojisi Hausdor� topolojidir, taban elemanlar� {M}x
hem kapal� hem aç�kt�r hemde kompaktt�r. Böylece bu topoloji tamamen ba§lan-

t�s�z, yerel kompakt ve tam düzenlidir. M örgüsünün her aç�k kapal� ve öyle bir

x0 ∈ X için {M}x0 içinde olan alt kümesi y0 ≤ x0 olmak üzere {M}y0 formun-

dad�r.

Kan�t. Teorem 2.4.8'den {M}x kümeleri kompaktt�r. Di§er iddia için B ⊂ M

aç�k kapal� ve öyle bir x0 ∈ X için B ⊂ {M}x0 olacak ³ekilde B kümesi alal�m.

B kümesi {M}x0 kompakt kümesinin kapal� alt kümesi oldu§undan kompaktt�r.

Ayr�ca B aç�k oldu§undan B =
[

τ∈{τ}
{M}xτ ³eklinde yaz�labilir ve burada her

τ için xτ ≤ x0'd�r. B kümesinin kompaktl�§�ndan öyle sonlu τ1, . . . , τn indeksleri

vard�r ki B =
n[
i=1

{M}xτi . O halde y0 = sup {xτ1 , . . . , xτ2} dersek B = {M}y0
³eklindedir.

Teorem 2.4.12. P örgüsünün üzerindeki kabuk-çekirdek topolojisine göre kom-

pakt olmas� için gerek yeter ko³ul X örgüsünün en büyük elemana sahip olmas�d�r.
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Kan�t. P kompaktsa, P =
[
x∈X
{P}x yazd�§�m�zda bu örtülü³ün sonlu bir alt

örtülü³ü vard�r P =
n[
i=1

{P}xi yaz�labilir. x0 = sup {x1, . . . , xn} dersek P =

{P}x0 bulunur. Böylece her x ∈ X için {P}x ⊂ P = {P}x0 olur, Teorem 2.3.4

gere§i x ≤ x0 bulunur, bu ise x0 eleman�n�n X örgüsünün en büyük eleman�

oldu§unu söyler.

Tersine X örgüsü bir en büyük e eleman�na sahipse her x ∈ X için x ≤ e ve

böylece {P}x ⊂ {P}e bulunur. P =
[
x∈X
{P}x = {P}e ve her {P}x kompakt

oldu§undan (Teorem 2.4.9) P kompakt bulunur.

Genellikle P kabuk-çekirdek topolojisine göre T0-uzay�d�r ama T1-uzay� ol-

mas� gerekmez. Bir sonraki teorem hangi ko³ullar alt�nda P uzay�n�n T1 hatta

T2 oldu§unu söyler.

Teorem 2.4.13. A³a§�dakiler birbirine e³de§erdir.

(i) Her has asal ideal bir maksimal idealdir.

(ii) P = M .

(iii) P üzerindeki kabuk-çekirdek topolojisine göre bir Hausdor� uzayd�r.

(iv) P üzerindeki kabuk-çekirdek topolojisine göre bir T1-uzay�d�r.

Kan�t. (i)⇒ (i) Her has asal ideal maksimal olsun ve P1 ve P2 has asal idealleri

için P2 ⊂ P1 olsun. P2 maksimal oldu§undan P1 = P2. Bu ise bir has asal P1

idealinin bir ba³ka asal ideali kesin olarak içeremeyece§ini söyler, yani P1 bir

minimal asal idealdir.

(ii)⇒ (iii) Teorem 2.4.10'dan istenilen elde edilir.

(iii)⇒ (iv) Aç�kt�r.

(iv) ⇒ (i) P bir T1-uzay� ve P1 ve P2 farkl� iki has asal ideal olsun. O zaman

P1 ⊂ P2 olmas� mümkün de§ildir. E§er P1 ⊂ P2 olsayd�, P2 ∈ {P}x sa§layan her

x ∈ X için P1 ∈ {P}x bulunur, yani P2 eleman�n�n her kom³ulu§u P1 eleman�n�n

da bir kom³ulu§udur. Bu ise kabulümüzle çeli³ir. Böylece ne P1 ne de P2 di§erini

taraf�ndan içerilmez. Bu ise her has asal idealin maksimal oldu§unu gösterir.

Çünkü bir has asal P1 ideali maksimal olmasayd� öyle bir I has ideali taraf�ndan

içerilirdi. Teorem 2.3.2 gere§ince I ideali bir has asal P2 ideali taraf�ndan içerilir,

yani P1 kesin olarak P2 has asal idealinin içinde bulunur ki bu bir çeli³kidir.
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x, y ∈ X elemanlar� için {M}x = {M}y veya denk olarak (Teorem 2.4.4)

{x}dd = {y}dd sa§lan�yorsa x ve y elemanlar�na M -denk diyelim ve x ≡ y (M )

yazal�m. E§er x ≡ θ (M ) ise x = θ ve x1 ≡ y1 (M ), x2 ≡ y2 (M ) ise x1 ∨ x2 ≡

y1 ∨ y2 (M ) ve x1 ∧ x2 ≡ y1 ∧ y2 (M ) sa§lan�r.

Bir x0 ∈ X eleman� verildi§inde θ ≤ y ≤ x0 sa§layan y ∈ X eleman� için

y1 ≡ y (M ), y1 ∧ y2 = θ ve y1 ∨ y2 = x0 (M ) sa§layacak ³ekilde y1, y2 ∈ X

elemanlar� bulunabiliyorsa x0 eleman�na M -tümleme özelli§ine sahiptir denir.

Bir x0 ∈ X eleman�n�n M -tümleme özelli§ine sahip olmas� için gerek yeter ko³ul

{M}y ⊂ {M}x0 sa§layan y eleman� için öyle bir y2 ∈ X vard�r ki {M}x0 =

{M}y ∪ {M}y2 ve {M}y ∩ {M}y2 = ∅ sa§lan�r. Di§er bir deyi³le, bir x0 ∈ X

eleman�n�n M -tümleme özelli§ine sahip olmas� için gerek yeter ko³ul¦
{M}y : {M}y ⊂ {M}x0

©
ba³lang�ç parçalar�n�n bir Boole cebir olmas�d�r.

Teorem 2.4.14. Bir {M}x0 kümesinin M üzerindeki kabuk-çekirdek topolojisine

göre kompakt olmas� için gerek yeter ko³ul x0 eleman�n�n M -tümleme özelli§ine

sahip olmas�d�r. Bu durumda, {M}x0 kümesinin hem aç�k hem kapal� olan alt

kümeleri {M}x formundad�r (x ∈ X).

Kan�t. �lk olarak x0 eleman�n�n M -tümleme özelli§ine sahip oldu§unu varsaya-

l�m, yani ba³lang�ç parças�

¦
{M}y : {M}y ⊂ {M}x0

©
bir Boole cebiri olsun. {M}x0 kümesinin kompakt oldu§unu göstermek için {M}x0 ⊂[
τ

{M}xτ iken {M}x0 kümesinin {M}xτ kümelerinin sonlu tanesiyle örtülebilece-

§ini göstermeliyiz. Her xτ ile x0 ∧ xτ yer de§i³tirerek genelli§i bozmaks�z�n her τ

için θ ≤ xτ ≤ x0 oldu§unu varsayabiliriz ve böylece {M}x0 =
[
τ

{M}xτ elde edilir.

x0 eleman� M -tümleme özelli§ine sahip oldu§undan herhangi bir {M}xτ kümesi-

nin {M}x0 kümesine göre tümleyeni {M}yτ formundad�r. Buradan
\
τ

{M}yτ = ∅

oldu§unu söyleyebiliriz. Teorem 2.4.7 gere§ince öyle sonlu τ1, . . . , τn indisleri var-

d�r ki
n\
i=1

{M}yτi = ∅ bulunur, yani {M}x0 =
n[
i=1

{M}yτi .
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Sonuç 2.4.15. Tüm {M}x kümelerinin M üzeindeki kabuk-çekirdek topolojisine

göre kompakt olmas� için gerek yeter ko³ul bütün {M}x yap�lar�n�n kümesinin bir

Boole halkas� olmas�d�r.

Kan�t. Bir önceki teoremin ve Teorem 2.4.11'in sonucudur.

Teorem 2.4.16. Bir R Boole halkas�nda bir has idealin asal olmas� için gerek

yeter ko³ul bu idealin bir maksimal olmas�d�r.

Kan�t. I bir has asal ideal olsun. x, y ∈ R elemanlar�n�n I idealinde olmad�klar�n�

varsayal�m. I asal ideal oldu§undan xy /∈ I olur. Böyleyse y−x ∈ I bulunur. E§er

y−x /∈ I olsayd�, xy /∈ I oldu§undan xy (y − x) /∈ I bulunurdu, yani xy−xy /∈ I

bulunur ki bu bir çeli³kidir. O halde, özetlersek, e§er x ve y elemanlar� I asal

idealinin içinde de§ilse öyle bir i ∈ I vard�r ki y = x + i ³eklindedir. �imdi I

idealinin maksimal olmad�§�n� varsayal�m, yani I ideali bir ba³ka J has ideali

taraf�ndan içerilsin. O zaman öyle x ∈ J , x /∈ I ve öyle y ∈ R, y /∈ J elemanlar�

bulabiliriz. x, y /∈ I oldu§undan öyle bir i ∈ I için y = x + i ³eklinde yazabiliriz.

Bu ise y ∈ J oldu§unu söyler. O halde I ideali maksimaldir.

Tersi için asal olmayan bir I ideali alal�m, yani öyle x, y /∈ I için xy ∈ I

olsun. I ve x ile üretilen J idealini göz önüne alal�m. J ideali i ∈ I, a ∈ R ve

n ∈ N olmak üzere i + ax + n • x ³eklindeki elemanlardan olu³ur, burada n • x

ile x eleman�n�n n defa toplam�n� gösteriyoruz. O halde I ⊂ J ⊂ R ve I 6= J

(x /∈ I). Ayr�ca J 6= R, çünkü y /∈ J 'dir. E§er y ∈ J olsayd� y = i+ ax+ n • x ve

ax+ n • x /∈ I olurdu, böylece xy = xi+ ax+ n • x /∈ I bulunurdu, çünkü xi ∈ I

ama ax + n • x /∈ I. Ama bu ise xy ∈ I olmas�yla çeli³ir. O halde I 6= J 6= R

bulunur, bu ise I idealinin asal de§ilken maksimal olmad�§�n� gösterir.

Teorem 2.4.17. P uzay�n�n kabuk-çekirdek topolojisine göre Hausdor� olmas�

için gerek yeter ko³ul X örgüsünün bir Boole halkas� olmas�d�r.

Kan�t. �lk olarak P uzay�n�n Hausdor� oldu§unu varsayal�m. O halde Teorem

2.4.13 kullan�larak P = M bulunur. Böylece {P}x yap�lar�n�n olu³turdu§u örgü

ile {M}x yap�lar�n�n olu³turdu§u örgü ayn�d�r ve Stone Gösterili³ Teoreminden bu

örgü X örgüsüne örgü izometriktir. Öte yandan, Teorem 2.4.9'dan {M}x = {P}x
kümeleri P = M üzerindeki kabuk-çekirdek topolojisine göre kompaktt�r, Sonuç
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2.4.15'den {M}x yap�lar�n�n kümesi bir Boole halkas�d�r. Böylece X örgüsü bir

Boole halkas� ile örgü izometriktir.

Tersine, e§er X bir Boole halkas� ise Teorem 2.4.13 ve bir önceki teoremden P

uzay�n�n Hausdor� oldu§unu söyleyebiliriz.

Sonuç 2.4.18. P uzay�n�n kabuk-çekirdek topolojisine göre kompakt Hausdor�

olmas� için gerek yeter ko³ul X örgüsünün bir Boole cebiri olmas�d�r.

Kan�t. Teorem 2.4.12'den uzay�n�n kabuk-çekirdek topolojisine göre kompakt ol-

mas� için gerek yeter ko³ul X örgüsünün en büyük elemana sahip olmas�d�r. Bir

önceki teoreme göre P uzay�n�n kabuk-çekirdek topolojisine göre Hausdor� ol-

mas� için gerek yeter ko³ul X örgüsünün bir Boole halkas� olmas�d�r. O halde P

uzay�n�n kabuk-çekirdek topolojisine göre kompakt Hausdor� olmas� için gerek

yeter ko³ul X örgüsünün bir Boole cebiri olmas�d�r.

Bir topolojik uzayda aç�k kümelerin kapan�³lar� da aç�k ise o topolojik uzaya

büsbütün ba§lant�s�z uzay denir.

Teorem 2.4.19. Bir X Boole cebirinin Dedekind tam olmas� için gerek yeter

ko³ul P uzay�n�n kabuk-çekirdek topolojisine göre büsbütün ba§lant�s�z olmas�d�r.

Kan�t. �lk olarak X Boole cebirinin Dedekind tam oldu§unu varsayal�m. O ⊂

P aç�k bir alt küme olsun. O halde O =
[
τ

{P}xτ formundad�r. X Dedekind

tam oldu§undan x0 = sup xτ ∈ X vard�r. {P}x0 kümesi hem aç�k hem kapal�

oldu§undan {P}x0 = O oldu§unu gösterirsek istenilen elde edilir. Her τ için

xτ ≤ x0 ve burdan {P}xτ ⊂ {P}x0 bulunur. Böylece O ⊂ {P}x0 ve

O ⊂ {P}x0 = {P}x0 .

O kümesinin kesin olarak {P}x0 taraf�ndan içerildi§ini varsayal�m. O halde {P}x0\

O bo³tan farkl� aç�k bir kümedir ve öyle bir y 6= θ için {P}y aç�k kümesini içe-

rir. {P}x0 \ {P}y kümesi ise z, y eleman�n�n x0 eleman�na göre tümleyeni olmak

üzere {P}z formundad�r böylece {P}x0 kümesi {P}y ve {P}z kümelerinin ayr�k

birle³imi olarak yaz�l�r (θ 6= z ≤ x0). Ayr�ca P içinde O ve {P}y kümeleri ayr�k

oldu§undan O ⊂ {P}z bulunur. Böylece her τ için {P}xτ ⊂ {P}z olur ve Te-

orem 2.3.4 gere§ince xτ ≤ z bulunur, bu ise x0 = supxτ ≤ z oldu§unu söyler.
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Bu z ≤ x0, z 6= x0 olmas�yla çeli³ir. O halde O = {P}x0 bulunur. Böylece P

uzay�n�n büsbütün ba§lant�s�z oldu§unu göstermi³ olduk.

Tersine P uzay�n�n büsbütün ba§lant�s�z oldu§unu kabul edelim. X örgüsü-

nün Dedekind tam oldu§unu göstermek için {xτ , : τ ∈ {τ}} alt kümesini alal�m.

supxτ ∈ X var oldu§unu göstermeliyiz. O =
[
τ

{P}xτ dersek O hem kapal� hem

aç�k oldu§undan öyle bir x0 ∈ X vard�r ki O = {P}x0 biçimindedir. Buradan her

τ için {P}xτ ⊂ {P}x0 olur, Teorem 2.4.4 gere§ince her τ için xτ ≤ x0 bulunur.

Bu ise x0 eleman�n�n {xτ , : τ ∈ {τ}} kümesi için bir üst s�n�r oldu§unu gösterir.

y ∈ X bir ba³ka üst s�n�r olsa {P}y ⊃ O ve

{P}y = {P}y ⊃ O = {P}x0

bulunur. O halde y ≥ x0. Bu ise x0 = supxτ oldu§unu gösterir. Böylece X

Dedekind tam bir uzayd�r.
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Bölüm 3

r�esz uzaylar� ve evrensel

tamlan�³

Bu bölümde Riesz uzaylar� tan�t�lacak ve bu çal�³ma içinde kullan�lan özelliklerine

de§inilecektir. Ayr�ca bu bölümde evrensel tam uzaylar ve bir Riesz uzay�n�n

evrensel tamlan�³� ile ilgili detayl� bilgi verilecektir. Daha fazla bilgi için [11] ve

[6] kaynaklar� kullan�labilir.

3.1 Riesz Uzaylar�

E bir vektör uzay� üzerinde bir≥ k�smi s�ralama ba§�nt�s� var ve bu k�smi s�ralama

ba§�nt�s� E uzay� üzerindeki cebirsel i³lemlerle uyumlu, yani

1. x ≥ y iken her z ∈ E için x+ z ≥ y + z ,

2. x ≥ y iken her α ≥ 0 için αx ≥ αy

sa§lan�yorsa E uzay�na s�ral� vektör uzay� denir.

E s�ral� vektör uzay�nda x ≥ 0 sa§layan x ∈ E elemanlar�na pozitif eleman

denir. E uzay�ndaki tüm pozitif vektörlerin kümesine E uzay�n�n pozitif konisi

denir ve E+ ile gösterilir, yani E+ := {x ∈ E : x ≥ 0}.

E s�ral� vektör uzay�nda her iki elemanl� alt kümenin supremumu ve in�mumu

varsa E uzay�na Riesz uzay� veya vektör örgüsü denir. Genel olarak her x, y ∈ E

için supremum ve in�mum

x ∨ y := sup {x, y} ve x ∧ y := inf {x, y}
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ile gösterilir. Riesz uzaylar�n�n tipik örnekleri fonksiyon uzaylar�d�r, örne§in RΩ: Ω

kümesinde tan�ml� tüm reel-de§erli fonksiyonlar�n kümesi, fonksiyonlar üzerindeki

noktasal s�ralamaya göre Riesz uzay�d�r. Ayr�ca di§er klasik fonksiyonel analiz

uzaylar� da Riesz uzay� yap�s�na sahiptir.

x ∈ X olmak üzere

x+ := x ∨ 0, x− := (−x) ∨ 0 ve |x| := x ∨ (−x)

elemanlar� s�ras�yla x eleman�n�n pozitif k�sm�, negatif k�sm� ve mutlak de§eri(veya

modülü) olarak adland�r�l�r.

Teorem 3.1.1 (Riesz Ayr�³�m Özelli§i). x1, . . . , xn ve y1, . . . , ym bir Riesz uzay�-

n�n elemanlar� olsun. E§er
nX
i=1

xi =
mX
j=1

yj

ise Riesz uzay�n öyle bir sonlu {zij : i = 1, . . . , n; j = 1, . . . ,m} alt kümesi vard�r

ki

her i = 1, . . . , n için xi =
mX
j=1

zij,

ve

her j = 1, . . . ,m için yj =
nX
i=1

zij

sa§lan�r.

Kan�t. [[6], Theorem 1.20].

Bir Riesz uzay�nda x ve y elemanlar� için |x| ∧ |y| = 0 oluyorsa bu iki elemana

ayr�k veya dik denir ve x⊥y ile gösterilir. Bir E Riesz uzay�n�n bo³tan farkl� bir

alt kümesinin dik tümleyeni

Ad := {x ∈ E : x⊥y, her y ∈ A}

³eklinde tan�mlan�r.

Bir Riesz uzay�ndan bir {xα} a§� için her α ≥ β iken xα ≤ xβ oluyorsa {xα}

a§�na azalan denir ve xα ↓ ile gösterilir. Azalan bir {xα} a§� için inf {xα} = x

varsa xα ↓ x ile gösterilir. Benzer ³ekilde xα ↑ ve xα ↑ x tan�mlanabilir.

Bir E Riesz uzay�nda her x ∈ E+ için 1
n
x ↓ 0 ise E uzay�na Ar³imet özelli§ine

sahiptir denir.
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Teorem 3.1.2. (Kantorovich). E ve F iki Riesz uzay� ve F Ar³imet özelli§ine

sahip olsun. Bir T : E+ → F+ tasvirinin toplamsal oldu§unu, yani her x, y ∈ E+

için T (x+ y) = T (x)+T (y) oldu§unu kabul edelim. O zaman T tasvirinin tüm E

uzay�na bir geni³lemesi vard�r. Bu geni³lemeyi tekrar T ile gösterirsek her x ∈ E

için geni³leme

T (x) = T
�
x+
�

+ T
�
x−
�

³eklinde tan�mlan�r.

Kan�t. [6, Theorem 1.10].

Tan�m 3.1.3. X ve Y s�ral� vektör uzaylar� olmak üzere bir T : X → Y operatörü

her x ≥ 0 için Tx ≥ 0 sa§l�yorsa T operatörüne pozitif denir ve T ≥ 0 veya 0 ≤ T

ile gösterilir.

Aç�kça görülece§i gibi bir T : X → Y operatörünün pozitif olmas� için gerek

yeter ko³ul T (X+) ⊂ Y + olmas� veya denk olarak x ≤ y iken Tx ≤ Ty olmas�d�r.

X ve Y uzaylar� üzerindeki operatörlerin (reel) vektör uzay� T − S operatörü

pozitif iken T ≥ S yazarsak s�ral� bir vektör uzay� olur.

Tan�m 3.1.4. X ve Y s�ral� vektör uzaylar� olmak üzere bir T : X → Y operatörü

iki pozitif operatörün fark� ³eklinde yaz�labiliyorsa T operatörüne regüler operatör

denir. Bir T operatörün regüler olmas� T ≤ S sa§layan bir pozitif S : X → Y

operatörünün olmas�na denktir.

Bu tez çal�³mas�nda X s�ral� vektör uzay�ndan Y s�ral� vektör uzay�na giden

regüler operatörlerin vektör uzay�n� (pozitif operatörler taraf�ndan üretilen uzay

ile ayn�) Lr (X, Y ) ile gösterece§iz.

Tan�m 3.1.5. E ve F iki Riesz uzay� ve T : E → F bir operatör olmak üzere

e§er

|T | := T ∨ (−T )

supremumu varsa bu supremuma T operatörünün modülü denir.

Bir Riesz uzay�nda bo³tan farkl� üstten s�n�rl� her kümenin supremumu (denk

olarak bo³tan farkl� alttan s�n�rl� her kümenin in�mumu) varsa uzaya Dedekind
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tam veya s�ra tam denir. Bir Riesz uzay�n�n Dedekind tam olmas� için gerek ye-

ter ko³ul her 0 ≤ xα ↑≤ x a§� için sup {xα} var olmas�d�r. Benzer ³ekilde, bir

Riesz uzay�na içindeki her bo³tan farkl� say�labilir üstten s�n�rl� kümenin supre-

mumu olmas� veya denk olarak her 0 ≤ xn ↑≤ x dizisi için sup {xn} var olmas�

durumunda Dedekind σ-tam denir.

Teorem 3.1.6. (F.Riesz-Kantorovich). E ve F iki Riesz uzay� ve F Dedekind

tam olsun. O halde Lr (E,F ) Dedekind tam bir Riesz uzay�d�r. Dahas�, her T, S ∈

Lr (E,F ), x ∈ E+ için

|T | (x) = sup {|Ty| : |y| ≤ x} ,

[S ∨ T ] (x) = sup
¦
S (y) + T (z) : y, z ∈ E+ ve y + z = x

©
,

[S ∧ T ] (x) = inf
¦
S (y) + T (z) : y, z ∈ E+ ve y + z = x

©
³eklinde verilir.

Kan�t. [6, Theorem 1.18].

Teorem 3.1.7. E ve F iki Riesz uzay�, F Dedekind tam ve T : E → F pozitif

bir operatör olmak üzere her x ∈ X için

T
�
x+
�

= max {S (x) : S : E → F, 0 ≤ S ≤ T} ,

T
�
x−
�

= max {−S (x) : S : E → F, 0 ≤ S ≤ T} ,

T (|x|) = max {S (x) : S : E → F, −T ≤ S ≤ T} .

Kan�t. [6, Theorem 1.23].

Bir E Riesz uzay�n�n bir G alt vektör uzay� E üzerindeki örgü i³lemleri alt�nda

kapal� ise G uzay�na bir Riesz alt uzay� denir. Bir G Riesz alt uzay�nda her

0 < x ∈ E (0 ≤ x ve x /∈ 0) için 0 < y ≤ x sa§layacak y ∈ G varsa G uzay�na

s�ra yo§un denir.

Bir Riesz uzay�n�n bir A alt kümesi y ∈ A ve |x| ≤ |y| iken x ∈ A özelli§ine

sahipse A kümesine kat� denir. Bir Riesz uzay�n�n kat� bir vektör uzay�na ideal

denir.
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Bir Riesz uzay�nda bir {xα} a§� ve x eleman� için, her α için |xα − x| ≤ yα

sa§layacak ³ekilde bir ba³ka ayn� indeks kümesine sahip {yα} a§� varsa {xα} a§�

x eleman�na s�ra yak�nsar denir ve xα
o→ x ile gösterilir. Bir Riesz uzay�n�n bir

A kümesinin s�ra yak�nsak her a§�n�n limiti A kümesine ait ise A kümesine s�ra

kapal� denir.

S�ra kapal� idealler bant olarak adland�r�l�r. Bir E Riesz uzay� içindeki B band�

için E = B ⊕ Bd yaz�labiliyorsa B band�na projeksiyon band� denir. Bir Riesz

uzay�ndaki her bant bir projeksiyon band� ise Riesz uzay�na projeksiyon özelli§ine

sahiptir denir.

Teorem 3.1.8. Dedekind tam Riesz uzaylar� projeksiyon özelli§ine sahiptir.

Kan�t. [6, Theorem 1.4].

E Riesz uzay� ve B, E uzay� içinde projeksiyon band� olsun. O halde E =

B ⊕ Bd olur, yani her x ∈ E için x = x1 + x2, x1 ∈ B ve x2 ∈ Bd olacak ³ekilde

tek türlü belirli bir parçalan�³ vard�r. Buradaki parçalan�³a göre bir PB : E → E

PB (x) := x1

projeksiyonu tan�mlayabiliriz. PB pozitif bir projeksiyondur. Bu formdaki projek-

siyonlar s�ra projeksiyon veya bant projeksiyon olarak adland�r�l�r.

E bir Riesz uzay� ve A ⊂ E bo³tan farkl� bir alt küme olsun. A taraf�ndan

üretilen ideal A kümesini içeren en küçük (içerme ba§�nt�s�na göre) idealdir ve bu

ideal

EA =

(
x ∈ E : ∃ x1, . . . , xn ∈ A ve λ ∈ R+ vard�r ki |x| ≤ λ

nX
i=1

|xi|
)

³eklindedir. Bir x ∈ E eleman� taraf�ndan üretilen ideali Ex ile gösterirsek

Ex = {y ∈ E : ∃ λ > 0 vard�r ki |y| ≤ λ |x|}

bulunur. Ex formundaki idealler esas ideal olarak adland�r�l�r.

Benzer ³ekilde, bir A kümesi taraf�ndan üretilen bant A kümesini içeren en

küçük bantt�r. Bir x ∈ E eleman� taraf�ndan üretilen bant esas bant olarak ad-

land�r�l�r ve Bx ile gösterilir. Bir x ∈ E eleman� taraf�ndan üretilen esas bant Bx

projeksiyon band� ise x eleman�na projeksiyon eleman denir.
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Teorem 3.1.9. Bir E Riesz uzay�n�n Dedekind tam olmas� için gerek yeter ko³ul

her 0 ≤ e ∈ E eleman� için Ee alt uzay�n�n Dedekind tam olmas�d�r.

Kan�t. E Dedekind tam Riesz uzay� olsun. Bir 0 ≤ e ∈ E ve üstten s�n�rl� A ⊂ Ee

kümesini alal�m. A üstten s�n�rl� ise öyle birm ∈ Ee vard�r ki her a ∈ A için a ≤ m

sa§lan�r. E Dedekind tam oldu§undan E içinde s = sup
a∈A

a supremumu vard�r. Bu

supremumun Ee uzay�na ait oldu§unu gösterece§iz. Bir a ∈ A ald�§�m�zda öyle

λ, µ ∈ R say�lar� vard�r ki |a| ≤ λe ve |m| ≤ µe sa§lan�r. Ayr�ca a ≤ s ≤ m

oldu§undan |s| ≤ |a| ∨ |m| ≤ (λe) ∨ (µe) = max {λ, µ} e olur. O halde s, A

kümesi için Ee içinde bir üst s�n�r olur. Ee içinde bir ba³ka t üst s�n�r� alsak t, E

içinde de bir üst s�n�r olur, s eleman� E içindeki en küçük üst s�n�r oldu§undan

s ≤ t bulunur. Bu ise Ee uzay�n�n Dedekind tam oldu§unu söyler.

�imdi her 0 ≤ e ∈ E için Ee uzay�n�n Dedekind tam oldu§unu kabul edelim.

A ⊂ E üstten m ∈ E ile s�n�rl� olsun. Bir a0 ∈ A alal�m ve A′ := {a ∧ a0 : a ∈ A}

kümesini tan�mlayal�m. Bir b ∈ E eleman�n�n A kümesi için bir üst s�n�r olmas�

için gerek yeter ko³ul A′ kümesi için bir üst s�n�r olmas�d�r. O halde A′ kümesi-

nin üst s�n�rlar�na bakmam�z yeterlidir. A′ kümesinin bütün elemanlar� a0 ile m

aras�ndad�r. Buradan her a ∈ A′ için |a| ≤ |a0| ∨ |m| bulunur, yani A′ ⊂ E|a0|∨|m|

ve A′ kümesi E|a0|∨|m| içinde üstten m ile s�n�rl�d�r. Kabulümüzden A′ kümesi

E|a0|∨|m| içinde supremuma sahiptir, bu supremuma s diyelim. Bu s eleman� A
′

kümesinin E içinde de bir üst s�n�r�d�r. Öte yandan E içinde A
′
kümesinin bir

ba³ka t üst s�n�r�n� alsak, t ∧m ∈ E|a0|∨|m| eleman� da bir üst s�n�r olur, o halde

s ≤ t ∧m ≤ t olaca§�ndan s eleman� E içindeki supremumdur.

E bir Riesz uzay� olmak üzere bir e > 0 eleman� taraf�ndan üretilen Be band�

bütün uzaya e³itse, Be = E, e eleman�na zay�f s�ra birim denir. Benzer ³ekilde

bir E Riesz uzay�nda bir e > 0 eleman� taraf�ndan üretilen ideal Ee bütün uzaya

e³it ise, Ee = E, e eleman�na kuvvetli s�ra birim ya da sadece s�ra birim denir.

L bir Riesz uzay� ve B (L), L Riesz uzay� üzerindeki bütün bantlar�n toplulu§u

olsun. B (L) kümesi içerme ba§�nt�s�na göre k�smi s�ral�d�r.

Teorem 3.1.10. Bir L Riesz uzay�n�n tüm bantlar�ndan olu³an B (L) toplulu§u

içerme ba§�nt�s�na göre s�ra tam bir Boole cebirdir.

Kan�t. [2, Theorem 22.7].
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3.2 C∞ (X)-uzaylar�

R∞ ile R reel say�lar kümesinin iki nokta kompaktla³t�rmas�n� gösterelim. Bu

k�sm� biraz daha açarsak, R∞ kümesinin elemanlar� bütün reel say�lar ve +∞,

−∞ noktalar�d�r, R üzerindeki toplama ve çarpma i³lemini al�³�lm�³ biçimde ge-

ni³letebiliriz ve 0 ile ekledi§imiz noktalar�n çarp�m� 0. (±∞) = (±∞) .0 = 0

³eklindedir. Dahas�, R üzerindeki lineer s�ralamay� R∞ üzerine her α ∈ R olmak

üzere −∞ < α < +∞ alarak geni³letebiliriz. Ayr�ca R∞ üzerindeki topoloji için

(α : −∞ < a < α < b < +∞)

s�n�rl� aç�k aral�klar ile

(α : −∞ ≤ α < b < +∞) ve (α : −∞ < a < α ≤ +∞)

aral�klar� bir taband�r. R∞ uzay� genellikle geni³letilmi³ reel say�lar sistemi olarak

adland�r�l�r.

X bir topolojik uzay olmak üzere f : X → R∞ sürekli fonksiyonu için

R (f) = {x : |f (x)| < +∞} kümesi X içinde yo§un ise f fonksiyonuna X üze-

rinde geni³letilmi³ sürekli fonksiyon denir. X üzerinde tan�ml� tüm geni³letilmi³

sürekli fonksiyonlar�n kümesini C∞ (X) ile gösterelim. f, g ∈ C∞ (X) ve α ∈ R

al�nd�§�nda inf (f, g), sup (f, g) ve αf fonksiyonlar� her x ∈ X için

(inf (f, g)) (x) = inf {f (x) , g (x)},

(sup (f, g)) (x) = sup {f (x) , g (x)},

(αf) (x) = αf (x)

³eklinde tan�mlan�rlar ve yine geni³letilmi³ sürekli fonksiyonlard�r. Key� f ∈

C∞ (X) için R (f) = {x : |f (x)| < +∞} kümesi aç�k ve yo§undur. E§er f, g, h ∈

C∞ (X) ve her x ∈ R (f) ∩ R (g) için h (x) = f (x) + g (x) sa§lan�yorsa h fonk-

siyonuna f ve g fonksiyonlar�n�n toplam� denir. R (f) ∩ R (g) yo§un oldu§undan

h = f + g toplam� varsa tek türlü belirlidir. f + g toplam� her f, g ∈ C∞ (X) için

var olmayabilir, mesela X uzay� olarak [0,+∞) kümesinin tek nokta kompakt-

la³t�rmas� {x : 0 ≤ x ≤ +∞} kompakt uzay�n� alal�m. Her x ∈ X için f (x) = x
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ve g (x) = −x al�rsak, f, g ∈ C∞ (X) bulunur ama f + g fonksiyonunu x = +∞

noktas�ndan tan�mlamak mümkün de§ildir. Bu örnek C∞ (X) yap�s�n�n bir vek-

tör uzay� olmayabilece§ini gösterir, çünkü C∞ (X) toplama i³lemi alt�nda kapal�

olmak zorunda de§ildir. E§er X uzay� büsbütün ba§lant�s�z topolojik uzay ise

C∞ (X) yap�s�n�n uygun tan�mlar alt�nda bir vektör uzay�, böylece bir Riesz uzay�

oldu§unu gösterece§iz.

Teorem 3.2.1. X büsbütün ba§lant�s�z topolojik uzay ve f fonksiyonu O ⊂ X

aç�k kümesi üzerinde sonlu reel de§erler alan sürekli bir fonksiyon olsun. O zaman

f fonksiyonu O üzerinde tan�ml� geni³letilmi³ sürekli bir f fonksiyonuna tek türlü

belirli bir ³ekilde geni³letilebilir. Dahas�, her x ∈ X \ O için f (x) = 0 dersek f

fonksiyonu tüm X uzay�na geni³letilmi³ olur.

Kan�t. Her t ∈ R için

Ft := {x ∈ O : f (x) < t}.

Ft ⊂ O tan�mlayal�m. Her t ∈ R için Ft kümesi aç�kt�r ve Ft kümesi hem aç�k

hem kapal�d�r. Ayr�ca t1 ≤ t2 ise F t1 ⊂ F t2 ve böylece

O ⊂
[
t

F t ⊂ O

Her x ∈
[
t

F t için f (x) = inf
¦
t : x ∈ F t

©
ve her x ∈ O \

[
t

F t için f (x) = +∞

tan�mlayal�m. f fonksiyonunun f fonksiyonunun istenilen geni³lemesi oldu§unu

gösterece§iz. �lk olarak her x ∈ O için f (x) = f (x) oldu§unu gösterelim. E§er

f (x) < t ise x ∈ Ft, dolay�s�yla x ∈ F t olur ve böylece f (x) ≤ t bulunur. O halde

her f (x) < t sa§layan t için sa§lan�r ve f (x) ≤ f (x) bulunur. Öte yandan bir t

reel say�s� için {x : f (x) > t} kümesi ile Ft kümesinin kesi³imi bo³tur. Ayr�ca rutin

bir argüman, A ve B aç�k kesi³imleri bo³ ve A ve B aç�k kümeler ise A ∩B = ∅,

ile

{x : f (x) > t} ∩ F t

kesi³iminin bo³ oldu§unu söyleyebiliriz. f (x) > t sa§layan bir x ∈ O eleman�

x /∈ F t olur. Böylece bu noktada f (x) > t bulunur. Bu ise her x ∈ O için

f (x) ≥ f (x) oldu§unu söyler. Böylece her x ∈ O için f (x) = f (x) oldu§unu

gösterdik, o halde f fonksiyonu f fonksiyonunun bir geni³lemesidir.
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f fonksiyonunun O kümesi üzerinde sürekli oldu§unu göstermek için her t ∈

(−∞,+∞] için
¦
x : f (x) < t

©
kümesinin aç�k ve her t ∈ [−∞,∞) için

¦
x : f (x) ≤ t

©
kümesinin kapal� oldu§unu göstermeliyiz. Öte yandan¦

x : f (x) < t
©

=
S¦

F s : s < t
©
,¦

x : f (x) ≤ t
©

=
T¦

F s : s > t
©

e³itlikleri oldu§undan istenilen sa§lan�r.

Bu teorem özellikle X uzay�n�n aç�k yo§un bir alt kümesi üzerinde tan�ml�

sonlu de§erler alan sürekli f fonksiyonunun tek türlü ³ekilde bir f ∈ C∞ (X)

fonksiyonuna geni³letilebilece§ini söyler. Bir sonraki teoremde bu geni³leme kul-

lan�lacakt�r.

Teorem 3.2.2. X büsbütün ba§lant�s�z topolojik uzay ise C∞ (X) bir Riesz uza-

y�d�r.

Kan�t. f1, f2 ∈ C∞ (X) alal�m ve O1 ve O2 ile s�ras�yla f1 ve f2 fonksiyonlar�n�n

sonlu de§er ald�§� aç�k yo§un kümeleri gösterelim. O zaman O1 ∩ O2 kümesi de

aç�k ve yo§undur ve her x ∈ O1∩O2 için f1 (x)+f2 (x) de§erine e³it olan fonksiyon

O1 ∩ O2 üzerinde sonlu de§erli ve süreklidir. Dolay�s�yla bu fonksiyon tek türlü

bir ³ekilde X üzerinde tan�ml� bir genelle³tirilmi³ fonksiyona geni³letilir. Tan�m

olarak bu fonksiyon f1 + f2 fonksiyonudur. Benzer ³ekilde, f ∈ C∞ (X) ve α ∈ R

olmak üzere her x ∈ X için (αf) (x) = αf (x) ve αf ∈ C∞ (X). Benzer ³ekilde

f, g ∈ C∞ (X) olmak üzere sup (f, g) ve inf (f, g) tan�mlan�r.

Tan�m 3.2.3. Bir L Riesz uzay�nda her (uτ ∈ L+ : τ ∈ {τ}) elemanlar� iki³er

iki³er dik olan kümenin supremumu varsa L uzay�na yanal-tam denir.

Dedekind tam olma ve yanal-tam olma birbirinden ba§�ms�zd�r. E§er L uzay�

olarak [0, 1] aral�§�nda tan�ml� reel de§erli ve {x : f (x) 6= 0} kümesi en fazla sa-

y�labilir olan fonksiyonlar�n uzay�n� al�rsak L Dedekind tamd�r ama yanal-tam

de§ildir. Öte yandan L uzay� olarak C [0, 1] al�n�rsa L yanal-tam ama Dedekind

tam de§ildir.

Tan�m 3.2.4. Bir L Riesz uzay� hem Dedekind tam hem yanal-tam ise bu uzaya

evrensel tamd�r denir.
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�imdi C (X) uzaylar�n�n ne zaman Dedekind tam oldu§unu inceleyece§iz. Bu-

nun için bile³en kavram�n� kullanaca§�z:

E bir Riesz uzay� ve e ∈ E+ olmak üzere bir x ∈ E+ vektörü x ∧ (e− x) = 0

ko³ulunu sa§l�yorsa e vektörünün bile³eni denir. Bir e ∈ E+ eleman�n�n bütün

bile³enlerinin kümesini C (e) ile gösterelim, yani

C (e) =
¦
x ∈ E+ : x ∧ (e− x) = 0

©
.

E üzerindeki s�ralamay� C (e) üzerinde indirdi§imizde C (e) bir Boole cebir olur.

Teorem 3.2.5. X kompakt Hausdor� topolojik uzay olsun. A³a§�dakiler birbirine

e³de§erdir.

(i) X büsbütün ba§lant�s�z uzayd�r.

(ii) C (X) Dedekind tamd�r.

(iii) C (X) içindeki her s�n�rl� ayr�k elemanlardan olu³an aile C (X) içinde bir

supremuma sahiptir.

Kan�t. (i) ⇒ (ii) X uzay�n�n büsbütün ba§lant�s�z oldu§unu kabul edelim ve

bo³tan farkl� bir F ⊂ C (X)+ alal�m. inf F ∈ C (X) var oldu§unu gösterelim.

Her r > 0 say�s� için

Vr := {x ∈ X : ∃f ∈ F için f (x) < r }.

aç�k kümelerini tan�mlayal�m. 0 < r1 < r2 iken Vr1 ⊂ Vr2 ve böylece V r1 ⊂ V r2

oldu§unu görmek kolayd�r. X büsbütün ba§lant�s�z topolojik uzay oldu§undan Vr

kümeleri de aç�kt�r ve X =
[
r>0

Vr. �imdi bir g : X → [0,∞)

g (x) = inf
¦
r : x ∈ Vr

©
fonksiyonu tan�mlayal�m. g ∈ C (X) ve g = inf F oldu§unu gösterece§iz.

g fonksiyonunun sürekli oldu§unu göstermek için, her α ∈ R için

Uα = {x : g (x) < α} ve Wα = {x : g (x) ≤ α} .

kümelerini olu³tural�m. Kolayca görülece§i gibi her α ≥ 0 için Uα =
[

0<r<α

Vr, her

α ≤ 0 için Uα = ∅, her α ≥ 0 içinWα =
\
r>α

Vr ve her α < 0 içinWα = ∅. Buradan

Uα kümelerinin aç�k, Wα kümelerinin kapal� oldu§u görülür. Bir (a, b) aç�k aral�§�
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al�rsak g−1 ((a, b)) = Ub \Wa bir aç�k kümedir. Bu ise g fonksiyonunun sürekli

oldu§unu söyler, yani g ∈ C (X) .

g fonksiyonun F kümesi için bir alt s�n�r oldu§unu görelim. Bir f ∈ F alal�m

ve her x ∈ X ve key� ε > 0 için f (x) < f (x) + ε olur ve böylece g (x) < f (x) + ε

bulunur. O halde g fonksiyonu F kümesi için bir alt s�n�rd�r.

C (X) içinde g = inf F oldu§unu gösterelim. Her f ∈ F için h ≤ f sa§layan

bir ba³ka h ∈ C (X) fonksiyonu alal�m. 0 < s < r olsun. Her x ∈ Vs için öyle

bir f ∈ F vard�r ki h (x) ≤ f (x) < s sa§lan�r ve böylece h (x) < s olur.

h sürekli bir fonksiyon oldu§undan her x ∈ Vs için h (x) ≤ s olur. Böyleyse

Vs ⊂ {x ∈ X : h (x) < r} bulunur. O halde

Ur = {x ∈ X : g (x) < r} =
[

0<s<r

Vs ⊂ {x ∈ X : h (x) < r} .

Her ε > 0 için g (x) < g (x) + ε, o halde h (x) < g (x) + ε ve böylece her x ∈ X

için h (x) ≤ g (x) olur. Bu ise g = inf F oldu§unu söyler.

(ii)⇒ (iii) Aç�kt�r.

(iii) ⇒ (i) C (X) içindeki her s�n�rl� ayr�k elemanlardan olu³an ailenin C (X)

içinde supremuma sahip oldu§unu varsayal�m. X uzay�ndaki aç�k kapal� alt kü-

melerin Boole cebiri ile 1, 1 sabit fonksiyonu olmak üzere C (1) Boole cebiri örgü

izometriktir. Böylece X uzay�ndaki aç�k kapal� alt kümelerin olu³turdu§u Boole

cebirinin Stone uzay� X uzay�d�r ve Sonuç 2.2.4 ve Teorem 2.4.19'dan istenilen

elde edilir, yani X büsbütün ba§lant�s�zd�r.

Teorem 3.2.6. X büsbütün ba§lant�s�z bir uzay olmak üzere C∞ (X) Riesz uzay�

Dedekind tam ve yanal-tamd�r.

Kan�t. �lk C∞ (X) uzay�n�n Dedekind tam oldu§unu gösterelim. (uτ : τ ∈ {τ})

⊂ C∞ (X) ve her τ için 0 ≤ uτ ≤ u0 olucak ³ekilde u0 ∈ C∞ (X) fonksiyonu var

olsun. O0 kümesi ile u0 fonksiyonunun sonlu oldu§u aç�k yo§un kümeyi gösterelim.

O halde her τ için uτ fonksiyonu O0 kümesi üzerinde sürekli ve sonlu, böylece

her τ için uτ ∈ C (O0) ve u0 ∈ C (O0). O0 büsbütün ba§lant�s�z topolojik uzay

oldu§undan, bir önceki teoremden C (O0) Dedekind tamd�r. O zaman öyle bir u ∈

C (O0) vard�r ki C (O0) içinde u = supuτ sa§lan�r. u ∈ C (O0) yani u fonksiyonu

O0 aç�k yo§un kümesi üzerinde sonlu de§erler ald�§�ndan u fonksiyonunun tüm
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X üzerinde tan�ml� bir geni³letilmi³ sürekli fonksiyon u geni³lemesi vard�r. O0

üzerinde uτ ≤ u oldu§undan ve süreklilik gere§ince her x ∈ X için uτ ≤ u olur.

O halde u, (uτ : τ ∈ {τ}) kümesi için C∞ (X) içinde bir üst s�n�rd�r. Bir ba³ka

v üst s�n�r� alsak, yani her x ∈ X için uτ (x) ≤ v (x) olsa, x ∈ O0 ⊂ X için de

uτ (x) ≤ v (x) olur ve dolay�s�yla O0 üzerinde u ≤ v sa§lan�r. Süreklilikten X

üzerinde de u ≤ v bulunur. Bu ise C∞ (X) uzay�n�n içinde u = supuτ oldu§unu

söyler, yani C∞ (X) Dedekind tamd�r.

C∞ (X) uzay�n�n yanal-tam oldu§unu göstermek için (uτ : τ ∈ {τ}) ⊂ C∞ (X)+

iki³er iki³er ayr�k elemanlardan olu³an bir küme alal�m. Her τ için Oτ , uτ fonk-

siyonunun sonlu de§erler ald�§� aç�k yo§un küme olsun. O zaman Oτ kümeleri

iki³er iki³er ayr�kt�r ve

O =

�[
τ

Oτ

�
∪
�
X \

[
τ

Oτ

�
dersek O kümesi aç�k ve yo§undur. O kümesi üzerinde bir u fonksiyonunu ³u ³e-

kilde tan�mlayal�m; her τ için x ∈ Oτ ise u (x) = uτ (x) ve her x ∈ X \Sτ Oτ için

u (x) = 0. O halde u fonksiyonu O üzerinde sürekli ve sonlu de§erler alan bir fonk-

siyon ve her x ∈ O için uτ (x) ≤ u (x) sa§lan�r. u fonksiyonunun tüm X uzay�na

geni³lemesi u ∈ C∞ (X) fonksiyonu için kolayca görülece§i gibi C∞ (X) içinde

u = supuτ olur ve böylece C∞ (X) uzay�n�n yanal-tam oldu§unu söyleyebiliriz.

3.3 Evrensel Tamlan�³

Bu bölümde bir Riesz uzay�n�n evrensel tamlan�³�n�n nas�l olu³turuldu§unu ve

hangi formda oldu§unu ara³t�raca§�z.

L bir Riesz uzay� olsun. B (L) ile L uzay� üzerindeki bantlar�n olu³turdu§u

Boole cebirini, B (L) üzerindeki asal idealleri w ile, B (L) Boole cebirinin Stone

gösterili³ini Ω ve f ∈ L eleman� taraf�ndan üretilen bant� [f ] ile gösterelim. Ω

üzerindeki kabuk-çekirdek topolojisinin taban elemanlar�

UB = {w : B /∈ w}
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³eklindedir.

Tan�m 3.3.1. e ∈ L+ s�f�rdan farkl� sabit bir eleman olsun. Her f ∈ L ve her

w ∈ Ω için

f∧ (w) = f∧ (w; e) = sup
¦
α :

�
(αe− f)+

�
∈ w

©
geni³letilmi³ reel say�s�n� tan�mlayal�m. E§er hiç bir α ∈ R için

�
(αe− f)+

�
∈ w

sa§lanm�yorsa f∧ (w) = −∞ ve her α ∈ R için
�
(αe− f)+

�
∈ w sa§lan�yorsa

f∧ (w) = +∞ diyelim.

Yukar�daki tan�m ile ilgili olarak, e§er bir α için
�
(αe− f)+

�
∈ w sa§lan�yorsa

her β < α için
�
(βe− f)+

�
∈ w sa§lan�r, böylece yukar�daki tan�m iyi tan�ml�d�r.

Bir di§er gözlenmesi gereken nokta ise [f ] , [g] ∈ w ise [f + g] ∈ w olmas�d�r.

Gerçekten, w bir ideal ve [f ] , [g] ∈ w oldu§undan sup ([f ] , [g]) ∈ w olur, buradan

[|f |+ |g|] ∈ w bulunur. Böylece [f + g] = [|f + g|] ∈ w elde edilir. Ayr�ca, [f ] =

[|f |] ∈ w ise [f+] , [f−] ∈ w, böylece [αe− f ] ∈ w olmas� için gerek yeter ko³ul�
(αe− f)+

�
∈ w ve

�
(αe− f)−

�
∈ w olmas�d�r. w bir asal ideal ve B (L) içinde�

(αe− f)+
�
⊥
�
(αe− f)−

�
olduklar�ndan

�
(αe− f)+

�
ve
�
(αe− f)−

�
bantlar�ndan en az biri w asal idealine

aittir. E§er [αe− f ] ∈ w birden fazla α için sa§lan�yorsa gözlemledi§imiz so-

nuçlardan [e] ∈ w bulunur. E§er [e] band� w asal idealine ait de§ilse tek bir α0

genelle³tirilmi³ reel say�s� için

α0 = sup
¦
α :

�
(αe− f)+

�
∈ w

©
= inf

¦
α :

�
(αe− f)−

�
∈ w

©
sa§lan�r ve her α < α0 için

�
(αe− f)+

�
∈ w ve her α > α0 için

�
(αe− f)+

�
/∈ w,

ayr�ca her α > α0 için
�
(αe− f)−

�
∈ w ve her α < α0 için

�
(αe− f)−

�
/∈ w.

Teorem 3.3.2. e ∈ L+ s�f�rdan farkl� sabit bir eleman ve w ∈ Ω için [e] /∈ w

olsun.

(i) [f ] ∈ w sa§layan her f ∈ L için f∧ (w) = 0.

(ii) e∧ (w) = 1.

(iii) Her f ∈ L ve her β ∈ R için (βf)∧ (w) = βf∧ (w).

(iv) Her f, g ∈ L için f∧ (w) + g∧ (w) iyi tan�ml�ysa (yani f∧ (w) ve g∧ (w) biri
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+∞ ve di§eri −∞ durumu olmas�n) (f + g)∧ (w) = f∧ (w) + g∧ (w).

(v) h = inf (f, g) ise h∧ (w) = inf (f∧ (w) , g∧ (w)). Benzer durum sup (f, g) için

de geçerlidir. Özellikle

(f+)
∧

(w) = sup (f∧ (w) , 0) ,

(f−)
∧

(w) = − inf (f∧ (w) , 0) ,

|f |∧ (w) = |f∧ (w)| .

Kan�t. (i) [f ] ∈ w olsun. α < 0 için�
(αe− f)+

�
⊂
�
(−f)+

�
= [f−] ∈ w

oldu§undan f∧ (w) ≥ 0 bulunur. α > 0 için αe ≤ f + (αe− f)+ oldu§undan

e§er
�
(αe− f)+

�
∈ w ise [αe] ∈ w olaca§�ndan her α > 0 için

�
(αe− f)+

�
/∈ w

bulunur. O halde f∧ (w) = 0.

(ii) Aç�kt�r.

(iii) E§er g = 0 ise g∧ (w) = 0 oldu§undan β = 0 ve key� f için e³itlik sa§lan�r.

0 < β < +∞ alal�m. O halde�
α :

�
(αe− f)+

�
∈ w

�
=
�
α :

�
(αβe− βf)+

�
∈ w

�
=
�
γ/β :

�
(γe− βf)+

�
∈ w

�
oldu§undan bu e³itlikte supremum al�rsak f∧ (w) = β−1 (βf)∧ (w) ve böylece

βf∧ (w) = (βf)∧ (w)

elde ederiz. �spat� tamamlamak için β = −1 durumunu göz önüne almak yeterli-

dir.

(−f)∧ (w) = sup
�
α :

�
(αe+ f)+

�
∈ w

�
= sup

�
α :

�
(−αe− f)−

�
∈ w

�
= sup

�
−γ :

�
(γe− f)−

�
∈ w

�
= − inf

�
γ :

�
(γe− f)−

�
∈ w

�
= −f∧ (w)

(3.1)

oldu§undan ispat tamamlan�r.

(iv) f, g ∈ L için f∧ (w) + g∧ (w) iyi tan�ml� olsun. Öncelikle

f∧ (w) + g∧ (w) ≤ (f + g)∧ (w)
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sa§land�§�n� gösterelim. E§er f∧ (w)+g∧ (w) = −∞ ise e³itsizlik do§rudur. �imdi

f∧ (w) > −∞ ve g∧ (w) > −∞ oldu§unu kabul edelim. O halde öyle bir α ∈ R

için α < f∧ (w) + g∧ (w) sa§lan�r. α say�s�n� α1 < f∧ (w) ve α2 < g∧ (w) ve

α = α1+α2 olacak ³ekilde yazal�m. O halde
�
(α1e− f)+

�
∈ w ve

�
(α2e− g)+

�
∈ w

oldu§undan�
{αe− (f + g)}+

�
=
�
{(α1e− f) + (α2e− g)}+

�
⊂
�
(α1e− f)+ + (α2e− g)+

�
= sup

��
(α1e− f)+

�
,
�
(α2e− g)+

��
bulunur ki bu ise α < f∧ (w) + g∧ (w) iken α ≤ (f + g)∧ (w) oldu§unu söyler.

Böylece istenen e³itsizlik sa§lan�r. Bu sonucu −f ve −g elemanlar�na uygularsak

ters e³itsizli§i de elde ederiz ve böylece

f∧ (w) + g∧ (w) = (f + g)∧ (w)

bulunur.

(v) f, g ∈ L olmak üzere h = inf (f, g) olsun. Tan�mdan aç�kça görülece§i gibi

h∧ (w) ≤ f∧ (w) ve h∧ (w) ≤ g∧ (w) böylece h∧ (w) ≤ inf (f∧ (w) , g∧ (w)) bu-

lunur. E§er in�mum −∞ ise ispat biter. O halde inf (f∧ (w) , g∧ (w)) > −∞

oldu§unu kabul edebiliriz. h∧ (w) ≥ inf (f∧ (w) , g∧ (w)) oldu§unu göstermek için,

ilk olarak

(αe− h)+ = {αe− inf (f, g)}+ = {αe+ sup (−f,−g)}+

= {sup (αe− f, αe− g)}+ = sup
¦
(αe− f)+ , (αe− g)+

©
oldu§unu gözlemleyelim. α < inf (f∧ (w) , g∧ (w)) sa§layan α için

�
(αe− f)+

�
ve�

(αe− g)+
�
bantlar� w idealinin elemanlar�d�r, böylece üstteki e³itlik

�
(αe− h)+

�
bant�n�n da w idealine ait oldu§unu söyler, yani α ≤ h∧ (w). O halde

inf (f∧ (w) , g∧ (w)) ≤ h∧ (w)

bulunur. Sonuç olarak istenen e³itlik bulunmu³ olur. sup (f, g) içinde benzer ispat

yap�l�r.

e ∈ L+ sabit bir eleman, f ∈ L ve

w ∈ U[e] = {w : [e] /∈ w},
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olsun. Tan�m 3.3.1'de tan�mlad�§�m�z f∧ (w) = f∧ (w; e) say�s�n� göz önüne alal�m.

f sabitlenmi³ ve w de§i³ken olarak görülürse f∧, U[e] üzerinde geni³letilmi³ reel

de§erli bir fonksiyondur. �imdi bu f∧ fonksiyonunun U[e] topolojik uzay�ndan R∞

içine sürekli bir fonksiyon oldu§unu gösterelim.

Teorem 3.3.3. Her f ∈ L eleman�na kar³�l�k gelen f∧ fonksiyonu U[e] üzerinde

süreklidir.

Kan�t. Her α ∈ R için

{w : f∧ (w) < α} =
S
β<α

¦
w :

�
(βe− f)+

�
/∈ w

©
,

bulunur. Her iki taraf�n� w ∈ U[e] elemanlar�na k�s�tlayal�m. Birle³imin içindeki

kümeler U[e] ile taban elemanlar�n�n kesi³imidir, böylece bu küme U[e] içinde aç�k-

t�r. α = +∞ için

{w : f∧ (w) < +∞} =
∞[
n=1

{w : f∧ (w) < n}

yazarsak benzer i³lemleri burada da uygulayabiliriz. Buldu§umuz bu sonuçlar�

−f∧ fonksiyonuna uygularsak her α ≥ −∞ için {w : f∧ (w) > α} kümesi aç�k

olur. O halde f∧ fonksiyonu U[e] üzerinde süreklidir.

f ∈ L ve 0 < e ∈ L+ olmak üzere her α > 0 için |f | ≤ αe sa§lan�yorsa ya

f = 0 bulunur ya da f eleman� e eleman�na göre sonsuz küçüktür denir.

Teorem 3.3.4. f ∈ [e] olsun. Her α > 0 için |f | ≤ αe olmas� için gerek yeter

ko³ul her w ∈ U[e] için f∧ (w) = f∧ (w; e) = 0 olmas�d�r.

Kan�t. α > 0 olmak üzere |f | ≤ αe ise −αe ≤ f ≤ αe olur ve Teorem 3.3.2

gere§ince her w ∈ U[e] için−α ≤ f∧ (w) ≤ α bulunur. E§er her α > 0 için |f | ≤ αe

oluyorsa her w ∈ U[e] için f∧ (w) = 0 bulunur. Tersine her w ∈ U[e] için f∧ (w) = 0

oldu§unu varsayal�m. O halde her α > 0 ve her w ∈ U[e] için
�
(αe− f)+

�
band�

w idealinin eleman� de§ildir. �imdi bir α0 > 0 için (α0e− f)− 6= 0 oldu§unu

varsayal�m. O halde
�
(α0e− f)−

�
band� [0] band�n� kesin olarak içerir. O halde

Teorem 2.4.2'den öyle bir w0 ∈ Ω ideali bulabiliriz ki
�
(α0e− f)−

�
/∈ w0 bulunur.

Ayr�ca

(α0e− f)− = (f − α0e)
+ ≤ f+
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oldu§undan [f+] /∈ w0 bulunur. Dahas� f ∈ [e] ise f+ ∈ [e] ve böylece [f+] ⊂ [e]

olaca§�ndan [e] band� w0 idealine ait de§ildir. Böylece öyle bir w0 ∈ U[e] ideali bul-

duk ki ne
�
(α0e− f)+

�
band� ne de

�
(α0e− f)−

�
band� w0 idealinin içinde de§ildir.

Bu ise w0 idealinin asal olmas�yla çeli³ir. O halde her α > 0 için (αe− f)− = 0

bulunur. Bir ba³ka deyi³le, her α > 0 için αe − f ≥ 0 ve böylece f ≤ αe. Bu

sonucu −f fonksiyonuna uygularsak her α > 0 için |f | ≤ αe bulunur.

A³a§�daki teorem önemli bir sonuçtur. Yukar�daki teoremden kolayca görüle-

bilir.

Teorem 3.3.5. L Riesz uzay�n�n Ar³imet özelli§ine sahip olmas� için gerek yeter

ko³ul e ∈ L+ s�f�rdan farkl� ve her w ∈ U[e] olmak üzere f∧ (w; e) = 0 sa§layan

f ∈ [e] için f = 0 olmas�d�r.

Teorem 3.3.4'ün ispat�ndaki irdeleme ile a³a§�daki genellemeyi verebiliriz.

Lemma 3.3.6. 0 < u ≤ e ve f ∈ [u] olsun. Her α > 0 için |f | ≤ αe olmas� için

gerek yeter ko³ul her w ∈ U[u] için f∧ (w) = f∧ (w; e) = 0 olmas�d�r.

L Ar³imet özelli§ine sahip bir Riesz uzay� ve e ∈ L+ s�f�rdan farkl� bir eleman

olmak üzere, her f ∈ L için f∧ (w; e) fonksiyonunun sonlu de§erler ald�§� küme-

nin U[e] içinde yo§un oldu§unu gösterece§iz ve böylece f∧ ∈ C∞
�
U[e]

�
oldu§unu

söyleyece§iz.

Teorem 3.3.7. L Ar³imet özelli§ine sahip bir Riesz uzay� ve e ∈ L+ s�f�rdan

farkl� bir eleman olmak üzere, her f ∈ L için f∧ (w; e) fonksiyonunun sonlu

de§erler ald�§� küme U[e] içinde yo§undur.

Kan�t. Öncelikle f ∈ L+ oldu§unu kabul edebiliriz. Bir f ∈ L+ için teoremin

hipotezinin gerçeklenmedi§ini varsayal�m. O zaman öyle bir u ∈ L+ ve 0 < u ≤ e

eleman� vard�r ki her w ∈ U[u] için f∧ (w; e) = +∞ olur. Aç�kça görülece§i gibi

hiç bir w ∈ U[u] için [f ] ∈ w olamaz çünkü bir w ∈ U[u] ideali için [f ] ∈ w olsa

Teorem 3.3.2 (i) ³�kk�ndan f∧ (w; e) = 0 bulunur. Böylece

U[u] ⊂ U[e] ∩ U[f ]

42



bulunur. Genelli§i bozmaks�z�n u ≤ f oldu§unu varsayabiliriz çünkü

U[u] = U[u] ∩ U[f ] = Uinf{[u],[f ]} = U[inf(u,f)]

oldu§undan u ile inf (u, f) de§i³tirebiliriz. Her w ∈ U[u] için f∧ (w; e) = +∞ ol-

du§undan her α > 0 için
�
(αe− f)+

�
∈ w sa§lan�r. Önceki gözlemlediklerimizden

her α > 0 için �
(αe− f)−

�
=
�
(f − αe)+

�
band� w idealinin eleman� de§ildir, böylece

�
(α−1f − e)+� band� w idealinin ele-

man� de§ildir. Öte yandan, her α < 0 için
�
(α−1f − e)+�

= [0] band� w idealinin

eleman�d�r. Dolay�s�yla her w ∈ U[u] için e∧ (w; f) = 0 bulunur. O halde 0 < u ≤ e

oldu§undan her w ∈ U[u] için

u∧ (w; f) = 0

bulunur. Bir önceki lemman�n sonucu olarak her α > 0 için u ≤ αf sa§lan�r, yani

u eleman� f eleman�na göre sonsuz küçüktür. Ayr�ca u eleman�n�n s�f�rdan farkl� ve

uzay�n Ar³imet özelli§ine sahip oldu§unu varsayd�§�m�zdan bu bir çeli³kidir.

Önemli bir sonuç olarak a³a§�daki teoremi verebiliriz.

Teorem 3.3.8. L Ar³imet özelli§ine sahip bir Riesz uzay� ve e ∈ L+ eleman�

s�f�rdan farkl� olsun. O halde L+ pozitif konisinin f −→ f∧ (w; e) tasviri alt�ndaki

görüntüsü

C∞
�
U[e]

�
Riesz uzay�n�n bir Riesz alt uzay�d�r.

Lemma 3.3.9. L Ar³imet özelli§ine sahip bir Riesz uzay�, e ∈ L+ eleman� s�f�r-

dan farkl� ve B ⊂ L bir bant olsun. Bir f ∈ B için

w ∈ UBd ∩ U[e] = Uinf(Bd,[e]) = UBd∩[e]

ise f∧ (w; e) = 0 sa§lan�r.

Kan�t. E§er w ∈ UBd ise Bd bant� w asal idealine ait de§ildir. Böyleyse B bant�

w idealindedir. [f ] ⊂ B oldu§undan |f | ∈ w bulunur ve e§er w ∈ U[e] ise Teorem

3.3.2 (i) ³�kk�ndan f∧ (w; e) = 0 bulunur.
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Teorem 3.3.10. Tekrar, L Ar³imet özelli§ine sahip bir Riesz uzay�, e ∈ L+

eleman� s�f�rdan farkl� olsun. Ayr�ca 0 < u ∈ L+ olsun ve bir g ∈ C∞
�
U[e]

�
fonksiyonu her w ∈ U[e] için g (w) ≥ 0 ve w ideali U[e] uzay�n�n bo³tan farkl� bir

O aç�k kümesinin içinde olmak üzere

0 < g (w) ≤ u∧ (w; e)

sa§lans�n. O zaman öyle bir v ∈ L+ eleman� vard�r ki her w ∈ U[e] için

v∧ (w; e) ≤ g (w)

sa§lan�r.

Kan�t. Her n ∈ N için O aç�k kümesinin

n−1 < g (w) ≤ u∧ (w; e) < n

sa§layan alt kümesini göz önüne alal�m. Bu On kümesi O kümesinin aç�k bir

alt kümesidir ve n yeterince büyük seçilirse On bo³tan farkl�d�r. On kümesinin

B 6= {0} olmak üzere UB taban eleman�n� içerdi§ini varsayal�m. O halde bir

0 < p ∈ B ald�§�m�zda U[p] ⊂ On ve her w ∈ U|p| için

n−1 < g (w) ≤ u∧ (w; e) < n (*)

bulunur. U[p] ⊂ O ⊂ U[e] oldu§undan dolay� genelli§i bozmaks�z�n 0 < p ≤

e oldu§unu varsayabiliriz (de§ilse, p ile inf (p, e) de§i³tirebiliriz). �imdi u ile p

elemanlar�n�n ayr�k olmad�klar�n� gösterece§iz. Gerçekten, p⊥u olsayd� her w ∈

U[e] için

inf (u∧ (w; e) , p∧ (w; e)) = 0

ve böylece her w ∈ U[p] için p∧ (w; e) = 0 bulunur ki Lemma 3.3.6 gere§ice p = 0

olur. Bu ise p > 0 olmas�yla çeli³ir. O halde p ve u ayr�k olamaz, yani, u, [p]d

bant�n�n eleman� de§ildir. Öte yandan [p]⊕ [p]d, L içinde s�ra yo§un oldu§undan,

öyle bir (wτ : τ ∈ {τ}) ⊂ [p] ⊕ [p]d yukar� yönlendirilmi³ kümesi vard�r ki 0 ≤

wτ ↑ n−2u sa§lan�r. O halde öyle w′τ ∈ [p] ve w′′τ ∈ [p]d vard�r ki wτ = w′τ + w′′τ

³eklinde yaz�l�r. Ayr�ca u /∈ [p]d oldu§u için her τ için w′τ = 0 sa§lanmaz, e§er

her τ için w′τ = 0 olsayd� wτ ∈ [p]d ve dolay�s�yla u ∈ [p]d bulunurdu. Di§er bir

deyi³le 0 < v ≤ n−2u olacak ³ekilde v ∈ [p] vard�r. Böylece her w ∈ U[e] için
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v∧ (w; e) ≤ n−2u∧ (w; e)

bulunur. Bunu (*) e³itsizli§i ile birle³tirirsek her w ∈ U[p] için

v∧ (w; e) ≤ n−1 < g (w)

elde ederiz ve bir önceki lemmadan her w ∈ U[p]d ∩U[e] için v∧ (w; e) = 0 bulunur.

Böylece her w ∈ U[e] için

v∧ (w; e) ≤ g (w)

elde edilir. Son olarak 0 < v ∈ [p] ⊂ [e] oldu§undan U[e] üzerinde v∧ (w; e) özde³

olarak s�f�rdan farkl�d�r.

Sonuç olarak en az�ndan [e] band�ndaki her eleman için f 7→ f∧ (w; e) gönderimi-

nin sadece sonlu de§il keyfî supremum ve in�mumu korudu§unu gösterebiliriz.

Teorem 3.3.11. L Ar³imet özelli§ine sahip bir Riesz uzay�, e ∈ L+ eleman�

s�f�rdan farkl� olsun. (uτ : τ ∈ {τ}) ⊂ L+, her τ için uτ ∈ [e] ve u = supuτ

supremumu var olsun. O halde C∞
�
U[e]

�
içinde

u∧ (w; e) = supu∧τ (w; e) .

gerçeklenir.

Kan�t. Aç�kça görülece§i gibi u∧ fonksiyonu u∧τ fonksiyonlar�ndan olu³an küme

için bir üst s�n�rd�r. Öte yandan Teorem 3.2.6'dan C∞
�
U[e]

�
Dedekind tam ol-

du§undan, öyle bir h ∈ C∞
�
U[e]

�
vard�r ki h (w) = supu∧τ (w; e). Her w ∈ U[e]

için

g (w) := u∧ (w; e)− h (w) ≥ 0

fonksiyonunu tan�mlayal�m. g fonksiyonunun özde³ olarak s�f�r oldu§unu göster-

meliyiz. E§er g özde³ olarak s�f�r de§ilse, bir önceki teoremden öyle bir v ∈ L+

vard�r ki her w ∈ U[e] için v∧ (w; e) ≤ g (w) sa§lan�r. Asl�nda teoremin ispat�nda

da bulundu§u gibi v eleman� [e] band�n�n içindedir.

v > 0 ve u = supuτ oldu§undan her τ için u − (uτ + v) ≥ 0 olamaz, o halde

öyle bir τ0 indeksi vard�r ki (u− (uτ0 + v))− > 0 olur. Ama u−(uτ0 + v) eleman�na

kar³�l�k gelen {u− (uτ0 + v)}∧ fonksiyonu
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u∧τ0 + v∧ ≤ h+ g = u∧,

oldu§undan U[e] üzerinde negatif de§erler almayan bir fonksiyondur. Öte yan-

dan (u− (uτ0 + v)) ∈ [e] oldu§undan (u− (uτ0 + v))− ∈ [e] bulunur ve Teorem

3.3.4 gere§ince (u− (uτ0 + v))− = 0 olur, çünkü (u− (uτ0 + v))− eleman�na kar-

³�l�k gelen fonksiyon U[e] üzerinde özde³ olarak s�f�r. Bu ise (u− (uτ0 + v))− > 0

olmas�yla çeli³ir. Böylece g fonksiyonu özde³ olarak s�f�rd�r.

�imdi L uzay�n�n Ar³imet özelli§ine sahip, e > 0 zay�f s�ra birimli Riesz uzay�

oldu§unu kabul edelim. e zay�f s�ra birim oldu§undan [e] = L ve böylece U[e] ile

Ω ayn� uzaylard�r. Sonuç 2.4.18'de kan�tlad�§�m�z gibi Ω kompakt Hausdor� to-

polojik uzayd�r. Ayr�ca B (L) Boole cebiri Dedekind tam oldu§undan ve Teorem

2.4.19'dan Ω büsbütün ba§lant�s�z topolojik uzay olur. Her taban eleman� UB

aç�k, kapal� ve kompakt oldu§undan UB kümesi Ω üzerinden indirdi§imiz kabuk-

çekirdek topolojisine göre büsbütün ba§lant�s�zd�r. O halde Teorem 3.2.6'dan

C∞ (Ω) ve C∞ (UB) evrensel olarak tamd�r. Buraya kadar yap�lan i³ler birle³-

tirilirse a³a§�daki teorem verilebilir.

Teorem 3.3.12. L Ar³imet özelli§ine sahip bir Riesz uzay� ve e ∈ L+ zay�f s�ra

birim olmak üzere f −→ f∧ (w; e) tasviri L Riesz uzay� ile C∞ (Ω) uzay�n�n bir

Riesz alt uzay� L∧ aras�nda örgü izometrisidir. Üstelik bu izomor� key� supremum

ve in�mumu korur.

K Dedekind tam bir Riesz uzay� ve L ⊂ K bir Riesz alt uzay� olmak üzere

her f ∈ K için

f = sup {g : g ∈ L, g ≤ f} = inf {g : g ∈ L, g ≥ f}

sa§lan�yorsa K uzay�na L uzay�n�n Dedekind tamlan�³� denir.

Teorem 3.3.13. L Ar³imet özelli§ine sahip bir Riesz uzay� ve e ∈ L+ zay�f s�ra

birim olmak üzere L∧ uzay� taraf�ndan C∞ (Ω) uzay� içinde üretilen DL ideali L

uzay�n�n Dedekind tamlan�³�d�r ve DL uzay� C∞ (Ω) içinde s�ra yo§undur.

Kan�t. DL ideali g ∈ C∞ (Ω) olmak üzere |g (w)| ≤ u∧ (w; e) sa§layacak ³ekilde

öyle bir u ∈ L+ bulabildi§imiz g ∈ C∞ (Ω) elemanlar�ndan olu³ur. C∞ (Ω) De-

dekind tam oldu§undan DL ideali de kendi içinde Dedekind tam Riesz uzay�d�r.
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L uzay� DL uzay�n�n L∧ alt uzay�na örgü izometrik oldu§undan DL uzay�n�n L

uzay�n�n Dedekind tamlan�³� oldu§unu göstermek için her 0 < g ∈ DL ve her

w ∈ Ω için

0 ≤ v∧ (w; e) ≤ g (w) ≤ u∧ (w; e)

olacak ³ekilde u, v ∈ L+ elemanlar� bulmam�z yeterlidir. Teorem 3.3.10 bu ³artlar�

sa§layan u ve v elemanlar�n�n varl�§�n� garantiler, böylece DL uzay� L uzay�n�n

Dedekind tamlan�³�d�r.

e taraf�ndan üretilen bant C∞ (Ω) uzay� oldu§undan DL taraf�ndan üretilen

bant C∞ (Ω) olur. Böylece DL s�ra yo§un olur.

Sonuç 3.3.14. L Dedekind tam Riesz uzay� ve e zay�f s�ra birim olmak üzere L∧

uzay� C∞ (Ω) içinde s�ra yo§undur.

Kan�t. L∧ Dedekind tam oldu§undan DL Dedekind tamlan�³�na e³it olaca§�ndan

istenilen elde edilir.

�imdi bir Riesz uzay�n�n evrensel tamlan�³�n� inceleyece§iz.

Tan�m 3.3.15. Evrensel olarak tam olan bir L′ Riesz uzay�

(i) L Riesz uzay� L′ uzay�n�n bir L∧ alt uzay�na örgü izometriktir.

(ii) Her f ′ ∈ (L′)+ için

f ′ = sup {g∧ ∈ L∧ : g∧ ≤ f ′} .

ko³ullar�n� sa§l�yorsa L uzay�n�n evrensel tamlan�³� denir.

Dedekind tam Riesz uzaylar�n�n Riesz alt uzaylar� Ar³imet özelli§ine sahip-

tir. Bir L Riesz uzay� Ar³imet özelli§ine sahip ise evrensel tamlan�³� vard�r. L

uzay� Dedekind tamlan�³a sahip oldu§u durumda aç�kça görülece§i gibi L uza-

y�n�n Dedekind tamlan�³� evrensel tamlan�³�n�n içindedir. Ayr�ca e§er L uzay�

evrensel tamlan�³a sahip ise bu evrensel tamlan�³ örgü izomor�leri alt�nda tek

türlü belirlidir.

�imdiye kadar yap�lan birçok ³ey birle³tirilerek a³a§�daki teoremi verebiliriz.
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Teorem 3.3.16. L Ar³imet özelli§ine sahip zay�f s�ra birimli bir Riesz uzay� ise

C∞ (Ω) uzay� L uzay�n�n evrensel tamlan�³�d�r.

Kan�t. L∧ uzay� evrensel olarak tam olan C∞ (Ω) uzay�n�n Riesz alt uzay� ve L∧

ile üretilen ideal DL, C∞ (Ω) içinde s�ra yo§un oldu§undan C∞ (Ω) uzay� L Riesz

uzay�n�n evrensel tamlan�³�d�r.

�imdi Ar³imet özelli§ine sahip bir Riesz uzay�n�n Ar³imet özelli§ine sahip

zay�f s�ra birimli bir Riesz uzay�n�n içinde görülebilece§ini irdeleyece§iz. Böylece

Ar³imet özelli§ine sahip bir uzay�n evrensel tamlan�³� oldu§unu söyleyebilece§iz.

L Riesz uzay� ve {ei} ⊂ L+ kümesinin elemanlar� iki³er iki³er dik olsun, yani

her i 6= j için ei ∧ ej = 0. E§er her i için u ∧ ei = 0 olan u sadece 0 ise {ei}

kümesine tam ayr�k aile denir.

Teorem 3.3.17. L bir Riesz uzay� ve {ei : i ∈ I} projeksiyon elemanlardan olu-

³an tam ayr�k aile bir aile olsun. O halde her u ∈ L+ için

u = sup {Pei : i ∈ I}

olur.

Kan�t. u ∈ L+ ve 0 ≤ w ∈ L olmak üzere her i ∈ I için Pei (u) ≤ u−w oldu§unu

varsayal�m. O halde her i ∈ I için 0 ≤ w ≤ u − Pei (u) ∈ Bd
ei
yani her i ∈ I için

w ∧ ei = 0 olur. Böylece w = 0 ve u = sup {Pei : i ∈ I} bulunur.

{Lα : α ∈ A} Riesz uzaylar�n�n bir ailesi olmak üzere bu Riesz uzaylar�n�n

kartezyen çarp�m� L =
Q
Lα elemanlar�n koordinat kordinat kar³�la³t�r�lmas�na

göre, yani {uα : α ∈ A} ≥ {vα : α ∈ A} olmas� gerek yeter ko³ul her α için uα ≥ vα

olmas�, bir Riesz uzay�d�r.

{eα : α ∈ A} projeksiyon elemanlardan olu³an tam ayr�k bir aile olsun. Bα ile

eα taraf�ndan üretilen band� ve K ile
Q
Bα uzay�n� gösterelim. Kolayca görülece§i

gibi her u ∈ L+ için π (u) = {Peα (u) : α ∈ A} ³eklinde tan�mlanan π : L+ → K+

tasviri toplamsald�r. Böylece π tasvirini π (u) = π (u+) − π (u−) tek türlü belirli

bir biçimde π : L → K geni³letebiliriz. Ayr�ca π tasviri Riesz homomor�sidir

ve π (L) uzay� K içinde s�ra yo§undur ve {eα : α ∈ A} eleman� K için bir s�ra

birimdir. Sonuç olarak a³a§�daki teorem verilebilir.
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Teorem 3.3.18. π : L → Q
Bα tasviri L uzay� zay�f s�ra birimi olan

Q
Bα

uzay�n�n s�ra yo§un bir alt uzay�na izomorf olur.

Sonuç 3.3.19. L Ar³imet özelli§ine sahip bir uzaysa C∞ (Ω) uzay� L uzay�n�n

evrensel tamlan�³�d�r.

Kan�t. Teorem 3.3.18 ve Teorem 3.3.16'n�n sonucudur.
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Bölüm 4

banach örgüler
� ve

üzerler
�ndek
� regüler

operatörler

Bu bölümde Banach örgüleri tan�t�lacak ve bu çal�³ma içinde kullan�lan özellikle-

rine de§inilecektir. AL- ve AM -uzaylar�n�n önemli özelliklerinden bahsedilecektir.

�lk k�s�mda özellikle bir AM -uzay�n s�ra birime sahip olmas� ile ilgili bir ko³ul ve-

rilecektir. Son k�s�mda Banach örgüleri üzerindeki regüler operatörler ile norm

s�n�rl� operatörler aras�ndaki ili³ki tan�t�lacakt�r.

4.1 Banach Örgüleri

Bir Riesz uzay� üzerindeki bir ‖·‖ normu için |x| ≤ |y| iken ‖x‖ ≤ ‖y‖ oluyorsa

bu norma örgü normu veya Riesz normu denir ve bu Riesz uzay�na normlu Riesz

uzay� denir. E§er bir normlu Riesz uzay� üzerindeki norma göre tam ise Banach

örgüsü olarak adland�r�l�r.

Tan�m 4.1.1. Bir Riesz uzay� üzerinde bir örgü normu ‖·‖ için xα ↓ 0 iken

‖xα‖ ↓ 0 oluyorsa bu norma s�ra sürekli norm denir.

S�ra sürekli norma sahip olan Banach örgüleri Dedekind tamd�r ([6] s.186).

Dahas�, s�ra sürekli norm ile ayr�k elemanlardan olu³an diziler yak�ndan ili³kilidir.

Teorem 4.1.2. (Fremlin-Meyer-Nieberg). Bir Banach örgüsünün s�ra sürekli norma
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sahip olmas� için gerek yeter ko³ul her s�ra s�n�rl� ayr�k elemanlardan olu³an di-

zinin normda s�f�ra yak�nsamas�d�r.

Kan�t. [6, Theorem 4.14].

�ki Banach uzay� aras�ndaki bir T : X → Y operatörüne, her x ∈ X için

K ‖x‖ ≤ ‖Tx‖ ≤M ‖x‖

olacak ³ekilde K ve M pozitif sabitler varsa gömme operatörü denir. Burada X

uzay�na Y uzay�n�n içine gömülebilir denir.

�ki Banach örgüsü aras�ndaki T : E → F gömme operatörü ayn� zamanda örgü

homomor�si (yani her x, y ∈ E için T (x ∨ y) = T (x) ∨ T (y)) ise T operatörüne

örgü gömme operatörü ve E uzay�na F içine örgü gömülebilir denir. Bu durumda

T (E), F uzay�n�n kapal� bir Riesz uzay�d�r ve T (E) ile E özde³ görülebilir.

Teorem 4.1.3. (Lazonovsky-Mekler-Meyer-Nieberg). Her Dedekind σ-tam E Ba-

nach örgüsü için a³a§�dakiler birbirine e³de§erdir.

1. E s�ra sürekli norma sahiptir.

2. l∞ uzay� E içine örgü gömülemez.

Kan�t. [6, Theorem 4.56].

�imdi Banach örgüleri içindeki iki önemli s�n�ftan bahsedece§iz, AL- ve AM -

uzaylar�. L1 (µ) ve C(K) uzaylar� bu uzaylar için prototip olduklar� için bu uzay-

lar�n Banach örgüleri içinde önemli bir yeri vard�r.

Bir E Banach örgüsüne

• 1 ≤ p <∞ olmak üzere her x, y ∈ E+ ve x ∧ y = 0 için

‖x+ y‖p = ‖x‖p + ‖y‖p

oluyorsa soyut Lp-uzay�,

• her x, y ∈ E+ ve x ∧ y = 0 için

‖x ∨ y‖ = max {‖x‖ , ‖y‖}

oluyorsa soyut M-uzay� denir.

Bir soyut L1 uzay� AL-uzay� olarak, soyut M-uzay� AM -uzay� olarak adlan-

d�r�l�r.
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AL- ve AM -uzaylar� aras�nda önemli bir dualite özelli§i vard�r.

Teorem 4.1.4. E bir Banach örgüsü olmak üzere

(i) E bir AL-uzay� ise E
′
s�ra birime sahip bir AM-uzay�d�r.

(ii) E bir AM-uzay� ise E
′
bir AL-uzay�d�r.

Kan�t. [12, Theorem 1.4.7].

Bu arada belirtmek gerekir ki her soyut Lp uzay� E s�ra sürekli norma sahiptir.

Gerçekten, bir {xn} ⊆ [0, x] ayr�k elemanlardan olu³an dizi al�rsak

kX
n=1

‖xn‖p =

 kX
n=1

xn

p =

 k_
n=1

xn

p ≤ ‖x‖p
oldu§undan

∞X
n=1

‖xn‖p <∞ olur ve böylece ‖xn‖ → 0 bulunur. Teorem 4.1.2'den

norm s�ra süreklidir. O halde her soyut Lp- uzaylar� Dedekind tamd�r.

1 ≤ p <∞ olmak üzere soyut Lp-uzaylar�n�n en belirgin örne§i Lp (µ) uzay�-

d�r. Asl�nda bu uzaylar soyut Lp-uzaylar�n�n tek formudur.

Teorem 4.1.5. (Kakutani-Bohnenblust-Nakano) Her soyut Lp-uzay� bir

Lp (X,Σ, µ) uzay�na örgü izometriktir.

Kan�t. [7, Theorem 3.34].

AM -uzaylar� içinde bir karakterizasyon oldu§unu gösterebilmek için baz� ge-

rekli teoremleri verece§iz.

Lemma 4.1.6. X bir vektör uzay� ve f, f1, . . . , fn, X üzerinde tan�ml� lineer fonk-

siyoneller olsun. f fonksiyonelinin f1, . . . , fn fonksiyonellerinin bir lineer kombi-

nasyonu olmas� için gerek yeter ko³ul
n\
i=1

Kerfi ⊆ Kerf olmas�d�r.

Kan�t. [6, Lemma 3.15].

Teorem 4.1.7. E bir AM-uzay�, 0 < x′ ∈ E ′ ve ‖x′‖ = 1 olsun. O zaman U
′ ⊂

E
′
kapal� birim yuvar olmak üzere x′ eleman�n�n U

′
+ kümesinin ekstrem noktas�

olmas� için gerek yeter ko³ul x′ fonksiyonelinin bir örgü homomor�si olmas�d�r.

Kan�t. �lk olarak x′ eleman�n�n U ′+ kümesinin bir ekstrem noktas� oldu§unu var-

sayal�m. E§er 0 < y′ < x′ ise
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x′ = ‖y′‖ y′

‖y′‖
+ ‖x′ − y′‖ x′ − y′

‖x′ − y′‖
ve E

′
uzay� AL-uzay� oldu§u için ‖y′‖ + ‖x′ − y′‖ = ‖x′‖ = 1 sa§land�§�ndan

y′ = ‖y′‖x′ bulunur. Böylece, e§er |y′| < x′ ise öyle bir λ vard�r ki |λ| ≤ 1 ve

y′ = λx′. x ∈ E olsun. Teorem 3.1.7'den |y′| ≤ x′ olacak ³ekilde bir y′ ∈ E ′ vard�r

ki x′ (|x|) = |y′ (x)| sa§lan�r. Böylece

|x′ (x)| ≤ x′ (|x|) = |y′ (x)| ≤ |λx′ (x)| ≤ |x′ (x)| ≤ x′ (|x|)

yani |x′ (x)| = x′ (|x|) elde ederiz. Bu ise x′ fonksiyonelinin bir örgü homomor�si

oldu§unu söyler.

Tersi için x′ fonksiyonelinin bir örgü homomor�si oldu§unu kabul edelim. 0 <

y′ < x′ ve x ∈ Kerx′ alal�m. O halde

|y′ (x)| ≤ y′ (|x|) ≤ x′ (|x|) = |x′ (x)| = 0

oldu§undan x ∈ Kery′ bulunur, yani, Kerx′ ⊂ Kery′. Lemma 4.1.6'dan y′ = λx′

ve 0 ≤ λ ≤ 1 ³eklinde yaz�l�r. �imdi x′ = αy′+(1− α) z′ ve y′, z′ ∈ U ′+, 0 < α < 1

³eklinde yaz�ld�§�n� varsayal�m. Aç�kça görülece§i gibi, ‖y′‖ = ‖z′‖ = 1. Öte

yandan 0 ≤ αy′ ≤ x′ ve 0 ≤ (1− α) z′ ≤ x′ oldu§undan y′ = βx′ ve z′ = γx′

olacak ³ekilde β, γ > 0 vard�r. β = γ = 1 oldu§undan x′ eleman� U ′+ kümesinin

bir ekstrem noktas�d�r.

Teorem 4.1.8. (Stone−Weierstrass) K kompakt Hausdor� bir topolojik uzay

olsun. C (K) uzay�n�n K kümesinin noktalar�n� ay�ran ve sabit 1 fonsiyonunu

içeren bir U alt örgüsü C (K) içinde supremum normuna göre yo§undur.

Kan�t. [12, Theorem 2.1.1].

E bir Riesz uzay� ve e ∈ E bir s�ra birim ise

‖x‖e := inf {λ : |x| ≤ λe}

³eklinde tan�mlad�§�m�z yap� bir örgü normudur ve bu norm s�ra birim normu

olarak adland�r�l�r.

Teorem 4.1.9. (Kakutani−Bohnenblust ve M.Krein− S.Krein) E bir AM-

uzay�, e bir s�ra birim ve ‖.‖e s�ra birim normu olsun.
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B =
¦
x′ ∈ E ′+ : 〈x′, e〉 = 1

©
ve K = ∂e (B), B kümesinin ekstrem noktalar� olsun. K kümesi zay�f ∗-kompakt

ve E uzay�ndan C (K) uzay�na her x′ ∈ K için fx (x′) = 〈x′, x〉 olacak ³ekilde

tan�mlanan x 7→ fx gönderimi bir örgü izometrisidir.

Kan�t. Banach- Alao§lu Teoreminden B kümesinin zay�f∗-kompakt oldu§unu gör-

mek kolayd�r. Ayr�ca Krein-Milman Teoreminden K = ∂e (B) 6= ∅. Teorem

4.1.7'den K kümesi asl�nda B kümesinin eleman� olan tüm örgü homomor�leri-

nin kümesidir. Sonuç olarak, K kümesi B kümesinin zay�f∗-kapal� alt kümesidir,

böylece zay�f∗-kompaktt�r. Her x ∈ E+ için fx ile

fx (x′) = 〈x′, x〉 her x′ ∈ K

fonksiyonunu tan�mlayal�m. Bu tan�mlamayla fx fonksiyonunu K üzerinde sürekli

olur ve her x ≥ 0 için

‖x‖ = sup {〈x′, x〉 : ‖x′‖ ≤ 1, x′ ≥ 0}

= sup {〈x′, x〉 : x′ ∈ B}

= sup {〈x′, x〉 : x′ ∈ K} = ‖fx‖

(4.1)

sa§lan�r, yani her x ∈ E için ‖x‖ = ‖fx‖ bulunur. K kümesi B kümesinin eleman�

olan tüm örgü homomor�lerinin kümesi oldu§undan, x −→ fx tasviri C (K)

uzay�n�n fe = 1 eleman�n� içeren kapal� bir alt uzay�na bir örgü izomor�sidir.

Teorem 4.1.8 gere§ince U = C (K) bulunur. Böylece istenilen elde edilir.

Önerme 4.1.10. E bir AL-uzay� olsun. Her u, v ∈ E+ için

‖u+ v‖ = ‖u‖+ ‖v‖

sa§lan�r, yani AL-uzay� üzerindeki norm pozitif koni üzerinde toplamsald�r.

Kan�t. E uzay�n�n bir AL-uzay� oldu§unu kabul edelim. Teorem 4.1.4'ü kulla-

n�rsak E uzay�n�n ikinci duali bir AL-uzay�d�r ve Teorem 4.1.5 gere§ince bir

L1 (X,Σ, µ) uzay�na örgü izomor�ktir. L1 (X,Σ, µ) üzerindeki norm L1 (X,Σ, µ)

uzay�n�n pozitif konisi üzerinde toplamsal oldu§undan ve E uzay�n� ikinci duali-

nin içinde bir Riesz alt uzay� olarak görebilece§imizden, E üzerindeki normun

pozitif koni üzerinde toplamsal oldu§unu ç�karabiliriz.
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Yukar�daki sonuçtaki benzer gözlemle a³a§�daki sonucu verebiliriz.

Önerme 4.1.11. E bir AM-uzay� olsun. Her u, v ∈ E+ için

‖u ∨ v‖ = max {‖u‖ , ‖v‖}

sa§lan�r.

Yukar�da verdi§imiz son iki önermeye göre, AM - ve AL-uzaylar�n�n tan�mla-

r�n�

1. Her u, v ∈ E+ ‖u ∨ v‖ = max {‖u‖ , ‖v‖} sa§lan�yorsa E uzay�na bir AM -

uzay� denir.

2. Her u, v ∈ E+ için ‖u+ v‖ = ‖u‖ + ‖v‖ sa§lan�yorsa E uzay�na AL-uzay�

denir.

olarak de§i³tirebiliriz.

�imdi AM -uzaylar�yla ilgili esas problemimizde kullan�lacak olan bir karakte-

rizasyon verece§iz.

Teorem 4.1.12. E bir Banach örgüsü olmak üzere a³a§�dakiler birbirine e³de-

§erdir.

(i) E bir AM-uzay�d�r.

(ii) E uzay�n�n içindeki her göreli kompakt kümenin E içinde bir supremumu

vard�r.

(iii) E içinde s�f�ra yak�nsayan ayr�k elemanlardan olu³an her dizi E
′′
içinde

s�ra s�n�rl�d�r.

(iv) Öyle bir C > 0 say�s� vard�r ki her ayr�k x1, . . . , xn ∈ E+ elemanlar� için

‖x1 + . . .+ xn‖ ≤ C max {‖x1‖ , . . . , ‖xn‖}

sa§lan�r.

Kan�t. [12, Theorem 2.1.12].

A³a§�daki teorem AM -uzaylar�n�n önemini vurgular.
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Teorem 4.1.13. E bir Banach örgüsü ve x ∈ E olsun. x eleman� taraf�ndan

üretilen Ex esas ideali

‖y‖∞ = inf {λ > 0 : |y| ≤ λ |x|} , y ∈ Ex

³eklinde tan�mlanan ‖·‖∞ s�ra birim normuna göre bir AM-uzay�d�r ve bu norma

göre kapal� birim yuvar [− |x| , |x|] s�ra aral�§�d�r.

Kan�t. Ex üzerindeki ‖·‖∞ normun bir örgü normu oldu§u ve kapal� birim yuva-

r�n�n [− |x| , |x|] s�ra aral�§�n�n oldu§unu göstermek kolayd�r.

{xn} ⊂ Ex dizisinin ‖·‖∞-Cauchy oldu§unu varsayal�m. Gerekirse bir alt dizisi

ile devam ederek, her n ve p için

|xn+p − xn| ≤ 2−n |x| (∗)

oldu§unu varsayabiliriz. Böylece {xn} dizisi E içinde norm-Cauchy bulunur. E

uzay� tam oldu§undan bu dizinin y gibi bir limiti vard�r. (∗) e³itsizli§inde p→∞

iken limit al�rsak her n için |y − xn| ≤ 2−n |x| buluruz. Bu ise y ∈ Ex oldu§unu

gösterir ve ‖y − xn‖∞ → 0. Böylece (Ex, ‖·‖∞) bir Banach örgüsüdür. Son olarak

(Ex, ‖·‖∞) yap�s�n�n bir AM -uzay� oldu§unu gösterelim. u, v ∈ Ex ve u ∧ v = 0

olsun. m = max {‖u‖∞ , ‖v‖∞} dersek m ≤ ‖u+ v‖∞ = ‖u ∨ v‖∞ oldu§u kolayca

görülür. Öte yandan

0 ≤ u ∨ v ≤ [‖u‖∞ |x|] ∨ [‖v‖∞ |x|] ≤ m |x| ∨m |x| = m |x|

e³itsizli§i ‖u ∨ v‖ ≤ m oldu§unu gösterir, böylece ispat tamamlan�r.

�imdi içindeki her ayr�k ve pozitif elemanlardan olu³an norm s�n�rl� kümenin

supremuma sahip oldu§u Banach örgülerinin Dedekind tam ve s�ra birime sahip

oldu§unu gösterelim.

Teorem 4.1.14. �çindeki her ayr�k ve pozitif elemanlardan olu³an norm s�n�rl�

kümenin supremuma sahip oldu§u Banach örgüsü E Dedekind tamd�r.

Kan�t. E Banach örgüsü içindeki her ayr�k ve pozitif elemanlardan olu³an norm

s�n�rl� kümenin supremumu olsun. E uzay�n�n Dedekind tam oldu§unu göstermek

için, Teorem 3.1.9'dan her x ∈ E+ için Ex uzay�n�n Dedekind tam oldu§unu
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göstermek yeterlidir. Ex uzay� s�ra birime sahip bir AM - uzay� oldu§undan ve

Teorem 4.1.9 gere§ince Ex uzay� K kompakt topolojik uzay olmak üzere C (K)

formundad�r. Teorem 3.2.5'te C (K) uzay�ndaki her ayr�k ve pozitif elemanlardan

olu³an norm s�n�rl� küme supremuma sahip ise C (K) uzay�n�n Dedekind tam

oldu§unu söylemi³tik. O halde her x ∈ E+ için Ex Dedekind tamd�r. Böylece E

Dedekind tamd�r.

Tan�m 4.1.15. Bir E Banach örgüsü içinde her norm s�n�rl� yukar� yönlendiril-

mi³ pozitif elemanlardan olu³an kümenin supremumu varsa E örgüsü üzerindeki

norm Levi norm olarak adland�r�l�r. E§er bu özellik sadece diziler için geçerliyse

norma dizisel Levi norm denir.

Aç�kça görülece§i gibi Levi norma sahip Banach örgüleri Dedekind tamd�r ve

her dizisel Levi norma sahip Banach örgüleri Dedekind σ-tamd�r.

Bu bölümde, iki önemli teorem verece§iz. Kabaca söylemek gerekirse bu te-

oremlerin temeli key� a§ ve dizi ile çal�³mak yerine terimleri iki³er iki³er ayr�k

diziler ve a§larla çal�³abilmeyi amaçlamaktad�r.

Tan�m 4.1.16. E bir Riesz uzay� olsun. A ⊆ E+ yukar� yönlendirilmi³ kümesinde

her a, b ∈ A ve a ≥ b iken (a− b)∧ b = 0 oluyorsa A kümesine yanal artan denir.

Yanal artan a§lar ve diziler aras�ndan önemli bir fark vard�r. E§er (xn) yanal

artan bir dizi ise bu dizi ile elemanlar iki³er iki³er ayr�k olan bir (un) dizisi üre-

tebiliriz (mesela u1 = x1 ve un = xn+1 − xn her n ≥ 2). Ancak yanal artan a§lar

için böyle kullan�³l� bir a§ olu³turma yöntemi yoktur. Bu yüzden de bizim için

a§larla çal�³mak daha karma³�kt�r. Bir sonraki önerme ve teorem bu problemle

ilgilidir.

Önerme 4.1.17. E Dedekind tam Riesz uzay�n�n evrensel tam olmas� için gerek

yeter ko³ul E+ içindeki her yanal artan kümenin supremumunun olmas�d�r.

Kan�t. E+ içindeki her yanal artan kümenin supremumu olsun ve A ⊂ E+ iki³er

iki³er ayr�k elemanlardan olu³sun. O halde A kümesinin sonlu tane eleman�n�

toplamakla olu³turaca§�m�z küme yanal artand�r. Kabulumüzden bu kümenin

supremumu vard�r ve bu supremum ayn� zamanda A kümesininde supremumudur.

Böylece E uzay� evrensel tam bulunur.
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�imdi E uzay�n�n evrensel tam oldu§unu varsayal�m. Uygun bir Q kompakt,

Hausdor� ve büsbütün ba§lant�s�z bir topolojik uzay olmak üzere E uzay�n�n

C∞ (Q) uzay�na s�ra izomor�k oldu§unu biliyoruz. A ⊂ C∞ (Q) alt kümesi yanal

artan bir küme olsun. Q0 =
[
a∈A
{s ∈ Q : a (s) > 0} kümesi üzerinde bir y fonksi-

yonunu a (s) > 0 ise y (s) = a (s) olarak tan�mlayal�m. Bu ³ekilde tan�mlad�§�m�z

y fonksiyonunun iyi tan�ml� oldu§unu göstermek için a ≥ b ve b (s) > 0 iken

y (s) = a (s) = b (s) oldu§unu göstermemiz yeterlidir. O halde key� b, c ∈ A

elemanlar� için a ≥ b, c olacak ³ekilde a ∈ A bulabiliriz ve a eleman�yla b ve c ele-

manlar�n�n ayn� de§eri ald�klar�n� göstermi³ oluruz. E§er a ≥ b ise (a− b)∧ b = 0

oldu§undan her s ∈ Q için (a− b) (s) ∧ b (s) = 0 bulunur. b (s) > 0 oldu§unda

(a− b) (s) = 0 yani a (s) = b (s) bulunur. Böylece y fonksiyonu Q0 aç�k kümesi

üzerinde iyi tan�ml�d�r, böylece sürekli bir ³ekilde Q0 kümesinin kapan�³�na ge-

ni³letebiliriz. Q \ Q0 kümesi üzerinde y fonksiyonunu s�f�r olarak tan�mlayarak

y fonksiyonunu tüm Q üzerine geni³letebiliriz. Böylece y ∈ C∞ (Q) bulunur ki

aç�kça görülece§i gibi y fonksiyonu A kümesinin supremumudur.

Teorem 4.1.18. E bir Banach örgüsü olmak üzere a³a§�dakiler birbirine e³de-

§erdir.

(a) E uzay� Levi norma sahiptir.

(b) E+ içindeki her norm s�n�rl� yanal artan alt küme supremumuma sahiptir.

(c) A ⊂ E+ iki³er iki³er ayr�k elemanlardan olu³an bir küme ve

B =

(X
α∈σ

α : σ ⊂ A sonlu

)
kümesi norm s�n�rl� ise, A kümesi supremuma sahiptir. Bu supremum ayn� za-

manda B kümesinin supremumudur.

Kan�t. (a)⇒ (b) Aç�kt�r.

(b)⇒ (a) durumunu inceleyelim. (b) elimizde varken her s�ra s�n�rl� iki³er iki³er

birbirine dik pozitif elemanlardan olu³an kümenin supremumu vard�r. Böylece

Teorem 4.1.14'ten E uzay� Dedekind tamd�r. O halde E uzay� evrensel tamlan�³�

E∧ = C∞ (Ω) içinde s�ra yo§un ideal olarak görülebilir.

(xα) ⊂ E+ artan norm s�n�rl� bir a§ olsun. �ki durumu göz önüne alaca§�z:

bu a§ C∞ (Ω) içinde ya s�ra s�n�rl�d�r ya da s�ra s�n�rl� de§ildir. �lk durumda
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z = supα xα ∈ C∞ (Ω) vard�r. Her α için

Gα := {q ∈ Ω : 2xα (q) > z (q)}

kümelerini tan�mlarsak her α için Gα aç�k ve kapal� bir kümedir. Aç�kça görülece§i

gibi α1 < α2 iken Gα1 ⊂ Gα2 'dir. Böylece (zχGα)α yanal artan bir a§d�r. xα ↑ z

oldu§undan
S
Gα kümesi Ω içinde yo§undur. O halde zχGα ↑ z bulunur. Her α

için zχGα ≤ 2xα oldu§undan her α için zχGα ∈ E bulunur. Sonuç olarak (b)'den

z ∈ E bulunur. O halde (xα) a§�n�n supremumu E uzay�n�n içindedir.

�kinci durumu göz önüne alal�m, yani (xα) a§� C∞ (Ω) içinde s�ra s�n�rl� ol-

mas�n. O halde öyle aç�k kapal� Ω0 ⊂ Ω ve D ⊂ Ω0 vard�r ki her q ∈ Ω0 için

supxα (q) = ∞ bulunur. Dayana§� Ω0 kümesi içinde olan 0 ≤ z ∈ C∞ (Ω) ele-

man� alal�m. (z ∧ xα) a§� E içinde artan norm s�n�rl� bir a§d�r ve her q ∈ D

için supα (z ∧ xα) (q) = z (q) oldu§undan aç�kça görülece§i gibi supα z ∧ xα sup-

remumu C∞ (Ω) içinde vard�r ve z eleman�na e³ittir. Bir önceki k�s�mdan z ∈ E

bulunur. Bir ba³ka deyi³le, C∞ (Ω0) evrensel tam uzay� E uzay�n�n içindedir ve

böylece C∞ (Ω0) uzay�n�n üzerinde bir norm vard�r. Bu ise imkans�zd�r.

(a) veya (b) ise (c) ³artlar� aç�kt�r. �imdi (c)⇒ (b) oldu§unu ve dolay�s�yla üç

durumun denk oldu§unu gösterece§iz.

(c) ³�kk�ndan E+ içinde iki³er iki³er ayr�k elemanlardan olu³an s�ra s�n�rl�

bir kümenin supremumu oldu§undan Teorem 4.1.14 gere§ince E uzay� Dedekind

tam bulunur. Böylece tekrar E uzay�n� evransel tamlan�³� E∧ = C∞ (Ω) içine s�ra

yo§un ideal olarak gömebiliriz.

A ⊂ E+ yanal artan norm s�n�rl� bir alt küme olsun, A kümesinin E içinde

supremumunun oldu§unu göstermeliyiz. Önerme 4.1.17'den A kümesi E∧ içinde

supremuma sahiptir, bu supremumu y ile gösterelim. Genelli§i bozmaks�z�n her

q ∈ Ω için y (q) = 1 varsayabiliriz, aksi takdirde y eleman� taraf�ndan C∞ (Ω)

içinde üretilen esas ideali göz önüne al�r�z.

Önerme 4.1.17'nin ispat�nda kullan�lan argümandan Ω0 ⊂ Ω yo§un alt kümesi

üzerinde a ∈ A ve a (s) > 0 için 1 = y (s) = a (s) bulunur. Bu ise her a ∈ A

eleman�n�n Ω içinde bir aç�k kapal� kümenin karakteristik fonksiyonu oldu§unu

gösterir ve bu kümelerin birle³imi Ω içinde yo§undur. �imdi bir {s ∈ Ω : a (s) = 1}

kümesi taraf�ndan içerilen Ω kümesinin tüm aç�k kapal� G alt kümelerinin top-

59



lulu§unu göz önüne alal�m. C ise bu G kümelerinin maksimal ayr�k toplulu§u

olsun. E§er
S {G : G ∈ C} kümesi Ω içinde yo§un de§ilse öyle bir t ∈ Ω ele-

man�
S {G : G ∈ C} kümesinin kapan�³�nda de§ildir. Ama bir a ∈ A eleman� için

a (t) = 1'dir. {s : a (s) = 1} \ S {G : G ∈ C} kümesini C toplulu§una eklersek

bir ayr�k topluluk olu³ur, bu ise C toplulu§unun maksimal olmas�yla çeli³ir. O

halde D = {χG : G ∈ C} ⊂ C (Ω) alt kümesidir ve y eleman� bu küme için sup-

remumdur. E uzay� E∧ içinde bir ideal ve G ⊂ {s : a (s) = 1} için 0 ≤ χG ≤ a

oldu§undan her χG ∈ D için χG ∈ E bulunur.

k = 1, 2, . . . , n olmak üzere χGk ∈ D al�rsak her 1 ≤ k ≤ n için χGk ≤ ak ola-

cak ³ekilde ak ∈ A elemanlar� vard�r. A kümesi yukar� yönlendirilmi³ oldu§undan

öyle bir b ∈ A eleman� vard�r ki her 1 ≤ k ≤ n için ak ≤ b bulunur. Böylece her k

için χGk ≤ b bulunur. Öte yandan χGk fonksiyonlar� dik oldu§undan
nX
k=1

χGk ≤ b

ve böylece

 nX
k=1

χGk

 ≤ ‖b‖. (c) ³�kk�ndan D kümesi E içinde z supremumuna

sahiptir. Aç�kça görülece§i gibi z ≤ y ve z ∈ C (Ω) olarak görülebilece§inden z

fonksiyonu Ω içinde yo§un olan
S {G : G ∈ C} kümesi üzerinde en az 1 de§erini

al�r, böylece z ≥ y bulunur. O halde z = y bulunur ve bu ise y ∈ E oldu§unu

yani A kümesinin E içinde supremumu oldu§unu söyler.

Önerme 4.1.19. �çindeki her ayr�k ve pozitif elemanlardan olu³an norm s�n�rl�

alt kümenin supremuma sahip oldu§u bir E Banach örgüsü s�ra birime sahiptir.

Kan�t. E içindeki her ayr�k ve pozitif elemanlardan olu³an norm s�n�rl� küme-

nin E içinde supremuma sahip oldu§unu varsayal�m. Teorem 4.1.12 ve Teorem

4.1.19'dan E uzay� Levi norma sahip bir AM -uzay�d�r. O halde E uzay�n�n kapal�

birim yuvar�ndan al�nan sonlu supremumlardan olu³an aile supremuma sahiptir.

Bu supremum E için bir s�ra birimdir.

4.2 Banach Örgüleri Üzerinde Regüler Operatör-

ler

Bu bölümde Banach örgüleri üzerindeki regüler operatörler ile norm s�n�rl� ope-

ratörler aras�ndaki ili³kiyi ilgilenece§iz. E ve F iki Banach örgüsü olmak üzere E
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uzay�ndan F uzay�na giden tüm norm s�n�rl� operatörlerin vektör uzay�n� L (E,F )

ile gösterece§iz ve Lr (E,F ) ⊂ L (E,F ) oldu§unu biliyoruz. Ayr�ca bu içerme ke-

sin içerme olabilir. Bir sonraki örnek bununla ilgilidir.

Örnek 4.2.1. T : C [0, 1]→ c0 operatörünü

Tf =
�
f (1)− f (0) , f

�
1

2

�
− f (0) , . . . , f

�
1

n

�
− f (0) , . . .

�
³eklinde tan�mlayal�m. Her n ∈ N için

���f � 1
n

�
− f (0)

��� ≤ 2 ‖f‖∞ oldu§undan her

f ∈ C [0, 1] için ‖Tf‖∞ ≤ 2 ‖f‖∞ olur. Böylece T norm s�n�rl�d�r. Öte yandan T

regüler olsayd� s�ra s�n�rl� kümeleri s�ra s�n�rl� kümelere götürürdü. O halde öyle

bir u = (u1, u2, . . .) ∈ c0 vektörü vard�r ki 1 bir sabit fonksiyonu olmak üzere her

f ∈ [0,1] için |Tf | ≤ u bulunurdu. Her n ∈ N için fn (0) = 0 ve fn
�

1
n

�
olacak

³ekilde fn ∈ [0,1] alal�m. O halde 1 =
���fn � 1

n

�
− fn (0)

��� ≤ un sa§lan�r. Bu ise

u ∈ c0 olmas�yla çeli³ir. O halde T regüler de§ildir.

E ve F Banach örgüleri olarak al�nd�§�nda L (E,F ) uzay�n�n operatör nor-

muna göre Banach uzay� oldu§unu biliyoruz. Ama Lr (E,F ) uzay� operatör normu

alt�nda Banach uzay� olmayabilir. Dahas�, Lr (E,F ) üzerindeki operatör normu

ile Lr (E,F ) üzerindeki s�ra yap�s� aras�ndaki ili³ki iyi anla³�lm�³ de§ildir. Bu se-

bepten dolay� Lr (E,F ) uzay� üzerinde s�ra yap�s�yla yak�ndan ili³kili bir norm

tan�mlayaca§�z ve bu norma göre Lr (E,F ) uzay� Banach örgüsü olur. Bu norm

r-normu olarak adland�r�l�r ve her T ∈ Lr (E,F ) için

‖T‖r = inf
¦
‖T1 + T2‖ : T = T1 − T2, T1, T2 ∈ L+ (E,F )

©
³eklinde tan�mlan�r. E³de§er olarak

‖T‖r = inf
¦
‖2T1 − T‖ : T1 ∈ L+ (E,F ) ve T1 ≥ T

©
.

Her T ∈ Lr (E,F ) için (1) ‖T‖ ≤ ‖T‖r; (2) E§er T0 ≥ T ve T0 ≥ −T ise ‖T0‖ ≥

‖T‖r olduklar�n� görmek kolayd�r. (Gerçekten T = 1
2

[(T0 + T )− (T0 − T )] ve T0+

T, T0−T ∈ Lr (E,F ) ³eklinde yaz�labilece§inden ‖T‖r =
1

2
[(T0 + T ) + (T0 − T )]

 =

‖T0‖.) r-normu ile Lr (E,F ) uzay� s�ral� bir Banach uzay� olur.

Genelde L (E,F ) uzay� bir Riesz uzay� de§ildir. Hatta her regüler operatör

bile modüle sahip olmayabilir. A³a§�da Kaplan'�n örne§i bu duruma bir örnektir.
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Örnek 4.2.2. (Kaplan). c tüm yak�nsak reel-de§erli dizilerin Riesz uzay� olsun.

S, T : c→ c operatörleri

S (x1, x2, . . .) = (x2, x1, x4, x3, x6, x5, . . .)

ve

T (x1, x2, . . .) = (x1, x1, x3, x3, x5, x5, . . .)

³eklinde tan�mlanm�³ olsun. R := S − T diyelim. R regüler operatörünün mo-

dülünün olmad�§�n� gösterece§iz. |R| modül operatörünün oldu§unu varsayal�m.

Pn : c→ c pozitif operatörlerini

Pn (x1, . . . , xn−1, xn, xn+1, . . .) = (x1, . . . , xn−1, 0, xn+1, . . .)

³eklinde tan�mlayal�m. O halde her n ∈ N için ±R ≤ |R|P2n ≤ |R| bulunur,

ve böylece her n ∈ N için |R|P2n = |R| sa§lan�r. Bunun anlam� ise c uzay�n�n

her eleman�n�n |R| operatörü alt�ndaki görüntüsünde çift indisli terimleri s�f�r

oldu§udur. Öte yandan her n ∈ N için en n. terimi 1 di§er terimleri s�f�r olan

dizi ve e = (1, 1, 1, . . .) olsun. O halde

−R (en) ≤ |R| en ≤ |R| e

e³itsizli§inden |R| e dizisinin tek terimli indisleri 1'den büyük e³it bulunur. O

halde |R| e /∈ c ve böylece R operatörü modüle sahip de§ildir.

L (E,F ) ve Lr (E,F ) uzaylar� aras�ndaki ili³kiyi inceledi§imizde iki temel

problemle kar³�la³�r�z: E ve F Banach örgüleri olmak üzere ne zaman tüm norm

s�n�rl� operatörler regülerdir ? ve her norm s�n�rl� operatör regüler ise norm s�n�rl�

operatörlerin operatör normu ile r-normu e³it midir? Bundan sonra L (E,F ) ≡

Lr (E,F ) ile L (E,F ) = Lr (E,F ) ve her T ∈ L (E,F ) için ‖T‖ = ‖T‖r oldu§unu

kastedece§iz.

Teorem 4.2.3. E ve F Banach örgüleri olmak üzere L (E,F ) ≡ Lr (E,F ) olmas�

için a³a§�daki ko³ullardan biri sa§lanmal�d�r:

(1) F s�ra birime sahip Dedekind tam AM-uzay�d�r.

(2) E bir AL-uzay� ve P : F
′′ −→ F pozitif büzülme projeksiyonu vard�r.
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Kan�t. (1) T : E → F norm s�n�rl� bir operatör ve e, F uzay�n�n s�ra birimi olsun.

F uzay�n�n birim yuvar� [−e, e] s�ra aral�§� oldu§undan her x ∈ E+ için

|T | (x) = sup {|T (y)| : |y| ≤ x}

vard�r. Böylece |T | operatörü vard�r ve operatör normu ≤ ‖T‖ bulunur. Böylece

her T ∈ L (E,F ) için ‖T‖r = ‖T‖ olur.

(2) Üstteki durum ve Riesz-Kantorovich Teoreminden (Teorem 3.1.6), E
′
= L (E,R) ≡

Lr (E,R) uzay� Dedekind tamd�r. Ayr�ca E
′
uzay� Teorem 4.1.4'ten s�ra birime

sahip bir AM -uzay�d�r. Böylece T ∈ L (E,F ) al�rsak (1) ³�kk�ndan dual operatörü

T
′

: F
′ −→ E

′
regüler ve

T ′
r

=
T ′ = ‖T‖ olur. O halde ikinci dual opera-

törü T
′′
,
���T ′′ ��� modülü oldu§undan regülerdir. Dahas� Q : E −→ E

′′
de§erleme

operatörü olmak üzere

∓T ≤ P ◦
���T ′′ ��� ◦Q

oldu§undan T regüler olur.

Öte yandan P projeksiyonun varl�§�ndan F uzay� Dedekind tamd�r. Sonuç

olarak, L (E,F ) içinde |T |modülü vard�r. Son olarak |T | ≤ P◦
���T ′′ ���◦Q oldu§undan

‖T‖r ≤
T ′′

r
ve
T ′′

r
≤
T ′ iken T ′

r
= ‖T‖ oldu§undan, ‖T‖r ≤ ‖T‖ elde

edilir ve böylece ‖T‖r = ‖T‖ bulunur.

Sonuç 4.2.4. E key� Banach örgüsü olmak üzere L (E, l∞) ≡ Lr (E, l∞) .

�lk olarak AL-uzaylar� üzerindeki duruma aç�kl�k getirece§iz.

Teorem 4.2.5. Her E AL-uzay� için P : E
′′ −→ E pozitif büzülme projeksiyonu

vard�r.

Kan�t. [15, Corollary 1].

Sonuç 4.2.6. E ve F AL-uzaylar� olmak üzere L (E,F ) ≡ Lr (E,F ).

Kan�t. Teorem 4.2.3 ve Teorem 4.2.5'in sonucudur.

Sonuç 4.2.7. L (l1, l1) ≡ Lr (l1, l1), L (L1 [0, 1] , L1 [0, 1]) ≡ Lr (L1 [0, 1] , L1 [0, 1]),

L (l1, L1 [0, 1]) ≡ Lr (l1, L1 [0, 1]), L (L1 [0, 1] , l1) ≡ Lr (L1 [0, 1] , l1) denklikleri

sa§lan�r.
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�imdi önemli bir s�n�f olan KB-uzaylar� ile ilgilenece§iz. Bir E Banach örgüsü

içindeki her pozitif elemanlardan olu³an artan norm s�n�rl� dizi norm yak�nsak ise

E uzay�na Kantorovich-Banach uzay� ya da k�saca KB-uzay denir. Bu uzaylar�

dikkate almam�z�n temel sebebi E uzay�n�n KB-uzay� olmas� için gerek yeter

ko³ul E uzay�n�n E
′′
uzay�n�n bir band� olmas�d�r ([6, Theorem 4.60]). Böylece

her yans�mal� Banach örgüleri bir KB-uzay�d�r. Ayr�ca her KB-uzay� E için P :

E
′′ −→ E olacak ³ekilde pozitif büzülüme projeksiyonu vard�r.

Sonuç 4.2.8. E bir AL-uzay� be F bir KB-uzay� ise L (E,F ) ≡ Lr (E,F ).

Sonuç 4.2.9. Her q ∈ (1,∞) için L (L1 [0, 1] , lq) ≡ Lr (L1 [0, 1] , lq) ve

L (L1 [0, 1] , Lq [0, 1]) ≡ Lr (L1 [0, 1] , Lq [0, 1]) olur.

Kan�t. Her q ∈ (1,∞) için lq ve Lq [0, 1] yans�mal� Banach örgüleri oldu§undan

KB-uzaylar�d�r. O halde bir önceki sonuçtan istenilen elde edilir.
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Bölüm 5

kompakt-konveks kümeler

üzer
�nde af
�n fonks
�yonlar

uzay�

Bu bölümün sonunda AM -uzaylar�n�n bir yerel konveks uzay�n konveks kompakt

bir alt kümesi üzerindeki a�n fonksiyonlar ile bir karakterizasyonunu verece§iz.

Bu karakterizasyon için özellikle bir kompakt konveks küme üzerindeki ölçüler ile

çal�³aca§�z. Hatta bu bölümün üçüncü k�s�m� dayana§� bir kompakt konveks kü-

menin ekstrem noktalar� üzerinde olan ölçülerle ilgilidir. Kabaca konu³ursak esas

hareket noktas� kompakt konveks kümelerin tüm elemanlar�n�n ekstrem noktala-

r�n bir ortalamas� olarak görülebilece§inden gelmektedir ve konveks kombinezon

dü³üncesi ile extrem noktalar üzerinde integral alma dü³üncesi yer de§i³tirilerek

daha hassas bir konsept olu³turulur. Bu k�s�mda kullan�lan yap�lar için [17], [14]

ve [4] kaynaklar�na ba³vurulabilir.

5.1 Simplekler, Yüzler ve Gösterili³ Teoremleri

E bir vektör uzay� ve C bir konveks küme olmak üzere bir F ⊂ C konveks alt

kümesi için x, y ∈ C, 0 < λ < 1 ve λx + (1− λ) y ∈ F iken x, y ∈ F oluyorsa

F kümesine C kümesinin bir yüzü denir. Bir x ∈ C eleman� için {x} kümesi C

kümesinin bir yüzü ise C kümesinin ekstrem noktas� olarak adland�r�l�r. ∂eC ile

C kümesinin ekstrem noktalar�n�n kümesini gösterece§iz.
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Lemma 5.1.1. C bir konveks küme ve F kümesi C kümesinin bir yüzü olsun. O

halde F kümesinin her yüzü C kümesinin de bir yüzüdür.

Sonuç 5.1.2. F kümesi C konveks kümesinin bir yüzü ise ∂eF ⊂ ∂eC.

C1 ve C2 iki konveks küme olmak üzere bir f : C1 → C2 fonksiyonu için

x, y ∈ C1 ve 0 < λ < 1 iken f (λx+ (1− λ) y) = λf (x) + (1− λ) f (y) oluyorsa

f fonksiyonuna a�n fonksiyon denir. Bir K kompakt konveks kümesi üzerindeki

sürekli a�n fonksiyonlar�n vektör uzay�n� A (K) ile gösterece§iz. Supremum nor-

muna göre A (K) bir Banach uzay�d�r. Noktasal s�ralamaya göre A (K) s�ral� vek-

tör uzay�d�r. Ayr�ca f ∈ E ′ ve K ⊂ E kompakt konveks alt kümesi ald�§�m�zda

f |K ∈ A (K). Böylece Hahn-Banach teoreminden A (K) uzay�n�n elemanlar� K

kümesinin noktalar�n� ay�r�r.

Lemma 5.1.3. C1 ve C2 iki konveks küme, f : C1 → C2 a�n, üzerine bir fonk-

siyon ve F kümesi C2 kümesinin bo³tan farkl� bir yüzü ise f−1 (F ) kümesi C1

kümesinin bo³tan farkl� bir yüzüdür.

Kan�t. Aç�kt�r.

Teorem 5.1.4. (Krein−Milman). (E, τ) yerel konveks topolojik vektör uzay�

ve C ⊂ E konveks kümesi kompakt ise C kümesi bir ekstrem noktaya sahiptir.

Dahas� C kümesi ekstrem noktalar�n�n τ -kapal�, konvex kabu§udur.

Kan�t. [6, Theorem 3.14].

Teorem 5.1.5. (Milman). (E, τ) yerel konveks topolojik vektör uzay ve C ⊂ E

konveks kompakt küme ve C kümesi bir Z kümesinin kapal� konveks kabu§u olsun.

O halde C kümesinin ekstrem noktalar� Z kümesinin kapan�³�n�n içindedir.

Kan�t. [14, Proposition 1.5].

Tan�m 5.1.6. E bir vektör uzay� ve A ve B bo³tan farkl� iki alt küme olsun. E

üzerindeki bir x∗ lineer fonksiyoneli için

• her a ∈ A için x∗ (a) ≥ c ve her b ∈ B için x∗ (b) ≤ c olacak ³ekilde bir

c ∈ R varsa x∗ lineer fonksiyoneline A ve B kümelerini ay�r�r denir,
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• her a ∈ A için x∗ (a) ≥ c + ε ve her b ∈ B için x∗ (b) ≤ c olacak ³ekilde

c ∈ R ve ε > 0 varsa x∗ lineer fonksiyoneline A ve B kümelerini kesin ay�r�r

denir.

Teorem 5.1.7. (Ay�rma Teoremi). (E, τ) yerel konveks bir uzay ve A ve B iki

ayr�k bo³tan farkl� konveks alt küme olsun. E§er A veya B kümesinin bir iç noktas�

varsa s�f�rdan farkl� öyle bir E üzerinde τ -sürekli lineer fonksiyoneli vard�r ki A

ve B kümelerini ay�r�r.

Kan�t. [6, Theorem 3.10].

Teorem 5.1.8. (Kesin Ay�rma Teoremi). (E, τ) yerel konveks bir uzay ve A ve B

iki ayr�k konveks alt küme olsun. E§er A kümesi τ -kapal� ve B kümesi τ -kompakt

ise öyle bir x
′
τ -sürekli lineer fonksiyoneli, c ∈ R ve ε > 0 vard�r ki her x ∈ B ve

y ∈ A için

x
′
(x) ≤ c < c+ ε ≤ x

′
(y)

sa§lan�r.

Kan�t. [6, Theorem 3.12].

P (Ω) ile Ω üzerindeki pozitif regüler Borel olas�l�k ölçülerinin kümesini gös-

terelim. µ ∈ P (Ω) ve D kümesi Ω kümesinin bir Borel alt kümesi olsun. Ω

kümesinin Borel alt kümeleri üzerinde µD (B) = µ (D ∩B) olacak ³ekilde bir

µD ölçüsü tan�mlayal�m. µD ölçüsünün regüler oldu§unu görmek kolayd�r. E§er

µ (D) 6= 0 ise µ (D)−1 µD ∈ P (Ω) bulunur. Her w ∈ Ω için Ew ile w noktas�ndaki

Dirac ölçüsünü gösterelim.

Lemma 5.1.9. Ω kompakt Hausdor� uzay olmak üzere ∂e (P (Ω)) = {Ew : w ∈ Ω}.

Kan�t. Ew ölçüsünün ekstrem nokta oldu§u kolayca görülebilir. E§er µ, ν ∈ P (Ω),

0 < α < 1 ve Ew = αµ+ (1− α) ν ³eklinde yaz�l�rsa

1 = Ew ({w}) = αµ ({w}) + (1− α) ν ({w})

µ ({w}) , ν ({w}) ≤ 1 oldu§undan yukar�daki e³itlik sadece µ ({w}) = ν ({w}) = 1

oldu§unda geçerlidir. µ ve ν olas�l�k ölçüleri oldu§undan µ = ν = Ew bulunur.
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Tersine µ ölçüsü P (Ω) kümesinin ekstrem noktas� olsun. E§er µ ölçüsü her

w ∈ Ω için Ew ölçüsüne e³it de§ilse, kapal� bir D ⊂ Ω için 0 < µ (D) < 1 ol-

du§unu gösterece§iz. Ω kümesinin µ-ölçüsü 1 olan bütün kapal� alt kümelerin

toplulu§unu göz önüne alal�m. D1 ve D2 iki böyle küme ise µ (D1 ∩D2) = 0 veya

1, de§ilse arad�§�m�z D kümesi bulunur. E§er µ (D1 ∩D2) = 0 ise µ (D1 −D2) =

µ (D2 −D1) = 1 ve böylece µ (Ω) ≥ 2 bulunur ki bu ise imkans�zd�r. Böylece bu

aile sonlu kesi³im özelli§ine sahiptir, K kompakt oldu§undan bu ailedeki tüm kü-

melerin kesi³imi bo³tan farkl�d�r. Kesi³imden bir w eleman� alal�m. E§er µ ({w})

s�f�rdan farkl� ise ya istenen kapal� kümeyi buluruz (e§er µ ({w}) < 1) ya da iste-

nen sonucu bulmu³ oluruz (e§er µ ({w}) = 1). Böylece regülerlikten w eleman�n�

içeren ve µ-ölçüsü 1/2'den küçük olan bir aç�k küme bulabiliriz. bu aç�k kümenin

tümleyeni olan kapal� kümenin ölçüsü ya 0 ile 1 aras�ndad�r ya da 1'dir. 1 olmas�

durumu ise w eleman�n�n tan�m�yla çeli³ir. Di§er durumda istenilen D kümesini

elde etmi³ oluruz. �imdi µ 6= µ (D)−1 µD ve

µ = µ (D)
�
µ (D)−1 µD

�
+ (1− µ (D))

�
µ (Ω−D)−1 µΩ−D

�
,

bulunur. Bu ise µ ölçüsünün ekstrem olmas� ile çeli³ir. Böylece ispat tamamlan�r.

Ω kompakt Hausdor� bir uzay ve A ⊂ C (Ω) sabit fonksiyonlar� içeren ve Ω

kümesinin noktalar�n� ay�ran kapal� bir alt uzay olsun. A∗ uzay�n�n zay�f∗ kompakt

konvex {f ∈ A∗ : f(1) = ‖f‖ = 1} (burada 1, 1 sabit fonksiyonunu gösteriyor.)

alt kümesine A uzay�n�n durum uzay� denir ve S (A) ile gösterilir .

Özellikle bir K kompakt konveks küme al�rsak A (K) uzay� C (K) uzay�n�n

sabit fonksiyonlar� içeren, K kümesinin noktalar�n� ay�ran kapal� bir alt uzay�d�r.

O halde S (A (K)) durum uzay�n� olu³turabiliriz. k ∈ K için k̃ ile k noktas�ndaki

de§erleme fonksiyonu ise k̃ ∈ S (A (K)) bulunur.

Teorem 5.1.10. k 7→ k̃ fonksiyonu K kümesinden S (A (K)) üzerine bir a�n

homeomor�zmdir.

Kan�t. Yukar�daki fonksiyonun a�n, sürekli ve A (K) uzay�n�n K kümesinin nok-

talar�n� ay�rmas�ndan bire-bir oldu§unu görmek kolayd�r. Bu fonksiyonun üzerine

oldu§unu göstermemiz gerekir.
¦
k̃ : k ∈ K

©
⊂ S (A (K)) kompakt konveks bir alt
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küme oldu§undan bu fonksiyonun sadece ∂eS (A (K)) üzerine oldu§unu göster-

memiz yeterlidir.

ρ : P (K) → S (A (K)) k�s�tlan�³ tasviri ve f ∈ ∂eS (A (K)) olsun. Lemma

5.1.3'ten ρ−1 (f) ⊂ P (K) kapal� bir yüzdür. Krein-Milman Teoreminden bu küme

bir ekstrem noktaya sahiptir ve bu nokta P (K) uzay�n�n da ekstrem noktas�d�r.

Lemma 5.1.9'dan bir k ∈ K için Ek formundad�r ve böylece her a ∈ A (K) için

a (k) = f (a) bulunur. O halde k → k̃ üzerinedir.

Sonuç 5.1.11. Her µ ∈ P (K) için tek bir k ∈ K vard�r ki her a ∈ A (K) için

a (k) =
Z
adµ.

Kan�t. µ ∈ P (K) ölçüsünü C (K) üzerinde lineer s�n�rl� operatör olarak dü³ü-

nüp bu operötörü A (K) üzerine k�stlayal�m. K�s�tlan�³ operatörü ile bir önceki

teoremdeki K kümesini S (A (K)) üzerine götüren homeomor�nin tersi kullan�r-

sak k ∈ K eleman�n�n varl�§� ortaya ç�kar. Öte yandan A (K) uzay� K kümesinin

noktalar�n� ay�rd�§�ndan bu nokta tek türlü belirlidir.

Bu nokta µ ölçüsünün a§�rl�k merkezi olarak adland�r�l�r ve r (µ) ³eklinde

gösterilir. Bu kavram bize K kümesinin ekstrem noktalar�n�n bir ba³ka karakte-

rizasyonunu vermemizi sa§lar.

Sonuç 5.1.12. k ∈ K noktas�n�n ekstrem nokta olmas� için gerek yeter ko³ul

r (µ) = k ise µ = Ek olmas�d�r.

Kan�t. k bir ekstrem nokta de§ilse öyle x, y ∈ K, x 6= y, 0 < λ < 1 vard�r ki

k = λx+(1− λ) y ³eklinde yaz�l�r. Aç�kça görülece§i gibi λEx+(1− λ) Ey 6= Ek ve

r (λEx + (1− λ) Ey) = k. Tersine k bir ekstrem nokta ise r−1 (k) ⊂ P (K) bo³tan

farkl� kapal� bir yüzdür. Lemma 5.1.9'dan P (K) kümesinin herhangi bir ekstrem

noktas� bir k
′ ∈ K noktas�nda de§erleme fonksiyonu oldu§unu biliyoruz. O halde

k = k
′
olmak zorunda. Krein-Milman Teoreminden r−1 (k) = {Ek} bulunur.

E s�ral� bir vektör uzay� ve C ⊂ E konveks bir küme olmak üzere e§er her

x ∈ E+ için öyle λ ∈ R+, c ∈ C var ve x = λc olacak ³ekilde tek türlü yaz�l�yorsa

C kümesine E uzay�n�n pozitif konisi için bir taban denir. E§er E bir Riesz uzay�

ise C kümesi simpleks olarak adland�r�l�r. Özellikle K kompakt konveks bir küme
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olmak üzere K kümesinin simpleks olmas� için gerek yeter ko³ul A (K)∗ bir Riesz

uzay� olmas�d�r.

Önerme 5.1.13. K kompakt konveks bir küme olmak üzere, A (K) uzay� Riesz

Ayr�³t�rma özelli§ine sahip ise K bir simplekstir.

Kan�t. f ∈ A (K)∗ iken f ∨ 0 ∈ A (K)∗ oldu§unu göstermemiz yeterlidir. A (K)+

üzerinde h : a −→ sup {f (b) : 0 ≤ b ≤ a} fonksiyonunu göz önüne alal�m. Aç�kça

görülece§i gibi h (a) ≥ f (a) , 0. E§er a ∈ A (K)+ ve 0 ≤ b ≤ a ise f (b) ≤

‖f‖ ‖b‖ ≤ ‖f‖ ‖a‖ olur. Böylece |h (a)| ≤ ‖f‖ ‖a‖ bulunur, yani h fonksiyonu

A (K) uzay� üzerinde reel de§erli bir fonksiyondur.

h fonksiyonu A (K)+ üzerinde toplamsald�r:

h (a1 + a2) = sup {f (b) : 0 ≤ b ≤ a1 + a2}

= sup {f (b1 + b2) : 0 ≤ b1 ≤ a1, 0 ≤ b2 ≤ a2}

= sup {f (b1) : 0 ≤ b1 ≤ a1}+ sup {f (b2) : 0 ≤ b2 ≤ a2}

= h (a1) + h (a2) .

(5.1)

O halde h fonksiyonu A (K) üzerinde bir lineer fonksiyonele geni³letilebilir. E§er

g ≥ f, 0 ise b ≥ 0 iken g (b) ≥ f (b) ve böylece a ≥ 0 iken

g (a) = sup {g (b) : 0 ≤ b ≤ a} ≥ sup {f (b) : 0 ≤ b ≤ a} = h (a) .

Sadece h fonksiyonelinin s�n�rl�l�§�n� göstermek kald�.

a ∈ A (K) al�rsak a = ‖a‖1−(‖a‖1− a) ve ‖a‖1 ≥ 0 ve ‖a‖1−a ≥ 0 olacak

³ekilde yazabiliriz. Böylece

|h (a)| ≤ h (‖a‖1) + h (‖a‖1− a)

≤ ‖f‖ (‖a‖+ ‖‖a‖1− a‖)

≤ 3 ‖f‖ ‖a‖

(5.2)

bulunur, yani ‖h‖ ≤ 3 ‖f‖ olur. �spat tamamlan�r.

K bir kompakt simpleks olmak üzere A (K)∗ üzerindeki idealleri tan�mlaya-

biliriz. F ⊂ S (A (K)) olmak üzere F∼ = {λf : λ ≥ 0, f ∈ F} kümesini tan�mla-

yal�m.
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Önerme 5.1.14. J → J∩S (A (K)) tasviri A (K)∗ üzerindeki idealler ile S (A (K))

kümesinin yüzleri üzerine bir bire-bir tasvirdir ve bu tasvirin tersi F → F∼−F∼

tasviridir.

Kan�t. J bir ideal, x, y ∈ S (A (K)) ve 0 < λ < 1 olmak üzere λx+ (1− λ) y ∈ J

oldu§unu varsayal�m. O halde 0 ≤ λx ≤ (1− λ) y + λx ve böylece λx ∈ J olur.

J vektör uzay� oldu§undan x ∈ J ve böylece x ∈ J ∩ S (A (K)). Benzer ³ekilde

y ∈ J ∩ S (A (K)). Böylece J ∩ S (A (K)) kümesi bir yüzdür.

�imdi F kümesinin S (A (K)) durum uzay�n�n bir yüzü oldu§unu varsayal�m.

Sadece 0 ≤ x ≤ y ∈ F∼ ise x ∈ F∼ oldu§unu göstremek yeterlidir. Genelli§i

bozmaks�z�n y ∈ F ve 0 6= x 6= y oldu§unu varsayabiliriz. O halde bir 0 <

λ < 1 için x
′

= λ−1x ∈ S (A (K)), böylece y = λx
′
+ (1− λ)

(y − x)

(1− λ)
ve burada

x
′
,
y − x

(1− λ)
∈ S (A (K)). F bir yüz oldu§undan x

′
,
y − x

(1− λ)
∈ F . O halde x =

λx
′ ∈ F∼ bulunur.

Teorem 5.1.15. E bir Banach örgüsü, S ⊂ E bir simpleks ve F kümesi S

simpleksinin bir yüzü olsun, o halde F yüzünün norm kapan�³� yine S simpleksinin

bir yüzüdür.

Kan�t. �lk olarak S simpleksinin bir G yüzünün norm kapal� olmas� için gerek

yeter ko³ul G∼ kümesinin S∼ kümesinin norm kapal� yüzü olmas�d�r. G yüzünün

norm kapal�, λn, µ ≥ 0, fn ∈ F , g ∈ S ve λnfn → µg oldu§unu varsayal�m. O

halde

|λn − µ| = |‖λnf‖ − ‖µg‖| ≤ ‖λnfn − µg‖ → 0

bulunur. Böylece

‖µfn − µg‖ ≤ ‖µfn − λnfn‖+ ‖λnfn − µf‖ = |µ− λ|+ ‖λnfn − µf‖ → 0

yani, µg ∈ µG = µG ⊂ G∼. Böylece F∼ kümesinin norm kapan�³�n�n S∼ küme-

sinin yüzü oldu§unu göstermek yeterlidir.

f eleman� F∼ kümesinin norm kapan�³�nda ve 0 ≤ g ≤ f olsun.
f − f ′ < ε

3

olacak ³ekilde f
′ ∈ F∼ alal�m. Ayr�ca 0 ≤ g+

�
f
′ − g

�
∧ 0 ≤ f

′
, g bulunur. f ≥ g

oldu§undan,
�
f
′ − f

�
≤
�
f
′ − g

�
ve böylece

�
f
′ − f

�
∧ 0 ≤

�
f
′ − g

�
∧ 0 ≤ 0

bulunur.
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a ∈ A (S) ald�§�m�zda a = ‖a‖ 1S − (‖a‖ 1S − a) ³eklinde yazabildi§imizden

a = b − c, b, c ∈ A (S)+ ve ‖b‖ + ‖c‖ ≤ 3 ‖a‖ ³eklinde dü³ünebiliriz. h ∈ A (S)∗

ise 0 ≤ b ≤ a iken ‖b‖ ≤ ‖a‖ oldu§unu da kullanarak

‖(h ∧ 0)‖ = sup {|(h ∧ 0) (a)| : ‖a‖ ≤ 1}

≤ 3 sup {|(h ∧ 0) (a)| : ‖a‖ ≤ 1, a ≥ 0}

= 3 sup {inf {h (b) : 0 ≤ b ≤ a} : ‖a‖ ≤ 1, a ≥ 0}

≤ 3 ‖h‖

bulunur.

Böylece ‖(f ′ − f) ∧ 0‖ ≤ 3
f ′ − f ≤ 3

� ε
3

�
= ε. S (ve -S) üzerinde norm

toplamsal oldu§undan
�f ′ − g� ∧ 0

 ≤ ε bulunur. O halde

0 ≤ g +
�
f
′ − g

�
∧ 0 ≤ f

′ ∈ F∼

oldu§unu gözlemlemi³ oluruz. Buradan da g+
�
f
′ − g

�
∧0 ∈ F∼ bulunur, böylece

g eleman� F∼ kümesinin norm kapan�³�na ait olur. Böylece ispat tamamlan�r.

5.2 Kompakt-Konveks Kümeler Üzerindeki Reel-

De§erli Fonksiyonlar

K konveks kümesi üzerinde tan�ml� bir f reel de§erli fonksiyonu için x, y ∈ K ve

0 < λ < 1 iken λf (x)+(1− λ) f (y) ≥ f (λx+ (1− λ) y) oluyorsa f fonksiyonuna

konveks denir. E§er −f konveks ise f fonksiyonuna konkav denir. O halde hem

konveks hem de konkav olan f fonksiyonu a�ndir.

Bir f : K → R fonksiyonu için her α ∈ R olmak üzere {k ∈ K : f (k) ≤ α}

kümesi kapal� oluyorsa f fonksiyonuna alt yar� sürekli (a.y.s.) denir ve bir f

fonksiyonu için −f alt yar� sürekli ise f fonksiyonuna üst yar� sürekli (ü.y.s.)

denir. Sonuç olarak hem üst yar� sürekli hem alt yar� sürekli fonksiyon süreklidir.

Bir vektör uzay�n�n bo³tan farkl�, toplama i³lemi alt�nda ve negatif olmayan

reel skalerler ile çarpma alt�nda kapal� olan bir A kümesi alal�m. A kümesi s�f�rdan

farkl� elemanlar�n�n negatif katlar�n� içermiyorsa A kümesine bir koni denir. S�-

ral� bir vektör uzay�nda pozitif elemanlardan olu³an küme bir konidir ve genelde
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pozitif koni olarak adland�r�l�r.

Lemma 5.2.1. E Riesz uzay� ve W bir koni olmak üzere u,w ∈ W iken u∨w ∈

W ise W −W vektör uzay� E Riesz uzay�n�n alt örgüsüdür.

Kan�t. i = 1, 2 için ui, wi ∈ W olmak üzere e1 = u1 − w1, e2 = u2 − w2 olsun. O

halde i = 1, 2 için e
′
i = ei + (w1 + w2) ∈ W . Böylece e1 ∨ e2 =

�
e
′
1 − (w1 + w2)

�
∨�

e
′
2 − (w1 + w2)

�
= e

′
1 ∨ e

′
2 − (w1 + w2) ∈ W −W bulunur.

Teorem 5.2.2. K kompakt konveks bir küme olmak üzere K kümesi üzerindeki

sürekli konveks fonksiyonlar�n farklar�ndan olu³an vektör uzay� C (K) içinde yo-

§undur.

Kan�t. Sürekli konveks fonksiyonlar�n bir koni olu³turduklar�n�, bu koninin sonlu

supremum alt�nda kapal� oldu§unu, K kümesinin noktalar�n� ayr�d�klar�n� göz

önüne alarak bir önceki teorem ve Stone-Weierstrass Teoreminden istenilen elde

edilir.

f : K → R bir fonksiyon olmak üzere f fonksiyounun üst-çizgesi, Sup(f),

{(k, α) : k ∈ K,α ≥ f (k)} ⊆ E × R

kümesidir. f fonksiyonunun alt-çizgesi, Sub(f),

{(k, α) : k ∈ K,α ≤ f (k)} ⊆ E × R

kümesidir. Kolayca görülece§i gibi f fonksiyonun konveks olmas� için gerek yeter

ko³ul Sup(f) kümesinin konveks olmas�d�r ve konkav olmas� için gerek yeter ko³ul

Sub(f) kümesinin konveks olmas�d�r. Ayr�ca f fonksiyonunun a.y.s. olmas� için

gerek yeter ko³ul Sup(f) kümesinin kapal� olmas�d�r ve ü.y.s. olmas� için gerek

yeter ko³ul Sub(f) kümesinin kapal� olmas�d�r.

Önerme 5.2.3. f fonksiyonu K üzerinde s�n�rl� ü.y.s. konveks bir fonksiyon,

g fonksiyonu K üzerinde s�n�rl� ü.y.s. konkav fonksiyon ve f |∂e(K) ≤ g|∂e(K) ise

f ≤ g sa§lan�r.

Kan�t. Bir k0 ∈ K için g (k0) < f (k0) oldu§unu varsayal�m. g fonksiyonun alt

çizgesi E×R uzay�n�n konveks kapal� bir kümesidir ve (k0, f (k0)) noktas�n� içer-

mez. Hanh Banach Teoreminden Sub (g) kümesi ile (k0, f (k0)) noktas�n� ay�ran
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bir lineer sürekli fonksiyon vard�r. Bu fonksiyonun K üzerine k�s�tlan�³�n� h ile

gösterelim. O halde h > g ve f (k0) > h (k0) olur.

f − h fonksiyonu ü.y.s. ve konvekstir. Ayr�ca¦
k ∈ K : (f − h) (k) = sup

¦
(f − h)

�
k
′�

: k
′ ∈ K

©©
kümesi bo³tan farkl� kapal� konveks bir kümedir ayr�ca kolayca görülece§i gibi K

kümesinin bir yüzüdür. Bu kümenin bir ekstrem noktas� vard�r ve bu ekstrem

nokta K kümesinin de ekstrem noktas�d�r. Böylece

sup {(f − h) (k) : k ∈ K} = sup {(f − h) (k) : k ∈ ∂e (K)}

≤ sup {(f − g) (k) : k ∈ K} ≤ 0
(5.3)

olur. Bu durumda 0 < f (k0)− h (k0) < 0 bulunur ki bu bir çeli³kidir.

Sonuç 5.2.4. f ve g fonksiyonlar� K üzerinde s�n�rl�, ü.y.s ve a�n fonksiyonlar�n

fark� ³eklinde yaz�labiliyor ve f |∂e(K) ≤ g|∂e(K) ise f ≤ g sa§lan�r.

Kan�t. f1, f2, g1 ve g2 fonksiyonlar� K üzerinde s�n�rl� ü.y.s. ve a�n fonksiyonlar

ve f = f1−f2, g = g1−g2 ³eklinde olsun. Önerme 5.2.3 gere§ince f1 +g2 ≤ f2 +g1

bulunur, böylece f = f1 − f2 ≤ g1 − g2 = g.

Önerme 5.2.5. K kompakt konveks bir küme ve f : K → R s�n�rl�, a.y.s ve a�n

bir fonksiyon ise A (K) içinde f fonksiyonuna yak�nsayan artan bir a§ vard�r.

Kan�t. {g ∈ A (K) : g < f} kümesini göz önüne alal�m. Bu kümenin yukar� yön-

lendirildi§ini gösterelim. g1, g2 ∈ A (K) ve g1, g2 < f oldu§unu kabul edelim. Ge-

nelli§i bozmaks�z�n f, g1 ve g2 fonksiyonlar�n�n pozitif oldu§unu kabul edebiliriz.

Mi = {(k, α) : k ∈ K, 0 ≤ α ≤ gi (k)} ve N = Sup (f) olsun. gl, g2 < f oldu§un-

dan N ∩ (M1 ∪M2) = ∅. f fonksiyonu a�n oldu§undan N ∩ co (M1 ∪M2) = ∅.

M1 ve M2 kompakt konveks olduklar�ndan co (M1 ∪M2) kümeside kompakt-

t�r. Kesin Ay�rma Teoreminden co (M1 ∪M2) kümesi ile N kümesi bir kapal�

hiperdüzlem ile ayr�l�r. Bu kapal� hiperdüzlem asl�nda bir lineer sürekli fonk-

siyonelin gra�§i oldu§undan bu fonksiyonelin K üzerine k�s�tlan�³�na h dersek

h ∈ A (K) ve g1, g2 < h < f bulunur. E§er bir k0 ∈ K ve α < f (k0) ise tek-

rar h < f ve h (k0) > 0 sa§layan bir h ∈ A (K) fonksiyonu bulabiliriz, yani

sup {g ∈ A (K) : g < f} = f bulunur.
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�imdi bir fonksiyonun üst ve alt zarf�n� tan�mlayaca§�z. X ⊂ K ve ∂e (K) ⊂ X

olsun. α ∈ R olmak üzere f : X → [α,∞] fonksiyonunun alt zarf�

f̌ = sup {a ∈ A (K) : a|X ≤ f} (5.4)

fonksiyonudur. Aç�kca görülece§i gibi f̌ fonksiyonun üst çizgesi f fonksiyonun üst

çizgesinin kapal� konveks kabu§udur. Benzer ³ekilde f̌ = sup {a ∈ A (K) : a|X < f}.

Özellikle söylemek gerekir ki f̌ fonksiyonu a.y.s ve konvekstir. Benzer ³ekilde

f̂ : X → [−∞, α] ve f̂ = − (−f )̌ ³eklinde tan�mlanan fonksiyon f fonksiyo-

nun üst zarf�d�r ve bu fonksiyonn ü.y.s ve konkav bir fonksiyondur. Bir dizi aç�k

sonuçlar a³a§�da verilmi³tir:

Önerme 5.2.6. K kompakt konveks bir küme, ∂e (K) ⊂ X ⊂ K, α ∈ R ve

f, g : X → [−∞, α] olmak üzere a³a§�dakiler sa§lan�r:

1. Her k ∈ K için f̂ (k) ≤ α.

2. f ≤ g ⇒ f̂ ≤ ĝ.

3. Ø(f + g) ≤ f̂ + ĝ.

4. Õ(βf) = βf̂ .

5.3 Noktalar�n Ölçülerle Temsili

K üzerindeki tüm regüler Borel ölçülerinin uzay� M (K) üzerinde her f sürekli

ve konveks fonksiyonu için µ (f) ≤ ν (f) ise µ < ν ³eklinde bir s�ralama tan�mla-

yal�m.

E§er ν ∈ P (K) için µ > ν ya da µ < ν oluyorsa µ ∈ P (K) ve r (µ) = r (ν)

bulunur. a ∈ A (K) eleman� için a ve −a sürekli konveks fonksiyonlar oldu§undan

µ (a) ≤ ν (a) = −ν (−a) ≤ −µ (−a) = µ (a) olur.

Önerme 5.3.1. µ, ν ∈ M (K) olmak üzere µ < ν olmas� için gerek yeter ko³ul

her f ∈ C (K) için ν (f) ≤ µ
�
f̂
�
olmas�d�r.

Kan�t. Önerme 5.2.5'te kullan�lan benzer bir argümanla f̂ fonksiyonu A (K) uza-

y�n�n elemanlar�n�n sonlu in�mumlar�ndan olu³an a³a§� yönlendirilmi³ bir ailenin
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in�mumudur, yani f̂ fonksiyonu sürekli konkav fonksiyonlardan olu³an bir ailenin

in�mumudur. Böylece µ < ν ise µ
�
f̂
�
≥ ν

�
f̂
�
≥ ν (f) bulunur.

Öte yandan f fonksiyonunu sürekli ve konkav seçersek f = f̂ ve ν (f) ≤ µ (f)

bulunur. Bu durumda µ < ν olur.

Önerme 5.3.2. K kompakt konveks bir küme, f ∈ C (K) ve µ ∈ P (K) olsun.

Bu durumda ν > µ ve ν (f) = µ
�
f̂
�
olacak ³ekilde ν ∈ P (K) vard�r.

Kan�t. Önerme 5.2.6'dan Φ : g → µ (ĝ) tasviri C (K) üzerinde alt toplamsal ve

homojen bir fonksiyoneldir. Rf üzerinde bir ν0 fonksiyonelini ν0 (αf) = αµ
�
f̂
�

³eklinde tan�mlayal�m. E§er α ≥ 0 ise ν0 (αf) = αµ
�
f̂
�

= Φ (αf). E§er α < 0

ise β = −α dersek −µ
�Óβf� ≤ µ

�Õ−βf� oldu§undan ν0 (αf) = −βµ
�
f̂
�

=

−µ
�Óβf� ≤ µ

�Õ−βf� = µ
�dαf� = Φ (αf) bulunur. O halde ν0 fonksiyoneli Φ

taraf�ndan majorize edilir. Hahn Banach Teoreminden ν0 fonksiyonelini C (K)

üzerinde tan�ml� bir ν lineer fonksiyoneline geni³letilir. O halde ν (f) = µ
�
f̂
�
ve

her g ∈ C (K) için ν (g) ≤ µ (ĝ).

E§er g ∈ C (K) ve g ≤ 0 ise ĝ ≤ 0 olur, böylece ν (g) ≤ µ (ĝ) ≤ 0. Dolay�s�yla

ν pozitiftir. Son olarak her g ∈ C (K) için ν (g) ≤ µ (ĝ) oldu§undan bir önceki

önermeden ν > µ bulunur. Buradan da ν ∈ P (K) elde edilir. Böylece ispat

tamamlanm�³ olur.

Önerme 5.3.3. k ∈ K olmak üzere a³a§�dakiler birbirine e³de§erdir:

(1) k ∈ ∂eK.

(2) Her f ∈ C (K) için f (k) = f̂ (k).

(3) Her ü.y.s ve s�n�rl� f : K → [−∞,∞) için f (k) = f̂ (k).

Kan�t. (1) ⇒ (2) : k ∈ ∂eK ve f ∈ C (K) ise Önerme 5.3.2'den ν (f) = f̂ (k) ve

ν > Ek olacak ³ekilde ν ∈ P (K) vard�r. Ayr�ca ν ölçüsünün a§�rl�k merkezi de k

noktas�d�r, böylece Sonuç 5.1.12'den ν = Ek bulunur, yani f (k) = f̂ (k).

(2)⇒ (3) : fα a§� C (K) a³a§� yönlendirilmi³ ve f bu a§�n in�mumu olsun. O

halde inf f̂α ü.y.s. ve konkavd�r ve f̂ fonksiyonundan büyük de§erler al�r. Böylece

f (k) = inf fα (k) = inf f̂α (k) ≥ f̂ (k) ≥ f (k) bulunur.

(3)⇒ (2) : Aç�kt�r.

(2)⇒ (1) : −f fonksiyonunu göz önüne al�rsak f (k) = f̌ (k) olur. µ ∈ P (K)

ve r (µ) = k olsun. µ > Ek oldu§undan ve Önerme 5.3.1'ten
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f (k) = f̌ (k) ≤ µ (f) ≤ f̂ (k) = f (k)

bulunur. Öte yandan buradan ve tekrar Önerme 5.3.1'ten Ek > µ bulunur. Sonuç

olarak Ek = µ bulunur. Sonuç 5.1.12'den k ekstrem nokta olarak bulunur.

f ∈ C (K) fonksiyonu için Bf s�n�r kümesini
n
k ∈ K : f (k) = f̂ (k)

o
³eklinde

tan�mlayal�m.

Sonuç 5.3.4. ∂eK =
T {Bf : f ∈ C (K)}.

Önerme 5.3.5. µ ∈ P (K) olmak üzere a³a§�dakiler birbirine e³de§erdir.

(1) µ ölçüsü < s�ralamas�na göre maksimaldir.

(2) Her f ∈ C (K) için µ
�
f̂
�

= µ (f).

(3) Her konveks f ∈ C (K) için µ
�
f̂
�

= µ (f).

Kan�t. (1) ⇒ (2) : Önerme 5.3.2'den ν > µ ve ν (f) = µ
�
f̂
�
olacak ³ekilde

ν ∈ P (K) vard�r. Maksimallikten µ = ν ve böylece µ (f) = µ
�
f̂
�
bulunur.

(2)⇒ (3) : Aç�kt�r.

(3)⇒ (1) : f sürekli ve konveks bir fonksiyon ve ν > µ olsun. O halde f = f̌ ,

böylece Önerme 5.3.2'den

µ (f) = µ
�
f̌
�
≤ ν (f) ≤ µ

�
f̂
�

= µ (f).

Böylece µ ve ν sürekli konveks fonksiyonlar üzerinde çak�³�rlar. Dolay�s�yla Önerme

5.2.3'ten C (K) üzerinde e³itler.

Sonuç 5.3.6. µ ölçüsü > - maksimal ise µ
�
∂eK

�
= 1.

Kan�t. C ⊂ K kompakt bir alt küme ve C ∩∂eK = ∅ olsun. f |∂eK = 0, f |C = −1

ve −1 ≤ f ≤ 0 olacak ³ekilde f ∈ C (K) alal�m. f̂ = 0 oldu§undan

0 = µ
�
f̂
�

= µ (f) ≤ −µ (C) ≤ 0

bulunur. Regülerlikten µ
�
∂eK

�
= 1.

Önerme 5.3.5'in (2) ³�kk�ndan µ ölçüsünün maksimal olmas� için gerek yeter

ko³ul her f ∈ C (K) için µ (Bf ) = 1 olmas�d�r. Bu sebepten dolay� maksimal

ölçüler s�n�r ölçüler olarak da adland�rl�r.
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Tan�m 5.3.7. µ, ν ∈ P (K) ölçüleri her f ∈ A (K) için µ (f) = ν (f) sa§l�yorsa

µ ∼ ν yazaca§�z.

Önerme 5.3.8. f fonksiyonu K kompakt konveks kümesi üzerinde sürekli bir

fonksiyon ise, her k ∈ K için

f̂ (k) = sup
§Z

fdµ : µ ∼ Ek
ª

olur.

Kan�t. f
′
(x) := sup

§Z
fdµ : µ ∼ Ek

ª
diyelim. f

′
= f̂ oldu§unu göstermeliyiz.

Tan�m�ndan dolay� f
′
fonksiyonu konkavd�r biz de bu fonksiyonun ü.y.s. oldu§unu

gösterece§iz. K kümesi içinde bir x eleman�na yak�nsayan bir {xα} a§� alal�m ve

her f
′
(xα) ≥ r olsun. f

′
(x) ≥ r oldu§unu göstermek için ε > 0 alal�m ve her α için

µα ∼ Exα ve µα (f) > r − ε olacak ³ekilde ölçüleri alal�m. P (K) zay�f∗-kompakt

oldu§undan µα a§�n�n bir µβ alt a§� bir µ olas�l�k ölçüsüne zay�f∗ yak�nsar. Her

g ∈ A (K) için g (xβ) → g (x) oldu§undan g (xβ) = µβ (g) → g (x) olur, bu

ise µ ∼ Ex oldu§unu söyler. Böylece r − ε ≤ limµβ (f) = µ (f) ≤ f
′
(x) yani

f
′
(x) ≥ r. f

′
ü.y.s. oldu§undan Sub

�
f
′�

=
¦
(x, r) : f

′
(x) ≥ r

©
kümesi E × R

uzay�n�n içinde kapal�d�r (ve konvekstir). Bir k1 noktas� için f
′
(k1) < f̂ (k1) ise

ay�rma teoremi

f (k1) ≤ f
′
(k1) < h (k1) < f̂ (k1)

olacak ³ekilde bir h ∈ A (K) fonksiyonunun varl�§�n� garanti eder, yukar�daki

e³itsizlik ise bir çeli³kidir. O halde f
′ ≥ f̂ . Ayr�ca h ∈ A (K), x ∈ K ve h ≥ f

olmak üzere key� µ ∼ Ex ölçü için h (x) = µ (h) ≤ µ (f) olur. Böylece f
′
(x) ≤

h (x) ve f
′ ≤ f̂ bulunur.

Önerme 5.3.9. f fonksiyonu K kompakt konveks kümesi üzerinde sürekli bir

fonksiyon ise, her k ∈ K için

f̂ (k) = sup
§Z

fdµ : µ bir diskret ölçü ve µ ∼ Ek
ª

olur.

Kan�t. Burada "diskret ölçü" ile Ey ölçülerinin sonlu konveks kombinezonlar�n�

kastediyoruz. Önerme 5.3.8'i kullan�rsak sadece f ∈ C (X), k ∈ K, µ ∼ Ex ve
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ε > 0 verildi§inde λ ∼ Ex ve µ (f)− λ (f) < ε olacak ³ekilde λ diskret ölçüsünün

var oldu§unu göstermeliyiz.

Bunun için K kompakt kümesini |f (y)− f (z)| < ε
2
olacak ³ekilde y, z ∈ Ui ∩

K sa§layan Ui kümelerinin sonlu tanesi ile örtelim. V1 = U1∩K ve i > 1 için Vi =

(Ui ∩K) − (V1 ∪ ... ∪ Vi−1) diyersek Vi kümeleri iki³er iki³er ayr�k K kümesinin

Borel alt kümeleridir ve µ (Vi) 6= 0 olan i indisleri için dayana§� Vi kümesinin

içinde ve λi (B) = µ (Vi)
−1 µ (B ∩ Vi) (B Borel kümesi) olacak ³ekilde K kümesi

üzerinde λi olas�l�k ölçüsü olu³turabiliriz. xi ile λi ölçüsünün a§�rl�k merkezini

gösterelim. Vi kümesi Ui∩X kompakt konveks kümesinin alt kümesi oldu§undan

Ui ∩X kümesi xi eleman�n� içerir. λ =
X

µ (Vi) Exi ölçüsünü tan�mlayal�m. h ∈

A (K) ise λ (h) =
X

µ (Vi)λi (h) =
XZ

vi
hdµ = µ (h) = h (x), böylece λ ∼ Ex.

Dahas�

µ (f)−λ (f) =
X�Z

vi
fdµ− f (xi)µ (Vi)

�
=
XZ

Vi
[f − f (xi)] dµ < ε

X
µ (Vi) = ε

oldu§undan ispat tamamlanm�³ olur.

Teorem 5.3.10. K bir simpleks ise her konveks f ∈ C (K) fonksiyonu için f̂

fonksiyonu K üzerinde a�ndir.

Kan�t. x1, x2 ∈ K, α1, α2 ≥ 0, α1 + α2 = 1 ve f fonksiyonu K üzerinde sürekli

ve konveks olsun.z = α1x1 + α2x2 diyelim.

f̂ (z) = α1f̂ (x1) + α2f̂ (x2)

oldu§unu göstermek istiyoruz. f̂ fonksiyonu konkav oldu§undan bu fonksiyonun

konveks oldu§unu göstermemiz yeterlidir. Bir önceki önermeden

f̂ (k) = sup
§Z

fdµ : µ diskret ölçü ve µ ∼ Ek
ª

oldu§unu biliyoruz. µ bir diskret ölçü ve µ ∼ Ez olsun. Bu durumda öyle sonlu

βj ≥ 0 ve yj ∈ K vard�r ki
X

βj = 1 ve µ =
X

βjEyj ³eklinde yazabiliriz,

yani α1x1 + α2x2 = z =
X

βjyj. Riesz Ayr�³t�rma Özelli§ini αixi, βjyj ∈ K∼

elemanlar�na uygularsak αixi =
X
j

z
′

ij (i = 1, 2) ve βjyj = z
′
1j +z

′
2j (j ∈ J) olacak

³ekilde z
′
ij ∈ K∼ elemanlar� vard�r. Her z

′
ij = γijzij (γij ≥ 0, zij ∈ K) ³eklinde

yaz�labilir ve böylece xi =
X

α−1
i γijzij. Her i = 1, 2 için sa§ taraf bir µi ∼ Exi

diskret ölçü temsil eder, böylece
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f̂ (xi) ≥ µi (f) =
X
j

α−1
i γijf (zij)

bulunur. Öte yandan µ (f) =
X

βjf (zij) ve her j için

f (yj) = f
�
β−1
j γ1jz1j + β−1

j γ2jz2j

�
≤ β−1

j γ1jf (z1j) + β−1
j γ2jf (z2j)

böylece µ (f) ≤ α1µ1 (f) + α2µ2 (f) ≤ α1f̂ (x1) + α2f̂ (x2). Tüm µ ∼ Ex diskret

ölçüler üzerinden supremum al�rsak istenilen sonucu elde ederiz.

As (K) ile K üzerinde tan�ml� s�n�rl�, a�n, a.y.s. fonksiyonlar�n farklar�ndan

olu³an vektör uzay�n�n, K üzerindeki tüm s�n�rl� fonksiyonlar uzay� içindeki düz-

gün kapan�³� gösterelim.

Önerme 5.3.11. f ∈ As (K) ve µ ∈ P (K) ise,
Z
fdµ = f (r (µ)) olur.

Kan�t. �lk olarak f fonksiyonunun s�n�rl�, a�n, a.y.s. fonksiyon oldu§unu varsa-

yal�m. Önerme 5.2.5'ten A (K) içinde artan bir fα ↑ f a§� vard�r. Buradan, µ (h)

ile
Z
hdµ integralini gösterirsek

f (r (µ)) =
_
α

fα (r (µ)) =
_
α

µ (fα) = µ

�_
α

fα

�
= µ (f)

elde edilir. Aç�kça bu formdaki fonksiyonlar�n fark� içinde istenilen sa§lan�r. S�n�rl�

Yak�nsakl�k Teoremini kullanarak bu uzay�n düzgün kapan�³�na da geçebiliriz.

�imdiye kadar verilen önerme ve teoremlerin önemli bir uygulamas� olarak bir

teklik teoremi verece§iz.

Teorem 5.3.12. K kompakt konvex bir küme olmak üzere a³a§�dakiler birbirine

e³de§erdir:

(1) K bir simplekstir.

(2) E : C (K) → As (K), E ≥ 0 ve her a ∈ A (K) için Ea = a olacak ³ekilde

lineer operatör vard�r.

(3) K kümesinin her eleman� tek bir s�n�r ölçüsünün a§�rl�k merkezidir.

(4) r (m (k)) = k olacak ³ekilde m : K → P (K) a�n fonksiyon vard�r.

Kan�t. (1)⇒ (2) : f → f̂ fonksiyonu K üzerindeki konveks sürekli fonksiyonlar�n

konisi üzerinde toplamsald�r. k ∈ K ve k eleman�n� temsil eden s�n�r ölçüsü µ ise
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Önerme 5.3.5'ten µ (f) = µ
�
f̂
�
bulunur. Teorem 5.3.10'dan f̂ fonksiyonu a�n

oldu§undan ve Önerme 5.3.11'den µ (f) = f̂ (k). Böylece g fonksiyonu da a�n

ve sürekli olmak üzere Ø(f + g) (k) = µ (f + g) = µ (f) + µ (g) = f̂ (k) + ĝ (k).

Böylece Ø(f + g) = f̂ + ĝ bulunur.

E§er f fonksiyonu iki sürekli konveks f1, f2 fonksiyonlar�n�n fark� ise Ef =

f̂1 − f̂2 olarak tan�mlayal�m. f → f̂ fonksiyonunun toplamsal olmas�ndan dolay�

E iyi tan�ml� ve lineerdir. Önerme 5.2.6'dan her sürekli f ve g fonksiyonlar� için

‖E (f − g)‖ ≤ ‖f − g‖ olur. Bu fark fonksiyonlar�n�n C (K) içinde yo§un olmas�

ve As (K) uzay�n�n tam olmas�ndan E operatörü C (K) üzerine sürekli bir ³ekilde

geni³letilir. Aç�kça görülece§i gibi her a ∈ A (K) için Ea = a.

f1−f2 ≥ 0 (fi sürekli ve konveks) ise f1 ≤ f2 böylece f̂1 ≤ f̂2 (Önerme 5.2.6),

yani, f̂1 − f̂2 ≥ 0 böyle E operatörü bu alt uzay üzerinde pozitiftir. Böylece tüm

C (K) üzerine geni³lemesi de pozitif olur.

(2)⇒ (3) : k ∈ K olmak üzere λ (f) = (Ef) (k) olarak tan�mlayal�m. O halde

λ, C (K) üzerinde pozitif lineer bir fonksiyoneldir ve 1K sabit bir fonksiyonunu

1'e götürür. λ ile K üzerindeki bir olas�l�k ölçüsünü özde³ görebiliriz bu ölçüyüde

tekrar λ ile gösterelim. µ ∈ P (K) ve r (µ) = k oldu§unu kabul edelim. E§er f

sürekli ve konveks ise

λ (f) = (Ef) (k) = µ (Ef).

f = sup {a ∈ A (K) : a < f}, böylece Ef ≥ sup {Ea : a < f} = sup {a : a < f}

= f . O halde µ (Ef) ≥ µ (f). Bu durumda λ > µ bulunur. O halde λ ölçüsü k

noktas�n� temsil eden tek maksimal ölçüdür.

(3)⇒ (4) : k eleman�n� kendisini temsil eden tek s�n�r ölçüsüne götüren fonk-

siyon istenilen özelliklere sahiptir.

(4) ⇒ (1) : r operatörünü bir R : C (K)∗ → A (K)∗ pozitif lineer opera-

törüne ve m operatörünü bir M : A (K)∗ → C (K)∗ pozitif lineer operatörüne

her a ∈ A (K)∗ için R (Ma) = a olacak ³ekilde geni³letelim. a, b ∈ A (K)∗ ise

R (Ma ∨Mb) ≥ R (Ma) , R (Mb) böylece a ve b de§erlerinden büyük olur. Öte

yandan c ≥ a, b ise Mc ≤Ma,Mb böylece c = R (Mc) ≥ R (Ma ∨Mb). O halde

A (K)∗ bir Riesz uzay�d�r, yani K bir simplekstir.

Bir S simpleksi için ∂eS kümesi S içinde kapal� ise S simpleksine Bauer simp-
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leks denir.

Teorem 5.3.13. K kompakt konveks bir küme olmak üzere a³a§�dakiler birbirine

e³de§erdir:

(1) K bir Bauer simplekstir.

(2) K kümesinin her eleman� dayana§� ∂eK kümesi olan tek bir olas�l�k ölçüsü

ile temsil edilir.

(3) K bir simpleks ve x→ µx fonksiyonu K kümesinden P (K) (P (K) üzerinde

C (K) uzay�n�n dualinden indirdi§imiz zay�f ∗ topolojisi oldu§unu kabul ederek)

süreklidir.

(4) K kümesi üzerinde tan�ml� her sürekli konveks f fonksiyonu için f̂ ∈ A (K).

(5) A (K) bir Riesz uzay�d�r.

Kan�t. (1)⇒ (2) µ ölçüsünün dayana§�n�n ∂eK = ∂eK kümesi olmas� için gerek

yeter ko³ul µ ölçüsünün s�n�r ölçüsü olmas� oldu§unu ve K kümesinin simpleks

oldu§unu göz önüne al�rsak istenilen elde edilir.

(2)⇒ (3) Her s�n�r ölçüsü dayana§� ∂eK kümesinin içinde olan bir ölçü oldu-

§undan ve (2)'den tek türlü belirli oldu§undanK bir simplekstir. Ayr�ca µ→ r (µ)

fonksiyonu P
�
∂eK

�
kümesinden K üzerine, birebir ve süreklidir. Bu fonksiyonun

ters görüntüsü x→ µx süreklidir.

(3) ⇒ (4) Teorem 5.3.10'dan f̂ a�n fonksiyondur. f̂ (k) = µk (f) oldu§undan

k → f̂ (k) fonksiyonu k → µk → µk (k) ³eklinde ayr�³t�r�l�rsa sürekli oldu§u

görülür.

(4) ⇒ (5) a1, a2 ∈ A (K) ise a1 ∨ a2 supremumu C (K) içinde hesaplanarak

olu³turulan Øa1 ∨ a2 fonksiyonu a1 ve a2 fonksiyonlar�n�n A (K) içinde en küçük

üst s�n�r�d�r.

(5) ⇒ (1) Önerme 5.1.13'ten A (K) bir Riesz uzay� oldu§undan K bir simp-

lekstir, ve böylece A (K)∗ bir Riesz uzay�d�r. Sadece ∂eK kümesinin kapal� oldu-

§unu göstermek kald�. k1 /∈ ∂eK olsun ve k1 = (1/2)m+(1/2)n (m 6= n) yazal�m.

Hahn-Banach Teoreminden a1 (m) = a2 (n) = 1 ve a1 (n) = a2 (m) = 0 olacak

³ekilde a1, a2 ∈ A (K) bulabiliriz. a1∨a2 supremumunu C (K) içinde olu³turursak

(a1 ∨ a2) (k1) = 1/2 ama Ú(a1 ∨ a2) (k1) ≥ 1 bulunur. Böylece f = a1 ∨ a2 olmak

üzere k1 /∈ Bf =
n
k ∈ K : f̂ (k) = f (k)

o
. Ayr�ca her f sürekli fonksiyonu için
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∂eK ⊂ Bf oldu§undan ∂eK =
T {Bf : f = a1 ∨ a2... ∨ an, ai ∈ A (K)} oldu§unu

söyleyebiliriz. a1, a2 elemanlar�n�n supremumu A (K) içinde mevcut ve Ú(a1 ∨ a2)

fonksiyonuna e³it oldu§undan Ú(a1 ∨ a2) fonksiyonu sürekli olur. Böylece her Bf

ve ∂eK kapal� olur.

Teorem 5.3.14. K bir Bauer simpleks ise her f ∈ C (∂eK) fonksiyonu tek bir

³ekilde f∼ ∈ A (K) fonksiyonuna geni³letilebilir; her x ∈ ∂eK için de f∼ (x) =

µx(f) ve ‖f‖ = ‖f∼‖ olur.

Kan�t. Teorem 5.3.13'ten k → µk (f) := f∼ (k) istenilen tek türlü belirli geni³le-

medir ve ‖f∼‖ = ‖f‖.

Sonuç 5.3.15. K bir Bauer simpleks olmak üzere A (K) uzay� ile C (∂eK) uzay�

s�ra izomor�ktir.

0 ∈ ∂e (K) ise

A0 (K) := {f ∈ A (K) : f (0) = 0} ,

C0 (∂eK) := {f ∈ C (∂eK) : f (0) = 0}

olarak gösterelim.

Teorem 5.3.16. E bir AM-uzay� olmak üzere K :=
¦
f ∈ E ′ : ‖f‖ ≤ 1

©
zay�f ∗

topoloji alt�nda bir Bauer simplekstir ve E uzay� A0 (K) uzay�na s�ra izomor�ktir.

Kan�t. Banach-Alao§lu Teorem ve Teorem 4.1.7'denK kümesinin bir Bauer simp-

leks oldu§unu görmek kolayd�r. Sonuç 5.3.15'ten E uzay�n�n C0 (∂eK) uzay�na s�ra

izomor�k oldu§unu göstermek yeterlidir. Bir T operatörünü

T : E 7−→ C0 (∂eK) Te : ∂eK 7−→ R

e −→ Te f −→ Te (f) = f (e).

olarak tan�mlarsak E
′
dual uzay� E uzay�n�n noktalar�n� ay�rd�§�ndan T birebir-

dir. Üstelik Teorem 5.3.14'ten C0 (∂eK) uzay�n�n her eleman�n� A0 (K) uzay�n�n

bir eleman�na geni³letebiliriz ve A0 (K) uzay�n�n her eleman�n� E
′
üzerinde zay�f∗

sürekli bir fonksiyonele geni³letebiliriz. E
′
dual uzay� üzerindeki her zay�f∗ sü-

rekli fonksiyonel bir noktada de§erlendirme operatörü oldu§undan, T üzerinedir.

Ayr�ca Teorem 4.1.7'den T s�ra homomor�zmdir. Böylece ispat tamamlan�r.
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Önerme 5.3.17. E yerel konveks bir Riesz uzay� ve K bir kompakt Bauer simp-

leks olmak üzere D $ ∂e (K) k0 ∈ ∂e (K) \ D olsun. Bu durumda F := co (D)

kümesi ile {k0} noktas� K kümesi üzerinde tan�ml� bir a�n sürekli fonksiyon ta-

raf�ndan ay�r�l�r, yani öyle bir g ∈ A (K) vard�r ki g (F ) = {0} ve g (k0) = 1.

Kan�t. Milman Teoremi k0 /∈ F oldu§unu söyler. F kapal� ve {k0} kompakt oldu-

§undan Teorem 5.1.8'den F ve {k0} lineer sürekli bir fonksiyon taraf�ndan kesin

ayr�l�r, yani, öyle bir sürekli lineer x
′
fonksiyoneli, c ∈ R sabiti ve ε > 0 vard�r ki

her x ∈ F için

x
′
(x) ≤ c < c+ ε ≤ x

′
(k0)

bulunur. y :=
x
′ − c

x′ (k0)− c
fonksiyonunu tan�mlarsak y a�n ve süreklidir. y :=

y|K k�s�tlan�³ fonnsiyonunu yine y ile gösterelim. Teorem 5.3.13'ten A (K) bir

Riesz uzay� oldu§undan y ile 0 (0 ile sabit s�f�r fonksiyonunu gösteriyoruz) A (K)

içinde supremumunu hesaplayal�m ve g := y ∨ 0 dersek g istenilen a�n sürekli

fonksiyondur.
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Bölüm 6

klâs
�k banach örgüler
�

üzer
�nde norm-s�n�rl� ve regü-

ler operatörler

Bu bölümde Cartwrigth-Lotz Teorem, Orno Teoremi ve uygulamalar� verilecek.

Ayr�ca [20] kayna§� yak�ndan takip edilerek C (K) uzaylar� için önemli sonuçlar

verilecektir.

6.1 Klâsik Uzaylar �çin Önemli Sonuçlar

Ana dü³ünce noktam�zdan önce kullan�³l� birkaç teorem ve sonuç verece§iz. Bu

bölümde X ve Y , daima, kompakt, Hausdor�, ve sonsuz elemanl� uzaylar� gös-

terecektir. (E§er X kompakt Hausdor� uzay� sonlu ise, aç�kça görülece§i gibi,

her F Banach örgüsü için L (C (X) , F ) = Lr (C (X) , F ) ve L (F,C (X)) ≡

Lr (F,C (X)) sa§lan�r.)

Her T ∈ L (E,F ) operatörü için T
′
: F

′ → E
′
ile e³lenik operatörü gösterece-

§iz. E§er T regüler ise T
′
operatörü de regülerdir. A³a§�daki teorem F yans�mal�

bir uzay oldu§unda daha iyi bir yakla³�m vermektedir.

Teorem 6.1.1. E bir Banach örgüsü ve F yans�mal� bir Banach örgüsü olsun.

(1) Her Ω ∈ L
�
F
′
, E
′�
operatörü için T

′
= Ω olacak ³ekilde T ∈ L (E,F ) vard�r,

yani L
�
F
′
, E
′�

=
¦
T
′
: T ∈ L (E,F )

©
gerçeklenir.

(2) L (E,F ) = Lr (E,F ) olmas� için gerek yeter ko³ul L
�
F
′
, E
′�

= Lr
�
F
′
, E
′�
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olmas�d�r.

(3) L (E,F ) ≡ Lr (E,F ) olmas� için gerek yeter ko³ul L
�
F
′
, E
′� ≡ Lr �F ′ , E ′�

olmas�d�r.

Kan�t. (1). Ω ∈ L
�
F
′
, E
′�

operatörü için T = Ω
′ |E al�n�rsa T ∈ L (E,F ) ve

T
′
= Ω olur. (2) ve (3)'ü ispat etmek zor de§ildir.

Teorem 6.1.2. E1, E2 ve F Banach örgüleri olsun. Φ1 ∈ L (E1, E2), Φ2 ∈

L (E2, E1) ve Φ2Φ1 operatörü E1 uzay�n�n birim operatörü olacak ³ekilde ope-

ratörler var olsun. O halde

(1) Φ1 ≥ 0 ve L (E2, F ) = Lr (E2, F ) ise L (E1, F ) = Lr (E1, F ),

(2) Φ1 ≥ 0, ‖Φ1‖ . ‖Φ2‖ = 1 ve L (E2, F ) ≡ Lr (E2, F ) ise L (E1, F ) ≡

Lr (E1, F ),

(3) Φ2 ≥ 0 ve L (F,E2) = Lr (F,E2) ise L (F,E1) = Lr (F,E1),

(4) Φ2 ≥ 0, ‖Φ1‖ . ‖Φ2‖ = 1 ve L (F,E2) ≡ Lr (F,E2) ise L (F,E1) ≡

Lr (F,E1).

Kan�t. �spat kolayl�kla verilebilir.

Sonuç 6.1.3. F bir Banach örgüsü ve X kompakt Hausdor� topolojik uzay olsun.

X uzay� içinde terimleri birbirinden farkl� olan yak�nsak bir dizinin oldu§unu

varsayal�m. Bu durumda, a³a§�dakiler sa§lan�r:

(1) L (C (X) , F ) = Lr (C (X) , F ) ise L (c, F ) = Lr (c, F ),

(2) L (C (X) , F ) ≡ Lr (C (X) , F ) ise L (c, F ) ≡ Lr (c, F ),

(3) L (F,C (X)) = Lr (F,C (X)) ise L (F, c) = Lr (F, c),

(4) L (F,C (X)) ≡ Lr (F,C (X)) ise L (F, c) = Lr (F, c).

Kan�t. {tn}n∈N dizisi X uzay� içinde terimleri birbirinden farkl� olan yak�nsak

bir dizi olsun. �ki³er iki³er ayr�k tn ∈ Un olacak ³ekilde Un (n ∈ N) aç�k kümeleri

olu³tural�m ve 0 ≤ hn ≤ 1, hn (tn) = 1 ve her x ∈ Un için hn (x) = 0 olacak ³ekilde

hn ∈ C (X) fonksiyonlar� alal�m. Her α = (α1, α2, . . .) ∈ c (α∞ := lim
n→∞

αn) için
∞X
n=1

(αn − α∞)hn serisi düzgün yak�nsak oldu§undan

Φ1α = α∞1X +
∞X
n=1

(αn − α∞)hn
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olacak ³ekilde Φ1 ∈ L (c, C (X)) operatörünü tan�mlayabiliriz. Aç�kca görülece§i

gibi Φ1 ≥ 0. Bir de her f ∈ C (X) için

Φ2f = (f (t1) , f (t2) , . . .)

olacak ³ekilde Φ2 ∈ L+ (C (X) , c) tan�mlayal�m. Bu durumda Φ2Φ1 operatörü

c uzay�n�n birim operatörüdür ve ‖Φ1‖ = ‖Φ2‖ = 1. Teorem 6.1.2'dan istenilen

sonuçlar elde edilir.

Sonuç 6.1.4. F bir Banach örgüsü olsun. A³a§�dakiler gerçeklenir:

(1) L (C [0, 1] , F ) = Lr (C [0, 1] , F ) ise L (c, F ) = Lr (c, F ),

(2) L (C [0, 1] , F ) ≡ Lr (C [0, 1] , F ) ise L (c, F ) ≡ Lr (c, F ),

(3) L (F,C [0, 1]) = Lr (F,C [0, 1]) ise L (F, c) = Lr (F, c),

(4) L (F,C [0, 1]) ≡ Lr (F,C [0, 1]) ise L (F, c) = Lr (F, c).

Sonuç 6.1.4'te (1) ve (2) ³�klar�n�n tersi do§ru de§ildir. Mesela Teorem 6.1.28'de

L (c, c) ≡ Lr (c, c) oldu§unu ama Teorem 6.1.27'de L (C [0, 1] , c) 6= Lr (C [0, 1] , c)

oldu§unu gözlemleyece§iz.

Teorem 6.1.2'de E1 uzay� olarak c0, E2 uzay� olarak c ve Φ1 ile c0 uzay�n� c

uzay� içine götüren birim operatörü ve Φ2 : c→ c0 operatörü olarakta

Φ2x = (x1 − x∞, x2 − x∞, . . .)
�
x ∈ c, x∞ := lim

n∈N
xn

�
al�n�rsa a³a§�daki sonuç elde edilir.

Sonuç 6.1.5. F Banach örgüsü için L (c, F ) = Lr (c, F ) ise L (c0, F ) = Lr (c0, F ).

Bu sonucun tersi do§ru de§ildir. Mesela Teorem 6.1.23'te L (c0, c0) = Lr (c0, c0)

oldu§unu ama Teorem 6.1.24'te L (c, c0) 6= Lr (c, c0) oldu§unu söyleyece§iz.

Teorem 6.1.6. X kompakt Hausdor� uzay olsun. E§er X uzay� içinde hiç ya-

k�nsak alt dizisi olmayan bir dizi varsa öyle regüler Borel µ ölçüsü ve X üzerinde

g1, g2, . . . ölçülebilir fonksiyonlar� vard�r ki (a) µ (X) = 1, (b) g1 = 1X , (c) He-

men her yerde |g (x)| = 1, (d)
Z
gngmdµ = 0 (n 6= m) sa§lan�r.

Kan�t. {yn}n∈N dizisiX uzay� içinde hiç yak�nsak alt dizisi olmayan bir dizi olsun.

{yn}n∈N dizisinin terimlerinin birbirinden farkl� oldu§unu varsayabiliriz. X2 := X
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diyelim. Kompaktl�k argüman�ndan bu dizinin X2 içinde a ve b gibi iki farkl�

y�§�lma noktas� vard�r. O halde a ve b elemanlar�n�n X3 ∩X4 = ∅ olacak ³ekilde

X3 ve X4 kompakt kom³uluklar� vard�r. Aç�kça görülece§i gibi X3 ve X4 kümeleri

{yn} dizisinin sonsuz tane terimini içerir. Ayn� i³lemleri X3 ve X4 kümeleri için

tekrarlayarak X3 kümesinin X5, X6 ve X4 kümesinin X7, X8 kompakt kümelerini

olu³turabiliriz ve X5∩X6 = ∅, X7∩X8 = ∅'dir. Ayr�ca X5, X6, X7 ve X8 kümeleri

{yn}n∈N dizisinin sonsuz tane terimini içerir. Bu yöntemle devam ederek her Xi

kümesi {yn}n∈N dizisinin sonsuz eleman�n� içerecek ve X2i−1 ve X2i ayr�k olacak

³ekilde X2, X3, X4, X5, . . . kompakt kümelerini olu³turabiliriz.

�imdi X kümesi üzerinde bir regüler Borel µ ölçüsünü

(∗) µ (Xi) =
1

2n−1
if i ∈

¦
2n−1 + 1, . . . , 2n

©
, n ∈ N

olacak ³eklinde tan�mlayaca§�z. xi ∈ Xi (i = 2, 3, . . .) olmak üzere her f ∈ C (X)

için

φn (f) =
1

2n−1
(f (x2n−1+1) + . . .+ f (x2n+1)) , n ∈ N

tan�mlayal�m. D :=
n
f ∈ C (X) : lim

n→∞
φn (f) limiti var.

o
dersek D uzay� C (X)

uzay�n�n bir alt uzay�d�r ve 1X ∈ D. φ : D −→ R operatörünü her f ∈ D için

φ (f) = lim
n→∞

φn (f)

³eklinde tan�mlayal�m. φ (1X) = 1, ‖φ‖ = 1 ve φ ∈ D oldu§unu görmek kolayd�r.

Hahn-Banach Teoreminden φ operatörünü bir Φ ∈ C (X)′ operatörüne Φ (1X) =

1 ve ‖Φ‖ = 1 olacak ³ekilde geni³letebiliriz Bu Φ operatörü uygun bir regüler Borel

µ ölçüsüne kar³�l�k gelir. Bu µ ölçüsünün (*) ko³ulunu sa§lad�§�n� gösterece§iz.

Xi kümesi üzerinde 1 ve X2n−1+1 ∪ . . .∪Xi−1 ∪Xi+1 ∪ . . .∪X2n kümesi üzerinde

0 olacak ³ekilde g ∈ C (X) alal�m. µ ölçüsünün dayana§� üzerinde g = 1Xi olur.

O halde
1

2n−1
= φn (g) = φn+1 (g) = φn+2 (g) = . . .

oldu§unu görmek kolayd�r. Sonuç olarak g ∈ D

1

2n−1
= lim

j→∞
φj (g) = φ (g) = Φ (g) =

Z
gdµ =

Z
1Xidµ = µ (Xi)

bulunur.

X üzerinde Borel ölçülebilir g1, g2, . . . fonksiyonlar�n� n ∈ N ve i ∈ {2n−1 + 1, . . . , 2n}
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olmak üzere Xi üzerinde

gn = (−1)i

³eklinde tan�mlarsak istenilenler elde edilir.

Yukar�daki ispatta Yi := X2i+1−1, (i ∈ N) al�n�rsa a³a§�daki sonuç kolayca

ispat edilir.

Sonuç 6.1.7. X kompakt Hausdor� uzay olsun. X uzay� içinde hiç yak�nsak

dizisi olmayan bir {xn}n∈N dizisi varsa X kümesinin öyle Y1, Y2, . . . kompakt alt

kümeleri ve iki³er iki³er ayr�k aç�k U1, U2, . . . alt kümeleri vard�r ki her Yi kümesi

{xn}n∈N dizisinin sonsuz tane eleman�n� içerir ve Yi ⊂ Ui (i ∈ N) olur.

Cartwright-Lotz Teorem, Orno Teoremi ve bu teoremlerin uygulamalar�n� in-

celeyece§iz. Bu teoremleri genellikle olumsuz durumlar� belirlemek için kullana-

ca§�z ve bu iki teorem bizim ana problemimiz için önemli bir temel te³kil eder.

Lemma 6.1.8. E Banach örgüsü olmak üzere 0 ≤ x
′

i ∈ E
′
i = 1, . . . , n iki-

³er iki³er ayr�k, 0 ≤ xi ∈ E, i = 1, . . . , n ve ε > 0 olsun. Bu durumda her i

için
¬
xi − yi, x

′

i

¶
< ε olacak ³ekilde iki³er iki³er ayr�k yi ∈ [0, xi], i = 1, . . . , n

elemanlar� vard�r.

Kan�t. n = 2 oldu§unu varsayal�m. x = x1 ∨ x2 olsun. Teorem 3.1.6'dan x =

u1 + u2 ve
¬
u1, x

′

1

¶
+
¬
u2, x

′

2

¶
≤ ε

2
olacak ³ekilde u1, u2 ∈ E elemanlar� vard�r.

w1 = u2 − u1 ∧ u2 ve w2 = u1 − u1 ∧ u2 diyelim. Bu durumda w1 ∧ w2 = 0,

w1, w2 ∈ [0, x] ve¬
x− w1, x

′

1

¶
=
¬
u1 + u1 ∧ u2, x

′

1

¶
≤ 2

¬
u1, x

′

1

¶
< ε.

Benzer ³ekilde
¬
x− w2, x

′

2

¶
< ε. yi = xi ∧ wi, i = 1, 2 dersek y1 ∧ y2 = 0,

yi ∈ [0, xi], i = 1, 2 ve xi−yi = (xi − wi)+ ≤ xi−wi olur, böylece her i = 1, 2 için¬
xi − yi, x

′
i

¶
< ε bulunur. �ndüksiyon ve Riesz Ayr�³t�rma Özelli§i kullan�larak

sonuç genelle³tirilebilir.

Lemma 6.1.9. E ve F Banach örgüleri olmak üzere 0 ≤ x
′

i ∈ E
′
, i = 1, . . . ,m

iki³er iki³er ayr�k ve 0 ≤ yj ∈ F , j = 1, . . . , n iki³er iki³er ayr�k elemanlar�n�

alal�m. (αij) bir m×n reel matris ve T : E → F operatörü Tx =
X
i,j

αij
¬
x, x

′

i

¶
yj
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olarak verilsin. Bu durumda modül operatörü |T | ∈ L (E,F ) vard�r ve |T |x =X
i,j

|αij|
¬
x, x

′

i

¶
yj ³eklinde verilir.

Kan�t. Aç�kça görülece§i gibi x →
X
i,j

|αij|
¬
x, x

′

i

¶
yj operatörü hem T operatö-

rünü hem de −T operatörünü majorize eder. R ≥ ±T sa§layan bir R ∈ L (E,F )

alal�m. Key� 0 ≤ x ∈ E, 0 ≤ y
′ ∈ F

′
ve ε > 0 seçelim. Lemma 6.1.8'den

iki³er iki³er ayr�k xi ∈ [0, x], i = 1, . . . ,m ve iki³er iki³er ayr�k y
′
j ∈

�
0, y

′�
,

j = 1, . . . , n elemanlar� vard�r, her i, j için
¬
x− xi, x

′

i

¶
< ε ve

¬
yj, y

′ − y′j
¶
< ε

sa§lan�r. βij = sgn (αij) diyelim. i 6= j ise
¬
xi, x

′

j

¶
< ε ve

¬
yi, y

′

j

¶
< ε olduklar�n�

da göz önüne al�rsak T operatörüne ba§l� bir K sabiti vard�r ki¬
Rx, y

′¶ ≥X
r,s

βrs
¬
Txr, y

′

s

¶
=
X
i,j,r,s

αijβrs
¬
xr, x

′

i

¶ ¬
yj, y

′

s

¶
≥
X
i,j

|αi,j|
¬
x, x

′

i

¶ ¬
yj, y

′¶−Kε.
(6.1)

bulunur. Böylece ¬
Rx, y

′¶ ≥X
i,j

|αi,j|
¬
x, x

′

i

¶ ¬
yj, y

′¶
.

�stenilen elde edilmi³ olur.

Lemma 6.1.10. E bir Banach örgüsü olsun. Bir M sabit say�s�n�n xi ∈ E,

i = 1, . . . , n pozitif ve iki³er iki³er ayr�k olmak üzere nX
1

xi

 ≤M sup
‖x′‖≤1

"
nX
1

���¬xi, x′¶���2# 1
2

e³itsizli§ini sa§lad�§�n� varsayal�m. O halde E bir AM-uzay�na s�ra izomor�k olur.

Kan�t. 0 ≤ x
′
i ∈ E

′
, i = 1, . . . , n iki³er iki³er ayr�k, ε > 0 ve αi ≥ 0, i = 1, . . . , n

olsun. Lemma 6.1.8'i kullanarak
x′i =

¬
xi, x

′
i

¶
, i = 1, . . . , n olacak ³ekilde iki³er

iki³er ayr�k ve ‖xi‖ < 1 + ε olan xi, i = 1, . . . , n elemanlar�n�n var oldu§unu

görmek kolayd�r. O halde
nX
1

αi
x′i =

nX
1

αi
¬
xi, x

′

i

¶
≤
*

nX
1

αixi,
nX
1

x
′

i

+
≤
 nX

1

αixi


 nX

1

x
′

i


≤M (1 + ε)

"
nX
1

α2
i

# 1
2
 nX

1

x
′

i


(6.2)
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oldu§undan

"
nX
1

x′i2
# 1

2

≤M

 nX
1

x
′

i

 bulunur.
0 ≤ xi ∈ E, i = 1, . . . , n iki³er iki³er ayr�k ve her i için ‖xi‖ ≤ 1 oldu§unu

varsayal�m.  nX
1

xi

 ≤M

"
nX
1

¬
xi, x

′¶2
# 1

2

olacak ³ekilde x
′ ≥ 0,

x′ ≤ 1 olan x
′ ∈ E

′
eleman� vard�r. ε > 0 ald�§�m�zda

Lemma 6.1.9'dan her i için
¬
xi, x

′¶ ≤ (1 + ε)
¬
xi, x

′
i

¶
olacak ³ekilde iki³er iki³er

ayr�k x
′
i ∈

�
0, x

′�
, i = 1, . . . , n elemanlar� vard�r. Böylece nX

1

xi

 ≤M (1 + ε)

"
nX
1

¬
xi, x

′

i

¶2
# 1

2

≤M (1 + ε)

"
nX
1

x′i2
# 1

2

≤M2 (1 + ε)

 nX
1

x
′

i

 ≤M2 (1 + ε) .

(6.3)

Buradan

 nX
1

xi

 ≤M2 bulunur. Teorem 4.1.12 gere§ince E bir AM -uzay�d�r.

A³a§�da Bennett [8] taraf�ndan verilen bir sonucu kullanaca§�z.

Lemma 6.1.11. n bir asal say� ve r ≥ 2 bir tam say� olsun. m = nr − 1 olmak

üzere öyle m × n kompleks matrisi (αij) vard�r ki her i, j için |αij| = 1 ve her

(jv) , (kv) ∈ nr = {1, . . . , n}r için e§er (j1, . . . , jr), (k1, . . . , kr) s�ral�s�n�n bir

permütasyonu ise
mX
1

αij1αij2 . . . αijrαik1αik2 . . . αikr

toplam� m de§ilse 0.

E ve F Banach örgüleri olmak üzere e§er F Dedekind tam ise Riesz-Kantorovich

Teoreminden regüler operatörler uzay�n�n bir Riesz uzay� oldu§unu biliyoruz. Bu

sebepten Q = QF tasviri F → F
′′
do§al gömme tasviri olmak üzere QFT opera-

törü E → F
′′
iki pozitif operatörün fark� ³eklinde yaz�labildi§imiz daha geni³ bir

operatörlerin uzay� L′′r (E,F ) ile çal�³abiliriz. Bu arada her Banach örgüsünün du-

ali Dedekind Tam oldu§undan Riesz Kantorovich Teoreminden her T ∈ L′′r (E,F )

için |QFT | modül operatörü vard�r.
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Teorem 6.1.12 (Cartwright-Lotz). E ve F iki Banach örgüsü olmak üzere E

uzay�ndan F uzay�na giden her kompakt operatör E uzay�ndan F
′′
uzay�na gi-

den iki pozitif operatörün fark� ³eklinde yaz�labildi§ini varsayal�m. p < ∞ olmak

üzere E
′
uzay� (F uzay�) lp uzay�na örgü izometrik olan bir kapal� alt uzay içe-

riyorsa F uzay� bir AM-uzay�na örgü izomor�ktir (E uzay� bir AL-uzay�na örgü

izomor�ktir).

Kan�t. E uzay�ndan F uzay�na giden kompakt operatörlerin uzay� T → ‖T‖ ve

T → ‖|QT |‖ normu alt�nda Banach uzay� oldu§undan öyle M sabiti vard�r ki her

kompakt T : E → F operatorü için ‖|QT |‖ ≤ M ‖T‖ olur. Bu e³itsizli§i Lemma

6.1.9'daki operatörlere uygularsak, ( (αij),
¦
x
′
i

©
ve {yi} Lemma 6.1.9'da oldu§u

gibi)

sup
‖x‖,‖y′‖≤1

8<:X
i,j

|αij|x
′
(xi) y

′
(yj)

9=; ≤M sup
‖x‖,‖y′‖≤1

������Xi,j αijx′ (xi) y′ (yj)
������ (6.4)

(6.4) e³itli§iM ileM1 = 2M yer de§i³tirilirse (αij) kompleks matrisi içinde geçerli

oldu§unu görmek kolayd�r.

E
′
uzay�n�n lp uzay�na örgü izometrik olan bir kapal� alt uzay içerdi§ini var-

sayal�m. x
′
i ∈ E

′
, i = 1, . . . elemanlar� lp uzay�n�n birim vektörleri olsun. Öyle

D, d > 0 say�lar� vard�r ki her x ∈ E ve her m ∈ N için mX
i

x
′

i

 ≤ dm
1
p ve

"
mX
i=1

���x′i (x)
���p# 1

p

≤ D ‖x‖

sa§lan�r. Bir n asal say�s� ve r ≥ p
2
, r ≥ 2 olacak ³ekilde r tam say�s� alal�m.

Lemma 6.1.11'daki (αij) matrisi ile (6.4) e³itsizli§inin sol taraf�

 mX
i=1

x
′

i


 nX
j=1

yj


ve Hölder e³itsizli§inden sa§ taraf

M1 sup
‖x‖≤1

x′i (x)


2r
sup
|y′ |≤1

Xj αijy
′
(yj)


2r

de§erinden küçük e³ittir. Buradanx′i (x)
 ≤ mp1−

1
2 r
x′i (x)


p
≤ Dmp−1− 1

2 r
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bulunur. O halde

mX
i=1

������ nXj=1

αijy
′
(yj)

������
2r

=
mX
i=1

X
(jv),(kv)∈nr

αij1αij2 . . . αijrαik1 . . . αikr

rY
v=1

y
′
(yjv) y

′
(ykv)

= r!m
X
jv∈nr

rY
v=1

���y′ (yjv)���2 = r!m

24 nX
j=1

���y′ (yj)���2
35r .

(6.5)

Böylece Xj αijy
′
(yj)


2r

= (rm)
1
2
r
y′ (yj)

2
,

ve burdan  nX
j=1

yj

 ≤ (r)
1
2
rM1Dd

−1 sup
‖y′‖≤1

24 nX
j=1

���y′ (yj)���2
35 1

2

.

Bu e³itsizlik n asal de§ilken de sa§lan�r, ve böylece Teorem 6.1.11'den F bir AM -

uzay�na örgü izomor�k olur.

E§er F uzay� lp uzay�na örgü izormor�k olan kapal� bir alt uzay içeriyorsa

benzer ³ekilde E
′
uzay� bir AM -uzay�na izomor�ktir böylece E uzay� bir AL-

uzay�na örgü izomor�ktir.

Cartwright-Lotz Teoremini pek çok durumda kullanabilmek için AL- ve AM -

uzaylar�n�n önemli anlamda farkl� oldu§unu vurgulamak gerekir. Burada farkl�-

l�ktan kastetti§imiz ³ey bir AL-uzay�n�n bir AM -uzay�na örgü izomor�k olmas�

için gerek yeter ko³ul sonlu boyutlu olmas�d�r. Öte yandan her yans�mal� AL-

veya AM - uzay� sonlu boyutludur. (Daha detayl� bilgi için [[5], Teorem 9.38 ve

Sonuç.9.39, s.363]). Bu iki durum a³a§�daki sonuçlarda kullan�lacakt�r.

Sonuç 6.1.13. q ∈ [1,∞) ve p ∈ (1,∞] olmak üzere, L (lp, lq) 6= Lr (lp, lq) olur.

Kan�t. Her q ∈ [1,∞) için lq uzay� bir AM -uzay�na örgü izomor�k olmad�§�nda

Teorem 6.1.12'nin bir sonucudur.

Sonuç 6.1.14. Her q ∈ [1,∞) için, L (c0, lq) 6= Lr (c0, lq) ve L (c, lq) 6= Lr (c, lq)

olur.

Kan�t. c0 ve c uzaylar� bir AL-uzay�na örgü izomor�k olmad�§�ndan Teorem

6.1.12'nin sonucudur.
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Sonuç 6.1.15. Her q ∈ [1,∞) için, L (C [0, 1] , lq) 6= Lr (C [0, 1] , lq) olur.

Kan�t. Sonuç 6.1.4 ve Sonuç 6.1.14 birle³tirilirse istenilen elde edilir.

Sonuç 6.1.16. Her p ∈ (1,∞] ve q ∈ [1,∞) için, L (lp, Lq [0, 1]) 6= Lr (lp, Lq [0, 1])

olur.

Kan�t. Her q ∈ [1,∞) için Lq [0, 1] uzaylar� bir AM -uzay�na örgü izomor�k ol-

mad�§�ndan Teorem 6.1.12'nin sonucudur.

Sonuç 6.1.17. Her q ∈ [1,∞) olmak üzere, L (c0, Lq [0, 1]) 6= Lr (c0, Lq [0, 1]) ve

L (c, Lq [0, 1]) 6= Lr (c, Lq [0, 1]) sa§lan�r.

Kan�t. Her q ∈ [1,∞) için Lq [0, 1] bir AM -uzay�na örgü izomor�k olmad�§�ndan

Teorem 6.1.12'nin sonucudur.

Sonuç 6.1.18. Her q ∈ [1,∞) için L (C [0, 1] , Lq [0, 1]) 6= Lr (C [0, 1] , Lq [0, 1])

olur.

Kan�t. E³it olsayd� Sonuç 6.1.4 her q ∈ [1,∞) için L (c, Lq [0, 1]) ≡ Lr (c, Lq [0, 1])

oldu§unu söylerdi.

Sonuç 6.1.19. Her p ∈ (1,∞) ve q ∈ [1,∞) için, L (Lp [0, 1] , lq) 6= Lr (Lp [0, 1] , lq)

olur.

Kan�t. Her p ∈ (1,∞) için Lq [0, 1] bir AL-uzay�na örgü izomor�k olmad�§�ndan

Teorem 6.1.12'nin sonucudur.

Orno Teoreminde l∞ uzaylar�n�n sonlu boyutlu versiyonlar�yla ilgilenece§iz. ln∞

ile l∞ normu alt�nda Rn uzay�n� gösterece§iz, yani ln∞ uzay� tüm x = (x1, . . . , xn)

sonlu dizilerinin

‖x‖∞ = max
1≤i≤n

|xi|

normu alt�ndaki uzayd�r.

Teorem 6.1.20 (Orno). E ve F sonsuz boyutlu Banach örgüleri ve F (E,F )

sonlu rankl� operatörler uzay�n�n düzgün kapan�³�ndaki her T operatörü P ve N

iki pozitif operatör olmak üzere T = P − N ³eklinde yaz�labildi§ini varsayal�m.

E§er F uzay� ln∞ uzay�na örgü izometrik bir alt uzay içermiyorsa E uzay� bir

AL-uzay�na örgü izometriktir.
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Kan�t. [13].

Sonuç 6.1.21. p ∈ (1,∞) ve q ∈ [1,∞) olmak üzere L (Lp [0, 1] , Lq [0, 1]) 6=

Lr (Lp [0, 1] , Lq [0, 1]).

Kan�t. Her p ∈ (1,∞) için Lp uzay� bir AL-uzay�na örgü izometrik olmad�§�ndan

Teorem 6.1.20 ve Teorem 4.1.3'ün sonucudur.

Teorem 6.1.22. F key� Banach örgüsü olmak üzere, L (l1, F ) ≡ Lr (l1, F ) olur.

Kan�t. S ∈ L (l1, F ) alal�m. Her x = (x1, x2, . . .) ∈ l1 için x =
∞X
i=1

xiei oldu§undan

Sx =
∞X
i=1

xiSei.

∞X
i=1

‖xi |Sei|‖ ≤
∞X
i=1

|xi| ‖Sei‖ ≤
 ∞X
i=1

|xi|
!
‖S‖ <∞

oldu§undan T : l1 → F operatörünü her x ∈ l1 için

Tx =
∞X
i=1

xi |Sei|

³eklinde tan�mlayal�m. Aç�kça görülece§i gibi T ∈ L (l1, F ) ve T ≥ 0, T ≥ S,

‖T‖ ≤ ‖S‖. Böylece S ∈ Lr (l1, F ) bulunur. T ≥ S ve T ≥ −S oldu§undan

‖S‖r ≤ ‖T‖ ≤ ‖S‖. Sonuç olarak ‖S‖r = ‖S‖ bulunur.

E bir Riesz uzay� olmak üzere bir pozitif f eleman�na 0 ≤ g ≤ f sa§layan her

g ∈ E için g = λf olacak ³ekilde bir λ ∈ R varsa diskret eleman denir. f1, . . . , fn

elemanlar� E uzay�nda diskret ve lineer ba§�ms�z ise her i 6= j için fi ∧ fj = 0

olur.

Teorem 6.1.23. E bir Banach örgüsü ve F bir AM-uzay� olsun. E§er E uza-

y�ndaki tüm diskret elemanlar�n üretti§i lineer E0 uzay� E içinde norm yo§un ise

L (E,F ) ≡ Lr (E,F ) gerçeklenir.

Kan�t. S ∈ L (E,F ) alal�m. Her f ∈ E0 için f1, . . . , fn elemanlar� diskret ve lineer

ba§�ms�z ve λi ∈ R (i = 1, . . . , n) olmak üzere f =
nX
i=1

λifi ³eklinde yazabiliriz.

Bir T0 : E0 −→ F operatörünü

T0f =
nX
i=1

λi |Sfi|
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³eklinde tan�mlayal�m. f1, . . . , fn elemanlar�n�n dik olmas�ndan her i = 1, . . . , n

için εi ∈ {−1, 1} olmak üzere����� nX
i=1

εiλifi

����� =
nX
i=1

|λi| fi =

����� nX
i=1

λifi

�����
oldu§unu görmek kolayd�r. Böylece F uzay� bir AM -uzay� oldu§undan

‖T0f‖F ≤
 nX
i=1

|λiSfi|

F

=

 sup
ε1,...,εn∈{−1,1}

nX
i=1

εiλiSfi


F

≤ ‖S‖ sup
ε1,...,εn∈{−1,1}

 nX
i=1

εiλifi


E

= ‖S‖ . ‖f‖E

bulunur. Her g ∈ E için E0 uzay� E içinde norm yo§un oldu§undan lim
n→∞

gn = g

(ispattaki yak�nsamalar norm anlam�nda) olacak ³ekilde g1, g2, . . . ∈ E0 dizisi

vard�r. T : E −→ F operatörünü

Tg = lim
n→∞

T0gn

³eklinde tan�mlarsak T operatörü T0 operatörünün bir geni³lemesidir ve ‖T0‖ =

‖T‖ ≤ ‖S‖ sa§lan�r. E0 üzerinde T0 ≥ 0 ve f ∈ E0 iken |f | ∈ E0 oldu§undan

g ≥ 0 ise g = lim
n→∞

gn, (gn ∈ E0) yaz�labildi§inden

Tg = T |g| = T lim
n→∞

|gn| = lim
n→∞

T0 |gn| ≥ 0

T ≥ 0 bulunur. E0 üzerinde T0 ≥ ±S oldu§undan E üzerinde T ≥ ±S bulunur.

Böylece S ∈ Lr (E,F ) ve ‖S‖r ≤ ‖T‖ ≤ ‖S‖ o halde ‖S‖r = ‖S‖ bulunur.

Teorem 6.1.24. Her (sonsuz) kompakt Hausdor� X uzay� için L (C (X) , c0) 6=

Lr (C (X) , c0) olur.

Kan�t. 1. Durum. X uzay� içinde terimleri birbirinden farkl� yak�nsak bir {xn}n∈N
dizisi olsun.

{xn}n∈N dizisinin bir x0 eleman�na yak�nsad�§�n� varsayal�m. Bir S ∈ L (C (X) , c0)

operatörünü her f ∈ C (X) için

Sf = (f (x1)− f (x0) , f (x2)− f (x0) , . . .)

³eklinde tan�mlayal�m. S operatörünün regüler olmad�§�n� gösterece§iz. S ope-

ratörünün regüler oldu§unu varsayal�m. O halde T ≥ S olacak ³ekilde T ∈
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L+ (C (X) , c0) vard�r. Her xn ve x0 çifti için 0 ≤ fn ≤ 1, fn (xn) = 1 ve fn (x0) = 0

olacak ³ekilde fn ∈ C (X) vard�r. Her n ∈ N için

(T1X) (n) ≥ (Tfn) ≥ (Sfn) (n) = fn (xn)− fn (x0) = 1

bulunur. Ama T1X ∈ c0. Bu ise çeli³kidir.

2.Durum. X uzay� içinde hiç yak�nsak alt dizisi olmayan bir dizi olsun. Te-

orem 6.1.6'dan (a) µ (X) = 1, (b) g1 = 1X , (c) Hemen her yerde |gn(x)| = 1

ve (d)
Z
gngmdµ (n 6= m) olacak ³ekilde X üzerinde µ regüler Borel ölçüsü ve

g1, g2, . . . ölçülebilir fonksiyonlar� vard�r. Böylece g1, g2, . . . dizisi L2 (µ) içinde or-

tonormal bir dizidir. Bu durumda her f ∈ L2 (µ) için, özellikle her f ∈ C (X)

için lim
n→∞

Z
fgndµ = 0 bulunur. Bir S ∈ L (C (X) , c0) operatörünü

Sf =
�Z

fg1dµ,
Z
fg2dµ, . . .

�
³eklinde tan�mlayal�m. Sf ∈ l2, S ∈ L (C (X) , c0) ve ‖S‖ = 1 oldu§u aç�kt�r. S

operatörünün regüler olmad�§�n� gösterece§iz. C (X) uzay� L2 (µ) uzay� içinde yo-

§unoldu§undan n ∈ N için ‖hn − gn‖L2 ≤ 1
2
olacak ³ekilde hn ∈ C (X) elemanlar�

vard�r.

hn (x) :=

8>>>>><>>>>>:
hn (x) e§er − 1 ≤ hn (x) ≤ 1

1 e§er hn (x) > 1

−1 e§er hn (x) < −1

fonksiyonunu tan�mlayal�m. O halde hn ∈ C (X),
hn − gn

L2
≤ 1

2
. (a) ve (c)

özelliklerinden

1−
Z
hngndµ =

Z �
gn − hn

�
gndµ ≤

gn − hn
L2
≤ 1

2
.

Her n ∈ N için fn := 1X + hn dersek, (b) ve (d) özelliklerinden
Z
fngndµ =Z

hngndµ ≥
1

2
bulunur. S operatörü regüler olsayd� T ≥ S olacak ³ekilde T ∈

L+ (C (X) , c0) var olurdu. Her n ∈ N için

2 (T1X) (n) ≥ (Tfn) (n) ≥ (Sfn) (n) =
Z
fngndµ ≥

1

2

olmas� T1X ∈ c0 ile çeli³ir.
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X bir topolojik uzay ve S ⊂ X bir alt uzay olsun. E§er S uzay� üzerindeki her

s�n�rl� sürekli her fonksiyon X uzay� üzerinde tan�ml� s�n�rl� sürekli bir fonksiyona

geni³letilebiliyorsa S uzay�na X uzay�n�n içine C∗-gömülebilir denir.

Önerme 6.1.25. X kompakt Hausdor� topolojik uzay olsun E§er X uzay�n�n

içinde hiç yak�nsak alt dizisi olmayan bir dizi varsa L (C (X) , c) 6= Lr (C (X) , c)

olur.

Kan�t. {xn}n∈N ⊂ X hiç yak�nsak alt dizisi olmayan bir dizi olsun. Sonuç 6.1.7'den

her biri {xn}n∈N dizisinin sonsuz tane eleman�n� içeren Y1, Y2, . . . kompakt küme-

leri ve iki³er iki³er ayr�k U1, U2, . . . aç�k kümeleri vard�r ki Yi ⊂ Ui (i ∈ N) sa§lan�r.

Böylece her i ∈ N için 0 ≤ hi ≤ 1, her y ∈ Yi için hi(y) = 1 ve her x ∈ X \Ui için

hi = 0 olacak ³ekilde hi ∈ C (X) fonksiyonlar� vard�r Teorem 6.1.25'in ispat�ndan

her i ∈ N için

(a) ‖Si‖ = 1

(b) Her n ∈ N için (Sifin) (n) ≥ 1
4
olcak ³ekilde fi1, fi2, . . . ∈ C (Yi), 0 ≤ fin ≤

1 elemanlar� vard�r.

Her kompakt Yi kümesi X uzay� içine C∗-gömülebilir oldu§undan fin fonksi-

yonunu bir f 0
in ∈ C (X), 0 ≤ f 0

in ≤ 1 (i, n ∈ N) fonksiyonuna geni³letebiliriz. Bir

S : C (X)→ c0 operatörünü her f ∈ C (X) için

(Sf)
�
2i−1 (2j − 1)

�
=

1

i
(Si (f |Yi)) (j) (i, j ∈ N)

³eklinde tan�mlayal�m. Asl�nda

Sf =
�

(S1 (f |Y1)) (1) ,
1

2
(S2 (f |Y2)) (1) , (S1 (f |Y1)) (2) ,

1

3
(S3 (f |Y3)) (1) , (S1 (f |Y1))

(3) ,
1

2
(S2 (f |Y2)) (2) , (S1 (f |Y1)) (4)

1

4
(S4 (f |Y4)) (1) , . . .

�
.

(6.6)

‖S‖ ≤ 1 oldu§u görülebilir. Böylece S ∈ L (C (X) , c0) ve buradan S ∈ L (C (X) , c)

bulunur. S operatörünün regüler olmad�§�n� gösterece§iz. S operatörünün regüler

oldu§unu varsayal�m. O halde T ≥ S olacak ³ekilde T ∈ L+ (C (X) , c) vard�r.

i ∈ N alal�m. Thi ≥ T
�
f 0
ijhi

�
≤ S(f 0

ijhi), j ∈ N. f 0
ijhi|Yi = fij, f 0

ijhi|Yk = 0 (k 6= i;

j, k ∈ N) oldu§undan ve (b) özelli§inden

Thi
�
2i−1 (2j − 1)

�
≥ 1

i
(Sifij) (j) ≥ 1

i
· 1

4
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böylece Thi (∞) := lim
n→∞

(Thi) (n) ≥ 1

i
· 1

4
. Bu durumda

(T1X) (∞) = lim
n→∞

(n) ≥ (T (h1 + . . .+ hi)) (∞)

= (Th1) (∞) + . . .+ (Thi) (∞) ≥ 1

4

�
1 + . . .+

1

i

�
,

buradan (T1X) (∞) =∞ çeli³kisi bulunur.

�lerleyen teoremlerde kullanaca§�m�z

Xl := {x ∈ X : ∃ (xn) ⊂ X xi 6= xj (i 6= j) ve limxn = x.}

kümesini tan�mlayal�m.

Teorem 6.1.26. X kompakt Hausdor� topolojik uzay olmak üzere

(1) L (C (X) , c) = Lr (C (X) , c) ise Xl kümesi sonludur,

(2) L (C (X) , c) ≡ Lr (C (X) , c) ise Xl kümesi tek bir elemana sahiptir.

Kan�t. (1) L (C (X) , c) = Lr (C (X) , c) ve ‖·‖ ≤ ‖·‖r oldu§undan Lr (C (X) , c)

uzay�ndan L (C (X) , c) uzay�na giden birim operatör kapal�d�r, Kapal� Gra�k

Teoreminden böylece öyle bir m > 0 vard�r ki her Φ ∈ L (C (X) , c) için ‖Φ‖ ≤

m ‖Φ‖.

Xl kümesinin sonsuz elemanl� oldu§unu varsayal�m. Key�N ∈ N için x1∞, . . . , xN∞

∈ Xl elemanlar�n� alal�m ve Xi = {xi∞, xi1, xi2, . . .} kümesi ile xi∞ eleman�na ya-

k�nsayan {xin}n∈N terimleri birbirinden farkl� dizisinin elemanlar�ndan olu³an kü-

meyi gösterelim ve i 6= j (i, j = 1, . . . , N) ikenXi∩Xj = ∅ olsun. Φ ∈ L (C (X) , c)

operatörünü her f ∈ C (X) için

Φf = (f (x11)− f (x1∞) , . . . , f (xN1)− f (xN∞) , f (x12)− f (x1∞) ,

. . . , f (xN2)− f (xN∞) , . . .) ,
(6.7)

³eklinde tan�mlayal�m, yani

Φf ((j − 1)N + i) = f (xij)− f (xi∞) (i ∈ {1, . . . , N} , j ∈ N)

olsun. ‖Φ‖ = 2 ve (Φf) (∞) := limn→∞ (Φf) (n) = 0.
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Ψ ≥ Φ sa§layan key� bir Ψ ∈ L+ (C (X) , c) operatörü alal�m (L (C (X) , c) =

Lr (C (X) , c) olmas� böyle bir Ψ operatörünün varl�§�n� garantiler). Her f ∈

C (X) için

ψn (f) = (Ψf) (n) (n ∈ N) ve ψ∞ (f) = (Ψf) (∞)
�
:= lim

n→∞
(Ψf) (n)

�
olacak ³ekilde ψ∞, ψ1, ψ2, . . . ∈ C (X)

′

+ tan�mlayal�m. Böylece Ψf = (ψ1, ψ2, . . .)

ve Ψ∞ (f) = limn→∞ ψn (f). Her x ∈ X için

δx (f) = f (x) , f ∈ C (X)

δx ∈ C (X)
′

+ tan�mlayal�m. Aç�kça görülece§i gibi x 6= y ise δx⊥δy. Her i için

ψ(j−1)N+i ≥ 0 ve ψ(j−1)N+i ≥ δxij − δxi∞ oldu§undan ψ(j−1)N+i ≥
�
δxij − δxi∞

�+
=

δxij . Her f ∈ C (X)+ için

ψ∞ (f) = lim
j→∞

ψ(j−1)N+i (f) ≥ lim
j→∞

δxij (f) = lim
j→∞

f (xij) = f (xi∞) = δxi∞ (f) .

Böylece her i için ψ∞ ≥ δxi∞ bulunur. Dahas�, ψ∞ ≥ δx1∞ + . . .+ δxN∞ . Buradan

[(2Ψ− Φ) f ] (∞) = 2ψ∞ (f)− 0 ≥ 2 (f (x1∞) + . . .+ f (xN∞))

ve [(2Ψ− Φ)1X ] (∞) ≥ 2N bulunur. O halde ‖2Ψ− Φ‖ ≥ 2N . Böylece ‖Φ‖r ≥

2N = N ‖Φ‖. N say�s�n�n key�li§inden ‖Φ‖r ≥ N ‖Φ‖ bulunur ve bu ise ‖Φ‖r ≤

m ‖Φ‖ olmas�yla çeli³ir.

(2) E§er Xl sonsuz elemanl� ise (1)'den L (C (X) , c) 6= Lr (C (X) , c). Xl sonlu

elemanl� ve CardXl = N ≥ 2 ise (1)'in ispat�ndan ‖Φ‖r ≥ N ‖Φ‖ > ‖Φ‖ olacak

³ekilde Φ ∈ L (C (X) , c) oldu§unu biliyoruz. Bu ise L (C (X) , c) ≡ Lr (C (X) , c)

olmas�yla çeli³ir.

Teorem 6.1.27. X kompakt Hausdor� topolojik uzay olmak üzere a³a§�dakiler

birbirine e³de§erdir:

(1) X uzay� içindeki her dizi yak�nsak bir alt diziye sahiptir ve n ∈ N olmak üzere

CardXl = n.

(2) X uzay� bir diskret A uzay�n�n tek nokta kompaktla³t�rmas�d�r, bu A kümesi

X uzay� içinde yo§undur ve n ∈ N olmak üzere Card (X \ A) = n

(3) X kümesinin öyle aç�k kapal� X1, . . . , Xn alt kümeleri vard�r ki X =
n[
i=1

Xi ve
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her Xi kümesi bir diskret uzay�n tek nokta kompakla³t�rmas�d�r.

(4) Her kompakt Hausdor� Z uzay� için L (C (X) , C (Z)) = Lr (C (X) , C (Z)).

(5) L (C (X) , C [0, 1]) = Lr (C (X) , C [0, 1]).

(6) L (C (X) , c) = Lr (C (X) , c).

Teorem 6.1.28. X kompakt Hausdor� topolojik uzay olmak üzere a³a§�dakiler

birbirine e³de§erdir:

(i) X uzay� içindeki her dizi yak�nsak bir alt diziye sahiptir ve CardXl = 1.

(ii) X uzay� bir diskret uzay�n tek nokta kompaktla³t�rmas�d�r.

(iii) Her kompakt Hausdor� Z uzay� için L (C (X) , C (Z)) ≡ Lr (C (X) , C (Z)).

(iv) L (C (X) , C [0, 1]) ≡ Lr (C (X) , C [0, 1]).

(v) L (C (X) , c) ≡ Lr (C (X) , c).

Teorem (6.1.28) ve (6.1.29)'un ispatlar�: (1) ⇒ (2) Her x ∈ X \ Xl için {x}

kümesinin aç�k oldu§unu göstermek yeterlidir. Xl kümesi sonlu oldu§undan, X \

Xl kümesi aç�kt�r. Böylece her x ∈ X \Xl için x ∈ V ⊂ V ⊂ X \Xl olacak ³ekilde

V aç�k kümesi vard�r. (1)'den V kümesi sonludur. O halde V \ {x} kümesi sonlu,

dolay�s�yla kapal�d�r ve {x} = V \
�
V \ {x}

�
aç�kt�r.

(2)⇒ (3) ve (3)⇒ (1) Kolayd�r.

(i)⇔ (ii) durumu (1)⇔ (3) durumunun özel bir halidir.

(i)⇒ (iii) Xl = {x0} oldu§unu varsayal�m. Her f ∈ C (X) için�
x ∈ X : |f (x)− f (x0)| ≥ 1

n

�
kapal� kümesi sonlu elemanl�d�r, böylece A := {x ∈ X : f {x} 6= f (x0)} say�la-

bilirdir. A kümesini içeren say�labilir sonsuz Af = {x0, x1, x2, . . .} kümesi için

lim
i→∞

xif = x0 olsun. O halde Af kümesi kompaktt�r. S ∈ L (C (X) , C (Y )) olsun.

Her f ∈ C (X) için norm yak�nsakl�ktan

f =
X
x∈Af

(f (x)− f (x0))1{x} + f (x0)1X .

Her y ∈ Y ve her N ∈ N için

g (xif ) = 1; i ∈ {1, . . . , N} ve S1{xif} (y) ≥ 0 ise
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g (xif ) = −1; i ∈ {1, . . . , N} ve S1{xif} (y) < 0 ise

g (x) = 1; x ∈ Af \ {x1f , . . . , xNf} ve S1X (y)−
NX
i=1

S1{xif} (y) ≥ 0 ise

g (x) = −1; x ∈ Af \ {x1f , . . . , xNf} ve S1X (y)−
NX
i=1

S1{xif} (y) < 0 ise

ve |g| ≤ 1 olacak ³ekilde g ∈ C (X) alal�m. O halde

‖S‖ ≥ ‖Sg‖ ≥ Sg (y) =
NX
i=1

(g (xif )− g (x0))S1{xif} (y) + g (x0)S1X (y)

=
NX
i=1

����S1{xif} (y)
����+ �����S1X (y)−

NX
i=1

S1{xif} (y)

����� .
Norm anlam�nda N →∞ iken limit al�rsak

(a) ‖S‖1Y ≥
X
x∈Af

���S1{x}���+
������S1X − X

x∈Af
S1{x}

������ .
Noktasal olarak

(b)
1

2
(S1X + ‖S‖1Y ) ≥ S1X +

X
x∈Af

�
S1{x}

�−
,

(c)
1

2
(S1X + ‖S‖1Y ) ≥

X
x∈Af

�
S1{x}

�+
.

Böylece (a)'dan

Tf =
X
x∈Af

(f (x)− f (x0))
�
S1{x}

�+
+

1

2
f (x0) (S1X) + ‖S‖1Y , (f ∈ C (X))

³eklinde T : C (X) −→ C (Y ) operatörünü tan�mlayabiliriz. (b) and (c)'den T ≥

S ve T ≥ 0 oldu§u görülebilir, böylece T ∈ L (C (X) , C (Y )). O halde S ∈

Lr (C (X) , C (Y )). ‖S‖ = ‖S‖r göstermek kal�r. f ∈ C (X) ve ‖f‖ ≤ 1 için

h := 1
2

(S1X + ‖S‖1Y ) dersek

‖(2T − S) f‖

= sup
y∈Y

������ Xx∈Af f (x)
���S1{x} (y)

���+ f (x0)

�
2h (y)− S1X (y)−

X
x∈Af

���S1{x} (y)
����������

≤ ‖f‖ sup
y∈Y

������ Xx∈Af
���S1{x} (y)

���+ 2h (y)− S1X (y)−
X
x∈Af

���S1{x} (y)
���������

≤ sup
y∈Y
|2h (y)− S1X (y)| = ‖S‖ .

(6.8)

Böylece, ‖S‖r ≤ ‖2T − S‖ ≤ ‖S‖. Sonuç olarak ‖S‖ = ‖S‖r.
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(1) ⇒ (4) Xl = {x1, . . . , xn} oldu§unu varsayal�m. (3) sa§land�§�ndan X =
n[
i=1

Xi ve her Xi kümesi bir diskret uzay�n tek nokta kompaktla³t�rmas� olacak

³ekilde aç�k kapal� X1, . . . , Xn kümeleri vard�r. Her g ∈ C (Xi) için

g∗ (x) = g (x) ; x ∈ Xi ise

g∗ (x) = 0; x ∈ X \Xi ise

³eklinde g∗ ∈ C (X) tan�mlayal�m. Böyle her f ∈ C (X) fonksiyonu f = (f |X1)
∗+

. . .+ (f |Xn)∗ ³eklinde yaz�labilir.

Her S ∈ L (C (X) , C (Y )) için

Sig = Sg∗ her g ∈ C (Xi) (i = 1, . . . , n)

olacak ³ekilde Si ∈ L (C (Xi) , C (Y )) tan�mlayal�m.

(i) ⇒ (iii) kullan�l�rsa her i için Ti ≥ Si olacak ³ekilde Ti ∈ L+ (C (Xi) , C (Y ))

vard�r. �imdi bir T ∈ L+ (C (X) , C (Y )) operatörünü

Tf = T1 (f |X1) + . . .+ Tn (f |Xn) her f ∈ C (X)

³eklinde tan�mlayal�m. Her f ∈ C (X)+ için

Tf = T1 (f |X1) + . . .+ Tn (f |Xn) ≥ S1 (f |X1) + . . .+ Sn (f |Xn)

= S (f |X1)
∗ + . . .+ S (f |Xn)∗ = Sf

(6.9)

yani T ≥ S bulunur. Sonuç olarak S ∈ Lr (C (X) , C (Y )).

(4)⇒ (5) ve (iii)⇒ (iv) aç�kt�r.

(5)⇒ (6) ve (iv)⇒ (v) Sonuç 6.1.4.

(6)⇒ (1) ve (v)⇒ (i) Önerme 6.1.25 ve Teorem 6.1.26 kullan�l�rsa istenilen elde

edilir.

Teorem 6.1.27 ile L (C [0, 1] , c) 6= Lr (C [0, 1] , c) ve L (l∞, c) 6= Lr (l∞, c) ol-

du§u görülür. Dahas�, Sonuç 6.1.4'ü kullanarak a³a§�daki sonucu verebiliriz.

Sonuç 6.1.29. L (C [0, 1] , C [0, 1]) 6= Lr (C [0, 1] , C [0, 1]) ve

L (l∞, C [0, 1]) 6= Lr (l∞, C [0, 1]) olur.

Teorem 6.1.30. X ve Y kompakt Hausdor� uzaylar olsun. Y uzay�n�n içinde

terimleri birbirinden farkl� yak�nsak bir dizi oldu§unu varsayal�m. Bu durumda
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a³a§�daki (7) iddias� Teorem 6.1.27'nin (1)-(6) ko³ullar�na denktir ve a³a§�daki

(vi) iddias� Teorem 6.1.28'in (i)-(v) ko³ullar�na denktir.

(7) L (C (X) , C (Y )) = Lr (C (X) , C (Y )).

(vi) L (C (X) , C (Y )) ≡ Lr (C (X) , C (Y )).

Kan�t. (4)⇒ (7) aç�kt�r. (7)⇒ (6) Sonuç 6.1.3'ten elde edilir.

(iii)⇒ (iv) aç�kt�r. (vi)⇒ (v) Sonuç 6.1.3'ten elde edilir.

Y uzay� içinde terimleri birbirnden farkl� olan yak�nsak bir alt dizinin olma-

s�yla L (C (X) , C (Y )) ve Lr (C (X) , C (Y )) uzaylar� aras�ndaki ili³kinin sadece

X uzay�na ba§l� olmas� ve Y uzay�n�n ekstra bir özellik sa§lamas�n� istememesi

ilginçtir. Böylece a³a§�daki sonuçlar verilebilir.

Sonuç 6.1.31. Y kompakt Hausdor� uzay� içinde terimleri birbirinden farkl� ya-

k�nsak bir dizi olsun. O halde L (l∞, C (Y )) 6= Lr (l∞, C (Y )) ve L (C [0, 1] , C (Y )) 6=

Lr (C [0, 1] , C (Y )) olur.

Tan�m 6.1.32. sgn i³aret(signum) fonksiyonunu göstermek üzere [0, 1] üzerindeki

Rademacher fonksiyonlar� rn (t) = sgn (sin (2nπt)) ³eklinde tan�mlan�r.

Rademacher fonksiyonlar� her p ≥ için Lp ([0, 1]) uzaylar�n�n içindedir ve

L2 ([0, 1]) Hilbert uzay� içinde bir ortonormal dizi olu³tururlar. Dahas� sonlu p

için Lp ([0, 1]) uzaylar� üzerinde ürettikleri operatörler zay�f∗ 0'a yak�nsarlar, yani,

p ∈ [1,∞) olmak üzere her f ∈ Lp ([0, 1]) için, φn (f) =
Z 1

0
rn (t) f (t) dt → 0,

n→∞.

Önerme 6.1.33. p ∈ [1,∞) ise regüler olmayan bir T : Lp ([0, 1])→ c0 operatörü

vard�r.

Kan�t. T : Lp ([0, 1]) → c0 operatörünü Tx = (φn (x)) olarak alal�m. T opera-

törü s�n�rl�d�r. Rademacker fonksiyonlar�n�n ortonormal olmas�ndan dolay� n ≥ 1

için T (rn) = en, c0 uzay� için bir taban vektörleridir ve T (r0) = 0 böylece

T (r0 + rn) = en. 0 ≤ r0 + rn ≤ 2r0 oldu§undan U ≥ T, 0 olsayd� her n ∈ N için

U (2r0) ≥ U (r0 + rn) ≥ T (rn + r0) = en

bulunurdu ki bu ise U (2r0) ∈ c0 olmas�yla çeli³ir. O halde T regüler de§ildir.
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Önerme 6.1.34. p ∈ (1,∞) ise L (Lp ([0, 1]) , c) 6= Lr (Lp ([0, 1]) , c).

Kan�t. X key� bir Banach uzay� olmak üzere T : X → c operatörü bir s�n�rl�

zay�f∗ yak�nsak (fn) ∈ X∗ fonksiyonel dizisiyle Tx = (fn (x)) ³eklinde belirlene-

bilir. f ∈ X∗ fonksiyonelinin bu dizinin limiti oldu§unu varsayal�m.

p−1 + q−1 = 1 olsun, böylece 1 < q < ∞. n ∈ N eleman�n� n = 2jk ,k tek say�

olmak üzere ³eklinde yazal�m ve

fn (t) =

8>><>>:
2
j
q j−

1
q rk (2−jt) t ∈ [0, 2−j]

0 t ∈ (2−j, 1]

tan�mlayal�m, böylece |fn| = 2
j
q j−

1
qχ[0,2−j ] ve buradan

‖fn‖q =
�
2jj−12−j

� 1
q = j−

1
q .

(fn) dizisi s�n�rl�d�r, böylece bir T : Lp ([0, 1])→ l∞ operatörünü

Tx =
�Z 1

0
fn (t)x (t) dt

�
³eklinde tan�mlayabiliriz. Asl�nda her x ∈ Lp ([0, 1]) için Tx ∈ c0 ⊂ c. Bunun için

‖x‖ ≤ 1 olan bir x eleman� ve ε > 0 alal�m. j0 ∈ N seçelim ve j > j0 ise j−
1
q < ε

olsun. Böylece k tek say� ise |(Tx)2jk| = ‖f2jk‖q = j−
1
q < ε. Her j ≤ j0 için öyle

bir kj vard�r ki k > kj ise |(Tx)2jk| = |f2jk| < ε. O halde j ≤ j0 ve k ≤ kj olmak

üzere 2jk tamsay�lar�n�n sonlu tanesi d�³�nda |(Tx)2jk| < ε oldu§unu gördük. T

regüler olsayd� U ≥ ±T olacak ³ekilde U : Lp ([0, 1]) → c operatörü var olurdu.

gn (x) = (Ux)n ve g (x) = lim
n→∞

gn (x) diyelim. U ≥ ±T oldu§undan, her n ∈ N

için gn ≥ |fn|. Bir j say�s�n� sabitlersek her k tek say�s� için

|g2jk| ≥ |f2jk| = 2
j
q j−

1
qχ[0,2−j ]

olur. Tek say�lar üzerinden k →∞ limit al�rsak ve Lq ([0, 1]) uzay�n�n pozitif ko-

nisinin zay�f∗ kapal� oldu§unu kullan�rsak g ≥ 2
j
q j−

1
qχ[0,2−j ] bulunur. Bu e³itsizlik

tüm j ∈ N için geçerli olur. O halde

‖g‖qq ≥
∞X
j=1

2−j−1
�

2
j
q j−

1
q

�q
=
∞X
j=1

1

2j
=∞

yani g /∈ Lq ([0, 1]) bulunur. Bu durumda T regüler de§ildir.
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Önerme 6.1.35. p ∈ (1,∞) için L (Lp ([0, 1]) , C ([0, 1])) 6= Lr (Lp ([0, 1]) , C ([0, 1]))

olur.

Kan�t. Bir önceki teorem ve Sonuç 6.1.4'ün sonucudur.
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Son olarak bu bölümde yapt�§�m�z i³lerle ilgili olarak bir tablo verece§iz. Her

bir hücrede sadece e³itliklerin geçerli olup olmad�§�n� de§il bu tez çal�³mas�ndaki

yerlerine (numaralar�na) referans verilmi³tir.
@

@
@
@@

E

F l1 lq c0 c l∞ C [0, 1] L1 [0, 1] Lq [0, 1]

q ∈ (1,∞) q ∈ (1,∞)

l1 ≡ ≡ ≡ ≡ ≡ ≡ ≡ ≡

4.2.7 6.1.22 6.1.22 6.1.22 4.2.4 6.1.22 4.2.7 6.1.22

lp 6= 6= ≡ ≡ ≡ ≡ 6= 6=

p ∈ (1,∞) 6.1.13 6.1.13 6.1.23 6.1.23 4.2.4 6.1.23 6.1.16 6.1.16

c0 6= 6= ≡ ≡ ≡ ≡ 6= 6=

6.1.14 6.1.14 6.1.23 6.1.23 4.2.4 6.1.23 6.1.17 6.1.17

c 6= 6= 6= ≡ ≡ ≡ 6= 6=

6.1.14 6.1.14 6.1.24 6.1.28 4.2.4 6.1.28 6.1.17 6.1.17

l∞ 6= 6= 6= 6= ≡ 6= 6= 6=

6.1.13 6.1.13 6.1.24 6.1.27 4.2.4 6.1.29 6.1.16 6.1.16

C [0, 1] 6= 6= 6= 6= ≡ 6= 6= 6=

6.1.15 6.1.15 6.1.24 6.1.27 4.2.4 6.1.29 6.1.18 6.1.18

L1 [0, 1] ≡ ≡ 6= ≡ ≡ ≡

4.2.7 4.2.9 6.1.33 4.2.4 4.2.7 4.2.9

Lp [0, 1] 6= 6= 6= 6= ≡ 6= 6= 6=

p ∈ (1,∞) 6.1.19 6.1.19 6.1.33 6.1.34 4.2.4 6.1.35 6.1.21 6.1.21
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Bölüm 7

üzer
�ndek
� her norm-s�n�rl�

operatörün regüler oldu§u

banach örgüler
�

Bu bölümde A. W. Wickstead'in [18] makalesi temel olarak al�nacakt�r. A. W.

Wickstead'in ayr�labilir AM -uzaylar� için verdi§i s�ra birime sahip olma ko³ulu

incelenerek üzerinde tan�ml� olan her norm s�n�rl� operatörün regüler oldu§u ay-

r�labilir Banach örgülerinin nas�l karakterize edildi§i üzerinde durulacakt�r.

7.1 Sonuçlar

Teorem 7.1.1 (Abramovich). E bir Banach örgüsü ve L (E) = Lr (E) olsun. Bu

durumda E uzay� ya bir AL-uzay�na ya da bir AM-uzay�na örgü izomor�ktir.

Kan�t. E uzay� ya her n için ln∞ uzay�na örgü izomor�k kapal� bir alt uzay içerir

ya da bir n için içermez. �lk durumda E
′
uzay� her n için ln1 uzay�n� içerir böylece

Cartwright-Lotz Teoremden E uzay� bir AM -uzay�na örgü izomor�ktir. �kinci

durumda Orno Teoreminden E uzay� bir AL-uzay�na örgü izomor�ktir.

A³a§�da δmn ile Kronecker delta fonksiyonunu gösterece§iz (δmn; m = n ise 1

de§ilse and 0 de§erlerini al�r).

Önerme 7.1.2. E bir Banach örgüsü, (fn) fonksiyonelleri E içinde örgü ho-

momor�leri ve her m,n ∈ N için fm (xn) = δmn olacak ³ekilde (xn)n∈N ∈ E+
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olsun. O halde her n ∈ N için fm (yn) = δmn ve yn ≤ xn olacak ³ekilde ayr�k

elemanlardan olu³an (yn) ⊂ E+ dizisi vard�r.

Kan�t. p :=
∞X
n=2

xn
2n ‖xn‖

tan�mlayal�m. y1
1 = x1 ∨ p − p, z = x1 ∨ p − x1 olsun,

böylece y1
1⊥z, 0 ≤ y1

1 ≤ x1 ve 0 ≤ z ≤ p olur. n ≥ 2 için y1
n = 2n ‖xn‖ z ∧ xn

dersek y1
n ≤ xn olur. m 6= n ise 0 ≤ fm (y1

n) ≤ fm (xn) = 0. Her n ≥ 2 için

f1 (xn) = 0 ve f1 sürekli oldu§undan f1 (p) = 0 olur, böylece

f1

�
y1

1

�
= f1 (x1) ∨ f1 (p)− f1 (p) = f1 (x1) ∨ 0− 0 = f1 (x1) = 1.

Ayr�ca

fm (p) =
∞X
n=2

fm (xn)

2n ‖xn‖
=

1

2m ‖xm‖
ve m ≥ 2 ise fm (z) = fm (x1) ∨ fm (p) − fm (x1) = 0 ∨ fm (p) − 0 = fm (p),

böylece fm (y1
m) = 2m ‖xm‖ fm (z) ∧ fm (y1

m) = 1. Bu durumda fm (y1
n) = δmn.

y1
1⊥z oldu§undan her n ≥ 2 için y1

1⊥y1
n.

Bu ad�mlar�
�
y1
n

�∞
n=2

dizisi için tekrar ederek yeni bir
�
y2
n

�∞
n=2

dizi olu³turabi-

liriz ve

fm
�
y2
n

�
= δmn (n ≥ 2)

y2
n ≤ y1

n (n ≥ 2)

y2
2⊥y2

n (n ≥ 3)

sa§lan�r. n ≥ 2 ise 0 ≤ y2
n ≤ y1

n⊥y1
1 ve böylece y2

n⊥y1
1 bulunur. Bu i³lemi devam

ettirerek yn = ynn al�n�rsa istenilen dizi olu³turulmu³ olur.

E bir AM -uzay� olmak üzere bundan sonraK ile
¦
f ∈ E ′+ : ‖f‖ ≤ 1

©
kümesini

gösterelim.

Önerme 7.1.3. E bir AM-uzay� olmak üzere E uzay�n�n s�ra birime sahip olmas�

için gerek yeter ko³ul 0 eleman�n�n ∂e (K)\{0} kümesinin zay�f-∗ kapan�³� içinde

olmamas�d�r.

Kan�t. E uzay�n�n s�ra birimli bir AM -uzay� oldu§unu varsayal�m. O halde Te-

orem 5.3.16'den A0 (K) uzay� s�ra birime sahip bir AM -uzay�d�r. e ile A0 (K)

uzay�n�n s�ra birimini ve ‖·‖e ile s�ra birim normunu gösterelim. Hahn-Banach

Teoreminden her 0 6= k ∈ ∂e (K) eleman� için xk (k) = 1 olacak ³ekilde bir
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xk ∈ E
′′
fonksiyonel vard�r. xk fonksiyonelini K kümesi üzerine k�s�tlad�§�m�z

fonksiyonu tekrar xk ile gösterelim (xk := xk|K). Ayr�ca ‖xk‖e = 1 oldu§unu

varsayal�m. Böylece ‖xk‖e = inf {λ ≥ 0 : |xk| ≤ λe} = 1 ise e (k) ≥ 1. Böylece 0

eleman� ∂e (K) \ {0} kümesinin zay�f-∗ kapan�³�nda de§ildir.

0 eleman�n�n ∂e (K)\{0} kümesinin zay�f-∗ kapan�³�nda olmad�§�n� varsayal�m.

Milman Teoreminden co (∂e (K) \ {0}) 6= K (bu ispatta al�nan tüm kapan�³lar

zay�f∗ topolojiye göre al�nmaktad�r). Ayr�ca 0 eleman� co (∂e (K) \ {0}) kümesinin

de eleman� de§ildir: E§er eleman� olsayd�

∂e (K) ⊂ co (∂e (K) \ {0})

ve Krein Milman Teoreminden K ⊂ co (∂e (K) \ {0}) $ K çeli³kisi elde edilirdi.

Dahas� key� bir x ∈ K \ {0} ald�§�m�zda tekrar Krein-Milman Teoreminden

xα → x olacak ³ekilde bir (xα)α∈I ⊂ co (∂e (K)) a§� vard�r. x 6= 0 oldu§undan do-

lay� her α ∈ I için xα 6= 0 oldu§unu varsayabiliriz. Böylece x ∈ co (∂e (K) \ {0}).

�imdi Kesin Ay�rma Teoremini {0} kompakt kümesi ile co (∂e (K) \ {0}) kapal�

kümesi için kullanal�m. O halde E
′
uzay� üzerinde öyle zay�f-∗-sürekli lineer x′

fonksiyoneli ve α > 0 vard�r ki her k ∈ K \ {0} = co (∂e (K) \ {0}) x′ (k) > α

olur. Ayr�ca x′ fonksiyonelini pozitif varsayabiliriz (gerekirse modül fonksiyoneline

geçerek devam edebiliriz.). x′ := x′|K dersek x′ ∈ A0 (K) olur ve y ∈ A0 (K)

al�rsak her k ∈ K \ {0} için

y (k) ≤ ‖y‖
α
· α ≤ ‖y‖

α
· x′ (k)

bulunur. O halde x′ bir s�ra birimdir. Böylece ispat tamamlanm�³ olur.

A³a§�daki teoremde bir Banach uzay�n�n ayr�labilir olmas� için gerek yeter

ko³ul dualinin kapal� birim yuvar�n�n zay�f-∗ topolojiye göre metriklenebilir olmas�

gerçe§ini kullanaca§�z [6, Theorem 3.34].

Önerme 7.1.4. E uzay� ayr�labilir bir AM- uzay� olmak üzere içindeki her ayr�k

ve pozitif elemanlardan olu³an norm s�n�rl� dizi s�ra s�n�rl� ise E uzay� s�ra birime

sahiptir.

Kan�t. E uzay�n�n s�ra birime sahip olmad�§�n� varsayal�m. E uzay�n� A0 (K)

uzay� olarak görebiliriz. E uzay� ayr�labilir oldu§undan, K kümesi üzerindeki
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zay�f∗ topolojiye göre metriklenebilirdir ve E uzay� s�ra birime sahip olmad�§�n-

dan 0 eleman� ∂e (K) \ {0} kümesinin kapan�³�ndad�r. K kümesinin metriklene-

bilir olmas�ndan kn → 0 olacak ³ekilde terimleri birbirinden farkl� kn ∈ ∂e (K)

dizisi bulunabilir. Her n ∈ N için Fn = co ({km : m 6= n}) kümelerini tan�mlaya-

l�m. kn /∈ {km : m 6= n} oldu§undan kn /∈ ∂eFn olur. kn elemanlar� K kümesinin

ekstrem noktalar� olduklar�ndan e§er Fn kümesinin içindelerse Fn içinde ekstrem

nokta olaca§�ndan kn /∈ Fn. Böylece {kn} ve Fn ayr�k kapal� iki kümedir. Önerme

5.3.17'den fn|Fn ≡ 0, fn (kn) = 1 ve her k ∈ K için 0 ≤ fn (k) ≤ 1 olacak ³ekilde

fn ∈ A (K) fonksiyonlar� vard�r. 0 ∈ {km : m 6= n} ⊂ Fn oldu§undan fn (0) = 0

ve böylece fn ∈ A0 (K) bulunur.

f 7→ f (kn) operatörleri A0 (K) üzerinde örgü homomor�zm ve fn (km) =

δmn oldu§undan Önerme 7.1.2 uygulan�rsa gn ≤ fn ve gn (km) = δmn olacak

³ekilde ayr�k pozitif elemanlardan olu³an (gn) ⊂ A0 (K) bulunur. (gn) dizisi norm

s�n�rl�d�r. Kabulümüzden bu dizi için bir e üst s�n�r� vard�r. O halde her n ∈ N için

e (kn) = gn (kn) = 1 böylece 0 = e (0) = lim
n→∞

e (kn) ≥ 1 çeli³kisi elde edilir.

X say�lamaz sonsuz bir küme olsun ve üzerinde diskret topoloji olsun. O halde

X üzerindeki her reel de§erli fonksiyon süreklidir. X∞ kümesi ile X kümesine ∞

eleman�n� ekleyerek olu³turdu§umuz tek nokta kompaktla³t�rmas�n� gösterelim

ve X∞ kümesi üzerindeki fonksiyonlarla çal�³�rken X kümesi üzerindeki fonksi-

yonlarla süreklilik aras�ndaki ili³kiyi gözönüne ald�§�m�z durumdan neredeyse çok

uzakta olaca§�z. X∞ kümesi üzerindeki reel de§erli bir fonksiyon sürekli ise bu

fonksiyonun ald�§� de§erler en fazla say�labilir eleman için ∞ eleman�nda ald�§�

de§erden farkl� olabilir. ∞ eleman�n�n aç�k kom³uluklar� X kümesinin kompakt

kümelerinin tümleyenleri olduklar�n� ve X üzerinde diskret topoloji oldu§undan

kompakt kümelerin sonlu elemanl� olduklar�n� hat�rlayal�m. Bir f : X∞ → R

fonksiyonu sürekli ve c = f (∞) ise f−1
��
c− 1

n
, c+ 1

n

��
kümesi her n > 0 için

∞ eleman�n�n aç�k bir kom³ulu§udur. O halde X kümesinin sonlu eleman� d�-

³�ndaki her eleman�n�n f fonksiyonu alt�ndaki görüntüsü
�
c− 1

n
, c+ 1

n

�
aral�§�n�n

içindedir. n → ∞ limit al�rsak en fazla say�labilir sonsuz eleman�n f fonksiyonu

alt�ndaki görüntüsü c noktas�ndan farkl� de§erler al�r. f ∈ C (X∞) fonksiyonunun

farkl� de§erlerini (f (x1) , f (x2) , . . . , f (∞)) ³eklinde yazarsak f fonksiyonu bir
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dizi olarak görülebilir. ∞ eleman�n�n her aç�k kom³ulu§unda sonlu tane eleman

d�³�nda tüm elemanlar bulunduklar�ndan bu dizi f (∞) de§erine yak�nsar. Ayr�ca

C (X∞) uzay� supremum normuna ve noktasal s�ralamaya sahip oldu§unu da göz

önüne al�rsak C (X∞) uzay� c uzay�na örgü izometriktir.

A³a§�daki teoremde C (X) uzay�n�n ayr�labilir olmas� için gerek yeter ko³ul X

uzay�n�n metriklenebilir olmas� ([17], Önerme 1.17, s.10) gerçe§ini kullanaca§�z.

Teorem 7.1.5. E ayr�labilir bir Banach örgüsü olsun. L (E) = Lr (E) olmas�

için gerek yeter ko³ul a³a§�daki üç durumdan birinin sa§lanmas�d�r:

1. E uzay� bir AL-uzay�na örgü izomoriktir,

2. E uzay� c uzay�n�n sonlu çarp�m uzay�na örgü izomor�ktir,

3. E uzay� c0 uzay�na örgü izomor�ktir.

Kan�t. (1) durumunda Sonuç 4.2.6'da, (2) durumunda Teorem 6.1.27 ve (3) du-

rumunda Teorem 6.1.23 kullan�larak e³itli§in geçerli oldu§u görülebilir.

E³itlik varsa Teorem 7.1.1'den E uzay�n�n bir AL- ya da bir AM -uzay�na örgü

izomor�ktir. O halde sadece E uzay�n�n AM -uzay�na izomor�k oldu§u durum ile

ilgilenece§iz. Teorem 5.3.16'da oldu§u gibi E uzay�n� A0 (K) uzay�na örgü izomor-

�k olarak görece§iz. f ∈ A0 (K)+ ve ε > 0 olmak üzere ∂e (K) \ {0} kümesinin

Pf,ε = {k ∈ ∂eK : f (k) > ε} ∂e (K) \ {0} aç�k kümelerini göz önüne alal�m. �lk

olarak tüm bu kümelerin sonlu oldu§unu varsayal�m. K kümesi üzerindeki metrik

topoloji ile çal�³�rak Pf,ε kümesinin her eleman�n�n izole noktas� oldu§u görülebi-

lir. Dahas� Pf,ε kümelerinin hepsinin birle³imi ∂e (K) \ {0} kümesidir çünkü her

f pozitif için f (k) = 0 ise her f için f (k) = 0 olur, buradan da k = 0 bulunur.

Böylece ∂e (K) diskret topolojik uzay olur. E uzay� s�ra birime sahip de§ilse 0

bir y�§�lma noktas� olur. Ayr�ca s�f�rdan farkl� bir y�§�lma noktas� yoktur, e§er

s�f�rdan farkl� bir l y�§�lma noktas� olsa f (l) > 0 olacak ³ekilde f ≥ 0 al�rsak son-

suz k ∈ ∂e (K) \ {0} eleman� için de f (k) > 0 bulunur. O halde ∂e (K) uzay� N

uzay�n�n tek nokta kompaktla³t�rmas� olarak görülebilir. Özellikle ∂e (K) kümesi

kapal� oldu§undan K Bauer simpleks ve Sonuç 5.3.15'ten A (K) uzay� C (∂e (K))

uzay�na dolay�s�yla c uzay�na örgü izomor�k olur. Böylece A0 (K) yani E uzay�

c0 uzay�na örgü izomor�ktir.
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E uzay� s�ra birime sahip de§il ve bir Pf,ε kümesi sonsuz elemana sahip olsun.

Burada bir e ∈ A0 (K) eleman� için {k ∈ ∂e (K) : e (k) ≥ 1} kümesinin sonsuz

elemanl� oldu§unu varsayabiliriz. K kümesinin kompaktl�§�n� ve metriklenebilir

olmas�n� kullanarak her n ∈ N için e (kn) ≥ 1, kn → k ∈ K ve kn 6= k ola-

cak ³ekilde ∂e (K) kümesinde terimleri birbirinden farkl� bir (kn)n∈N dizisi vard�r.

Önerme 7.1.4'den E+ içinde norm s�n�rl� bir (xn) dizisi vard�r ki s�ra s�n�rl� de§il-

dir. Bir T ∈ L (A0 (K)) lineer s�n�rl� operatörünü

Tf =
∞X
n=1

(f (kn)− f (k))xn.

³eklinde tan�mlayal�m. Kabulümüzden U ≥ T, 0 olacak ³ekilde bir U ∈ L (A0 (K))

alal�m. Önerme 5.3.17'den her n ∈ N için fn (kn) = 1 ve fn (k) = 0 olacak ³ekilde

fn ∈ A0 (K)+ fonksiyonlar� vard�r. A0 (K) uzay� üzerindeki örgü i³lemleri noktasal

oldu§undan gn = fn ∧ e dersek gn (kn) = 1 ve gn (k) = 0 bulunur. Böylece her

n ∈ N için

Ue ≥ Ugn ≥
∞X
m=1

(gn (km)− gn (k))xm ≥ xn

buluruz, bu ise (xn) dizisinin s�ra s�n�rl� olmamas�yla çeli³ir.

Sadece E AM -uzay�n�n s�ra birime sahip oldu§u durumu incelemek kal�r ki bu

durumda E uzay� bir C (X) uzay�na örgü izometriktir. E§er X sonlu ise, E uzay�

sonlu boyutludur ve böylece bir AL-uzay�na örgü izometriktir. X sonsuz elemanl�

terimleri birbirinden farkl� yak�nsak bir alt dizi içerir böylece Teorem 6.1.30'dan

(2) durumunu elde ederiz.
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