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BOLUM 1
GIRIS

Diferansiyel denklemler, cebir geometri, analiz problemleri gibi bir¢ok problem,
matematik diliyle ifade edilen birtakim denklemler ve kurallar yardimiyla cozii-
liirler. Ancak gezegen ve uydu hareketlerinin belirlenmesi, farkli ortamlarda isinin
yayilmasi, elektrik devrelerinde yiik ve akimin bulunmasi, radyoaktif maddelerin
bozunmasi, kimyasal reaksiyonlarda hiz, denge ve diger 6zelliklerin incelenmesi,
baz1 geometrik 6zelliklere sahip egrilerin bulunmasi, tel ve levha titregimleri veya
bir canli toplulugunun niifus artig1 gibi fizik, kimya, biyoloji gibi temel bilim ve
tiim miihendislik alanlar: ile sosyoloji ve igsletme gibi sosyal bilimler alanlarindaki
siirec Ozelligi gosteren bircok olay1 aciklayan yasalarin cogu, bu olaylarin parcasi
olan bir veya daha fazla parametrenin, olayin diger parametrelerine gore degisim
hizlarimi ve bu hizlar arasindaki iligkileri icerir. Bu degisim hizlar1 matematikte

tiirevlerle ifade edilir.

Aslinda bir siire¢ olan herhangi bir dogal veya sosyal olayin, diferansiyel
denklemler yardimiyla tasvir edilmesi ya da bagka bir deyigle matematiksel mo-
dellemesinin yapilabilmesi i¢in baz1 6n kogullar bulunmaktadir. Bunlar1 agagidaki

maddelerle 6zetlemek miimkiindiir.

1. Olay olgiilebilir bir zaman dilimi i¢inde belirli kurallara uygun olarak geli-
siyor olmalidir. Bu kosul, olayin evrimsel olmas1 gerektigi seklinde 6zetle-

nebilir.

2. Olay, sonlu sayida parametre ile tanimlanabilir olmahdir.



3. Olayin siireci diferansiyellenebilir fonksiyonlarla tanimlanabilir olmalidir.

4. Olaya ait belli bir andaki veriler yardimiyla belirli bir zaman 6nceki veya
sonraki durum, tek degerli olarak belirlenebilmeli, kisaca olay deterministik
olmalhdir. Olay, quantum mekaniginde tanecigin hareketi gibi stokastik veya
yari-stokastik olmamalidir. Bu gibi durumlara ait matematiksel modellerde

adi diferansiyel denklemler kullanilmaz.

Bu kosullar saglayan bir olay1 aciklayan bir yasa, olayin bilegeni olan farkh
parametrelerin birbirlerine gore tiirevlerini (kismi tiirev) ve olaya ait karakteristik
fonksiyonlari igceren matematiksel bagintilar halinde ifade edilir. Bazi karakteristik
fonksiyonlar ve bunlarin sonlu mertebeden tiirevlerini iceren matematiksel bagin-
tilara diferansiyel denklem denir [104]. Kisaca diferansiyel denklem; baz1 bagimsiz
degigkenleri, bu degisken ya da degiskenlerin fonksiyonlarini ve bu fonksiyonlarin
sonlu mertebeden tiirevlerini iceren denklemdir. Diferansiyel denklemdeki en yiik-
sek mertebeden tiirevin mertebesine diferansiyel denklemin mertebesi, en yiiksek

mertebeli tiirevin kuvvetine diferansiyel denklemin derecesi denir [98|.

Bir x degiskenine bagl cebirsel veya deneysel bir denklemin ¢6ziimii, denk-
lemi saglayan bir say1 veya say1 kiimesidir. Ancak, diferansiyel denklemlerin ¢6-
ziimleri, bir say1 degil, bu denklemi saglayan fonksiyon ya da fonksiyonlardir. Bu
sebeple diferansiyel denklemler, bir siire¢ 6zelligi tasiyan olaylar1 tanimlamak,
modellemek {izere kullanilir. Diferansiyel denklem, bir tek bagimsiz degiskenin
bilinmeyen fonksiyon veya fonksiyonlarini iceriyorsa adi diferansiyel denklem adi-
nin1 alir ve kapali olarak f(y',y",...,y" y) = f(z) seklinde gosterilir. Birden fazla
bagimsiz degiskenin bilinmeyen fonksiyon veya fonksiyonlarini iceriyorsa da kismi
tirevli diferansiyel denklem adim alir ve kapal olarak f(z,y, 2, 2z, 2y, Zax, Zyys ) =
0 seklinde gosterilir. Burada 2, = dz/dz, z, = dz/dy, 2, = d*z/d2?, 2y, =
d?z/dxdy, z,, = d*z/dy?, ... dir.

Diferansiyel denklemleri bir¢ok farkl 6zelliklerine gore siniflandirmak miim-
kiindiir. Ancak bu caligma kesirli mertebeden kismi tiirevli diferansiyel denklem

tipleriyle ilgilidir. Caligmada kismi tiirevli zaman-kesirli mertebeden lineer Sch-



rodinger denklemi problem olarak ele alinmig, Komkakt Sonlu Farklar (KSF) ve
Ortalama Vektor Alam1 (OVA) metodlariyla ¢oziilmiigtiir.

Yapilan ¢aligmalar dogrultusunda hazirlanan bu tez, birincisi girig béliimii

olmak {izere on boliimden olugmaktadir.

Ikinci boliimde, kismi tiirevli kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin
kisaca tanimlanmasi ve yakin bilim tarihinde kesirli mertebeden diferansiyel denk-

lem ¢oziimleri icin ortaya konulan pek ¢cok metotdan bahsedilmektedir.

Uciincii boliimde, kesirli hesaplamalarda kullanilan baz1 kavramlar iize-
rinde durulmaktadir. Bu kapsamda bu bdéliimde; Gamma, Beta, Mittag-Lefler
ve Wright fonksiyonlar1 gibi kesirli hesaplamalarda kullanilan 6zel fonksiyonlar-
dan bazilar1 kisaca ele alinmakta ve baglicalar1 Griinwald-Letnikow, Riemann-
Liouville, Caputo, Erdelyi-Kober ve Hadamard adlariyla anilan kesirli tiirev ta-
nimlar: verilmektedir. Ayrica bazi 6zellikleri ile kesirli hesaplamalarda kullanilan

baz1 doniigiimler de bu béliimde kisaca ele alinmaktadair.

Dordiincii boliimde, Schrodinger denkleminin kuantum mekanigi i¢indeki
bilgenleri ve bazi 6zelliklerinden bahsedildikten sonra zaman-bagiml ve zaman-
bagimsiz kesirli mertebeden Schrédinger denklemleri {izerinde kisaca durulmak-

tadar.

Beginci béliimde, kismi tiirevli kesirli mertebeden Schrédinger denklem-
lerinin matematiksel modellemesi konusunda yapilmig caligmalar hakkinda bilgi

verilmektedir.
Altinc1 boliimde, bu tez ¢aligmasinda uygulanan sayisal metodlar olan KSF
ve OVA metodlar1 hakkinda yapilan literatiir taramalarinin sonuclar: kisaca pay-

lagildiktan sonra, bu metodlarin matematiksel formiilasyonlari ele alinmaktadar.

Yedinci boliimde, sirasiyla KSF ve OVA metodlarinin sayisal 6rneklere uy-



gulanig1 ayrintili olarak verilmektedir.

Sekizinci boliimde, zaman-kesirli mertebeden lineer Schrédinger denklemi
olarak ifade edilen problemin, sirasiyla KSF ve OVA metodlarinin uygulanmasi

ile ¢oziimii ayrintili olarak verilmektedir.

Dokuzuncu béliimde, her iki metod ile elde edilen sonuclar dagilim analiz-

leri yapilarak sayisal olarak degerlendirilmektedir.

Caligmanin onuncu boéliimiinde ise bu tez caligmas: ile bu alana yapilan

katki ve degerlendirmelerden bahsedilmektedir.



BOLUM 2

KISMI TUREVLI KESIRLI MERTEBEDEN
DIFERANSIYEL DENKLEMLER

1965'te Leibnizin L'Hospital’a sordugu ” Tamsayili mertebeden tiirevler kesirli

9 d™y

oo tiirevi n = 1/2 i¢in ne ifade

tiirevlere genellegtirilebilir mi?” anlamindaki
eder?” sorusunun, kesirli mertebeden tiirev ve integral teorilerinin dogumunu bag-
lattig1 kabul edilir. Leibniz bu soruya ” d'/?z tiirevi zv/dx : x e esit olacaktir. Bu

)

agik bir paradokstur ve bir giin yararh sonuclar elde edilecektir.” cevabindan iti-
baren bu konunun iizerinde 300 yil1 agkin bir siiredir calisilmaktadir. Bu konu iize-
rinde ¢aligan matematikcilerden en bilinenleri olarak Liouville, Rienmann, Weyl,
Fourier, Caputo, Euler, Abel, Laplace, Lagrange, Kober, Erdelyi, Lacroix, Griin-

wald, Hadamard, Riezs ve Letnikov sayilabilir.

Kismi tiirevli kesirli mertebeden diferansiyel denklemler ya da adi diferan-
siyel denklemler, onlarca yildir miihendislik, temel bilimler, ekonomi gibi alan-
lardaki pek ¢ok olay1 tasvir etmek ve matematiksel olarak modellemek amaciyla
kullanild1 [101]. Ancak kesirli diferansiyel denklemler son yillarda matematiksel
modellemelerde oldukca sik kullanilir oldu. Bunun nedeni kesirli mertebeden tii-
revlerin gercek sistem ve siirecleri, tamsay1 mertebeli tiirevlere kiyasla daha tam
ve gercege yakin modellemesidir. Ancak buna ragmen tamsayi mertebeli diferan-
siyel denklemlerle olusturulan modellerden daha dogru ya da daha kesin sonuc
verdiklerini sdylemek miimkiin degildir. Adi ya da kismi, tamsayili ya da kesirli
mertebeden diferansiyel denklemler, 6zellikle son yillarda sivilarin kimyasal ana-

lizi, 1s1 transferi, difiizyon, malzeme bilimi, visko-elastik yapilar, akigkanlar, frak-

5



tal siirecler, elektrokimya, Schrodinger denklemi gibi pek ¢ok konuda uygulama
alani bulmugtur. Boyle pek ¢ok alandaki matematiksel modellemelerde kullanil-
diklarindan, 6zellikle yakin bilim tarihinde kesirli mertebeden diferansiyel denk-
lem c¢oziimleri konusunda c¢aligilarak bir ¢ok metot ortaya konulmugtur. Kesirli
diferansiyel denklemlerin c¢oziimlerinde en yaygin kullanilan metotlar arasinda
”Laplace Doniigiim Metodu (Laplace Transformation Method)”, ”Sonlu Siniis
Doéniigiim Metodu (Finite Sine Transformation Method)”, ” Adomian Ayrigtirma
Metodu (Adomian Decomposition Method)”, ”Kesirli Green Fonksiyonu Metodu
(Fractional Green Function Method)” sayilabilir. Problemin tiiriine gore en uy-

gun metot kullanilir.

Kismi tiirevli diferansiyel denklem, bir bagimlh degisken ve bu bagimlh de-
giskenin farkli bagimsiz degiskenlere gére tiirevlerini iceren denklemdir. Ornegin
u bagimh degigskeni x ve t bagimli degiskenleri cinsinden u = wu(z,t) gseklinde
tanimlanirsa, bu degiskenleri iceren kismi tiirevli diferansiyel denklem genel ola-
rak F(x,t, u, Uy, Us, Ugg, Ugt, Ugy, ...) = O geklinde yazilabilir. F' ile verilen bu ba-
gintidaki tiirevlerden en az birinin mertebesi kesirli oldugunda, bu diferansiyel
denklem keyfi mertebeden kismi tirevli diferansiyel denklem adini alir. Bu tipteki
diferansiyel denklemlere kisaca kismi tiirevli kesirli mertebeden diferansiyel denk-
lemler de denir. Ornegin;

9 f

0z T+ % =0  Kismi tiirevli bir diferansiyel denklem iken

82A1f 82‘1f
921 o2l — 0

dir.

Kismi tiirevli kesirli mertebeden bir diferansiyel denklem-

f(z,t) fonksiyonuna ait,

Of (x,t) Of*(x,t)
P "o > Pge

.../atdtQ/atzf(x,t)dtl, p/atf(:c,t)dt, pf (1),

seklinde gosterilen integral ve tiirevler olsun. Keyfi bir o mertebesinden alinan
tiirev, yukarida gosterilen tiirev, integral siralamasi icinde yapilacak bir interpo-

lasyon olarak diisiiniilebilir. Keyfi mertebeden tiirev icin bu caligmada kullanila-
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cak notasyon, Davis tarafindan 6nerilen ve kullamlan ,Dy f(x,t) notasyonudur.
Bu notasyonda « kesirli diferansiyel mertebesi olmak iizere, a ve ¢ indisleri kesirli
diferansiyelleme operasyonunun limitlerini géstermektedir ve kesirli diferansiyelin
terminaller: olarak adlandirilir. Bu terminallerin kesirli tiirev semboliinde goste-
rilmeleri ¢ok 6nemlidir, ¢iinkii kesirli tiirevlerin gercek bir probleme uygulanigt

sirasinda belirsizlik durumlarini engellerler.

Kesirli integral icin farkl bir gosterim genellikle kullanilmaz. o nin negatif
degerleri icin yapilan iglem kesirli integral olmaktadir. Ancak yine de kesirli in-
tegrali 8 > 0 koguluyla ,D;” f(x, ) seklinde kullanmak, daha az kangikhga sebep

olacaktir.

F(x,y1,Y2, .., Yn, ) ve g (x) fonksiyonlari verildiginde a; > 0 koguluyla reel
say1 veya ai kompleks bir say1 olmak iizere ve D kesirli tiirev operatorii kulla-

nilarak kesirli adi diferansiyel denklemleri genel olarak

F(z,y(x), Dy(x), D™y(a), .., D*y(x)) = g (x) (2.1)

seklinde gostermek miimkiindiir [67]. Kesirli kismi tiirevi de genel olarak agagidaki

gibi gostermek miimkiindiir.
Fxty(z,t), Dity(e,t), Di*y(e,t), ..., Diy(z, 1)) = g () (2.2)

z = f(x,y,...,u) seklinde bir fonksiyon, bir kismi tiirevli diferansiyel denk-
lemin ¢6ziimii olarak diigiiniilebilir. Bagimsiz degisken sayisina bagh olarak diisii-
niiliirse ¢6ziim fonksiyonu, z = f (x1, 2, ..., ) seklinde n adet bagimsiz degigkeni
olan bir fonksiyon da olabilir. n. mertebeden bir kismi tiirevli diferansiyel denk-
lemin analitik ¢oziimii n tane keyfi fonksiyon igerir. Sayisal ¢Oziimii ise integral

yiizeyi iizerindeki noktalarin bulunmasiyla gergeklesir.



BOLUM 3

KESIRLI HESAPLAMALARDA TEMEL
KAVRAMLAR

3.1 KESIRLI HESAPLAMALARDA KULLANI-
LAN OZEL FONKSIYONLAR

Keyfi mertebeden diferansiyel teorisi ve kesirli diferansiyel denklemlerin ¢6zii-
miinde ¢ok 6nemli rolii olan bazi fonksiyonlar ve tanimlar bulunmaktadir. Bu bo-
liimde bu konuya ait bu 6zel fonksiyon ve tanimlardan bazilar1 olan Gamma fonk-
siyonu, Beta fonksiyonu, Laplace doniigiimii, Mittag-Leffler fonksiyonu ve Wright

fonksiyonu ele alinacaktir.

3.1.1 Gamma Fonksiyonu

Eulerin gamma fonksiyonu I'(7) kesirli diferansiyel hesaplamalarinda kullani-
lan temel bir fonksiyondur. Gamma fonksiyonu, n! hesabmdaki n sayisini, tam-
say1 olmayan sayilar ve hatta kompleks sayilar1 da icerecek sekilde genellestirir.

Gamma fonksiyonu I'(Z) esitlik (3.1) de goriilen integral ile tanimlanir [98].

I(z) = / et ldt, 2 eR (3.1)
0



Gamma Fonksiyonunun Bazi Temel Ozellikleri

Gamma fonksiyonunun temel 6zelliklerinden biri, agagidaki fonksiyonel egit-

ligi saglamasidir.

I'z+1)==zI'(z), =z€N; (3.2)

I'(z) =(z—1)! (3.3)
fspat:

I'z+1) = /0 e 't7dt
_ [_e—ttz—s—ztz_le_tKizo
t=00

= [—e']_, +=2 /O —e 't

I'(z+1) = 2I'(2)
Ayrica I'(1/2) = /71 ve

™

I(2)(1 - z) =

sin(7z) (3:4)

ozellikleri soylenebilir. Gamma fonksiyonunun diger bir 6nemli 6zelligi de z =
—n,(n = 0,1,2,...) noktalarimda basit kutuplar1 olmasidir. Gamma fonksiyonu-

nun bu 6zelligini gostermek i¢in esitlik (3.1) ile verilen tanim goyle yazilir:
1 o)
(z) = / e~ Lt + / et Lt (3.5)
0 1

Esitlik (3.5) deki birinci integralin degeri iistel fonksiyonlar igin seri agilimlari
kullanilarak belirlenebilir. Eger Re(z) = x > 0 ise (bu, sag yar1 diizlemdeki z
anlamina gelir), Re(z+k) = 2 4+n > 0 ve tZ2} olur. Bu nedenle, (3.5) deki birinci

integral icin agagidaki sonug elde edilir.

/1 e 't = /1 i ﬂtz_ldt
0 o k!

k=

= (="
=2 (k+1) k!

k=0

o



Esitlik (3.5) deki ikinci integral, z kompleks degigkenin tam bir fonksiyonunu

tanimlamaktadir. Bu integral sdyle yazilir.

©(2) :/0 e_ttz_ldt:/o ez 1)1o(O)=t gt (3.6)

elz=Dlog()=t fonksiyonu, keyfi z ve t > 1 olan z ve ¢ degiskenlerine bagl, siirekli
bir fonksiyondur. Hatta, ¢ > 1 kosulu saglandiginda log (¢) > 0 olacagindan z nin

tam fonksiyonudur.

z = x + 1y gibi bir kompleks diizlemde, o = maz.cpRe(z) olacak gekilde

keyfi, sinirli ve kapali bir D bolgesi diisiiniiliirse, agsagidaki durum olusur.

’e—ttz—1’ ‘6 z—1) log(t) ’
‘6 z—1) log(t) ’ ) ezylog(t)’
‘6 z—1) log(t) ‘ e(xo—l) log(t)—t
_ e—tt(:vo—l)

Bu durum, (3.6) da gosterilen integralin D alaninda diizgiin yakinsak oldugunu
gosterir. Bu yiizden ¢ (z) fonksiyonu D alaninda diizenlidir ve (3.6) daki integ-
ralin diferansiyellenebilme 6zelligi vardir. D alani keyfi segildiginden dolay1, ¢ (2)
fonksiyonunun yukarida gosterilen &zelliklerinin tiim kompleks diizlemde gecerli
oldugu sonucuna varilir. Bu yiizden ¢ (2), bu integral altinda diferansiyellenebil-
meye izin veren bir tam fonksiyondur. Yukarida bahsedilenler bir araya getirilirse,

' (2) soyle yazilabilir:

. - Lt .
= /1 ¢ (3.7)

S (-1"
= K
Gamma fonksiyonu pozitif bolgede tanimhdir, ancak negatif tamsay1 de-

gerlerinde sonsuza gitmektedir. Sekil 3.1 sifir noktas: civarinda gamma fonksiyo-

nunun davranigini gostermektedir.
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Sekil 3.1: Gama Fonksiyonu Egrisi

Gamma Fonksiyonunun Limit ile Gésterilmest

Baglangi¢ olarak Re(z) > 0 kabulii altinda, gamma fonksiyonu asagidaki

gibi limit ile de gdsterilebilir.

nln?

['(z) = lim

n—=% z (z+1)...(z+mn)) (3.8)

fspat:
(3.8) ile verilen egitligi elde etmek igin (3.9) da gosterilen yardimer fonksiyon

kullanilir.

Ful2) = 0? /On (1- ;)ntz‘ldt (3.9)

7 = t/n kabulii yerine yazilir ve daha sonra kismi integrasyon tekrar uygulanirsa,

agsagida gosterildigi sekilde denklem (3.10) elde edilir.

1
fn= nz/ (1—7)" 7 tdr
0

z 1
=R -t
z 0
n*n! 1
— z+n—1d
z(z+1)...(z+n—1)/oT !

z

n*n!

n — 3.10
J z(z+1)..(z+n—=1)(2+n) (310)
lim,, 00 (1 - %)n = ¢! limiti kullanilirsa
lim £, (=) = lim (1- 3) — /OO et ldt = T (2) (3.11)
n—oo n - n—o0o n - 0 - ’



elde edilir. Boylelikle, denklem (3.11) gamma fonksiyonunun limit ile de ifade

edilebildigini géstermektedir [98].

3.1.2 Beta Fonksiyonu

Bir¢ok durumda gamma fonksiyonunun belirli kombinasyonlarini kullanmak
gerekir. Ancak daha sonra bahsedilecek bu durumlarda, bu kombinasyonlar yerine
beta fonksiyonu olarak adlandirilan bagintinin kullanilmas1 daha uygundur. Beta

fonksiyonu genellikle 7 = £ kabulii ve Re (z) > 0 ve Re (w) > 0 olmak iizere
! 1
B(z,w) = / 71— ) dr (3.12)
0

seklinde tanimlanir. Beta fonksiyonuna ait bircok &zellik arasindan en belirgin
olani ise goyle verilir |7].

I'(p)T (q)

B@A%ZF@+@

= B(q,p) (3.13)

3.1.3 Mittag-Lefler Fonksiyonu

e® iistel fonksiyonu, tamsayir mertebeli diferansiyel denklemlerde ¢ok 6nemli
bir role sahiptir. Bu iistel fonksiyonun bir genellestirmesini, 1903 yilinda Isvecli
matematikci Mittag-Leffler yapmig ve kendi adiyla bilinen fonksiyonu tanimlamaig-
tir. Ancak bu fonksiyonun iizerinde bir¢ok bilim insani ¢aligmig ve kullanilacak
alana gore bircok farkh tipi geligtirilmistir. Fizik, biyoloji, miihendislik, yerbi-
limleri gibi bircok alandaki problemlerin c¢oziimiinde, cok genig bir potansiyeli

oldugundan son yirmi yil i¢inde ¢ok daha fazla kullanmilir olmustur |53].
Bir Paramerteli Mittag-Leffler Fonksiyonu
Fonksiyonun 1093te Mittag-Leffler tarafindan tanimlanan ilk hali bir para-

metrelidir. C' kompleks sayilar kiimesi ve o« € C' olmak iizere, £ (.) notasyonu ile

gosterilen bir parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu

E.(2) = gm R(a)>0, zeC (3.14)
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seklinde tamimlanir. Farkli degerler icin bir parametreli Mittag-Leffler fonksiyon-
larina ait egriler Sekil 3.2 de goriilmektedir. Bir parametreli Mittag-Leffler fonksi-

yonu, kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin ¢éziimlerinde siklikla kullanilir.

l".-u (x)

4 I E,(x)
E5(x)
E\(x) } _E (x)
i }l?- FSIU

-50 -40 —30 -20 "i_ ; To
— -1}
-2t

E}l X)

Sekil 3.2: Farkh degerler icin bir parametreli Mittag-Leffler fonksiyonlar:

Iki Paramerteli Mittag-Leffler Fonksiyonu

Iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu, 1953 yilinda Wiman tarafindan esit-
lik (3.15) de goriildiigi sekliyle ilk kez tanimlanmigtir. Daha sonra iizerinde yine

Wiman ile Agarwal ve Humbert tarafindan da ¢aligilmigtir.

00 k

Z I'(8+ ak)’

R(a)>0, R(B)>0, zapeC (3.15)

Tki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonlarinda, a ve 3 parametrelerinin 6zel de-
gerlerde secilmesiyle F, 3 fonksiyonu, bilinen baz fonksiyonlara déntismektedir.
Bunlardan bazilar asagida gosterilmistir. Ornegin:

a=1, 8 =1 secildiginde;

Eii(2) i 2 i A (3.16)
1’1 = e —_— = .
i (k+1) =K
a=1, 8 =2 secildiginde;
e’} Zk 00 k 1> Z +1 GZ -1
E = _ 3.17
12 (2) ,;)F(k+2) kzo(k;ﬂ zkzo E+1) =2 (3.17)
a=1, 5 =3 secildiginde;
o0 Zk ) Zk 1 @ zk+2 ef — 11—z
Ei3(2) = _— = — = — = 3.18
13(2) k;r(m:a) kzzo<kr+2)! %é(mz) 22 (3.18)
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Genellegtirilirse;

By (2) = Zﬂ}l {ez -y ’Z'} (3.19)

k=0
Hiperbolik siniis ve kosiniis fonksiyonlar1 da Mittag-Leffler fonksiyonunun 6zel

durumlaridir. Ornegin:

) 0o ZQk o'} ZQk
Esr (%)= ————= = cosh (2) (3.20)
21 (%) ,;)F(%Jrl) kzzo(%)!
[eS) 2k 1@ Z2k+1 sinh (Z)
By (2 AR, = 21
22 (<) ,;)F(2k+2) z,;)(%ﬂ)! 2 (3:21)

Ozel parametre degerleri ile n. mertebeden hiperbolik, trigonometrik fonksiyonla-
rin genellegtirilmig hallerine ulagmak miimkiindiir[98]. Ancak 8 = 1 segildiginde,
esitlik (3.15) in iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonunun bir parametreliye
doniigtiigii goriilmektedir.

) Zk

Eoi(2) = kzzjo Farsn = B0 (3.22)

3.1.4 Wright Fonksiyonu

Wright fonksiyonu, kismi tiirevli kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin
coziimlerinde 6nemli rol oynar, 6rnegin; kismi tiirevli dalga yayilma denklemi. Bu
fonksiyon, E, s (%) iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu ile iligkilendirilmek
suretiyle Wright tarafindan tamimlanmigtir. Daha sonra Humbert ve Agarwal,
Laplace doniigiimlerini kullanarak bu fonksiyonla ilgili cok kullaniligh 6zellikler,

iligkiler geligtirmigtir. Wright fonksiyonu esitlik (3.23) daki gibi tanimlanir.

00 Zk B
W(z;a,pB) = kz:%) W (k£ 5) — E,(2) (3.23)
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3.2 KESIRLI TUREV TANIMLARI

Kismi tiirevli kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerde bazen bulunmasi ge-
reken katsayilar basit formda olmadiklarindan bu denklemlerin analitik ¢éziimleri
kolay degildir. Bu sebeple, probleme uygun sayisal yontemlerin farkli metotlar:
kullamlarak yaklagik ¢oztimler yapilir. Bu metotlar1 uygularken, kesirli mertebe-
den tiirev, ayrica ¢Oziilmesi gereken bir problem olusturur. Kesirli tiirevler yerine
kullanilabilecek bazi fonksiyonlar gelistirilmigtir. Agagida bu fonksiyonlar ele alin-

maktadir.

Kesirli tiirevler tiplerinin tanimlarini vermeden once, sol ve sag tiirev kav-
ramini burada agiklamak yerinde olacaktir. ,Djf* ifadesi, a < ¢ kabulii ile sabit alt
sinir a ile hareketli iist sinir ¢ arasindaki kesirli tiirevi ifade eder. Ancak kesirli
tiirevleri, hareketli alt sinir t ile sabit {ist sinir b arasinda diigtinmek miimkiindiir.
f(t), a ve b nin sonsuz olabilme kogulu altinda, [a, b] araliginda tanimh olsun. Alt
siirt [a, b] araligimin sol ucunda olan kesirli tiireve, , D¢ | sol kesirli tirev denir.
Ust s [a, b] arahgmin sag ucunda olan kesirli tiireve, ;D , sag kesirli tirev
denir. Fiziksel problemlerde, f(¢) zaman degigkenli bir siire¢ fonksiyonunu tem-
sil ediyorsa, sag tiirev f(t) siirecinin gelecekteki durumunu ifade eder. Sekil 3.3.
Ancak f(t) siirecinin gimdiki durumu gelecekteki durumuna bagh degildir. Fizik-
sel bir problem tanimlanirken, sag tiirev dogal olarak ortaya ¢iksa da bu sebeple

genellikle ihmal edilir.

c
aDf f(1) rpgf(ﬂ
| } i
a F( @D 4 AW in
“gegmisi” “gelecefl”

Sekil 3.3: Fonksiyonun ’ge¢cmisg’ ve "gelecek’ durumunu temsil eden sol ve sag kesirli

tiirevler

Sol ve sag kesirli tiirev olgulari, farkl kogullar altinda, Riemann Liouville,

Griinwald-Letnikov, Caputo ve digerleri gibi kesirli tiirev ¢esitlerini olugturur [98|.

15



3.2.1 Griunwald - Letnikow Kesirli Tiirevi

Griinwald-Letnikow kesirli tiirevi, kesirli mertebeden geriye farka ait bir li-
mit olarak tanimlanmigtir. Bu tanim yapilirken tiirevin genel tanimindan yola
¢ikilmig ve gamma fonksiyonlarindan yararlamlmigtir. f, [a,b] € R iizerinde in-
tegrallenebilen bir fonksiyon ve o > 0 olmak iizere «. mertebeden sol ve sag

Grinwald-Letnikow kesirli tirevleri sirasiyla

DO = Jim e 103 (1) () (0o 329
- r=0 r

DR = Tim o Y (1) <a>f(t+rh) (32)
nh=b—t r=0 r

Yine yukaridaki sebepler cercevesinde sol tiirev dikkate alinarak m,m >
p — 1 kosulunu saglayan bir tamsay1 olmak sartiyla, £ (¢), (k = 1,2,...,m + 1)
tiirevlerinin [a — t] kapali arahginda siirekli oldugu varsayilirsa, esitlik (3.26) ile
verilen Griinwald-Letnikow kesirli tiirev tanimi elde edilir. Burada m/nin miimkiin

olan en kiigiik degeri, m < p < m+1 egitsizligi ile elde edilmektedir [98, 68, 31, 88].

WD (8) = lim £ (1)

m f(k)(a)(t _ a)*(l‘i’k 1

DFf (1) = kE::o M—atk+1)  Tl—atk+l)

[ =7y (s

(3.26)

Griinwald-Letnikow kesirli tiirevi, integralli bir terim icerdiginden kullanigh gibi
goriinmesine ragmen, ayni zamanda integralsiz bir terim de icerdiginden, baz

durumlarda kullanigsiz olabilmektedir.

3.2.2 Riemann - Liouville Kesirli Tiirevi

Riemann-Liouville kesirli tiirev tanimi olduk¢a yaygin kullanilmaktadir. f,
[a, b] {izerinde integrallenebilen, zaman degigkenli bir fonksiyon ve n—1 < o < n,
n € Nt olmak iizere o. mertebeden sol ve sag Riemann-Liouville kesirli tirevler

sirasiyla
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DI = s (5) [ €= e .27

D) = e (=) [ o .29

bi¢iminde tanimlanir [98|. & min tamsay1 olmas1 durumunda, sol ve sag Riemann-

Liouville kesirli tiirevleri agagidaki gibi tamsay1 mertebeli tiirevlere doniisiir.
Dpf ()= (5)"  ve  Dpft)=(-4)"

Ancak bugiine kadar yapilmig, fiziksel problemlerin ele alindigi caligma-
larda, problem tanimlanirken, siirecin simdiki durumunun gelecekteki durumuna
bagli olmayisi sebebiyle, sag tiirev dogal olarak ortaya ciktigi halde genellikle
ihmal edilmis ve Riemann-Liouville kesirli tiirevi ile egitlik (3.27) ile verilen sol
tiirev kastedilmigtir [98, 68, 31, 88|. t > 0 i¢in n siirekli tiirevi olan f(¢) fonksi-
yonlarinin bir simfi ele alindiginda, egitlik (3.24) ile verilen Griinwald-Letnikow
kesirli tiirevi, egitlik (3.27) ile verilen Riemann-Liouville kesirli tiirevine denktir.
n=1ve (0 < a < 1 olmasi durumunda Riemann-Liouville kesirli tiirevi asagidaki

gibi olur.

N 1 d [t f(r)dr
D7 f(t) = m_a)dt/a (= n)e (3.29)

3.2.3 Caputo Kesirli Tiirevi

Esitlik (3.32) ile verilen Riemann-Liouville kesirli tiirev tanimi, teorik matema-
tik alanindaki kesirli tiirev ve integral ve onlarin uygulamalan ile ilgili teorilerin
geligtirilmesinde 6nemli roller oynadi. Ancak teknolojinin geligmesiyle sadece saf
matematik alaninda degil, 6zellikle viskoelastisite ve kati mekanigi gibi bircok
alanda maddesel 6zellikleri daha iyi tanimlayan, zenginlestirilmis reolojik mo-
delleri taban alan matematiksel modellemelerde, kesirli mertebeden diferansiyel
denklemlerle beraber problemin baglangi¢ kosullarini da ifade eden formiilasyon-

! 17

larin olugturulmasi 6nem kazandi. Uygulamali problemlerde, f(a), f(a), f(a), ...
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gibi fonksiyonun kendisi ve farkli mertebelerden tiirevlerini igeren ve fiziksel ola-
rak yorumlanabilen baglangi¢ kogullarinin kullanimina imkan saglayan kesirli tii-

rev tanmimlar1 gerektirmektedir.

Ancak ne yazik ki, Riemann-Liouville yaklagimi; bir problemde, agagida goriil-
diigii gibi, k = 1,2, ..., n ve b verilen katsayilar olmak iizere, ¢ = a alt sinirindaki
Riemann-Liouville kesirli tiirevlerinin limit degerlerini iceren baglangi¢ kogullarini

kullanmay1 gerektirir.

lim o D~ f(t) = by

lim D~ f(t) = by

lim , D" £ (t) = by (3.30)

Bu tiir baglangi¢ kosullar iceren baglangic deger problemleri matematiksel
olarak basarili bir gekilde ¢oziilebilse de fiziksel olarak yorumlanmalar:t miimkiin
olmadigindan, bu ¢oziimler pratikte kullanmigsizdir. Bu duruma ornek coziimler
[106] daki kitapta goriilebilir. Kesirli diferansiyel tekniklerle yapilan matematiksel
hesaplamalarda, baslangi¢ kosullarini fiziksel durumlara en uygun sekilde veren
Caputo kesirli tiirev tanmimlari olmustur. Bu acidan, Riemann-Liouville ve Caputo
tanimlari arasindaki farklara 6rnek olarak gu 6rnek verilebilir: Caputo kesirli tiirev
tanimlarina gore sabitin tiirevi 0 dir, ancak a alt limitinin sonlu degere sahip
olmasi durumunda C' sabitinin Riemann-Liouville kesirli tiirevinin degeri 0 a esit
degil,

ct

D0 = I'l —a)

(3.31)

esitligi ile hesaplanan degere esittir. Matematiksel teoriler ve uygulamali teorile-
rin gerektirdigi 6zel durumlar arasindaki bu tiirden celigkilere ¢6ziim, ilk olarak
Caputo tarafindan yazilan [18, 19] deki makaleler ile ortaya kondu ve daha sonra
da yine Caputonun [20] ile verilen kitabinda bu ¢oziimlere yer verildi. Ilerleyen
yillarda (1988-1995), El-Sayed de bu konuda galigmig ve bu duruma ait ¢oéziimler
ortaya koymustur [40, 36, 37, 38, 39, 41|. Caputo kesirli tiirev tanimi egitlik (3.32)
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ile verilmektedir.

o 1 AN
JDEf(t) = o =) /a = T)O:rlndT, n—1l<a<n (3.32)

Caputo kesirli tiirevinin, 0 < a < 1 olmasi durumunda aldigr hal asagida veril-

migtir.

t £ (1
DiF() = (al_ » / (J; _(T)ldf, (x> a) (3.33)

a =n € N olma durumunda Caputo kesirli tiirevi

Dy f(t) = [ (x) (3.34)

halini alir ve ayn1 kogul altinda n = 0 degeri i¢in fonksiyonun Caputo kesirli tiirevi

Daf(t) = f(x) (335)

seklinde tanimlanir. f(z) fonksiyonunun kesirli tiirevi « — n i¢in f(z) in n. tam-

sayili mertebeden tiirevi haline gelir.

Kisaca ozetlemek gerekirse, Caputo yaklagiminin en temel avantaji, Caputo
kesirli tiirevlerine ait basglangi¢ kosullarinin, tam sayili mertebeden diferansiyel
denklemlerin baglangi¢ kosullari cinsinden ifade edilmesidir. Bu avantaj farkh
bir gekilde goyle ifade edilebilir: Caputo tiirevleri, ¢ = a alt limitinde bilinme-
yen ve bulunmak istenen fonksiyonlarin tam sayili mertebeden tiirevlerinin limit
degerlerini icerir [98]. Sifir baglangic kogullar i¢in Riemann-Liouville, Griinwald-
Letnikow ve Caputo kesirli tiirev tanimlar1 ¢akigir. Bu yiizden, kesirli mertebeden
diferansiyel denklemlerle ifade edilen baglangi¢ deger problemlerinin sayisal ¢o-
zimleri, ¢oziimde secilip kullanilan kesirli tiirev tanimindan bagimsizdir. Bu se-
beple bir cok aragtirmaci bu tiir problemlerde Caputo tiirev tanimlarini kullanir.
Riemann-Liouville tiirev tanimi segilirse ya kesirli tiirevli baglangi¢ kosullarindan

kagmilir ya da sadece sifir baglangi¢ kogullu durumlar iizerinde ¢aligilir [101].

Bu calismada da ele alinan zaman-kesirli mertebeden Schrodinger denkle-

minde Caputo kesirli tiirev tanimi kullanilmigtir.
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3.2.4 Erdelyi-Kober Kesirli Tiirevi

f(z), sonlu (a,b) araliginda tanimli, siirekli, integrallenebilir ve n kez diferan-
siyellenebilir bir fonksiyon, a,n,0 € R ve o, 0 > 0 olmak kosuluyla o mertebe-
sinden Erdelyi-Kober sol ve sag tarafli kesirli integralleri sirasiyla esitlik (3.36) ve

(3.37) de goriilmektedir.

—olatn)  px ponto—1£(4) ]t
I ot / ) 0O<a<z<b<oo) (3.36)

a+;a,nf(x) = F(a) (xo' _ ta)l—oz

0<a<z<b<oo) (3.37)

ox’" /b to(l=a=n) £(¢)dt

Il?—ﬂfﬂlf(x) - F(Oé) = (tU _ xa)lfa

Erdelyi-Kober sol ve sag tarafli kesirli integrallere tekabiil eden f(x) fonksiyonuna
ait (0 < a < 2 <b < o) araliginda, n = [a]+1 olmak iizere, Erdelyi-Kober kesirli
tiirev tanimlar da esitlik (3.38) ve (3.39) da goriilmektedir |68, 106].

Dy, .
a+}0-777 O-xO'—l a+7g777+a

f(x)zax“’”( ! D)nx”(””)]”_‘” f(x) (3.38)

1 " —n—a) Tn—a
D g (0) =) (<D ) 2R ) (339

O'Qjo_l

3.2.5 Hadamard Kesirli Tiirevi

f(z), sonlu (a, b) arahgimda siirekli, integrallenebilir ve n kez diferansiyellenebi-
lir bir fonksiyon olmak ve « € R koguluyla, f(z) fonksiyonunun a mertebesinden
sol ve sag tarafli Hadamard kesirli tiirevleri esitlik (3.40) ve (3.41) de goriilmek-
tedir [68, 106].

D2 f(t) = (ﬂ)n r(l) / (10 ‘:)n_aﬂ fit)dt, (a<x<b) (3.40)

D2 f(t) = (-;pcm)n F(l) I (108 ;)MH ff)dt, (a <o <b) (3.41)
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3.3 KESIRLI TUREVLERIN BAZI OZELLIKLERI

3.3.1 Lineerlik

Tamsayili mertebeden tiirevler gibi kesirli mertebeden tiirevler de lineerlik
ozelligi gosterirler. DP, kesirli diferansiyellemenin degigim veya doniigiim gecirmis

herhangi bir hali ise, lineerlik 6zelligi asagidaki gibi verilir |14, 88|.

DP(Af(t) + pg(t)) = ADPf(t) + nDPg(t) (3.42)

3.3.2 Homojenlik

Tamsayili mertebeden tiirevler gibi kesirli mertebeden tiirevler de homojenlik
ozelligi gosterirler. C' herhangi bir sabit olmak iizere, homojenlik 6zelligi agagidaki

gibi verilir [14, 88|.

oDF[CF)] = CloDy f(1)] (3.43)

3.3.3 Birlesme Ozelligi

Diferintegral, kombine bir diferansiyasyon/integrasyon islemcidir. Belirli ko-

sullar saglandiginda diferintegrallerle

DeD? = DPpe
DeDP = pat?
D*f=g— D™y
gibi iglemler yapilabilmektedir. Bir f(¢) siirekli fonksiyonu i¢in a ve § pozitif

sayilar olmak tizere, @ < (3, yani @ — 5 < 0 kogulu altinda egitlik (3.44) gecerli

olur.
aDta [aD;ﬁf@)] ~a Dtaiﬁf(t) (3-44)

Ancak Once tiirevin, sonra integralin alindigi durumlarda diferintegraller egit-

lik (3.45) ile hesaplanir |14, 88|.

B—1 (t _ k)k

D DR (1) = DY (1) — FF=0 (a) (3.45)



3.3.4 Kesirli Tiirevler igin Leibniz Kural

Iki fonksiyonun carpiminin tiirev degerini bulmak icin kolaylik saglayan Leibniz
kurali, ozellikle kesirli tiirevi bilinen bir fonksiyon ile bir polinomun ¢arpiminin
kesirli tiirevini hesaplamak igin ¢ok kullamighdir. Eger f(t) ve g(t) fonksiyonlarinin
tiirevleri [a, t] arahiginda siirekliyse Leibniz kural egitlik (3.46) ile ifade edilir[98].

2 1(0) =3 (3 )a 0,040 (3.46)

k=0
3.3.5 Bilesik (Composite) Fonksiyonlarin Kesirli Tiirevleri

Birlegik fonksiyonlarin kesirli mertebeden tiirevleri i¢in kullanilan baginti, carpim
halindeki fonksiyonlarin kesirli mertebeden tiirevlerini almak icin geligtirilmis olan

Leibniz kuralmin bir sonucu olarak elde edilir. g(¢) fonksiyonu
g(t) = F (h(t)) (3.47)

seklinde, diferansiyellenebilir hA(t) fonksiyonu cinsinden verilen bir bilegik fonksi-
yon ise, g(t) fonksiyonunun « kesirli mertebesinden tiirevi, esitlik (3.51) de verilen

ve Bruno zincir kurali olarak adlandirilan ifade yardimiyla hesaplanir.

oD F (h(t))

I
=
TIe
Q1 |
~1 Q
Q
—

~

SN—
_l_

< (a\ kl(t —a) K k () ar
> (0% > F™ () Y11 1, (h (t)> (3.48)

k=1

Burada topam Y
k k
o =ra, =k wve Y =a,=m (3.49)

r=1 r=1

olmak iizere aq, as, ..., ar nin pozitif tamsay1 degerleri {izerinden alinir.
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3.4 KESIRLI DIFERANSIYEL HESABINDA KUL-
LANILAN BAZI DONUSUMLER

3.4.1 Laplace Doniisiimii ile Ilgili Temel Bilgi

Laplace doniisiimii ile ilgili baz1 temel bilgilerin burada verilmesi yararl ola-
caktir. Laplace doniiglimii ile ifade edilen fonksiyonlar biiyiik harf, orijinal fonk-
siyonlar da kiigiik harfle gosterilirse, s kompleks degiskenli F'(s) fonksiyonu, bag-
langigta ele alinan f(t) fonksiyonunun Laplace doniigiimii olarak agagidaki sekilde

verilir.

F(s) = L{f(0:s} = [ (s (3.50)

Esitlik (3.50) deki integralin var olabilmesi i¢in f(¢) fonksiyonunun p mertebesin-

den iistel bir fonksiyon olmasi gerekir. Bu da biitiin ¢ > T" degerleri i¢in
e ft)l <M

olacak gekilde M porzitif sabitlerin bulunmas1 anlamina gelir. Diger bir deyisle
f(t) fonksiyonu, ¢t — oo iken belirli bir iistel fonksiyondan daha hizli artmamali-

dur.

Orijinal f(t) fonksiyonu, F'(t) Laplace doniigiimii yardimiyla ters Laplace do-

niisiimii kullanilarak elde edilir.
F6) = LU {f(t); s} = / T e R(s)ds ¢ = Re(s) > ¢ (3.51)
c+i00

co, esitlik (3.50) deki Laplace integralinin mutlak yakimsama diizleminin sag yari-
sinda yer almaktadir. Egitlik (3.51) te verilen ters Laplace doniigiimiiniin kullanimi
genellikle ¢ok karmagiktir ancak bazen bilinmeyen orijinal f(¢) fonksiyonunun

davraniglari ile ilgili kullamgh bilgiler saglar [98].

3.4.2 Riemann-Liouville ve Griinwald-Letnikov Kesirli Tii-

revlerinin Laplace Doniigsiimii

Riemann-Liouville ve Griinwald-Letnikov kesirli integrallerinin Laplace donii-

slimii, @ > 0 olmak {izere esitlik (3.52) deki gibi verilir.
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L {ODt_O‘f(t); s} =5 “F(s) (3.52)

Riemann-Liouville kesirli tiirevlerinin Laplace doniigiimii de yine o > 0 olmak

LD 058} = () = X W0, (- 1<a<n) (353)

seklinde verilir. Ancak bu tanim, ¢ = 0 alt limitinde kesirli tiirevlerin limit degerle-
rinin fiziksel gosterimleri miimkiin olmadigindan, matematiksel olarak ¢oziimlerde
kullanilsa da fiziksel problemlere uygulanabilirligi sinirhdar.

Griinwald-Letnikov kesirli tiirevinin Laplace doniigiimii de 0 < a < 1 olmak

lizere egitlik (3.54) deki gibi tanimlanir [98].

L{oDEf(t); s} = s°F(s) (3.54)

3.4.3 Caputo Tiirevinin Laplace Doniisiimii

Caputo kesirli tiirevinin Laplace doniigiimii esitlik (3.55) deki gibi verilir.
n—1
L{oDf(t); s} =s"F(s) = > s 1 f®0) (n-1<a<n) (3.55)
k=0
Goriildiigii gibi Caputo tiirevinin Laplace doniigsiim denklemi, ele alinan prob-
lemle ilgili fiziksel yorumlarin kesin olarak yapilabildigi ¢ = 0 alt sinirinda, f(t)
ve tiirevlerinin degerlerini icermektedir. Ornegin, f(0) bir cismin baslangic ko-
numunu tammliyorsa, £(0) baslangic hizini, f(0)” baslangic ivmesini tanimlar.
Geleneksel formdaki, baglangi¢ kogullarini belirleyen sabit katsayilar iceren, lineer

kesirli mertebeden diferansiyel denklemler ile ifade edilen uygulamali problemlerin

¢oziimiinde Caputo kesirli tiirevinin Laplace dontigiimii kullanighdir [98|.

3.4.4 Fourier Doniisiimii ile Ilgili Temel Bilgi

Fourier doniigiimii, (—oo, 00) araliginda integrallenebilen siirekli bir h(t) fonk-

siyonu icin
F{h(t);w) = / R (t)dt (3.56)
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seklinde verilir. Bilinen Fourier doniigiimiinden orijinal h(t) fonksiyonunun elde-

sini saglayan ters Fourier doniigiimii de egitlik (3.57) de goriilmektedir.

1o
ht) = 5 /_ Fedw (3.57)

3.4.5 Kesirli Tiirevlerin Fourier Doniisiimii

Kesirli tiirevlerin Fourier doniigiimlerinden once kesirli integrallerin Fourier
doniigiimlerine deginmek yararh olacaktir. Riemann-Liouville kesirli integralinin

Fourier doniigiimii 0 < a < 1 olmak iizere
F.{ Dy %g(t);w} = (iw) *G(w) (3.58)

seklinde verilir. Bu doniigiim Griinvald-Letnikov kesirli integrali _.,D; “g(t) ve

Caputo kesirli integrali ©__D; “g(t) i¢in de gegerlidir.

Esitlik (3.58) kullanilarak kesirli tiirevlere ait Fourier doniigiimii bagintis1 elde
edilir. g(t) fonksiyonunun a = —oo alt smirinda ve ¢(t) nin tiirevinin ¢ — —oo
icin makul bir davranisi oldugu kabulii altinda, kismi integral alinarak diizen-
lendiginde, n — 1 < a < n koguluyla Riemann-Liouville, Griinvald-Letnikov ve

Caputo kesirli tiirevleri agagidaki gibi ayn1 formda yazlabilir.

—o D g(t) o
1 t g"™(r)dr B
—a S 2 A = DY gt 3.59
D90 [ = For ) o e = DIV (359)
€D ()
Esitlik (3.59) kullamlarak ¢ = —a alt sinirinda, Riemann-Liouville, Griinvald-

Letnikov ve Caputo kesirli tiirevleri igin egitlik (3.60) te goriilen aymi formdaki

Fourier doniigiim ifadesi elde edilir |98|.

F {D%g(t);w}

(iw)* " F, {g"™ (£); w}
= (1w)* " (—iw)"G(w) (3.60)
= (iw)*G(w)

Yukardaki egitlikte D%g(t) gosterimi; Riemann-Liouville _.,Dyg(t), Griinvald-

Letnikov o, Dg(t) ve Caputo € D%g(t) kesirli tiirevlerini temsil etmektedir.
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BOLUM 4

KISMI TUREVLI KESIRLI MERTEBEDEN
SCHRODINGER DENKLEMLERI

4.1 SCHRODINGER DENKLEMI

Dalga denklemleri, bir parcacigin veya bir alanin dinamik geligim siirecini
tanimlamada 6nemli bir role sahiptir. Ornegin Maxwell denklemleri, elektro-
manyetik alanin davranigimi kismi diferansiyel denklem cinsinden tanimlamakta-
dir. Kuantum mekaniginde ise bir parcacik; kinetik terimin Laplace operatoriiyle
verildigi nonrelativistik Schrodinger dalga denklemleri ile tanimlanabilir. Baz ko-
sullar altinda Schrédinger denkleminin relativistik ifadesi de vardir. Schrodinger
denklemi; bir kuantum sistemi hakkindaki her tiirlii bilgiyi veren ve bu sistemi
tanimlayan bir dalga fonksiyonudur. Dalga fonksiyonunun uzaya ve zamana bagh
degigimini, ilk kez Avusturyal fizik¢i Erwin Schrodinger gosterdiginden, bu denk-
lem onun adiyla anihir. 1900 yilinda Max Planck’in ”Kuantum Varsayimlarn” ni
ortaya koymasindan sonra 1924 te de Broglie varsayimi ve 1927 de ”Heisenberg
Belirsizlik Ilkesi” nin ortaya atilmasi, bilim diinyasinda yeni ufuklarin dogma-
sma, sebep oldu. Bu gelismeler sonucunda, Max Planck’in kuantum varsayimlar
ve Schrodinger’in dalga mekanigi birlegtirilmesiyle ” Kuantum Mekanigi Kurami”

olugtu.

Klasik mekanikte bir parcacigin hareket durumu, parcacigin konumu ve

hiziyla verilir. Kuantum mekaniginde ise bir parcacigin hareket durumu dalga
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fonksiyonlari ile verilir. Aslinda her iki mekanikte de parcacigin durumunun za-
mana bagh olarak nasil degisecegini 6ngoérmek temel sorunu tegkil eder. Parcaci-
gin durumu her iki mekanikte de hareket denklemleriyle verilir. Klasik mekanikte
hareket denklemi, Newtonun ikinci yasasiyla verilen F = md dir. t = 0 aninda
parcacigin hiz ve konumu biliniyorsa daha sonraki herhangi bir andaki konum ve
hiz bu yasa ile bulunur. Kuantum mekanigindeki hareket denklemi ise zamana
bagh veya zamandan bagimsiz olarak tanimlanabilen Schrédinger denklemidir.
Parcacigin t = 0 anindaki dalga fonksiyonu biliniyorsa zamana bagl Schrodinger
denklemi ¢oziilerek herhangi bir andaki dalga fonksiyonlar1 bulunur ve parcaci-
gin kendine 6zgii 6zellikleri belirlenir. Madde dalgas: olarak da bilinen ¢ (x,y, 2)
Schrodinger dalgasimin klasik fizikteki kargiligindan farki bir olasihik dalgasi ol-
masidir. Bu dalgalar ifade eden fonksiyonlar, parcacigin belirli bir ¢ anindaki z
konumunda bulunma olasiligini verir. Kisaca Schrédinger denklemi, bir kuantum

sistemi hakkinda arag dalga fonksiyonudur.

Schrodinger denkleminin elde ediligini agiklamaya baglamadan 6nce, bunu
olugturan temel postiilatlar1 (varsayimlar1) ele almak yararh olacaktir [16, 92,

111].

4.1.1 Max Planck’in Kuantum Varsayimlari

Max Planck 1900 yilinda siyah cisim 1g1masini aragtirirken, yaptigi deneyle tam
uyumlu bir formiil 6nererek iki tane carpici ve tartigmal varsayim ileri siirdii.

Béylece kuantum kavrami dogmug oldu. Bu varsayimlar goyle 6zetlenebilir:

e [sinim yayan ve titregen bir sistemin enerjisi, v fotonun frekansi, h Planck

sabiti olmak iizere;
E =nhv (n=1,2,3,...) (4.1)
ile verilen kesikli enerji degerlerindedir.

e Atomlar quanta (foton) denilen 151k enerjisinin kesikli birimleri cinsinden

enerji yayinlar veya sogururlar.

E =hv (4.2)
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1904 yilinda ilk kez A. Einstein tarafindan kullanilan ve 151k enerjisi paketi veya
yumage anlamina gelen foton, en genel anlamda elektromanyetik dalga paketi ola-
rak aciklanabilir. Fotonun enerjisi, dalga boyu A cinsinden ise goyle tanimlanir:

_he

E
A

(4.3)

4.1.2 De Broglie Varsayimi

1924 yilinda Fransiz fizik¢i L. de Broglie tarafindan ortaya atilan varsayima
gbre, momentumu p olan bir parcaciga, dalga boyu

= (4.4)

olan bir dalga eslik eder.

4.1.3 Heisenberg Belirsizlik Ilkesi

Farkh frekans, siddet ve yayilma dogrultusunda olan birden fazla dalganin,
uzayin bir noktasinda girisimleri sonucunda olugan enerji paketine dalga paket:
denir. Dalga paketindeki dalgalar tam olarak iist {iste bindiklerinden, bu bélgeler
dalgalarin grup yaptig: yerlerdir ve dalga paketinin hzina da grup huzi, vy, denir.
vy degeri; gruptaki iist iiste binen k dalga sayisina baghdir. Dalga paketinin bo-
yutlar1 ya da dalganin eglik ettigi parcacigin herhangi bir andaki konumu olan =z,
paketteki £ dalga sayisi arttikca kiiciiliir. Bagka bir deyigle, x i dogru belirlemek
icin dalgalar1 siklagtirmak, yani & y1 biiyiitmek gerekir. Dolayisiyla dalga boyu A
olan dalga icin k£ dalga sayis1 soyle verilir:

_277

k
A

(4.5)

Sonug olarak; konumun belirlenmesindeki duyarlilik Ax artarken dalga sayisi-
nin belirlenmesindeki duyarliligin, Ak, azaldigi sdylenebilir. Yani Az belirsizligi

ile Ak belirsizligi ters orantilidir.

1
Ar = — 4.
“T Ak (46)
Esitlik (4.4) ve (4.5) in ortak ¢6ziimiinden
hk
= — 4.
P=g (4.7)
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elde edilir. Bu ifade kullanilarak, tanecigin momentumunun &lgiilmesinde yapila-
bilecek hata ya da diger bir deyigle belirsizlik goyle bulunur:

h
Ap ~ —Ak 4.
PR (4.8)

Esitlik (4.8) de elde edilen sonug esitlik (4.6) da yerine yazilirsa;

AzAp = 2]; =H (4.9)

elde edilir, sayisal degeri ise H = 1,05.1073*J.s dir. Olciimler sonucu, her iki

biiyiikliige ait belirsizliklerin carpimi her zaman en az Planck sabiti kadardir.

AzAp > H (4.10)

4.1.4 Olasilik ve Yogunluk Akisi

Kuantum mekanigi hareketli cisimlerle ilgilenir. De Broglie’ye gore hareketli bir
parcaciga eslik eden dalga ¢ (z,y, z,t) ile gosterilir. Ancak bu dalganin boyutu
olmadigindan fiziksel olarak da bir anlami yoktur. Par¢acigin birim hacimde bu-
lunma olasihgi olan olasilik yogunlugu, p(x,y, z,t), bu dalga fonksiyonunun mutlak
2

degerinin karesi olarak yani |¢(x,y, z,t)|* olarak verilir.

p(z,y,2,t) = [z, y, 2, 0))* = Y(x,y, 2, t)* (4.11)

Esitlik (4.11) de verilen tanima gore, pargacigin herhangi bir dV' = dxdydz hacim
elemani i¢ginde bulunma olasihgi p(z,y, z,t) dir. Bu pargacigin tiim uzayda bu-
lunma olasiligi ise pargacik uzayin herhangi bir yerinde mutlak var olacagindan,
1’ e esittir.
/ oy, 2, 8)dV = / GrpdV = 1 (4.12)
tumuzay tumuzay

Esitlik (4.12), dalga fonksiyonunun Normalizasyon Kogsulu olarak bilinir.

Olasilik; akusy ise S(z,y, z,t) ile gosterilir ve parcaciga ait olasihik yogunlugu-
nun uzayda yer degistirmesi olarak tanimlanir. Olasilik akisi ve olasilik yogunlugu

arasinda asagidaki iligki mevcuttur.

op(x,y, 2)

pr— 4-1
5 +VS(z,y,2,t) =0 (4.13)
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Bu ifadedeki V sembolii, nabla islemcisi olup

d. 0~ 0
=—i1+—7+—k 4.14
v or 8y‘7+8z (4.14)

ile verilir. Esitlik (4.13) ten goriildiigii iizere olasilik akisindaki konuma gore de-

gigim, olasilik yogunlugunda zamana gore degigime sebep olur [110].

4.1.5 Kuantum Mekaniginin Postiilatlar:

Kuantum mekanigi bir olasiliklar kuramidir ve sistematigini anlamak i¢in tize-
rine kuruldugu bir¢ok postiilati (varsayimi) iyi anlamak gerekir. Bu konuda birgok
postiilat olmasina ragmen digerlerinin de dayanagi olan dort ana postiilat 6nem-
lidir.

Postiilat-1: Dalga fonksiyonu ile ilgilidir.

r=|r| =z +y?+ 22 (4.15)

olmak iizere, her kuantum mekaniksel bir sistemin durumu, ¥ (r,t) iyi davranigh
dalga fonksiyonu ile belirlenebilir. Bu dalga fonksiyonun karesi integre edilebil-
meli, normalize edilebilmeli, kendisi ve tiirevi tek degerli, siirekli ve sonlu olma-

lidar.

/ T () dr = 1 (4.16)

—00

Postiilat-2: Islemci (operator) gézlenebilir biiyiikliiklerle ilgilidir. Kuantum
mekaniginde 6lgiilebilen veya gbézlemlenebilen her sey dinamik degiskendir. Klasik
mekanikteki her gozlenebilire, kuantum mekaniginde bir islemci kargilik getirilir.
Islemciler [z, p] = ih komitasyon bagmtisini saglayacak sekilde secilir. Kuantum
mekaniksel iglemciler dogrusal ve hermitik olmalidir. Schrédinger denklemine gore
dalga fonksiyonunun zamana bagl degisimini Hamiltonian adi verilen bir iglemci
kontrol eder. Enerji operatéri adiyla da anilan bu iglemci, kuantum sistemin sahip
oldugu enerji degerlerini belirler. Fiziksel olarak, Hamiltonian gibi gozlenebilir bir
niceligi temsil eden bir iglemcinin beklenen degeri reel olmalidir. Beklenen degeri
reel olan iglemcilere hermitik islemci denir. Bazi dinamik degiskenler ve onlara

ait iglemciler Tablo 4.1 de goriilmektedir [15].
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Dinamik Degisken | Koordinat Formunda Islemcisi
Kinetik enerji Ze — g
Potansiyel Enerji V(z) V(z)
Lineer Momentum Dz —iha%
Lineer momentum P —1hV
Hamiltonian H —%VQ + V(x)

Tablo 4.1: Baz1 dinamik degiskenler ve onlara ait iglemciler

Postiilat-3: Tablo 4.1 de ornekleri goriildiigii iizere, her dinamik degiskene
lineer ve hermitik bir iglemci, genel ifadesiylefl karsilik gelir. Belirlenen iglemciler,
dinamik halleri belirleyen dalga fonksiyonuna uygulandiginda, dzdeger denklemsi

olarak da bilinen agagidaki ifade elde edilir.
A = ar (4.17)

Bu ifadede 1 fonksiyonu A islemcisinin dzfonksiyonu, a ise dzdegeridir. Bir iglem-

cinin 6zfonksiyonlari, o iglemcinin igleyecegi uzayi geren baz vektorleri olusturur.

Postiilat-4: Beklenen deger ile ilgilidir. Belirli bir dinamik haldeki a gibi
dinamik bir degisken bir dalga fonksiyonu ile 6l¢iildiigiinde, bu dinamik degiskene
karsilik gelen A islemcisinin ortalama degerine egittir. Asagidaki ifade beklenen
degeri verir.

() 4 LrAvdy

= ewdy (4.18)

4.1.6 Zaman Bagimli Schrodinger Denklemi

Kuantum mekaniginin temel problemi, belirli bir V' (r) potansiyeli igin Schro-
dinger denklemini ¢ozerek E enerji dzdegerlerini ve 1 (r) dzfonksiyonlarmi elde
etmektir. Bu durumda, 6nce Schrodinger denkleminin elde ediligini incelemek ye-

rinde olacaktur.

Klasik mekanikteki kinetik ve potansiyel enerjilerin toplami olan mekanik

enerjiyi, bunlarin klasik mekanikteki iglemci kargiliklar ile birlegtirerek Schrodin-
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ger dalga denklemi elde edilir.

Schrodinger’in zamana bagli denkleminin dogusu da soyle agiklanabilir:
Klasik fizige gore m kiitleli bir parcacik uzayin z,y, z boyutlarinda bulunmasin-
dan dolay1 V(z,y, 2) potansiyel enerjiye ve p?/2m seklinde ifade edilen kinetik
enerjiye sahipse, parcacigin tiim enerjisi; Eiopiam = % + V(z,y, z) olur. Schro-
dinger bu egitlikten yararlandi ve parcacik ya da parcaciklar sisteminin, farkh
yerlerde ne olasilikla bulundugunu gésteren zaman-bagimh ¢ (z,y, z) dalga fonk-
siyonunu olugturdu. Egitlik (4.15) dikkate alinarak yazildiginda, Klasik fizikteki
toplam enerji, ii¢ boyutlu uzayda zamana bagiml olarak asagidaki gibi ifade edi-
lir.

1 p?
E=_-mv?+V =—+V .
2mv (r,t) 5 (r,t) (4.19)

Kuantum mekaniginde toplam enerji iglemcisi olarak kullanilan ifade ise

Tablo 4.1 den de goriilecegi gibi, zamandan bagimsiz olarak

. h? -
E—E=——V? 4.2
— va + V(r) (4.20)
zamana bagimh olarak
E—Be—ind (4.21)
ot '

seklinde ifade edilir. Burada V, esitlik (4.14) de verildigi gibi kullanihr. Egitlik
(4.20) ve (4.21) ile verilen iglemciler, kiitlesi m, potansiyeli V' olan hareketli bir
parcaciga eglik eden (7, t) dalga fonksiyonuna uygulanirsa, Schrodinger denklemi
en kapali formda soyle yazilir:

A ~

H(r,t) = Ey(r,t) (4.22)

Islemciler de acik bir gekilde gosterilirse, i Planck sabitinin degeri 10,1.10734.J.s
olmak iizere, zamana bagimh Schrédinger denkleminin iki farkl gosterimi agagi-

daki gibidir.

h? =, . o,
(—zmv + V(r)) V(rt) = —ihg 4 (r,1) (4.23)
h? 0 d
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Sonsuz bir potansiyel kuyu i¢indeki sabit £ enerjili bir parcaciga eglik edip onun
davranig olasiliklarini veren dalga fonksiyonu, egitlik (4.25) de verilen dalga fonk-

siyonlarinin lineer kombinasyonu olarak yazilabilir.
U(r,t) = Ae~ikr—wt) (4.25)

V(r) = 0 olan serbest parcacik i¢in momentum p = hk ve enerji £ = hw geklinde
alinarak diizenlemeler yapilirsa, egitlik (4.25) de gosterilen serbest parcaciga ait

harmonik dalga fonksiyonu, p ve E cinsinden goyle yazilabilir [107]:
Y(r,t) = Ae @r—EO/h (4.26)

Genel olarak zaman bagimli Schrodinger denklemi, klasik fizikte Newton'un
F' = ma denklemi ile bir parcacigin dinamigini tanimladigi gibi, bir parcaci-
gin dinamik davranigini tanimlar. Ancak arada 6nemli bir fark vardir. Newton
denklemi ¢oziildiigiinde, zamanin bir fonksiyonu olarak parcacigin konumu be-
lirlenir. Oysa Schrodinger denkleminin ¢oziimii ile elde edilen (7, t)fonksiyonu,
karesi alindiginda, parcacigin herhangi bir boélgede bulunma olasiliginin zamana

bagimh olarak degigimini verir.

4.1.7 Zamandan Bagimsiz Schrodinger Denklemi

"E enerjisi ile verilen bir parcacik i¢in dalga fonksiyonu nedir?” sorusunu cevap-
lamak icin, zaman-bagimli Schrédinger denkleminden zaman bagimliligi kismini
¢ikarmak gerekir. Egitlik (4.24) te verilen zaman-bagimli Schrédinger denklemi-
nin sag tarafi 0 (sifir) olacak gekilde diizenlenirse agagidaki zamandan bagimsiz
Schrédinger denklemi elde edilir.

h2 82

2m 92

(7) + (B = V(7)y(r) =0 (4.27)
Genel olarak iglemciler ile ifade edilirse bu denklem goyle ifade edilebilir:
EY(7) = Hy(7) (4.28)

Esitlik (4.25) veya (4.26) ile verilen zamandan bagimsiz Schrédinger denkleminde

parcacigin enerjisi olan £ niceligi, bir serbest parametredir. Diger bir deyisle, E
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nin muhtemel degerleri icin, hichir asamada herhangi bir kisitlama yoktur. Bu
yiizden eger herhangi bir £ degerine sahip V' (r) potansiyeli altinda ilerleyen bir
parcaciga ait dalga fonksiyonu belirlenmek istenirse, yapilmasi gereken sadece,
bu E degerini uygun V(r) degeri ile beraber denkleme eklemek ve bu duruma

tekabiil eden denklemi ¢ézmektir.

4.1.8 Relativistik Schrodinger Denklemi

Parcacigin kinetik enerjisinin, hareket etmiyorken sahip oldugu i¢ enerjisinden
cok ¢ok daha biiyiik olma durumu da s6z konusu olabilir. Bu durumda parcacigin

enerjisi relativistik (goreli) olarak agagidaki gibi ifade edilir.
E? = p*c® 4+ moc? (4.29)

Esitlik (4.24), E ifadesi i¢in esitlik (4.27) kullanilarak diizenlenirse Relativistik

Schrédinger denklemi elde edilir ve Dy = % olmak iizere
2 ]' D2 — - mc 2 N
Ve = gDy ) u(nt) = <?> (7, 1) (4.30)

seklinde yazilir.

4.1.9 Parcacigin Iigcinde Bulundugu Potansiyelin C6ziime

Etkisi

Bir parcaciga ait Schrédinger denkleminin ¢oziimiinde, parcacigin iginde bu-
lundugu potansiyele ait bilgiler 6nemli farklar olugturur. Ve bu farklar kisaca

sOyle 6zetlenebilir:

e V nin sabit olmasi durumu:

V' nin sifir olmas1 durumu, serbest parcacigin durumudur. Sifirdan farkh
degere sahip olmasi durumlarda ise pargacigin enerjisine gére £ nin uygulanan
V' potansiyelinden biiyiik ya da kiigiik olmasi durumlarina gore farkl ¢oziimler
bulunur. £ nin V' den kii¢iik olmas1 ve belirli bir geniglikten sonra bu potansiyelin
kaldirilmast durumunda T4inel etkisi gdzlemlenir. Bu durumda akim yogunlugu

hesaplanarak gecme ve yansima katsayilar1 bulunur.
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e V =V(r) olmas1 durumu:

Parcaciga uygulanan potansiyelin, parcacigin konumuna bagh oldugu, 6rne-
gin basit harmonik titrestirici veya Coulomb potansiyeli gibi degisken potansiyel
oldugu durumlardir. Bir katidaki atomlarin titregimi ve atomdaki cekirdege bagh

elektronlarin hareketi V' = V(r) durumuna 6rnek olarak verilebilir.

4.2 SCHRODINGER DENKLEMININ BAZI OZEL-
LIKLERI

e Parcacigin konumu ve momentumu es zamanli olarak dalga fonksiyonu
(7, t) ile kodlanmigtir. Bu 6zellik ¢(7,¢) nin karmagik olmasi gergegi ile
yakindan iligkilidir. Gergel dalganin herhangi bir sabit zamanda (¢ = 0)
hareket yoniiniin belirtilmesi imkansizdir. Hareket yoniinii belirlemek icin
zamana gore tiirevini (momentum yoniinii) belirlemek gerekir. Agagida si-

rasiyla saga hareketli ve sola hareketli dalga fonksiyonlar1 goriilmektedir.

o (1) = hoe’ e (4.31)

Vo (7, 1) = e ket (4.32)

Schrodinger Denklemi, ¢« kompleks sayisini ve kompleks fonksiyon olan (7, t)
dalga fonksiyonunu icerir ve bu kompleks dalga fonksiyonunun uzayda ve

zamanda nasil ilerledigini betimler.

e Zamana bagimli Schréodinger denklemi de Kuantum mekaniginin postiilat-

larindan biridir.

e Schrodinger denklemi dogrusaldir, yani Schrédinger denkleminin ¢oziimleri
Py ve 1o ise ¢ ve co keyfi kompleks sayilar olmak tizere v = ci11 + cot)y de

¢Oztimiidiir (dalgalar i¢in istiiste binme ilkesi).
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4.3 DALGA FONKSIYONUNUN ¢(X,T) YORUMU

Herhangi bir ¢ aninda parcacigin konumu iizerinde bir 6lgiim yapildiginda,

pargacigin = ve x +dx arasinda bulunma olasiligh |(x, t)|? ile verilir. Schrodinger

denklemi, hem 8% hem de % icerdiginden kismi diferansiyel denklemdir. V()
zamandan bagimsiz oldugundan, Schrodinger denklemi iki adet adi diferansiyel

denkleme ayrigtirilabilir.

U(x,t) = T(t)(x) (4.33)

Bu gekilde diigiiniilerek Schrodinger denklemi yeniden diizenlenirse egitlik (4.33)
elde edilir.

¢h¢(x>cg(t) = T(t) {—;:n 0 ;; @) V(x)¢(x)} (4.34)

T(t)y(x) # 0 olmak iizere her iki tarafi T'(¢)y(z) ile bolersek agagidaki durum
elde edilir.

V(o) 5

Esitlik (4.34) de her iki taraf farkli degigkenlere baghdir. Bu yiizden ashinda bunlar

th—=—I(t

LTy _ {_712821/’(95) (4.35)

sabit olmalidir ve bu sabit sistemin toplam enerjisi (£) olarak ele alinirsa,

dT
ih=-(t) = ET(?) (4.36)

elde edilir. Egitlik (4.36) ya ait ¢oziim goyledir:
T(t) = Ce BN (4.37)

Zaman bagimhligi, E'/h agsal hiziyla zamanda evrim yapan bir faz ¢arpa-
nidir. Zamana bagimh Schréodinger denklemi esitlik (4.24) ile zamandan bagimsiz
Schrodinger denklemi ise egitlik (4.26) ile verilmigtir. Zamandan bagimsiz Sch-
rodinger denklemi, Hi)(z) = Et(x), dalga fonksiyonuna etki eden islemci aym
dalga fonksiyonunu F ile ¢arpilmig olarak olusturdugundan, bir 6zdeger denklemi-
dir. Kuantum mekaniginde bu Heisenberg matris yazilim geklidir ve matrisler de
ozvektorler ve 6zdegerleri beraberinde getirir. ¥, (x), Schrodinger denkleminin za-
mana bagh ¢éziimiidiir ve £, 6zdegerli bir sistemin 6zdurumunu gostermektedir.

Bir ¢, () 6zdurumunun zamansal evrimi en basit halde
Yl t) = e En/lp, (1) (4.38)
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seklinde verilir. Tiim 1, (x) ler ve bunlarin her birine kargilik gelen F, 6zdeger-

lerini bulmak, denklemi ¢6zmek anlamia gelir [120].

4.4 KISMI TUREVLI KESIRLI MERTEBEDEN
SCHRODINGER DENKLEMLERI

Kismi tiirevli kesirli mertebeden Schrodinger denklemi ilk kez Nick Laskin
tarafindan, Feynman Yolu Integralinin bir genisletilmis hali olarak 1999'da ileri
stiriildii. Laskin, "Kesirli Schrodinger Denklemi” terimini ilk kez [70] de verilen
caligmasinda kullandi. Kesirli mertebeden Schrodinger denklemi, en genel olarak,

bilinen Schrodinger denkleminde

el e} 9°
ve géw

at

aa

7

degigsimleri yapilarak elde edilir. Schrédinger denklemi, g% iceriyorsa zaman-

aa

a8 .
o hem de 5 igeriyorsa uzay-zaman

.. 8 . . ..
kesurli, 3‘973 iceriyorsa wuzay-kesirli, hem

kesirli Schrodinger denklemi olarak adlandirilir.

4.4.1 Zaman Bagimh Kesirli Mertebeden Schréodinger Denk-

lemi

Esitlik (4.24) te verilen zaman bagimli Schrédinger denkleminin Nick Las-
kin tarafindan elde edilen kesirli hali; 7 3-boyutlu konum vektorii, 4 indirgenmis
Planck sabiti, 1(7,t) bir parcacigin herhangi bir ¢ aninda verilen bir 7 konu-
munda bulunmasmin kuantum mekaniksel olasilik fonksiyonu, V(7,¢) herhangi
bir ¢ aninda r konumundaki potansiyel enerji ve A = 9?/(9r?) Laplace operatorii

olmak iizere

. 2 ANO/2, ) (= - -

tho (7, t) = Da(=W"A)"p(1 1) + V(I )P(7 8) (4.39)
seklinde verilir. Bu ifadedeki D, ifadesi

[D,] = [Enerji]' ™ . [uzunluk]® . [zaman]® (4.40)
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fiziksel boyutu ile verilen 6lgek sabitidir. = 2 oldugunda, m parcacigin kiitlesi
olmak iizere Dy = 1/2m seklinde kullambr. Esitlik (4.38) deki (—h2A)*/? iglem-
cisi ise [72| te tamimlandigi sekliyle 3-boyutlu kesirli kuantum Riesz tiirevidir.
(—h2A)*/? iglemcisi ¢ (7, t) fonksiyonuna asagidaki sekilde uygulanir.

1

(18)20(70) = (s [ et A 1) (4.41)

Burada 7 konum uzay1 (gergek ya da koordinat uzay1) bulunulan uzaydaki tiim
konum vektorlerinin kiimesidir. Konum vektorii bir noktay1 uzayda tanimlar. p’
momentum uzayl veya E—uzayz ise serbest ya da bagh parcaciga ait k dalga vektor-
lerinin kiimesidir. “Dalga vektorii” diye adlandirihr, p'= hk seklinde ifade edilir.
Esitlik (4.41) de goriilen konum ve momentum uzaylarindaki dalga fonksiyonlar:

Y(7,t) ve p(p,t) nin 3-boyutlu Fourier doniigiimiinden elde edilmis bir iligkileri

mevcuttur.
. 1 i B RIh =
(7, t) = @rhy /d3pe Pr/h(pt) (4.42)
- 1 3, —i P/
P0) = o | e T (4.43)

Zaman bagimh kesirli mertebeden Schrédinger denkleminin iglemcilerle ifade edil-

mis kapali formu agagida goriilmektedir.

L0 &

lhaiﬁ(ﬁt) = H, (7, ) (4.44)
Esitlik (4.44) deki H, Hamilton iglemcisidir ve acik ifadesi esitlik (4.45) ile veril-
migtir.

H, = Do(—h2A)Y2 4 V (7, 1) (4.45)

4.4.2 Zaman Bagimsiz Kesirli Mertebeden Schrodinger Denk-
lemi
Esitlik (4.25) ile verilen ve aym boliimde anlatilan zamandan bagimsiz Schro-

dinger denkleminin eldesi i¢in gereken 0zel kosullarin varliginda, zamandan ba-

gimsiz Hamilton iglemcisi

A

H, = Do(—h2A)Y? 4V (7) (4.46)
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seklini alir. Bu durumda zamandan bagimsiz kesirli mertebeden Schrodinger denk-
lemi, iglemcilerle kapali formda gosterilirse esitlik (4.47) deki gibi, daha agik ha-
liyle gosterilirse egitlik (4.46) da goriildiigii gibi olur.

Ep(r) = Hatp(7) (4.47)
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BOLUM 5

KISMI TUREVLI KESIRLI MERTEBEDEN
SCHRODINGER DENKLEMLERININ
MATEMATIKSEL MODELLENMESI

KONUSUNDA YAPILMIS CALISMALAR

Kesirli mertebeden Schrédinger Denklemleri, Kesirli Kuantum Mekanigi denk-
lemleri arasinda onemli bir yer tegkil eder Standart Kuantum Mekaniginde iig
farkh yolla yaklagim yapilir. Bunlar; Matris Mekanigi, Schrodinger Denklemi, ve
Feynman Yolu (Path) Integrali yaklagimlaridur.

Kesirli Kuantum Mekanigi ilk olarak 1999da Nick Laskin tarafindan Feyn-
man Yolu Integralinin genisletilmesi sonucunda ortaya kondu [70, 71, 72|. Na-
ber, Schrédinger denklemleri iizerinde ¢aligmalar yapt1 ve Caputo kesirli tiirev
tanimlarini kullanarak birinci mertebeden Schrodinger denklemini zaman-kesirli
mertebeden Schrodinger denklemi haline getirdi. Bu calismada, Mittag-Leffler
fonksiyonu i¢in de yeni 6zdeglikler geligtirerek tanimladi [95]. Naber bununla
da kalmayip zaman-kesirli mertebeden Schrédinger denkleminin serbest parca-
cik ve potansiyel kuyusu icin ¢oziimlerini yapti. Son yillarda kesirli hesaplama
ve kesirli mertebeden diferansiyel denklemler {izerinde bircok arastirmaci caligti
[3, 1, 10, 9, 8, 91]. Bu cahigmalarla eszamanh ve daha sonra olmak {izere kesirli
mertebeden kismi ve adi Schrédinger diferansiyel denklemleri {izerinde de bir¢ok
caligma yapildi. Burada, kismi tiirevli kesirli mertebeden Schrodinger denklemleri

ile ilgili son yillarda 6ne ¢ikmig caligmalardan séz edilecektir.
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Gua, X. ve arkadaglari, kesirli mertebeden Schrodinger denklemini serbest
parcacik ve sonsuz kare potansiyel kuyusu icin ¢6zdii. Problemi, serbest parca-
cik i¢in Cauchy problemi halinde ele alarak temel ¢6ziime ulastilar ve potansiyel
kuyusundaki parcacigin enerji seviyeleri ve normalize dalga fonksiyonlarini elde
ettiler [49]. Odibat, Z. ve arkadaglar1 lineer ve nonlineer zaman-kesirli mertebe-
den Schrodinger denklemlerine, Genellegtirilmis Diferansiyel Doniigiim Metodu (
Generalized Diffrential Transfer Method GDTM ) kullanarak ¢oziim geligtirdi
[96]. Guo, B. ve arkadaglar, periyodik sinir kogullu bir problem olarak ifade edi-
len bir kesirli mertebeden nonlineer Schrodinger denklemine, Galerkin metoduyla
geligtirilmig olan global diizlegtirilmis bir ¢oziimiin varhgini ve tekligini gosterdi
[50]. Rido, S. Z. ¢calisma arkadaglariyla, kesirli mertebeden nonlineer Schrédinger
denklemlerinde kesirli tiirevler i¢in Caputo tamimi kullanarak Adomian Ayrig-
tirma Metodu ( Adomian Decomposition Method ADM ) uygulamasiyla ¢6-
ziime ulagt1 [103]. Dong, J. ve arkadaglari, Caputo kesirli tiirevi ve Riesz kesirli
operatOrii iceren Schrodinger denklemini geligtirdiler. Bu denklemi kullanarak,
zaman-bagimsiz potansiyel alanda uzay-zaman-kesirli mertebeden kuantum sis-
teminin zamana bagl degisimleri iizerinde, zamana gore kesirli tiirevin mertebe-
sinin 0 — 1 ve 1 — 2 araligindaki degerleri icin, Mittag-Leffler fonksiyonlarin1 da
kullanarak galigt: [33]. [125, 64, 43| te verilen ¢aligmalarda, kismi tiirevli tamsayili
mertebeden Schrodinger denklemleri i¢in Galerkin metodu kullanilarak ¢oziimler
geligtirildi. Baleanu, D. ve arkadaglari, kesirli mertebeden nonlineer Schrodinger
denklemlerine yaklagik analitik ¢6ziim elde etmek i¢in Homotopy Perturbasyon
Metodu kullandi. Bu ¢alismada c¢oziimler, kolaylikla hesaplanabilir terimleri olan
hizli yakinsak sonsuz seriler geklinde elde edildi [13]. Saxena, R. K. ve arkadaglar,
Schrodinger denkleminin tek boyutta genellegtirilmig kesirli ¢6ziimlerini, Laplace
ve Fourier doniigiimleri, Caputo kesirli tiirev tanimi ve Mittag-Leffler fonksiyonu
kullanarak elde etti [109]. Rozmej, P. arkadaglariyla yaptigi ¢alismada, kesirli
kuantum mekanigi hesaplamalari i¢in gerekli temel formiilasyonun geligtirildigi
ancak bu alanda ¢6ziilmiig problemlerin belirli konularda yayginlastigini ve farkh
alanlarda geniglemenin gerektigini vurguladi [105]. Hu, J. ve arkadaglari, kesirli

nonlineer Schrodinger denklem sistemini, periyodik sinir kosulu altinda ele alip
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sisteme ait ¢oziim icin Fourier doniisiimleri yaptiktan sonra Galerkin metodu kul-
land1 [60]. Herzallah, M. A. E. ve arkadaglari, kiibik nonlineer kismi tiirevli kesirli
mertebeden Schrodinger denklemine, Caputo kesirli tiirev tanimi ve ADM kul-
lanarak yaklagim yapti. Bu calismada kiibik nonlineer Schrédinger denkleminin
gercek ¢oziimii, kullanilan metotla bulunan yaklagik ¢6ziimiin 6zel bir kogulundaki
durumu olarak verildi. Bu metodun kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin
¢oztimiinde etkili ve giiglii bir metod oldugu sonucuna vardilar [57|. Wei, L. ve
arkadaglari, zaman-kesirli mertebeden Schrodinger denklemini, sonlu elemanlar
metotlarindan tam olarak Local Siireksiz Galerkin (Local Discontinuous Galer-
kin LDG ) metodu kullanarak ¢ozdii. Coziimde kismi tiirevler, Caputo kesirli
tiirevi olarak tanimlandi ve diskritizasyon gsemasini olugtururken zaman ekseni
boyunca sonlu farklar metodu, uzaysal (z) ekseni boyunca LDG kullanild: [123].
Bagka bir ¢aligmalarinda da problem olarak ele aldiklar1 zaman-kesirli mertebe-
den Schrodinger ¢itf denklem sistemini ¢6zmek icin diskritizasyon semasini olug-
tururken, yine zaman ekseni boyunca sonlu farklar metodu, uzaysal (x) ekseni
boyunca LDG kullanildi [124]. Martins, J. ve arkadaglari, dagitilmig mertebeden
ve kesirli-zaman tiirevi igeren Schrodinger denkleminin uzay ve zaman bagimh
¢oziimlerini elde etti. Ayrica kesirli tiirevler icin Green fonksiyonlarinin kullanil-
dig1 bu caligmayla uzaysal operatérlerin tamsayl olmayan boyutlara uygulanig
tamamland: [87]. Wong, J ve ekibi, kismi tiirevli zaman-kesirli mertebeden Sch-
rodinger denklemini bir baglangi¢c deger problemi olarak ele aldi ve Caputo kesirli
tiirev formiilleri, Laplace doniigiimleri ve olasilik yogunlugu fonksiyonlar1 kulla-
narak ¢oziime ulagti [122]. Khan, N. A. ve arkadaglar, sifir veya sifir olmayan
tuzak (trapping) potansiyelli durumlarda, zaman-kesirli mertebeden Schrodin-
ger denklemlerine Homotopy Analiz Metodu ( HAM ) ile ¢oziim gelistirdi [66].
HAM ile nonlineer problem olarak ele alinan zaman-kesirli mertebeden Schro-
dinger denklemleri de bagka bir ¢aligmada ¢oziilmiigtiir [66]. Hemida, K. M. ise
ekibiyle, Caputo kesirli tiirev tanimlarini ve metod olarak HAM kullanarak, ke-
sirli kiibik nonlineer Schrodinger denklemlerin vasitasiyla bazi nonlineer kesirli
mertebeden kismi tiirevli diferansiyel denklemlere yaklagimlar yapti1 ve ¢oziimler
inga etti [54]. Yilmazel, R. ve arkadagi, parametre bagimli, Columb potansiyelli,

a-boyutlu kesirli uzayda, ikinci dereceden adi diferansiyel denklem olarak tanim-
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lanmig Schrodinger denklemine kesirli hesaplama teknikleri ile ¢éziim geligtirdi
[126]. Ashyralyev, A. ekibiyle yaptigi ¢ahgmada, bagunh katsayilara sahip ok
boyutlu (multidimensional) kesirli mertebeden Schrodinger diferansiyel denklem-
leri igeren karigik problemler igin, birinci ve ikinci mertebeden dogruluga sahip
fark semalar1 olusturdu. Bu caligmada, bir boyutlu kesirli Schrédinger diferan-
siyel denklemdeki uzaysal (z) degisken Dirichlet kogulu ile ele alinarak sayisal
metotlarla ¢oziime gidildi |36]. Bagka bir ¢aligmada, zaman-kesirli mertebeden
Klein-Gordon Schrodinger denklem c¢ifti Klein-Gordon Schrodinger denklem cif-
tinin zamana gore tiirev kismindaki mertebenin « € (1,2], 5 € (0, 1] kesirli
mertebelerle yer degigtirilmesiyle elde edildi ve kesirli tiirevler i¢in Caputo kesirli
tiirev tamimi kullanildi. Bir baglangic deger problemi olarak ele alinan bu ca-
lismada, ¢6ziime Adomian Ayrigtirma Metodu (ADM) kullanilarak ulagildi [58].
Mohebbi, A. ve ekibi, kuantum mekaniginde karsilasilan bir ve iki boyutlu zaman-
kesirli mertebeden nonlineer Schrédinger denklemine ¢6ziim i¢in niimerik metot
kullandi. Kullanilan metotta, kesirli mertebeden zamana bagh tiireve O(727%),
0 < a < 1 mertebesinde bir gema ile yaklagim yapildiktan sonra uzaysal (z)
boyuttaki tiireve Kansa yaklagimi ile yakinsama yapildi. Bu calisma, standart
kuantum mekaniginde ve bir¢ok farkli miihendislik ve fizik probleminde basa-
riyla uygulanan Meshless metodunun, radyal taban fonksiyonlar1 ve kolokasyon
yaklagimi tabanl olarak, kesirli kuantum mekanigi problemlerine de uygulanabi-
lirligini gosterdi [91]. Meshless yaklagiminin, hareketli en kii¢iik kareler, ¢ekirdek
fonksiyonlar: (Kernel) ve biitiinii par¢alamay1 taban alan bir yaklagim oldugunu
burada hatirlamak gerekir. [6] te verilen ¢caligmada, Laplace doniigiimlerine uygun
kesirli tiirevler iceren quantum mekanigi problemlerinin, kiiciik sinc fonksiyonla-
rin1 taban alan kollokasyon yaklagimlar: kullanilmak ve Schrédinger denklemini
diizgiin 1zgaralamak suretiyle niimerik ¢oziimlerinin miimkiin oldugu gosterildi.
Herrmann, Riesz kesirli tiirev tanimini baz alarak sonsuz kuyu potansiyelindeki

pargacik i¢in Schrodinger denklemi gelistirdi |56].
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BOLUM 6

SAYISAL YONTEMLER

Bu calismada ele alinan ve kismi tiirevli kesirli mertebeden non-homojen lineer
Schrodinger denklemi ile ifade edilen problemin niimerik ¢6ziimii Kompact Sonlu
Farklar Metodu ve enerji korumali yontemlerden Ortalama Vektér Alani (OVA)
Metodu ile ¢oziilmiigtiir. Bu sebeple burada, bu metotlarla daha énce yapilmig
caligmalardan one cikanlara kisaca degindikten sonra metodlarin matematiksel

formiilasyonu ve o6zellikleri ile ilgili kisa teorik bilgi vermek uygun olacaktir.

6.1 KOMPAKT SONLU FARKLAR METODU

6.1.1 Kompakt Sonlu Farklar Metodu ile ilgili Yapilmis Ca-

hismalar

Giiniimiize degin Kompakt Sonlu Farklar metodu kullanilarak olusturulan ge-
malarin kullanildigi bircok ¢aligma yapilmigtir. Burada, bu konuda yapilmig ¢alig-
malardan bazilarim 6rnek olarak vermek, bu metodun kullanim alanlar:1 hakkinda

bilgi verecektir.

Kompakt olmayan sonlu farklar semalariyla ¢oziilmiis olan problem tipleri,
sonraki yillarda kompakt semalar geligtirilerek daha yiiksek dogruluk mertebesin-
den ¢oziildii. Hirish birinci ve ikinci tiirevlerin bilinmeyen olarak kabul edildigi
yiiksek mertebeden kompakt semalar ile sayisal 6rnekler ¢6zdii [59]. Forester yine

bu metodu vurgulayan ve semalarin kompakt olarak kalmasina izin veren yiik-
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sek mertebeden filtre 6nerdi [44]. Hemker sapma diizeltmesi teknikleri i¢in yiiksek
mertebeden dogrulukta yaklagun yapan ¢ok seviyeli (multi-level) semalarin belirli

acilardan avantajlarini ortaya koydu [55].

Yiiksek mertebeden kompakt (HOC) semalarda, yapilan yaklagimlar, stan-
dart merkezi farklar yaklagimin O (h?) dogruluk mertebesinden O (h*) mertebe-
sine yiikseltir. Uzaysal boyutlardaki uygulamalar: ilk olarak malzeme siireksiz-
likleri i¢in MacKinnon ve Corey tarafindan kullanildi [82]. MacKinnon, Corey,
Johnson ve Longerman benzer caligmalari konveksiyon difiizyon problemleri i¢in
gergeklegtirdi [78, 79, 80, 81]. Yaklagik aym zamanlarda, Abardonel ve Kumar
HOC gemalar ile Euler denklemlerine ¢oziimler gelistirdi [2]. Spotz ve Corey dife-
ransiyel denklemlerin kullanilmasiyla kesme hatasi terimlerine yaklagim yapmak
icin yiiksek mertebeden kompakt sonlu farklar semalar: geligtirdi. Bu ¢aligmay1
Navier-Stokes denklemlerinin bir formu iizerinde gergeklestirdi |[115]. Gamet ve
arkadaglari, diizgiin olmayan 1zgaralarda, birinci ve ikinci tiirevler i¢in dordiincii
dereceden kompakt semalar geligtirdi [46]. Daha sonralar1 Zhao ve arkadaglar iki
noktali sinir deger problemlerinin genel formu ve iki boyutlu eliptik kismi dife-
ransiyel denklemleri i¢in dordiincii mertebeden kompakt sonlu farklar semalar:
geligtirip yakinsama ispatlarini yapti [130]. Zhao ve arkadaglar1 ekonomi alaninda
kismi diferansiyel denklem problemi olarak ifade edilen, Amerikan vade fiyat-
landirma problemine hizli ve yiiksek dogrulukta ¢oziim iireten kompakt semalar
gelistirdi [129]. Nabavi ve arkadaglar: bir ve iki boyutlu Helmholtz denklemlerine
9-noktali, altinc1 mertebeden dogruluga sahip kompakt sonlu farklar gemalar: ge-
ligtirerek metodun analizini yapti [94]. Yine [76] deki caliymada Neumann sinir ko-
sulu icin altincit mertebeden dogrulukta simetrik gosterim geligtirildi. Diizlegtirme
(smooth) fonksiyonlarinin tiirevlerinin kompakt gema ile hesaplanirken kullanil-
mak iizere sinir noktalar: icin yiiksek mertebeli semalar geligtirildi. Aym konuda
Oliveira ve Lu da galigt1 ve 6zellikle Dirichlet kogulu igin gemalar gelistirdi |77].
Mohebbi ve Dehghan, iki boyutlu lineer Schrodinger denkleminin ¢oziimii icin
yiiksek mertebeden kompakt semalar geligtirdi [89]. Liu ve arkadaglar1 implicit
(kapali) yaklagimla geligtirdikleri dordiincii ve altinci mertebeden kompakt gema-

lar ile jeodinamik simulasyonlarda kullanilan diferansiyel denklemleri ¢6zdii [75].
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Boersma sikigtirilamayan Naiver-Stokes ve iletim denklemleri i¢in altinci merte-

beden kompakt gemalar geligtirdi [17].

Giiniimiize yaklastikca, kismi tiirevli kesirli mertebeden diferansiyel denk-
lemlerin ¢oziimiinde de kompakt semalar kullanilir oldu [4, 97, 121]|. Gao ve Sun
kesirli alt-difiizyon denklemleri icin dérdiincii mertebeden kompakt semalar kul-
landi |47]. Rehman ve Khan ise ¢ok noktali siir deger problemi olarak ele aldik-
lar1 kismi tiirevli kesirli mertebeden diferansiyel denklemi i¢in bu metodu kullandi
[102|. Hu ve Zhang ¢ahgmalarinda ele aldiklar: kesirli kismi diferansiyel denklem
olarak ifade edilen problem icin ayni metodla tiiretilen diskritizasyon semalarini
kullandi |61, 128]. Zhao ve Corless yaptiklar: ¢caligmada, lineer ve lineer olmayan
yiiksek mertebeden integro-diferansiyel denklemlere yiiksek dogruluk kompakt se-
malar geligtirerek ¢ok iyi sonuglar aldi [130]. Elconsul ve Lagha, Dirichlet ve/veya
Neumann siir koguluna sahip bir boyutlu homojen olmayan Helmholtz denkle-

mini, geligtirdikleri sekizinci mertebeye kadar kompakt semalarla ¢ozdii [35].

6.1.2 Kompakt Sonlu Farklar Metodunun Matematiksel For-

miilasyonu

Yiiksek mertebeden dogruluga sahip diskritizasyon metotlarina karsi bir ilgi
bulunmaktadir. Adi veya kismi diferansiyel denklemlerin, standart sonlu fark-
lar metotlar: kullanilarak yiiksek dogrulukta sayisal ¢oziimlerini elde etmenin bir
yolu, daha kiiciik 1zgara boyutlar1 olugturmak iizere diigiim noktasi sayisini art-
tirmaktir. Ancak bu secim daha uzun bir hesaplama siiresi ve daha genig bir
depolama alani gerektirir. Diger bir yolu ise 1zgara (diigiim) noktalarinin bulun-
dugu hesaplama gsablonunun geniglemesini gerektiren yiiksek mertebeden gemalar
kullanmaktir. Bu se¢im ise hesaplamada kullanilan matrislerin band genisligini
arttiracagindan ¢oziimii yavaglatir. Kisaca, Sonlu Farklar metoduyla yapilan yak-
lagimlarda en 6nemli dezavantaj, yapilan yaklagimin mertebesi arttik¢a hesaplama
sablonunun geniglemesidir. Bu genig sablonlar, ele alinan problemin tanimlandig:
araligin kenarlarinin yakinlarinda daha da hantallagir. Ancak kompakt sablon-

lar kullanilarak, kii¢iik karmagikliklarin da farkli yaklagimlarla ele alinarak yok

46



edilmesiyle yiiksek mertebeden sonlu fark yaklagimlar: gerceklestirmek miimkiin
olmaktadir. Bu sebeple, diferansiyel denklemlerin sayisal ¢éziimlerinde kompakt

sonlu fark semalar: tercih edilir.

Sonlu fark gemalar bilindigi gibi “impicit” (kapali) ve “explicit” (agk) ola-
rak siniflandirihir. Agik semalar, diigiim noktalarindaki tiirevlerini, fonksiyonla-
rin noktalardaki bilinen agirlikli degerlerinin toplami seklinde ifade ederler. Bu
yaklagimda, fonksiyonun bilinmeyen degerlerinden bilinen degerlerine ulagilmaya

caligilir.

Kapali gemalar ise diigiim noktalarindaki tiirevlerin agirlikli toplamlarini,
fonksiyonu bilinen noktalardaki agirlikli degerlerinin toplamlarina egitler. Bu yak-

lagimda ise fonksiyonun bilinen degerlerinden bilinmeyen degerlerine gidilir.

Kapali gemalar ile ayn1 hesaplama gablonu genisliginde (stencil) kiigiik 61-
cekler icin agik gsemalara gore 6nemli 6lciide daha iyi yaklagimlar yapmak miim-
kiindiir. Kapali yaklagimin dogrulugunun artigi bilinmeyen noktalardaki tiirev-
lere ait katsayilardan olusan band matrisin tersinin alinmasi sirasinda olusur
[74, 27, 69, 86]. Bu matrisler, tersini alma iglemi daha randimanl oldugundan
genellikle tridiagonal segilir [114, 117|. Bu avantajlar1 sebebiyle kompakt gema-
larin kapali fark yaklagimiyla kullanilmasi gerekir. Kompakt fark gsemalari, kii-
¢liik hesaplama gablonuyla yiiksek mertebeden dogruluk saglayan, yiiksek mer-
tebeli kapali metotlardir ve bu sebeple hesaplamali problemlerde c¢ok genig bir
uygulama alan1 bulmusgtur. Diizenli konveksiyon-difiizyon problemleri [118, 127],
Poisson denklemi [4, 97, 121| ve Helmholtz denklemleri [93, 119] bu uygulama

alanlarina ornek verilebilir.

Kompakt fark gemalarinin olusturulmasi i¢in bir¢ok metod uygulanmakla
birlikte iki temel yaklagim ¢n plana ¢ikar.

1. Padé Yaklagim Metodu (Pade Appoximation Method) [12]

2. Taylor Serileri Metodu (Taylor Series Method) [116]
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Bu iki yaklagimdan biri kullanilarak farkli mertebelerden yaklagim yapan, farklh
sayida terimleri olan bircok kompakt sema tiiretilebilir. Bu tez calismasinda Tay-

lor serileri metodu kullanilmigtir.

Burada Taylor seri acilimi ile ilgili bir hatirlatma yapmak gerekir. m keyfi
bir tamsay1, Uiy, = u(x; +m) ve u™, u fonksiyonunun z; noktasinda z e gére n
inci tiirevi olmak iizere u;,,, degerinin z; noktasi etrafinda Taylor seri agilimi

o0 A n
Uiy = Z Mu(n) (6.1)

|
n=0 n:

seklinde ifade edilir. Bu ifadeden agagidaki toplam ve farklar kolaylikla elde edilir.

Ui + Ui—m > (mAzx)” (n)
_tmme A A 6.2
2 nzoz,:zA n! Y (6.2)
Uism + Uim > (mAzx)” (n+1)
_— = -——u 6.3
2m n—02;274 (n+1)! (6.3)

Bu ifadeler fonksiyonun kendisine oldugu gibi tiirevlerine de uygulanabilir. Or-
negin, denklem (6.1) de u yerine u") yazihrsa aymi ifade birinci tiirev icin elde
edilir.

ICORA Y %0

+m + Uiy,

2

-y @A e (6.4)

n=024 b

Standart kompakt sonlu farklar formiilasyonunda, bir fonksiyonun, tanimli ol-
dugu diigiim noktalar1 kiimesindeki ii¢ ardigik noktadaki degerleri, fonksiyonun
ayni ardigik noktalardaki tiirev degerlerinin lineer kombinasyonu geklinde ifade
edilir. Uzerinde diizgiin aralikli bir 1zgara tanimlanmis [a,b] araliginda, i ile in-
dekslenmig /N adet diigiim noktasi diigiiniiliirse 1 < ¢ < N olmak iizere diizgiin
1izgara araligt h = (b — a)/(IN — 1) seklinde tanimlanir. Bu durumda 1zgara iize-
rindeki diigiim noktalar, a = 21 < 29 < ... < zy_1 < xy = b ve z;41 = 21 + ih
olmak iizere fonksiyonun bu noktalardaki degerleri f; = f(z;) seklinde ifade edi-
lir. Kompakt sonlu farklar semasi, sinir noktalar1 hari¢ icteki noktalar ve sinir

kogullarina tabi sinirdaki noktalar icin ayr1 ayri olugturulur ve Sekil 6.1 deki gibi

uygulanir.
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= I; Moktalar Igin =—
Siur Noktalan Ipin Kompakt Sema Kgmbale cerin Suwr Moktalan Ipin Kompalt Sema

Sekil 6.1: 1-D N adet diigiim noktasinin olusturdugu 1zgarada kompakt semalarin

uygulanis

Birinct Tiirev Yaklagsima

1. diiglim noktasindaki fi/ birinci tiirevine yapilan sonlu farklar yaklagimi,
fonksiyonun 4. noktasinin komsusu olan noktalardaki degerlerine baghdir. Or-
negin, f, yaklagimi, ikinci mertebeden merkezi farklarda (fi_1, fiy1) kiimesine,
dordiincii mertebeden merkezi farklarda (f;_o, fi—1, fit1, fir2) kiimesine baghdir.
Bu genellemeler ve kisaltmalardan sonra fonksiyonun birinci tiirevine asagidaki

formda bir yaklagim yazilir.
Bfiio+afi i+ fi+ Oéfi/+1 + 5fi/+2 =

_ fi+3 - fi—3 fi-i—? - fi—Q f’H—l - fi—l
S VA — T

(6.5)

a,b, c ve o, 5 katsayilar1 arasindaki iligki Taylor serilerindeki ayni mertebeli
terimlerin katsayilarinin egitlenmesiyle bulunur ve bu katsayilarin sayisal degerleri
hesaplanir. Genellikle tercih edilen tridiagonal gemalar, bu formiilasyonda g = 0
segildiginde elde edilir. ¢ = 0 se¢imi ile de bir parametreli («) aileye ait, dordiincii
mertebeden tridiagonal semalar elde edilir [74]|. Standart kompakt sonlu farklar
formiiliiniin katsayilar1 Taylor agilimi kullanilarak yiiksek dogruluk elde edilecek
sekilde belirlenir. Bu katsayilar belirlenirken uygulanan basit algoritmanin ana

basamaklar1 agagida belirtilmektedir.

1. Istenen kompakt sonlu farklar formiilii bilinmeyen katsayilariyla (6.5) deki

gibi yazilir.
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2. Denklem (6.5) in her iki tarafi x; noktas: etrafinda diskritizasyon paramet-
resi h cinsinden Taylor acilimi yapilarak genigletilir. Bu acilimlardaki terim

sayisini istenen dogruluk mertebesi belirler.

3. Denklemdeki terimler her iki tarafta & in mertebesine gore gruplanir. Her
iki tarafta ayni h mertebesine sahip terimler egitlenerek elde edilen denk-
lemlerden katsayilar belirlenir. Ornegin O(h®) mertebesinden bir yaklagim
yapiyorsak h?,j = 0,1,...,4,5 iceren terimlerden alt: denklem elde edile-
rek katsayilara ulagilir [130]. Ilk eslesmeyen katsay: lineer bagimhliga sebep

olacagindan, yapilan yaklagimin formal kesme hatasini belirler.

Ikinci Tiirev Yaklagima

Birinci tiirev yaklagiminda oldugu gibi, 7. diigiim noktasindaki f;/ ikinci
tiirevine yapilan sonlu farklar yaklagimi, fonksiyonun ¢. noktasinin komsusu olan
noktalardaki degerlerine baghdir. Fonksiyonun ikinci tiirevine asagidaki formda

bir yaklagim yapilir.
5.][.1”72 + O‘fiufl + fz” + Oéfi”H + ﬁf;Q =

_ Cfi+3 —2fi + fies n b.fi+2 —2fi+ fi—e n afi-i—l —2fi + fixa
9h?2 4h2 h?

(6.6)

a,b, c ve a, f katsayilar1 arasindaki iligki yine birinci tiirev yaklagiminda oldugu
gibi Taylor serilerindeki ayni mertebeli terimlerin katsayilarinin esitlenmesiyle
bulunur. 8 = 0 ve ¢ = 0 se¢imi ile de dordiincii mertebeden tridiagonal semalar

elde edilir.

Birinct Tiirev I¢in Swnir Formiilasyonu

Fonksiyonun birinci tiirevine ¢ = 1 sinir degerinde yaklagimda bulunmak
i¢in, esitlik (6.5) te verilmis olan i¢ noktalar igin birinci tiirev yaklagimima bagh

olarak, esitlik (6.7) de goriilen genel formiilasyon verilir. Bu esitlikle elde edilebi-
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lecek sema, en az ikinci mertebeden bir dogruluga sahiptir.

fi+aly=g (afi +bfy+ cfy + df) (6.7

Katsayilar yine Taylor serilerindeki ayni mertebeli terimlerin katsayilarinin
esitlenmesiyle bulunarak ¢ = 1 sinir degeri icin sinir kompakt semasi elde edilir.

Ayni gema, @ = N sinir kogulu varsa, bu nokta i¢in de uyarlanir.

Ikinci Tirev Igin Swnuwr Formiilasyonu

Fonksiyonun ikinci tiirevine ¢ = 1 sinir degerinde yaklagimda bulunmak
i¢in, egitlik (6.7) ye benzer bir formiilasyon olan genel kompakt sinir gsemast,

esitlik (6.8) daki gibi yazilir.
" " 1
fi +afy :ﬁ(af1+bf2+cf3+df4—|—ef5) (6.8)

Katsayilar yine Taylor serilerindeki ayni mertebeli terimlerin katsayilarinin
esitlenmesiyle bulunarak ¢ = 1 sinir degeri i¢in sinir kompakt gemasi elde edilir.

Ayni gema, @ = N sinir kogulu varsa, bu nokta icin de uyarlanir [74].

6.2 ORTALAMA VEKTOR ALANI (OVA) ME-
TODU (AVERAGE VECTOR FIELD - AVF)

6.2.1 Ortalama Vektér Alam1 (OVA) Metodu ile Ilgili Ya-

pilmis Calismalar

Adi ve kismi diferansiyel denklemlerin sayisal integrasyonu icin gelistirilen me-
todlar geleneksel olarak, sayisal stabiliteyi saglayarak ve zaman adimlarini kontrol
ederek global hataylr minimize etmek ile ilgilenmigtir. Son yirmi yilda ise sayisal
metodlarin tasarimlarinda, ele alinan problemlerin dogasinda var olan simplektik
yapi, simetriler, korunan nicelikler, hacim ve faz uzay1 yapilari gibi geometrik 6zel-
liklerin korunmasi diizeyine ¢ikilmigtir. Bu metodlar geometrik veya yapuwyr koru-
yan metodlar olarak bilinmektedir [85]. Bu konuda yapilan bir ¢ok ¢aligma, Ha-

miltonian adi ve kismi diferansiyel denklemler i¢in simplektik ve multi-simplektik
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metodlarin olugturulmasi iizerinde yogunlagmigtir [24, 42, 51, 65, 73, 108]. Biitiin
Runge-Kutta metodlarimin birlegtirilmig diferansiyel denklemlerin lineer integ-
rallerini korudugu ve simplektik Runge-Kutta metodlarinin da kuadratik integ-
ralleri korudugu bilinmektedir. Higbir Runge-Kutta metodu yiiksek mertebeden
polinomsal veya lineer olmayan integralleri korumaz. Metod gercek ¢oziimler iire-

temiyorsa, simplektik yapi ve Hamiltonianlar aym anda korunamazlar [25, 51].

Enerji koruyan metodlarin gelisimi Courant, Friedrichs ve Lewy tarafindan
yapilan ¢ahgmalarla bagladi [28]. Yakin zamanlarda da adi diferansiyel denklemler
icin ayrik gradient ve ayrik varyasyonal tiirevler kullanan integral koruma metod-
larina ilgi artmigtir [84, 100, 23, 21, 48, 99|. Ayrik gradient metodlar lineer ol-
mayan evrimsel kismi diferansiyel denklemlere de uygulandi [29, 45|. Geligtirilmis
kolokasyon metodlar ve Hamiltonian sinir deger metodlar: olarak bilinen ve poli-
nomsal Hamiltonian sistemlerin enerjisini tamamen koruyan metodlar da geligti-

rilerek kullanild: [62, 63].

Yukarida sozii edilen tiim metodlar lineer olmadigi icin bu metodlarla elde
edilen sayisal ¢ozlimler, zaman boyutunda doniisiimler yapildiginda degismez de-
gildir. Ancak yakin donemde, kapali orta-nokta kuralinin bir uzantis1 olan orta-
lama vektor alani (OVA) metodu ¢ok ilgi gekmeye bagladi [100, 83|. Gaussian
quadrature kullanilarak yiiksek mertebeden OVA metodlar: geligtirildi ve bunlar
stirekli-adim Runge-Kutta metodlar: seklinde yorumlandi. [26, 52| de verilen ¢a-
ligmalarda kanonik ve kanonik olmayan Hamiltonian sistemler icin keyfi yiiksek
mertebeden OVA metodu geligtirildi ve analizleri yapildi. B-serisi metodlariyla
enerji korunumu ve simplektiklik arasinda iligki olugturuldu. Ayrik gradient me-
todlar, Hamiltonian sistemlerin integrasyonunda kullanildiginda B-serilerine ge-
nigletilemezler. [42, 25| deki galigmalarda kanonik Hamiltonian sistemler, enerji
koruyan B-serisi metodlariyla ele alindi. B-serileri kullanilarak, kanonik ve kano-
nik olmayan Hamiltonian sistemler i¢cin OVA metodunun simplektik veya Pois-
son metodlarin eglenigi oldugu gosterilebilir [26, 52|. Korteweg de Vries denklemi,
lineer olayan Schrédinger denklemi, sine-Gordon denklemi gibi birgok kismi di-

feransiyel denklem, kanonik olmayan Hamiltonian veya Poisson sistemleri olarak
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yeniden hesaplanip diizenlenebilir ve OVA metodu uygulanabilir. Son yirmi yilda,
simplektik ve multi-simplektik metodlar, Hamiltonian kismi diferansiyel denklem-
lere, integralleri koruyarak ve uzun zaman dilimlerinde iyi derecede dogruluklar
elde edilerek bagariyla uygulandi. [34] deki ¢calismada, birgok lineer olmayan kismi
diferansiyel denklemlere OVA metodu uygulandigi goriilmektedir.

6.2.2 Ortalama Vektor Alan1 (OVA) Metodu Formiilasyonu

Bu béliimde Hamiltonian sistemler icin OVA metoduna ait 6zellikler ve meto-
dun formiilasyonu anlatilirken |65, 5, 22| de verilen referanslardan yararlanilmig-

tir.

Enerji korumali diferansiyel denklemler genellikle, H(y) Hamiltonian fonk-
siyonunun yeterince diferansiyellenebilir olmas1 kabulii ile f(y) = J(y)VH(y)
seklinde verilir. J(y) ters simetrik, nxn boyutlu sabit bir matris ve H(y) ise Ha-
miltonian bagka bir deyigle sistemin enerjisi olan degismez olmak iizere, asagidaki

adi diferansiyel denklem sistemi ele alinsin.

y = f(y), y(0) =yo € R" (6.9)

Enerji koruyan ayrik gradient metodlar VH (y) ve J(y) nin uygun yaklagimlarina
dayanir. Poisson sistemleri icin simetrik ayrik gradient metodlar asagidaki gibi

verilmektedir [84, 100].

y "ty Yty - S

- J (2> NVH (y",y") (6.10)
_ 1, _
VH, (" y"") = 5 (VH (y"y"") + VH, (5" ")) (6.11)

Esitlik (6.11) deki ifade daha agik bir sekilde koordinat artiglar: ile birlikte aga-

gidaki gekilde gosterilir.
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_ 1 1 1 1 1
VHS (yn’ ynJrl) = H(y’f“r 7yg+ 7777 y:l+ 7777 y%)_H(y?+ 7y;+ 7777 y;n, 7777 y;r’,tq)

i

Enerji koruyan metodlarin bir bagka smifi da polinom halinde olan Ha-
miltonianlar i¢in geligtirilmis olan s-adimh yamuk (trapezodial) metodlardir ve
esitlik (6.12) deki gibi tanimlanir |62, 63].

y" =y +h Y b J(K;)VH(K) (6.12)
i=1
Yukaridaki tanim s = 1 degeri i¢in diizenlenecek olursa implicit orta nokta ku-
raly elde edilir. Dordiincii mertebeden 3-adim yontemi esitlik (6.13) de goriildiigii
gibi verilir [63].

h

n n+1 n n+1
yn—l—l — y”—f—— (J(y”)VH(y”) 4 4.] (y + Y ) VH (y + Yy ) + J(y"+1)VH(y”+1))

6 2 2

(6.13)

Sozii edilen bu metodlarin lineer olmamasi sebebiyle bu metodlarla elde edilen
sayisal ¢oziimler, lineer doniigiimler altinda degiskendir. Bagka bir deyisle, bu sayi-
sal ¢oziimler lineer doniigtimler uygulandiginda sabit kalmaz ve genellikle B-serisi
olarak ifade edilemezler. Esitlik (6.9) da verilen diferansiyel denklem sistemi igin
Runge-Kutta metodunun genigletilmesi ile B-serisi olarak ifade edilebilen (OVA)
ortalama vektor alani metodu esitlik (6.14) de goriildiigii gibi ifade edilir. OVA
metodu, lineer doniigiimler altinda degismez olma o6zelligine sahiptir ve kanonik

Hamiltonian sistemler icin indirgenerek ayrik gradient metoda doniigiir.

Yt =y h/ol fl+7 —y"))dr, n=0,1,.. (6.14)

Kanonik Hamiltonian sistemler i¢in olugturulan OVA metodu (6.15) de goriil-

mektedir [26].
1
g — 4 hJ/O VH (y" + 7 ("' = y")) dr (6.15)
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Lineer enerji koruyan OVA metodu Poisson sistemler igin, esitlik (6.15) de
verilen kanonik Hamiltonian sistemler igin geligtirilen OVA metodunun genigle-
tilmesiyle elde edilir [52].

n n+1 1
Yt =" B (‘y—|—2y> /0 VH (y” + 7 (y”+1 — y")) dr (6.16)

OVA metodu |26, 5| deki referanslarda Gaussian quadrature kullanilarak Gauss-
Legendre Runge-Kutta metodlarina benzer gekilde yapilandirilmigtir ve bu haliyle

stirekli-adim Runge-Kutta metodlar olarak yorumlanir. 7 € (0, 1) i¢in

1 1
Y. =y 4 h/ ar o f(Vo)do, g =y 4 h/ b f(Y,)do (6.17)
0 0

seklinde yazilir [52]. Burada ¢, = fol arodo olmak iizere Y, = y(t, + c.h) olarak
ifade edilir. Y, integral adimlari, y(t, + c¢;h) polinomsal degerlerine kargilik gelir

ve katsayilar

51 T
=7, ae=Y — [ L@)l(o), b,=1 6.18
=7 ang =3y [ )i (6.18)

seklinde verilir. Burada [; ve b; esitlik (6.19) da goriildiigii gibi, ¢y, ..., ¢; kolokasyon
noktalarindaki Lagrange interpolasyonunun baz polinomlaridir.

s

L(r)= ]I Qa bi_/ol Li(T)dr

j=1i#i G T G
(6.19)

Kanonik ve kononik olmayan 2s ¢ift mertebeli Hamiltonian sistemler i¢in Gaus-
sian quadrature kullanmilarak daha yiiksek mertebeli lineer integral koruyan OVA
metodlar geligtirilmistir [26, 52, 5]. Ornegin ¢; = 1/2 ile tek-adim Gaussian ko-
lokasyon metodu olarak OVA metodu, kapal orta nokta kuralinin genigletilmig

halidir.
2 =1/2FV3/6, L(r)=(T—a)/(a—c), br)=(T—ac)/le—a)

i¢cin dordiincii mertebeden iki-adim Gaussian OVA metodu esitlik (6.20) deki
formda verilir |26, 5].

imyah [ (;h(a)B(m ‘ (; _ “f) z2<a>B<Y2>) VH(Y,)do
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Yy =yt h/ol ((; + ?) L(o)B(V:) + ;zgw)B()@)) VH(Y,)do

g =y [ () BOY) + o) BY) VHY A (620)

Gaussian OVA metodlar1 zamana gore simetriktir ve simplektik metodlarin
eslenigidir. y"*' = @, (y") seklindeki tek-adim sayisal bir metod, y" 1 = ®_,(y")
kogulunu sagladiginda, zamana gore simetriktir ve Hamiltonian sistemler gibi ter-
sine gevrilebilir sistemlere uygulanabilir. OVA metodlar1 zamana gore simetrik-
tir. Hamiltonian sistemlerde enerjiyi tam anlamiyla koruyan OVA metodlar: gibi
B-serisi metodlar1 da simplektik degildir. Fakat 2s mertebeden OVA metodlari,
2s + 2 mertebeye kadar eglenik-simplektiktir. Bu da ;' o ¢, o U}, simplektik
olma kosuluyla ¥(y) = y + O(h?**) koordinatlarinin degistirilebilmesi anlamina
gelir [52].
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BOLUM 7

SAYISAL ORNEKLER

7.1 KOMPAKT SONLU FARKLAR METODU-
NUN SAYISAL ORNEKLERE UYGULAN-
MASI

Bir fonksiyonun ele alinan noktalar kiimesi dahilinde birinci ve ikinci tiirev-
lerine ait i¢ noktalar ve sinir noktalar: i¢in kompakt sonlu farklar semalar1 olus-
turuldu. Olugturulan bu gemalar, bunlar ile elde edilen katsay1 matrisleri ve bu

matrislerin kullanilisi1 agagida verilmektedir.

u(z) fonksiyonunun birinci tiirevine ait kompakt sonlu farklar formiilasyonu

ile elde edilen ve kesme hatasi O(h®) mertebesinde olan yaklagim semasi, u; =

% olmak iizere egitlik (7.1) de goriilmektedir. ve bu semaya ait kesme hatasi

O(h®) mertebesindedir.
h

g(“lz‘fl + 4u; + u;+1) = —Uj—1 + Ujg1 (7.1)

u(z) fonksiyonunun ikinci tiirevine ait kompakt sonlu farklar formiilasyonu ile
elde edilen ve kesme hatast O(h%) mertebesinde olan yaklagim semasi ise u;, =

% olmak iizere egitlik (7.2) de goriilmektedir.

2

E(u;/_l +10u; 4y q) = w1 — 2u; + Ui (7.2)

Kompakt sonlu farklar formiiliiniin katsayilari, yiliksek mertebeden dogruluk

elde etmek iizere Taylor agilimlar kullanilarak belirlendi. Egitlik (7.1) deki bi-
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linmeyen katsayilar, h/,j = 0,1, ...,4 seklinde oldugundan bes adettir. Bu kat-
sayilarin belirlenmesi igin 5 adet lineer bagimsiz denklem elde edildi ve her biri
sifira esitlenerek, O(h%) mertebesinden bir dogruluk ile bu katsayilar belirlendi.
Esitlik (7.2) deki katsayilar ise h/,j = 0,1, ...,4,5 geklinde oldugundan alt1 adet
bilinmeyen katsayinin belirlenmesi i¢in elde edilen alt1 adet denklem, lineer ba-
gimli oldugundan ¢oziilemedi. Bu yiizden ilk 6 parametre igin ilk beg denklem
kullanildi. Kisaca kesme hatasi, semanin diger tarafinda h® iceren terimin karsi-

lig1 olmadigindan, O(h%) mertebesinde gerceklesti.

i =1 ve ¢ = N smur degerleri bilinen problemler ele alinacagindan (7.1)
ve (7.2) de verilmis olan birinci ve ikinci tiirev i¢in elde edilen gemalar, Sekil 7.1
de goriildiigii gibi < = 3 den 7 = N — 2 ye kadar olan i¢ noktalar i¢in kullanildi.
t =1 ve 1 = N simir degerleri bilindiginden, ¢6ziimiin sinir degerlerine ait semasi
birinci tiirev i¢in ¢ = 2 noktasinda kullanilmak {izere esitlik (7.3) de verildigi gibi

elde edildi.
h / ’ !/
g(—17u1 — 14wy + ug) = ug + 8uy — Yuy (7.3)

Birinci tiirev icin ¢« = N — 1 noktasinda kullanilmak iizere elde edilen sinir de-
gerlerine ait gema ise egitlik (7.4) deki gibi elde edildi. (7.3) ve (7.4) de verilen

semalar O(h®) mertebesinden dogruluga sahiptir.

h /1, 5 19 9,
g gU/N_g — guN_z‘f—guN_l + guN = —UN-1 +UN (74)

(ozlimiin sinir degerlerine ait semasi ikinci tiirev i¢in ¢ = 2 noktasinda kullanil-
mak iizere egitlik (7.5) de verildigi gibi elde edildi.
2

h/ " 17 " 17
E(Mul — Bugy + dug — Bbuy) = up — 2u; + Uiy (7.5)

Ikinei tiirev icin 4+ = N — 1 noktasinda kullanilmak iizere elde edilen simir
degerlerine ait gema ise esitlik (7.6) deki gibi elde edildi. (7.5) ve (7.6) de ve-
rilen gemalar O(h%) mertebesinden dogruluga sahiptir. Bu semalarin probleme

uygulanig1 Sekil 7.1 de goriilmektedir.

h2 " " 1" "
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Up=a u, u, s o LR &R Unt “n2 “w
I I I 1 [l | | | 1 [l |
I I I I I I I ] I I I

i=1 =z =3 Sl W ERR o foes d =2 =Nl =W
Bilinen
Smr $emast Deger

Bilinen i
Deser Smr Semas Ig Sema

Sekil 7.1: 1-D N adet diigiim noktasinin olugturdugu 1zgarada i¢ noktalar ve sinir

kompakt semalarin uygulanis

Yukarida verilen semalarin N = 7 nokta i¢in uygulanigi ve matrislerin

olugturulmas: agagida gosterildigi gibi olmaktadir.

I¢ Noktalara Birinci Tirev Yaklagim Semasinin Uygulaniga:

i=2i¢in:  B(uy +duy +ug) = —ug +ug
i=3icin:  B(uy + dug + uy) = —us + uy
i =4 igin: %(u; + 4uly + ug) = —us + us

Swnwr Noktalarina Birincit Tirev Yaklagim Semalarinin Uygulanig:

i=1igin:  B(—17u) — 1duy + uy) = ug + 8ug — us
h
3

1,/ 5,/ 19, 7 9,,/) —
<7u2—§u3+§u4+§u5>——u4+u5

1 =5 i¢in: S

Bu gsemalardan birinci tiirev icin elde edilen matrisler ise asagida goriilmektedir.

mow kg “
Low s g %
e I T I I B O
0 0 bow o Y
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Uy
Ug
U= us
Uy

Us

Ky

-9 0
0 1
-1 0
0 -1
0 0

o = O O

H,

o o o O

Bu matrisler kullanilarak egitlik (7.7) yardimiyla fonksiyonun N adet nok-

tadaki U’ birinci tiirev degerleri hesaplanda.

AU = K\U + H,

(7.7)

Esitlik (7.7) de U " ve U bilinmeyenlerinin hesaplanabilmesi icin bilinen A; mat-

risine LU ayrigtirma teknigi uyguland: ve diger iglemler asagidaki sekilde gercek-

legtirildi.

U UU = Uy ' U + Uy LGy

U =0,U+ S,

T, = Ly' K,

(LolUg)U' = K U + H,

LitLoUgU = Ly K\U + Lyt Hy

Gy =Ly H,

UU =TU + Gy

S =U'Gy

(7.8)

(7.9)
(7.10)
(7.11)

(7.12)

(7.13)

Esitlik (7.13) problemde U " yaklasimi icin kullanilacak matrisleri icermektedir.

Benzer islemler ikinci tiirev i¢in de asagida goriildiigii sekilde gerceklestirildi.

I¢ Noktalara Ikinci Tirev Yaklasim Semasinin Uygulanige:

13 (u

B (uy + 10uz + uy) = ug — 2ug + uy

i =2i¢in: 2
i=3igin: 2
i=4igin: 2

13 (u
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Swnar Noktalarina Ikinci Tirev Yaklagim Semalarinin Uygulanige:

i=1igin: 2 (14uy — Buy + duy — 5uy) = ug — 2ug + ug

i =5 i¢in: ?—2(—1/1/ + 4wy — g + 1duy) = uy — 2us + ug

Bu semalardan ikinci tiirev icin elde edilen matrisler ise agagida goriilmektedir.

ST uy
L% oo oo uy
Ay=| o B a2 m U’ = | u
U = L u
0 - Y | uj |
R 21 0 0 0] [ |
g 1 =2 1 0 0 0
U= u Ks=| 0 1 -2 1 0 Hy=1| 0
s 0 0 1 -2 1 0
s | 00 0 1 -2 g

Bu matrisler kullanilarak esitlik (7.14) yardimiyla fonksiyonun N adet nokta-

daki U” ikinci tiirev degerleri hesaplanir.
AU" = KyU + H, (7.14)

Esitlik (7.14) de U" ve U bilinmeyenlerinin hesaplanabilmesi icin bilinen A, mat-
risine LU ayrigtirma teknigi uygulandi ve diger islemler birinci tiirev i¢in yapilan
islemlere benzer sekilde gerceklestirildi. Esitlik (7.20) problemde U” yaklagimi

icin kullanilacak matrisleri icermektedir.
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(LoUg)U" = KU + H, (7.15)
Lyt LoUgU" = Ly KoU + Ly H,

Ty = Ly ' K> (7.16)
Gy = Ly'H,y (7.17)
UU" = ToU + Gy (7.18)

U U U" = Uy U 4+ Uy Gy
Sy = Uy ' Gy (7.19)
U' = CoU + S, (7.20)

Yukarda elde edilen kompakt sonlu farklar semalari, dogruluklarinin izlenmesi
amaciyla once basit Orneklere daha sonra kesirli mertebeden kismi tiirevli di-
feransiyel denklemlere uygulandi. Problemlerin ¢oziimlerinde MATLAB R2012b
kullanilda.

7.1.1 Kompakt Sonlu Farklar Metodunun Adi ve Kismi T1i-
revli Tamsayil1 Mertebeden Diferansiyel Denklemlere

Uygulanmasi

ORNEK 7.1:
Ugy + Uy = f(x) (7.21)

Adi homojen olmayan diferansiyel denklemiyle 0 < x < 1 araliginda tanim-
lanan problemde f(z) = —2z — 1 ve sinir kogullar u(0) = 0 ve u(1) = 0 olarak

verilmektedir. Probleme ait analitik ¢oziim ise u(r) = —z? + x seklindedir.

Yukarida elde edilen semalar uygulanarak egitlik (7.21) yeniden diizenlen-

diginde esitlik (7.24) elde edildi.

CiU + Sy + CyU + S5 = f(x) (7.22)
U = inv(Cr + Co) [f(z:) — S1(i) — Sa2(i)] (7.24)
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(ozlime ait grafik Sekil 7.2 de goriilmektedir. Bu ¢oziime ait hata ise N = 21
nokta icin 2.4147¢~1 olarak elde edildi.

KSF ile gazim
*  Gergek cdzidm
025+ A
02r
015
01F
.05+
1 1 1 1 1 | | 1 1

Sekil 7.2: Ornek 7.1 in N = 21 nokta icin ¢oziim grafigi

ORNEK 7.2:

Bir boyutlu konveksiyon-difiizyon adi homojen olmayan diferansiyel denk-

lemi 0 < z < 7 araliginda 1(0) = 0 ve ¢(7) = 0 sinir kogullariyla verilmektedir.

dy) a4
L ela) Ly = dlw) (7.25)

a(z)y + b(x)
Esitlik (7.25) deki katsay: fonksiyonlar: (7.26) daki gibidir.
a(z)=1, blz)=1, «c(x)=1, d(z)=cos(x)+ 2sin(z) (7.26)

Probleme ait analitik ¢oziim ise ¢(z) = sin(x) fonksiyonudur.
Yukarida elde edilen gemalar uygulanarak esitlik (7.25) yeniden diizenlendiginde
esitlik (7.28) ve (7.29) elde edildi.
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U = inv(l + Cy — Cy) [f(x;) — Si(i) + Sa(i)] (7.29)

Coziime ait grafik Sekil 7.2 de goriilmektedir. Bu ¢6zlime ait hata ise N = 21
nokta icin 2.0694e~% olarak elde edildi.

KSF ile gdzim
#  Gergek gozlm

0sr

0sr

0.7

06F

o5t

04

03r

0z2r

Sekil 7.3: Ornek 7.2 nin N = 21 nokta icin ¢6ziim grafigi

ORNEK 7.3:

Pu(z,t) 48u(9c, t)
O0x? ot

=0 (7.30)

Kismi tiirevli homojen diferansiyel denklem simifindan olan ve esitlik (7.30) da
verilen 1s1 denklemi 0 < x < 2 uzaysal ve 0 < ¢ < 1 zaman aralhiginda tanimlan-
mstir. Problemde smir kosullart u(0,t) = £ ve u(2,t) = 4+5 , baslangi; kosulu da
u(x,0) = 2? olarak verilmektedir. Probleme ait analitik ¢ziim ise u(x,t) = 2*+ %

seklindedir.
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Uzaysal boyutta yukarida elde edilen ikinci tiirev icin ic ve sinir kompakt se-
malari, zaman boyutunda da zaman adimi At = k£ = 0.001 alinarak sonlu farklar
semalari, kapali yaklagimla uygulanarak, egitlik (7.30) yeniden diizenlendiginde
esitlik (7.35) elde edildi.

ColU? + Sy =4 (“j_k“ﬂ) (7.31)
IZC’ng + ZSQ(Z') =l —ul ! (7.32)

Ui — Z@Ug _ Zsm) e (7.33)

(I — ch) Ul = ng(z') 4wl (7.34)
Ul = inv (1 - i@) ESQ@) + u{‘l} (7.35)

H, ve Hs vektorlerinde bilinen sinir degerleri agagidaki gibi yerine yazilir ve boy-

lece C5 matrisinin hesaplanmasi iglemine katilmig oldu.

[ £/2 | 2]
0 0
Hy = 0 Hy, = 0
0 0

0 | L A4t)2

(oziime ait grafik Sekil 7.4 de, farkli sayida nokta ve farklh £ degerleri igin
hata degerleri ise Tablo 7.1 de gosterilmigtir.
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1500

Sekil 7.4: Ornek 7.3 iin N = 121 nokta ve k=0.001 icin ¢oziim grafigi

k N =21 N =121 N =521
0.1 | 5.7732e-15 | 7.7049¢-13 | 6.3660e-12
0.01 | 5.7732e-15 | 5.8664e-13 | 9.5670e-12
0.001 | 2.1938e-13 | 2.2071e-13 | 7.7378e-12

Tablo 7.1: Ornek 7.3 e ait hata degerleri (KSF Metodu)
ORNEK 7.4:

Esitlik (7.30) da verilen u,, — 4u; = 0 homojen 1s1 denklemi yine 0 <
r < 2 uzaysal ve 0 < ¢t < 1 zaman araliginda ancak farkhi sinir kogullariyla
ele alindi. Problemde smir kogullart w(0,¢) = 0 ve u(2,t) = 0, baglangig ko-

sulu da u(z,0) = 2sin (7) olarak verilmektedir. Probleme ait analitik ¢oziim ise

u(z,t) = 2sin (Z£) e~ /16 geklindedir.

Uzaysal boyutta yukarida elde edilen ikinci tiirev icin i¢ ve sinir kompakt se-

malari, zaman boyutunda da zaman adimi1 At = k = 0.001 alinarak sonlu farklar
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semalari, kapali yaklagimi uygulanarak, yine 6érnek 7.3 te oldugu gibi diizenlenirse

esitlik (7.30) yeniden diizenlenerek esitlik (7.36) elde edildi.

Ul = inv (I — ZC&) |:ZSQ<Z) +ul !

(7.36)

H, ve H, vektorlerinde bilinen siir degerleri yerine sifir yazilacagi da burada
hatirlanmalhidir. Cozlime ait grafik sekil 7.5 de goriilmektedir. Cozlime ait grafik
Sekil 7.5 de, farkh sayida nokta ve farkli k£ degerleri i¢in hata degerleri ise Tablo
7.2 de gosterilmigtir.

1500

Sekil 7.5: Ornek 7.4 iin N = 121 nokta ve k=0.001 icin ¢oziim grafigi

k N =21 N =121 N =521
0.1 0.0199 0.0199 0.0199
0.01 0.0020 0.0020 0.0020
0.001 | 2.0677e-04 | 2.0677e-04 | 2.0677e-04

Tablo 7.2: Ornek 7.4 e ait hata degerleri (KSF Metodu)
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ORNEK 7.5:

Ou(w,t) k82u(x, t)
ot Ox?

=0 (7.37)

Kismi tiirevli homojen diferansiyel denklem simfindan olan egitlik (7.37) de
verilen 1s1 denklemi 0 < x < 1 uzaysal ve 0 < ¢ < 1 zaman aralhiginda tanimlan-
mugtir. Problemde sinir kogullarn w(0,¢) = f(x) ve u(1,t) = 0, basglangi¢ kosulu
da u(z,0) = f(x) ve f(z) = 6sin(mz) olarak verilmektedir. Probleme ait analitik

¢Oziim ise u(z,t) = 6sin(mz)e " geklindedir.

Uzaysal boyutta kompakt semalar ve zaman boyutunda da sonlu farklar
semasi, kapah yaklagimla uygulanarak egitlik (7.37) yeniden diizenlendi ve esitlik
(7.38) elde edildi.

Ul = inv (I — KCy) [k2Ss (i) + ul '] (7.38)

H, vektoriinde bilinen siir degerleri agagidaki gibi yerine yazildi ve boylece Cy
matrisinin hesaplanmasi iglemine katilmig oldu. Coziime ait grafik Sekil 7.6 da,
farkli sayida nokta ve farkli k degerleri igin hata degerleri ise Tablo 7.3 de goste-

rilmigtir.
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Sekil 7.6: Ornek 7.5 in N = 121 nokta ve k=0.001 icin ¢oziim grafigi

k N =21 N =121 N =521
0.1 0.1046 0.1046 0.1046
0.01 | 2.6595e-04 | 2.6460e-04 | 2.6460e-04
0.001 | 5.3047e-07 | 2.8947e-07 | 2.8935e-07

Tablo 7.3: Ornek 7.5 e ait hata degerleri (KSF Metodu)

ORNEK 7.6:

ou(z,t)  Ou(w,t)
ot 02

(7.39)

Kismi tiirevli homojen diferansiyel denklem simifindan olan egitlik (7.39) de
verilen 1s1 denklemi 0 < x < 1 uzaysal ve 0 < ¢ < 1 zaman araliginda tanimlan-
mistir. Problemde smir kogullart «(0,t) = 0 ve u(1,t) = sin(m)e ™" | baglangic
kogulu da u(z,0) = sin(mwz) olarak verilmektedir. Probleme ait analitik ¢oziim ise

u(z,t) = sin(rz)e ™" seklindedir.
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Uzaysal boyutta kompakt semalar ve zaman boyutunda da sonlu farklar
semasi, kapali yaklagimla uyguland ve egitlik (7.39) yeniden diizenlenerek, egitlik
(7.40) elde edildi.

Ul = inv (I — kCy) [kSa(i) +ul '] (7.40)

H, ve Hjy vektorlerinde bilinen sinir degerleri agagidaki gibi yerine yazildi ve

boylece C5 matrisinin hesaplanmasi iglemine katilmig oldu.

t/2

H,y H,

I
o o o

I
o o o o o

Coziime ait grafik Sekil 7.7 de, farkli sayida nokta ve farklh £ degerleri i¢in
hata degerleri ise Tablo 7.4 te gosterilmigtir.

250

Sekil 7.7: Ornek 7.6 nin N = 121 nokta ve k=0.001 icin c¢oziim grafigi
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k N=21 | N=121 | N =521
0.1 0.1306 | 0.1306 0.1306
0.01 | 0.0174 | 0.0174 0.0174
0.001 | 0.0018 | 0.0018 0.0018

Tablo 7.4: Ornek 7.6 ya ait hata degerleri (KSF Metodu)

7.1.2 Kompakt Sonlu Farklar Metodunun Kismi Tiirevli
Kesirli Mertebeden Diferansiyel Denklemlere Uygu-

lanmasi

ORNEK 7.7:

ou(z,t)
ot

0“u(z,t)

= d(z) or®

+q(x,t) (7.41)

Kismi tiirevli uzay-kesirli mertebeden homojen olmayan diferansiyel denklem
smifindan olan egitlik (7.41) de verilen difiizyon denklemi 0 < z < 1 uzaysal ve ve
0 < ¢ zaman koguluyla tamimlanmgtir. Problemde smir kosullart w(0,t) = go(¢)

ve u(l,t) = ¢1(t), baslangic kosulu da u(xz,0) = f(z) olarak verilmektedir.

'(2.2)x28

f(x) = 23 olarak kullanilacaktir. Difiizyon katsay1 fonksiyonu d(x) = S

ve kaynak/alic1 (source/sink) fonksiyonu ¢(z,t) = —(1 + z)e *x® olarak tanim-
lanmaktadir. Kaynaklar sisteme enerji veya materyal saglarken, alic1 sistemden
enerji veya materyal absorbe eder. Probleme ait analitik ¢6ziim ise tamsayil tiirev

mertebesi o = 2 icin u(z,t) = e~'2® geklindedir.
Caputo Kesirli Tirev Taniminin Probleme Uygulanmass:

Esitlik (3.32) ile verilen Caputo kesirli tiirev tanimi, problem uzaysal bo-

yutta kesirli mertebeden tiirev icerdiginden asagidaki seklide ifade edildi.

u™ (1)

1 T
F(TL — CY) /a (ZL‘ — a>a—n+1 dp, [Oé] <n< [Oé + 1]

(e Do f) (x) =

(7.42)

Asgagida Caputo kesirli tiirev taniminin esitlik (7.42) ile verilen problemin uzay-

kesirli mertebeden tiirevli kismina uygulanigi adim adim gosterilmektedir. Tanimdaki
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kosul geregi n = 2 almarak uygulandiginda (7.43) elde edildi.

oPu(x,t) 1 2 u® ()
Ox!8 _F(O.Q)/a (:L'i—u)agdu (7.43)
Tt L [ o ) (744
ox's T T(02) Jo T VAR '

Esitlik (7.44) deki integral igeren boliime arka arkaya iki kez kismi integral kurali
uygulandi ve

O Pu(x,t) 1 36 1’1( )
orts T T(0.2)25 o T H

Pui(p)dp (7.45)

elde edildi. (7.45) te goriilen w;(p) ifadesi p = x; noktasi civarinda agagidaki gibi

Taylor serisine agilarak yerine yazildi.

u Tt u’ Tt
wi(p) = u(x;, t) + (1‘ )(x, —p) + (2' >(xz — )+ (7.46)
OBu(x,t)
- % wi(m — )2 Lz, t) + ul(mi’t> (2 — p) + u”(%’t) (zi —p)? ¢ d
T(02)25 o TN i TR gy TR pak
O Bu(z,t) 1 36 zi os
A
+ d(m)/O (g — ) g+ (7.48)
B
v (@,f) / (s — ) OSdp
2 0
c
~1.8 —0.8 0.8
A::—xi B = _Li C’::—xi
1.8 0.8 0.4
olmak iizere u(z) in ve tiirevlerinin h a bagh katsayilar1 agagidaki gibi hesaplandi.
21°(2.2 3I'(2.2
= —7( ) b .= —7( ) (7.49)
150(0.2) 100(0.2)

Caputo kesirli tiirev taniminin kullanilmasiyla (7.41) de verilen uzay-kesirli mer-
tebeden kismi tiirevli diferansiyel denklem, asagida goriildiigii gibi kismi tiirevli

tamsayili mertebeden diferansiyel denklem haline doniistiirildii.

8u(agz, t) = azau(z,t) + b (z,t) — 223bu” (z,t) + q(x, ) (7.50)
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Problemin Diskritizasyonu:

Esitlik (7.50) de ele alinan problemi ifade eden denklemin, zaman boyu-
tunda sonlu farklar semas1 ve uzaysal boyutta da fonksiyonun birinci ve ikinci
tiirevlerine ait (7.1), (7.2), (7.3), (7.4), (7.5) ve (7.6) da elde edilmis olan kom-
pakt semalarla ve kapali yaklagimla diskritizasyonu agagida goriilmektedir.

u{ — it

Tl — (axiu{(x,t) + b (z,t) — 2bx?ufl,(x,t)> = q(z4,t) (7.51)

uf(x, t) — kaa:iug(a?, t) — kbx?u{l (x,t) + 2k:b:c§’u£”(:c, t) = kq(xi, t) + uz_l(x, t) (7.52)

(1 — kax;) U — kbx (CLU + S1) + 2kba (CoU + So) = kq(z;,t) + ug_l(a:, t) (7.53)

Esitlik (7.52) de gerekli diizenlemeler yapilarak diskritizasyon gemasimin son hali

agsagidaki gibi elde edildi.

(1 — kaz;) I — kbaCh + 2kba Co| ul (w,t) = kq(wi, t)+ul " (w, t)+kba? Sy (i) —2kba} Sa(3)

(7.54)

H, ve Hjy vektorlerinde bilinen sinir degerleri agsagidaki gibi yerine yazildi ve

boylece bu degerler C'; ve Cy matrislerinin hesaplanmasi iglemine katilmig oldu.

o o o O

e—t

=
I
o o o o o
&=
|

(ozlime ait grafik Sekil 7.8 de goriilmektedir. Problemin ¢oziimiinde, kesirli
tiirev mertebesi a = 1.8 olarak alindi1 ve @ = 2 tamsayilh mertebeden analitik
¢Oziim sonucuyla kargilagtirilarak hata hesabi yapildi. Bu ¢oziime ait farkh sayida

nokta ve farkli k£ degerleri icin hata degerleri ise Tablo 7.5 te gosterilmigtir.
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k N=21 | N=121 | N =521
0.1 0.1199 | 0.0565 0.0772
0.01 | 0.5837 | 0.1990 0.0357
0.001 | 0.8121 0.7334 0.4060
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Sekil 7.8: Ornek 7.7 nin N = 121 nokta ve k=0.001 icin ¢oziim grafigi

Tablo 7.5: Ornek 7.7 ye ait hata degerleri (KSF Metodu)



7.1.3 OVA Metodunun Kismi Tiirevli Tamsayili Mertebe-

den Diferansiyel Denklemlere Uygulanmasi

ORNEK 17.9: - Ornek 7.3 e OVA Metodu Uygulanmase

Ornek 7.3 te esitlik (7.30) ile verilen denklem, d“fl"’t‘”’t) = u ve dQngi’t) =

Uz, kisa gosterimleriyle (7.93) deki gibi tekrar ifade edilirek metod uygulanda.
Metodun uygulanarak egitlik (7.96) da verilen diskritizasyon gemasinin kapali

yaklagimla elde ediligi agagida goriilmektedir.

w = % (7.55)

Jj+1 J
i U 1

j+1 g j j+1 j j+1 j j+1
u;  —j 1 l“z‘—1 +w; (Uz + > 4 Uipq + uz’—i—l]

21_2 .
5 . (7.57)

1 0 (1 1\ j41 1 240 1 5 /1 1Y\, 1 ;
— <t +(*+*>U§ —Wufﬂ:@quJr(g—m)u%rﬁugﬂ(?%)

(oziime ait grafik Jekil 7.15 de, farkh sayida nokta ve farkli k£ degerleri
icin hata degerleri ise Tablo 7.7 de gosterilmigtir.
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Sekil 7.9: Ornek 7.9 un N=121 nokta ve k=0.01 icin ¢oziim grafigi

k N =21 N =121 N =521
0.1 | 4.8850e-15 | 4.8517e-14 | 3.3572e-12
0.01 | 2.9976e-15 | 1.0036e-13 | 2.6823e-12
0.001 | 1.9362e-13 | 3.8358e-14 | 2.7915e-12

Tablo 7.6: Ornek 7.9 a ait hata degerleri (OVA Metodu)

ORNEK 7.10: - Ornek 7.4 e OVA Metodu Uygulanmass

Ornek 7.3 te esitlik (7.30) ile verilen ve esitlik (7.87) de daha kisa bicimde
gosterilen denklem, Ornek 7.4 te ayni uzaysal ve zaman araliginda ancak farkl
sinir kogullariyla ele alinarak ¢oziilmiigtii. Probleme, OVA metodu uygulandiginda
elde edilen gema esitlik (7.96) da verilmektedir.

(ozlime ait grafik Sekil 7.16 da, farkh sayida nokta ve farkh £ degerleri

icin hata degerleri ise Tablo 7.8 de gosterilmigtir.
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Sekil 7.10: Ornek 7.10 un N=121 nokta ve k=0.01 icin ¢oziim grafigi

k N=21| N=121 N =521

0.1 0.0012 | 1.7315e-04 | 2.0918e-04
0.01 | 0.0014 | 3.5914e-05 | 2.0039e-06
0.001 | 0.0014 | 1.0036e-13 | 8.6013e-08

Tablo 7.7: Ornek 7.10 a ait hata degerleri (OVA Metodu)

ORNEK 7.11: - Ornek 7.5 ¢ OVA Metodu Uygulanmas:

Ornek 7.5 te esitlik (7.37) ile verilen denklem, d”gf’t) = u; ve dQZg’t) = U, KiSa

gosterimleriyle (7.97) deki gibi tekrar ifade edilirek metod uygulandi. Metodun
uygulanarak egitlik (7.100) de verilen diskritizasyon semasimin kapali yaklagimla

elde ediligi agagida goriilmektedir.

Uy = kg, (7.59)

UM 20 ) (7.60)
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ko 1k
——u]-jll + (* + 7) U

2h2 " k ~ h?

Qozlime ait grafik Sekil 7.17 de, farkhi sayida nokta ve farkh & degerleri i¢in

1k

252 Wit

1 j j+1
i ul +ult
_2 7 7

2

4 Eo
+1
= 2h2 iy

hata degerleri ise Tablo 7.9 da gosterilmigtir.

Sekil 7.11: Ornek 7.11 in N=121 nokta ve k=0.001 icin ¢6ziim grafigi

j j+1
) n Uipq + Uz’+1]

2

1 kN ; kg
+<%—ﬁ)ug+2—h2ug+l (7.62)

150

k N =21 N =121 N =521
0.1 0.0028 0.0017 0.0018
0.01 0.0011 3.0600e-05 | 1.5884e-06
0.001 | 1.2047e-04 | 3.3490e-06 | 1.7835e-07

Tablo 7.8: Ornek 7.11 e ait hata degerleri (OVA Metodu)
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ORNEK 7.12: - Ornek 7.6 ya OVA Metodu Uygulanmas

Ornek 7.6 da esitlik (7.39) ile verilen denklem esitlik (7.101) deki gibi yazilarak
metod uygulandi. Metodun uygulanarak esitlik (7.104) de verilen diskritizasyon

semasinin kapal yaklagimla elde edilisi asagida goriilmektedir.

Up = Ugy (7.63)

B~ _ g (u{ L= 2ul + qu) (7.64)

i+1_ g +1 +1 j+1

2 2

R R Y R U R R B | 1
h251+(/c+ﬁ)“2 _W“g“:W“g—ﬁ(k h2> gt (7.66)

(ozlime ait grafik Jekil 7.18 de, farkh sayida nokta ve farkli k£ degerleri icin hata
degerleri ise Tablo 7.10 da gosterilmigtir.

08 L
HE i
T

140

240

Sekil 7.12: Ornek 7.12 nin N=121 nokta ve k=0.01 icin ¢dziim grafigi
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k N =21 N =121 N =521
0.1 0.0326 0.0335 0.0336
0.01 | 4.5882e-04 | 2.7787e-04 | 2.9779e-04
0.001 | 7.5360e-04 | 1.8026e-05 | 1.8673e-06

Tablo 7.9: Ornek 7.12 ye ait hata degerleri (OVA Metodu)

7.1.4 OVA Metodunun Kismi Tiurevli Kesirli Mertebeden

Diferansiyel Denklemlere Uygulanmasi

ORNEK 7.13: - Ornek 7.7 ye OVA Metodu Uygulanmas:

Ornek 7.7 de esitlik (7.41) ile verilen kismi tiirevli uzay-kesirli mertebe-
den homojen olmayan diferansiyel denklem sinifindan olan difiizyon denklemi, bu
ornekte de ayni sinir ve baglangic kogullar1 ve @ = 1.8 kesirli tiirev mertebesi
ile ele alindi. Caputo kesirli tiirev tanimi kullamlarak, esitlik (7.41) de verilen
uzay-kesirli mertebeden kismi tiirevli diferansiyel denklem esitlik (7.50) de

Ou(x,t)
ot

= azqu(z,t) + br?u (x,t) — 22500 (2, 1) + q(z, 1)

seklinde elde edilen tamsayili mertebeden kismi tiirevli diferansiyel denklem ha-
line doniistiiriildiikten sonra denkleme uzaysal boyutta ileri farklar metodu ve
zaman boyutunda OVA metodu uygulanarak ¢oziildii. Egitlik (7.50) nin egitlik
(7.105) de daha kisa ve yeniden diizenlenmis halde gosterilmesinin ardindan me-

todlarin uygulanmasiyla elde edilen diskritizasyon semas egitlik (7.108) de veril-

migtir.
uy = q(z,t) — 2bx3 Uy, + br?iu, + azu (7.67)
g+l g o%x3 . , br? , . .
u; . i _ q(z,t) — hgl (qu —2ul + ugﬂ) + % (ugﬂ - ug) +aru  (7.68)
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(7.69)

w a(at) — 2 vy tuily (et g

L ) 2 2 2 2
bof [ulyy +uliy _ ul ™) Tl el
h 2 2 2

bm? 1 1 2bm§’ bx? azx; j+1 bx? bm? j+1

i +<k:_ RN TR )“g +<h2 - 2h>ug+1 - Y

b3 i 1 20z} ba?  am; bx} | ba} J
= q(aj,t) — % w;_q + 25 + 12 - oh + ‘EE* u; + —“Eﬁf + oh Wit

(oziime ait grafik Sekil 7.19 da, farkli sayida nokta ve farkli £ degerleri igin

hata degerleri ise Tablo 7.11 de gdosterilmigtir. Tabloda goriilen degerler mutlak

hata geklinde hesaplansa da aslinda sadece metodun uygunlugunu géstermektedir.

Clinkii bu degerler a = 1.8 i¢in elde edilen ¢oziimiin, o = 2 i¢in verilen gercek

¢oziim ile kiyaslanmasiyla elde edildi.

T R,
OB
T

140

1500

Sekil 7.13: Ornek 7.13 iin N=121 nokta ve k=0.001 icin ¢oziim grafigi
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k N=21 | N=121 | N =521
0.1 0.0178 | 0.0175 0.0222
0.01 | 0.0126 | 0.0264 0.0314
0.001 | 0.0122 | 0.0273 0.0324
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Tablo 7.10: Ornek 7.13 e ait hata degerleri (OVA Metodu)(a = 2 ile kiyaslandi)




BOLUM &

KISMI TUREVLI ZAMAN-KESIRLI
MERTEBEDEN LINEER SCHRODINGER
DENKLEMININ SAYISAL COZUMU

G n 0%y (x,t)

Lineer homojen olmayan kismi tiirevli zaman-kesirli mertebeden Schrodinger
Denklemi o = 0.3 se¢imiyle esitlik (8.1) de verilmektedir.

2t2—o¢
['3—a)

2t2—a

g(x,t) = TB-a)

sin(z) — t* cos(x) + i ( cos(z) — t* sin(x)) (8.2)

0 <z < 2muzaysal ve 0 <t < 1 zaman araliklarina tanimlanan problemin sayisal

¢Oziimii (8.3) deki gibidir.
Y(z,t) = t* (cos(r) + isin(z)) (8.3)

At = k = 1/1000 olmak {izere, kompleks bir fonksiyon ve/veya kesirli ya da
tamsayili mertebeden tiirevleri arasindaki bir iligki olan Schrodinger denklemiyle
ifade edilen problemde, sinir ve baglangic kogullar1 da denklemin gercel ve sanal

kisimlari i¢in agagida goriildiigii gibi ayr1 ayri verilmektedir.

u(0,t) = Vgercer(0, ) = (8.4)
(27, ) = Yyereer (2, 1) = ¥ cos(2) (8.5)
U<O’ t) = wsanal(ov t) =0 (86)
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v(27,1) = Vaanat (27, 1) = t*sin(27) (8.7)
U(I, 0) = ¢gercel(xy 0) =0 (88)

v(x,0) = Ysanar(z,0) =0 (8.9)

Y (x,t) fonksiyonu, gergel ve sanal kisimlar: ile yeniden asagidaki sekilde yazila-
bilir.
P(z,t) = u(x,t) +iv(x,t) (8.10)
Yukarida goriilen ve daha once [123] da refere edilen Wei ve arkadaglarimin
ele aldigr problem, homojen ve non-homojen olmak iizere iki durum i¢in KSF ve
OVA metodlar ile ¢oziildii. Denklemin diskrtizasyonundan once gercel ve sanal
kisimlar1 ayrilarak problem bir denklem c¢ifti haline getirildi. Daha sonra kesirli
mertebeden tiirev iceren kisimlarina Caputo kesirli tiirev tanimi uygulanarak bu

kisimlar tamsayili mertebeden tiirevler kombinasyonu seklinde ifade edildi. Bu

asamadan sonra KSF ve OVA metodlar1 probleme uygulandi.

8.1 KOMPAKT SONLU FARKLAR (KSF) ME-
TODU ILE ¢OZUMU

1. DURUM: Problemin Non-homojen Denklem Olarak Ele Alinmasi:

Problemin Denklem Cifti Haline Getirilmesi:

Esitlik (8.10) kisaca (8.11) deki gibi gosterilebilir.
Y =u+iv (8.11)

0% (u+iv)  0*(u+iv)
Llti) Fuvi) (8.12)
215276! . 2 . 2t2ia 2
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2 2—a .
%? + % = FQ(t3_a) COS(%) — t2 Sln(x)
(8.13)
5%y . 2u 2 .
_37 + % = —F2(%_a) Sln(x) — 2 COS(:L‘)

Esitlik (8.2) nin gercel ve sanal kisimlar kisa gosterim amaciyla agagidaki gibi

ayrildi.
( t)——ﬂs' (z) — t* cos( )+'<2t2acos( ) — % sin( )) (8.14)
g(x,t) = TG a) in(x x) +i TG—a) x in(x :
A B
Yol . 2 .
ZO (u+w)+8(u+zv):A+iB (8.15)

ate Ox?

Problemin denklem ¢ifti olarak kisaca gosterimi (8.16) daki gibidir.
%y | 0%
o Toz = B
(8.16)

% | Pu  _
_ata+a:c2 = A

Caputo Kesirli Tirev Taniminin Probleme Uygulanmasa:

Caputo kesirli tiirev tanmiminin esitlik (8.16) da elde edilen denklem ¢iftinin
zaman-Kesirli mertebeden tiirevli kisimlarina uygulanisi asagida gosterilmektedir.
Kesirli tiirevlerin mertebesi @ = 0.3 oldugundan, tanimdaki kogul geregi

n = 1 almarak uyguland: ve esitlik (8.18) elde edildi.

OPux,t) 1t wW(p)
o3 r(o.7)/o (ti—u)o.zd“ (8.17)
’ ;gﬁ’t) = r(éj) /0 = 1) (o) (8.18)

Esitlik (8.16) deki integral i¢eren boliime bir kez kismi integral kurali uygulanarak

u(x,t) 3 t; i
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elde edildi. (8.19) da goriilen wu;(p) ifadesi, 1 = t; noktasi civarinda agagidaki gibi
Taylor serisine acilarak yerine yazildi.

u (x,t;)
1!

u” (x,t;)

2!

wi(p) ~ ulx, t;) + (t; —p) + (ts — ) + ... (8.20)

0%3u(x,t) B

g103
3 ti _ u'(z,t; u(x,t
= 10F(07)/o () {U(x,tz‘) + (1! >(fz' — )+ (2! )(tz‘ - M)Q} dp

(8.21)

0%3u(z, 1)
o103
_ 3 N -1
/ h r (8.22)

) [ (= ) dp
R

u'(z,t;) [t . N07

+—5 /O(tz )" dp
S

olmak {izere u(x,t) nin ve tiirevlerinin At = k ya bagh katsayilar agagidaki gibi

elde edildi.

10 10 10
3 1 ) 7 [ 17 ) ( )

Esitlik (8.16) da elde edilen denklem ¢iftindeki gercel kismi sembolize eden

u fonksiyonu i¢in yapilan Caputo kesirli tiirev uygulamasinin aynisi, denklem cif-

tindeki sanal kismi sembolize eden v fonksiyonu icin de gecerlidir.

Kisalik i¢in m := ﬁ kabulii ile egitlik (8.16) da verilen denklem ¢ifti, u

ve v fonksiyonlarinin Caputo kesirli tiirev uygulamasi sonucunda elde edilen hali

kullamlarak asagidaki gsekilde yeniden yazilda.

7 ou? S 02u? 92vi T o yi

—m {Pul +R Btl + 9 6t2l + 6922 - Bz
(8.24)

7 avzj S 821);.7 82ug+1 o Ji

m{Pvi TR | T e = A
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Kapali yaklagimla denklem ifti diizenlendiginde (8.25) elde edildi.

82vj+1

(=52 —mP)ul™ + (=5F + 52 ) ul + (5F - 53) ]+ g = Bl
(8.25)

j+1  (mR _ mS\ mR T AT

(2k2+mP) +(k k2>vl+( & +2k2>v + 5.2 A

Esitlik (8.24) de verilen denklem ifti, u ve v fonksiyonlarinin ikinci tiirev-
lerine yaklagim yapan (7.2), (7.5) ve (7.6) da elde edilmis olan kompakt gemalar
ile ifade edildi ve zaman boyutunda sonlu farklar metodu kullanilarak kapal yak-
lagimla problemin diskritizasyonu egitlik (8.27) de goriildiigii gibi tamamlanmig

oldu.

u ve v fonksiyonlarinin kompakt semalar1 olugturulurken yazilan H, ve H,
vektorlerinde bilinen sinir degerleri agagidaki gibi yerine yazildi ve boylece S, ve
S, vektorleri, her zaman adiminda hesaplanarak C, ve C, katsay1 matrislerinin

hesaplanmasi iglemine katilmig oldu.

k* cos(0) k% sin(0)
0 0
H, = 0 H, = 0
0 0
| k?cos(2m) | | K?sin(27) |

(i + Pl (ot 4 8) = B ()= ()l

¢ k v 2k2
(8.26)
m (g2 + P) v} A (Cuu{“ +5,) = Al —m (% - %) vl —m (-5 + %) v
(g + P)ult 4 Ol = B =S, (2= Sl —m (2= )l
(8.27)
m (s + P) ol + Ol = A= 8,) —m (= E) vl m (= )
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Esitlik (8.27) ile verilen diskritizasyon gemasi kullanilarak elde edilen ve
esitlik (8.28) de verildigi gibi ¢oziimde kullamlan katsayr matrisi Z agagida go-

rilmektedir.
Y =F (8.28)

(ozlime ait fonksiyonun gergel ve sanal kisimlarina ait grafikler Sekil 8.3 ve
Sekil 8.4 de goriilmektedir. Problemin ¢oziimiinde kesirli tiirev mertebesi o = 0.3
olarak alindi ve o = 1 tamsayili mertebeden analitik ¢6ziim sonucuyla kargilagti-
rilarak hata hesabi yapildi. Bu ¢oziime ait farkli sayida nokta ve farklh & degerleri
icin hata degerleri ise Tablo 8.1 de gosterilmigtir. Tabloda hesaplanan hatalar

mutlak hata seklinde hesaplansa da aslhinda sadece metodun uygunlugunu goster-

mektedir.
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
=
0 0 0 m(z=+P) o 0 0 0 0
5
0 0 0 0 m(zz+2) 0 0 0 0
0 cu 0 0 0 0 m(5z+P) 0 0 0
0 0 0 0 0 0 m(fTﬁp] 0 0
g 3
0 {sx5)] © 0 0 0 0 e
- 0 0 0 0 0 o 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
s 3
0 -m(z=+P) o 0 0 0 0 0 0
g 3
0 0 —m(,}Tﬁp] 0 0 0 0 0 0
z L
0 0 0 -m(5z+7) 0 0 0 0 cv 0
2 -
0 0 0 0 -m(5=+P) 0 0 0
0 0 0 0 0 -m(z=+7)o 0 (sx5)| ©
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

Sekil 8.1: Problemin ¢6ziimiinde egitligin solundaki katsay1 matrisi (KSF)
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—

kicos(0)  (2k)%cos(0) - — - — — -

kicos(2m) (2k)*cos(2n) @
k*sin(0) (2k)*sin(0)

k*sin(2m) (2k)*sin(2m)

Il
OO0 0CO0O0O0O0O0O0O0O0CO0OOC

Sekil 8.2: Problemin ¢oziimiinde egitligin sagindaki matris (KSF)

150

Sekil 8.3: Problemin non-homojen durum, N=121 nokta ve k=0.01 i¢in fonksiyo-
nun gercgel kismina ait ¢6ztim grafigi (KSF)
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1a0

Sekil 8.4: Problemin non-homojen durum, N=121 nokta ve k—=0.01 i¢in fonksiyo-

nun sanal kismina ait ¢6ztim grafigi (KSF)

N =21 N =121 N =521
« k eREAL eIMAG | eREAL eIMAG | eREAL eIMAG

0.1 0.2714  0.1862 | 0.2174 0.1464 | 0.1451  0.1036
0.3 ] 0.01 | 0.3514 0.2301 | 0.2988  0.2395 | 0.2057  0.3178
0.001 | 0.3633 0.2536 | 0.3116  0.2638 | 0.2156  0.3450

0.1 0.4782  0.4018 | 0.2485 0.3734 | 0.2450 0.3821
1 0.01 | 03735 03125 | 0.0655 0.0529 | 0.0265 0.0373
0.001 | 0.3625 0.3144 | 0.0635 0.0520 | 0.0147 0.0116

Tablo 8.1: KSF metodu ile nonhomojen durum igin ¢dziime ait hata degerleri (o = 1 gercek

¢Oziim ile kiyaslandi)
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2. DURUM: Problemin Homojen Denklem Olarak Ele Alinmas?

Problemin Denklem Cifti Haline Getirilmessi:

O0*(u+iv)  P(u+iv)
i e =0 (8.29)

Esitlik (8.29) da goriildiigii durum ile ele alinan problem agagidaki gibi homo-

jen denklem sistemi haline yeniden diizenlendi.

S Tt 52 = 0
ot~ 0 (8.30)

Pu
Bto‘ + + oz T 0
Caputo Kesirli Tiurev Taniminin Probleme Uygulanmass:
Non-homojen durumda yapilan Caputo kesirli tiirev uygulamas: sonucunda

esitlik (8.24) de elde edilen denklem c¢ifti, homojen durum igin egitlik (8.32) deki
gibi yazildi.

=d s+ T = 0
m{ 58 Fa’;gl . (8.31)
(58— mP) ™+ (4 3 ol (- g+ 5 < o
(8.32)
(58 4+ mP) it + (55— 58)ol 4 (~5 + 58l 4+ T = 0

Denklem cifti, kompakt semalardan aym H, ve H, vektorleri kullamlarak elde
edilen terimlerin yerlestirilmesinden sonra kapali yaklagimla yeniden diizenlendi

ve esitlik (8.34) de goriilen diskritizasyon gsemasi elde edildi.

o (g4 Pl (Od 4 8) = (B Bl b (g~ )l
m (s + Pl (Cud 4 8) = (= )l - m (g = )



“m (sl + P)ul™ o+ ™ = =S, 4 m (= ) ul +m (5 = )™

m (st P)d™ b il = S —m () el —m( — Byl

Sekil 8.1 ve Sekil 8.2 de goriilen matrislerin yer aldigr esitlik (8.28) in ¢6-
ziimiiyle sonuca ulagildi. Cozlimiin gercel ve sanal kisimlarina ait grafikler Sekil
8.5 ve Jekil 8.6 da verilmektedir. Coziimde kesirli tiirev mertebesi a = 0.3 olarak
verilmektedir. Ancak egitlik (8.3) de verilen gercek ¢oziimii @ = 1 mertebeden ve
denklemin homojen durumu i¢in verilmigtir. Bu sebeple mutlak hata hesaplari bu

durum i¢in yapilmamigtir.

140

Sekil 8.5: Problemin homojen durumda N—121 nokta ve £—0.01 icin fonksiyonun
gergel kismina ait ¢oziim grafigi (KSF)
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140

Sekil 8.6: Problemin non-homojen durumda N=121 nokta ve k=0.01 icin fonksi-

yonun sanal kismina ait ¢oziim grafigi (KSF)

8.2 ORTALAMA VEKTOR ALANI (OVA) ME-
TODU ILE ¢OZUMU

Esitlik (8.1) ile verilen lineer homojen olmayan kismi tiirevli zaman-kesirli
mertebeden Schrodinger denklemi, bu 6rnekte de ayni sinir ve baglangic kosullar
ve o = 0.3 kesirli tiirev mertebesi ile ele alindi. Denklemin diskrtizasyonundan
once problem, gercel ve sanal kisimlar ayrilarak esitlik (8.16) da verildigi gibi bir
denklem ¢ifti haline getirildi. Daha sonra da denklem ¢iftinin kesirli mertebeden
tiirev igeren kisimlarina Caputo tiirev tanimi uygulanarak egitlik (8.24) deki gibi
yazildi. Ancak zaman boyutuna OVA metodu uygulanacagindan ve bu metod
da esitlik (7.89) da goriilecegi iizere fonksiyonun zamana gore birinci tiirevine
uygulandigindan, egitlik (8.24) deki denklem ¢iftinde yer alan fonksiyonun zamana
gore ikinci tiirevini igeren terimler hesaba katilmayarak egitlik (8.35) deki haliyle
kullanildi. Bu da Caputo tiirev taniminin uygulanis1 sirasinda yapilan Taylor seri
aciliminin ilk iki terimi kullanilarak yaklagim yapildigi anlamina gelmektedir. Bu

durumda hatanin biiylimesi bagtan kabul edilmig oldu.
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1. DURUM: Problemin Non-homojen Denklem Olarak Ele Alinmasi:

. (8.35)
m[Pv+ Ru] +uy, = Al
wo= agBl U= e
(8.36)
v o= —SAl+ B+ Lou,

Denklem cifti egitlik (8.36) daki gibi diizenlendikten sonra uzaysal boyutta
sonlu farklar metodu, zaman boyutunda da OVA metodu esitlik (8.37) deki gibi
uygulanarak egitlik (8.38) de verilen diskritizasyon semasi elde edildi. Denklem
ciftindeki gercel kismi sembolize eden v fonksiyonu i¢in yapilan tiim uygulamalar,

denklem ciftindeki sanal kismi sembolize eden v fonksiyonu i¢in de gerceklestirildi.

ug‘+1_ug _ LB] i P u{-‘rug'H 1 ”z 1"'””#11 —9 vf+vf+1 + z+1+vfi11
k mRPi TR 2 mRh2 2 2 2
(8.37)
vfl—vz B _LAJ N P vz+vf+1 n 1 uj 1+uf+11 _9 ]+uj+1 + 1+1+ufj_'11
k — “TmRrR% TR 2 mRh2 2 2 2
.. 1_ P -1, P =
W=7 2R’ 0= A + 2R ve 5 2mRh?
olmak iizere
]+1 ]+1 j+1 _ 1 pnJ J J
B (ol +olll) = 2Bl +6ul — B (vl — 20 +],,)
(8.38)
41 j+1 j+1 JHN 1 AJ J J J J
wol T+ B (= 2u]T +ully) = Al 0u] + B (ul - 20l +ulyy)

Esitlik (8.38) ile verilen diskritizasyon gemasi kullanilarak elde edilen ve
esitlik (8.39) da verildigi gibi ¢oziimde kullamlan F' ve A katsayr matrisi N = 5

diigiim noktasi i¢in asagida goriilmektedir.

A = F (8.39)
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1 0o o0 O 0 0 O 0 0 0
0O w 0 0 0 B =28 p 0 0
0 0 w O 0 0 B =28 pB 0
0 0 0 w 0 0 © g =28 p
Ao o 0 0 o0 1 0 o0 0 0 0
o 0 0 0 0 1 o0 0 0 0
-5 28 - 0 0 0 w 0 0 0
0O —p 26 - 0 0 O w 0 0
o 0 -8 286 - 0 O 0 w 0
o 0 0 0 0 0 o0 0 1
— = ¢
kicos(0)  (2k)*cos(0) - - - — - -
k:cc;s{br) (2k)=lcus(2n) @

ksin(0) (2k)*sin(0)

k*sin(2m) (2k)*sin(2m)

o 00 OO0 0 00 oo

Sekil 8.7: Problemin OVA ile ¢oziimiinde esitligin sagindaki matris

Coziime ait grafik Sekil 8.7 ve Sekil 8.8 de, farkhi sayida nokta ve farkh &
degerleri i¢cin hata degerleri ise Tablo 8.2 de gdosterilmistir. Tabloda hesaplanan
hatalar mutlak hata seklinde hesaplansa da aslinda burada da sadece metodun
uygunlugunu gostermektedir. Ciinkii tablodaki degerler o = 0.3 igin elde edilen

¢Oziimiin, o = 1 i¢in verilen gercek ¢oziim ile kiyaslanmasiyla hesaplandi.
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Sekil 8.8: Problemin nonhomojen durum, N=121 nokta ve £=0.01 i¢in fonksiyo-
nun gercel kismina ait ¢oziim grafigi (OVA)

Sekil 8.9: Problemin nonhomojen durum, N=121 nokta ve £=0.01 i¢in fonksiyo-

nun sanal kismina ait ¢éziim grafigi (OVA)
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N =21 N =121 N =521
« k eREAL eIMAG | eREAL eIMAG | eREAL eIMAG

0.1 0.8469  0.2233 | 0.4513  0.4457 | 0.8551  0.2346
0.3 ] 0.01 | 1.0806 0.6114 | 1.1920 0.6696 | 1.1939  0.6717
0.001 | 1.8726  1.2756 | 2.5738  2.1277 | 2.6013  2.1516

0.1 0.4451  0.4412 | 0.4513  0.4457 | 0.4514  0.4457
1 0.01 | 03434 03434 | 03334 0.3369 | 0.3235 0.3299
0.001 | 0.3343 0.3343 | 0.3243  0.3200 | 0.2343  0.2546

Tablo 8.2: OVA metodu ile nonhomojen durum igin ¢dziime ait hata degerleri (o = 1 gercek

¢Oziim ile kiyaslandi)
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2. DURUM: Problemin Homojen Denklem Olarak Ele Alinmass:

Esitlik (8.40), homojen denklem ¢ifti olarak agagidaki gibi yazildi ve yeni-
den diizenlenerek esitlik (8.42) deki diskritizasyon gemas: elde edildi.

—m[Pu+ Ru] + v, = 0

(8.40)
m[Pv+ Ry +uze = 0
U = RU— gl
(8.41)
v = RVt el
_1_ P 1
0:=5 —sp ve [Bi=g.me
kisa gosterimleriyle
oul™ + 3 (vffll — 2/t ¢ vfjfll) = Oul -3 (Uf_l — ! + Ufﬂ)
(8.42)
szjﬂ + 5 (Ugjll - 2u{+1 + Ugill) = 9”? + 8 (Ug—l - 2“? + Ug+1)

Problemin homojen durumda N=121 nokta ve £=0.01 i¢in fonksiyonun gercel ve
sanal kisimlarina ait OVA metodu ile ¢oziim grafikleri Sekil 8.10 ve Sekil 8.11 de

goriilmektedir.

98



Sekil 8.10: Homojen durum, N=121 nokta ve k=0.01 icin fonksiyonun gercel

kismina ait OVA metodu ile ¢oziim grafigi

Sekil 8.11: Homojen durum, N—=121 nokta ve £—0.01 i¢in fonksiyonun sanal kis-

mina ait OVA metodu ile ¢6ziim grafigi
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BOLUM 9

SAYISAL DAGILIM BAGINTILARI VE
SONUCLAR

Bu béliimde, 8. Boliimde KSF ve OVA metodlariyla, homojen ve homojen ol-
mayan durumlar icin ¢oziimleri verilen, kismi tiirevli zaman-kesirli mertebeden
lineer Schrodinger denklemi ile ifade edilen sinir deger problemine, bu metod-
larin uygulanmasiyla elde edilen diskritizasyon semalarinin tutarh ve yakinsak

oldugunu gostermek icin yapilan sayisal dagilim analizleri verilmektedir.

9.1 DAGILIM ANALIZI

Sayisal dagilim analizi, siirekli ve kesikli formdaki dagilim denklemlerinin kargi-
lagtirilmasiyla yapilmaktadir. Siirekli dagilim denklemi elde edilirken egitlik (9.1)
de verilen lineer kismi diferansiyel denklemlerin her dalga icin genel ¢éziimii, prob-
lem olarak ele alinan denklemde yerine yazilir. k ve w sirasiyla dalga numarasi ve

acisal frekansi temsil etmektedir.
v = ei(kﬂ?+wt) (91)

Kesikli dagilim denklemini ise egitlik (9.3) deki genel ¢Oziimiiniin kesikli ifa-
desinin, ¢oziimiin kesikli olarak ifade edildigi diskritizasyon semasinda yerine ya-
z1lmasi ile elde edilir. Burada kesikli ¢oziimde dalga genligini ifade eden v = 1

degeri ile kullanilabilmektedir.
v = @ei(mkAa:+nwAt)’ Z — /_1 (92)
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k:=kAx
W= wAt

kisa gosterimleri ile egitlik (9.2) agagidaki gibi yazilir.
v = ei(mfc+n&)) (93)

Dagilim analizinde, siirekli ve kesikli ¢coziimlerdeki dalga sayisina bagl olarak
dalga hizlar kargilagtirildigindan bu ¢éziimlerin ifade ettigi dalgalarin diger 6zel-
likleri analiz i¢in 6nemli degildir. Bu sebeple, dalga genligini ifade eden @E =1
aliabildigi gibi, non-homojen denklemlerin 6zel ¢oziimleri de analiz i¢in kullanil-
maz, denklemin sag tarafi 0 alinarak siirekli ve kesikli genel ¢oziimler ile iglemler

gerceklegtirilir.

9.2 KISMI TUREVLI ZAMAN-KESIRLI MER-
TEBEDEN SCHRODINGER DENKLEMINE
UYGULANAN KSF METODU ICIN DAGI-
LIM ANALIZI

Strekls Dagilim Bagintisinin Eldesi:

Esitlik (9.1) in « e gore birinci ve ikinci tiirevleri egitlik (8.31) de yerine

i(kz+wt

yazildi. o :=e ) kisa gosterimi kullamilarak, benzer islemler sanal kisim icin

de gerceklegtirildi.

v =ckrtet) gy = o (9.4)

vy = dweFTTe gy = jwa (9.5)
vy = —wretFTret g — e (9.6)
vy = ike!FTr -y = ika (9.7)
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_ _k26i(km+wt)7 Vpw = —kQOé (98)

,Ul‘ﬂ?

Esitlik (8.31) ile verilen denklem c¢iftindeki ikinci denklemden elde edilen u,,
fonksiyonunun iki kez ardarda integrali alinarak u fonksiyonu elde edildi ve ig-

lemlerde kullanmak iizere t ye gore birinci ve ikinci tiirevleri alindi.

Upy = —mMPv — mRv, — mgvtt (9.9)
. S
Uy = / (U ) dx = /—m Pa — Rwia — Fwa dx (9.10)
mPi mRw mSw?i
Ug = ——0— ——a—— —a (9.11)
mP mRwi mSw?
u:/(uz)da:: et A o aa (9.12)
mPiw mRw? mSw?i
Up= g T (9.13)
_ _me2 B mRwi N mSw? (9.14)
Ut = 12 (0% 12 o O)2 « .

(9.8), (9.12), (9.13) ve (9.14) ile gosterilen denklemler esitlik (8.31) ile gosteri-
len denklem ciftindeki birinci denklemde yerlerine yazilarak gerekli diizenlemeler

yapildi ve esitlik (9.15) elde edildi.

S [SORED) o [SOED)

k)4
2 . —

dl = %2, d2 = %’ d3 :ZW—FR, d4 :P<1+R), d5 :PR

ve

by := (12dyds — 3dydy + di) m® + 12d,k* (9.16)

by := (dj — 3dady) m* + 12d, (k* + dsm®) m® (9.17)
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by := (—2d3 + 9dadsdy — 27dyd3) m® + [(K* + dsm?) (T2dyds — 27d5)] m* (9.18)

kisa gosterimleri ile esitlik (9.15) esitlik (9.19) daki gibi yeniden yazild:.

k4
—d1w4 + dgiws + d3w2 - d4iw - d5 = @ (919)

Esitlik (9.19) un koklerinden biri olan siirekli dagiim denklemi (9.20), asagida

belirtilen kisa gosterimlerle elde edilmis oldu.

dyi 1 Ly 1 Ly Lg
=2 oL+ 4 LyLs— =Ly — - 9.20
“ 4d1 2 1+ 3d1L3 + il 2 2 3d1L3 4 /L1 + BdIfig ( )

d? 2ds

L= ——2 428

VS Tae T3,

Ly = _ 4y 4dg

2d;  3d;

1/3
Ly := (by+ /4] + 03)
L4 = 21/3b1
1

Lei=m —
T 321/3d,m?2

A%  Adydsi 8dyi
Lg = ——=
0 a3 + 3d2 d1

Kesikli Dagilim Bagintisinin Eldesi:

Esitlik (9.3) iin gercel ve sanal kisimlar igin esitlik (8.34) de yerine yazilmasi
ile ilgili islem basaklari agsagida goriilmektedir. Bu iglemler sirasinda kompakt

semadaki C, ve C, matrislerinin yerine normlar1 kullanildi.

a:zm(%—l—P}, b::m(

x|

—k%) ve c::m(i—%)
olmak iizere diskritizasyon semasi esitlik (9.21) de goriildiigii gibi yeniden diizen-
lendi.

—ayul T |Gl v 4 ||S]| = bl 4wl = 0
(9.21)

arol " + | Cullul T + (1Sl + bl — !t = 0
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Esitlik (9.21) deki ikinci denklemden u}™" iceren terim cekilerek j yerine j — 1 ve

7 — 2 yazilarak yeniden diizenlendi.

1Cu]l UgH = _alvzjﬂ - HSZ‘H - blvf + C1Uf'71 (9.22)
|Cull ! = —asv! = |83 = bov! ™ + cov] (9.23)
ICullul ™t = —agv] ™ —||S572|| = bav! 7 + cxv! (9.24)

(9.22), (9.23) ve (9.24) esitlikleri (9.21) deki denklem ¢iftinin birinci denkle-

minde yerine yazildi.

—aul™ = bl eul Tt = — |Gy vl - ‘ S (9.25)
o Lot = od et =[] -
_b1||01u|| [—agvg — by Tt el P — HSfl_lm +
+61H01u|’ {—asvf;l — bgv] 7 4 eqv] T - HSffz’H =[Gl v - ‘ S

Asgagida belirtilen kisa gosterimlerle esitlik (9.25), esitlik (9.26) daki sekilde ya-
z1ldi.

s}
—

O
SN
5]
=

: = =«
ICul| IC]| ICul| 3 Cull 4
bias .__ biby .__ bica .__ by .
ICul b ICl 2 Cull P ICul Pa
cla3 .__ c1bz . €163 . [ I
Gl "= QG T2 qC T el T 4
- . - .
= ]+ agv] —azv] T + oy HSQ]LH +
J Jj—1 Jj—2 Sj—l
+B81v; + Bov] " — Bsv] T+ By ||S) || —
j—1 j—2 j—3 i—1|| _ J+1 j
—yol T = vl el — |57 = — 1G-S

104



(a4 [|Coll) vI T+ (g + B1) vl +(—az + Bo — 71) 0] (=5 — 7o) v] P! T =

--|

S;

SRl EA R B R (9:26)

T::—‘Si

o [S3] = B[S+ 527 (927
&=+ |G pi=m+ 01 Gi=—azt+fe—mn
§o:==Ps—72 & =13

i ve j indisleri sirasiyla m ve n indisleri ile degistirildi ve egitlik (9.28) elde
edildi.
A A S e L A (9.28)
Son olarak egitlik (9.3), esitlik (9.28) de yerine yazild.
eiml%ein@ (glem + &+ 53671'@ + 546721@ + 556731'@) T (9.29)

Esitlik (9.29) daki ¢ ve ¢ terimleri i¢in bu terimlerin, @ = 0 ve k = 0 nok-
talar civarinda, sirasiyla O(w?) ve O(k?) dogruluk mertebesindeki seri acilimlar:
kullamldi. Esitlik (9.32) ¢oziildiigiinde koklerinden biri kesikli dagilim denklemini

verecek denklem olarak elde edildi.

E =& — & — 26, — 36 (9.30)

G =6+ +EE+HE6+E (9.31)

olmak tizere

T
1+ imk

Esitlik (9.32) nE(mk — i) # 0 kosulu altinda w icin ¢oziildiigiinde elde edilen
koklerden biri egitlik (9.33) de verilen kesikli dagilim denklemidir.

nEo® + (E+nG)iw+ G = (9.32)

_ Os(kAxm — i) — \/—491(1 + ikAxm) [03(1 + ikAzm) — 1] + 03(i — kAxm){f) 33)
W= 201 (1 + ikAzm)At v
01 — TL]:E ‘92 — E+TnG 93 - %
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FLSE DISPERSION - KSF
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Sekil 9.1: Probleme uygulanan KSF metodunun dagihm analizi i¢in esitlik (9.20)

ve (9.33) iin kargilagtirilmasi

Ele alinan probleme uygulanan metod sonucunda elde edilen ¢éziimiin tu-
tarli ve yakinsak olmas siirekli ve kesikli dagilim egrilerinin en az bir noktada
kesigmesi gerekir. Sekil 9.1 de goriildiigi gibi uygulanan KSE metodu ve elde

edilen ¢oziim tutarh ve yakinsaktir.
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9.3 KISMI TUREVLI ZAMAN-KESIRLI MER-
TEBEDEN SCHRODINGER DENKLEMINE
UYGULANAN OVA METODU ICIN DAGI-
LIM ANALIZI

Streklt Dagilim Bagintisinin Eldes::

Esitlik (8.41) ile verilen denklem ciftindeki ikinci denklemden elde edilen w,,
fonksiyonunun iki kez ardarda integrali alinarak u fonksiyonu elde edildi ve ig-
lemlerde kullanmak iizere ¢ ye gore birinci ve ikinci tiirevleri agagida goriildiigii

gibi alinda.

Ugy = —mMPV — mRu, (9.34)
Uy = /(um) dx = / (—mPa — mRwi«) dx (9.35)
P
Uy = mk Lo — mkaoz (9.36)
mP mRwi
u= [ (ug)de = 2Ot A (9.37)
mPiw m Rw?
U=y o« (9.38)

(9.8), (9.37) ve (9.38) ile gosterilen denklemler esitlik (8.41) ile verilen denklem
ciftindeki birinci denklemde yerlerine yazilarak gerekli diizenlemeler yapildi ve

esitlik (9.39) elde edildi.
—m?R*iw?* — m*PR(1 —i)w —m*P? —k* =0 (9.39)

Esitlik (9.39) w i¢in ¢ozildigiinde elde edilen koklerden biri, esitlik (9.40) da

verilen siirekli dagilim denklemidir.
L éP[li 1+ (9.40)
Ww=—=—= .
2 2
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Kesikli Dagilim Bagintisinin Eldesa:

Esitlik (9.3) iin sanal kisimlar igin esitlik (9.37) de yerine yazilmasi ile ilgili
islem basamaklar1 agagida goriilmektedir. Bunun igin esitlik (9.37) deki denklem

ciftinin ilkinden w; oy w! ' ikincisinden U]+l vf cekildi.

uif“+u3?=—§ (W21 +oly) =200 o)) + (i + k)] (941)
o = = [ ) — 2 )+ G )] 042)

Esitlik (9.41) de sirasiyla i yerine i — 1 ve i + 1 yazilarak, egitlik (9.41), (9.43) ve
(9.44), esitlik (9.42) de yerlerine yazildi.

a bl = = [ ) 2 ) 08 )] (043)
5 . .
zill + uz+1 5 {(Uzq+1 + ,Ui) - 2( z]jrrll + Uz+1) + ( 2+2 + U1+2>] (944)
2 =i = D o) 2 ) 4 T )] 09)
20 [ ) — 200 ) + (A o)

SRS R

(W™ od) = 200l + vlp) + (1 + vly)]

Esitlik (9.45) diizenlenerek ve ¢ ve j indisleri sirasiyla m ve n indisleri ile degis-

tirilerek esitlik (9.46) elde edildi.

ot vl = < [ + ) — A ) (9.46)

F2(uptt 4 oR) — Aot ol ) 4 (ot ol )

Son olarak esitlik (9.3) esitlik (9.46) da yerine yazilarak diizenlendiginde esitlik
(9.47) elde edildi.

(em 1) = _g(eiw +1) [eizl% + o—i2k 4(eiE + e—il’f) + 2} (9.47)
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Bu denklem, ¢/ 4 ¢=%F = cos(2k), e + e % = cos(k) ve 22;} = itan(¥)

dontigiimleri kullamlarak yeniden diizenlendiginde egitlik (9.48) deki kesikli dagi-
lim denklemi elde edildi.

22

w= A2t arctan Z‘i (cos(2kAz) — cos(kAx) + 2) (9.48)

FLSE DISPERSION - OWA
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06+
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08¢ g

1 1 1 1 1 1 1 1 1
il 0.1 p2 03 04 05 0B 07 08 08 1
kobox

Sekil 9.2: Probleme uygulanan OVA metodunun dagilim analizi i¢in esitlik (9.40)
ve (9.48) in kargilagtirilmasi

Ele alinan probleme uygulanan metot sonucunda elde edilen ¢6ziimiin tutarh
ve yakinsak olmasi icin siirekli ve kesikli dagilim egrilerinin en az bir noktada
kesigsmesi gerekir. Sekil 9.2 de goriildiigii gibi uygulanan OVA metodu ve elde

edilen ¢oziim tutarh ve yakinsaktir.
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BOLUM 10

SONUC

Bu tez calismasinda, KSF ve orta nokta metoduna doniigen OVA metodlar:
kullanilarak kismi tiirevli zaman-kesirli mertebeden lineer Schrodinger denklemi
ile ifade edilen bir problemin ¢oziimii gerceklestirilmigtir. Ele alinan Schrodinger
denkleminin zaman-kesirli mertebeden tiirev igeren terimleri Caputo kesirli tiirev
tanimi uygulanarak, fonksiyonun kendisi ve tamsayili mertebeden tiirevlerinin
kombinasyonu seklinde ifade edildikten sonra sozii edilen metodlarla c¢éziimler
gerceklegtirilmigtir. Tablolardaki hata degerlerinin sebeplerinin; Caputo tiirev ta-
nimi uygulanirken Taylor seri agihminda belirli sayida terim kullanilmasi, OVA
metodu uygulanirken metodun tanimindan dolay1 uy, igeren terimin kullanilama-
mas1 ve probleme ait siir degerlerinin zamana bagli ve iistel olmas ile iligkili
oldugu degerlendirilmektedir. Ayrica verilen tablolardaki hata degerleri gercekte
daha kiigiiktiir ¢iinkii bu degerler kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin
¢oziimlerinin tamsayili mertebeden gercek coziimleri ile karsilagtirilmasiyla elde
edilmigtir.

Gergeklegtirilen ¢oziim ile ilgili dagihm analizi de yapilmigtir. Uygulanan
metod ile elde edilen ¢oziimiin tutarh ve yakinsak olmasi i¢in dagilim analizinde
elde edilen siirekli ve kesikli dagilim egrilerinin en az bir noktada kesigmesi gerekir.
Sonug olarak, ele alinan Schrodinger denkleminin KSF ve OVA metodlar ile

sayisal ¢oziimiimlerinin tutarh ve yakinsak oldugu goriilmektedir.
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