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Bölüm 1

G�R��

Diferansiyel denklemler, cebir geometri, analiz problemleri gibi birçok problem,

matematik diliyle ifade edilen birtak�m denklemler ve kurallar yard�m�yla çözü-

lürler. Ancak gezegen ve uydu hareketlerinin belirlenmesi, farkl� ortamlarda �s�n�n

yay�lmas�, elektrik devrelerinde yük ve ak�m�n bulunmas�, radyoaktif maddelerin

bozunmas�, kimyasal reaksiyonlarda h�z, denge ve di§er özelliklerin incelenmesi,

baz� geometrik özelliklere sahip e§rilerin bulunmas�, tel ve levha titre³imleri veya

bir canl� toplulu§unun nüfus art�³� gibi �zik, kimya, biyoloji gibi temel bilim ve

tüm mühendislik alanlar� ile sosyoloji ve i³letme gibi sosyal bilimler alanlar�ndaki

süreç özelli§i gösteren birçok olay� aç�klayan yasalar�n ço§u, bu olaylar�n parças�

olan bir veya daha fazla parametrenin, olay�n di§er parametrelerine göre de§i³im

h�zlar�n� ve bu h�zlar aras�ndaki ili³kileri içerir. Bu de§i³im h�zlar� matematikte

türevlerle ifade edilir.

Asl�nda bir süreç olan herhangi bir do§al veya sosyal olay�n, diferansiyel

denklemler yard�m�yla tasvir edilmesi ya da ba³ka bir deyi³le matematiksel mo-

dellemesinin yap�labilmesi için baz� ön ko³ullar bulunmaktad�r. Bunlar� a³a§�daki

maddelerle özetlemek mümkündür.

1. Olay ölçülebilir bir zaman dilimi içinde belirli kurallara uygun olarak geli-

³iyor olmal�d�r. Bu ko³ul, olay�n evrimsel olmas� gerekti§i ³eklinde özetle-

nebilir.

2. Olay, sonlu say�da parametre ile tan�mlanabilir olmal�d�r.

1



3. Olay�n süreci diferansiyellenebilir fonksiyonlarla tan�mlanabilir olmal�d�r.

4. Olaya ait belli bir andaki veriler yard�m�yla belirli bir zaman önceki veya

sonraki durum, tek de§erli olarak belirlenebilmeli, k�saca olay deterministik

olmal�d�r. Olay, quantum mekani§inde taneci§in hareketi gibi stokastik veya

yar�-stokastik olmamal�d�r. Bu gibi durumlara ait matematiksel modellerde

adi diferansiyel denklemler kullan�lmaz.

Bu ko³ullar� sa§layan bir olay� aç�klayan bir yasa, olay�n bile³eni olan farkl�

parametrelerin birbirlerine göre türevlerini (k�smi türev) ve olaya ait karakteristik

fonksiyonlar� içeren matematiksel ba§�nt�lar halinde ifade edilir. Baz� karakteristik

fonksiyonlar ve bunlar�n sonlu mertebeden türevlerini içeren matematiksel ba§�n-

t�lara diferansiyel denklem denir [104]. K�saca diferansiyel denklem; baz� ba§�ms�z

de§i³kenleri, bu de§i³ken ya da de§i³kenlerin fonksiyonlar�n� ve bu fonksiyonlar�n

sonlu mertebeden türevlerini içeren denklemdir. Diferansiyel denklemdeki en yük-

sek mertebeden türevin mertebesine diferansiyel denklemin mertebesi, en yüksek

mertebeli türevin kuvvetine diferansiyel denklemin derecesi denir [98].

Bir x de§i³kenine ba§l� cebirsel veya deneysel bir denklemin çözümü, denk-

lemi sa§layan bir say� veya say� kümesidir. Ancak, diferansiyel denklemlerin çö-

zümleri, bir say� de§il, bu denklemi sa§layan fonksiyon ya da fonksiyonlard�r. Bu

sebeple diferansiyel denklemler, bir süreç özelli§i ta³�yan olaylar� tan�mlamak,

modellemek üzere kullan�l�r. Diferansiyel denklem, bir tek ba§�ms�z de§i³kenin

bilinmeyen fonksiyon veya fonksiyonlar�n� içeriyorsa adi diferansiyel denklem ad�-

n�n� al�r ve kapal� olarak f(y
′
, y

′′
, ..., yn, y) = f(x) ³eklinde gösterilir. Birden fazla

ba§�ms�z de§i³kenin bilinmeyen fonksiyon veya fonksiyonlar�n� içeriyorsa da k�smi

türevli diferansiyel denklem ad�n� al�r ve kapal� olarak f(x, y, z, zx, zy, zxx, zyy, ...) =

0 ³eklinde gösterilir. Burada zx = dz/dx, zy = dz/dy, zxx = d2z/dx2, zxy =

d2z/dxdy, zyy = d2z/dy2, ... dir.

Diferansiyel denklemleri birçok farkl� özelliklerine göre s�n��and�rmak müm-

kündür. Ancak bu çal�³ma kesirli mertebeden k�smi türevli diferansiyel denklem

tipleriyle ilgilidir. Çal�³mada k�smi türevli zaman-kesirli mertebeden lineer Sch-
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rödinger denklemi problem olarak ele al�nm�³, Komkakt Sonlu Farklar (KSF) ve

Ortalama Vektör Alan� (OVA) metodlar�yla çözülmü³tür.

Yap�lan çal�³malar do§rultusunda haz�rlanan bu tez, birincisi giri³ bölümü

olmak üzere on bölümden olu³maktad�r.

�kinci bölümde, k�smi türevli kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin

k�saca tan�mlanmas� ve yak�n bilim tarihinde kesirli mertebeden diferansiyel denk-

lem çözümleri için ortaya konulan pek çok metotdan bahsedilmektedir.

Üçüncü bölümde, kesirli hesaplamalarda kullan�lan baz� kavramlar üze-

rinde durulmaktad�r. Bu kapsamda bu bölümde; Gamma, Beta, Mittag-Le�er

ve Wright fonksiyonlar� gibi kesirli hesaplamalarda kullan�lan özel fonksiyonlar-

dan baz�lar� k�saca ele al�nmakta ve ba³l�calar� Grünwald-Letnikow, Riemann-

Liouville, Caputo, Erdelyi-Kober ve Hadamard adlar�yla an�lan kesirli türev ta-

n�mlar� verilmektedir. Ayr�ca baz� özellikleri ile kesirli hesaplamalarda kullan�lan

baz� dönü³ümler de bu bölümde k�saca ele al�nmaktad�r.

Dördüncü bölümde, Schrödinger denkleminin kuantum mekani§i içindeki

bil³enleri ve baz� özelliklerinden bahsedildikten sonra zaman-ba§�ml� ve zaman-

ba§�ms�z kesirli mertebeden Schrödinger denklemleri üzerinde k�saca durulmak-

tad�r.

Be³inci bölümde, k�smi türevli kesirli mertebeden Schrödinger denklem-

lerinin matematiksel modellemesi konusunda yap�lm�³ çal�³malar hakk�nda bilgi

verilmektedir.

Alt�nc� bölümde, bu tez çal�³mas�nda uygulanan say�sal metodlar olan KSF

ve OVA metodlar� hakk�nda yap�lan literatür taramalar�n�n sonuçlar� k�saca pay-

la³�ld�ktan sonra, bu metodlar�n matematiksel formülasyonlar� ele al�nmaktad�r.

Yedinci bölümde, s�ras�yla KSF ve OVA metodlar�n�n say�sal örneklere uy-
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gulan�³� ayr�nt�l� olarak verilmektedir.

Sekizinci bölümde, zaman-kesirli mertebeden lineer Schrödinger denklemi

olarak ifade edilen problemin, s�ras�yla KSF ve OVA metodlar�n�n uygulanmas�

ile çözümü ayr�nt�l� olarak verilmektedir.

Dokuzuncu bölümde, her iki metod ile elde edilen sonuçlar da§�l�m analiz-

leri yap�larak say�sal olarak de§erlendirilmektedir.

Çal�³man�n onuncu bölümünde ise bu tez çal�³mas� ile bu alana yap�lan

katk� ve de§erlendirmelerden bahsedilmektedir.
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Bölüm 2

KISM� TÜREVL� KES�RL� MERTEBEDEN

D�FERANS�YEL DENKLEMLER

1965′te Leibnizin L′Hospital′a sordu§u ”Tamsay�l� mertebeden türevler kesirli

türevlere genelle³tirilebilir mi?” anlam�ndaki ” dny
dxn türevi n = 1/2 için ne ifade

eder?” sorusunun, kesirli mertebeden türev ve integral teorilerinin do§umunu ba³-

latt�§� kabul edilir. Leibniz bu soruya ” d1/2x türevi x
√
dx : x e e³it olacakt�r. Bu

aç�k bir paradokstur ve bir gün yararl� sonuçlar elde edilecektir.” cevab�ndan iti-

baren bu konunun üzerinde 300 y�l� a³k�n bir süredir çal�³�lmaktad�r. Bu konu üze-

rinde çal�³an matematikçilerden en bilinenleri olarak Liouville, Rienmann, Weyl,

Fourier, Caputo, Euler, Abel, Laplace, Lagrange, Kober, Erdelyi, Lacroix, Grün-

wald, Hadamard, Riezs ve Letnikov say�labilir.

K�smi türevli kesirli mertebeden diferansiyel denklemler ya da adi diferan-

siyel denklemler, onlarca y�ld�r mühendislik, temel bilimler, ekonomi gibi alan-

lardaki pek çok olay� tasvir etmek ve matematiksel olarak modellemek amac�yla

kullan�ld� [101]. Ancak kesirli diferansiyel denklemler son y�llarda matematiksel

modellemelerde oldukça s�k kullan�l�r oldu. Bunun nedeni kesirli mertebeden tü-

revlerin gerçek sistem ve süreçleri, tamsay� mertebeli türevlere k�yasla daha tam

ve gerçe§e yak�n modellemesidir. Ancak buna ra§men tamsay� mertebeli diferan-

siyel denklemlerle olu³turulan modellerden daha do§ru ya da daha kesin sonuç

verdiklerini söylemek mümkün de§ildir. Adi ya da k�smi, tamsay�l� ya da kesirli

mertebeden diferansiyel denklemler, özellikle son y�llarda s�v�lar�n kimyasal ana-

lizi, �s� transferi, difüzyon, malzeme bilimi, visko-elastik yap�lar, ak�³kanlar, frak-
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tal süreçler, elektrokimya, Schrödinger denklemi gibi pek çok konuda uygulama

alan� bulmu³tur. Böyle pek çok alandaki matematiksel modellemelerde kullan�l-

d�klar�ndan, özellikle yak�n bilim tarihinde kesirli mertebeden diferansiyel denk-

lem çözümleri konusunda çal�³�larak bir çok metot ortaya konulmu³tur. Kesirli

diferansiyel denklemlerin çözümlerinde en yayg�n kullan�lan metotlar aras�nda

”Laplace Dönü³üm Metodu (Laplace Transformation Method)”, ”Sonlu Sinüs

Dönü³üm Metodu (Finite Sine Transformation Method)”, ”Adomian Ayr�³t�rma

Metodu (Adomian Decomposition Method)”, ”Kesirli Green Fonksiyonu Metodu

(Fractional Green Function Method)” say�labilir. Problemin türüne göre en uy-

gun metot kullan�l�r.

K�smi türevli diferansiyel denklem, bir ba§�ml� de§i³ken ve bu ba§�ml� de-

§i³kenin farkl� ba§�ms�z de§i³kenlere göre türevlerini içeren denklemdir. Örne§in

u ba§�ml� de§i³keni x ve t ba§�ml� de§i³kenleri cinsinden u = u(x, t) ³eklinde

tan�mlan�rsa, bu de§i³kenleri içeren k�smi türevli diferansiyel denklem genel ola-

rak F (x, t, u, ux, ut, uxx, utt, uxt, ...) = 0 ³eklinde yaz�labilir. F ile verilen bu ba-

§�nt�daki türevlerden en az birinin mertebesi kesirli oldu§unda, bu diferansiyel

denklem key� mertebeden k�smi türevli diferansiyel denklem ad�n� al�r. Bu tipteki

diferansiyel denklemlere k�saca k�smi türevli kesirli mertebeden diferansiyel denk-

lemler de denir. Örne§in;

∂2f
∂x2 +

∂2f
∂t2

= 0 K�smi türevli bir diferansiyel denklem iken

∂2.1f
∂t2.1

+ ∂2.1f
∂t2.1

= 0 K�smi türevli kesirli mertebeden bir diferansiyel denklem-

dir.

f(x, t) fonksiyonuna ait,

...
∫ t

a
dt2

∫ t2

a
f(x, t)dt1, p

∫ t

a
f(x, t)dt, pf(x, t), p

∂f(x, t)

∂t
, p

∂f 2(x, t)

∂t2
, ...

³eklinde gösterilen integral ve türevler olsun. Key� bir α mertebesinden al�nan

türev, yukar�da gösterilen türev, integral s�ralamas� içinde yap�lacak bir interpo-

lasyon olarak dü³ünülebilir. Key� mertebeden türev için bu çal�³mada kullan�la-
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cak notasyon, Davis taraf�ndan önerilen ve kullan�lan aD
α
t f(x, t) notasyonudur.

Bu notasyonda α kesirli diferansiyel mertebesi olmak üzere, a ve t indisleri kesirli

diferansiyelleme operasyonunun limitlerini göstermektedir ve kesirli diferansiyelin

terminalleri olarak adland�r�l�r. Bu terminallerin kesirli türev sembolünde göste-

rilmeleri çok önemlidir, çünkü kesirli türevlerin gerçek bir probleme uygulan�³�

s�ras�nda belirsizlik durumlar�n� engellerler.

Kesirli integral için farkl� bir gösterim genellikle kullan�lmaz. α n�n negatif

de§erleri için yap�lan i³lem kesirli integral olmaktad�r. Ancak yine de kesirli in-

tegrali β > 0 ko³uluyla aD
−β
t f(x, t) ³eklinde kullanmak, daha az kar�³�kl�§a sebep

olacakt�r.

F (x, y1, y2, ..., yn, ) ve g (x) fonksiyonlar� verildi§inde ak > 0 ko³uluyla reel

say� veya ak kompleks bir say� olmak üzere ve Dαk kesirli türev operatörü kulla-

n�larak kesirli adi diferansiyel denklemleri genel olarak

F (x, y (x) , Dα1y(x), Dα2y(x), ..., Dαny(x)) = g (x) (2.1)

³eklinde göstermek mümkündür [67]. Kesirli k�smi türevi de genel olarak a³a§�daki

gibi göstermek mümkündür.

F (x, t, y (x, t) , Dα1
t y(x, t), D

α2
t y(x, t), ..., D

αn
t y(x, t)) = g (x) (2.2)

z = f (x, y, ..., u) ³eklinde bir fonksiyon, bir k�smi türevli diferansiyel denk-

lemin çözümü olarak dü³ünülebilir. Ba§�ms�z de§i³ken say�s�na ba§l� olarak dü³ü-

nülürse çözüm fonksiyonu, z = f (x1, x2, ..., xn) ³eklinde n adet ba§�ms�z de§i³keni

olan bir fonksiyon da olabilir. n. mertebeden bir k�smi türevli diferansiyel denk-

lemin analitik çözümü n tane key� fonksiyon içerir. Say�sal çözümü ise integral

yüzeyi üzerindeki noktalar�n bulunmas�yla gerçekle³ir.
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Bölüm 3

KES�RL� HESAPLAMALARDA TEMEL

KAVRAMLAR

3.1 KES�RL� HESAPLAMALARDA KULLANI-

LAN ÖZEL FONKS�YONLAR

Key� mertebeden diferansiyel teorisi ve kesirli diferansiyel denklemlerin çözü-

münde çok önemli rolü olan baz� fonksiyonlar ve tan�mlar bulunmaktad�r. Bu bö-

lümde bu konuya ait bu özel fonksiyon ve tan�mlardan baz�lar� olan Gamma fonk-

siyonu, Beta fonksiyonu, Laplace dönü³ümü, Mittag-Le�er fonksiyonu ve Wright

fonksiyonu ele al�nacakt�r.

3.1.1 Gamma Fonksiyonu

Eulerin gamma fonksiyonu Γ(Z) kesirli diferansiyel hesaplamalar�nda kullan�-

lan temel bir fonksiyondur. Gamma fonksiyonu, n! hesab�ndaki n say�s�n�, tam-

say� olmayan say�lar ve hatta kompleks say�lar� da içerecek ³ekilde genelle³tirir.

Gamma fonksiyonu Γ(Z) e³itlik (3.1) de görülen integral ile tan�mlan�r [98].

Γ(z) =
∫ w

0
e−ttz−1dt, z ∈ R (3.1)

8



Gamma Fonksiyonunun Baz� Temel Özellikleri

Gamma fonksiyonunun temel özelliklerinden biri, a³a§�daki fonksiyonel e³it-

li§i sa§lamas�d�r.

Γ(z + 1) = zΓ(z), z ∈ N+ (3.2)

Γ(z) = (z − 1)! (3.3)

�spat:

Γ(z + 1) =
∫ ∞
0

e−ttzdt

=
[
−e−ttz+ztz−1e−t

]t=∞
t=0

=
î
−e−ttz

ót=∞
t=0

+ z
∫ ∞
0

−e−ttz−1dt

Γ(z + 1) = zΓ(z)

Ayr�ca Γ(1/2) =
√
π ve

Γ(x)Γ(1− x) =
π

sin(πx)
(3.4)

özellikleri söylenebilir. Gamma fonksiyonunun di§er bir önemli özelli§i de z =

−n, (n = 0, 1, 2, ...) noktalar�nda basit kutuplar� olmas�d�r. Gamma fonksiyonu-

nun bu özelli§ini göstermek için e³itlik (3.1) ile verilen tan�m ³öyle yaz�l�r:

Γ(z) =
∫ 1

0
e−ttz−1dt+

∫ ∞
1

e−ttz−1dt (3.5)

E³itlik (3.5) deki birinci integralin de§eri üstel fonksiyonlar için seri aç�l�mlar�

kullan�larak belirlenebilir. E§er Re(z) = x > 0 ise (bu, sa§ yar� düzlemdeki z

anlam�na gelir), Re(z+k) = x+n > 0 ve tz+k
t=0 olur. Bu nedenle, (3.5) deki birinci

integral için a³a§�daki sonuç elde edilir.

∫ 1

0
e−ttz−1dt =

∫ 1

0

∞∑
k=0

(−t)k

k!
tz−1dt

=
∞∑
k=0

(−1)k

k!

∫ 1

0
tk+z−1dt

=
∞∑
k=0

(−1)k

(k + 1) k!
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E³itlik (3.5) deki ikinci integral, z kompleks de§i³kenin tam bir fonksiyonunu

tan�mlamaktad�r. Bu integral ³öyle yaz�l�r.

φ(z) =
∫ ∞
0

e−ttz−1dt =
∫ ∞
0

e(z−1) log(t)−tdt (3.6)

e(z−1) log(t)−t fonksiyonu, key� z ve t ≥ 1 olan z ve t de§i³kenlerine ba§l�, sürekli

bir fonksiyondur. Hatta, t ≥ 1 ko³ulu sa§land�§�nda log (t) ≥ 0 olaca§�ndan z nin

tam fonksiyonudur.

z = x + iy gibi bir kompleks düzlemde, x0 = maxz∈DRe(z) olacak ³ekilde

key�, s�n�rl� ve kapal� bir D bölgesi dü³ünülürse, a³a§�daki durum olu³ur.

∣∣∣e−ttz−1∣∣∣ = ∣∣∣e(z−1) log(t)−t∣∣∣
=
∣∣∣e(x−1) log(t)−t∣∣∣ . ∣∣∣eiy log(t)∣∣∣

=
∣∣∣e(x−1) log(t)−t∣∣∣ ≤ e(x0−1) log(t)−t

= e−tt(x0−1)

Bu durum, (3.6) da gösterilen integralin D alan�nda düzgün yak�nsak oldu§unu

gösterir. Bu yüzden φ (z) fonksiyonu D alan�nda düzenlidir ve (3.6) daki integ-

ralin diferansiyellenebilme özelli§i vard�r. D alan� key� seçildi§inden dolay�, φ (z)

fonksiyonunun yukar�da gösterilen özelliklerinin tüm kompleks düzlemde geçerli

oldu§u sonucuna var�l�r. Bu yüzden φ (z), bu integral alt�nda diferansiyellenebil-

meye izin veren bir tam fonksiyondur. Yukar�da bahsedilenler bir araya getirilirse,

Γ (z) ³öyle yaz�labilir:

Γ (z) =
∞∑
k=0

(−1)k

k!
.

1

k + z
+
∫ ∞
1

e−ttz−1dt (3.7)

Gamma fonksiyonu pozitif bölgede tan�ml�d�r, ancak negatif tamsay� de-

§erlerinde sonsuza gitmektedir. �ekil 3.1 s�f�r noktas� civar�nda gamma fonksiyo-

nunun davran�³�n� göstermektedir.
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�ekil 3.1: Gama Fonksiyonu E§risi

Gamma Fonksiyonunun Limit ile Gösterilmesi

Ba³lang�ç olarak Re(z) > 0 kabulü alt�nda, gamma fonksiyonu a³a§�daki

gibi limit ile de gösterilebilir.

Γ (z) = lim
n→∞

n!nz

z (z + 1)... (z + n))
(3.8)

�spat:

(3.8) ile verilen e³itli§i elde etmek için (3.9) da gösterilen yard�mc� fonksiyon

kullan�l�r.

fn(z) = nz
∫ n

0

Å
1− t

n

ãn
tz−1dt (3.9)

τ = t/n kabulü yerine yaz�l�r ve daha sonra k�smi integrasyon tekrar uygulan�rsa,

a³a§�da gösterildi§i ³ekilde denklem (3.10) elde edilir.

fn = nz
∫ 1

0
(1− τ)n τ z−1dτ

=
nzn

z

∫ 1

0
(1− τ)n−1 τ zdτ

=
nzn!

z (z + 1) ... (z + n− 1)

∫ 1

0
τ z+n−1dτ

fn =
nzn!

z (z + 1) ... (z + n− 1) (z + n)
(3.10)

limn→∞
Ä
1− t

n

än
= e−t limiti kullan�l�rsa

lim
n→∞

fn (z) = lim
n→∞

Å
1− t

n

ã
=
∫ ∞
0

e−ttz−1dt = Γ (z) (3.11)
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elde edilir. Böylelikle, denklem (3.11) gamma fonksiyonunun limit ile de ifade

edilebildi§ini göstermektedir [98].

3.1.2 Beta Fonksiyonu

Birçok durumda gamma fonksiyonunun belirli kombinasyonlar�n� kullanmak

gerekir. Ancak daha sonra bahsedilecek bu durumlarda, bu kombinasyonlar yerine

beta fonksiyonu olarak adland�r�lan ba§�nt�n�n kullan�lmas� daha uygundur. Beta

fonksiyonu genellikle τ = t
n
kabulü ve Re (z) > 0 ve Re (w) > 0 olmak üzere

B (z, w) =
∫ 1

0
τ z−1 (1− τ)w−1 dτ (3.12)

³eklinde tan�mlan�r. Beta fonksiyonuna ait birçok özellik aras�ndan en belirgin

olan� ise ³öyle verilir [7].

B (p, q) =
Γ (p) Γ (q)

Γ (p+ q)
= B (q, p) (3.13)

3.1.3 Mittag-Le�er Fonksiyonu

ez üstel fonksiyonu, tamsay� mertebeli diferansiyel denklemlerde çok önemli

bir role sahiptir. Bu üstel fonksiyonun bir genelle³tirmesini, 1903 y�l�nda �sveçli

matematikçi Mittag-Le�er yapm�³ ve kendi ad�yla bilinen fonksiyonu tan�mlam�³-

t�r. Ancak bu fonksiyonun üzerinde birçok bilim insan� çal�³m�³ ve kullan�lacak

alana göre birçok farkl� tipi geli³tirilmi³tir. Fizik, biyoloji, mühendislik, yerbi-

limleri gibi birçok alandaki problemlerin çözümünde, çok geni³ bir potansiyeli

oldu§undan son yirmi y�l içinde çok daha fazla kullan�l�r olmu³tur [53].

Bir Paramerteli Mittag-Le�er Fonksiyonu

Fonksiyonun 1093te Mittag-Le�er taraf�ndan tan�mlanan ilk hali bir para-

metrelidir. C kompleks say�lar kümesi ve α ∈ C olmak üzere, E (.) notasyonu ile

gösterilen bir parametreli Mittag-Le�er fonksiyonu

Eα (z) =
∞∑
k=0

zk

Γ (1 + αk)
, R (α) > 0, z ∈ C (3.14)
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³eklinde tan�mlan�r. Farkl� de§erler için bir parametreli Mittag-Le�er fonksiyon-

lar�na ait e§riler �ekil 3.2 de görülmektedir. Bir parametreli Mittag-Le�er fonksi-

yonu, kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin çözümlerinde s�kl�kla kullan�l�r.

�ekil 3.2: Farkl� de§erler için bir parametreli Mittag-Le�er fonksiyonlar�

�ki Paramerteli Mittag-Le�er Fonksiyonu

�ki parametreli Mittag-Le�er fonksiyonu, 1953 y�l�nda Wiman taraf�ndan e³it-

lik (3.15) de görüldü§ü ³ekliyle ilk kez tan�mlanm�³t�r. Daha sonra üzerinde yine

Wiman ile Agarwal ve Humbert taraf�ndan da çal�³�lm�³t�r.

Eα,β (z) =
∞∑
k=0

zk

Γ (β + αk)
, R (α) > 0, R (β) > 0, z, α, β ∈ C (3.15)

�ki parametreli Mittag-Le�er fonksiyonlar�nda, α ve β parametrelerinin özel de-

§erlerde seçilmesiyle Eα,β fonksiyonu, bilinen baz� fonksiyonlara dönü³mektedir.

Bunlardan baz�lar� a³a§�da gösterilmi³tir. Örne§in:

α = 1 , β = 1 seçildi§inde;

E1,1 (z) =
∞∑
k=0

zk

Γ (k + 1)
=
∞∑
k=0

zk

k!
= ez (3.16)

α = 1 , β = 2 seçildi§inde;

E1,2 (z) =
∞∑
k=0

zk

Γ (k + 2)
=
∞∑
k=0

zk

(k + 1)!
=

1

z

∞∑
k=0

zk+1

(k + 1)
=
ez − 1

z
(3.17)

α = 1 , β = 3 seçildi§inde;

E1,3 (z) =
∞∑
k=0

zk

Γ (k + 3)
=
∞∑
k=0

zk

(k + 2)!
=

1

z2

∞∑
k=0

zk+2

(k + 2)
=
ez − 1− z

z2
(3.18)
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Genelle³tirilirse;

E1,m (z) =
1

zm−1

{
ez −

−2∑
k=0

zk

k!

}
(3.19)

Hiperbolik sinüs ve kosinüs fonksiyonlar� da Mittag-Le�er fonksiyonunun özel

durumlar�d�r. Örne§in:

E2,1

Ä
z2
ä
=
∞∑
k=0

z2k

Γ (2k + 1)
=
∞∑
k=0

z2k

(2k)!
= cosh (z) (3.20)

E2,2

Ä
z2
ä
=
∞∑
k=0

z2k

Γ (2k + 2)
=

1

z

∞∑
k=0

z2k+1

(2k + 1)!
=

sinh (z)

z
(3.21)

Özel parametre de§erleri ile n. mertebeden hiperbolik, trigonometrik fonksiyonla-

r�n genelle³tirilmi³ hallerine ula³mak mümkündür[98]. Ancak β = 1 seçildi§inde,

e³itlik (3.15) in iki parametreli Mittag-Le�er fonksiyonunun bir parametreliye

dönü³tü§ü görülmektedir.

Eα,1 (z) =
∞∑
k=0

zk

Γ (αk + 1)
≡ Eα (z) (3.22)

3.1.4 Wright Fonksiyonu

Wright fonksiyonu, k�smi türevli kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin

çözümlerinde önemli rol oynar, örne§in; k�smi türevli dalga yay�lma denklemi. Bu

fonksiyon, Eα,β (z) iki parametreli Mittag-Le�er fonksiyonu ile ili³kilendirilmek

suretiyle Wright taraf�ndan tan�mlanm�³t�r. Daha sonra Humbert ve Agarwal,

Laplace dönü³ümlerini kullanarak bu fonksiyonla ilgili çok kullan�l�³l� özellikler,

ili³kiler geli³tirmi³tir. Wright fonksiyonu e³itlik (3.23) daki gibi tan�mlan�r.

W (z;α, β) =
∞∑
k=0

zk

k!Γ (αk + β)
≡ Eα (z) (3.23)
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3.2 KES�RL� TÜREV TANIMLARI

K�smi türevli kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerde bazen bulunmas� ge-

reken katsay�lar basit formda olmad�klar�ndan bu denklemlerin analitik çözümleri

kolay de§ildir. Bu sebeple, probleme uygun say�sal yöntemlerin farkl� metotlar�

kullan�larak yakla³�k çözümler yap�l�r. Bu metotlar� uygularken, kesirli mertebe-

den türev, ayr�ca çözülmesi gereken bir problem olu³turur. Kesirli türevler yerine

kullan�labilecek baz� fonksiyonlar geli³tirilmi³tir. A³a§�da bu fonksiyonlar ele al�n-

maktad�r.

Kesirli türevler tiplerinin tan�mlar�n� vermeden önce, sol ve sa§ türev kav-

ram�n� burada aç�klamak yerinde olacakt�r. aD
α
t ifadesi, a < t kabulü ile sabit alt

s�n�r a ile hareketli üst s�n�r t aras�ndaki kesirli türevi ifade eder. Ancak kesirli

türevleri, hareketli alt s�n�r t ile sabit üst s�n�r b aras�nda dü³ünmek mümkündür.

f(t), a ve b nin sonsuz olabilme ko³ulu alt�nda, [a, b] aral�§�nda tan�ml� olsun. Alt

s�n�r� [a, b] aral�§�n�n sol ucunda olan kesirli türeve, aD
α
t , sol kesirli türev denir.

Üst s�n�r� [a, b] aral�§�n�n sa§ ucunda olan kesirli türeve, tD
α
b , sa§ kesirli türev

denir. Fiziksel problemlerde, f(t) zaman de§i³kenli bir süreç fonksiyonunu tem-

sil ediyorsa, sa§ türev f(t) sürecinin gelecekteki durumunu ifade eder. �ekil 3.3.

Ancak f(t) sürecinin ³imdiki durumu gelecekteki durumuna ba§l� de§ildir. Fizik-

sel bir problem tan�mlan�rken, sa§ türev do§al olarak ortaya ç�ksa da bu sebeple

genellikle ihmal edilir.

�ekil 3.3: Fonksiyonun 'geçmi³' ve 'gelecek' durumunu temsil eden sol ve sa§ kesirli

türevler

Sol ve sa§ kesirli türev olgular�, farkl� ko³ullar alt�nda, Riemann Liouville,

Grünwald-Letnikov, Caputo ve di§erleri gibi kesirli türev çe³itlerini olu³turur [98].
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3.2.1 Grünwald - Letnikow Kesirli Türevi

Grünwald-Letnikow kesirli türevi, kesirli mertebeden geriye farka ait bir li-

mit olarak tan�mlanm�³t�r. Bu tan�m yap�l�rken türevin genel tan�m�ndan yola

ç�k�lm�³ ve gamma fonksiyonlar�ndan yararlan�lm�³t�r. f , [a, b] ∈ R üzerinde in-

tegrallenebilen bir fonksiyon ve α > 0 olmak üzere α. mertebeden sol ve sa§

Grünwald-Letnikow kesirli türevleri s�ras�yla

aD
α
t f (t) = lim

nh=t−a h→0 h
−α

n∑
r=0

(−1)r
(
α

r

)
f (t− rh) (3.24)

tD
α
b f (t) = lim

nh=b−t h→0 h
−α

n∑
r=0

(−1)r
(
α

r

)
f (t+ rh) (3.25)

Yine yukar�daki sebepler çerçevesinde sol türev dikkate al�narak m,m >

p− 1 ko³ulunu sa§layan bir tamsay� olmak ³art�yla, f (k) (t), (k = 1, 2, ...,m + 1)

türevlerinin [a− t] kapal� aral�§�nda sürekli oldu§u varsay�l�rsa, e³itlik (3.26) ile

verilen Grünwald-Letnikow kesirli türev tan�m� elde edilir. Buradam′nin mümkün

olan en küçük de§eri,m < p < m+1 e³itsizli§i ile elde edilmektedir [98, 68, 31, 88].

aD
α
t f (t) = lim

h→∞
f
(p)
h (t)

aD
α
t f (t) =

m∑
k=0

f (k)(a)(t− a)−α+k

Γ(−α + k + 1)
+

1

Γ(−α + k + 1)

∫ t

a
(t− τ)m−αfm+1(τ)dτ

(3.26)

Grünwald-Letnikow kesirli türevi, integralli bir terim içerdi§inden kullan�³l� gibi

görünmesine ra§men, ayn� zamanda integralsiz bir terim de içerdi§inden, baz�

durumlarda kullan�³s�z olabilmektedir.

3.2.2 Riemann - Liouville Kesirli Türevi

Riemann-Liouville kesirli türev tan�m� oldukça yayg�n kullan�lmaktad�r. f ,

[a, b] üzerinde integrallenebilen, zaman de§i³kenli bir fonksiyon ve n−1 ≤ α ≤ n,

n ∈ N+ olmak üzere α. mertebeden sol ve sa§ Riemann-Liouville kesirli türevleri

s�ras�yla

16



aD
α
t f (t) =

1

Γ(n− α)

Ç
d

dt

ån ∫ t

a
(t− τ)n−α−1f(τ)dτ (3.27)

tD
α
b f (t) =

1

Γ(n− α)

Ç
− d

dt

ån ∫ b

t
(τ − t)n−α−1f(τ)dτ (3.28)

biçiminde tan�mlan�r [98]. α n�n tamsay� olmas� durumunda, sol ve sa§ Riemann-

Liouville kesirli türevleri a³a§�daki gibi tamsay� mertebeli türevlere dönü³ür.

aD
α
t f (t) =

Ä
d
dt

äα
ve tD

α
b f (t) =

Ä
− d

dt

äα
Ancak bugüne kadar yap�lm�³, �ziksel problemlerin ele al�nd�§� çal�³ma-

larda, problem tan�mlan�rken, sürecin ³imdiki durumunun gelecekteki durumuna

ba§l� olmay�³� sebebiyle, sa§ türev do§al olarak ortaya ç�kt�§� halde genellikle

ihmal edilmi³ ve Riemann-Liouville kesirli türevi ile e³itlik (3.27) ile verilen sol

türev kastedilmi³tir [98, 68, 31, 88]. t ≥ 0 için n sürekli türevi olan f(t) fonksi-

yonlar�n�n bir s�n�f� ele al�nd�§�nda, e³itlik (3.24) ile verilen Grünwald-Letnikow

kesirli türevi, e³itlik (3.27) ile verilen Riemann-Liouville kesirli türevine denktir.

n = 1 ve 0 < α < 1 olmas� durumunda Riemann-Liouville kesirli türevi a³a§�daki

gibi olur.

aD
α
t f (t) =

1

Γ(1− α)

d

dt

∫ t

a

f(τ)dτ

(t− τ)α
(3.29)

3.2.3 Caputo Kesirli Türevi

E³itlik (3.32) ile verilen Riemann-Liouville kesirli türev tan�m�, teorik matema-

tik alan�ndaki kesirli türev ve integral ve onlar�n uygulamalar� ile ilgili teorilerin

geli³tirilmesinde önemli roller oynad�. Ancak teknolojinin geli³mesiyle sadece saf

matematik alan�nda de§il, özellikle viskoelastisite ve kat� mekani§i gibi birçok

alanda maddesel özellikleri daha iyi tan�mlayan, zenginle³tirilmi³ reolojik mo-

delleri taban alan matematiksel modellemelerde, kesirli mertebeden diferansiyel

denklemlerle beraber problemin ba³lang�ç ko³ullar�n� da ifade eden formülasyon-

lar�n olu³turulmas� önem kazand�. Uygulamal� problemlerde, f(a), f(a)
′
, f(a)

′′
, ...
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gibi fonksiyonun kendisi ve farkl� mertebelerden türevlerini içeren ve �ziksel ola-

rak yorumlanabilen ba³lang�ç ko³ullar�n�n kullan�m�na imkan sa§layan kesirli tü-

rev tan�mlar� gerektirmektedir.

Ancak ne yaz�k ki, Riemann-Liouville yakla³�m�; bir problemde, a³a§�da görül-

dü§ü gibi, k = 1, 2, ..., n ve bk verilen katsay�lar olmak üzere, t = a alt s�n�r�ndaki

Riemann-Liouville kesirli türevlerinin limit de§erlerini içeren ba³lang�ç ko³ullar�n�

kullanmay� gerektirir.

lim
t→a

aD
α−1
t f(t) = b1

lim
t→a

aD
α−2
t f(t) = b2

...

lim
t→a

aD
α−n
t f(t) = bn (3.30)

Bu tür ba³lang�ç ko³ullar� içeren ba³lang�ç de§er problemleri matematiksel

olarak ba³ar�l� bir ³ekilde çözülebilse de �ziksel olarak yorumlanmalar� mümkün

olmad�§�ndan, bu çözümler pratikte kullan�³s�zd�r. Bu duruma örnek çözümler

[106] daki kitapta görülebilir. Kesirli diferansiyel tekniklerle yap�lan matematiksel

hesaplamalarda, ba³lang�ç ko³ullar�n� �ziksel durumlara en uygun ³ekilde veren

Caputo kesirli türev tan�mlar� olmu³tur. Bu aç�dan, Riemann-Liouville ve Caputo

tan�mlar� aras�ndaki farklara örnek olarak ³u örnek verilebilir: Caputo kesirli türev

tan�mlar�na göre sabitin türevi 0 d�r, ancak a alt limitinin sonlu de§ere sahip

olmas� durumunda C sabitinin Riemann-Liouville kesirli türevinin de§eri 0 a e³it

de§il,

0D
α
t C =

Ct−α

Γ(1− α)
(3.31)

e³itli§i ile hesaplanan de§ere e³ittir. Matematiksel teoriler ve uygulamal� teorile-

rin gerektirdi§i özel durumlar aras�ndaki bu türden çeli³kilere çözüm, ilk olarak

Caputo taraf�ndan yaz�lan [18, 19] deki makaleler ile ortaya kondu ve daha sonra

da yine Caputonun [20] ile verilen kitab�nda bu çözümlere yer verildi. �lerleyen

y�llarda (1988-1995), El-Sayed de bu konuda çal�³m�³ ve bu duruma ait çözümler

ortaya koymu³tur [40, 36, 37, 38, 39, 41]. Caputo kesirli türev tan�m� e³itlik (3.32)
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ile verilmektedir.

aD
α
t f(t) =

1

Γ(α− n)

∫ t

a

f (n)(τ)

(t− τ)α+1−ndτ, n− 1 < α < n (3.32)

Caputo kesirli türevinin, 0 < α < 1 olmas� durumunda ald�§� hal a³a§�da veril-

mi³tir.

aD
α
t f(t) =

1

Γ(α− n)

∫ t

a

f (n)(τ)

(t− τ)α
dτ, (x > a) (3.33)

α = n ∈ N olma durumunda Caputo kesirli türevi

Dn
af(t) = f (n)(x) (3.34)

halini al�r ve ayn� ko³ul alt�nda n = 0 de§eri için fonksiyonun Caputo kesirli türevi

D0
af(t) = f(x) (3.35)

³eklinde tan�mlan�r. f(x) fonksiyonunun kesirli türevi α→ n için f(x) in n. tam-

say�l� mertebeden türevi haline gelir.

K�saca özetlemek gerekirse, Caputo yakla³�m�n�n en temel avantaj�, Caputo

kesirli türevlerine ait ba³lang�ç ko³ullar�n�n, tam say�l� mertebeden diferansiyel

denklemlerin ba³lang�ç ko³ullar� cinsinden ifade edilmesidir. Bu avantaj farkl�

bir ³ekilde ³öyle ifade edilebilir: Caputo türevleri, t = a alt limitinde bilinme-

yen ve bulunmak istenen fonksiyonlar�n tam say�l� mertebeden türevlerinin limit

de§erlerini içerir [98]. S�f�r ba³lang�ç ko³ullar� için Riemann-Liouville, Grünwald-

Letnikow ve Caputo kesirli türev tan�mlar� çak�³�r. Bu yüzden, kesirli mertebeden

diferansiyel denklemlerle ifade edilen ba³lang�ç de§er problemlerinin say�sal çö-

zümleri, çözümde seçilip kullan�lan kesirli türev tan�m�ndan ba§�ms�zd�r. Bu se-

beple bir çok ara³t�rmac� bu tür problemlerde Caputo türev tan�mlar�n� kullan�r.

Riemann-Liouville türev tan�m� seçilirse ya kesirli türevli ba³lang�ç ko³ullar�ndan

kaç�n�l�r ya da sadece s�f�r ba³lang�ç ko³ullu durumlar üzerinde çal�³�l�r [101].

Bu çal�³mada da ele al�nan zaman-kesirli mertebeden Schrödinger denkle-

minde Caputo kesirli türev tan�m� kullan�lm�³t�r.
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3.2.4 Erdelyi-Kober Kesirli Türevi

f(x), sonlu (a, b) aral�§�nda tan�ml�, sürekli, integrallenebilir ve n kez diferan-

siyellenebilir bir fonksiyon, α, η, σ ∈ R ve α, σ > 0 olmak ko³uluyla α mertebe-

sinden Erdelyi-Kober sol ve sa§ tara�� kesirli integralleri s�ras�yla e³itlik (3.36) ve

(3.37) de görülmektedir.

Iαa+;σ,ηf(x) =
σx−σ(α+η)

Γ(α)

∫ x

a

tση+σ−1f(t)dt

(xσ − tσ)1−α
(0 ≤ a < x < b ≤ ∞) (3.36)

Iαb−;σ,ηf(x) =
σxση

Γ(α)

∫ b

x

tσ(1−α−η)f(t)dt

(tσ − xσ)1−α
(0 ≤ a < x < b ≤ ∞) (3.37)

Erdelyi-Kober sol ve sa§ tara�� kesirli integrallere tekabül eden f(x) fonksiyonuna

ait (0 ≤ a < x < b ≤ ∞) aral�§�nda, n = [α]+1 olmak üzere, Erdelyi-Kober kesirli

türev tan�mlar� da e³itlik (3.38) ve (3.39) da görülmektedir [68, 106].

Dα
a+;σ,ηf(x) = σx−ση

Ç
1

σxσ−1
D

ån

xσ(n+η)In−αa+;σ,η+αf(x) (3.38)

Dα
b−;σ,ηf(x) = xσ(η+α)

Ç
− 1

σxσ−1
D

ån

xσ(n−η−α)In−αb−;σ,η+α−nf(x) (3.39)

3.2.5 Hadamard Kesirli Türevi

f(x), sonlu (a, b) aral�§�nda sürekli, integrallenebilir ve n kez diferansiyellenebi-

lir bir fonksiyon olmak ve α ∈ R ko³uluyla, f(x) fonksiyonunun α mertebesinden

sol ve sa§ tara�� Hadamard kesirli türevleri e³itlik (3.40) ve (3.41) de görülmek-

tedir [68, 106].

xD
α
a+f(t) =

Ç
x
d

dx

ån 1

Γ(n− α)

∫ x

a

Å
log

x

t

ãn−α+1 f(t)

t
dt, (a < x < b) (3.40)

xD
α
b−f(t) =

Ç
−x d

dx

ån 1

Γ(n− α)

∫ x

b

Å
log

t

x

ãn−α+1 f(t)

t
dt, (a < x < b) (3.41)
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3.3 KES�RL� TÜREVLER�N BAZI ÖZELL�KLER�

3.3.1 Lineerlik

Tamsay�l� mertebeden türevler gibi kesirli mertebeden türevler de lineerlik

özelli§i gösterirler. Dp, kesirli diferansiyellemenin de§i³im veya dönü³üm geçirmi³

herhangi bir hali ise, lineerlik özelli§i a³a§�daki gibi verilir [14, 88].

Dp (λf(t) + µg(t)) = λDpf(t) + µDpg(t) (3.42)

3.3.2 Homojenlik

Tamsay�l� mertebeden türevler gibi kesirli mertebeden türevler de homojenlik

özelli§i gösterirler. C herhangi bir sabit olmak üzere, homojenlik özelli§i a³a§�daki

gibi verilir [14, 88].

0D
α
t [Cf(t)] = C [0D

α
t f(t)] (3.43)

3.3.3 Birle³me Özelli§i

Diferintegral, kombine bir diferansiyasyon/integrasyon i³lemcidir. Belirli ko-

³ullar sa§land�§�nda diferintegrallerle

DαDβ = DβDα

DαDβ = Dα+β

Dαf = g → D−αg

gibi i³lemler yap�labilmektedir. Bir f(t) sürekli fonksiyonu için α ve β pozitif

say�lar olmak üzere, α < β, yani α − β < 0 ko³ulu alt�nda e³itlik (3.44) geçerli

olur.

aD
α
t

î
aD
−β
t f(t)

ó
=a D

α−β
t f(t) (3.44)

Ancak önce türevin, sonra integralin al�nd�§� durumlarda diferintegraller e³it-

lik (3.45) ile hesaplan�r [14, 88].

aD
−β
t [aD

α
t f(t)] =a D

α−β
t f(t)−

β−1∑
k=β−α

(t− k)k

k!
f (α+k−β)(a) (3.45)
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3.3.4 Kesirli Türevler için Leibniz Kural�

�ki fonksiyonun çarp�m�n�n türev de§erini bulmak için kolayl�k sa§layan Leibniz

kural�, özellikle kesirli türevi bilinen bir fonksiyon ile bir polinomun çarp�m�n�n

kesirli türevini hesaplamak için çok kullan�³l�d�r. E§er f(t) ve g(t) fonksiyonlar�n�n

türevleri [a, t] aral�§�nda sürekliyse Leibniz kural� e³itlik (3.46) ile ifade edilir[98].

aD
α
t (g(t)f(t)) =

∞∑
k=0

(
α

k

)
g(k)(t)aD

α−k
t f(t) (3.46)

3.3.5 Bile³ik (Composite) Fonksiyonlar�n Kesirli Türevleri

Birle³ik fonksiyonlar�n kesirli mertebeden türevleri için kullan�lan ba§�nt�, çarp�m

halindeki fonksiyonlar�n kesirli mertebeden türevlerini almak için geli³tirilmi³ olan

Leibniz kural�n�n bir sonucu olarak elde edilir. g(t) fonksiyonu

g(t) = F (h(t)) (3.47)

³eklinde, diferansiyellenebilir h(t) fonksiyonu cinsinden verilen bir bile³ik fonksi-

yon ise, g(t) fonksiyonunun α kesirli mertebesinden türevi, e³itlik (3.51) de verilen

ve Bruno zincir kural� olarak adland�r�lan ifade yard�m�yla hesaplan�r.

aD
α
t F (h(t)) = (t−a)−α

Γ(1−α) g(t)+

+
∞∑
k=1

(
α

k

)
k!(t− a)k−α

Γ(k − α + 1)

k∑
m=1

F (m) (h(t))
∑ k∏

r=1

1

ar!

(
h(r)(t)

r!

)ar

(3.48)

Burada topam
∑

k∑
r=1

= rar = k ve
k∑

r=1

= ar = m (3.49)

olmak üzere a1, a2, ..., ak n�n pozitif tamsay� de§erleri üzerinden al�n�r.
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3.4 KES�RL� D�FERANS�YEL HESABINDAKUL-

LANILAN BAZI DÖNÜ�ÜMLER

3.4.1 Laplace Dönü³ümü ile �lgili Temel Bilgi

Laplace dönü³ümü ile ilgili baz� temel bilgilerin burada verilmesi yararl� ola-

cakt�r. Laplace dönü³ümü ile ifade edilen fonksiyonlar büyük harf, orijinal fonk-

siyonlar da küçük har�e gösterilirse, s kompleks de§i³kenli F (s) fonksiyonu, ba³-

lang�çta ele al�nan f(t) fonksiyonunun Laplace dönü³ümü olarak a³a§�daki ³ekilde

verilir.

F (s) = L {f(t); s} =
∫ ∞
0

e−stf(t)dt (3.50)

E³itlik (3.50) deki integralin var olabilmesi için f(t) fonksiyonunun p mertebesin-

den üstel bir fonksiyon olmas� gerekir. Bu da bütün t > T de§erleri için

e−pt |f(t)| ≤M

olacak ³ekilde M pozitif sabitlerin bulunmas� anlam�na gelir. Di§er bir deyi³le

f(t) fonksiyonu, t → ∞ iken belirli bir üstel fonksiyondan daha h�zl� artmamal�-

d�r.

Orijinal f(t) fonksiyonu, F (t) Laplace dönü³ümü yard�m�yla ters Laplace dö-

nü³ümü kullan�larak elde edilir.

f(t) = L−1 {f(t); s} =
∫ c−i∞

c+i∞
e−stF (s)ds c = Re(s) > c0 (3.51)

c0, e³itlik (3.50) deki Laplace integralinin mutlak yak�nsama düzleminin sa§ yar�-

s�nda yer almaktad�r. E³itlik (3.51) te verilen ters Laplace dönü³ümünün kullan�m�

genellikle çok karma³�kt�r ancak bazen bilinmeyen orijinal f(t) fonksiyonunun

davran�³lar� ile ilgili kullan�³l� bilgiler sa§lar [98].

3.4.2 Riemann-Liouville ve Grünwald-Letnikov Kesirli Tü-

revlerinin Laplace Dönü³ümü

Riemann-Liouville ve Grünwald-Letnikov kesirli integrallerinin Laplace dönü-

³ümü, α > 0 olmak üzere e³itlik (3.52) deki gibi verilir.
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L
¶
0D
−α
t f(t); s

©
= s−αF (s) (3.52)

Riemann-Liouville kesirli türevlerinin Laplace dönü³ümü de yine α > 0 olmak

üzere

L {0Dα
t f(t); s} = sαF (s)−

n−1∑
k=0

sk
î
0D

α−k−1
t f(t)

ó
t=0

(n− 1 ≤ α ≤ n) (3.53)

³eklinde verilir. Ancak bu tan�m, t = 0 alt limitinde kesirli türevlerin limit de§erle-

rinin �ziksel gösterimleri mümkün olmad�§�ndan, matematiksel olarak çözümlerde

kullan�lsa da �ziksel problemlere uygulanabilirli§i s�n�rl�d�r.

Grünwald-Letnikov kesirli türevinin Laplace dönü³ümü de 0 < α < 1 olmak

üzere e³itlik (3.54) deki gibi tan�mlan�r [98].

L {0Dα
t f(t); s} = sαF (s) (3.54)

3.4.3 Caputo Türevinin Laplace Dönü³ümü

Caputo kesirli türevinin Laplace dönü³ümü e³itlik (3.55) deki gibi verilir.

L {0Dα
t f(t); s} = sαF (s)−

n−1∑
k=0

sα−k−1f (k)(0) (n− 1 ≤ α ≤ n) (3.55)

Görüldü§ü gibi Caputo türevinin Laplace dönü³üm denklemi, ele al�nan prob-

lemle ilgili �ziksel yorumlar�n kesin olarak yap�labildi§i t = 0 alt s�n�r�nda, f(t)

ve türevlerinin de§erlerini içermektedir. Örne§in, f(0) bir cismin ba³lang�ç ko-

numunu tan�ml�yorsa, f(0)
′
ba³lang�ç h�z�n�, f(0)

′′
ba³lang�ç ivmesini tan�mlar.

Geleneksel formdaki, ba³lang�ç ko³ullar�n� belirleyen sabit katsay�lar içeren, lineer

kesirli mertebeden diferansiyel denklemler ile ifade edilen uygulamal� problemlerin

çözümünde Caputo kesirli türevinin Laplace dönü³ümü kullan�³l�d�r [98].

3.4.4 Fourier Dönü³ümü ile �lgili Temel Bilgi

Fourier dönü³ümü, (−∞,∞) aral�§�nda integrallenebilen sürekli bir h(t) fonk-

siyonu için

Fe {h(t);w} =
∫ ∞
−∞

eiwth(t)dt (3.56)
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³eklinde verilir. Bilinen Fourier dönü³ümünden orijinal h(t) fonksiyonunun elde-

sini sa§layan ters Fourier dönü³ümü de e³itlik (3.57) de görülmektedir.

h(t) =
1

2π

∫ ∞
−∞

Fee
−iwtdw (3.57)

3.4.5 Kesirli Türevlerin Fourier Dönü³ümü

Kesirli türevlerin Fourier dönü³ümlerinden önce kesirli integrallerin Fourier

dönü³ümlerine de§inmek yararl� olacakt�r. Riemann-Liouville kesirli integralinin

Fourier dönü³ümü 0 < α < 1 olmak üzere

Fe

¶
−∞D

−α
t g(t);w

©
= (iw)−αG(w) (3.58)

³eklinde verilir. Bu dönü³üm Grünvald-Letnikov kesirli integrali −∞D−αt g(t) ve

Caputo kesirli integrali C
−∞D

−α
t g(t) için de geçerlidir.

E³itlik (3.58) kullan�larak kesirli türevlere ait Fourier dönü³ümü ba§�nt�s� elde

edilir. g(t) fonksiyonunun a = −∞ alt s�n�r�nda ve g(t) nin türevinin t → −∞

için makul bir davran�³� oldu§u kabulü alt�nda, k�smi integral al�narak düzen-

lendi§inde, n − 1 < α < n ko³uluyla Riemann-Liouville, Grünvald-Letnikov ve

Caputo kesirli türevleri a³a§�daki gibi ayn� formda yaz�labilir.

−∞D
−α
t g(t)

−∞D
−α
t g(t)

C
−∞D

−α
t g(t)


=

1

Γ(n− α)

∫ t

−∞

g(n)(τ)dτ

(t− τ)α+1−n =−∞ Dα−n
t g(n)(t) (3.59)

E³itlik (3.59) kullan�larak a = −α alt s�n�r�nda, Riemann-Liouville, Grünvald-

Letnikov ve Caputo kesirli türevleri için e³itlik (3.60) te görülen ayn� formdaki

Fourier dönü³üm ifadesi elde edilir [98].

Fe {Dαg(t);w} = (iw)α−nFe

¶
g(n)(t);w

©
= (iw)α−n(−iw)nG(w)

= (iw)αG(w)

(3.60)

Yukardaki e³itlikte Dαg(t) gösterimi; Riemann-Liouville −∞Dα
t g(t), Grünvald-

Letnikov −∞Dα
t g(t) ve Caputo

C
−∞D

α
t g(t) kesirli türevlerini temsil etmektedir.
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Bölüm 4

KISM� TÜREVL� KES�RL� MERTEBEDEN

SCHRÖD�NGER DENKLEMLER�

4.1 SCHRÖD�NGER DENKLEM�

Dalga denklemleri, bir parçac�§�n veya bir alan�n dinamik geli³im sürecini

tan�mlamada önemli bir role sahiptir. Örne§in Maxwell denklemleri, elektro-

manyetik alan�n davran�³�n� k�smi diferansiyel denklem cinsinden tan�mlamakta-

d�r. Kuantum mekani§inde ise bir parçac�k; kinetik terimin Laplace operatörüyle

verildi§i nonrelativistik Schrödinger dalga denklemleri ile tan�mlanabilir. Baz� ko-

³ullar alt�nda Schrödinger denkleminin relativistik ifadesi de vard�r. Schrödinger

denklemi; bir kuantum sistemi hakk�ndaki her türlü bilgiyi veren ve bu sistemi

tan�mlayan bir dalga fonksiyonudur. Dalga fonksiyonunun uzaya ve zamana ba§l�

de§i³imini, ilk kez Avusturyal� �zikçi Erwin Schrödinger gösterdi§inden, bu denk-

lem onun ad�yla an�l�r. 1900 y�l�nda Max Planck′�n ”Kuantum Varsay�mlar�” n�

ortaya koymas�ndan sonra 1924 te de Broglie varsay�m� ve 1927 de ”Heisenberg

Belirsizlik �lkesi” nin ortaya at�lmas�, bilim dünyas�nda yeni ufuklar�n do§ma-

s�na sebep oldu. Bu geli³meler sonucunda, Max Planck′�n kuantum varsay�mlar

ve Schrödinger′in dalga mekani§i birle³tirilmesiyle ”Kuantum Mekani§i Kuram�”

olu³tu.

Klasik mekanikte bir parçac�§�n hareket durumu, parçac�§�n konumu ve

h�z�yla verilir. Kuantum mekani§inde ise bir parçac�§�n hareket durumu dalga
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fonksiyonlar� ile verilir. Asl�nda her iki mekanikte de parçac�§�n durumunun za-

mana ba§l� olarak nas�l de§i³ece§ini öngörmek temel sorunu te³kil eder. Parçac�-

§�n durumu her iki mekanikte de hareket denklemleriyle verilir. Klasik mekanikte

hareket denklemi, Newtonun ikinci yasas�yla verilen F⃗ = ma⃗ d�r. t = 0 an�nda

parçac�§�n h�z ve konumu biliniyorsa daha sonraki herhangi bir andaki konum ve

h�z bu yasa ile bulunur. Kuantum mekani§indeki hareket denklemi ise zamana

ba§l� veya zamandan ba§�ms�z olarak tan�mlanabilen Schrödinger denklemidir.

Parçac�§�n t = 0 an�ndaki dalga fonksiyonu biliniyorsa zamana ba§l� Schrödinger

denklemi çözülerek herhangi bir andaki dalga fonksiyonlar� bulunur ve parçac�-

§�n kendine özgü özellikleri belirlenir. Madde dalgas� olarak da bilinen ψ(x, y, z)

Schrödinger dalgas�n�n klasik �zikteki kar³�l�§�ndan fark� bir olas�l�k dalgas� ol-

mas�d�r. Bu dalgalar� ifade eden fonksiyonlar, parçac�§�n belirli bir t an�ndaki x

konumunda bulunma olas�l�§�n� verir. K�saca Schrödinger denklemi, bir kuantum

sistemi hakk�nda araç dalga fonksiyonudur.

Schrödinger denkleminin elde edili³ini aç�klamaya ba³lamadan önce, bunu

olu³turan temel postülatlar� (varsay�mlar�) ele almak yararl� olacakt�r [16, 92,

111].

4.1.1 Max Planck′�n Kuantum Varsay�mlar�

Max Planck 1900 y�l�nda siyah cisim �³�mas�n� ara³t�r�rken, yapt�§� deneyle tam

uyumlu bir formül önererek iki tane çarp�c� ve tart�³mal� varsay�m ileri sürdü.

Böylece kuantum kavram� do§mu³ oldu. Bu varsay�mlar ³öyle özetlenebilir:

• I³�n�m yayan ve titre³en bir sistemin enerjisi, ν fotonun frekans�, h Planck

sabiti olmak üzere;

E = nhν (n = 1, 2, 3, ...) (4.1)

ile verilen kesikli enerji de§erlerindedir.

• Atomlar quanta (foton) denilen �³�k enerjisinin kesikli birimleri cinsinden

enerji yay�nlar veya so§ururlar.

E = hν (4.2)
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1904 y�l�nda ilk kez A. Einstein taraf�ndan kullan�lan ve �³�k enerjisi paketi veya

yuma§� anlam�na gelen foton, en genel anlamda elektromanyetik dalga paketi ola-

rak aç�klanabilir. Fotonun enerjisi, dalga boyu λ cinsinden ise ³öyle tan�mlan�r:

E =
hc

λ
(4.3)

4.1.2 De Broglie Varsay�m�

1924 y�l�nda Frans�z �zikçi L. de Broglie taraf�ndan ortaya at�lan varsay�ma

göre, momentumu p olan bir parçac�§a, dalga boyu

λ =
h

p
(4.4)

olan bir dalga e³lik eder.

4.1.3 Heisenberg Belirsizlik �lkesi

Farkl� frekans, ³iddet ve yay�lma do§rultusunda olan birden fazla dalgan�n,

uzay�n bir noktas�nda giri³imleri sonucunda olu³an enerji paketine dalga paketi

denir. Dalga paketindeki dalgalar tam olarak üst üste bindiklerinden, bu bölgeler

dalgalar�n grup yapt�§� yerlerdir ve dalga paketinin h�z�na da grup h�z�, vg, denir.

vg de§eri; gruptaki üst üste binen k dalga say�s�na ba§l�d�r. Dalga paketinin bo-

yutlar� ya da dalgan�n e³lik etti§i parçac�§�n herhangi bir andaki konumu olan x,

paketteki k dalga say�s� artt�kça küçülür. Ba³ka bir deyi³le, x i do§ru belirlemek

için dalgalar� s�kla³t�rmak, yani k y� büyütmek gerekir. Dolay�s�yla dalga boyu λ

olan dalga için k dalga say�s� ³öyle verilir:

k =
2π

λ
(4.5)

Sonuç olarak; konumun belirlenmesindeki duyarl�l�k ∆x artarken dalga say�s�-

n�n belirlenmesindeki duyarl�l�§�n, ∆k, azald�§� söylenebilir. Yani ∆x belirsizli§i

ile ∆k belirsizli§i ters orant�l�d�r.

∆x =
1

∆k
(4.6)

E³itlik (4.4) ve (4.5) in ortak çözümünden

p =
hk

2π
(4.7)
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elde edilir. Bu ifade kullan�larak, taneci§in momentumunun ölçülmesinde yap�la-

bilecek hata ya da di§er bir deyi³le belirsizlik ³öyle bulunur:

∆p ≈ h

2π
∆k (4.8)

E³itlik (4.8) de elde edilen sonuç e³itlik (4.6) da yerine yaz�l�rsa;

∆x∆p =
h

2π
= H (4.9)

elde edilir, say�sal de§eri ise H = 1, 05.10−34J.s dir. Ölçümler sonucu, her iki

büyüklü§e ait belirsizliklerin çarp�m� her zaman en az Planck sabiti kadard�r.

∆x∆p ≥ H (4.10)

4.1.4 Olas�l�k ve Yo§unluk Ak�s�

Kuantum mekani§i hareketli cisimlerle ilgilenir. De Broglie′ye göre hareketli bir

parçac�§a e³lik eden dalga ψ(x, y, z, t) ile gösterilir. Ancak bu dalgan�n boyutu

olmad�§�ndan �ziksel olarak da bir anlam� yoktur. Parçac�§�n birim hacimde bu-

lunma olas�l�§� olan olas�l�k yo§unlu§u, ρ(x, y, z, t), bu dalga fonksiyonunun mutlak

de§erinin karesi olarak yani |ψ(x, y, z, t)|2 olarak verilir.

ρ(x, y, z, t) = |ψ(x, y, z, t)|2 = ψ(x, y, z, t)∗ (4.11)

E³itlik (4.11) de verilen tan�ma göre, parçac�§�n herhangi bir dV = dxdydz hacim

eleman� içinde bulunma olas�l�§� ρ(x, y, z, t) dir. Bu parçac�§�n tüm uzayda bu-

lunma olas�l�§� ise parçac�k uzay�n herhangi bir yerinde mutlak var olaca§�ndan,

1′ e e³ittir. ∫
tumuzay

ρ(x, y, z, t)dV =
∫
tumuzay

ψ∗ψdV = 1 (4.12)

E³itlik (4.12), dalga fonksiyonunun Normalizasyon Ko³ulu olarak bilinir.

Olas�l�k ak�s� ise S(x, y, z, t) ile gösterilir ve parçac�§a ait olas�l�k yo§unlu§u-

nun uzayda yer de§i³tirmesi olarak tan�mlan�r. Olas�l�k ak�s� ve olas�l�k yo§unlu§u

aras�nda a³a§�daki ili³ki mevcuttur.

∂ρ(x, y, z)

∂t
+∇S(x, y, z, t) = 0 (4.13)
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Bu ifadedeki ∇ sembolü, nabla i³lemcisi olup

∇ =
∂

∂x
î+

∂

∂y
ĵ +

∂

∂z
k̂ (4.14)

ile verilir. E³itlik (4.13) ten görüldü§ü üzere olas�l�k ak�s�ndaki konuma göre de-

§i³im, olas�l�k yo§unlu§unda zamana göre de§i³ime sebep olur [110].

4.1.5 Kuantum Mekani§inin Postülatlar�

Kuantum mekani§i bir olas�l�klar kuram�d�r ve sistemati§ini anlamak için üze-

rine kuruldu§u birçok postülat� (varsay�m�) iyi anlamak gerekir. Bu konuda birçok

postülat olmas�na ra§men di§erlerinin de dayana§� olan dört ana postülat önem-

lidir.

Postülat-1: Dalga fonksiyonu ile ilgilidir.

r = |r| =
»
x2 + y2 + z2 (4.15)

olmak üzere, her kuantum mekaniksel bir sistemin durumu, ψ(r, t) iyi davran�³l�

dalga fonksiyonu ile belirlenebilir. Bu dalga fonksiyonun karesi integre edilebil-

meli, normalize edilebilmeli, kendisi ve türevi tek de§erli, sürekli ve sonlu olma-

l�d�r.

∫ ∞
−∞

ψ∗(r, t)ψ(r, t)dτ = 1 (4.16)

Postülat-2: �³lemci (operatör) gözlenebilir büyüklüklerle ilgilidir. Kuantum

mekani§inde ölçülebilen veya gözlemlenebilen her ³ey dinamik de§i³kendir. Klasik

mekanikteki her gözlenebilire, kuantum mekani§inde bir i³lemci kar³�l�k getirilir.

�³lemciler [x, p] = i~ komitasyon ba§�nt�s�n� sa§layacak ³ekilde seçilir. Kuantum

mekaniksel i³lemciler do§rusal ve hermitik olmal�d�r. Schrödinger denklemine göre

dalga fonksiyonunun zamana ba§l� de§i³imini Hamiltonian ad� verilen bir i³lemci

kontrol eder. Enerji operatörü ad�yla da an�lan bu i³lemci, kuantum sistemin sahip

oldu§u enerji de§erlerini belirler. Fiziksel olarak, Hamiltonian gibi gözlenebilir bir

niceli§i temsil eden bir i³lemcinin beklenen de§eri reel olmal�d�r. Beklenen de§eri

reel olan i³lemcilere hermitik i³lemci denir. Baz� dinamik de§i³kenler ve onlara

ait i³lemciler Tablo 4.1 de görülmektedir [15].
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Dinamik De§i³ken Koordinat Formunda �³lemcisi

Kinetik enerji p2x
2m

− ~2
2m

∇2

Potansiyel Enerji V (x) V (x)

Lineer Momentum px −i~ ∂
∂x

Lineer momentum p −i~∇

Hamiltonian H − ~2
2m

∇2 + V (x)

Tablo 4.1: Baz� dinamik de§i³kenler ve onlara ait i³lemciler

Postülat-3: Tablo 4.1 de örnekleri görüldü§ü üzere, her dinamik de§i³kene

lineer ve hermitik bir i³lemci, genel ifadesiyleÂ kar³�l�k gelir. Belirlenen i³lemciler,

dinamik halleri belirleyen dalga fonksiyonuna uyguland�§�nda, özde§er denklemi

olarak da bilinen a³a§�daki ifade elde edilir.

Âψ = aψ (4.17)

Bu ifadede ψ fonksiyonu Â i³lemcisinin özfonksiyonu, a ise özde§eridir. Bir i³lem-

cinin özfonksiyonlar�, o i³lemcinin i³leyece§i uzay� geren baz vektörleri olu³turur.

Postülat-4: Beklenen de§er ile ilgilidir. Belirli bir dinamik haldeki a gibi

dinamik bir de§i³ken bir dalga fonksiyonu ile ölçüldü§ünde, bu dinamik de§i³kene

kar³�l�k gelen Â i³lemcisinin ortalama de§erine e³ittir. A³a§�daki ifade beklenen

de§eri verir. ¨
Â
∂
= Ā =

∫
ψ∗ÂψdV∫
ψ∗ψdV

(4.18)

4.1.6 Zaman Ba§�ml� Schrödinger Denklemi

Kuantum mekani§inin temel problemi, belirli bir V (r) potansiyeli için Schrö-

dinger denklemini çözerek E enerji özde§erlerini ve ψ(r) özfonksiyonlar�n� elde

etmektir. Bu durumda, önce Schrödinger denkleminin elde edili³ini incelemek ye-

rinde olacakt�r.

Klasik mekanikteki kinetik ve potansiyel enerjilerin toplam� olan mekanik

enerjiyi, bunlar�n klasik mekanikteki i³lemci kar³�l�klar� ile birle³tirerek Schrödin-
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ger dalga denklemi elde edilir.

Schrödinger′in zamana ba§l� denkleminin do§u³u da ³öyle aç�klanabilir:

Klasik �zi§e göre m kütleli bir parçac�k uzay�n x, y, z boyutlar�nda bulunmas�n-

dan dolay� V (x, y, z) potansiyel enerjiye ve p2/2m ³eklinde ifade edilen kinetik

enerjiye sahipse, parçac�§�n tüm enerjisi; Etoplam = p2

2m
+ V (x, y, z) olur. Schrö-

dinger bu e³itlikten yararland� ve parçac�k ya da parçac�klar sisteminin, farkl�

yerlerde ne olas�l�kla bulundu§unu gösteren zaman-ba§�ml� ψ(x, y, z) dalga fonk-

siyonunu olu³turdu. E³itlik (4.15) dikkate al�narak yaz�ld�§�nda, Klasik �zikteki

toplam enerji, üç boyutlu uzayda zamana ba§�ml� olarak a³a§�daki gibi ifade edi-

lir.

E =
1

2
mv2 + V (r, t) =

p2

2m
+ V (r, t) (4.19)

Kuantum mekani§inde toplam enerji i³lemcisi olarak kullan�lan ifade ise

Tablo 4.1 den de görülece§i gibi, zamandan ba§�ms�z olarak

E → Ê = − h2

2m
∇⃗2 + V (r) (4.20)

zamana ba§�ml� olarak

E → Ê = −i~ ∂
∂t

(4.21)

³eklinde ifade edilir. Burada ∇⃗, e³itlik (4.14) de verildi§i gibi kullan�l�r. E³itlik

(4.20) ve (4.21) ile verilen i³lemciler, kütlesi m, potansiyeli V olan hareketli bir

parçac�§a e³lik eden ψ(r, t) dalga fonksiyonuna uygulan�rsa, Schrödinger denklemi

en kapal� formda ³öyle yaz�l�r:

Ĥψ(r, t) = Êψ(r, t) (4.22)

�³lemciler de aç�k bir ³ekilde gösterilirse, ~ Planck sabitinin de§eri 10, 1.10−34J.s

olmak üzere, zamana ba§�ml� Schrödinger denkleminin iki farkl� gösterimi a³a§�-

daki gibidir. Ç
− ~2

2m
∇⃗2 + V (r⃗)

å
ψ(r, t) = −i~ ∂

∂t
ψ(r, t) (4.23)

− ~2

2m

∂2

∂r2
ψ(r, t) + V (r⃗)ψ(r⃗, t) = −i~ ∂

∂t
ψ(r, t) (4.24)
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Sonsuz bir potansiyel kuyu içindeki sabit E enerjili bir parçac�§a e³lik edip onun

davran�³ olas�l�klar�n� veren dalga fonksiyonu, e³itlik (4.25) de verilen dalga fonk-

siyonlar�n�n lineer kombinasyonu olarak yaz�labilir.

ψ(r, t) = Ae−i(kr−wt) (4.25)

V (r) = 0 olan serbest parçac�k için momentum p = ~k ve enerji E = ~w ³eklinde

al�narak düzenlemeler yap�l�rsa, e³itlik (4.25) de gösterilen serbest parçac�§a ait

harmonik dalga fonksiyonu, p ve E cinsinden ³öyle yaz�labilir [107]:

ψ(r, t) = Ae−i(pr−Et)/~ (4.26)

Genel olarak zaman ba§�ml� Schrödinger denklemi, klasik �zikte Newton′un

F = ma denklemi ile bir parçac�§�n dinami§ini tan�mlad�§� gibi, bir parçac�-

§�n dinamik davran�³�n� tan�mlar. Ancak arada önemli bir fark vard�r. Newton

denklemi çözüldü§ünde, zaman�n bir fonksiyonu olarak parçac�§�n konumu be-

lirlenir. Oysa Schrödinger denkleminin çözümü ile elde edilen ψ(r, t)fonksiyonu,

karesi al�nd�§�nda, parçac�§�n herhangi bir bölgede bulunma olas�l�§�n�n zamana

ba§�ml� olarak de§i³imini verir.

4.1.7 Zamandan Ba§�ms�z Schrödinger Denklemi

”E enerjisi ile verilen bir parçac�k için dalga fonksiyonu nedir?” sorusunu cevap-

lamak için, zaman-ba§�ml� Schrödinger denkleminden zaman ba§�ml�l�§� k�sm�n�

ç�karmak gerekir. E³itlik (4.24) te verilen zaman-ba§�ml� Schrödinger denklemi-

nin sa§ taraf� 0 (s�f�r) olacak ³ekilde düzenlenirse a³a§�daki zamandan ba§�ms�z

Schrödinger denklemi elde edilir.

~2

2m

∂2

∂r⃗2
ψ(r⃗) + (E − V (r⃗))ψ(r⃗) = 0 (4.27)

Genel olarak i³lemciler ile ifade edilirse bu denklem ³öyle ifade edilebilir:

Eψ(r⃗) = Ĥψ(r⃗) (4.28)

E³itlik (4.25) veya (4.26) ile verilen zamandan ba§�ms�z Schrödinger denkleminde

parçac�§�n enerjisi olan E niceli§i, bir serbest parametredir. Di§er bir deyi³le, E
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nin muhtemel de§erleri için, hiçbir a³amada herhangi bir k�s�tlama yoktur. Bu

yüzden e§er herhangi bir E de§erine sahip V (r) potansiyeli alt�nda ilerleyen bir

parçac�§a ait dalga fonksiyonu belirlenmek istenirse, yap�lmas� gereken sadece,

bu E de§erini uygun V (r) de§eri ile beraber denkleme eklemek ve bu duruma

tekabül eden denklemi çözmektir.

4.1.8 Relativistik Schrödinger Denklemi

Parçac�§�n kinetik enerjisinin, hareket etmiyorken sahip oldu§u iç enerjisinden

çok çok daha büyük olma durumu da söz konusu olabilir. Bu durumda parçac�§�n

enerjisi relativistik (göreli) olarak a³a§�daki gibi ifade edilir.

E2 = p2c2 +m0c
2 (4.29)

E³itlik (4.24), E ifadesi için e³itlik (4.27) kullan�larak düzenlenirse Relativistik

Schrödinger denklemi elde edilir ve Dt =
∂
∂t

olmak üzereÇ
∇2 − 1

c2
D2

t

å
ψ(r⃗, t) =

Åmc
~

ã2
ψ(r⃗, t) (4.30)

³eklinde yaz�l�r.

4.1.9 Parçac�§�n �çinde Bulundu§u Potansiyelin Çözüme

Etkisi

Bir parçac�§a ait Schrödinger denkleminin çözümünde, parçac�§�n içinde bu-

lundu§u potansiyele ait bilgiler önemli farklar olu³turur. Ve bu farklar k�saca

³öyle özetlenebilir:

• V nin sabit olmas� durumu:

V nin s�f�r olmas� durumu, serbest parçac�§�n durumudur. S�f�rdan farkl�

de§ere sahip olmas� durumlarda ise parçac�§�n enerjisine göre E nin uygulanan

V potansiyelinden büyük ya da küçük olmas� durumlar�na göre farkl� çözümler

bulunur. E nin V den küçük olmas� ve belirli bir geni³likten sonra bu potansiyelin

kald�r�lmas� durumunda Tünel etkisi gözlemlenir. Bu durumda ak�m yo§unlu§u

hesaplanarak geçme ve yans�ma katsay�lar� bulunur.
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• V = V (r) olmas� durumu:

Parçac�§a uygulanan potansiyelin, parçac�§�n konumuna ba§l� oldu§u, örne-

§in basit harmonik titre³tirici veya Coulomb potansiyeli gibi de§i³ken potansiyel

oldu§u durumlard�r. Bir kat�daki atomlar�n titre³imi ve atomdaki çekirde§e ba§l�

elektronlar�n hareketi V = V (r) durumuna örnek olarak verilebilir.

4.2 SCHRÖD�NGERDENKLEM�N�N BAZI ÖZEL-

L�KLER�

• Parçac�§�n konumu ve momentumu e³ zamanl� olarak dalga fonksiyonu

ψ(r⃗, t) ile kodlanm�³t�r. Bu özellik ψ(r⃗, t) nin karma³�k olmas� gerçe§i ile

yak�ndan ili³kilidir. Gerçel dalgan�n herhangi bir sabit zamanda (t = 0)

hareket yönünün belirtilmesi imkans�zd�r. Hareket yönünü belirlemek için

zamana göre türevini (momentum yönünü) belirlemek gerekir. A³a§�da s�-

ras�yla sa§a hareketli ve sola hareketli dalga fonksiyonlar� görülmektedir.

ψ→(r⃗, t) = ψ0e
ikx−iwt (4.31)

ψ←(r⃗, t) = ψ0e
−ikx−iwt (4.32)

Schrödinger Denklemi, i kompleks say�s�n� ve kompleks fonksiyon olan ψ(r⃗, t)

dalga fonksiyonunu içerir ve bu kompleks dalga fonksiyonunun uzayda ve

zamanda nas�l ilerledi§ini betimler.

• Zamana ba§�ml� Schrödinger denklemi de Kuantum mekani§inin postülat-

lar�ndan biridir.

• Schrödinger denklemi do§rusald�r, yani Schrödinger denkleminin çözümleri

ψ1 ve ψ2 ise c1 ve c2 key� kompleks say�lar olmak üzere ψ = c1ψ1 + c2ψ2 de

çözümüdür (dalgalar için üstüste binme ilkesi).
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4.3 DALGA FONKS�YONUNUN ψ(X,T )YORUMU

Herhangi bir t an�nda parçac�§�n konumu üzerinde bir ölçüm yap�ld�§�nda,

parçac�§�n x ve x+dx aras�nda bulunma olas�l�§� |ψ(x, t)|2 ile verilir. Schrödinger

denklemi, hem ∂
∂x

hem de ∂
∂t

içerdi§inden k�smi diferansiyel denklemdir. V (x)

zamandan ba§�ms�z oldu§undan, Schrödinger denklemi iki adet adi diferansiyel

denkleme ayr�³t�r�labilir.

ψ(x, t) = T (t)ψ(x) (4.33)

Bu ³ekilde dü³ünülerek Schrödinger denklemi yeniden düzenlenirse e³itlik (4.33)

elde edilir.

i~ψ(x)
dT

dt
(t) = T (t)

®
− ~2

2m

∂2ψ(x)

∂x2
+ V (x)ψ(x)

´
(4.34)

T (t)ψ(x) ̸= 0 olmak üzere her iki taraf� T (t)ψ(x) ile bölersek a³a§�daki durum

elde edilir.

i~
1

T

dT

dt
(t) =

®
− ~2

2m

∂2ψ(x)

∂x2
+ V (x)ψ(x)

´
1

ψ(x)
(4.35)

E³itlik (4.34) de her iki taraf farkl� de§i³kenlere ba§l�d�r. Bu yüzden asl�nda bunlar

sabit olmal�d�r ve bu sabit sistemin toplam enerjisi (E) olarak ele al�n�rsa,

i~
dT

dt
(t) = ET (t) (4.36)

elde edilir. E³itlik (4.36) ya ait çözüm ³öyledir:

T (t) = Ce−iEt/~ (4.37)

Zaman ba§�ml�l�§�, E/~ aç�sal h�z�yla zamanda evrim yapan bir faz çarpa-

n�d�r. Zamana ba§�ml� Schrödinger denklemi e³itlik (4.24) ile zamandan ba§�ms�z

Schrödinger denklemi ise e³itlik (4.26) ile verilmi³tir. Zamandan ba§�ms�z Sch-

rödinger denklemi, Ĥψ(x) = Eψ(x), dalga fonksiyonuna etki eden i³lemci ayn�

dalga fonksiyonunu E ile çarp�lm�³ olarak olu³turdu§undan, bir özde§er denklemi-

dir. Kuantum mekani§inde bu Heisenberg matris yaz�l�m ³eklidir ve matrisler de

özvektörler ve özde§erleri beraberinde getirir. ψn(x), Schrödinger denkleminin za-

mana ba§l� çözümüdür ve En özde§erli bir sistemin özdurumunu göstermektedir.

Bir ψn(x) özdurumunun zamansal evrimi en basit halde

ψn(x, t) = e−iEn/~ψn(x) (4.38)

36



³eklinde verilir. Tüm ψn(x) ler ve bunlar�n her birine kar³�l�k gelen En özde§er-

lerini bulmak, denklemi çözmek anlam�na gelir [120].

4.4 KISM� TÜREVL� KES�RL� MERTEBEDEN

SCHRÖD�NGER DENKLEMLER�

K�smi türevli kesirli mertebeden Schrödinger denklemi ilk kez Nick Laskin

taraf�ndan, Feynman Yolu �ntegralinin bir geni³letilmi³ hali olarak 1999′da ileri

sürüldü. Laskin, ′′Kesirli Schrödinger Denklemi′′ terimini ilk kez [70] de verilen

çal�³mas�nda kulland�. Kesirli mertebeden Schrödinger denklemi, en genel olarak,

bilinen Schrödinger denkleminde

∂
∂t

→ ∂α

∂tα
ve ∂

∂x
→ ∂β

∂xβ

de§i³imleri yap�larak elde edilir. Schrödinger denklemi, ∂α

∂tα
içeriyorsa zaman-

kesirli, ∂β

∂xβ içeriyorsa uzay-kesirli, hem ∂α

∂tα
hem de ∂β

∂xβ içeriyorsa uzay-zaman

kesirli Schrödinger denklemi olarak adland�r�l�r.

4.4.1 Zaman Ba§�ml� Kesirli Mertebeden Schrödinger Denk-

lemi

E³itlik (4.24) te verilen zaman ba§�ml� Schrödinger denkleminin Nick Las-

kin taraf�ndan elde edilen kesirli hali; r⃗ 3-boyutlu konum vektörü, ~ indirgenmi³

Planck sabiti, ψ(r⃗, t) bir parçac�§�n herhangi bir t an�nda verilen bir r⃗ konu-

munda bulunmas�n�n kuantum mekaniksel olas�l�k fonksiyonu, V (r⃗, t) herhangi

bir t an�nda r konumundaki potansiyel enerji ve ∆ = ∂2/(∂r⃗2) Laplace operatörü

olmak üzere

i~
∂

∂t
ψ(r⃗, t) = Dα(−~2∆)α/2ψ(r⃗, t) + V (r⃗, t)ψ(r⃗, t) (4.39)

³eklinde verilir. Bu ifadedeki Dα ifadesi

[Dα] = [Enerji]1−α . [uzunluk]α . [zaman]α (4.40)
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�ziksel boyutu ile verilen ölçek sabitidir. α = 2 oldu§unda, m parçac�§�n kütlesi

olmak üzere D2 = 1/2m ³eklinde kullan�l�r. E³itlik (4.38) deki (−~2∆)α/2 i³lem-

cisi ise [72] te tan�mland�§� ³ekliyle 3-boyutlu kesirli kuantum Riesz türevidir.

(−~2∆)α/2 i³lemcisi ψ(r⃗, t) fonksiyonuna a³a§�daki ³ekilde uygulan�r.Ä
−~2∆

äα/2
ψ(r⃗, t) =

1

(2π~)3
∫
d3pei p⃗ r⃗/~ |p⃗|α φ(p⃗, t) (4.41)

Burada r⃗ konum uzay� (gerçek ya da koordinat uzay�) bulunulan uzaydaki tüm

konum vektörlerinin kümesidir. Konum vektörü bir noktay� uzayda tan�mlar. p⃗

momentum uzay� veya k⃗-uzay� ise serbest ya da ba§l� parçac�§a ait k⃗ dalga vektör-

lerinin kümesidir. ′′Dalga vektörü′′ diye adland�r�l�r, p⃗ = ~k⃗ ³eklinde ifade edilir.

E³itlik (4.41) de görülen konum ve momentum uzaylar�ndaki dalga fonksiyonlar�

ψ(r⃗, t) ve φ(p⃗, t) nin 3-boyutlu Fourier dönü³ümünden elde edilmi³ bir ili³kileri

mevcuttur.

ψ(r⃗, t) =
1

(2π~)3
∫
d3pei p⃗ r⃗/~(p⃗, t) (4.42)

φ(p⃗, t) =
1

(2π~)3
∫
d3pe−i p⃗ r⃗/~(r⃗, t) (4.43)

Zaman ba§�ml� kesirli mertebeden Schrödinger denkleminin i³lemcilerle ifade edil-

mi³ kapal� formu a³a§�da görülmektedir.

i~
∂

∂t
ψ(r⃗, t) = Ĥαψ(r⃗, t) (4.44)

E³itlik (4.44) deki Ĥα Hamilton i³lemcisidir ve aç�k ifadesi e³itlik (4.45) ile veril-

mi³tir.

Ĥα = Dα(−~2∆)α/2 + V (r⃗, t) (4.45)

4.4.2 Zaman Ba§�ms�z Kesirli Mertebeden Schrödinger Denk-

lemi

E³itlik (4.25) ile verilen ve ayn� bölümde anlat�lan zamandan ba§�ms�z Schrö-

dinger denkleminin eldesi için gereken özel ko³ullar�n varl�§�nda, zamandan ba-

§�ms�z Hamilton i³lemcisi

Ĥα = Dα(−~2∆)α/2 + V (r⃗) (4.46)
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³eklini al�r. Bu durumda zamandan ba§�ms�z kesirli mertebeden Schrödinger denk-

lemi, i³lemcilerle kapal� formda gösterilirse e³itlik (4.47) deki gibi, daha aç�k ha-

liyle gösterilirse e³itlik (4.46) da görüldü§ü gibi olur.

Eψ(r⃗) = Ĥαψ(r⃗) (4.47)
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Bölüm 5

KISM� TÜREVL� KES�RL� MERTEBEDEN

SCHRÖD�NGER DENKLEMLER�N�N

MATEMAT�KSEL MODELLENMES�

KONUSUNDA YAPILMI� ÇALI�MALAR

Kesirli mertebeden Schrödinger Denklemleri, Kesirli Kuantum Mekani§i denk-

lemleri aras�nda önemli bir yer te³kil eder Standart Kuantum Mekani§inde üç

farkl� yolla yakla³�m yap�l�r. Bunlar; Matris Mekani§i, Schrödinger Denklemi, ve

Feynman Yolu (Path) �ntegrali yakla³�mlar�d�r.

Kesirli Kuantum Mekani§i ilk olarak 1999da Nick Laskin taraf�ndan Feyn-

man Yolu �ntegralinin geni³letilmesi sonucunda ortaya kondu [70, 71, 72]. Na-

ber, Schrödinger denklemleri üzerinde çal�³malar yapt� ve Caputo kesirli türev

tan�mlar�n� kullanarak birinci mertebeden Schrödinger denklemini zaman-kesirli

mertebeden Schrödinger denklemi haline getirdi. Bu çal�³mada, Mittag-Le�er

fonksiyonu için de yeni özde³likler geli³tirerek tan�mlad� [95]. Naber bununla

da kalmay�p zaman-kesirli mertebeden Schrödinger denkleminin serbest parça-

c�k ve potansiyel kuyusu için çözümlerini yapt�. Son y�llarda kesirli hesaplama

ve kesirli mertebeden diferansiyel denklemler üzerinde birçok ara³t�rmac� çal�³t�

[3, 1, 10, 9, 8, 91]. Bu çal�³malarla e³zamanl� ve daha sonra olmak üzere kesirli

mertebeden k�smi ve adi Schrödinger diferansiyel denklemleri üzerinde de birçok

çal�³ma yap�ld�. Burada, k�smi türevli kesirli mertebeden Schrödinger denklemleri

ile ilgili son y�llarda öne ç�km�³ çal�³malardan söz edilecektir.
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Gua, X. ve arkada³lar�, kesirli mertebeden Schrödinger denklemini serbest

parçac�k ve sonsuz kare potansiyel kuyusu için çözdü. Problemi, serbest parça-

c�k için Cauchy problemi halinde ele alarak temel çözüme ula³t�lar ve potansiyel

kuyusundaki parçac�§�n enerji seviyeleri ve normalize dalga fonksiyonlar�n� elde

ettiler [49]. Odibat, Z. ve arkada³lar� lineer ve nonlineer zaman-kesirli mertebe-

den Schrödinger denklemlerine, Genelle³tirilmi³ Diferansiyel Dönü³üm Metodu (

Generalized Di�rential Transfer Method GDTM ) kullanarak çözüm geli³tirdi

[96]. Guo, B. ve arkada³lar�, periyodik s�n�r ko³ullu bir problem olarak ifade edi-

len bir kesirli mertebeden nonlineer Schrödinger denklemine, Galerkin metoduyla

geli³tirilmi³ olan global düzle³tirilmi³ bir çözümün varl�§�n� ve tekli§ini gösterdi

[50]. Rido, S. Z. çal�³ma arkada³lar�yla, kesirli mertebeden nonlineer Schrödinger

denklemlerinde kesirli türevler için Caputo tan�m� kullanarak Adomian Ayr�³-

t�rma Metodu ( Adomian Decomposition Method ADM ) uygulamas�yla çö-

züme ula³t� [103]. Dong, J. ve arkada³lar�, Caputo kesirli türevi ve Riesz kesirli

operatörü içeren Schrödinger denklemini geli³tirdiler. Bu denklemi kullanarak,

zaman-ba§�ms�z potansiyel alanda uzay-zaman-kesirli mertebeden kuantum sis-

teminin zamana ba§l� de§i³imleri üzerinde, zamana göre kesirli türevin mertebe-

sinin 0 − 1 ve 1 − 2 aral�§�ndaki de§erleri için, Mittag-Le�er fonksiyonlar�n� da

kullanarak çal�³t� [33]. [125, 64, 43] te verilen çal�³malarda, k�smi türevli tamsay�l�

mertebeden Schrödinger denklemleri için Galerkin metodu kullan�larak çözümler

geli³tirildi. Baleanu, D. ve arkada³lar�, kesirli mertebeden nonlineer Schrödinger

denklemlerine yakla³�k analitik çözüm elde etmek için Homotopy Perturbasyon

Metodu kulland�. Bu çal�³mada çözümler, kolayl�kla hesaplanabilir terimleri olan

h�zl� yak�nsak sonsuz seriler ³eklinde elde edildi [13]. Saxena, R. K. ve arkada³lar�,

Schrödinger denkleminin tek boyutta genelle³tirilmi³ kesirli çözümlerini, Laplace

ve Fourier dönü³ümleri, Caputo kesirli türev tan�m� ve Mittag-Le�er fonksiyonu

kullanarak elde etti [109]. Rozmej, P. arkada³lar�yla yapt�§� çal�³mada, kesirli

kuantum mekani§i hesaplamalar� için gerekli temel formülasyonun geli³tirildi§i

ancak bu alanda çözülmü³ problemlerin belirli konularda yayg�nla³t�§�n� ve farkl�

alanlarda geni³lemenin gerekti§ini vurgulad� [105]. Hu, J. ve arkada³lar�, kesirli

nonlineer Schrödinger denklem sistemini, periyodik s�n�r ko³ulu alt�nda ele al�p
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sisteme ait çözüm için Fourier dönü³ümleri yapt�ktan sonra Galerkin metodu kul-

land� [60]. Herzallah, M. A. E. ve arkada³lar�, kübik nonlineer k�smi türevli kesirli

mertebeden Schrödinger denklemine, Caputo kesirli türev tan�m� ve ADM kul-

lanarak yakla³�m yapt�. Bu çal�³mada kübik nonlineer Schrödinger denkleminin

gerçek çözümü, kullan�lan metotla bulunan yakla³�k çözümün özel bir ko³ulundaki

durumu olarak verildi. Bu metodun kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin

çözümünde etkili ve güçlü bir metod oldu§u sonucuna vard�lar [57]. Wei, L. ve

arkada³lar�, zaman-kesirli mertebeden Schrödinger denklemini, sonlu elemanlar

metotlar�ndan tam olarak Local Süreksiz Galerkin (Local Discontinuous Galer-

kin LDG ) metodu kullanarak çözdü. Çözümde k�smi türevler, Caputo kesirli

türevi olarak tan�mland� ve diskritizasyon ³emas�n� olu³tururken zaman ekseni

boyunca sonlu farklar metodu, uzaysal (x) ekseni boyunca LDG kullan�ld� [123].

Ba³ka bir çal�³malar�nda da problem olarak ele ald�klar� zaman-kesirli mertebe-

den Schrödinger çitf denklem sistemini çözmek için diskritizasyon ³emas�n� olu³-

tururken, yine zaman ekseni boyunca sonlu farklar metodu, uzaysal (x) ekseni

boyunca LDG kullan�ld� [124]. Martins, J. ve arkada³lar�, da§�t�lm�³ mertebeden

ve kesirli-zaman türevi içeren Schrödinger denkleminin uzay ve zaman ba§�ml�

çözümlerini elde etti. Ayr�ca kesirli türevler için Green fonksiyonlar�n�n kullan�l-

d�§� bu çal�³mayla uzaysal operatörlerin tamsay� olmayan boyutlara uygulan�³�

tamamland� [87]. Wong, J ve ekibi, k�smi türevli zaman-kesirli mertebeden Sch-

rödinger denklemini bir ba³lang�ç de§er problemi olarak ele ald� ve Caputo kesirli

türev formülleri, Laplace dönü³ümleri ve olas�l�k yo§unlu§u fonksiyonlar� kulla-

narak çözüme ula³t� [122]. Khan, N. A. ve arkada³lar�, s�f�r veya s�f�r olmayan

tuzak (trapping) potansiyelli durumlarda, zaman-kesirli mertebeden Schrödin-

ger denklemlerine Homotopy Analiz Metodu ( HAM ) ile çözüm geli³tirdi [66].

HAM ile nonlineer problem olarak ele al�nan zaman-kesirli mertebeden Schrö-

dinger denklemleri de ba³ka bir çal�³mada çözülmü³tür [66]. Hemida, K. M. ise

ekibiyle, Caputo kesirli türev tan�mlar�n� ve metod olarak HAM kullanarak, ke-

sirli kübik nonlineer Schrödinger denklemlerin vas�tas�yla baz� nonlineer kesirli

mertebeden k�smi türevli diferansiyel denklemlere yakla³�mlar yapt� ve çözümler

in³a etti [54]. Y�lmazel, R. ve arkada³�, parametre ba§�ml�, Columb potansiyelli,

α-boyutlu kesirli uzayda, ikinci dereceden adi diferansiyel denklem olarak tan�m-
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lanm�³ Schrödinger denklemine kesirli hesaplama teknikleri ile çözüm geli³tirdi

[126]. Ashyralyev, A. ekibiyle yapt�§� çal�³mada, ba§�ml� katsay�lara sahip çok

boyutlu (multidimensional) kesirli mertebeden Schrödinger diferansiyel denklem-

leri içeren kar�³�k problemler için, birinci ve ikinci mertebeden do§rulu§a sahip

fark ³emalar� olu³turdu. Bu çal�³mada, bir boyutlu kesirli Schrödinger diferan-

siyel denklemdeki uzaysal (x) de§i³ken Dirichlet ko³ulu ile ele al�narak say�sal

metotlarla çözüme gidildi [36]. Ba³ka bir çal�³mada, zaman-kesirli mertebeden

Klein-Gordon Schrödinger denklem çifti Klein-Gordon Schrödinger denklem çif-

tinin zamana göre türev k�sm�ndaki mertebenin α ∈ (1, 2], β ∈ (0, 1] kesirli

mertebelerle yer de§i³tirilmesiyle elde edildi ve kesirli türevler için Caputo kesirli

türev tan�m� kullan�ld�. Bir ba³lang�ç de§er problemi olarak ele al�nan bu ça-

l�³mada, çözüme Adomian Ayr�³t�rma Metodu (ADM) kullan�larak ula³�ld� [58].

Mohebbi, A. ve ekibi, kuantum mekani§inde kar³�la³�lan bir ve iki boyutlu zaman-

kesirli mertebeden nonlineer Schrödinger denklemine çözüm için nümerik metot

kulland�. Kullan�lan metotta, kesirli mertebeden zamana ba§l� türeve O(τ 2−α),

0 < α < 1 mertebesinde bir ³ema ile yakla³�m yap�ld�ktan sonra uzaysal (x)

boyuttaki türeve Kansa yakla³�m� ile yak�nsama yap�ld�. Bu çal�³ma, standart

kuantum mekani§inde ve birçok farkl� mühendislik ve �zik probleminde ba³a-

r�yla uygulanan Meshless metodunun, radyal taban fonksiyonlar� ve kolokasyon

yakla³�m� tabanl� olarak, kesirli kuantum mekani§i problemlerine de uygulanabi-

lirli§ini gösterdi [91]. Meshless yakla³�m�n�n, hareketli en küçük kareler, çekirdek

fonksiyonlar� (Kernel) ve bütünü parçalamay� taban alan bir yakla³�m oldu§unu

burada hat�rlamak gerekir. [6] te verilen çal�³mada, Laplace dönü³ümlerine uygun

kesirli türevler içeren quantum mekani§i problemlerinin, küçük sinc fonksiyonla-

r�n� taban alan kollokasyon yakla³�mlar� kullan�lmak ve Schrödinger denklemini

düzgün �zgaralamak suretiyle nümerik çözümlerinin mümkün oldu§u gösterildi.

Herrmann, Riesz kesirli türev tan�m�n� baz alarak sonsuz kuyu potansiyelindeki

parçac�k için Schrödinger denklemi geli³tirdi [56].
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Bölüm 6

SAYISAL YÖNTEMLER

Bu çal�³mada ele al�nan ve k�smi türevli kesirli mertebeden non-homojen lineer

Schrödinger denklemi ile ifade edilen problemin nümerik çözümü Kompact Sonlu

Farklar Metodu ve enerji korumal� yöntemlerden Ortalama Vektör Alan� (OVA)

Metodu ile çözülmü³tür. Bu sebeple burada, bu metotlarla daha önce yap�lm�³

çal�³malardan öne ç�kanlara k�saca de§indikten sonra metodlar�n matematiksel

formülasyonu ve özellikleri ile ilgili k�sa teorik bilgi vermek uygun olacakt�r.

6.1 KOMPAKT SONLU FARKLAR METODU

6.1.1 Kompakt Sonlu Farklar Metodu ile �lgili Yap�lm�³ Ça-

l�³malar

Günümüze de§in Kompakt Sonlu Farklar metodu kullan�larak olu³turulan ³e-

malar�n kullan�ld�§� birçok çal�³ma yap�lm�³t�r. Burada, bu konuda yap�lm�³ çal�³-

malardan baz�lar�n� örnek olarak vermek, bu metodun kullan�m alanlar� hakk�nda

bilgi verecektir.

Kompakt olmayan sonlu farklar ³emalar�yla çözülmü³ olan problem tipleri,

sonraki y�llarda kompakt ³emalar geli³tirilerek daha yüksek do§ruluk mertebesin-

den çözüldü. Hirish birinci ve ikinci türevlerin bilinmeyen olarak kabul edildi§i

yüksek mertebeden kompakt ³emalar ile say�sal örnekler çözdü [59]. Forester yine

bu metodu vurgulayan ve ³emalar�n kompakt olarak kalmas�na izin veren yük-
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sek mertebeden �ltre önerdi [44]. Hemker sapma düzeltmesi teknikleri için yüksek

mertebeden do§rulukta yakla³�m yapan çok seviyeli (multi-level) ³emalar�n belirli

aç�lardan avantajlar�n� ortaya koydu [55].

Yüksek mertebeden kompakt (HOC) ³emalarda, yap�lan yakla³�mlar, stan-

dart merkezi farklar yakla³�m�n� O (h2) do§ruluk mertebesinden O (h4) mertebe-

sine yükseltir. Uzaysal boyutlardaki uygulamalar� ilk olarak malzeme süreksiz-

likleri için MacKinnon ve Corey taraf�ndan kullan�ld� [82]. MacKinnon, Corey,

Johnson ve Longerman benzer çal�³malar� konveksiyon difüzyon problemleri için

gerçekle³tirdi [78, 79, 80, 81]. Yakla³�k ayn� zamanlarda, Abardonel ve Kumar

HOC ³emalar ile Euler denklemlerine çözümler geli³tirdi [2]. Spotz ve Corey dife-

ransiyel denklemlerin kullan�lmas�yla kesme hatas� terimlerine yakla³�m yapmak

için yüksek mertebeden kompakt sonlu farklar ³emalar� geli³tirdi. Bu çal�³may�

Navier-Stokes denklemlerinin bir formu üzerinde gerçekle³tirdi [115]. Gamet ve

arkada³lar�, düzgün olmayan �zgaralarda, birinci ve ikinci türevler için dördüncü

dereceden kompakt ³emalar geli³tirdi [46]. Daha sonralar� Zhao ve arkada³lar� iki

noktal� s�n�r de§er problemlerinin genel formu ve iki boyutlu eliptik k�smi dife-

ransiyel denklemleri için dördüncü mertebeden kompakt sonlu farklar ³emalar�

geli³tirip yak�nsama ispatlar�n� yapt� [130]. Zhao ve arkada³lar� ekonomi alan�nda

k�smi diferansiyel denklem problemi olarak ifade edilen, Amerikan vade �yat-

land�rma problemine h�zl� ve yüksek do§rulukta çözüm üreten kompakt ³emalar

geli³tirdi [129]. Nabavi ve arkada³lar� bir ve iki boyutlu Helmholtz denklemlerine

9-noktal�, alt�nc� mertebeden do§rulu§a sahip kompakt sonlu farklar ³emalar� ge-

li³tirerek metodun analizini yapt� [94]. Yine [76] deki çal�³mada Neumann s�n�r ko-

³ulu için alt�nc� mertebeden do§rulukta simetrik gösterim geli³tirildi. Düzle³tirme

(smooth) fonksiyonlar�n�n türevlerinin kompakt ³ema ile hesaplan�rken kullan�l-

mak üzere s�n�r noktalar� için yüksek mertebeli ³emalar geli³tirildi. Ayn� konuda

Oliveira ve Lu da çal�³t� ve özellikle Dirichlet ko³ulu için ³emalar geli³tirdi [77].

Mohebbi ve Dehghan, iki boyutlu lineer Schrödinger denkleminin çözümü için

yüksek mertebeden kompakt ³emalar geli³tirdi [89]. Liu ve arkada³lar� implicit

(kapal�) yakla³�mla geli³tirdikleri dördüncü ve alt�nc� mertebeden kompakt ³ema-

lar ile jeodinamik simulasyonlarda kullan�lan diferansiyel denklemleri çözdü [75].
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Boersma s�k�³t�r�lamayan Naiver-Stokes ve iletim denklemleri için alt�nc� merte-

beden kompakt ³emalar geli³tirdi [17].

Günümüze yakla³t�kça, k�smi türevli kesirli mertebeden diferansiyel denk-

lemlerin çözümünde de kompakt ³emalar kullan�l�r oldu [4, 97, 121]. Gao ve Sun

kesirli alt-difüzyon denklemleri için dördüncü mertebeden kompakt ³emalar kul-

land� [47]. Rehman ve Khan ise çok noktal� s�n�r de§er problemi olarak ele ald�k-

lar� k�smi türevli kesirli mertebeden diferansiyel denklemi için bu metodu kulland�

[102]. Hu ve Zhang çal�³malar�nda ele ald�klar� kesirli k�smi diferansiyel denklem

olarak ifade edilen problem için ayn� metodla türetilen diskritizasyon ³emalar�n�

kulland� [61, 128]. Zhao ve Corless yapt�klar� çal�³mada, lineer ve lineer olmayan

yüksek mertebeden integro-diferansiyel denklemlere yüksek do§ruluk kompakt ³e-

malar geli³tirerek çok iyi sonuçlar ald� [130]. Elconsul ve Lagha, Dirichlet ve/veya

Neumann s�n�r ko³uluna sahip bir boyutlu homojen olmayan Helmholtz denkle-

mini, geli³tirdikleri sekizinci mertebeye kadar kompakt ³emalarla çözdü [35].

6.1.2 Kompakt Sonlu Farklar MetodununMatematiksel For-

mülasyonu

Yüksek mertebeden do§rulu§a sahip diskritizasyon metotlar�na kar³� bir ilgi

bulunmaktad�r. Adi veya k�smi diferansiyel denklemlerin, standart sonlu fark-

lar metotlar� kullan�larak yüksek do§rulukta say�sal çözümlerini elde etmenin bir

yolu, daha küçük �zgara boyutlar� olu³turmak üzere dü§üm noktas� say�s�n� art-

t�rmakt�r. Ancak bu seçim daha uzun bir hesaplama süresi ve daha geni³ bir

depolama alan� gerektirir. Di§er bir yolu ise �zgara (dü§üm) noktalar�n�n bulun-

du§u hesaplama ³ablonunun geni³lemesini gerektiren yüksek mertebeden ³emalar

kullanmakt�r. Bu seçim ise hesaplamada kullan�lan matrislerin band geni³li§ini

artt�raca§�ndan çözümü yava³lat�r. K�saca, Sonlu Farklar metoduyla yap�lan yak-

la³�mlarda en önemli dezavantaj, yap�lan yakla³�m�n mertebesi artt�kça hesaplama

³ablonunun geni³lemesidir. Bu geni³ ³ablonlar, ele al�nan problemin tan�mland�§�

aral�§�n kenarlar�n�n yak�nlar�nda daha da hantalla³�r. Ancak kompakt ³ablon-

lar kullan�larak, küçük karma³�kl�klar�n da farkl� yakla³�mlarla ele al�narak yok
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edilmesiyle yüksek mertebeden sonlu fark yakla³�mlar� gerçekle³tirmek mümkün

olmaktad�r. Bu sebeple, diferansiyel denklemlerin say�sal çözümlerinde kompakt

sonlu fark ³emalar� tercih edilir.

Sonlu fark ³emalar� bilindi§i gibi ′′impicit′′ (kapal�) ve ′′explicit′′ (aç�k) ola-

rak s�n��and�r�l�r. Aç�k ³emalar, dü§üm noktalar�ndaki türevlerini, fonksiyonla-

r�n noktalardaki bilinen a§�rl�kl� de§erlerinin toplam� ³eklinde ifade ederler. Bu

yakla³�mda, fonksiyonun bilinmeyen de§erlerinden bilinen de§erlerine ula³�lmaya

çal�³�l�r.

Kapal� ³emalar ise dü§üm noktalar�ndaki türevlerin a§�rl�kl� toplamlar�n�,

fonksiyonu bilinen noktalardaki a§�rl�kl� de§erlerinin toplamlar�na e³itler. Bu yak-

la³�mda ise fonksiyonun bilinen de§erlerinden bilinmeyen de§erlerine gidilir.

Kapal� ³emalar ile ayn� hesaplama ³ablonu geni³li§inde (stencil) küçük öl-

çekler için aç�k ³emalara göre önemli ölçüde daha iyi yakla³�mlar yapmak müm-

kündür. Kapal� yakla³�m�n do§rulu§unun art�³� bilinmeyen noktalardaki türev-

lere ait katsay�lardan olu³an band matrisin tersinin al�nmas� s�ras�nda olu³ur

[74, 27, 69, 86]. Bu matrisler, tersini alma i³lemi daha rand�manl� oldu§undan

genellikle tridiagonal seçilir [114, 117]. Bu avantajlar� sebebiyle kompakt ³ema-

lar�n kapal� fark yakla³�m�yla kullan�lmas� gerekir. Kompakt fark ³emalar�, kü-

çük hesaplama ³ablonuyla yüksek mertebeden do§ruluk sa§layan, yüksek mer-

tebeli kapal� metotlard�r ve bu sebeple hesaplamal� problemlerde çok geni³ bir

uygulama alan� bulmu³tur. Düzenli konveksiyon-difüzyon problemleri [118, 127],

Poisson denklemi [4, 97, 121] ve Helmholtz denklemleri [93, 119] bu uygulama

alanlar�na örnek verilebilir.

Kompakt fark ³emalar�n�n olu³turulmas� için birçok metod uygulanmakla

birlikte iki temel yakla³�m ön plana ç�kar.

1. Padé Yakla³�m Metodu (Pade Appoximation Method) [12]

2. Taylor Serileri Metodu (Taylor Series Method) [116]
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Bu iki yakla³�mdan biri kullan�larak farkl� mertebelerden yakla³�m yapan, farkl�

say�da terimleri olan birçok kompakt ³ema türetilebilir. Bu tez çal�³mas�nda Tay-

lor serileri metodu kullan�lm�³t�r.

Burada Taylor seri aç�l�m� ile ilgili bir hat�rlatma yapmak gerekir. m key�

bir tamsay�, ui+m = u(xi +m) ve u(n), u fonksiyonunun xi noktas�nda x e göre n

inci türevi olmak üzere ui+m de§erinin xi noktas� etraf�nda Taylor seri aç�l�m�

ui+m =
∞∑
n=0

(m∆x)n

n!
u(n) (6.1)

³eklinde ifade edilir. Bu ifadeden a³a§�daki toplam ve farklar kolayl�kla elde edilir.

ui+m + ui−m
2

=
∞∑

n=0,2,4

(m∆x)n

n!
u(n) (6.2)

ui+m + ui−m
2m

=
∞∑

n=0,2,4

(m∆x)n

(n+ 1)!
u(n+1) (6.3)

Bu ifadeler fonksiyonun kendisine oldu§u gibi türevlerine de uygulanabilir. Ör-

ne§in, denklem (6.1) de u yerine u(1) yaz�l�rsa ayn� ifade birinci türev için elde

edilir.

u
(1)
i+m + u

(1)
i−m

2
=

∞∑
n=0,2,4

(m∆x)n

n!
u(n+1) (6.4)

Standart kompakt sonlu farklar formülasyonunda, bir fonksiyonun, tan�ml� ol-

du§u dü§üm noktalar� kümesindeki üç ard�³�k noktadaki de§erleri, fonksiyonun

ayn� ard�³�k noktalardaki türev de§erlerinin lineer kombinasyonu ³eklinde ifade

edilir. Üzerinde düzgün aral�kl� bir �zgara tan�mlanm�³ [a, b] aral�§�nda, i ile in-

dekslenmi³ N adet dü§üm noktas� dü³ünülürse 1 ≤ i ≤ N olmak üzere düzgün

�zgara aral�§� h = (b − a)/(N − 1) ³eklinde tan�mlan�r. Bu durumda �zgara üze-

rindeki dü§üm noktalar�, a = x1 < x2 < ... < xN−1 < xN = b ve xi+1 = x1 + ih

olmak üzere fonksiyonun bu noktalardaki de§erleri fi = f(xi) ³eklinde ifade edi-

lir. Kompakt sonlu farklar ³emas�, s�n�r noktalar� hariç içteki noktalar ve s�n�r

ko³ullar�na tabi s�n�rdaki noktalar için ayr� ayr� olu³turulur ve �ekil 6.1 deki gibi

uygulan�r.
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�ekil 6.1: 1-D N adet dü§üm noktas�n�n olu³turdu§u �zgarada kompakt ³emalar�n

uygulan�³�

Birinci Türev Yakla³�m�

i. dü§üm noktas�ndaki f
′
i birinci türevine yap�lan sonlu farklar yakla³�m�,

fonksiyonun i. noktas�n�n kom³usu olan noktalardaki de§erlerine ba§l�d�r. Ör-

ne§in, f
′
i yakla³�m�, ikinci mertebeden merkezi farklarda (fi−1, fi+1) kümesine,

dördüncü mertebeden merkezi farklarda (fi−2, fi−1, fi+1, fi+2) kümesine ba§l�d�r.

Bu genellemeler ve k�saltmalardan sonra fonksiyonun birinci türevine a³a§�daki

formda bir yakla³�m yaz�l�r.

βf
′
i−2 + αf

′
i−1 + f

′
i + αf

′
i+1 + βf

′
i+2 =

= c
fi+3 − fi−3

6h
+ b

fi+2 − fi−2
4h

+ a
fi+1 − fi−1

2h
(6.5)

a, b, c ve α, β katsay�lar� aras�ndaki ili³ki Taylor serilerindeki ayn� mertebeli

terimlerin katsay�lar�n�n e³itlenmesiyle bulunur ve bu katsay�lar�n say�sal de§erleri

hesaplan�r. Genellikle tercih edilen tridiagonal ³emalar, bu formülasyonda β = 0

seçildi§inde elde edilir. c = 0 seçimi ile de bir parametreli (α) aileye ait, dördüncü

mertebeden tridiagonal ³emalar elde edilir [74]. Standart kompakt sonlu farklar

formülünün katsay�lar� Taylor aç�l�m� kullan�larak yüksek do§ruluk elde edilecek

³ekilde belirlenir. Bu katsay�lar belirlenirken uygulanan basit algoritman�n ana

basamaklar� a³a§�da belirtilmektedir.

1. �stenen kompakt sonlu farklar formülü bilinmeyen katsay�lar�yla (6.5) deki

gibi yaz�l�r.
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2. Denklem (6.5) in her iki taraf� xi noktas� etraf�nda diskritizasyon paramet-

resi h cinsinden Taylor aç�l�m� yap�larak geni³letilir. Bu aç�l�mlardaki terim

say�s�n� istenen do§ruluk mertebesi belirler.

3. Denklemdeki terimler her iki tarafta h �n mertebesine göre gruplan�r. Her

iki tarafta ayn� h mertebesine sahip terimler e³itlenerek elde edilen denk-

lemlerden katsay�lar belirlenir. Örne§in O(h6) mertebesinden bir yakla³�m

yap�yorsak hj, j = 0, 1, ..., 4, 5 içeren terimlerden alt� denklem elde edile-

rek katsay�lara ula³�l�r [130]. �lk e³le³meyen katsay� lineer ba§�ml�l�§a sebep

olaca§�ndan, yap�lan yakla³�m�n formal kesme hatas�n� belirler.

�kinci Türev Yakla³�m�

Birinci türev yakla³�m�nda oldu§u gibi, i. dü§üm noktas�ndaki f
′′
i ikinci

türevine yap�lan sonlu farklar yakla³�m�, fonksiyonun i. noktas�n�n kom³usu olan

noktalardaki de§erlerine ba§l�d�r. Fonksiyonun ikinci türevine a³a§�daki formda

bir yakla³�m yap�l�r.

βf
′′
i−2 + αf

′′
i−1 + f

′′
i + αf

′′
i+1 + βf

′′
i+2 =

= c
fi+3 − 2fi + fi−3

9h2
+ b

fi+2 − 2fi + fi−2
4h2

+ a
fi+1 − 2fi + fi−1

h2
(6.6)

a, b, c ve α, β katsay�lar� aras�ndaki ili³ki yine birinci türev yakla³�m�nda oldu§u

gibi Taylor serilerindeki ayn� mertebeli terimlerin katsay�lar�n�n e³itlenmesiyle

bulunur. β = 0 ve c = 0 seçimi ile de dördüncü mertebeden tridiagonal ³emalar

elde edilir.

Birinci Türev �çin S�n�r Formülasyonu

Fonksiyonun birinci türevine i = 1 s�n�r de§erinde yakla³�mda bulunmak

için, e³itlik (6.5) te verilmi³ olan iç noktalar için birinci türev yakla³�m�na ba§l�

olarak, e³itlik (6.7) de görülen genel formülasyon verilir. Bu e³itlikle elde edilebi-
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lecek ³ema, en az ikinci mertebeden bir do§rulu§a sahiptir.

f
′

1 + αf
′

2 =
1

h
(af1 + bf2 + cf3 + df4) (6.7)

Katsay�lar yine Taylor serilerindeki ayn� mertebeli terimlerin katsay�lar�n�n

e³itlenmesiyle bulunarak i = 1 s�n�r de§eri için s�n�r kompakt ³emas� elde edilir.

Ayn� ³ema, i = N s�n�r ko³ulu varsa, bu nokta için de uyarlan�r.

�kinci Türev �çin S�n�r Formülasyonu

Fonksiyonun ikinci türevine i = 1 s�n�r de§erinde yakla³�mda bulunmak

için, e³itlik (6.7) ye benzer bir formülasyon olan genel kompakt s�n�r ³emas�,

e³itlik (6.8) daki gibi yaz�l�r.

f
′′

1 + αf
′′

2 =
1

h2
(af1 + bf2 + cf3 + df4 + ef5) (6.8)

Katsay�lar yine Taylor serilerindeki ayn� mertebeli terimlerin katsay�lar�n�n

e³itlenmesiyle bulunarak i = 1 s�n�r de§eri için s�n�r kompakt ³emas� elde edilir.

Ayn� ³ema, i = N s�n�r ko³ulu varsa, bu nokta için de uyarlan�r [74].

6.2 ORTALAMA VEKTÖR ALANI (OVA) ME-

TODU (AVERAGE VECTOR FIELD - AVF)

6.2.1 Ortalama Vektör Alan� (OVA) Metodu ile �lgili Ya-

p�lm�³ Çal�³malar

Adi ve k�smi diferansiyel denklemlerin say�sal integrasyonu için geli³tirilen me-

todlar geleneksel olarak, say�sal stabiliteyi sa§layarak ve zaman ad�mlar�n� kontrol

ederek global hatay� minimize etmek ile ilgilenmi³tir. Son yirmi y�lda ise say�sal

metodlar�n tasar�mlar�nda, ele al�nan problemlerin do§as�nda var olan simplektik

yap�, simetriler, korunan nicelikler, hacim ve faz uzay� yap�lar� gibi geometrik özel-

liklerin korunmas� düzeyine ç�k�lm�³t�r. Bu metodlar geometrik veya yap�y� koru-

yan metodlar olarak bilinmektedir [85]. Bu konuda yap�lan bir çok çal�³ma, Ha-

miltonian adi ve k�smi diferansiyel denklemler için simplektik ve multi-simplektik
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metodlar�n olu³turulmas� üzerinde yo§unla³m�³t�r [24, 42, 51, 65, 73, 108]. Bütün

Runge-Kutta metodlar�n�n birle³tirilmi³ diferansiyel denklemlerin lineer integ-

rallerini korudu§u ve simplektik Runge-Kutta metodlar�n�n da kuadratik integ-

ralleri korudu§u bilinmektedir. Hiçbir Runge-Kutta metodu yüksek mertebeden

polinomsal veya lineer olmayan integralleri korumaz. Metod gerçek çözümler üre-

temiyorsa, simplektik yap� ve Hamiltonianlar ayn� anda korunamazlar [25, 51].

Enerji koruyan metodlar�n geli³imi Courant, Friedrichs ve Lewy taraf�ndan

yap�lan çal�³malarla ba³lad� [28]. Yak�n zamanlarda da adi diferansiyel denklemler

için ayr�k gradient ve ayr�k varyasyonal türevler kullanan integral koruma metod-

lar�na ilgi artm�³t�r [84, 100, 23, 21, 48, 99]. Ayr�k gradient metodlar lineer ol-

mayan evrimsel k�smi diferansiyel denklemlere de uyguland� [29, 45]. Geli³tirilmi³

kolokasyon metodlar ve Hamiltonian s�n�r de§er metodlar� olarak bilinen ve poli-

nomsal Hamiltonian sistemlerin enerjisini tamamen koruyan metodlar da geli³ti-

rilerek kullan�ld� [62, 63].

Yukar�da sözü edilen tüm metodlar lineer olmad�§� için bu metodlarla elde

edilen say�sal çözümler, zaman boyutunda dönü³ümler yap�ld�§�nda de§i³mez de-

§ildir. Ancak yak�n dönemde, kapal� orta-nokta kural�n�n bir uzant�s� olan orta-

lama vektör alan� (OVA) metodu çok ilgi çekmeye ba³lad� [100, 83]. Gaussian

quadrature kullan�larak yüksek mertebeden OVA metodlar� geli³tirildi ve bunlar

sürekli-ad�m Runge-Kutta metodlar� ³eklinde yorumland�. [26, 52] de verilen ça-

l�³malarda kanonik ve kanonik olmayan Hamiltonian sistemler için key� yüksek

mertebeden OVA metodu geli³tirildi ve analizleri yap�ld�. B-serisi metodlar�yla

enerji korunumu ve simplektiklik aras�nda ili³ki olu³turuldu. Ayr�k gradient me-

todlar, Hamiltonian sistemlerin integrasyonunda kullan�ld�§�nda B-serilerine ge-

ni³letilemezler. [42, 25] deki çal�³malarda kanonik Hamiltonian sistemler, enerji

koruyan B-serisi metodlar�yla ele al�nd�. B-serileri kullan�larak, kanonik ve kano-

nik olmayan Hamiltonian sistemler için OVA metodunun simplektik veya Pois-

son metodlar�n e³leni§i oldu§u gösterilebilir [26, 52]. Korteweg de Vries denklemi,

lineer olayan Schrödinger denklemi, sine-Gordon denklemi gibi birçok k�smi di-

feransiyel denklem, kanonik olmayan Hamiltonian veya Poisson sistemleri olarak
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yeniden hesaplan�p düzenlenebilir ve OVA metodu uygulanabilir. Son yirmi y�lda,

simplektik ve multi-simplektik metodlar, Hamiltonian k�smi diferansiyel denklem-

lere, integralleri koruyarak ve uzun zaman dilimlerinde iyi derecede do§ruluklar

elde edilerek ba³ar�yla uyguland�. [34] deki çal�³mada, birçok lineer olmayan k�smi

diferansiyel denklemlere OVA metodu uyguland�§� görülmektedir.

6.2.2 Ortalama Vektör Alan� (OVA)Metodu Formülasyonu

Bu bölümde Hamiltonian sistemler için OVA metoduna ait özellikler ve meto-

dun formülasyonu anlat�l�rken [65, 5, 22] de verilen referanslardan yararlan�lm�³-

t�r.

Enerji korumal� diferansiyel denklemler genellikle, H(y) Hamiltonian fonk-

siyonunun yeterince diferansiyellenebilir olmas� kabulü ile f(y) = J(y)∇H(y)

³eklinde verilir. J(y) ters simetrik, nxn boyutlu sabit bir matris ve H(y) ise Ha-

miltonian ba³ka bir deyi³le sistemin enerjisi olan de§i³mez olmak üzere, a³a§�daki

adi diferansiyel denklem sistemi ele al�ns�n.

y
′
= f(y), y(0) = y0 ∈ Rn (6.9)

Enerji koruyan ayr�k gradient metodlar ∇H(y) ve J(y) nin uygun yakla³�mlar�na

dayan�r. Poisson sistemleri için simetrik ayr�k gradient metodlar a³a§�daki gibi

verilmektedir [84, 100].

yn+1 − yn

h
= J

Ç
yn + yn+1

2

å
.∇̄Hs

Ä
yn, yn+1

ä
(6.10)

∇̄Hs

Ä
yn, yn+1

ä
:=

1

2

Ä
∇̄Hs

Ä
yn, yn+1

ä
+ ∇̄Hs

Ä
yn+1, yn

ää
(6.11)

E³itlik (6.11) deki ifade daha aç�k bir ³ekilde koordinat art�³lar� ile birlikte a³a-

§�daki ³ekilde gösterilir.
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∇̄Hs (y
n, yn+1) :=



H(yn+1
1 ,yn2 ,...,y

n
i ,...,y

m
n )−H(yn1 ,yn2 ,...,yni ,...,ymn )

yn+1
1 −yn1

.....
H(yn+1

1 ,yn+1
2 ,...,yn+1

i ,...,ynm)−H(yn+1
1 ,yn+1

2 ,...,yni ,...,y
n
m)

yn+1
i −yni

.....
H(yn+1

1 ,yn+1
2 ,...,yn+1

i ,...,yn+1
m )−H(yn+1

1 ,yn+1
2 ,...,yn+1

i ,...,ynm)
yn+1
m −ynm



Enerji koruyan metodlar�n bir ba³ka s�n�f� da polinom halinde olan Ha-

miltonianlar için geli³tirilmi³ olan s-ad�ml� yamuk (trapezodial) metodlard�r ve

e³itlik (6.12) deki gibi tan�mlan�r [62, 63].

yn+1 = yn + h
s∑

i=1

biJ(Ki)∇H(Ki) (6.12)

Yukar�daki tan�m s = 1 de§eri için düzenlenecek olursa implicit orta nokta ku-

ral� elde edilir. Dördüncü mertebeden 3-ad�m yöntemi e³itlik (6.13) de görüldü§ü

gibi verilir [63].

yn+1 = yn+
h

6

Ç
J(yn)∇H(yn) + 4J

Ç
yn + yn+1

2

å
∇H

Ç
yn + yn+1

2

å
+ J(yn+1)∇H(yn+1)

å
(6.13)

Sözü edilen bu metodlar�n lineer olmamas� sebebiyle bu metodlarla elde edilen

say�sal çözümler, lineer dönü³ümler alt�nda de§i³kendir. Ba³ka bir deyi³le, bu say�-

sal çözümler lineer dönü³ümler uyguland�§�nda sabit kalmaz ve genellikle B-serisi

olarak ifade edilemezler. E³itlik (6.9) da verilen diferansiyel denklem sistemi için

Runge-Kutta metodunun geni³letilmesi ile B-serisi olarak ifade edilebilen (OVA)

ortalama vektör alan� metodu e³itlik (6.14) de görüldü§ü gibi ifade edilir. OVA

metodu, lineer dönü³ümler alt�nda de§i³mez olma özelli§ine sahiptir ve kanonik

Hamiltonian sistemler için indirgenerek ayr�k gradient metoda dönü³ür.

yn+1 = yn + h
∫ 1

0
f
Ä
yn + τ

Ä
yn+1 − yn

ää
dτ, n = 0, 1, ... (6.14)

Kanonik Hamiltonian sistemler için olu³turulan OVA metodu (6.15) de görül-

mektedir [26].

yn+1 = yn + hJ
∫ 1

0
∇H

Ä
yn + τ

Ä
yn+1 − yn

ää
dτ (6.15)
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Lineer enerji koruyan OVA metodu Poisson sistemler için, e³itlik (6.15) de

verilen kanonik Hamiltonian sistemler için geli³tirilen OVA metodunun geni³le-

tilmesiyle elde edilir [52].

yn+1 = yn + hJ

Ç
yn + yn+1

2

å ∫ 1

0
∇H

Ä
yn + τ

Ä
yn+1 − yn

ää
dτ (6.16)

OVAmetodu [26, 5] deki referanslarda Gaussian quadrature kullan�larak Gauss-

Legendre Runge-Kutta metodlar�na benzer ³ekilde yap�land�r�lm�³t�r ve bu haliyle

sürekli-ad�m Runge-Kutta metodlar� olarak yorumlan�r. τ ∈ (0, 1) için

Yτ = yn + h
∫ 1

0
aτ,σf(Yσ)dσ, yn+1 = yn + h

∫ 1

0
bσf(Yσ)dσ (6.17)

³eklinde yaz�l�r [52]. Burada cτ =
∫ 1
0 aτ,σdσ olmak üzere Yτ ≈ y(tn + cτh) olarak

ifade edilir. Yσ integral ad�mlar�, y(tn + cτh) polinomsal de§erlerine kar³�l�k gelir

ve katsay�lar

cτ = τ, aτ,σ =
s∑

i=1

1

bi

∫ τ

0
li(α)li(σ), bσ = 1 (6.18)

³eklinde verilir. Burada li ve bi e³itlik (6.19) da görüldü§ü gibi, c1, ..., cs kolokasyon

noktalar�ndaki Lagrange interpolasyonunun baz polinomlar�d�r.

li(τ) =
s∏

j=1,j ̸=i

τ − cj
ci − cj

, bi =
∫ 1

0
li(τ)dτ

(6.19)

Kanonik ve kononik olmayan 2s çift mertebeli Hamiltonian sistemler için Gaus-

sian quadrature kullan�larak daha yüksek mertebeli lineer integral koruyan OVA

metodlar� geli³tirilmi³tir [26, 52, 5]. Örne§in c1 = 1/2 ile tek-ad�m Gaussian ko-

lokasyon metodu olarak OVA metodu, kapal� orta nokta kural�n�n geni³letilmi³

halidir.

c1,2 = 1/2∓
√
3/6, l1(τ) = (τ − c2)/(c1 − c2), l2(τ) = (τ − c1)/(c2 − c1)

için dördüncü mertebeden iki-ad�m Gaussian OVA metodu e³itlik (6.20) deki

formda verilir [26, 5].

Y1 = yn + h
∫ 1

0

(
1

2
l1(σ)B(Y1) +

(
1

2
−

√
3

3

)
l2(σ)B(Y2)

)
∇H(Yσ)dσ
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Y2 = yn + h
∫ 1

0

((
1

2
+

√
3

3

)
l1(σ)B(Y1) +

1

2
l2(σ)B(Y2)

)
∇H(Yσ)dσ

yn+1 = yn + h
∫ 1

0
(l1(σ)B(Y1) + l2(σ)B(Y2))∇H(Yσ)dσ (6.20)

Gaussian OVA metodlar� zamana göre simetriktir ve simplektik metodlar�n

e³leni§idir. yn+1 = Φh(y
n) ³eklindeki tek-ad�m say�sal bir metod, yn+1 = Φ−h(y

n)

ko³ulunu sa§lad�§�nda, zamana göre simetriktir ve Hamiltonian sistemler gibi ter-

sine çevrilebilir sistemlere uygulanabilir. OVA metodlar� zamana göre simetrik-

tir. Hamiltonian sistemlerde enerjiyi tam anlam�yla koruyan OVA metodlar� gibi

B-serisi metodlar� da simplektik de§ildir. Fakat 2s mertebeden OVA metodlar�,

2s + 2 mertebeye kadar e³lenik-simplektiktir. Bu da Ψ−1h ◦ ϕn ◦ Ψh simplektik

olma ko³uluyla Ψ(y) = y + O(h2s) koordinatlar�n�n de§i³tirilebilmesi anlam�na

gelir [52].
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Bölüm 7

SAYISAL ÖRNEKLER

7.1 KOMPAKT SONLU FARKLAR METODU-

NUN SAYISAL ÖRNEKLERE UYGULAN-

MASI

Bir fonksiyonun ele al�nan noktalar kümesi dahilinde birinci ve ikinci türev-

lerine ait iç noktalar ve s�n�r noktalar� için kompakt sonlu farklar ³emalar� olu³-

turuldu. Olu³turulan bu ³emalar, bunlar ile elde edilen katsay� matrisleri ve bu

matrislerin kullan�l�³� a³a§�da verilmektedir.

u(x) fonksiyonunun birinci türevine ait kompakt sonlu farklar formülasyonu

ile elde edilen ve kesme hatas� O(h5) mertebesinde olan yakla³�m ³emas�, u
′
i =

du(xi)
dx

olmak üzere e³itlik (7.1) de görülmektedir. ve bu ³emaya ait kesme hatas�

O(h5) mertebesindedir.

h

3
(u

′

i−1 + 4u
′

i + u
′

i+1) = −ui−1 + ui+1 (7.1)

u(x) fonksiyonunun ikinci türevine ait kompakt sonlu farklar formülasyonu ile

elde edilen ve kesme hatas� O(h6) mertebesinde olan yakla³�m ³emas� ise u
′′
i =

d2u(xi)
dx2 olmak üzere e³itlik (7.2) de görülmektedir.

h2

12
(u

′′

i−1 + 10u
′′

i + u
′′

i+1) = ui−1 − 2ui + ui+1 (7.2)

Kompakt sonlu farklar formülünün katsay�lar�, yüksek mertebeden do§ruluk

elde etmek üzere Taylor aç�l�mlar� kullan�larak belirlendi. E³itlik (7.1) deki bi-
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linmeyen katsay�lar, hj, j = 0, 1, ..., 4 ³eklinde oldu§undan be³ adettir. Bu kat-

say�lar�n belirlenmesi için 5 adet lineer ba§�ms�z denklem elde edildi ve her biri

s�f�ra e³itlenerek, O(h5) mertebesinden bir do§ruluk ile bu katsay�lar belirlendi.

E³itlik (7.2) deki katsay�lar ise hj, j = 0, 1, ..., 4, 5 ³eklinde oldu§undan alt� adet

bilinmeyen katsay�n�n belirlenmesi için elde edilen alt� adet denklem, lineer ba-

§�ml� oldu§undan çözülemedi. Bu yüzden ilk 6 parametre için ilk be³ denklem

kullan�ld�. K�saca kesme hatas�, ³eman�n di§er taraf�nda h6 içeren terimin kar³�-

l�§� olmad�§�ndan, O(h6) mertebesinde gerçekle³ti.

i = 1 ve i = N s�n�r de§erleri bilinen problemler ele al�naca§�ndan (7.1)

ve (7.2) de verilmi³ olan birinci ve ikinci türev için elde edilen ³emalar, �ekil 7.1

de görüldü§ü gibi i = 3 den i = N − 2 ye kadar olan iç noktalar için kullan�ld�.

i = 1 ve i = N s�n�r de§erleri bilindi§inden, çözümün s�n�r de§erlerine ait ³emas�

birinci türev için i = 2 noktas�nda kullan�lmak üzere e³itlik (7.3) de verildi§i gibi

elde edildi.

h

3
(−17u

′

1 − 14u
′

2 + u
′

3) = u0 + 8u1 − 9u2 (7.3)

Birinci türev için i = N − 1 noktas�nda kullan�lmak üzere elde edilen s�n�r de-

§erlerine ait ³ema ise e³itlik (7.4) deki gibi elde edildi. (7.3) ve (7.4) de verilen

³emalar O(h5) mertebesinden do§rulu§a sahiptir.

h

3

Ç
1

8
u

′

N−3 −
5

8
u

′

N−2 +
19

8
u

′

N−1 +
9

8
u

′

N

å
= −uN−1 + uN (7.4)

Çözümün s�n�r de§erlerine ait ³emas� ikinci türev için i = 2 noktas�nda kullan�l-

mak üzere e³itlik (7.5) de verildi§i gibi elde edildi.

h2

12
(14u

′′

1 − 5u
′′

2 + 4u
′′

3 − 5u
′′

4) = u0 − 2ui + ui+1 (7.5)

�kinci türev için i = N − 1 noktas�nda kullan�lmak üzere elde edilen s�n�r

de§erlerine ait ³ema ise e³itlik (7.6) deki gibi elde edildi. (7.5) ve (7.6) de ve-

rilen ³emalar O(h6) mertebesinden do§rulu§a sahiptir. Bu ³emalar�n probleme

uygulan�³� �ekil 7.1 de görülmektedir.

h2

12
(−u′′

N−4 + 4u
′′

N−3 − 5u
′′

N−2 + 14u
′′

N−1) = uN−2 − 2uN−1 + uN (7.6)
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�ekil 7.1: 1-D N adet dü§üm noktas�n�n olu³turdu§u �zgarada iç noktalar ve s�n�r

kompakt ³emalar�n uygulan�³�

Yukar�da verilen ³emalar�n N = 7 nokta için uygulan�³� ve matrislerin

olu³turulmas� a³a§�da gösterildi§i gibi olmaktad�r.

�ç Noktalara Birinci Türev Yakla³�m �emas�n�n Uygulan�³�:

i = 2 için: h
3
(u

′
1 + 4u

′
2 + u

′
3) = −u1 + u3

i = 3 için: h
3
(u

′
2 + 4u

′
3 + u

′
4) = −u2 + u4

i = 4 için: h
3
(u

′
3 + 4u

′
4 + u

′
5) = −u3 + u5

S�n�r Noktalar�na Birinci Türev Yakla³�m �emalar�n�n Uygulan�³�:

i = 1 için: h
3
(−17u

′
1 − 14u

′
2 + u

′
3) = u0 + 8u1 − 9u2

i = 5 için: h
3

Ä
1
8
u

′
2 − 5

8
u

′
3 +

19
8
u

′
4 +

9
8
u

′
5

ä
= −u4 + u5

Bu ³emalardan birinci türev için elde edilen matrisler ise a³a§�da görülmektedir.

A1 =



−17h
3

−14h
3

h
3

0 0

h
3

4h
3

h
3

0 0

0 h
3

4h
3

h
3

0

0 0 h
3

4h
3

h
3

0 h
24

−5h
24

19h
24

9h
24


U

′
=



u
′
1

u
′
2

u
′
3

u
′
4

u
′
5


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U =



u1

u2

u3

u4

u5


K1 =



8 −9 0 0 0

−1 0 1 0 0

0 −1 0 1 0

0 0 −1 0 1

0 0 0 −1 1


H1 =



u0

0

0

0

0


Bu matrisler kullan�larak e³itlik (7.7) yard�m�yla fonksiyonun N adet nok-

tadaki U
′
birinci türev de§erleri hesapland�.

A1U
′
= K1U +H1 (7.7)

E³itlik (7.7) de U
′
ve U bilinmeyenlerinin hesaplanabilmesi için bilinen A1 mat-

risine LU ayr�³t�rma tekni§i uyguland� ve di§er i³lemler a³a§�daki ³ekilde gerçek-

le³tirildi.

(L0U0)U
′
= K1U +H1 (7.8)

L−10 L0U0U
′
= L−10 K1U + L−10 H1

T1 = L−10 K1 (7.9)

G1 = L−10 H1 (7.10)

U0U
′
= T1U +G1 (7.11)

U−10 U0U
′
= U−10 T1U + U−10 G1

S1 = U−10 G1 (7.12)

U
′
= C1U + S1 (7.13)

E³itlik (7.13) problemde U
′
yakla³�m� için kullan�lacak matrisleri içermektedir.

Benzer i³lemler ikinci türev için de a³a§�da görüldü§ü ³ekilde gerçekle³tirildi.

�ç Noktalara �kinci Türev Yakla³�m �emas�n�n Uygulan�³�:

i = 2 için: h2

12
(u

′′
1 + 10u

′′
2 + u

′′
3) = u1 − 2u2 + u3

i = 3 için: h2

12
(u

′′
2 + 10u

′′
3 + u

′′
4) = u2 − 2u3 + u4

i = 4 için: h2

12
(u

′′
3 + 10u

′′
4 + u

′′
5) = u3 − 2u4 + u5
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S�n�r Noktalar�na �kinci Türev Yakla³�m �emalar�n�n Uygulan�³�:

i = 1 için: h2

12
(14u

′′
1 − 5u

′′
2 + 4u

′′
3 − 5u

′′
4) = u0 − 2u1 + u2

i = 5 için: h2

12
(−u′′

1 + 4u
′′
2 − 5u

′′
3 + 14u

′′
4) = u4 − 2u5 + u6

Bu ³emalardan ikinci türev için elde edilen matrisler ise a³a§�da görülmektedir.

A2 =



14h2

12
−5h2

12
4h2

12
−h2

12
0

h2

12
10h2

12
h2

12
0 0

0 h2

12
10h2

12
h2

12
0

0 0 h2

12
10h2

12
h2

12

0 −h2

12
4h2

12
−5h2

12
14h2

12


U

′′
=



u
′′
1

u
′′
2

u
′′
3

u
′′
4

u
′′
5



U =



u1

u2

u3

u4

u5


K2 =



−2 1 0 0 0

1 −2 1 0 0

0 1 −2 1 0

0 0 1 −2 1

0 0 0 1 −2


H2 =



u0

0

0

0

u6



Bu matrisler kullan�larak e³itlik (7.14) yard�m�yla fonksiyonun N adet nokta-

daki U
′′
ikinci türev de§erleri hesaplan�r.

A2U
′′
= K2U +H2 (7.14)

E³itlik (7.14) de U
′′
ve U bilinmeyenlerinin hesaplanabilmesi için bilinen A2 mat-

risine LU ayr�³t�rma tekni§i uyguland� ve di§er i³lemler birinci türev için yap�lan

i³lemlere benzer ³ekilde gerçekle³tirildi. E³itlik (7.20) problemde U
′′
yakla³�m�

için kullan�lacak matrisleri içermektedir.
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(L0U0)U
′′
= K2U +H2 (7.15)

L−10 L0U0U
′′
= L−10 K2U + L−10 H2

T2 = L−10 K2 (7.16)

G2 = L−10 H2 (7.17)

U0U
′′
= T2U +G2 (7.18)

U−10 U0U
′′
= U−10 T2U + U−10 G2

S2 = U−10 G2 (7.19)

U
′′
= C2U + S2 (7.20)

Yukarda elde edilen kompakt sonlu farklar ³emalar�, do§ruluklar�n�n izlenmesi

amac�yla önce basit örneklere daha sonra kesirli mertebeden k�smi türevli di-

feransiyel denklemlere uyguland�. Problemlerin çözümlerinde MATLAB R2012b

kullan�ld�.

7.1.1 Kompakt Sonlu Farklar Metodunun Adi ve K�smi Tü-

revli Tamsay�l� Mertebeden Diferansiyel Denklemlere

Uygulanmas�

ÖRNEK 7.1:

uxx + ux = f(x) (7.21)

Adi homojen olmayan diferansiyel denklemiyle 0 ≤ x ≤ 1 aral�§�nda tan�m-

lanan problemde f(x) = −2x − 1 ve s�n�r ko³ullar� u(0) = 0 ve u(1) = 0 olarak

verilmektedir. Probleme ait analitik çözüm ise u(x) = −x2 + x ³eklindedir.

Yukar�da elde edilen ³emalar uygulanarak e³itlik (7.21) yeniden düzenlen-

di§inde e³itlik (7.24) elde edildi.

C1U + S1 + C2U + S2 = f(x) (7.22)

(C1 + C2)U = f(xi)− S1(i)− S2(i) (7.23)

U = inv(C1 + C2) [f(xi)− S1(i)− S2(i)] (7.24)
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Çözüme ait gra�k �ekil 7.2 de görülmektedir. Bu çözüme ait hata ise N = 21

nokta için 2.4147e−15 olarak elde edildi.

�ekil 7.2: Örnek 7.1 in N = 21 nokta için çözüm gra�§i

ÖRNEK 7.2:

Bir boyutlu konveksiyon-difüzyon adi homojen olmayan diferansiyel denk-

lemi 0 ≤ x ≤ π aral�§�nda ψ(0) = 0 ve ψ(π) = 0 s�n�r ko³ullar�yla verilmektedir.

a(x)ψ + b(x)
dψ

dx
− c(x)

d2ψ

dx2
= d(x) (7.25)

E³itlik (7.25) deki katsay� fonksiyonlar� (7.26) daki gibidir.

a(x) = 1, b(x) = 1, c(x) = 1, d(x) = cos(x) + 2 sin(x) (7.26)

Probleme ait analitik çözüm ise ψ(x) = sin(x) fonksiyonudur.

Yukar�da elde edilen ³emalar uygulanarak e³itlik (7.25) yeniden düzenlendi§inde

e³itlik (7.28) ve (7.29) elde edildi.
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U + C1U + S1 − (C2U + S2) = d(x) (7.27)

(I + C1 − C2)U = d(xi)− S1(i) + S2(i) (7.28)

U = inv(I + C1 − C2) [f(xi)− S1(i) + S2(i)] (7.29)

Çözüme ait gra�k �ekil 7.2 de görülmektedir. Bu çözüme ait hata ise N = 21

nokta için 2.0694e−06 olarak elde edildi.

�ekil 7.3: Örnek 7.2 nin N = 21 nokta için çözüm gra�§i

ÖRNEK 7.3:

∂2u(x, t)

∂x2
− 4

∂u(x, t)

∂t
= 0 (7.30)

K�smi türevli homojen diferansiyel denklem s�n�f�ndan olan ve e³itlik (7.30) da

verilen �s� denklemi 0 ≤ x ≤ 2 uzaysal ve 0 ≤ t ≤ 1 zaman aral�§�nda tan�mlan-

m�³t�r. Problemde s�n�r ko³ullar� u(0, t) = t
2
ve u(2, t) = 4+ t

2
, ba³lang�ç ko³ulu da

u(x, 0) = x2 olarak verilmektedir. Probleme ait analitik çözüm ise u(x, t) = x2+ t
2

³eklindedir.
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Uzaysal boyutta yukar�da elde edilen ikinci türev için iç ve s�n�r kompakt ³e-

malar�, zaman boyutunda da zaman ad�m� ∆t = k = 0.001 al�narak sonlu farklar

³emalar�, kapal� yakla³�mla uygulanarak, e³itlik (7.30) yeniden düzenlendi§inde

e³itlik (7.35) elde edildi.

C2U
j + S2 = 4

(
uji − uj−1i

k

)
(7.31)

k

4
C2u

j
i +

k

4
S2(i) = uji − uj−1i (7.32)

U j
i −

k

4
C2U

j
i =

k

4
S2(i) + uj−1i (7.33)Ç

I − k

4
C2

å
U j
i =

k

4
S2(i) + uj−1i (7.34)

U j
i = inv

Ç
I − k

4
C2

åñ
k

4
S2(i) + uj−1i

ô
(7.35)

H1 ve H2 vektörlerinde bilinen s�n�r de§erleri a³a§�daki gibi yerine yaz�l�r ve böy-

lece C2 matrisinin hesaplanmas� i³lemine kat�lm�³ oldu.

H1 =



t/2

0

0

0

0


H2 =



t/2

0

0

0

4 + t/2


Çözüme ait gra�k �ekil 7.4 de, farkl� say�da nokta ve farkl� k de§erleri için

hata de§erleri ise Tablo 7.1 de gösterilmi³tir.
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�ekil 7.4: Örnek 7.3 ün N = 121 nokta ve k=0.001 için çözüm gra�§i

k N = 21 N = 121 N = 521

0.1 5.7732e-15 7.7049e-13 6.3660e-12

0.01 5.7732e-15 5.8664e-13 9.5670e-12

0.001 2.1938e-13 2.2071e-13 7.7378e-12

Tablo 7.1: Örnek 7.3 e ait hata de§erleri (KSF Metodu)

ÖRNEK 7.4:

E³itlik (7.30) da verilen uxx − 4ut = 0 homojen �s� denklemi yine 0 ≤

x ≤ 2 uzaysal ve 0 ≤ t ≤ 1 zaman aral�§�nda ancak farkl� s�n�r ko³ullar�yla

ele al�nd�. Problemde s�n�r ko³ullar� u(0, t) = 0 ve u(2, t) = 0, ba³lang�ç ko-

³ulu da u(x, 0) = 2 sin
Ä
πx
2

ä
olarak verilmektedir. Probleme ait analitik çözüm ise

u(x, t) = 2 sin
Ä
πx
2

ä
e−π

2t/16 ³eklindedir.

Uzaysal boyutta yukar�da elde edilen ikinci türev için iç ve s�n�r kompakt ³e-

malar�, zaman boyutunda da zaman ad�m� ∆t = k = 0.001 al�narak sonlu farklar
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³emalar�, kapal� yakla³�m� uygulanarak, yine örnek 7.3 te oldu§u gibi düzenlenirse

e³itlik (7.30) yeniden düzenlenerek e³itlik (7.36) elde edildi.

U j
i = inv

Ç
I − k

4
C2

åñ
k

4
S2(i) + uj−1i

ô
(7.36)

H1 ve H2 vektörlerinde bilinen s�n�r de§erleri yerine s�f�r yaz�laca§� da burada

hat�rlanmal�d�r. Çözüme ait gra�k ³ekil 7.5 de görülmektedir. Çözüme ait gra�k

�ekil 7.5 de, farkl� say�da nokta ve farkl� k de§erleri için hata de§erleri ise Tablo

7.2 de gösterilmi³tir.

�ekil 7.5: Örnek 7.4 ün N = 121 nokta ve k=0.001 için çözüm gra�§i

k N = 21 N = 121 N = 521

0.1 0.0199 0.0199 0.0199

0.01 0.0020 0.0020 0.0020

0.001 2.0677e-04 2.0677e-04 2.0677e-04

Tablo 7.2: Örnek 7.4 e ait hata de§erleri (KSF Metodu)
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ÖRNEK 7.5:

∂u(x, t)

∂t
− k

∂2u(x, t)

∂x2
= 0 (7.37)

K�smi türevli homojen diferansiyel denklem s�n�f�ndan olan e³itlik (7.37) de

verilen �s� denklemi 0 ≤ x ≤ 1 uzaysal ve 0 ≤ t ≤ 1 zaman aral�§�nda tan�mlan-

m�³t�r. Problemde s�n�r ko³ullar� u(0, t) = f(x) ve u(1, t) = 0, ba³lang�ç ko³ulu

da u(x, 0) = f(x) ve f(x) = 6 sin(πx) olarak verilmektedir. Probleme ait analitik

çözüm ise u(x, t) = 6 sin(πx)e−kπ
2t ³eklindedir.

Uzaysal boyutta kompakt ³emalar ve zaman boyutunda da sonlu farklar

³emas�, kapal� yakla³�mla uygulanarak e³itlik (7.37) yeniden düzenlendi ve e³itlik

(7.38) elde edildi.

U j
i = inv

Ä
I − k2C2

ä î
k2S2(i) + uj−1i

ó
(7.38)

H2 vektöründe bilinen s�n�r de§erleri a³a§�daki gibi yerine yaz�ld� ve böylece C2

matrisinin hesaplanmas� i³lemine kat�lm�³ oldu. Çözüme ait gra�k �ekil 7.6 da,

farkl� say�da nokta ve farkl� k de§erleri için hata de§erleri ise Tablo 7.3 de göste-

rilmi³tir.

H2 =



6 sin(πx)

0

0

0

0


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�ekil 7.6: Örnek 7.5 in N = 121 nokta ve k=0.001 için çözüm gra�§i

k N = 21 N = 121 N = 521

0.1 0.1046 0.1046 0.1046

0.01 2.6595e-04 2.6460e-04 2.6460e-04

0.001 5.3047e-07 2.8947e-07 2.8935e-07

Tablo 7.3: Örnek 7.5 e ait hata de§erleri (KSF Metodu)

ÖRNEK 7.6:

∂u(x, t)

∂t
=
∂2u(x, t)

∂x2
(7.39)

K�smi türevli homojen diferansiyel denklem s�n�f�ndan olan e³itlik (7.39) de

verilen �s� denklemi 0 ≤ x ≤ 1 uzaysal ve 0 ≤ t ≤ 1 zaman aral�§�nda tan�mlan-

m�³t�r. Problemde s�n�r ko³ullar� u(0, t) = 0 ve u(1, t) = sin(π)e−π
2t , ba³lang�ç

ko³ulu da u(x, 0) = sin(πx) olarak verilmektedir. Probleme ait analitik çözüm ise

u(x, t) = sin(πx)e−π
2t ³eklindedir.
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Uzaysal boyutta kompakt ³emalar ve zaman boyutunda da sonlu farklar

³emas�, kapal� yakla³�mla uyguland� ve e³itlik (7.39) yeniden düzenlenerek, e³itlik

(7.40) elde edildi.

U j
i = inv (I − kC2)

î
kS2(i) + uj−1i

ó
(7.40)

H1 ve H2 vektörlerinde bilinen s�n�r de§erleri a³a§�daki gibi yerine yaz�ld� ve

böylece C2 matrisinin hesaplanmas� i³lemine kat�lm�³ oldu.

H1 =



0

0

0

0

0


H2 =



t/2

0

0

0

sin(π)e−π
2t



Çözüme ait gra�k �ekil 7.7 de, farkl� say�da nokta ve farkl� k de§erleri için

hata de§erleri ise Tablo 7.4 te gösterilmi³tir.

�ekil 7.7: Örnek 7.6 n�n N = 121 nokta ve k=0.001 için çözüm gra�§i
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k N = 21 N = 121 N = 521

0.1 0.1306 0.1306 0.1306

0.01 0.0174 0.0174 0.0174

0.001 0.0018 0.0018 0.0018

Tablo 7.4: Örnek 7.6 ya ait hata de§erleri (KSF Metodu)

7.1.2 Kompakt Sonlu Farklar Metodunun K�smi Türevli

Kesirli Mertebeden Diferansiyel Denklemlere Uygu-

lanmas�

ÖRNEK 7.7:

∂u(x, t)

∂t
= d(x)

∂αu(x, t)

∂xα
+ q(x, t) (7.41)

K�smi türevli uzay-kesirli mertebeden homojen olmayan diferansiyel denklem

s�n�f�ndan olan e³itlik (7.41) de verilen difüzyon denklemi 0 ≤ x ≤ 1 uzaysal ve ve

0 ≤ t zaman ko³uluyla tan�mlanm�³t�r. Problemde s�n�r ko³ullar� u(0, t) = g0(t)

ve u(1, t) = g1(t), ba³lang�ç ko³ulu da u(x, 0) = f(x) olarak verilmektedir.

f(x) = x3 olarak kullan�lacakt�r. Difüzyon katsay� fonksiyonu d(x) = Γ(2.2)x2.8

6

ve kaynak/al�c� (source/sink) fonksiyonu q(x, t) = −(1 + x)e−tx3 olarak tan�m-

lanmaktad�r. Kaynaklar sisteme enerji veya materyal sa§larken, al�c� sistemden

enerji veya materyal absorbe eder. Probleme ait analitik çözüm ise tamsay�l� türev

mertebesi α = 2 için u(x, t) = e−tx3 ³eklindedir.

Caputo Kesirli Türev Tan�m�n�n Probleme Uygulanmas�:

E³itlik (3.32) ile verilen Caputo kesirli türev tan�m�, problem uzaysal bo-

yutta kesirli mertebeden türev içerdi§inden a³a§�daki ³eklide ifade edildi.Ä
C
xD

α
a f
ä
(x) =

1

Γ(n− α)

∫ x

a

u(n)(µ)

(x− a)α−n+1
dµ, [α] < n < [α+ 1] (7.42)

A³a§�da Caputo kesirli türev tan�m�n�n e³itlik (7.42) ile verilen problemin uzay-

kesirli mertebeden türevli k�sm�na uygulan�³� ad�m ad�m gösterilmektedir.Tan�mdaki
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ko³ul gere§i n = 2 al�narak uyguland�§�nda (7.43) elde edildi.

∂1.8u(x, t)

∂x1.8
=

1

Γ(0.2)

∫ xi

a

u(2)(µ)

(xi − µ)0.8
dµ (7.43)

∂1.8u(x, t)

∂x1.8
=

1

Γ(0.2)

∫ xi

a
(xi − µ)−0.8u

′′

i (µ)dµ (7.44)

E³itlik (7.44) deki integral içeren bölüme arka arkaya iki kez k�smi integral kural�

uyguland� ve

∂1.8u(x, t)

∂x1.8
=

1

Γ(0.2)

36

25

∫ xi

0
(xi − µ)−2.8ui(µ)dµ (7.45)

elde edildi. (7.45) te görülen ui(µ) ifadesi µ = xi noktas� civar�nda a³a§�daki gibi

Taylor serisine aç�larak yerine yaz�ld�.

ui(µ) ≈ u(xi, t) +
u

′
(xi, t)

1!
(xi − µ) +

u
′′
(xi, t)

2!
(xi − µ)2 + ... (7.46)

∂1.8u(x, t)

∂x1.8
= (7.47)

=
1

Γ(0.2)

36

25

∫ xi

0
(xi − µ)−2.8

{
u(xi, t) +

u
′
(xi, t)

1!
(xi − µ) +

u
′′
(xi, t)

2!
(xi − µ)2

}
dµ

∂1.8u(x, t)

∂x1.8
=

1

Γ(0.2)

36

25

u(x, t)
∫ xi

0
(xi − µ)−2.8dµ︸ ︷︷ ︸

A

+

+ u
′
(x, t)

∫ xi

0
(xi − µ)−1.8dµ︸ ︷︷ ︸

B

+

+
u

′′
(x, t)

2

∫ xi

0
(xi − µ)−0.8dµ︸ ︷︷ ︸

C

(7.48)

A := −x
−1.8
i

1.8
B := −x

−0.8
i

0.8
C := −x

0.8
i

0.4

olmak üzere u(x) in ve türevlerinin h a ba§l� katsay�lar� a³a§�daki gibi hesapland�.

a := − 2Γ(2.2)

15Γ(0.2)
b := − 3Γ(2.2)

10Γ(0.2)
(7.49)

Caputo kesirli türev tan�m�n�n kullan�lmas�yla (7.41) de verilen uzay-kesirli mer-

tebeden k�smi türevli diferansiyel denklem, a³a§�da görüldü§ü gibi k�smi türevli

tamsay�l� mertebeden diferansiyel denklem haline dönü³türüldü.

∂u(x, t)

∂t
= axiu(x, t) + bx2iu

′
(x, t)− 2x3i bu

′′
(x, t) + q(x, t) (7.50)
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Problemin Diskritizasyonu:

E³itlik (7.50) de ele al�nan problemi ifade eden denklemin, zaman boyu-

tunda sonlu farklar ³emas� ve uzaysal boyutta da fonksiyonun birinci ve ikinci

türevlerine ait (7.1), (7.2), (7.3), (7.4), (7.5) ve (7.6) da elde edilmi³ olan kom-

pakt ³emalarla ve kapal� yakla³�mla diskritizasyonu a³a§�da görülmektedir.

uji − uj−1i

k
−
(
axiu

j
i (x, t) + bx2iu

j′

i (x, t)− 2bx3iu
j′′

i (x, t)
)
= q(xi, t) (7.51)

uji (x, t)− kaxiu
j
i (x, t)− kbx2iu

j′

i (x, t) + 2kbx3iu
j′′

i (x, t) = kq(xi, t) + uj−1i (x, t) (7.52)

(1− kaxi)U − kbx2i (C1U + S1) + 2kbx3i (C2U + S2) = kq(xi, t) + uj−1i (x, t) (7.53)

E³itlik (7.52) de gerekli düzenlemeler yap�larak diskritizasyon ³emas�n�n son hali

a³a§�daki gibi elde edildi.î
(1− kaxi) I − kbx2iC1 + 2kbx3iC2

ó
uji (x, t) = kq(xi, t)+uj−1i (x, t)+kbx2iS1(i)−2kbx3iS2(i)

(7.54)

H1 ve H2 vektörlerinde bilinen s�n�r de§erleri a³a§�daki gibi yerine yaz�ld� ve

böylece bu de§erler C1 ve C2 matrislerinin hesaplanmas� i³lemine kat�lm�³ oldu.

H1 =



0

0

0

0

0


H2 =



0

0

0

0

e−t


Çözüme ait gra�k �ekil 7.8 de görülmektedir. Problemin çözümünde, kesirli

türev mertebesi α = 1.8 olarak al�nd� ve α = 2 tamsay�l� mertebeden analitik

çözüm sonucuyla kar³�la³t�r�larak hata hesab� yap�ld�. Bu çözüme ait farkl� say�da

nokta ve farkl� k de§erleri için hata de§erleri ise Tablo 7.5 te gösterilmi³tir.
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�ekil 7.8: Örnek 7.7 nin N = 121 nokta ve k=0.001 için çözüm gra�§i

k N = 21 N = 121 N = 521

0.1 0.1199 0.0565 0.0772

0.01 0.5837 0.1990 0.0357

0.001 0.8121 0.7334 0.4060

Tablo 7.5: Örnek 7.7 ye ait hata de§erleri (KSF Metodu)
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7.1.3 OVA Metodunun K�smi Türevli Tamsay�l� Mertebe-

den Diferansiyel Denklemlere Uygulanmas�

ÖRNEK 7.9: - Örnek 7.3 e OVA Metodu Uygulanmas�

Örnek 7.3 te e³itlik (7.30) ile verilen denklem, du(x,t)
dt

= ut ve
d2u(x,t)

dx2 =

uxx k�sa gösterimleriyle (7.93) deki gibi tekrar ifade edilirek metod uyguland�.

Metodun uygulanarak e³itlik (7.96) da verilen diskritizasyon ³emas�n�n kapal�

yakla³�mla elde edili³i a³a§�da görülmektedir.

ut =
uxx
4

(7.55)

uj+1
i − uji
k

=
1

4h2

Ä
uji−1 − 2uji + uji+1

ä
(7.56)

uj+1
i −j

i

k
=

1

4h2

[
uji−1 + uj+1

i−1
2

− 2

(
uji + uj+1

i

2

)
+
uji+1 + uj+1

i+1

2

]
(7.57)

− 1

8h2
uj+1
i−1 +

Å
1

k
+

1

4h2

ã
uj+1
i − 1

8h2
uj+1
i+1 =

1

8h2
uji−1 +

Å
1

k
− 1

4h2

ã
uji +

1

8h2
uji+1(7.58)

Çözüme ait gra�k �ekil 7.15 de, farkl� say�da nokta ve farkl� k de§erleri

için hata de§erleri ise Tablo 7.7 de gösterilmi³tir.
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�ekil 7.9: Örnek 7.9 un N=121 nokta ve k=0.01 için çözüm gra�§i

k N = 21 N = 121 N = 521

0.1 4.8850e-15 4.8517e-14 3.3572e-12

0.01 2.9976e-15 1.0036e-13 2.6823e-12

0.001 1.9362e-13 3.8358e-14 2.7915e-12

Tablo 7.6: Örnek 7.9 a ait hata de§erleri (OVA Metodu)

ÖRNEK 7.10: - Örnek 7.4 e OVA Metodu Uygulanmas�

Örnek 7.3 te e³itlik (7.30) ile verilen ve e³itlik (7.87) de daha k�sa biçimde

gösterilen denklem, Örnek 7.4 te ayn� uzaysal ve zaman aral�§�nda ancak farkl�

s�n�r ko³ullar�yla ele al�narak çözülmü³tü. Probleme, OVAmetodu uyguland�§�nda

elde edilen ³ema e³itlik (7.96) da verilmektedir.

Çözüme ait gra�k �ekil 7.16 da, farkl� say�da nokta ve farkl� k de§erleri

için hata de§erleri ise Tablo 7.8 de gösterilmi³tir.
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�ekil 7.10: Örnek 7.10 un N=121 nokta ve k=0.01 için çözüm gra�§i

k N = 21 N = 121 N = 521

0.1 0.0012 1.7315e-04 2.0918e-04

0.01 0.0014 3.5914e-05 2.0039e-06

0.001 0.0014 1.0036e-13 8.6013e-08

Tablo 7.7: Örnek 7.10 a ait hata de§erleri (OVA Metodu)

ÖRNEK 7.11: - Örnek 7.5 e OVA Metodu Uygulanmas�

Örnek 7.5 te e³itlik (7.37) ile verilen denklem, du(x,t)
dt

= ut ve
d2u(x,t)

dx2 = uxx k�sa

gösterimleriyle (7.97) deki gibi tekrar ifade edilirek metod uyguland�. Metodun

uygulanarak e³itlik (7.100) de verilen diskritizasyon ³emas�n�n kapal� yakla³�mla

elde edili³i a³a§�da görülmektedir.

ut = kuxx (7.59)

uj+1
i − uji
k

= k
Ä
uji−1 − 2uji + uji+1

ä
(7.60)
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uj+1
i −j

i

k
=

k

h2

[
uji−1 + uj+1

i−1
2

− 2

(
uji + uj+1

i

2

)
+
uji+1 + uj+1

i+1

2

]
(7.61)

− k

2h2
uj+1
i−1 +

Å
1

k
+

k

h2

ã
uj+1
i − k

2h2
uj+1
i+1 =

k

2h2
uji−1 +

Å
1

k
− k

h2

ã
uji +

k

2h2
uji+1 (7.62)

Çözüme ait gra�k �ekil 7.17 de, farkl� say�da nokta ve farkl� k de§erleri için

hata de§erleri ise Tablo 7.9 da gösterilmi³tir.

�ekil 7.11: Örnek 7.11 in N=121 nokta ve k=0.001 için çözüm gra�§i

k N = 21 N = 121 N = 521

0.1 0.0028 0.0017 0.0018

0.01 0.0011 3.0600e-05 1.5884e-06

0.001 1.2047e-04 3.3490e-06 1.7835e-07

Tablo 7.8: Örnek 7.11 e ait hata de§erleri (OVA Metodu)
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ÖRNEK 7.12: - Örnek 7.6 ya OVA Metodu Uygulanmas�

Örnek 7.6 da e³itlik (7.39) ile verilen denklem e³itlik (7.101) deki gibi yaz�larak

metod uyguland�. Metodun uygulanarak e³itlik (7.104) de verilen diskritizasyon

³emas�n�n kapal� yakla³�mla elde edili³i a³a§�da görülmektedir.

ut = uxx (7.63)

uj+1
i − uji
k

= k
Ä
uji−1 − 2uji + uji+1

ä
(7.64)

uj+1
i −j

i

k
=

1

h2

[
uji−1 + uj+1

i−1
2

− 2

(
uji + uj+1

i

2

)
+
uji+1 + uj+1

i+1

2

]
(7.65)

− 1

2h2
uj+1
i−1 +

Å
1

k
+

1

h2

ã
uj+1
i − 1

2h2
uj+1
i+1 =

1

2h2
uji−1 +

Å
1

k
− 1

h2

ã
uji +

1

2h2
uji+1 (7.66)

Çözüme ait gra�k �ekil 7.18 de, farkl� say�da nokta ve farkl� k de§erleri için hata

de§erleri ise Tablo 7.10 da gösterilmi³tir.

�ekil 7.12: Örnek 7.12 nin N=121 nokta ve k=0.01 için çözüm gra�§i
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k N = 21 N = 121 N = 521

0.1 0.0326 0.0335 0.0336

0.01 4.5882e-04 2.7787e-04 2.9779e-04

0.001 7.5360e-04 1.8026e-05 1.8673e-06

Tablo 7.9: Örnek 7.12 ye ait hata de§erleri (OVA Metodu)

7.1.4 OVA Metodunun K�smi Türevli Kesirli Mertebeden

Diferansiyel Denklemlere Uygulanmas�

ÖRNEK 7.13: - Örnek 7.7 ye OVA Metodu Uygulanmas�

Örnek 7.7 de e³itlik (7.41) ile verilen k�smi türevli uzay-kesirli mertebe-

den homojen olmayan diferansiyel denklem s�n�f�ndan olan difüzyon denklemi, bu

örnekte de ayn� s�n�r ve ba³lang�ç ko³ullar� ve α = 1.8 kesirli türev mertebesi

ile ele al�nd�. Caputo kesirli türev tan�m� kullan�larak, e³itlik (7.41) de verilen

uzay-kesirli mertebeden k�smi türevli diferansiyel denklem e³itlik (7.50) de

∂u(x, t)

∂t
= axiu(x, t) + bx2iu

′
(x, t)− 2x3i bu

′′
(x, t) + q(x, t)

³eklinde elde edilen tamsay�l� mertebeden k�smi türevli diferansiyel denklem ha-

line dönü³türüldükten sonra denkleme uzaysal boyutta ileri farklar metodu ve

zaman boyutunda OVA metodu uygulanarak çözüldü. E³itlik (7.50) nin e³itlik

(7.105) de daha k�sa ve yeniden düzenlenmi³ halde gösterilmesinin ard�ndan me-

todlar�n uygulanmas�yla elde edilen diskritizasyon ³emas� e³itlik (7.108) de veril-

mi³tir.

ut = q(x, t)− 2bx3iuxx + bx2iux + axiu (7.67)

uj+1
i − uji

k
= q(x, t)− 2bx3i

h2

Ä
uji−1 − 2uji + uji+1

ä
+

bx2i
h

Ä
uji+1 − uji

ä
+ axiu (7.68)
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uj+1
i − uji
k

= q(x, t)− 2bx3i
h2

[
uji−1 + uj+1

i−1
2

− 2

(
uji + uj+1

i

2

)
+
uji+1 + uj+1

i+1

2

]
+

+
bx2i
h

[
uji+1 + uj+1

i+1

2
− uji + uj+1

i

2

]
+ axi

[
uji + uj+1

i

2

] (7.69)

bx3i
h2
uj+1
i−1 +

Ç
1

k
− 2bx3i

h2
+
bx2i
2h

− axi
2

å
uj+1
i +

Ç
bx3i
h2

− bx2i
2h

å
uj+1
i+1 = (7.70)

= q(x, t)− bx3i
h2
uji−1 +

Ç
1

k
+

2bx3i
h2

− bx2i
2h

+
axi
2

å
uji +

Ç
−bx

3
i

h2
+
bx2i
2h

å
uji+1

Çözüme ait gra�k �ekil 7.19 da, farkl� say�da nokta ve farkl� k de§erleri için

hata de§erleri ise Tablo 7.11 de gösterilmi³tir. Tabloda görülen de§erler mutlak

hata ³eklinde hesaplansa da asl�nda sadece metodun uygunlu§unu göstermektedir.

Çünkü bu de§erler α = 1.8 için elde edilen çözümün, α = 2 için verilen gerçek

çözüm ile k�yaslanmas�yla elde edildi.

�ekil 7.13: Örnek 7.13 ün N=121 nokta ve k=0.001 için çözüm gra�§i
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k N = 21 N = 121 N = 521

0.1 0.0178 0.0175 0.0222

0.01 0.0126 0.0264 0.0314

0.001 0.0122 0.0273 0.0324

Tablo 7.10: Örnek 7.13 e ait hata de§erleri (OVA Metodu)(α = 2 ile k�yasland�)
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Bölüm 8

KISM� TÜREVL� ZAMAN-KES�RL�

MERTEBEDEN L�NEER SCHRÖD�NGER

DENKLEM�N�N SAYISAL ÇÖZÜMÜ

i
∂αψ(x, t)

∂tα
+
∂2ψ(x, t)

∂x2
= g(x, t) (8.1)

Lineer homojen olmayan k�smi türevli zaman-kesirli mertebeden Schrödinger

Denklemi α = 0.3 seçimiyle e³itlik (8.1) de verilmektedir.

g(x, t) = − 2t2−α

Γ(3− α)
sin(x)− t2 cos(x) + i

Ç
2t2−α

Γ(3− α)
cos(x)− t2 sin(x)

å
(8.2)

0 ≤ x ≤ 2π uzaysal ve 0 ≤ t ≤ 1 zaman aral�klar�na tan�mlanan problemin say�sal

çözümü (8.3) deki gibidir.

ψ(x, t) = t2 (cos(x) + i sin(x)) (8.3)

∆t = k = 1/1000 olmak üzere, kompleks bir fonksiyon ve/veya kesirli ya da

tamsay�l� mertebeden türevleri aras�ndaki bir ili³ki olan Schrödinger denklemiyle

ifade edilen problemde, s�n�r ve ba³lang�ç ko³ullar� da denklemin gerçel ve sanal

k�s�mlar� için a³a§�da görüldü§ü gibi ayr� ayr� verilmektedir.

u(0, t) = ψgercel(0, t) = t2 (8.4)

u(2π, t) = ψgercel(2π, t) = t2 cos(2π) (8.5)

v(0, t) = ψsanal(0, t) = 0 (8.6)
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v(2π, t) = ψsanal(2π, t) = t2 sin(2π) (8.7)

u(x, 0) = ψgercel(x, 0) = 0 (8.8)

v(x, 0) = ψsanal(x, 0) = 0 (8.9)

ψ(x, t) fonksiyonu, gerçel ve sanal k�s�mlar� ile yeniden a³a§�daki ³ekilde yaz�la-

bilir.

ψ(x, t) = u(x, t) + iv(x, t) (8.10)

Yukar�da görülen ve daha önce [123] da refere edilen Wei ve arkada³lar�n�n

ele ald�§� problem, homojen ve non-homojen olmak üzere iki durum için KSF ve

OVA metodlar� ile çözüldü. Denklemin diskrtizasyonundan önce gerçel ve sanal

k�s�mlar� ayr�larak problem bir denklem çifti haline getirildi. Daha sonra kesirli

mertebeden türev içeren k�s�mlar�na Caputo kesirli türev tan�m� uygulanarak bu

k�s�mlar tamsay�l� mertebeden türevler kombinasyonu ³eklinde ifade edildi. Bu

a³amadan sonra KSF ve OVA metodlar� probleme uyguland�.

8.1 KOMPAKT SONLU FARKLAR (KSF) ME-

TODU �LE ÇÖZÜMÜ

1. DURUM: Problemin Non-homojen Denklem Olarak Ele Al�nmas�:

Problemin Denklem Çifti Haline Getirilmesi:

E³itlik (8.10) k�saca (8.11) deki gibi gösterilebilir.

ψ = u+ iv (8.11)

i
∂α(u+ iv)

∂tα
+
∂2(u+ iv)

∂x2
= (8.12)

= − 2t2−α

Γ(3− α)
sin(x)− t2 cos(x) + i

Ç
2t2−α

Γ(3− α)
cos(x)− t2 sin(x)

å
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
∂αu
∂tα

+ ∂2v
∂x2 = 2t2−α

Γ(3−α) cos(x)− t2 sin(x)

−∂αv
∂tα

+ ∂2u
∂x2 = − 2t2−α

Γ(3−α) sin(x)− t2 cos(x)

(8.13)

E³itlik (8.2) nin gerçel ve sanal k�s�mlar� k�sa gösterim amac�yla a³a§�daki gibi

ayr�ld�.

g(x, t) = − 2t2−α

Γ(3− α)
sin(x)− t2 cos(x)︸ ︷︷ ︸

A

+i

Ç
2t2−α

Γ(3− α)
cos(x)− t2 sin(x)

å
︸ ︷︷ ︸

B

(8.14)

i
∂α(u+ iv)

∂tα
+
∂2(u+ iv)

∂x2
= A+ iB (8.15)

Problemin denklem çifti olarak k�saca gösterimi (8.16) daki gibidir.
∂αu
∂tα

+ ∂2v
∂x2 = B

−∂αv
∂tα

+ ∂2u
∂x2 = A

(8.16)

Caputo Kesirli Türev Tan�m�n�n Probleme Uygulanmas�:

Caputo kesirli türev tan�m�n�n e³itlik (8.16) da elde edilen denklem çiftinin

zaman-kesirli mertebeden türevli k�s�mlar�na uygulan�³� a³a§�da gösterilmektedir.

Kesirli türevlerin mertebesi α = 0.3 oldu§undan, tan�mdaki ko³ul gere§i

n = 1 al�narak uyguland� ve e³itlik (8.18) elde edildi.

∂0.3u(x, t)

∂t0.3
=

1

Γ(0.7)

∫ ti

0

u(1)(µ)

(ti − µ)0.3
dµ (8.17)

∂0.3u(x, t)

∂t0.3
=

1

Γ(0.7)

∫ ti

0
(ti − µ)−0.3u

′

i(µ)dµ (8.18)

E³itlik (8.16) deki integral içeren bölüme bir kez k�smi integral kural� uygulanarak

∂0.3u(x, t)

∂t0.3
=

3

10Γ(0.7)

∫ ti

0
(ti − µ)−1.3ui(µ)dµ (8.19)
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elde edildi. (8.19) da görülen ui(µ) ifadesi, µ = ti noktas� civar�nda a³a§�daki gibi

Taylor serisine aç�larak yerine yaz�ld�.

ui(µ) ≈ u(x, ti) +
u

′
(x, ti)

1!
(ti − µ) +

u
′′
(x, ti)

2!
(ti − µ)2 + ... (8.20)

∂0.3u(x, t)

∂t0.3
= (8.21)

=
3

10Γ(0.7)

∫ ti

0
(ti − µ)−1.3

{
u(x, ti) +

u
′
(x, ti)

1!
(ti − µ) +

u
′′
(x, ti)

2!
(ti − µ)2

}
dµ

∂0.3u(x, t)

∂t0.3
=

=
3

10Γ(0.7)

u(x, ti)
∫ ti

0
(ti − µ)−1.3dµ︸ ︷︷ ︸

P

+ u
′
(x, ti)

∫ ti

0
(ti − µ)−0.3dµ︸ ︷︷ ︸

R

+
u

′′
(x, ti)

2

∫ ti

0
(ti − µ)0.7dµ︸ ︷︷ ︸

S

(8.22)

olmak üzere u(x, t) nin ve türevlerinin ∆t = k ya ba§l� katsay�lar� a³a§�daki gibi

elde edildi.

P :=
10

3
t−0.3i , R := −10

7
t0.7i , S := −10

17
t1.7i (8.23)

E³itlik (8.16) da elde edilen denklem çiftindeki gerçel k�sm� sembolize eden

u fonksiyonu için yap�lan Caputo kesirli türev uygulamas�n�n ayn�s�, denklem çif-

tindeki sanal k�sm� sembolize eden v fonksiyonu için de geçerlidir.

K�sal�k için m := 3
10Γ(0.7)

kabulü ile e³itlik (8.16) da verilen denklem çifti, u

ve v fonksiyonlar�n�n Caputo kesirli türev uygulamas� sonucunda elde edilen hali

kullan�larak a³a§�daki ³ekilde yeniden yaz�ld�.
−m

ï
Puji +R

∂uj
i

∂t
+ S

2

∂2uj
i

∂t2

ò
+

∂2vj+1
i

∂x2 = Bj
i

m
ï
Pvji +R

∂vji
∂t

+ S
2

∂2vji
∂t2

ò
+

∂2uj+1
i

∂x2 = Aj
i

(8.24)
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Kapal� yakla³�mla denklem çifti düzenlendi§inde (8.25) elde edildi.



Ä
−mS

2k2
−mP

ä
uj+1
i +

Ä
−mR

k
+ mS

k2

ä
uji +

Ä
mR
k

− mS
2k2

ä
uj−1i +

∂2vj+1
i

∂x2 = Bj
iÄ

mS
2k2

+mP
ä
vj+1
i +

Ä
mR
k

− mS
k2

ä
vji +

Ä
−mR

k
+ mS

2k2

ä
vj−1i +

∂2uj+1
i

∂x2 = Aj
i

(8.25)

E³itlik (8.24) de verilen denklem çifti, u ve v fonksiyonlar�n�n ikinci türev-

lerine yakla³�m yapan (7.2), (7.5) ve (7.6) da elde edilmi³ olan kompakt ³emalar

ile ifade edildi ve zaman boyutunda sonlu farklar metodu kullan�larak kapal� yak-

la³�mla problemin diskritizasyonu e³itlik (8.27) de görüldü§ü gibi tamamlanm�³

oldu.

u ve v fonksiyonlar�n�n kompakt ³emalar� olu³turulurken yaz�lan Hu ve Hv

vektörlerinde bilinen s�n�r de§erleri a³a§�daki gibi yerine yaz�ld� ve böylece Su ve

Sv vektörleri, her zaman ad�m�nda hesaplanarak Cu ve Cv katsay� matrislerinin

hesaplanmas� i³lemine kat�lm�³ oldu.

Hu =



k2 cos(0)

0

0

0

k2 cos(2π)


Hv =



k2 sin(0)

0

0

0

k2 sin(2π)




−m

Ä
S
2k2

+ P
ä
uj+1
i +

Ä
Cvv

j+1
i + Sv

ä
= Bj

i −m
Ä
−R

k
+ S

k2

ä
uji −m

Ä
R
k
− S

2k2

ä
uj−1i

m
Ä

S
2k2

+ P
ä
vj+1
i +

Ä
Cuu

j+1
i + Su

ä
= Aj

i −m
Ä
R
k
− S

k2

ä
vji −m

Ä
−R

k
+ S

2k2

ä
vj−1i

(8.26)


−m

Ä
S
2k2

+ P
ä
uj+1
i + Cvv

j+1
i = Bj

i − Sv(i) +m
Ä
R
k
− S

k2

ä
uji −m

Ä
R
k
− S

2k2

ä
uj−1i

m
Ä

S
2k2

+ P
ä
vj+1
i + Cuu

j+1
i = Aj

i − Su(i)−m
Ä
R
k
− S

k2

ä
vji +m

Ä
−R

k
− S

2k2

ä
vj−1i

(8.27)
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E³itlik (8.27) ile verilen diskritizasyon ³emas� kullan�larak elde edilen ve

e³itlik (8.28) de verildi§i gibi çözümde kullan�lan katsay� matrisi Z a³a§�da gö-

rülmektedir.

Zψ = F (8.28)

Çözüme ait fonksiyonun gerçel ve sanal k�s�mlar�na ait gra�kler �ekil 8.3 ve

�ekil 8.4 de görülmektedir. Problemin çözümünde kesirli türev mertebesi α = 0.3

olarak al�nd� ve α = 1 tamsay�l� mertebeden analitik çözüm sonucuyla kar³�la³t�-

r�larak hata hesab� yap�ld�. Bu çözüme ait farkl� say�da nokta ve farkl� k de§erleri

için hata de§erleri ise Tablo 8.1 de gösterilmi³tir. Tabloda hesaplanan hatalar

mutlak hata ³eklinde hesaplansa da asl�nda sadece metodun uygunlu§unu göster-

mektedir.

�ekil 8.1: Problemin çözümünde e³itli§in solundaki katsay� matrisi (KSF)
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�ekil 8.2: Problemin çözümünde e³itli§in sa§�ndaki matris (KSF)

�ekil 8.3: Problemin non-homojen durum, N=121 nokta ve k=0.01 için fonksiyo-

nun gerçel k�sm�na ait çözüm gra�§i (KSF)
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�ekil 8.4: Problemin non-homojen durum, N=121 nokta ve k=0.01 için fonksiyo-

nun sanal k�sm�na ait çözüm gra�§i (KSF)

N = 21 N = 121 N = 521

α k eREAL eIMAG eREAL eIMAG eREAL eIMAG

0.1 0.2714 0.1862 0.2174 0.1464 0.1451 0.1036

0.3 0.01 0.3514 0.2301 0.2988 0.2395 0.2057 0.3178

0.001 0.3633 0.2536 0.3116 0.2638 0.2156 0.3450

0.1 0.4782 0.4018 0.2485 0.3734 0.2450 0.3821

1 0.01 0.3735 0.3125 0.0655 0.0529 0.0265 0.0373

0.001 0.3625 0.3144 0.0635 0.0520 0.0147 0.0116

Tablo 8.1: KSF metodu ile nonhomojen durum için çözüme ait hata de§erleri (α = 1 gerçek

çözüm ile k�yasland�)
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2. DURUM: Problemin Homojen Denklem Olarak Ele Al�nmas�

Problemin Denklem Çifti Haline Getirilmesi:

i
∂α(u+ iv)

∂tα
+
∂2(u+ iv)

∂x2
= 0 (8.29)

E³itlik (8.29) da görüldü§ü durum ile ele al�nan problem a³a§�daki gibi homo-

jen denklem sistemi haline yeniden düzenlendi.
∂αu
∂tα

+ ∂2v
∂x2 = 0

−∂αv
∂tα

+ ∂2u
∂x2 = 0

(8.30)

Caputo Kesirli Türev Tan�m�n�n Probleme Uygulanmas�:

Non-homojen durumda yap�lan Caputo kesirli türev uygulamas� sonucunda

e³itlik (8.24) de elde edilen denklem çifti, homojen durum için e³itlik (8.32) deki

gibi yaz�ld�. 
−m

ï
Puji +R

∂uj
i

∂t
+ S

2

∂2uj
i

∂t2

ò
+

∂2vj+1
i

∂x2 = 0

m
ï
Pvji +R

∂vji
∂t

+ S
2

∂2vji
∂t2

ò
+

∂2uj+1
i

∂x2 = 0

(8.31)



Ä
−mS

2k2
−mP

ä
uj+1
i +

Ä
−mR

k
+ mS

k2

ä
uji +

Ä
mR
k

− mS
2k2

ä
uj−1i +

∂2vj+1
i

∂x2 = 0Ä
mS
2k2

+mP
ä
vj+1
i +

Ä
mR
k

− mS
k2

ä
vji +

Ä
−mR

k
+ mS

2k2

ä
vj−1i +

∂2uj+1
i

∂x2 = 0

(8.32)

Denklem çifti, kompakt ³emalardan ayn� Hu ve Hv vektörleri kullan�larak elde

edilen terimlerin yerle³tirilmesinden sonra kapal� yakla³�mla yeniden düzenlendi

ve e³itlik (8.34) de görülen diskritizasyon ³emas� elde edildi.


−m

Ä
S
2k2

+ P
ä
uj+1
i +

Ä
Cvv

j+1
i + Sv

ä
= m

Ä
R
k
− S

k2

ä
uji +m

Ä
S
2k2

− R
k

ä
uj−1i

m
Ä

S
2k2

+ P
ä
vj+1
i +

Ä
Cuu

j+1
i + Su

ä
= −m

Ä
R
k
− S

k2

ä
vji −m

Ä
S
2k2

− R
k

ä
vj−1i

(8.33)
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
−m

Ä
S
2k2

+ P
ä
uj+1
i + Cvv

j+1
i = −Sv(i) +m

Ä
R
k
− S

k2

ä
uji +m

Ä
S
2k2

− R
k

ä
uj−1i

m
Ä

S
2k2

+ P
ä
vj+1
i + Cuu

j+1
i = −Su(i)−m

Ä
R
k
− S

k2

ä
vji −m

Ä
S
2k2

− R
k

ä
vj−1i

(8.34)

�ekil 8.1 ve �ekil 8.2 de görülen matrislerin yer ald�§� e³itlik (8.28) in çö-

zümüyle sonuca ula³�ld�. Çözümün gerçel ve sanal k�s�mlar�na ait gra�kler �ekil

8.5 ve �ekil 8.6 da verilmektedir. Çözümde kesirli türev mertebesi α = 0.3 olarak

verilmektedir. Ancak e³itlik (8.3) de verilen gerçek çözümü α = 1 mertebeden ve

denklemin homojen durumu için verilmi³tir. Bu sebeple mutlak hata hesaplar� bu

durum için yap�lmam�³t�r.

�ekil 8.5: Problemin homojen durumda N=121 nokta ve k=0.01 için fonksiyonun

gerçel k�sm�na ait çözüm gra�§i (KSF)
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�ekil 8.6: Problemin non-homojen durumda N=121 nokta ve k=0.01 için fonksi-

yonun sanal k�sm�na ait çözüm gra�§i (KSF)

8.2 ORTALAMA VEKTÖR ALANI (OVA) ME-

TODU �LE ÇÖZÜMÜ

E³itlik (8.1) ile verilen lineer homojen olmayan k�smi türevli zaman-kesirli

mertebeden Schrödinger denklemi, bu örnekte de ayn� s�n�r ve ba³lang�ç ko³ullar�

ve α = 0.3 kesirli türev mertebesi ile ele al�nd�. Denklemin diskrtizasyonundan

önce problem, gerçel ve sanal k�s�mlar� ayr�larak e³itlik (8.16) da verildi§i gibi bir

denklem çifti haline getirildi. Daha sonra da denklem çiftinin kesirli mertebeden

türev içeren k�s�mlar�na Caputo türev tan�m� uygulanarak e³itlik (8.24) deki gibi

yaz�ld�. Ancak zaman boyutuna OVA metodu uygulanaca§�ndan ve bu metod

da e³itlik (7.89) da görülece§i üzere fonksiyonun zamana göre birinci türevine

uyguland�§�ndan, e³itlik (8.24) deki denklem çiftinde yer alan fonksiyonun zamana

göre ikinci türevini içeren terimler hesaba kat�lmayarak e³itlik (8.35) deki haliyle

kullan�ld�. Bu da Caputo türev tan�m�n�n uygulan�³� s�ras�nda yap�lan Taylor seri

aç�l�m�n�n ilk iki terimi kullan�larak yakla³�m yap�ld�§� anlam�na gelmektedir. Bu

durumda hatan�n büyümesi ba³tan kabul edilmi³ oldu.
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1. DURUM: Problemin Non-homojen Denklem Olarak Ele Al�nmas�:

 −m [Pu+Rut] + vxx = Bj
i

m [Pv +Rvt] + uxx = Aj
i

(8.35)


ut = 1

mR
Bj

i +
P
R
u− 1

mRh2vxx

vt = − 1
mR
Aj

i +
P
R
v + 1

mRh2uxx

(8.36)

Denklem çifti e³itlik (8.36) daki gibi düzenlendikten sonra uzaysal boyutta

sonlu farklar metodu, zaman boyutunda da OVA metodu e³itlik (8.37) deki gibi

uygulanarak e³itlik (8.38) de verilen diskritizasyon ³emas� elde edildi. Denklem

çiftindeki gerçel k�sm� sembolize eden u fonksiyonu için yap�lan tüm uygulamalar,

denklem çiftindeki sanal k�sm� sembolize eden v fonksiyonu için de gerçekle³tirildi.



uj+1
i −uj

i

k
= 1

mR
Bj

i +
P
R

Å
uj
i+uj+1

i

2

ã
− 1

mRh2

ï
vji−1+vj+1

i−1

2
− 2
Å
vji+vj+1

i

2

ã
+

vji+1+vj+1
i+1

2

ò
vj+1
i −vji

k
= − 1

mR
Aj

i +
P
R

Å
vji+vj+1

i

2

ã
+ 1

mRh2

ï
uj
i−1+uj+1

i−1

2
− 2
Å
uj
i+uj+1

i

2

ã
+

uj
i+1+uj+1

i+1

2

ò(8.37)
ω := 1

k
− P

2R
, θ := 1

k
+ P

2R
ve β := 1

2mRh2

olmak üzere;
ωuj+1

i + β
Ä
vj+1
i−1 − 2vj+1

i + vj+1
i+1

ä
= 1

mR
Bj

i + θuji − β
Ä
vji−1 − 2vji + vji+1

ä
ωvj+1

i + β
Ä
uj+1
i−1 − 2uj+1

i + uj+1
i+1

ä
= − 1

mR
Aj

i + θvji + β
Ä
uji−1 − 2uji + uji+1

ä(8.38)
E³itlik (8.38) ile verilen diskritizasyon ³emas� kullan�larak elde edilen ve

e³itlik (8.39) da verildi§i gibi çözümde kullan�lan F ve A katsay� matrisi N = 5

dü§üm noktas� için a³a§�da görülmektedir.

Aψ = F (8.39)
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A =



1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 ω 0 0 0 β −2β β 0 0

0 0 ω 0 0 0 β −2β β 0

0 0 0 ω 0 0 0 β −2β β

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

−β 2β −β 0 0 0 ω 0 0 0

0 −β 2β −β 0 0 0 ω 0 0

0 0 −β 2β −β 0 0 0 ω 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1



�ekil 8.7: Problemin OVA ile çözümünde e³itli§in sa§�ndaki matris

Çözüme ait gra�k �ekil 8.7 ve �ekil 8.8 de, farkl� say�da nokta ve farkl� k

de§erleri için hata de§erleri ise Tablo 8.2 de gösterilmi³tir. Tabloda hesaplanan

hatalar mutlak hata ³eklinde hesaplansa da asl�nda burada da sadece metodun

uygunlu§unu göstermektedir. Çünkü tablodaki de§erler α = 0.3 için elde edilen

çözümün, α = 1 için verilen gerçek çözüm ile k�yaslanmas�yla hesapland�.
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�ekil 8.8: Problemin nonhomojen durum, N=121 nokta ve k=0.01 için fonksiyo-

nun gerçel k�sm�na ait çözüm gra�§i (OVA)

�ekil 8.9: Problemin nonhomojen durum, N=121 nokta ve k=0.01 için fonksiyo-

nun sanal k�sm�na ait çözüm gra�§i (OVA)
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N = 21 N = 121 N = 521

α k eREAL eIMAG eREAL eIMAG eREAL eIMAG

0.1 0.8469 0.2233 0.4513 0.4457 0.8551 0.2346

0.3 0.01 1.0806 0.6114 1.1920 0.6696 1.1939 0.6717

0.001 1.8726 1.2756 2.5738 2.1277 2.6013 2.1516

0.1 0.4451 0.4412 0.4513 0.4457 0.4514 0.4457

1 0.01 0.3434 0.3434 0.3334 0.3369 0.3235 0.3299

0.001 0.3343 0.3343 0.3243 0.3200 0.2343 0.2546

Tablo 8.2: OVA metodu ile nonhomojen durum için çözüme ait hata de§erleri (α = 1 gerçek

çözüm ile k�yasland�)
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2. DURUM: Problemin Homojen Denklem Olarak Ele Al�nmas�:

E³itlik (8.40), homojen denklem çifti olarak a³a§�daki gibi yaz�ld� ve yeni-

den düzenlenerek e³itlik (8.42) deki diskritizasyon ³emas� elde edildi. −m [Pu+Rut] + vxx = 0

m [Pv +Rvt] + uxx = 0
(8.40)


ut = P

R
u− 1

mRh2vxx

vt = P
R
v + 1

mRh2uxx

(8.41)

θ := 1
k
− P

2R
, ve β := 1

2mRh2

k�sa gösterimleriyle
θuj+1

i + β
Ä
vj+1
i−1 − 2vj+1

i + vj+1
i+1

ä
= θuji − β

Ä
vji−1 − 2vji + vji+1

ä
θvj+1

i + β
Ä
uj+1
i−1 − 2uj+1

i + uj+1
i+1

ä
= θvji + β

Ä
uji−1 − 2uji + uji+1

ä (8.42)

Problemin homojen durumda N=121 nokta ve k=0.01 için fonksiyonun gerçel ve

sanal k�s�mlar�na ait OVA metodu ile çözüm gra�kleri �ekil 8.10 ve �ekil 8.11 de

görülmektedir.
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�ekil 8.10: Homojen durum, N=121 nokta ve k=0.01 için fonksiyonun gerçel

k�sm�na ait OVA metodu ile çözüm gra�§i

�ekil 8.11: Homojen durum, N=121 nokta ve k=0.01 için fonksiyonun sanal k�s-

m�na ait OVA metodu ile çözüm gra�§i
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Bölüm 9

SAYISAL DA�ILIM BA�INTILARI VE

SONUÇLAR

Bu bölümde, 8. Bölümde KSF ve OVA metodlar�yla, homojen ve homojen ol-

mayan durumlar için çözümleri verilen, k�smi türevli zaman-kesirli mertebeden

lineer Schrödinger denklemi ile ifade edilen s�n�r de§er problemine, bu metod-

lar�n uygulanmas�yla elde edilen diskritizasyon ³emalar�n�n tutarl� ve yak�nsak

oldu§unu göstermek için yap�lan say�sal da§�l�m analizleri verilmektedir.

9.1 DA�ILIM ANAL�Z�

Say�sal da§�l�m analizi, sürekli ve kesikli formdaki da§�l�m denklemlerinin kar³�-

la³t�r�lmas�yla yap�lmaktad�r. Sürekli da§�l�m denklemi elde edilirken e³itlik (9.1)

de verilen lineer k�smi diferansiyel denklemlerin her dalga için genel çözümü, prob-

lem olarak ele al�nan denklemde yerine yaz�l�r. k ve ω s�ras�yla dalga numaras� ve

aç�sal frekans� temsil etmektedir.

v = ei(kx+ωt) (9.1)

Kesikli da§�l�m denklemini ise e³itlik (9.3) deki genel çözümünün kesikli ifa-

desinin, çözümün kesikli olarak ifade edildi§i diskritizasyon ³emas�nda yerine ya-

z�lmas� ile elde edilir. Burada kesikli çözümde dalga genli§ini ifade eden v̂ = 1

de§eri ile kullan�labilmektedir.

v = v̂ei(mk∆x+nω∆t), i =
√
−1 (9.2)
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k̄ := k∆x

ω̄ := ω∆t

k�sa gösterimleri ile e³itlik (9.2) a³a§�daki gibi yaz�l�r.

v = ei(mk̄+nω̄) (9.3)

Da§�l�m analizinde, sürekli ve kesikli çözümlerdeki dalga say�s�na ba§l� olarak

dalga h�zlar� kar³�la³t�r�ld�§�ndan bu çözümlerin ifade etti§i dalgalar�n di§er özel-

likleri analiz için önemli de§ildir. Bu sebeple, dalga genli§ini ifade eden ψ̂ = 1

al�nabildi§i gibi, non-homojen denklemlerin özel çözümleri de analiz için kullan�l-

maz, denklemin sa§ taraf� 0 al�narak sürekli ve kesikli genel çözümler ile i³lemler

gerçekle³tirilir.

9.2 KISM� TÜREVL� ZAMAN-KES�RL� MER-

TEBEDEN SCHRÖD�NGERDENKLEM�NE

UYGULANAN KSF METODU �Ç�N DA�I-

LIM ANAL�Z�

Sürekli Da§�l�m Ba§�nt�s�n�n Eldesi:

E³itlik (9.1) in x e göre birinci ve ikinci türevleri e³itlik (8.31) de yerine

yaz�ld�. α := ei(kx+ωt) k�sa gösterimi kullan�larak, benzer i³lemler sanal k�s�m için

de gerçekle³tirildi.

v = ei(kx+ωt), v = α (9.4)

vt = iωei(kx+ωt), vt = iωα (9.5)

vtt = −ω2ei(kx+ωt), vtt = −ω2α (9.6)

vx = ikei(kx+ωt), vx = ikα (9.7)
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vxx = −k2ei(kx+ωt), vxx = −k2α (9.8)

E³itlik (8.31) ile verilen denklem çiftindeki ikinci denklemden elde edilen uxx

fonksiyonunun iki kez ardarda integrali al�narak u fonksiyonu elde edildi ve i³-

lemlerde kullanmak üzere t ye göre birinci ve ikinci türevleri al�nd�.

uxx = −mPv −mRvt −m
S

2
vtt (9.9)

ux =
∫

(uxx) dx =
∫
−m

Ç
Pα−Rωiα− S

2
ω2α

å
dx (9.10)

ux =
mPi

k
α− mRω

k
α− mSω2i

2k
α (9.11)

u =
∫

(ux) dx =
mP

k2
α +

mRωi

k2
α− mSω2

2k2
α (9.12)

ut =
mPiω

k2
α− mRω2

k2
α− mSω3i

2k2
α (9.13)

utt = −mPω
2

k2
α− mRω3i

k2
α +

mSω4

2k2
α (9.14)

(9.8), (9.12), (9.13) ve (9.14) ile gösterilen denklemler e³itlik (8.31) ile gösteri-

len denklem çiftindeki birinci denklemde yerlerine yaz�larak gerekli düzenlemeler

yap�ld� ve e³itlik (9.15) elde edildi.

−S
2

4
ω4 +

ñ
S(2R + 1)

2

ô
iω3 +

ñ
S(1 + P )

2
+R

ô
ω2 − P (1 +R) iωPR =

k4

m2
(9.15)

d1 :=
S2

4
, d2 :=

S(2R+1)
2

, d3 :=
S(1+P )

2
+R, d4 := P (1 +R), d5 := PR

ve

b1 :=
Ä
12d1d5 − 3d1d4 + d33

ä
m2 + 12d1k

4 (9.16)

b2 :=
Ä
d23 − 3d2d4

ä
m4 + 12d1

Ä
k4 + d5m

2
ä
m2 (9.17)
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b3 :=
Ä
−2d33 + 9d2d3d4 − 27d1d

2
4

ä
m6 +

îÄ
k4 + d5m

2
ä Ä

72d1d3 − 27d22
äó
m4 (9.18)

k�sa gösterimleri ile e³itlik (9.15) e³itlik (9.19) daki gibi yeniden yaz�ld�.

−d1ω4 + d2iω
3 + d3ω

2 − d4iω − d5 =
k4

m2
(9.19)

E³itlik (9.19) un köklerinden biri olan sürekli da§�l�m denklemi (9.20), a³a§�da

belirtilen k�sa gösterimlerle elde edilmi³ oldu.

ω =
d2i

4d1
− 1

2

√
L1 +

L4

3d1L3

+ L3L5 −
1

2

√
L2 −

L4

3d1L3

− L6

4
√
L1 +

L4

3d1L3

(9.20)

L1 := − d22
4d21

+
2d3
3d1

L2 := − d22
2d1

+
4d3
3d1

L3 :=
(
b2 +

»
−4b33 + b22

)1/3
L4 := 21/3b1

L5 :=
1

321/3d1m2

L6 := −d
3
2i

d31
+

4d2d3i

3d21
− 8d4i

d1

Kesikli Da§�l�m Ba§�nt�s�n�n Eldesi:

E³itlik (9.3) ün gerçel ve sanal k�s�mlar için e³itlik (8.34) de yerine yaz�lmas�

ile ilgili i³lem basaklar� a³a§�da görülmektedir. Bu i³lemler s�ras�nda kompakt

³emadaki Cu ve Cv matrislerinin yerine normlar� kullan�ld�.

a := m
Ä

S
2k2

+ P
ä
, b := m

Ä
R
k
− S

k2

ä
ve c := m

Ä
S
2k2

− R
k

ä
olmak üzere diskritizasyon ³emas� e³itlik (9.21) de görüldü§ü gibi yeniden düzen-

lendi. 
−a1uj+1

i + ∥Cv∥ vj+1
i + ∥Sv∥ − b1u

j
i + c1u

j−1
i = 0

a1v
j+1
i + ∥Cu∥uj+1

i + ∥Su∥+ b1v
j
i − c1v

j−1
i = 0

(9.21)
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E³itlik (9.21) deki ikinci denklemden uj+1
i içeren terim çekilerek j yerine j− 1 ve

j − 2 yaz�larak yeniden düzenlendi.

∥Cu∥uj+1
i = −a1vj+1

i −
∥∥∥Sj

u

∥∥∥− b1v
j
i + c1v

j−1
i (9.22)

∥Cu∥uji = −a2vji −
∥∥∥Sj−1

u

∥∥∥− b2v
j−1
i + c2v

j−2
i (9.23)

∥Cu∥uj−1i = −a3vj−1i −
∥∥∥Sj−2

u

∥∥∥− b3v
j−2
i + c3v

j−3
i (9.24)

(9.22), (9.23) ve (9.24) e³itlikleri (9.21) deki denklem çiftinin birinci denkle-

minde yerine yaz�ld�.

−a1uj+1
i − b1u

j
i + c1u

j−1
i = −∥Cv∥ vj+1

i −
∥∥∥Sj

v

∥∥∥ (9.25)

⇒ −a1
1

∥Cu∥
[
−a1vj+1

i − b1v
j
i + c1v

j−1
i −

∥∥∥Sj
u

∥∥∥]−
−b1

1

∥Cu∥
[
−a2vji − b2v

j−1
i + c2v

j−2
i −

∥∥∥Sj−1
u

∥∥∥]+
+c1

1

∥Cu∥
[
−a3vj−1i − b3v

j−2
i + c3v

j−3
i −

∥∥∥Sj−2
u

∥∥∥] = −∥Cv∥ vj+1
i −

∥∥∥Sj
v

∥∥∥

A³a§�da belirtilen k�sa gösterimlerle e³itlik (9.25), e³itlik (9.26) daki ³ekilde ya-

z�ld�.

a21
∥Cu∥ := α1

a1b1
∥Cu∥ := α2

a1c1
∥Cu∥ := α3

a1
∥Cu∥ := α4

b1a2
∥Cu∥ := β1

b1b2
∥Cu∥ := β2

b1c2
∥Cu∥ := β3

b1
∥Cu∥ := β4

c1a3
∥Cu∥ := γ1

c1b3
∥Cu∥ := γ2

c1c3
∥Cu∥ := γ3

c1
∥Cu∥ := γ4

⇒ α1v
j+1
i + α2v

j
i − α3v

j−1
i + α4

∥∥∥Sj
u

∥∥∥+
+β1v

j
i + β2v

j−1
i − β3v

j−2
i + β4

∥∥∥Sj−1
u

∥∥∥−
−γ1vj−1i − γ2v

j−2
i + γ3v

j−3
i − γ4

∥∥∥Sj−1
u

∥∥∥ = −∥Cv∥ vj+1
i −

∥∥∥Sj
v

∥∥∥
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(α1 + ∥Cv∥) vj+1
i +(α2 + β1) v

j
i+(−α3 + β2 − γ1) v

j−1
i +(−β3 − γ2) v

j−2
i +γ3v

j−3
i =

= −
∥∥∥Sj

v

∥∥∥++α4

∥∥∥Sj
u

∥∥∥− β4
∥∥∥Sj−1

u

∥∥∥+ γ4
∥∥∥Sj−2

u

∥∥∥ (9.26)

T := −
∥∥∥Sj

v

∥∥∥++α4

∥∥∥Sj
u

∥∥∥− β4
∥∥∥Sj−1

u

∥∥∥+ γ4
∥∥∥Sj−2

u

∥∥∥ (9.27)

ξ1 := α1 + ∥Cv∥ ξ2 := α2 + β1 ξ3 := −α3 + β2 − γ1

ξ4 := −β3 − γ2 ξ5 := γ3

i ve j indisleri s�ras�yla m ve n indisleri ile de§i³tirildi ve e³itlik (9.28) elde

edildi.

ξ1v
n+1
m + ξ2v

n
m + ξ3v

n−1
m + ξ4v

n−2
m + ξ5v

n−3
m = T (9.28)

Son olarak e³itlik (9.3), e³itlik (9.28) de yerine yaz�ld�.

eimk̄einω̄
Ä
ξ1e

iω̄ + ξ2 + ξ3e
−iω̄ + ξ4e

−2iω̄ + ξ5e
−3iω̄ä = T (9.29)

E³itlik (9.29) daki eimk̄ ve einω̄ terimleri için bu terimlerin, ω̄ = 0 ve k̄ = 0 nok-

talar� civar�nda, s�ras�yla O(ω̄2) ve O(k̄2) do§ruluk mertebesindeki seri aç�l�mlar�

kullan�ld�. E³itlik (9.32) çözüldü§ünde köklerinden biri kesikli da§�l�m denklemini

verecek denklem olarak elde edildi.

E := ξ1 − ξ3 − 2ξ4 − 3ξ5 (9.30)

G := ξ1 + ξ2 + ξ3 + ξ4 + ξ5 (9.31)

olmak üzere

nEω̄2 + (E + nG) iω̄ +G =
T

1 + imk̄
(9.32)

E³itlik (9.32) nE(mk̄ − i) ̸= 0 ko³ulu alt�nda ω için çözüldü§ünde elde edilen

köklerden biri e³itlik (9.33) de verilen kesikli da§�l�m denklemidir.

ω =
θ2(k∆xm− i)−

»
−4θ1(1 + ik∆xm) [θ3(1 + ik∆xm)− 1] + θ22(i− k∆xm)2

2θ1(1 + ik∆xm)∆t
(9.33)

θ1 :=
nE
T

θ2 :=
E+nG

T
θ3 :=

G
T
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�ekil 9.1: Probleme uygulanan KSF metodunun da§�l�m analizi için e³itlik (9.20)

ve (9.33) ün kar³�la³t�r�lmas�

Ele al�nan probleme uygulanan metod sonucunda elde edilen çözümün tu-

tarl� ve yak�nsak olmas� sürekli ve kesikli da§�l�m e§rilerinin en az bir noktada

kesi³mesi gerekir. �ekil 9.1 de görüldü§ü gibi uygulanan KSF metodu ve elde

edilen çözüm tutarl� ve yak�nsakt�r.
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9.3 KISM� TÜREVL� ZAMAN-KES�RL� MER-

TEBEDEN SCHRÖD�NGERDENKLEM�NE

UYGULANAN OVA METODU �Ç�N DA�I-

LIM ANAL�Z�

Sürekli Da§�l�m Ba§�nt�s�n�n Eldesi:

E³itlik (8.41) ile verilen denklem çiftindeki ikinci denklemden elde edilen uxx

fonksiyonunun iki kez ardarda integrali al�narak u fonksiyonu elde edildi ve i³-

lemlerde kullanmak üzere t ye göre birinci ve ikinci türevleri a³a§�da görüldü§ü

gibi al�nd�.

uxx = −mPv −mRvt (9.34)

ux =
∫
(uxx) dx =

∫
(−mPα−mRωiα) dx (9.35)

ux =
mPi

k
α− mRω

k
α (9.36)

u =
∫
(ux) dx =

mP

k2
α +

mRωi

k2
α (9.37)

ut =
mPiω

k2
α− mRω2

k2
α (9.38)

(9.8), (9.37) ve (9.38) ile gösterilen denklemler e³itlik (8.41) ile verilen denklem

çiftindeki birinci denklemde yerlerine yaz�larak gerekli düzenlemeler yap�ld� ve

e³itlik (9.39) elde edildi.

−m2R2iω2 −m2PR(1− i)ω −m2P 2 − k4 = 0 (9.39)

E³itlik (9.39) ω için çözüldü§ünde elde edilen köklerden biri, e³itlik (9.40) da

verilen sürekli da§�l�m denklemidir.

ω = −1

2
− i

2
P
î
1±

√
1 + k4

ó
(9.40)
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Kesikli Da§�l�m Ba§�nt�s�n�n Eldesi:

E³itlik (9.3) ün sanal k�s�mlar için e³itlik (9.37) de yerine yaz�lmas� ile ilgili

i³lem basamaklar� a³a§�da görülmektedir. Bunun için e³itlik (9.37) deki denklem

çiftinin ilkinden uj+1
i + uji ikincisinden v

j+1
i − vji çekildi.

uj+1
i + uji = −β

θ

î
(vj+1

i−1 + vji−1)− 2(vj+1
i + vji ) + (vj+1

i+1 + vji+1)
ó

(9.41)

vj+1
i − vji =

β

θ

î
(uj+1

i−1 + uji−1)− 2(uj+1
i + uji ) + (uj+1

i+1 + uji+1)
ó

(9.42)

E³itlik (9.41) de s�ras�yla i yerine i− 1 ve i+ 1 yaz�larak, e³itlik (9.41), (9.43) ve

(9.44), e³itlik (9.42) de yerlerine yaz�ld�.

uj+1
i−1 + uji−1 = −β

θ

î
(vj+1

i−2 + vji−2)− 2(vj+1
i−1 + vji−1) + (vj+1

i + vji )
ó

(9.43)

uj+1
i+1 + uji+1 = −β

θ

î
(vj+1

i + vji )− 2(vj+1
i+1 + vji+1) + (vj+1

i+2 + vji+2)
ó

(9.44)

vj+1
i − vji =

β

θ

®
−β
θ

î
(vj+1

i−2 + vji−2)− 2(vj+1
i−1 + vji−1) + (vj+1

i + vji )
ó

(9.45)

−2
β

θ

î
(vj+1

i−1 + vji−1)− 2(vj+1
i + vji ) + (vj+1

i+1 + vji+1)
ó

−β
θ

î
(vj+1

i + vji )− 2(vj+1
i+1 + vji+1) + (vj+1

i+2 + vji+2)
ó

E³itlik (9.45) düzenlenerek ve i ve j indisleri s�ras�yla m ve n indisleri ile de§i³-

tirilerek e³itlik (9.46) elde edildi.

vj+1
i − vji = −β

2

θ2

î
(vn+1

m−2 + vnm−2)− 4(vn+1
m−1 + vnm−1) (9.46)

+2(vn+1
m + vnm)− 4(vn+1

m+1 + vnm+1) + (vn+1
m+2 + vnm+2)

Son olarak e³itlik (9.3) e³itlik (9.46) da yerine yaz�larak düzenlendi§inde e³itlik

(9.47) elde edildi.

(eiω̄ − 1) = −β
θ
(eiω̄ + 1)

[
ei2k̄ + e−i2k̄ − 4(eik̄ + e−ik̄) + 2

]
(9.47)
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Bu denklem, ei2k̄ + e−i2k̄ = cos(2k̄), eik̄ + e−ik̄ = cos(k̄) ve eiω̄−1
eiω̄+1

= i tan( ω̄
2
)

dönü³ümleri kullan�larak yeniden düzenlendi§inde e³itlik (9.48) deki kesikli da§�-

l�m denklemi elde edildi.

ω =
2

∆t
arctan

ñ
iβ2

θ2
(cos(2k∆x)− cos(k∆x) + 2)

ô
(9.48)

�ekil 9.2: Probleme uygulanan OVA metodunun da§�l�m analizi için e³itlik (9.40)

ve (9.48) in kar³�la³t�r�lmas�

Ele al�nan probleme uygulanan metot sonucunda elde edilen çözümün tutarl�

ve yak�nsak olmas� için sürekli ve kesikli da§�l�m e§rilerinin en az bir noktada

kesi³mesi gerekir. �ekil 9.2 de görüldü§ü gibi uygulanan OVA metodu ve elde

edilen çözüm tutarl� ve yak�nsakt�r.
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Bölüm 10

SONUÇ

Bu tez çal�³mas�nda, KSF ve orta nokta metoduna dönü³en OVA metodlar�

kullan�larak k�smi türevli zaman-kesirli mertebeden lineer Schrödinger denklemi

ile ifade edilen bir problemin çözümü gerçekle³tirilmi³tir. Ele al�nan Schrödinger

denkleminin zaman-kesirli mertebeden türev içeren terimleri Caputo kesirli türev

tan�m� uygulanarak, fonksiyonun kendisi ve tamsay�l� mertebeden türevlerinin

kombinasyonu ³eklinde ifade edildikten sonra sözü edilen metodlarla çözümler

gerçekle³tirilmi³tir. Tablolardaki hata de§erlerinin sebeplerinin; Caputo türev ta-

n�m� uygulan�rken Taylor seri aç�l�m�nda belirli say�da terim kullan�lmas�, OVA

metodu uygulan�rken metodun tan�m�ndan dolay� utt içeren terimin kullan�lama-

mas� ve probleme ait s�n�r de§erlerinin zamana ba§l� ve üstel olmas� ile ili³kili

oldu§u de§erlendirilmektedir. Ayr�ca verilen tablolardaki hata de§erleri gerçekte

daha küçüktür çünkü bu de§erler kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin

çözümlerinin tamsay�l� mertebeden gerçek çözümleri ile kar³�la³t�r�lmas�yla elde

edilmi³tir.

Gerçekle³tirilen çözüm ile ilgili da§�l�m analizi de yap�lm�³t�r. Uygulanan

metod ile elde edilen çözümün tutarl� ve yak�nsak olmas� için da§�l�m analizinde

elde edilen sürekli ve kesikli da§�l�m e§rilerinin en az bir noktada kesi³mesi gerekir.

Sonuç olarak, ele al�nan Schrödinger denkleminin KSF ve OVA metodlar� ile

say�sal çözümümlerinin tutarl� ve yak�nsak oldu§u görülmektedir.
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