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BorLuwMm 1
GIRIS

Genlestirme teorilerinin ele alindigi bu tez, temel olarak, R. Clouatre’mn [9]'daki
ve R. Nagel ile G. Palm’in [16]'daki ¢aligmalarina dayanmakta ve beg boliimden
olugmaktadir. Ikinci boliimde, genlestirme teorisiyle ilgili temel kavram, tanim ve
teoremler verilmistir. Uciincii boliimde diizgiin Jordan operatérleri icin [9)'da elde
edilen esas sonug detayli olarak incelenmis; dérdiincii boliimde ise, yine [9]’dan ol-
mak iizere, bu tiirden operatorler iizerindeki varsayim zayiflatildiginda ilgili esas
sonucun bir benzerinin gecerli oldugu kosullar sabitlenmistir. Bunlarla birlikte,
Hilbert uzay: tlizerinde tamimlanmig ve belirli kosullar1 saglayan diizgiin Jordan
operatorlerinin degismez alt-uzaylarinin hemen-hemen-afin yoriingelerinin tama-
men belirlenebildigi goriilmiistiir. Hilbert uzaylar1 iizerinde tanimli olmasi ge-
rekmeyen operatorler i¢cin benzer durumlarin karsilagtirmasini yapmak amaciyla,
besinci boliimde, M.A. Akcoglu tarafindan gelistirilen ve [1, 2, 3] numarali maka-
lelerde detaylandirilan L, uzaylar tizerindeki genlestirme teorisi, [16]'da verilen

bigimiyle ¢aligilmigtar.



BoLuwMm 2

GENLESTIRME TEORISI

2.1 Daralma ve Genlestirme

Her daralma; yani, normu < 1 olan her operator, Hilbert uzay1 iizerinde bir
birimsel genlegtirmeye sahiptir. Bu, Sz.Nagy Genlegtirme Teoremi olarak bilinir
ve operator teoride onemli bir dalin baglangic noktasidir. Bu béliimde, sonraki
boliime kaynaklik edecek genlegtirme teorisinin temel kavramlar: verilecektir.
Hilbert uzay: tizerinde daralmalarin iki 6nemli gesiti birimsel operatorler ve

hi¢ birimsel olmayan daralmalaridir.

Tamim 2.1.1. H ve H' Hilbert uzaylari olsun. Her h € H icin ||Th||,, < |||l

(yani, |T'|| < 1) olacak sekilde bir T' lineer dénisimine “daralma” denir.

Tanim 2.1.2. H Hilbert uzay, ve T € B(H) olsun.Eger TT* =TT =1 ise T

operatori “birimsel” olarak adlandurilir.

Tanim 2.1.3. K bir Hilbert uzay, H C K bir alt uzay, S € B(K) ve T € B(H)
olsun. n = 0,1,2,... i¢in T" = Py S™H ise S operatérine T operatérinin
“genlestirilmesi”, T operatoriune ise S operatorinin “sikistirilmasi” denir. Ek
olarak, eger S bir izometri (birimsel operator) ise S operatori, T operatorinin
“izometrik (birimsel) genlestirilmesi” olarak adlandvrlacaktir. Eger S operatériniin
hicbir degismez alt-uzaya kisitlamigy T 'nin izometrik (birimsel) genlestirilmesi
degilse, T operatorinin S izometrik (birimsel) genlestirmesine “minimal” de-

nilecektir.



Lemma 2.1.4. T operatoriniin bir izometrik (birimsel) genlestirmesi S olsun.
Bu durumda S genlestirmesinin T operatorinin bir minimal izometrik (birimsel)
genlestirmesi olmasi i¢in gerek ve yeter kogul \/22 o, S"H =K (V2 _ S"H = K)
olmasudar.

Teorem 2.1.5. Her T' € B(H) daralmasi bir minimal izometrik genlestirmeye
sahiptir. Bu genlestirme asagidaki anlamda tektir: S € B(K) ve S" € B(K')

operatorleri T igin minimal izometrik genlestirmeler ise I uzaymdan K' uzay

tzerine bir U izometrisi x € H, Ux = x olacak sekilde vardir ve S'U = US olur.

Tanim 2.1.6. Bir T € B(H) daralmasi, T i¢in hicbir M degismez alt-uzayr
TIM kisitlamisy birimsel operator olacak sekilde yoksa “hi¢ birimsel olmayan”

olarak adlandirilar.

Onerme 2.1.7. Her T € B(H) daralmasi i¢in T igin Hgy, Hy indirgeyen alt-

uzaylary asaqrdakiler gerceklenecek sekilde vardur:
(1) H="Ho®Hi;
(i1) T|Hy hi¢ birimsel degildir; ve
(iii) T|Ho birimsel operatérdiir.
Ho ve Hy uzaylary (i)-(iii) kosullar tarafindan tek tirli belirlenir.

Lemma 2.1.8. BirV € B(H) izometrisinin kaydirma operatori (unilateral shift)

olmasu i¢in gerek ve yeter kosul her © € H igin lim,, . ||[V*"z| = 0 olmasudar.

Tanim 2.1.9. Bir T € B(H) daralmasi, eger her x € H igin lim,,_, [|T*"z|| = 0
ise “Co-stmfindandir” denir; eger T™ operatori C.o-sinifindan ise T operatorine
“Co.-sunefindandir” denir. Eger T hem Cy hem de Cy.-sinifindan ise T ope-

ratorine “Coo-stmifindandir” denir.
Simdi, devresel katlilik ve hemen hemen afin dontigiimler tizerinde duralim:

Tanim 2.1.10. H bir Hilbert uzay, ve T € B(H) olsun. Eger H = \/;2,T"E ise
E C H kumesi “devresel” olarak adlandirilir. Devresel bir kiimenin en kicuk
kardinalitesine T 'nin “katlligi/multiplicity” denir ve T operatérinin devresel
katlhlige pr ile gosterilir. ur = 1 ise T' operatorine “kathlige yoktur/multiplicity-

free” denir.



Lemma 2.1.11. T € B(H), T" € B(H'), T'X = XT ve (XH) = H' olacak
sekilde X € B(H,H') olsun. Bu durumda pr < pg olur.

Tamim 2.1.12. H ve H' Hilbert uzaylar, T € B(H), T' € B(H') olsun. Eger
T'X = XT olacak sekilde H' iginde yogun gorinti kimesi ile birebir bir X €
B(H,H') operatéri varsa T operatérine T' operatoriniin “hemen hemen afin
doniisiimi” denir ve T < T olarak gosterilir. Eger T'<T" ve T < T ise T ve T"

operatorlerine “hemen hemen benzerdir” denir ve T ~ T olarak gosterilir.



2.2 H™ ve Cy-Sinifi

Bu galigmada; agik birim disk D = {z € C : |z| < 1} ile, birim ¢ember S' = {z €
C :|z| = 1} ile ve agik birim D diski iizerinde smirh analitik fonksiyonlarin cebri

H® ile gosterilecektir.

Tamim 2.2.1. T' € B(H) hi¢ birimsel olmayan daralma olsun.

(i) Eger u #Z 0 olmak tzere uw(T) = 0 olacak sekilde w € H*® fonksiyonu varsa

T operatorine “Cy-sinifindandir” denir.

(i1) Eger her h € H i¢in up(T)h = 0 olacak sekilde u, € H*®\{0} fonskiyonu

varsa T operatorine “lokal Cy-sinifindandir” denir.

Gozlem 2.2.2. Yukarida verilen tanim nedeniyle, Cy-sinsfindan bir operatorinin

lokal Cy-sinafindan oldugu agiktor.

Tanim 2.2.3. Bir u € H®, S§' tzerinde hemen her yerde |u(e")| = 1 kosulunu

saglwyorsa “i¢ fonksiyon” olarak adlandirilar.

Gozlem 2.2.4. Cy-sinifindan bir operator icin u € H*™ her zaman bir i¢ fonksi-

yon olarak alinabilir.

Tamim 2.2.5. T operatiri Cy-sinafindan olsun. vH*® = {u € H*® : u(T) = 0}
olmak tzere v i¢ fonksiyonuna T operatorinin “minimal fonskiyonu” denir ve
mr ile gosterilir. Benzer sekilde, T' operatori lokal Cy-sinifindan ve h € H* ise

my, i¢ fonksiyonu mpH>® = {u € H*® : u(T) = 0} olarak tanimlanar.

Co-sinifi operatorlerinin 6nemli bir 6rnegini vermek burada uygun olacaktir:

ww(im@m

n=0

normu ile donatilmig D i¢inde analitik olan

ORI

fonksiyonlarinin Hilbert uzay1 H? ile gosterilsin. S, H? {izerinde kaydirma(shift)

operatorii ve § € H* bir i¢ fonksiyon olsun. Bu durumda H(f) = H? © 0H?



ile verilen Hilbert uzay1 ve S(0) = Pp)S|H(0) ile tanimlanan S(0) € B(H(0))
(veya denk olarak S(6)* = S*|H () ) operatorii gbz 6ntine almsim. Bu durumda

agagidaki ozellikler vardir:

(i) S kaydirma operatorii normaldir.

(ii) S kaydirma operatorii hig birimsel degildir: gercekten, eger H Hilbert uzay:
icinde S kaydirma operatoriic Hy # {0} alt uzay: ile V; = V|H, birimsel
operatoriine indirgeniyorsa, her h € H icin ||[V*"h| = ||h| olur. Ancak
Lemma 2.1.8 nedeniyle n — oo i¢in $*"h — 0 olur, bu ise h # 0 igin bir

celigkidir.

(iii) H(0) = H* © 0H? uzay1 S* igin degismezdir: gercekten, H(6) uzaymn S*
operatorii igin degigmez oldugunu gérmek icin S*H(0) C H(f) igermesinin
saglandig1 goriilmelidir. H(0) = H>©0H? = H*® (0H?)* oldugundan f €
H? ve g € (H?)* olmak tizere f+g € H(0) igin S*(f+g) = S*(f)+5*(g)
olur, boylece S*(f) € H? ve S*(g) € (§H?)* elde edilir, bu ise S*(f +g) €

H(0) olmas1 demektir,dolayisiyla istenen gerceklenir.

(iv) her € i¢ fonksiyonu igin S(#) operatori Co-simfindandir ve minimal fonk-
siyonu 6 olur: gercekten, 6 i¢ fonksiyon olsun. S operatoriiniin hi¢ birim-
sel olmadigi ve S(0) = Pu)S|H(0) esitligi bilindigine gore, bu durumda
0(S(0)) = Pr@0(S)|H(0) = 0 olacak sekilde 0(S)H* C 0H* = H* © H(0)
bulunur, bu ise S(#) operatoriiniin Cy-sinifindan olmasi demektir. Eger
uw(S(9)) = 0 ise u(S)H(A) = uH(A) C OH? olur. Sonug olarak, g € H?
olmak tizere u = g olarak yazlabilir ve uH? = uH () + u0H* C 0H?
olur. Boylece, u € 0H* olmak iizere g € H™ elde edilir. Yani # minimal

fonksiyondur.

Gozlem 2.2.6. 0 bir i¢ fonksiyon olmak tizere kaydirma operatérinin {0} dan

farkly her degismez alt-uzayr 0H? formundadar.

Kanat. [13, Corollary 2.2.12]. O

Bu gozlem iginde verilen ve Beurling Teoremi olarak bilinen bu ifade hatirlatildiktan
sonra; agagidaki teorem ile, katliligi 1 olan bir kaydirma operatoriiniin degismez

alt-uzaylarinin Beurling aciklamas: verilebilir.
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Teorem 2.2.7. T operatiri Cy-simifindan ve U € B(H) katliligr 1 olan kaydirma
operatori olsun. T operatorinin sifirdan farkl ve her M C H degismez alt-uzay:
icin M = Q(U)H olacak sekilde bir € H* i¢ fonksiyonu vardur. 6 fonksiyonu

M tarafindan tek turli belirlenir.

H=H= {u()\) =Y a,\", XeD: z:|an|2 < oo}
n=0

n=0

ve U = S operatorii A € D, v € H? olmak iizere (Su)(\) = Au()\) olarak
tanimlanirsa; bu teoremin, Beurling teoreminin dogal bir sonucu olarak ortaya
ciktigr goriiliir. Bu durumda 6(S) operatorii, A € D, u € H? olmak tizere (Tpu)(\) =

O(N)u(N) ile tanimlanan Ty Toeplietz operatorii ile dzdestir. Bu nedenle
0(S)H? = 0H? = {0u : u € H?}

olur.



2.3 I¢ Fonksiyonlarin Aritmetigi

Tanim 2.3.1. u,v € H* ¢ fonksiyonlar: verilsin. Eger v = wu olacak sekilde

bir w € H® fonksiyonu varsa “u béler v” denir ve ulv olarak gésterilir.

Gozlem 2.3.2. Yukardaki tamimda u ve v i¢ fonskiyonlar ise w fonksiyonu da

1¢ fonksiyondur.

Lemma 2.3.3. Her u,v € H*® i¢ fonksiyonlar: i¢in asagidakiler denktir:
(1) ulv;
(i) vH® C uH>;
(1ii) vH* C uH?;
(iv) Her XA € D i¢in |[v(N)| < |u(XN)] olur.

Kamit. (1) 6onermesinin (ii) énermesini gerektirdigi aciktir. Dolayisiyla (i) = (i)
ve (i) = (1v) gerektirmeleri de saglanir. Eger ' H?> C 0H? ise ¢ € H? igin ' = 0¢
olarak yazilir. ¢ fonksiyonunun sinir degerleri hemen hemen her yerde modiilce 1
olmalidir. Sonug olarak ¢ € H* ve 0|0’ elde edilir ve (iii) = (i) gergeklenir. Son
olarak, (iv) kabul edilsin. Bu durumda ¢(A) = 6'(\)/6()\) fonksiyonu D iginde
sadece kaldirilabilir tekillige sahiptir ve |¢(A)| < 1 olur. Boylece ¢ fonksiyonu
D diskine analitik bir genislemeye sahiptir, bu genigleme H* cebrine aittir ve

0’ = 0¢ oldugundan 6|0’ olur. Boylece ispat tamamlanir. ]

Tanim 2.3.4. F', H* i¢indeki fonksiyonlarin bir ailesi olsun. Eger 6, F' ailesinin
her elemaniny boler ve F' ailesinin diger her ortak i¢ boleninin bir ¢carpans ise 0 i
fonksiyonu “en biyik ortak i¢ bolen” olarak adlandirilir. En biyik ortak i¢ bélen

ANF (yada F ={f;:1 €1} ise Nier fi, ya da F = {f1, fa} ise fi N f2) seklinde

gosterilir.



2.4 Minimal Fonksiyonlar ve Maksimal Vektorler

Maksimal vektorlerin her zaman var olup olmadigini ve maksimal vektorler ile
minimal fonksiyonlar arasindaki iligkinin nasil oldugunu anlamak icin asagidaki

tanim ve teoremi vermek burada yerinde olacaktir.

Tanim 2.4.1. T € B(H) operatiri lokal Cy-sinifindan olsun. Eger her g € H
icin mg|my, ise h € H vektorine “I'-maksimal” denir. Herhangi bir karisiklija

yol agmayacaksa h € H vektorine kisaca “maksimal” denilecektir.

Eger h maksimal vektor ise aciktir ki my,(T") = 0 olur ve dolayisiyla T ope-

ratorit Co-simifindan ve my, = mp olmak zorundadir.

Asagidaki teorem maksimal vektorlerin her zaman var oldugunu soyler.

Teorem 2.4.2. T' € B(H) operatirii Cy-sinifindan olsun. Bu durumda T-maksimal
vektorler vardwr ve T-maksimal vektorlerin kiimesi H i¢inde yogun bir Gs-kiime-
sidir. Ozellikle, her T-maksimal h vektori icin T operatori Co-sinafindandir ve

mp = my, olur.

Kamit. Sayilabilir yogun G4 kiimelerinin kesigimi yine yogun bir Gs kiimesidir.

Bu nedenle, secilen herhangi {\,} C D dizisi i¢in
M ={heH:|mp(\,)| = ’ig?f{ |mk(An)|, n €N}

kiimesi yogun bir G4 kiimesidir. {\,,} dizisinin D i¢inde yogun oldugu varsayilsin.
Eger h € M ve k € H ise n € N olmak tizere |mp(\,)| < |mi(\,)] elde edilir,
ve stireklilik nedeniyle A € D igin |mp(A)] < |mg(A)| olur. Dolayisiyla my|my,
ve boylece M kiimesinin her elemaninin 7T-maksimal vektor oldugu sonucuna

ulagilir. O



2.5 (p-Siifi Operatorlerinin Genel Ozellikleri

Onerme 2.5.1. Bir T € B(H) operatirinin Cy-sinafindan olmast igin gerek ve

yeter kosul T operatoriniin Cy-sinifindan olmasidar.
Kamit. [7,4.1. Proposition]. O

Onerme 2.5.2. T € B(H) hi¢ birimsel olmayan daralma, T igin bir degismez
alt-uzay H' ve H"' = HEH' olsun. H = H ®H" ayrisimana gore T operatorinin

matrist
[T x|
T =
Lo ]
olsun. Bu durumda T operatoriniin Cy-sinifindan olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
T ve T" operatirlerinin Cy-sinafindan olmasidir. Eger T operatori Co-sinifindan

ise bu durumda mq|\my, mos|my ve my|mpmopn olur.
Kanat. Her u € H* i¢in

RO
N [ 0w J

elde edilir. Eger u(T") = 0ise u(T") = 0 ve u(T") = 0 olur; yani 7", T" operatorleri

u(T)

Co-smifindandir ve mq|mq, mp»|mr elde edilir. Tersine, T" ve T” operatorleri Cy-

smifindan, 8 = mp ve 8" = mpr oldugu varsayilsin. Eger h” € ‘H” ise
O — ell(Tll)h// — PH”9//<T)hII
elde edilir ve boylece 8”(T)h"” € H' olur. Sonug olarak,
(9/6//)(T>h// — 9/<T/)6”(T>h” — 0

olur. (0'0")(T)|H' = ¢"(T")0'(T") = 0 oldugundan, ker(6'0")(T)) D H' U H" olur,
bu ise (#'6”)(T) = 0 olmas1 demektir. Dolayisiyla T operatorii Cy-smifindandir

ve mp|0'§” olur, boylece istenen elde edilir. O]

Onerme 2.5.3. T € B(H) operatorii Cy-sinifindan ve my nin bir i¢ fonsksiyonu
0 olsun. Eger H' = ker0(T) ile H = H' & H" ayrsimina gore H uzayinan bir

matrist
7 X
0 T//

T —

ise, bu durumda mp = 6 ve mpn = mrp/0 olur.
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Kanit. mq|0 olacak sekilde 0'(T') = 6(T')| ker 0(T') = 0 elde edilir. Ayn1 zamanda,
(mr/0)(T)YH" C (mr/0)(T)H C ker 6(T) = H"
olmak tizere
{0} = mo(T)H = 6(T) (mr/0)(T)H

oldugu aciktir ve sonug olarak,
(mg/0)(T") = Py (me/0)(T)[H" =0

olur. Béylece mq |0, myn|(my/0) elde edilir ve Onerme 2.5.2 nedeniyle 8(m /) =

my|mpmqns bulunur. Dolayisiyla my = 6 ve mp» = mqp /0 olur. O

Hig birimsel olmayan her T daralmasi i¢in K2° simifi, u(7') hemen hemen afi-
nite (yani, ker u(7") = ker(u(7"))* = {0}) olmak iizere u € H* fonksiyonlaridan
olusur. K7° smifi rasyonel fonksiyonlar ile fonksiyonel kalkiiliisii anlamak ma-

nasinda onemlidir:
(v/u)(T) = u(T)*(T) ,u € K¥ ,ve H®.
Genelde (v/u)(T) siirekli olmayan, kapali ve yogun tanimlanan bir operatordiir.

Onerme 2.5.4. Cy-sinafinan her T operatori icin K = {u € H® : uAmp = 1}
olur. Ayrica, her uw € H™ i¢in keru(T) = {0} olmasu igin gerek ve yeter kosul
keru(7)* = {0} olmasidar.

Kanit. w A mgp = 1 olsun. Eger h € keru(7T) ise m;, = 1 olmak tizere my|u ve
mp|my olur. Yani h = 0 ve boylece ker u(T") = {0} olur. Benzer sekilde, uAmy = 1
ise keru(7T")* = keru™(T*) = {0} olmak iizere u™~ A mp« = 1 olmasi demektir.
Tersine, eger u A myp = 6 # 1 ise Onerme 2.5.3 nedeniyle ker u(T") D ker §(T) ve
ker §(7T") # {0} olur. O

Gozlem 2.5.5. Bir dnceki ispat, her w € H* i¢in keru(T) = ker(u A mq)(T)

oldugunu gosterir.
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2.6 Fonksiyonel Hesap

Bir “ C-cebri”, - : A x A — A ¢arpma iglemi ile tanimlanan her a,b € Ave A € C
icin A(ab) = (Aa)b = a(A\b) saglanacak sekilde e birim elemani ile (A, +, -) kiimesi

bir halka olmak tizere bir C-vektor uzayidir.

Tanmim 2.6.1. Bir “norm cebri”, A kimesi ||-|| normu ile donatilmis asagidaki

ozelliklere sahip bir C-cebridir:
(i) her a,b € A igin |labl| < la| [|0]|;

(i) |le]| = 1.
Bir “Banach cebri” tam olan bir norm cebridir.

A ve B, C-cebirleri olsun. Eger her a,b € A icin ¢(ab) = ¢(a)p(b) ve p(ea) =
ep oluyorsa, ¢ : A — B lineer doniigimii bir “cebir homomorfizmi” olarak ad-
landirilir.

Her norm cebrinde garpma iglemi siireklidir: gergekten, her (a,b), (¢,d) € A x A
icin

lab — cd|| = |la(b — d) + (a — c)d|| < [la]| [[b = d| + [la — <[ |||
olur.

Tanim 2.6.2. Bir “ C*-cebri”, A kumesinin kendi i¢ine x : a — a* fonksiyonu

ile asagqidaki ozelliklere sahip bir Banach cebridir:
(i) * bir “involiisyon” dur, yani her a,b € A ve X\ € C ig¢in,

(a+b)* =a*+b*, (Aa)* = \a* , (ab)* = b*a* , (a*)" = a.

i) her a € A icin ||a*al = ||a|* olur.
(i) ¢

Tanim 2.6.3. Eger her a € A i¢in ®(a*) = ®(a)* ise A ve B C*-cebirleri
arasindaki bir ® : A — B cebir homomorfizmi bir “«-homomorfizm” olarak ad-

landirilar.

Onerme 2.6.4. A ve B C*-cebirleri ve ® : A — B s-homomorfizmi olsun. Eder

A komutatif ise ® sireklidir ve |®|| =1 olur.
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Onerme 2.6.5. A bir C*-cebri ve A ieinde normal bir eleman a olsun. Bu du-
rumda tek bir ® : C(o(a)) — A *-homomorfizmi vardir ve ®(z) = a saglanir. @

bir izometridir.

Teorem 2.6.6. (Spektral Doniisiim Teoremsi): A bir C*-cebri ve a € A nor-
mal olsun. Bu durumda Onerme 2.6.5 de verilen ® : C(o(a)) — A -homomorfizmi
icin asagida verilen egitlik gegerlidir:

herf € C(o(a) icin o(®(f)) = f(o(a)).

H # {0} bir kompleks Hilbert uzay: olmak iizere B(H ) bir C*-cebridir. Ayrica
Teorem 2.6.5 nedeniyle her A € B(H) normal operatoriine kargilik bir @ : C'(o(A4)) —
B(H) #-homomorfizmi ®(z) = A olacak gekilde vardir. Simdi, ¢ *-homomorfizmini
o(A) tizerindeki fonksiyonlarin bir C*-cebrine genigletmek i¢in agagidaki tanim

verilecektir.

Tanim 2.6.7. X lokal kompakt, o-kompakt bir topolojik uzay olsun.
Moo(X) :={f: X — C: f Borel olgilebilir ve sinrl}

ve her f € Moo(X) igin || f|| = sup,ex |f(z)| tansmlansin. Ayrica, * : Moo (X) —
Moo (X) fonksiyonu * : f > f ile tamimlansin. Bu durumda Moo (X) komutatif

bir C*-cebridir.

Tanim 2.6.8. X bir kiime ve CX iginde (fn)nen bir dizi olsun. Egder (f,)nen
dizisi f € CX e noktasal yakinswor ve sup,,cp Sup,e x | fn(x)| < 00 ise CX igindeki

(fa)nen dizisinin f € CX e “simarh noktasal yakinsak oldugu” soylenir.

Lemma 2.6.9. X kompakt metrik uzay: i¢in; Myo(X), CX uzaymn en kigiik

M alt kimesidir ve asagdaki ozellikleri saglar:
(1) C(X) C M;
(ii) M, sinrl noktasal yakinsaklik altinda kapalidar.

Tanim 2.6.10. X bir kompakt metrik uzay olsun. Eger her x,y € H ve My (X)

icindeki her (f,)nen dizisi f fonksiyonuna sinirl noktasal yakinsak ise
U Mo (X)— B(H)
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fonksiyonu “w-strekli” olarak adlandirilir ve

lim (V(f,)z,y) = (Y(f)z,y)

n—oo

olur.

B(C) = C oldugundan M (X) — C olan fonskiyonlarin w-siirekliligi de

boylece agiklanmig olur.

Sonug 2.6.11. X bir kompakt metrik uzay olsun. Bu durumda her ¥ : My (X) —
B(H) w-stirekli fonksiyonu V|C(X) tarafindan tek tirli belirlenir.

Kant. ®|C(X) = V|C(X) ile & : My (X) — B(H) w-stirekli olsun. Bu du-

rumda,
M = {f c MOO(X> : her T,y € H igin> <q)(f)l‘,y> = <\If(f).1',y>}

Lemma 2.6.9 ile verilen (i) ve (ii) kosullarin saglar. Dolayisiyla M = M (X),
yani & = W olur. O

Onerme 2.6.12. A € B(H) normal ise, tek tirlii w-sirekli bir
U: My(o(A)) = B(H)
x-homomorfizmi vardwr ve V(z) = A olur. Ayrica, U strekli ve | V| =1 olur.

Tanim 2.6.13. Onerme 2.6.12 ile verilen ¥ : My (0(A)) — B(H) cebir ho-
momorfizmi A € B(H) normal operatérinin “fonksiyonel kalkilisi” olarak ad-

landirilor.

Bu kisima kadar H*, Cy-sinifi ve fonksiyonel kalkiiliis kavramlar: ve ozellikleri
hakkinda gerekli bilgiler edinildi. Bu kavramlar1 anlamak, genel teoriyi anlamak
adina onemli bir adim olusturuyordu. Simdi, bunlarin birbirleriyle olan iligkisi ve
buraya kadar yapilanlar genel olarak soyle 6zetlenecektir:

H*° acik birim D diski tizerindeki sinirli holomorfik fonksiyonlarin cebri olsun.
H bir Hilbert uzay1 ve H {izerinde siirh lineer bir operator T' (yani, T € B(H))

olsun. Eger agagidaki ozellikleri saglayan bir
d: H* — B(H)
cebir homomorfizmi varsa 1" operatoriine “Cy-sinifindandir” denir.
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(1) Her u € B icin [|9(u)] < [lu]
(ii) Her p polinomu i¢in ®(p) = p(T);
(i) H™ ve B(H) kendi zayif-yildiz topolojileri verildiginde & siireklidir;
(iv) @ agikar olmayan cekirdege sahiptir.

Bu durumda, Sz.-Nagy-Foias H* olarak bilinen ®(u) = u(7") gosterimi kullanilir.
T operatoriiniin minimal fonksiyonu my olmak tizere ker ® = mpH™ esitligi

gergeklenir.
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2.7 Jordan Bloklari

Her § € H* i fonksiyonu i¢in H(#) = H* © 0H? lizerinde S(0) = Py(p)S|H(9)
(veya denk olarak, S(6)* = S*|H(f)) ile tammlanan operatére “Jordan blok”
denir. Genlestirme ve sikigtirma tanimlar1 géz 6ntine alinirsa; S operatori S(6)
operatoriiniin “genlegtirilmesi” ve S(6), S operatoriintin “sikigtirilmasi” olur. S(0)

Jordan bloklarinin direkt toplamlarindan elde edilen
T=S0)®S0)®---

operatoriine “diizgiin Jordan operator” adi verilir. Bu operatorler; her Cy daral-
mas1, minimal fonskiyonu € olan bir 7" diizgiin Jordan operatoriiniin sikigtirilmasi

oldugundan ilgingtirler ve bu caligmada 6nemli bir yere sahiptirler.

Onerme 2.7.1. 0 sabit olmayan bir i¢ fonksiyon olsun. Bu durumda asagidakiler

gecerlidir:
(i) Her h € H(0) i¢in my, =0/h A0 olur.

(ii) 0 fonksiyonunun ¢ i¢ béleni igin, S(0) operatérinin her M degismez alt-
uzayr ¢H?* © OH? formundadir. Gergekten,

dH? © OH? = ker(0/9)(S(0)) = rang(S(0))
olur.

(iii) Ejer M = ¢H?* & 0H?* uzay, S(0) igin degismez bir alt-uzay ise bu du-
rumda, S(0)|M kisitlanisr S(0/¢p) operatiriyle birimsel denktir ve S(6)
operatorinin H(0) © M = H(¢) uzayina sikistirimasy S(¢) ile aynidar.

() Bir h € H(0) vektorinin devresel olmasu igin gerek ve yeter kosul 9 Nh =1

olmasidar.
Kamit. (i) uw=my ve v==0/h A0 olsun.
U(S(Q))h = PH(Q)U(S)h = PH(@)Uh/ = PH(@)Q(h/h AN 9) =0

olur ve dolayisiyla u|v bulunur. Tersine, g € H? i¢in uh = fg olacak sekilde

u(S(0))h = 0 saglanir. u|f oldugundan h = (6/u)g ve boylece (0/u)|h olur.
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(0/u)]0 oldugundan (6/u)|h A 6 ya da denk olarak v = (6/h A0)|u elde

edilir, bu ise v = u olmas1 demektir.

(ii) Eger M alt-uzay1 S(0) i¢in degigmez ise M @ 0H? uzay1 S i¢in degismezdir:

gercekten, x € M ise Sz = S(0z) + Pyy2Sx olur. Beurling Teoremi ne-
deniyle bir ¢ i¢ fonksiyonu M @ 0H? = ¢H? olacak sekilde vardir ve
M = ¢H? © OH? olur. H? D OH? oldugundan ¢|f olur. Simdi, eger
h € H?> & ¢H? ise, (i) nedeniyle 8/h A 0|0/p ve (6/$)(S(6)h) = 0 olmak
tizere 6|h olur.
Tersine, eger (0/¢)(S(0)h) = 0 ise 8/h N 0|0/¢ olur- yani ¢|h A6 ve do-
layisiyla ¢|h demektir. Boylece h € ¢H?* N H(0) = ¢H?* © 6H? olur ve
¢H? © 0H> = ker(0/¢)(S(A)) esitligi ispatlanmig olur. Ikinci esitlik icin,
eger ¢|0 ise

¢(S(0))H(0) = Proyp(S)H(0) = Proyd(S)H® = Py H* = ¢H*> © 0H*
olur.

(iv) Eger h devresel ise (i)’den dolay1 mj, = mg) olmalidir ve h A § = 1 elde
edilir. Tersine, eger h A6 = 1 ise (ii) nedeniyle h vektorii S(#) operatoriiniin
herhangi bir degismez alt-uzayina ait degildir ve dolayisiyla A bir devresel

vektordur.

Sonug 2.7.2. 0 € H*® bir i¢ fonksiyon olsun. Asagidakiler gecerlidir:
(i) S(0) operatérinin kathligr yoktur.

(ii) Eger 0 fonksiyonunun bir i¢ boleni ¢ € H* ise bu durumda ¢H? © 0H?,

S(0) i¢in bir degismez alt-uzay olur. Gergekten,
¢H? © O0H* = rand(S(0)) = ker(6/¢)(S(9)) (2.1)
olur. Tersine, S(0) i¢in herhangi bir degismez alt-uzay (2.1) formundadar.
Kanit. Onerme 2.7.1 nedeniyle aciktir. O]

Sonug 2.7.3. 0 bir i¢ fonksiyon olsun. S(0) i¢in devresel vektirlerin kiimesi H(0)

icinde yogun bir Gs kimesidir.
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Kanit. Onerme 2.7.1 nedeniyle bir h € H (0) vektoriiniin devresel olmasi igin ge-
rek ve yeter kogul m;, = 6 olmasidir. Bununla birlikte Teorem 2.4.2 diigiiniildiigiinde

ispat tamamlanir. O

Simdi bir kiimenin komutantinin tanimi verilecektir:

Bir E C B(H) alt kiimesinin “komutant1”,
E={Xe€B(H):her T€FEi¢n XT=TX}
olarak tanimlanir. Bu tanimin daha genel ve kullanigh hali agagida verilmistir.

Tamm 2.7.4. Eger T € B(H) ve T" € B(H') ise, B(H,H') i¢indeki T ve T" ope-
ratorlering karsihkle degistiren(intertwining) tim operatérlerin kimesi J(T',T)

olarak gosterilsin. Bu durumda,
JITT)={X e BH,H):T'X = XT}
olur. Eger T =T" ise bu durumda J(T',T) kimesi {T'} komutants ile aym olur.

Agagidaki teorem ve sonug S(#) Jordan blogunun komutant1 hakkinda bilgi

verir.

Teorem 2.7.5. 6 ve 0" i¢ fonksiyonlar olsun. Her X € J(S(0),S(0)) ope-

ratord igin bir w € H* fonksiyonu 0'|uf, |ul| = || X|| ve
X = Puyu(S)|H(9) 2.2

saglanacak sekilde vardur. Tersine, ' |uf olmak tizere her uw € H* fonksiyonu (2.2)
ile tamamlanan bir X € J(5(0),S(0)") operatiri belirler. Yani, X = 0 olmast i¢in

gerek ve yeter kosul 0'|u olmasidar.
Kanat. [7,1.16 Theorem]. O

Sonug 2.7.6. 0 bir i¢ fonksiyon olsun. Her X € {S(0)} i¢cin X = u(S(0))
olacak sekilde v € H™ fonksiyonu vardur ve ||ul| = | X|| olur. Ozellikle, {S(8)}’

komutants H>/OH™ béliim cebrine izometrik izomorfiktir.
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2.8 Lat(T) ve AlgLat(T)

Bir T operatorii igin degismez alt-uzaylarin ailesi Lat(T) ile, ve her M € Lat(T)
icin XM C M olacak sekilde X operatorlerinin cebri AlgLat(T) ile ifade edile-

cektir.
Teorem 2.8.1. Cy-sinafinan bir T' operatiri igin AlgLat(T)N{T} = {T}" olur.

Kamit. S € (AlgLat(T)N{T"}’) olsun. {7}’ tanim geregi her Y € {T'} i¢in TY =
YT olur. Bu esitlige S operatorii uygulanir ve S € AlgLat(T) oldugu kullamlirsa

TYS =YTS =YST=SYT=YS=5Y

elde edilir, yani S € {T'}" olur ve AlgLat(T)N{T'}’ C {T'}" bulunur. Tersine,
S € {T'}" olsun. O halde her Y € {T'}’ i¢in SY = Y'S olur. Yukaridakine benzer

sekilde bu egitlige T" operatorii uygulandiginda
SYT'=YST =TSY =STY =TS =5T

esitligi elde edilir, bu ise S € {T} olmasi demektir. T" operatorii Cy-simifindan
oldugundan, Onerme 2.11.19 nedeniyle bir Y € {T} i¢in T operatoriiniin degismez
her M alt-uzay1 M = kerY geklindedir. S € {T}" ise S ve Y operatorleri
degismeli oldugundan SM C M elde edilir, bu ise {T}" C AlgLat(T) olmas:
demektir. Béylece {T'}" C AlgLat(T)N{T"}’ olur ve istenen elde edilir. O
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2.9 Kathhigi Olmayan Operatorler

Eger pupr = 1 ise, yani T" devresel bir vektore sahip ise T' operatoriine “katlilig:
yoktur” denilmigti. Kathiligi olmayan bir 7" operatoriiniin eglenigi genelde 7T ile
ayni ozellige sahip degildir. Buradaki ilk amac; eger T" operatorii Cy-sinifindan ve

pr = 1ise T operatoriiniin kathiligi olmayan bir operator oldugunu gostermektir.

Lemma 2.9.1. T € B(H) ve T" € B(H'), T < T" olacak sekilde hi¢ birimsel
olmayan ki daralma olsun. Bu durumda T operatorinin Cy-sinifindan olmasi
icin gerek ve yeter kosul T' operatorinin Cy-sinifindan olmasidir. Dahasi, T ve

T operatorleri Cy-sinifindan ise mp = mp olur.

Kamit. X € J(T,T') ise her u € H* i¢in u(T")X = Xu(T) olur. Eger buna
ek olarak X hemen hemen afinite ise u(7") = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

uw(T") = 0 olmasidir. Dolayisiyla istenen gergeklenir. O

Onerme 2.9.2. T operatoriu Co-sinifindan olsun. Eger T katlhligr olmayan bir
operator ise S(my) < T olur ve eger T* kathligi olmayan bir operator ise T <

S(my) olur.
Kanat. [7, 2.2 Proposition]. O
Teorem 2.9.3. Cy-sinmifindan her T operatori icin asagidaki ifadeler denktir:
(i) T operatoriniin katlilge yoktur;
(i) T* operatérinin katlilgr yoktur; ve
(i1i) T operatéri S(mr) ile hemen hemen benzerdir.

Kanat. Teoremi ispatlamak i¢in (i) omermesinin (i) 6nermesini gerektirdigini
gormek yeterlidir. Gergekten, simetri nedeniyle (i) = (i7) elde edilecektir. Ayrica,
(1) ve (i) kabul edildiginde Onerme 2.9.2 nedeniyle T' ~ S(my) olacaktir. Ter-
sine, eger S(mr) < T ise upr < psim,) = 1 ve dolaysiyla (i) gergeklenecektir.
Simdi T' € B(H) ve T* operatoriiniin kathhg olmadig varsayilsm. Onerme 2.9.2
nedeniyle

S(mp)X = XT (2.3)
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olacak sekilde bir X hemen hemen afin doniigiimii secilebilir. h € H vektori T’
operatori i¢in 7T-maksimal olsun, yani m; = myg olsun. Boyle vektorler Teorem
2.4.2 nedeniyle vardir. h tarafindan olugturulan \/5° , 7" h devresel uzay K ile ifade
edilirse, bu durumda T/IC C K ve myx = my olur. Boylece T|K operatoriiniin

katlilgr yoktur ve Onerme 2.9.2 tekrar kullamlirsa
TY =Y S(mr) (2.4)

ve YH(#), K i¢inde yogun olacak sekilde bire-bir bir Y : H(mr) — H ope-
ratori elde edilir. (2.3) ve (2.4) esitlikleri XY € {S(m7)} oldugunu gosterir ve

siiphesiz ki XY bire-bir olur. u Amy =1 ve
XY =u(S(mr)) (2.5)

olacak sekilde bir u € H* fonksiyonunun varligin1 anlamak i¢in Sonug 2.7.6 ve

Onerme 2.5.4 uygulanir. Ayrica (2.3) ve(2.5) esitlikleri kullamilarak
X(YX~u(T)) = XY X~ Xu(T) = XY X ~u(S(mr))X = (XY —u(S(mz)))X =0

elde edilir ve X bire-bir oldugundan Y X = u((T) olur. Onerme 2.5.4’in ikinci
kez uygulanmasi u(7")'nin hemen hemen afinite oldugunu gosterir; gercekten, u A

my = 1 olur. Ozellikle K = H olacak sekilde

H=u(T)HCYH(mr) CK

olur ve sonug olarak h vektori 7' operatori icin devreseldir. Boylece ispat ta-

mamlanir. O

Onerme 2.94. T € B(H) katlhiligr olmayan Cy-simfindan bir operatér olsun.
Bu durumda, bir h € H vektorinin devresel olmasi i¢in gerek ve yeter kosul h
vektorintin T-maksimal olmasidir. Ozellikle, T i¢in devresel vektorlerin kiimesi

H i¢inde yogun bir Gs-kiumesidir.
Kanat. [7, 2.7 Corollary]. O

Onerme 2.9.5. Co-sinafinin katliligy olmayan bir operatorinin degismez bir alt-

uzaya her kisitlanmisinin katliligr yoktur.
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Kamit. T kathiligi olmayan bir operator ve T icin degismez bir alt-uzay IC olsun.
Eger h vektorii T* igin devresel ise Pch, T igin devreseldir. Boylece,(T|K)*, ve
dolayisiyla T'|KC kisitlaniglariin katlhihigr yoktur. O]

Jordan bloklar i¢in degismez alt-uzaylarin formu, Sonug 2.7.2 ile gorilmiigtii.
Buna benzer sekilde, Cp-sinifinin katliligi olmayan bir operatoriiniin degismez
alt uzaylar1 da belli bir simiflandirmaya sahiptir. Bunu gérmek igin, Cy-sinifinin
katlihgr olmayan operatorleri ve kargilikli degisme/intertwining arasindaki 6nemli

bir iligkiyi gosteren agagidaki onerme verilsin.

Onerme 2.9.6. mp = my olmak izere T ve T', Co-sinafinan katliligr olmayan
iki operatori olsun. Bu durumda J(T,T") i¢indeki bir operatorin bire-bir olmasu

icin gerek ve yeter kosul yogun goriuntu kumesine sahip olmasidar.

Kamit. Eger 0 = mg ise Teorem 2.9.3 nedeniyle X € J(1",5(0)) ve Y €
J(S(0),T) hemen hemen afin déniigimleri bulunabilir. Eger J(T,T") iginde A
herhangi bir operator ise X AY ile S(0) degismelidir ve dolayisiyla Sonug 2.7.6
nedeniyle X AY = u(S(0)) olacak sgekilde bir u € H*> fonksiyonu vardir. Eger A
operatorii bire-bir veya yogun goriintii kiimesine sahipse, u(S(#)) operatori de

ayn1 ozellige sahiptir ve dolayisiyla Onerme 2.5.4 nedeniyle u A § = 1 olur.

AYX =u(T") , YXA=u(T) (2.6)
esitlikleri Teorem 2.9.3™in ispatinda ki gibi kanitlanir. C)rnegf,in,
X(AY X —u(T") = XAY X —Xu(T') = XAY X—u(S(0)) X = (XAY —u(S(0)))X =0

olur ve X bire-bir oldugundan (2.6)’deki ilk esitlik saglanir. Son olarak, (2.6)
esitliklerinden ranA > ranu(T") ve ker A C keru(T) oldugu cikarilir. Onerme
2.5.4 nedeniyle u A 6 = 1 sart1 u(T) ve u(7") operatorlerinin hemen hemen afin
doniigim olmalar1 demektir ve dolayisiyla A bir hemen hemen afin déniigtim ol-

mak zorundadir. Boylece istenen elde edilmig olur. O]

Onerme 2.9.6 icin T = T’ oldugu zaman ilging bir durum ortaya cikar. Hic

birimsel olmayan keyfi bir 7" daralmasi i¢in u € H* ve v € K2° oldugunda
(w/v)(T) = o(T) " u(T)
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kapali operatoriintin tanimlandigr hatirlansin ve (u/v)(7T') formundaki simirli ope-

ratorlerin kiimesi .Zr ile ifade edilsin.

Onerme 2.9.7. Co-sinafinin kathligr olmayan bir operatori T olsun. Bu durumda

{T} = Zr olur.

Kamt. T' = T olmak {izere; §, X ve Y Onerme 2.9.6'nin ispatindaki gibi ol-
sun. Eger A = [ ise, ayni Onermenin ispat1 goz oniine alindiginda v A = 1 ve
YX = u(T) olacak sekilde v € H* fonksiyonunun varhg goriiliir; gergekten,
(2.6) esitliklerine A = I i¢in bakildiginda durum agiktir. Simdi, eger A keyfi ise
YXA =u(T) veya v(T)A = u(T) olacak sekilde u € H* fonksiyonunun varlig:
sonucu gikarilir. Bu iligkiler ise A = (u/v)(7T") olmasi demektir ve dnerme ispat-

lanmig olur. O]

Gozlem 2.9.8. Bir onceki ispat, {T'} = Fr esitliginin yani sira, u A mp = 1
olacak sekilde bir v € H™ fonksiyonunun var oldugunu ve uw € H® i¢in her

A e {TY operatorinin A = (u/v)(T) olarak yazlabilecegini gésterir.

Simdi, katliligi olmayan operatorlerin degismez alt-uzaylarinin hangi formda

oldugu asagidaki teorem ile goriilebilir.
Teorem 2.9.9. Cy-simifiman her operatori icin asaqidaki ifadeler denktir:
(i) T operatoriniin katlilgr yoktur;

(ii) T operatorinin minimal fonksiyonunun her 0 i¢ béleni icin, mpx = 0

olacak sekilde T i¢in tek bir IC degismez alt-uzayr vardur;

(i1i) T|IKC < T|K' olacak sekilde T igin ayrik KC ve K’ degismez alt-uzaylar: yoktur;

ve
(iv) mpc = mr olacak sekilde T igin uygun K degismez alt-uzaylar, yoktur.

Eger T kathlige olmayan bir operator ise, (ii)’deki tek degismez alt-uzay

K =ker0(T) = ran(mz/0)(T)

olarak verilir.
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Kamt. T € B(H) katlihgr olmayan bir operator, T igin degismez bir alt-uzay
K ve 0 = mpc olsun. Onerme 2.9.5 nedeniyle 7" = T|K ve T" = T|ker §(T)
operatorlerinin katlihgr yoktur ve J : K — keré(7') oldugunda 7"J = JT'
saglanir. Onerme 2.9.6 nedeniyle K = JK = ker6(T) olacak sekilde J ope-
ratorit yogun goriintii kiimesine sahiptir. Boylece (i) = (éi) ispatlanmig olur.
(17) = (iv) icermesinin gergeklendigi agiktir. Simdi (iv) kabul edilsin ve h bir T-
maksimal vektor olsun. Eger \/72,T"h ise my i = myp ve (iv) nedeniyle K = H
olur. Bu ise h vektoriiniin devresel olmasi demektir- yani, (iv) = (i) gergeklenir.
(13i) = (i) icermesi de benzer sekilde ispatlanir: gergekten, h ve h’ vektorleri
T-maksimal K = /22, T"h ve K' = V22, T"h ise bu durumda T|K ve T|K’
operatorlerinin kathiligi yoktur ve ayni minimal fonksiyona sahiptirler. Teorem
2.9.3 nedeniyle, hemen hemen benzerligin denklik bagintisi oldugu kullanilarak
gegisme Ozelliginden T|K < T|K' oldugu elde edilir. Eger (iii) kabul edilirse,
IC = K’ elde edilir ve 6zellikle h' € KC olur. T-maksimal vektorlerin kiimesi yogun
oldugundan K uzay1 her T-maksimal vektorii icerir ve dolayisiyla K = H sonu-
cuna ulagihr. Boylece (7i7) varsayildiginda h vektorii devresel olur. Son olarak;

(it) = (i) onermesi, T|K < T|K" oldugundan myx = myr olmasi nedeniyle

agiktir. Ayrica, T|ker6(T) ve T|ran(mr/0)(T) operatorleri # minimal fonksi-
yonuna sahip oldugundan teoremin son ifadesi de gergeklenir ve ispat tamam-

lanir. O
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2.10 Ayristirma Tlkesi

Bu boliimde keyfi kathilik ile Cy-sinifi operatorlerinin tizerinde galisilacaktir. Asagidaki
Splitting Teoremi, Cy-sinifinin genel operatorlerinin siniflandirilmasinin nasil gériinecegini

belirtir.

Teorem 2.10.1. Cy-sinafinan bir operatori T € B(H), h € H bir T-maksimal
vektor ve I = \/22, T"h olsun. Bu durumda KV M =H ve KNM = {0} olacak
sekilde T igin bir M degismez alt-uzayr vardar.

Kanit. Ty = T|K operatoriiniin katlihgr yoktur ve Teorem 2.9.3 nedeniyle 77"

operatorii icin bir k£ € I devresel vektori vardir.
K'=\T"%, M=HokK
n=0
olsun ve Ty € B(K') operatorii To* = T™*|K' olarak tanimlansin. 7* operatori igin
K’ degismez oldugundan, TP = P/T elde edilir ve dolayisiyla X = Pe/|K

tarafindan tanmimlanan X € B(IC, K') operatorii
TQX - XT1

esitligini saglar. Bu fikir, kathhig olmayan T; operatoriine Onerme 2.9.6’u uygu-

lamak i¢indir ve bu nedenle my, = myp, oldugunu bilmek onemlidir.

(T’(ITZX*) = \/ X*Tg*nk} = \/ Tl*nX*kZ == \/ Tl*nk =K

n=0 n=0 n=0
oldugundan X* yogun goriintii kiimesine sahiptir. Boylece, eger 8 = my, ise,

(B(T1))'X* = X*(9(Ty))" = 0

elde edilir, bu ise 6(77) = 0 demektir. Boylece my = mrp, |0 ve 8|mr oldugundan
Onerme 2.5.2 nedeniyle 0 = mp, oldugu goriiliir. Bu durumda Onerme 2.9.6

kullanilirsa, X hemen hemen afin doniigtim olmak zorundadir ve
KNM=Knker Pc = ker X,

ve

He(KVM)=(HoK)nK' =K Nnker Pc = ker X*
esitlikleri saglanir. O
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Onerme 2.9.7'nin tersini kamtlamak icin Splitting ilkesinin ilk kullanimi ve-

rilsin.

Teorem 2.10.2. Cy-sinifinan her operatori i¢in asagidaki ifadeler denktir:
(i) T operatorinin katlihgr yoktur;
(i) {T} komutatiftir; ve

(i) {T} = Fr olur.

Kanait. Onerme 2.9.7 nedeniyle (i) = (iii) ve (iii) = (ii) gerektirmeleri saglanir.
pr > 2 olmak tizere Cy-smifinin bir 7' operatoriiniin komutantinin komutatif
olmadigini gostermek, ispatin tamamlanmasi i¢in yeterli olacaktir. T', K, ve M
Teorem 2.10.1 de verildigi gibi olsun; eger ur > 2 ise K # H elde edilir ve
dolayisiyla M # 0 olur.

’CI:H@M, leT“C, TQ*:T*‘K/

olmak tizere K', T} ve T, tamimlansin. X = P/|K operatori hemen hemen
afin déniigimdiir ve X € J(T1,T3) olur. T ve Ty kathiligi olmayan operatorler
oldugundan Teorem 2.9.3(iii) nedeniyle ikisi de S(mr) ile hemen hemen benzer
olur ve dolayisiyla T ve Ty operatorleri hemen hemen benzer olur.

Diger taraftan, Y € J(T3,T1) bir hemen hemen afinite olsun ve A € {T'}' ope-

ratoriit A = Y P olarak tanmimlansin. Agiktir ki,
kerA=ker P =M, AH=K

esitlikleri elde edilir.

Sifirdan farkli bir Z € J (T, T|M) operatoriiniin bulunabildigi varsayilsim. Bu
durumda, B = ZPyg tarafindan tanmmmlanan B € {T'}' operatori AB = 0 ve
(BAYH = ZPoYK' = ZPoK = ZK' # {0} olacak gekildedir. Boylece A ve B

degismeli degildir. Bu durumda, {7"}’ kiimesinin komutatif olmadigin1 géstermek
icin, boyle bir Z operatoriiniin var oldugunu gostermek yeterlidir. M # {0}
oldugundan, T'|M operatorii sifirdan farkli devresel bir M; alt-uzayina sahiptir
ve Z # 0 olmak tizere Z € J (T, T|M;) operatorii bulmak yeterli olacaktir. Son

olarak, eger § = mp = mq, ve 0/ = mypn, ise, T|IMy ~ S(0') ~ Ty ~ S(0) ve
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¢'|0 olur ve bu nedenle ¢'| ve ' sabit olmadiginda J(S(#), S(¢')) iginde sifirdan
farkli operatorler oldugu kanitlanir. Boyle operatorlerin varligi ise, Teorem 2.7.5

nedeniyledir ve istenen elde edilmig olur. O

Onerme 2.10.3. Cy-sinsfinan bir operatoric T € B(H) olsun. Asaqidaki ifadeler
denktir:

(i) T operatorinin katlilige yoktur;
(i) {T} komutatiftir;

(1ii) T operatorinin minimal fonksiyonunun her 6 i¢ béleni igin, mp = 0
olacak sekilde T icin tek bir IC C H degismez alt-uzayr vardir. Gergekten,
K =ker0(T) = ran(mr/0)(T) olur.

Kamit. Teorem 2.9.9 ve Teorem 2.10.2 nedeniyle aciktir. O
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2.11 Jordan Operatorleri

Bu boliimde, operatorlerin daha genel bir ailesi olan ve Jordan operatorler ola-
rak adlandirilan nesneler gbz oniine alinacak, tizerinde tanimlh olduklar1 Hilbert
uzayinin ayrilabilir oldugu durumlar i¢in onlarin tanimi verilecek ve Jordan ope-
ratorlerin sahip oldugu onemli bir 6zellik olan teklik ozelliginden bahsedilecektir.
Ayrica, Jordan operatorler ile ilgili olan bazi 6nemli teoremler ve sonuglar verile-

cektir.

Tamim 2.11.1. Her j > 0 i¢in 011|105 olacak sekilde i¢ fonksiyonlarin bir dizisi

O ={0;: j > 0} olsun. & model fonksiyon olmak tzere asagida tanvmlanan
S(@) =P S(0;)
j=0

operatori “Jordan operator” olarak adlandrilir. Her j > 0 i¢in, sabit bir 6 € H*>
i¢ fonksiyonu icin 0; = 0 oldugu durumda T = @52, S(0) operatori “dizgiin
Jordan operator” olarak adlandvrilvr. Ayrica S(®) operatorinin uzayr H(®P) ile

ifade edilecektir.

Gozlem 2.11.2. Agiktir ki Jordan operator, minimal fonksiyonu 6y olan Cy-

simifindan bir operatordiir.

Bilindigi tizere sonlu kiimelerin kardinalitesi, kiimenin eleman sayisini gosteren
bir dogal sayidir. Sonsuz kiimelerin eleman sayisin1 tanimlamak igin sonlu otesi
kardinal sayilar vardir. Biitiin sonsuz kiimeler ayni kardinaliteye sahip degildir.
Sonsuz kiimelerin kardinaliteleri X harfi ile tanimlanir.

Bir “ordinal say1”, “€” ozelligine gore gecismeli bir « kiimesidir. Yani, 5 € v € a
, “e” ozelligi tarafindan tam sirah ve 8 € o demektir. Boylece, 0 = 0, 1 = {0},
2 ={0{0}}, ... ve genel olarak o = {3 : B € a} demektir. Eger a, § ordinaller
ve a € [ ise alisildigr gibi o < 8 yazilacaktir. Bir a ordinal sayisi, daha kiictik bir
ordinal say1 ile eg kuvvetli degilse “kardinal say1” olarak adlandirilir. Boylece 0,1,2,
... kardinal sayilar1 ve ilk sonsuz kardinal say1 olan w ayni zamanda bir kardinal

sayidir ve genellikle 8 olarak gosterilir. Ordinaller iyi siralidir ve dolayisiyla

“B < ave file a eg kuvvetli olacak sekilde card(«), ilk £ sayisia esit olur.”
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tanimi anlamlidir. Boylece her ordinal, bir kardinal sayi ile iligkilendirilir. Se¢me
aksiyomu nedeniyle her M kiimesi bir o kardinal sayisi ile eg kuvvetlidir ve bu

durumda o = card(M) yazilr.

Tanim 2.11.3. T operatori Cy-sinifindan olsun. vy olarak gosterilecek olan “katlilik

fonksiyonu” her 0 i¢ fonksiyonu icin vr(0) = I franta(T)) kardinal saynse ile iliskilendirilir.

Lemma 2.11.4. T ve T" operatorleri Cy-sinafindan olsun. Eger T < T" ise her
0 i¢ fonskiyonu icin v (0) < vp() olur. Ozellikle, vy kathlik fonksiyonu T ope-

ratorinin hemen hemen benzerlik degismezi olur.

Kamt. Eger X € J(T,T') herhangi bir operator ise her 6 i¢ fonksiyonu igin
O(T")X = XO(T) elde edilir. Eger, buna ek olarak X bir hemen hemen afin
doniisiim ise X |rand(T) hemen hemen afinitesi nedeniyle T|ranf(T) < T'|rand(T")
oldugu anlasilir. Dolayisiyla bir 6nceki tanim ve bir operatoriin katliliginin bilinen

ozellikleri ile vy (0) < vr(0) elde edilir ve ispat tamamlanir. O

Teorem 2.11.5. ® ve ®" model fonksiyonlar ve S(®) < S(P') ise & = P ve
dolayisiyla S(P) = S(P') olur.

Kanit. ® = {60,} ve ® = {0} oldugu varsayilsin. Eger S(®) < S(®') ise, her 6
i¢ fonksiyonu icin vge)(0) < vg@) () esitsizligi Lemma 2.11.4 nedeniyle saglanir.

Boylece her o ordinali igin,
{0 :vs@)(0) < card(a)} C {0 : vs@)(0) < card(a)}

olur ve 0, = AN{0 : vs@) () < card(a)} boler 0, = A0 : vg@)(0) < card(a)}
olur. Son olarak, S(®')* < S(®)* elde edilir ve bu iki operatér sirasiyla {6}
ve {65} model fonksiyonlari ile belirlenen Jordan operatorlere birimsel denktir.
Ispatin ilk kismu nedeniyle 676> ve boylece 6,0, elde edilir. Boylece 6, = 6/,

sonucuna ulagilir. O]

Jordan operatorler, Cy-sinifi operatorlerinin ¢aligmasinda temel oneme sahip-

tirler. Bununla ilgili olarak agagidaki teorem verilecektir.

Teorem 2.11.6. Ayrilabilir bir Hilbert uzay: tizerinde etki eden Cy-sinifinan her
T operatori i¢in, T operatorine hemen hemen benzer olan bir S(®) Jordan ope-
ratori vardir. Dahasi, S(®) operatori S(®) < T ve T < S(P) iliskilerine gire

tek turld belirlidir.
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Kamit. T € B(H) ve H ayrilabilir olsun. H i¢inde yogun bir dizi {h, : n > 0} ve
her h,, dizisinin sonsuz kez tekrar edildigi bir dizi {k, : n > 0} olsun. Asagidaki
ozellikler ile T" operatorii i¢in M_q, M, My,. .. degismez alt-uzaylar1 ve H iginde

fo,f1,f2, .. vektorleri tiimevarimsal olarak inga edilebilir:
(1) Moy =H;
(2) fi =M1, my; =maim,
(3) K; =V, IT"f; oldugunda K; V M; = M, 1, K; N M; = {0} ;

(4) H/{?J — P’COV’Cl\/""Cjij < 2-J

Jj = 0,1,2,... i¢in saglanir. j < n i¢in f; ve M; tamimh olsun ve f, ve M,, insa

edilmeye galigilsin. (3) ozelliginin tekrarlanmasiyla
H:MflzlcoVMo:’Co\/ICl\/Ml :"':’Co\/’Cl\/"'\/Kn,l\/Mnfl

bulunur ve boylece

En — n — v, < 27771 (2.7)

olacak sekilde u,, € Ko VKV -V K,_1 ve v, € M,_; vektorleri bulunabilir.
Sonra, my, = mpm,_, ve

lvn = foll <277 (2.8)

olacak sekilde bir f,, € M, vektorii bulunabilir (f,, bir (T|M,,_;)-maksimal
vektordiir).

Teorem 2.10.1 Splitting Principle 'm T|M,,_; operatoriine uygulanmasi, j = n
icin (3) ozelligini saglayan bir M,, degismez alt-uzayimin varligini ispatlar.

fn fonksiyonunun segimiyle j = n igin (2) saglandigindan geriye (4) ozelligini

kanitlamak kalir. (2.7) ve (2.8) esitsizlikleri nedeniyle de
1kn = Picovicyv--knkonll < |[kn = tn = foll < [[kn = un = on]l + [lon = ful < 27"

oldugu agiktir. Boylece {f; : j > 0} ve {M; : j > 0} varhiklar indiiksiyon ile
ispatlanmig olur.

(4) 6zelliginin 6nemli bir sonucu

H:\/,C]

=0
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olmasidir. Gergekten,

lim dist(kn,j\:/o K;) =
ve her bir h; vektorii, k, icinde sonsuz kez tekrarlandigindan her ¢ icin h; €
V52 K olur.
Simdi, 0; = my, olmak iizere & = {f; : j > 0} model fonksiyonu tanimlansin.
(2) iligkisi ve M1 C M, oldugundan her j i¢in 6;1|6; olur ve dolayisiyla S(®)
bir Jordan operatordiir. #; minimal fonksiyonu ile T'|K; operatoriiniin kathhg

yoktur. Dolayisiyla Onerme 2.9.2 nedeniyle X.S(0;) = (T|K;)X; olacak sekilde

bir X; hemen hemen afin dontigiimii vardir. §imdi,

o 00 o 0 > 2= J
Dos € H(®) =D HO) icn XD g)) =D X0,
=0 =0 i=1 =0 11

formiiliiile X S(®) = T'X egitligi saglanacak sekilde bir X operatorii tanimlanabilir.
Agiktir ki, X operatorti simirhdir. X; nin goriintiisii ; icinde yogundur ve K,
uzaylart H uzayin tretir. Boylece X operatorii yogun gortintii kiimesine sahiptir.
X operatoriiniin bire-bir oldugunu ispatlamak icin, g # 0, g = @32, g; € ker X
oldugu varsayilsin ve g, # 0 olacak sekilde n ilk tam say1 olsun. X operatoriiniin

tanimi nedeniyle
X,
n-l— i In+j
T = X g s

elde edilir. Boylece X,,9,, V521 Kty C M, ye ait olan Kj uzaymin sifirdan farklh
bir elemamidir. (3) nedeniyle K, N M,, = {0} elde edilir. Bu nedenle X,,g, = 0 ve
gn = 0 olur. Boylece bu celigki nedeniyle X operatorii bire-bir olur. Dolayisiyla
TX = XS(P) olacak gekilde bir X hemen hemen afin doniigiimii belirlenmig
olur.

Simdiye kadar S(®) < T olacak sekilde bir S(®) Jordan operatériiniin varligi
ispatlandi. Ayni argiimanlar 7™ operatorii i¢in uygulanirsa, Jordan operatorlerin
egleniklerinin de Jordan operatorleri olmasi gergeginden 7' < S(®’) olacak sekilde
bir S(®’) Jordan operatériiniin varligr sonucuna ulagilir. Son olarak, S(®) < 7" <
S(®') olacak sekilde @ ve &’ herhangi model fonksiyonlar ise gegisme 6zelliginden
S(®) < S(P') ve dolayisiyla Teorem 2.11.5 nedeniyle S(®) = S(®’) olur. Sonug
olarak, S(®) ~ T olur ve S(®) operatori tek tiirlii belirlidir. O
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Bir 6nceki teoremdeki S(®) operatorii, T operatoriiniin “Jordan modeli” ola-

rak adlandirilir.

Tamim 2.11.7. T operatori Co-sinafindan olsun. My = Myp(a) “model fonksi-
yonu”,

Mrp(a) = \/{0: vr(0) < card(a)}

olarak tanimlanar.

Onerme 2.11.8. Co-swnafiman her T operatori, S(Mr) Jordan operatérine he-

men hemen benzerdir.
Kamit. [7,5.25 Corollary]. O
Onerme 2.11.9. Cy-sinifinan her T operatori icin pr = pps olur.

Kanat. [7,5.26 Corollary]. O

Onerme 2.11.10. Co-stmifinan bir operatori T, T i¢in degismez bir alt-uzay M

olsun. Bu durumda pipipm < pir olur.

Kamt. (T\M)*Pyy = PyT* elde edilir ve Lemma 2.1.11 nedeniyle ppjp <

pr+ olur. T| M operatorii Cy-simifindan oldugundan bir 6nceki 6nerme nedeniyle

prim < pr elde edilir. O
Simdi, hemen hemen benzerlikten daha zayif bir iligki tanimlanacaktir.

Tanim 2.11.11. 7" € B(H) ve T" € B(H') operatirleri verilsin. Eger XT =
T'X olacak sekilde X : B(H) — B(H') bire-bir bir operatér varsa (veya denk
olarak, bire-bir bir X € J(T,T") varsa) “T operatori T’ operatérinin igine
oturtulabilir” denir ve T <'T' olarak gosterilir. Buna ek olarak, eger X yogun
gorinti kimesine sahip ise “T" operatéri T' operatorinin hemen hemen afin

dontistimidir” denir ve T < T" olarak gdsterilir.
Buna gore agagidaki onerme verilebilir.

Onerme 2.11.12. T ve T’ operatorleri Cy-simafindan ve T <' T' ise pup < pip

olur.
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Kamit. X € J(T',T) bire-bir olsun. Bu durumda X* € J(T*,T") yogun goriintii kiime-
sine sahiptir ve Lemma 2.1.11 nedeniyle pup- < pp~ esitsizligi gergeklenir. Son

olarak Onerme 2.11.9 uygulanirsa istenen esitsizlik elde edilir. [

Tanim 2.11.13. H bir Hilbert uzayr olsun. Bir A : H — H dondsimii, eger
toplamsal ise ve X € C, x € H igin A(Ax) = NA(z) oluyorsa “anti-lineer” olarak
adlandirilir. Buna ek olarak, A izometrik ve tizerine ise “anti-birimsel operator”

olarak adlandirilir.

Onerme 2.11.14. Her 6 € H*™ i¢ fonksiyonu i¢in S(0)*J = JS(0) olacak sekilde

H(0) dzerinde bir J anti-birimsel operatori vardur.

Onerme 2.11.15. T € B(H) operatiri Co-sinifindan olsun. Swnarl, bire-bir,
yogun gorunti kimes: ile eslenik lineer bir J : H — H operatoru T*J = JT

olacak sekilde vardur.

Kanit. ® = {60,} model fonksiyon olmak tizere, T' operatoriiniin Jordan modeli
S(®) olsun. Onerme 2.11.14 nedeniyle S(0,)*J, = JoS(64) olacak sekilde H(6)
tizerinde J, anti-birimsel operatorleri bulunabilir. §imdi bir X € J(T,S(®P))

hemen hemen afin doniigtimii secilsin ve

J = X" Ja)X

tanmimlansin. Agiktir ki, J operatorii antilineer, bire-bir ve yogun goriintii kiime-
sine sahiptir. Ayrica, X* € J(S(®)*,T*) oldugundan T*J = JT esitligi agiktir.
O

Onerme 2.11.16. T ve T' operatirieri Co-stmafindan olsun. Asagidaki ifadeler
denktir:

(i) T <"T';
(ii) T* <" T"™;
(iii) Her 0 i¢ fonksiyonu i¢in vr(0) < v /(0) olur; ve

(iv) Her « ordinali i¢in Myp(a)| Mz () olur.
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Kanit. J ve J' operatorleri Onerme 2.11.15 icindeki gibi TJ = JT* ve T"*J' =
J'T" olacak sekilde antilineer olsunlar. Eger X € J(T,T") bire-bir ise J'XJ €
J(T*,T") bire-bir olur ve (i) = (ii) gergeklenir. Simetri nedeniyle (i) ve (ii)
denktir. T <* T" oldugu varsayilsin. Bu durumda, J (T, T") iginde X bir injeksiyon
oldugunda, karsilikli degisme islemi X |ran(0(T)) tarafindan gerceklesmektedir ve

Tlran(0(T)) <" T |ran(6(T"))

olur. Dolayisiyla Onerme 2.11.12 nedeniyle (i) = (iii) icermesi gerceklenir. Simdi

(ii) kabul edilsin. Bu durumda agiktir ki,
{60 :vr(0) <card(a) D {0 : v (0) < card(a)}

elde edilir. Boylece her « ordinali i¢in Mp(«) = A{0 : vr(0) < card(a)} boler
My(c) olur. Son olarak, (iv) kabul edilirse, Onerme 2.7.2 nedeniyle S(Mz) ope-
ratorit S(Mp («)) operatoriiniin degismez bir alt-uzaya kisitlanigina denk olur ve
acikca goriilebilecegi gibi S(Mzp) < S(M7) saglannir. “<*” bagmtisinin gegisme
ozelliginden T <® T" gergeklenir ve dolayisiyla (iv) = (i) icermesi de gergklenir,

boylece ispat tamamlanmaig olur. O

Onerme 2.11.17. T ve T’ operatorleri Co-sinifindan olsun. Asagidaki ifadeler
denktir:

(i) T <T;

(i) T <"T" ve T' <" T;
(iii) Her 0 i¢ fonksiyonu i¢in vp(0) = vp/(0) olur; ve
(iv) T ~T" olur.

Kanat. T operatoriiniin Jordan modeli S(®) ve T < T” oldugu varsayilsin. Gegigme
ozelligi nedeniyle S(®) < T elde edilir ve dolayisiyla 7" operatoriiniin Jordan mo-
deli S(®) olur. Sonug olaraki 7" ve T operatorleri hemen hemen benzerdir, yani
(i) = (iv) icermesi saglamr. (iv) = (ii) icermesinin gerceklendigi aciktir. Onerme
2.11.16 nedeniyle (ii) = (ii7) gerektirmesi de gergeklenir. Eger (iii) kabul edilirse,
ayni 6nerme nedeniyle her « ordinali i¢in Mr(«) = My (a) olur. Boylece T ve T"

operatorleri aym1 Jordan modele sahiptirler ve T" < T” olur. O
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Onerme 2.11.16 ve énerme 2.11.17 birlikte diisiiniildiiginde agagidaki teorem

verilebilir.

Teorem 2.11.18. T ve T" operatirleri Cy-sinafindan olsun. Asagqidaki ifadeler
denktir:

(1)) T <T;
(1)) T <"T" ve T' <" T;
(iii) T ~ T

Dahasy, T <' T' olmasi i¢in gerek ve yeter kosul T* <' T" olmasidir. Ejer
20 S(Qj(-l)) ve B, S(HJ(?)) swraswyla T ve T operatirlerinin Jordan modelleri
ise bu durumda T <" T" olmasu igin gerek ve yeter kosul her j > 0 i¢in 9](1) boler

0](2) olmasidar.

Kanit. Onerme 2.11.16 ve Onerme 2.11.17 kullanilarak elde edilir. ]

Onerme 2.11.19. Co-swnafinan bir operatori T, T i¢in degismez bir alt-uzay M
olsun. {T'}" i¢inde X ve Y operatirleri

M =ranX =kerY

olacak sekilde vardur.

Kanit. TIM <" T oldugu agiktir ve dolayisiyla (T|M)* <" T* olur. X* : M —
H operatori T*X* = (T|M)*X* 6zelligi ile bire-bir olsun. Bu durumda, X :
H — M operatorii yogun gortintii kiimesine sahiptir ve H tizerinde bir operator
olarak kabul edildiginde, X € {T'}' olur. Aym argiiman 7™ operatorii ve H ©
M i¢in uygulanirsa ranY* = H © M olacak sekilde Y € {T} operatoriiniin
varligr goriiliir. Kolayca goriilebilecegi gibi M = ker Y* esitligi saglanir ve ispat

tamamlanir. O
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2.12 (Cift-dikey Sistem ve Hemen Hemen Ben-
zerlik Yorungeleri

Bir T operatorii i¢in degismez bir M alt-uzay1 verilsin. Py T|M* sikigtirilmast,
T\ v olarak ifade edilecektir. Diizgiin Jordan operatorler ile ilgili asagidaki iki

sonug [8] i¢inde bulunabilir.

Onerme 2.12.1. T = P32 S(0) operatiri igin degismez bir alt-uzay M wve
D2 S(0;), B52y S(W;) swaswyla T|M ve T operatirlerinin Jordan modelleri

olsun.Bu durumda 6y, 10|60 ve her i, j > 0 igin 0|0;1; olur.

Bu o6nermenin ispat1 verilmeden once asagidaki gozlemi vermek faydali ola-

caktir.

Gozlem 2.12.2. Cy-sunifinan bir operatori T € B(H), T i¢in degismez bir alt-
uzay H' ve H =H @& (HOSH') ayrmsimina gore T operatdrinin iggenlestirilmesi
T X
0 T//

T =

olsun. Ayrica H uzayinin ayrilabilir oldugu ve T, T' ve T" operatérlerinin Jordan
modellerinin siraswyla @352, S(0;), B2 S(¢5) ve B2y S(;) oldugu varsaysin,

Bu durumda her n > 0 i¢in

0001 - - OnlPo@r - - - Pnthotr - .y
elde edilir.
Simdi Onerme 2.12.1 i¢in ispat verilebilir.

Kanat. Gozlem 2.12.2 nedeniyle her n > 0 igin 6| H?:_Ol ¢j1; olur. Ayrica Lemma
2.3.3 nedeniyle [0(N)|" < T1)=5 |¢;(A)¥;(N)] elde edilir ve dolayisiyla A € D igin
O] <TI0 163DV (V)] Y™ olur. X € D igin |¢;(A)] ve [1h;(\)] dizileri ar-

tandir ve boylece A € D olmak fizere

n—1
lim JT |¢;(M)]Y"™ = lim |¢, (V)]
7=0

n—oo 4 n—00

n—1
i T 1o 017" = Jim 1 V)

- n—o00
Jj=0
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olur. Ayrica, {¢,}o, ve {1,}22, dizilerinin en biiyiik ortak ig bolenleri sirasiyla

¢ ve 1 ise, bu durumda

(6] = lim [¢n(A)] ve [$(N)] = lim [¢, (V)]

n—oo n—o0

esitlikleri saglanir. Sonug olarak [#(\)| < |d(N)||¥(A)], ve boylece 6 boler ¢i) elde
edilir. 4, j > 0 i¢in ¢v|¢;1; oldugundan ilk iddia da gergeklenir. O]

T = @32, S(0) operatorii igin bir M degismez alt-uzay1 sabitlensin. Ayrica,
T|M ve Ty operatorlerinin Jordan modelleri sirastyla @52, S(¢;) ve @52, S(1;)
olsun ve

j (;lft iken y V5= 0/¢J/2
g tek iken , v; =g -1))2

olmak tzere

N = é(%‘HQ © 0H?)

j=0
olarak ifade edilsin. T' operatorii i¢in degismez alt-uzaylarim kiimesinin Lat(T)
ile ifade edildigi hatirlansin. Bundan sonraki amac¢, M ve A uzaylarinin hemen
hemen benzerlik yortingelerinin ayni oldugunu gostermektir. Bunun igin oncelikle

agagidaki tanim verilmelidir.

Tanim 2.12.3. n > 0 dogal sayst verilsin. M uzayr i¢in swraly n’li bir “cift-
dikey sistem” asagidaki ozellikleri saglayan Ho, Ha, ..., Hn, ve Ho',Hi', ..., Hy'

uwzaylarinwn bir ailesidir:
(i) 7=0,1,...,n i¢in H; € Lat(T) ve H;' € Lat(T*);
(i) j=0,1,...,n d¢in T|H; ~ Ty ~ S(0);
(iii) j # k ve 0 < j,k <n igin H; LHy';
(i) j=0,1,...,n i¢gin Py |H; hemen hemen afin bir dontigimdir;

(7)) j = 0,1,...,TL igﬁi’ﬂ ./\/lj :Mﬂ'Hj, ./\/lj/ :MJ'Q'H]‘J_, ’C_l :M, IC_I/ =
M* olmak dizere Kj = MO (Hy'V---VH,) ve K/ = M0 (HoV---VH;)*

olur.
Bu durumda asagqidakiler elde edilir:
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(a) 0<j<nig¢ink;1 =M; VK,
(b) 0 <j<mnigin M;NK; ={0};
(c) j ¢ift ise T|M; ~ S(dj/2);
(d) j tek ise TIM; ~ S(O0/d-12);
(e) 0<j<nigin K-y = M; VK
(f) 0 <j<nigin M;’NK; ={0};
(9) J ¢ift ise Ty, ~ S(0/¢j2);
(h) j tek ise Thgyr ~ S(-1)/2)-
Lemma 2.12.4. M uzay: i¢in siraly n’li bir ¢ift-dikey sistem {H,;, Hj/}?:[) olsun.

Bu durumda, M wuzay igin siraly (n + 1)°li bir ¢ift-dikey sistem {Hj,Hj,}?;r&

olacak sekilde H,1 € Lat(T) ve Hpy1' € Lat(T*) uzaylars vardur. Ayrica, bu

Hpi1 ve Hpit! uzaylar asaqidaki kosullar saglayacak sekilde secilebilir:

(i) Egern ¢ift, e > 0, K,, i¢inde verilen bir vektor x ve (HoV - --V H,)t icinde

verilen bir vektor y ise dist(z, My11) < € ve dist(y, Hni1') < € olur.

(ii) Eger n tek, ¢ > 0, K, icinde verilen bir vektor x’ ve (Ho' V -+ V H,')*
iginde verilen bir vektor y' ise dist(z', Mp1') < € ve dist(y', Hni1) < €

olur.
Kanit. [8, Lemma 2.4]. O

Tanim 2.12.5. BirT € B(H) operatdriniin tim degismez alt-uzaylarinin érgisi tize-
rinde bir denklik bagintist asaqidaki gibi tanimlanar:

M ve N degismez iki alt-uzay olsun. XM = N ve YN = M olacak sekilde T
operatori ile degismeli olan X ve Y hemen hemen afin donisimleri varsa (yani,

X, Y e{TY} ise) “M ve N degismez alt-uzaylary denktir” denir. Bir alt-uzayin

denklik sinify o alt-uzayin “hemen hemen benzerlik yoringesi” olarak adlandirilur.

Teorem 2.12.6. 0 bir i¢c fonksiyon, n bir dogal sayr ve T = S(0)™ olsun. Ejer
M ve N uzaylart T operatori igin degismez alt-uzaylar ve T|M ~ T|N ise bu

durumda M ve N uzaylarimn hemen hemen benzerlik yoringeleri aynadar.
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Teorem 2.12.7. T operatiri igin degismez bir alt-uzay M, T|M ve Ty ope-

ratorlerinin Jordan modelleri sirasiyla @32, S(¢;) ve B2y S(1;) olsun.
j gift iken , ~;=6/¢;

j tek tken y Vi = w(j_l)/Q

olmak tzere

N = é(ij2 o 0H?)

j=0
olarak tanvmlansin. Bu durumda M ve N uzaylarinin hemen hemen benzerlik

yoriungeleri ayni olur.

Kanat. Bir énceki tanim nedeniyle, XM = N ve YN = M olacak sekilde X,
Y € {T'} hemen hemen afin doniigiimleri inga edilmelidir. M iginde yogun bir
dizi {z;}52, ve M* i¢inde yogun bir dizi {y;}32, olsun. Bu dizilerin igindeki
her vektoriin sonsuz kez tekrarlandigi varsayilsin. Asagidaki ozellikleri saglayan
Ho, Hy, ... € Lat(T) ve Ho', Hi', ... € Lat(T*) uzaylan tiimevarimsal olarak insa

edilsin:

(1) Her n > 0 igin M uzay igin sirah n’li bir gift-dikey sistem {H;, H,'}"_, olur

(2) ntekise, dist(x(ny1)/2, Mnt1) < 2-(nt1) ye dist(Ymi1y2: HoV -V Hpg) <
27"

(3) n cift ise, dist(yn 2, Myuy1') < 270 ve dist (w0, Ho' V-V Hppt!) < 277

olur.

n = —1 i¢in Lemma 2.12.4 uygulandiginda H, ve Hy' uzaylarimn varligr gortliir.
{H;, Hi'}, cift-dikey sisteminin oldugu varsayilsin ve n tek olsun.

Simdi,
Vpi1 € (Ho V -+ V H,)?t secilebilir. Lemma 2.12.4 nedeniyle, sirali (n + 1)’li bir

Y(nt1)/2 — Unt1 — U”HH < 20=n+D) olacak sekilde w1 € Ho' V- VH, ve
{H;, 1 Y2 cift-dikey sistem olacak sekilde H,, ;1 ve Hy,, 1’ uzaylar bulunabilir ve

dist(T(ni1y/2, Mns1) < 27D dist (Vny1, Hngr!) < 270D olur. || froy1 — vnga| <

2~ (1) olacak sekilde f,1 € Hny1 secilsin. Bu durumda,
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dist(y(n+1)/2, HoV - -V Hn+1)
< Hy(n-i-l)/Q = Un+1 — fn—i—l”

< Hy(n-l-l)/Q — Up41 — Un+1H + [|[vng1 — frsr |

S 2(7n+1) 4 2(7714’1) — 2*”

olur ve dolayisiyla (2) saglanir.

Benzer sekilde, n ¢ift ise Hxn/g — Upy1 — U"“H < 20741 olacak sekilde Upt1 €
HoV -V Hy ve vy € (Ho V-V H, )L secilebilir. Lemma 2.12.4 nedeniyle,
sirall (n + 1)1i bir {H;, Hi'}Hy cift-dikey sistem olacak sekilde H, 1 ve Hoq1'
uzaylar1 bulunabilir ve dist(vy,y1, Hni1) < 270D, dist(Yn 2, Mnt1') < 2~ (n+1)

saglamir. Yine ||gni1 — Vgt || < 27D olacak sekilde g, € Hnyi' secilirse

dist(xn/g, Ho' V-V Hurd)
< Hxn/Q — Upy1 — 9n+1”

< Hxn/2 — Up41 — Un+1H + |Unt1 — gnt ||

S 2(—n+1) + 2(—n+1) —9n

olur ve dolayisiyla (3) saglanir. Bu ise H; ve H,;' uzaylarimin tiimevarimsal ingasin
tamamlar.

z; ve y; sonsuz kez tekrarlandigindan z;, y; € \/5°, H; olur. Bu ise M, M+ C
V22, Hi olmasi demektir. Benzer gekilde, H = /32, H,;' esitligi elde edilir.
(T'|H;)Y =Y;S(0) olacak sekilde Y; : H(#) — H; hemen hemen afin bir doniigiim
olsun. [|Y;|| < 2779 oldugu varsayilsin. h = @2 h; € H oldugunda Y € {T}
operatori

Y(E@h) = > Vil
i=0 =0

olarak tamimlansin. Y; hemen hemen afin bir dontisiim oldugundan her H; uzay1
Y H tarafindan icerilir ve dolayisiyla Y operatorii yogun goriintii kiimesine sahip-
tir. Ayrica Py Y (@5°, hi) = Py, Ynh, elde edilir ve boylece Y (@52, hi) = {0}
olmasi Py, /Y, h, = {0} demektir. Dolayisiyla Py, /Y, h, = (Py,/|H,)Y, hemen

hemen bir afin doniigiim oldugundan her n i¢in h,, = {0} olur ve Y hemen hemen
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afin bir donitigtimdiir. Simdi,

./\/;' = 9/¢Z/2H2 @0]‘]2 1 tek s
= w/(i_l)/gﬂa o 9H2 1 (;lft y
olsun. Onerme 2.10.3 nedeniyle Y;N; = M, elde edilir ve boylece YA = M olur.
Son olarak, XM = N olacak sekilde X hemen hemen afin doniisimi kurula-
caktir. X;(T;|H") = S(0)X; ve || X;|| < 27 olacak sekilde X; : H,,” — H(6) hemen
hemen afin doniigiimleri sabitlensin. X € {T'} operatorii Xh = @;°, X; Py, h ola-
rak tanimlansin.
ker X = ({ker(X, Py, :n > 0}
= ({ker Py, : n > 0}
=({HeH,  n>0}
=Ho[\{H :n>0]}
- (0}
oldugundan X bire-bir olur. Ayrica, h € H,, ise i # n ve k, = X,, Py, +h iken

k; = 0 oldugunda Xh = @, k; olur. X,, Py, /|, hemen hemen afin bir doniigiim
oldugundan Onerme 2.10.3 nedeniyle de

XM=\ XM, =P X Py M;=PN, =N
=0

1=0 i=0

esitligi gerceklenir. O]
Boylece agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 2.12.8. T' operatori i¢in degismez alt-uzaylar My ve My olsun. My ve
My uzaylarinin hemen hemen benzerlik yoringelerinin ayni olmasy i¢in gerek ve

yeter kosul T|My ~ T| My ve Ty 1 ~ Ty, 1 olmasidar.

Onerme 2.12.9. T} € B(H1) ve Ty € B(Ha) operatirieri Cy-sinifindan, My C
Hi, My C Hy swraswyla Ty ve Ty igin degismez alt-uzaylar olsun. M; < Ma

oldugu varsayilsin. Bu durumda, Ti| My ~ To| My ve Ty <" Ty 2 olur.

Kanat. Varsayimdan, X7 = T, X ve X M; = M, olacak sekilde X : H; — Hs

hemen hemen afin doniigiimii vardir. X| My, T1|M; ve Tp| My arasinda hemen
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hemen afin bir doniigtim olur ve Teorem 2.11.18 nedeniyle T;|M; ~ T| M5 olur.
Simdi,A = P, 1+ X|M; olarak alimirsa ker A* = {h € Myt o X*h e M} =0

olur ve X* Myt © M;+ elde edilir. Buna ek olarak,
PMZJ_XPMIJ_ == PMQJ_X

ve

PMQLT2PM2J‘ — PMQLTQ
olur. Bu ise,

APy o Ti My h) = Py o XTy M
= Py X M *

- (PM2J_T2|M2J_)A7

olmasi demektir ve boylece
(Ppgy To| Ma™ )" <" (Pyy 1 Ti [ M)
olur. Teorem 2.11.18 nedeniyle
Py, To| Mo <P Py o Ty | Myt
elde edilir ve ispat tamamlanmig olur. O]

Ty = T5 dizgiin Jordan operatorler oldugunda onceki 6nermemin tersinin de

dogru oldugu, bir sonraki boliimde verilecek olan ana sonug ile goriilecektir.
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BOoLUM 3

DUZGUN JORDAN OPERATORLERI

Lemma 3.0.10. § € H*> i¢ fonksiyonunun ic bolenleri ¢, v € H® olsun.
0/¢ béler ¢ oldugu kabul edilsin ve w = v/(0/¢) olsun. Bu durumda her g €
VvH?* S 0H? i¢in w(S(0))f = g ve ||f|| = |lg|| olacak sekilde f € (0/¢)H?* & 0H?

bulunabilir.
Kamit. g € vH? S 0H? sabitlensin. Onerme 2.7.2 goz oniine alindigida
w(S(O))((0/6)H? & 0H?) = (w0/6)(S(9)) (H? © OH?) = $H? © 0 H?

elde edilir. Boylece w(S(0))fo = g olacak sekilde fy € (6/¢)H?©60H? bulunabilir.
[ = Pujwfo olsun. Bu durumda f = fy + (6/w)h olacak sekilde bir h € H?
fonksiyonu vardir, bu nedenle f = fo + (8/9)(0/¥)h € (6/¢)H? ve boylece f €
H(0/w) C H() oldugundan f € +(0/¢)H?* & §H? olur. Dahasi, wf € H(f) ve

g=w(SO)f = Pugywf=wf
ve w bir i¢ fonksiyon oldugundan, ||g|| = || f|| elde edilir. O

Agagidaki iki lemma, ana sonucun ispati i¢in énemli araclardir.

Lemma 3.0.11. 0 € H® bir i¢ fonksiyon olsun. H = @2, H(0) ve T =

n=0
@2, S(0) olsun. 0 fonksiyonunun i¢ bolenlerinin bir dizisi (w,)5>, € H™ ve

pozitif sayilarin sinarly bir dizisi {c,}52, olsun.
X:HO)@H— HO)DH,
> 1
X(@© () = (94 3 oSO © (@ fo)
—n+1
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olarak tamimlansin. Bu durumda X, S(0) & T ile degismeli bir hemen hemen

afinitedir.

Kamt. X operatoriiniin birebir ve simirli oldugu goérillmektedir. G @ (F,,), €
H(6) ® H alinsin. m > 0 igin,

m=G-3 wwn(sw))m € H(0)

n=0
ve
1 1 1
Um = (*Fo,*Fl,...,f,O,...) eH
Co 1 Cm

tanmimlansin. Bu durumda,
X(gm ® um) =G & (F1, ..., Fy,0,...)
elde edilir ve boylece

m X (g @ Up) = G & (F)n

m— 00

olur. Bu ise, X operatoriiniin yogun goriintii kiimesine sahip oldugunu gosterir.

Son olarak,

S0 @ TIX(g® (f)a) = (swmi 1 sw)wn(sw))fn) & (enS(0)fo)n

olur ve ispat tamamlanir. O]

Lemma 3.0.12. ¢y, ¥y € H* i¢ fonksiyonlar ve (¢,)>2, € H™ i¢ fonksiyonlarn

bir dizisi olsun. Asagidaki boliinebilme iliskileri varsayilsin:
(i) o béler vy ;
(ii) her n > 0 igin ¢, boler 6 ve 1y béler 0;

(#ii) her n > 0 igin ¢nyq boler ¢y;

(iv) her n >0 i¢in 0/¢, biler ..
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H =2, H(0) ve her n >0 i¢in w, = y/(0/py,) olsun.
X:HO)oH — HO) o H,

X(@© () = (94 3 SO © (@ h),

olarak tamimlansin, {c,}5° pozitif saylarin bir dizisidir ve

m—1 1 1/2
li 1 _ = li 1 = 1

olur. Bu durumda,

M =P (0/¢.)H* © 6H?) C H,
n=0
Ny, =1 H? © 0H? C H(0),
Ny, = v, H* © 0H?* C H(0)
oldugunda, X (Ny, & M) =Ny, & M elde edilir.
Kamat. 1), boler by oldugundan Ny, C Ny, olur. Ayrica Onerme 2.7.2 nedeniyle

her n > 0 i¢in
wa(S(0))((0/dn)H? © 0H?) = ¢y H* © OH” (3.2)

olur. Bundan dolay1, X (Ny, & M) C Ny, & M elde edilir. Simdi G & (F),), €
Ny, ®M, baska bir deyisle G € ¥y H*S0H? ve her n > 0igin F,, € (0/¢,) H*SOH?

olsun. (3.2) esitliginden her m > 0 i¢in
wy, (S(0))F, H? & 0H?
G =3 g (SO)F € vl

olur. Dolayisiyla, her m > 1 i¢in Lemma 3.0.10 kullanilarak

1 m—1
7SO = G = 3y un(SO) (33)
m—1 1
Bl = (m + DG = 32 oy wn(SE)E, (3.4)

olacak sekilde bir h,, € (0/¢,,)H* © H? fonksiyonu bulunabilir. (3.3) esitligi ve

X operatortiiniin tanimi kullanilirsa,

1 1
X0 (—Fy,. ..,
Co Cm—1

Fm—17 hm,(), .. )) =G @ (FQ, ce ,Fm_l,cmhm,O, .. )
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olur. Bu nedenle,

2

1 1
HG@(Fn)n—X(O@(FO,..., Fo1,hm,0,...))
Co Cm—1
= HFm_thmH2+ Z HFnH2 (3.5)
n=m-+1

olur. Simdi m — oo iken bu son ¢oklugun 0’a yaklastigi gosterilerek devam edi-
lecektir. w,, € H™ bir ig fonksiyon oldugundan her n > 0 i¢in w,(S(¢)) bir
daralmadir. (4) esitligi ve Cauchy-Schwarz esitsizliginin standart uygulamasi kul-
lanilarak, her m > 1 icin

m—1 1

il < G+ DG+ IEI(E 1y

)?)

elde edilir. Dolayisiyla m — oo iken ¢y, ||| — 0 olur. Gergekten,

m—1 1

Con (| < (4 D) |G|+ (m + Ve [|(Fo)al (2_:0 [CEAE

)1/2

ve (1)’den dolayr m — oo iken sag taraf 0’a gider, bu ise m — oo iken (5)
esitliginin 0’a gittigini gosterir. Bu durumda, X (Ny, & M) = Ny, & M olacak
sekilde

1 1
lim X(O@(iFlb aiFm—lahTrnOa)):G@(Fn)n
Co

n—oo Cmfl
olur. O

(3.1) esitligini saglayan bir {c,}, dizisi indiiksiyon ile kolayca insa edilebilir.

Simdi ana sonug verilebilir.

Teorem 3.0.13. T'= @2, S(0), T icin degismez alt-uzaylar My ve My olsun.
Bu durumda, My < My olmasi i¢in gerek ve yeter kosul T|M; ~ T| My ve

Thgg <" Tiyp olmasudur.

Kanat. Gereklilik kism1 Onerme 2.12.9 nedeniyle saglanir. Simdi, T|M; ~ T| M,
ve Tyt <'T My oldugu varsayilsin. T|M; ve T| M, operatorlerinin ortak Jordan

modelleri @72 S(¢;), The ve Ty sikigtirlmalarmin Jordan modelleri sirasiyla

D2 S(¥;) ve @2, S(7;) olsun.

n tek ise, Y = Ym-1))2 Ve On = T(n-1)/2,
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n cift ise, v, = 9/¢n/2 ve Op = 9/¢n/2

olmak tizere

Mll = @PYTLHQ@GH{

n=0
My =@ 6,H> © 0H?
n=0

tanimlansin. Teorem 2.12.7 nedeniyle M; ~ M;" ve My ~ M, elde edilir, bu
yiizden M;" < My’ oldugunu gostermek yeterlidir.
H =2, H(0) olsun ve N = {0,1,2,...} olmak tizere F': N — N

1
(n,m) — §(n+m)(n+m+1) +n,
klasik bijektif fonksiyonu olsun.

V:H%é(H(@)@%)

n=0

V(fo, 90, f1,91, - ) é(gn D (fF(n,m))fnozo)

n=0
olarak tanimlansm. Izometrik tersi
@(gn S (fn,m)fyj:()) = (fF—1(0)7 Jo, fF_1(1)7 g1, - - )
n=0

ile verilen V' operatoriiniin izometri oldugu aciktir. Dolayisiyla V' operatorii bi-

rimseldir ve
o0

VT = (@(5(0) eT)V
n=0
esitligi saglanir. Buna ek olarak,
VM = P (W, H* 0 0H?*) & P ( H? S 0H?))
n=0 m=0 (bF(n,m)
[o¢] [o.¢] 0
VM, =P (r.H>*©0H*) & P H?* S 0H?))
n=0 m=0 F(n,'m)

olur. Simdi, her n,m > 0 i¢in F'(n,m + 1) > F(n,m) oldugu kolayca dogrulandi.
Ozellikle, her n,m > 0 icin OF(nm+1) boler ¢pm) elde edilir. Ayrica Onerme
2.12.1 kullanilirsa, her n,m,p > 0 icin 0/¢pp(,m) boler 7, oldugu goriiliir. Son

olarak, TMQL <t TMlL oldugundan Teorem 2.11.18 nedeniyle her n > 0 i¢in 7,
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boler 1, olur. Her n > 0 igin bir X,, hemen hemen afin déniigiimiini S(6) ® 7 ile

degistirmek i¢in bu durumda Lemma 3.0.11 ve Lemma 3.0.12 uygulanirsa

7

H? S 0H?))

Finm)

X (Y H? © 0H?) & é(
m=0

= (r,H*©0H*) ® P ( H?* S 0H?)
m=0 ¢F(n,m)
saglanir. Eger
* = Xn
=V

n=0

olarak almirsa, Y M, = M, esitligi saglanir ve Y, T ile degismeli bir hemen

hemen afin doniisiim olur. Dolaysiyla M;" < M, olur ve ispat tamamlamr. [

48



BoLUM 4

DUZGUN JORDAN MODELLERI

Bu boliimiin amaci, diizgiin bir Jordan operator olan 7' iizerindeki varsayimi
zayiflatmaktir. Yani, T" operatoriiniin bir diizgiin Jordan operatore sadece hemen
hemen benzer oldugu durumda Teorem 3.0.13’e benzer bir sonug elde etmeyi

hedefliyoruz. Bunun i¢in oncelikle asagidaki lemma verilecektir.

Lemma 4.0.14. Cy-sinafinan bir operatori T ve X € AlgLat(T)N{T} bire-bir
bir operator olsun. Bu durumda, her M € Lat(T) i¢in X M = M olur.

Kamt. M € Lat(T) olsun. T'|K; kathhig: olmayan bir operator ve K; € Lat(T)
iken M uzaym devresel alt-uzaylarina ayrigtirirz; yani, M = V52, K; olur. X €
AlgLat(T) oldugundan, her j > 0 i¢in XK; C K; elde edilir. Diger taraftan, X
operatoriiniin 7' operatori ile degismeli bir birim operatorii oldugu gergegi her
4 > 0icin T|K; ~ T| XK, olmasi anlammna gelir. Onerme 2.10.3 nedeniyle j > 0
i¢gin XK; = K; olur, bu da

j=0 =0
olmasi demektir. O

Simdi, ilave varsayim altinda istenilen sonug elde edilecektir.

Teorem 4.0.15. J = @52, S(0) diizgiin Jordan modeli ile T € B(H) ope-

ratori Co-sinifindan olsun. XT = JX,YJ =TY ve YX € AlgLat(T) ozellikleri
ile

X:H%éH(G),Y:éH(@)%H

J=0
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hemen hemen afin donusimlerinin bulunabildigi varsayilsin. My ve My, T i¢in
degismez alt-uzaylar olsun. Bu durumda, My < My olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul T\ My ~ T| My ve Thyp <" Trqs olmasidar.

Kanit. Gereklilik kismi, Onerme 2.12.9 nedeniyle aciktir. Yeterlilik kismi igin,
T|My ~ T|Ma ve Ty <! Ty oldugu varsayilsim. Ey = XM ve Fy = XM,
olsun. Y X operatorii 1" operatorii ile degigmeli bir hemen hemen afin dontigiim
oldugundan, Lemma 4.0.14 nedeniyle k = 1,2 icin Y X M}, = M, elde edilir ve k =
1,2 icin Y B}, = M, olur. Buise, J|Ey ~ T|M; ~ T| My ~ J|E5 olmasi demektir.
Dahasi, & = 1,2 i¢in X*Ej- C M- ve Y*M;: C Ejf yazilabilir. Ty <" Ty
oldugundan, Teorem 2.11.18 nedeniyle T*| My = (Tt )" <! (Ta)" = T+ | M7
olur, bu yiizden Z(T*|My) = (T*|M7)Z olacak sekilde Z : My — M7 bire-bir
bir operator bulunabilir. W = Y*ZX*|Ej : Ey — Ej kiimesinin bire-bir oldugu
acgiktir. £ = 1,2 icin
(X" B ) (| By ) = X* T By = T°X|Ej; = (T My ) (X7|Ey)
(VHM)(TH M) = Y T My = TV My = (| Ep) (Y| M)
elde edilir. Bundan dolay1
W(J*|ES) = Y*ZX*J*|Ey

= Y*ZT*X*|Ey

=Y"Z(T*|My) X" |Ey

V(T ME) ZXC| B

= (JY*IM;)ZX"|Ey

= (J*|BH)Y*ZX* | Ey

= (J|ED)W
olur. Boylece, J*|Ey <* J*|E{ ve bu nedenle Teorem 2.11.18 kullanihirsa Jps <
Jp. olur. Teorem 3.0.13’ gore AE, = E, olacak sekilde bir A € {J}' hemen

hemen afin doniigtimi bulunabilir. Son olarak, B = Y AX tanimlansin. B ope-

ratortinin hemen hemen afin bir doniigtim oldugu agiktir. O zaman,

BT =YAXT =YAJX =YJAX =TYAX =TB
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elde edilir ve

BM; =YAXM, =YAE, =Y FE, = M,
olur ve ispat tamamlanir. O

Kapanigta, Teorem 4.0.15 i¢inde bulunan Y X € AlgLat(T) ekstra varsayiminin

saglandig1 bir ornekten bahsedelim.

Sonug 4.0.16. Cy-sinifinan katlilige olmayan bir operatori Ty € B(H) ve T =
D52 1o olsun. My ve My, T igin verilen degismez alt-uzaylar ise My < My

olmasu i¢in gerek ve yeter kosul T|My ~ T| My ve Tyqt <! T'yqp olmasudor.

Kamit. T, operatoriiniin minimal fonksiyonu @ ile gosterilsin. Varsayimdan, X7y =
SO)X, YS(0) = TyY ozellikleri ile X : H — H(0) ve Y : H(#) — H hemen
hemen afin déniigiimleri bulunabilir. T" operatoriiniin Jordan modeli @52, S(0)
olmak iizere, T' operatorii ile karsihkh degisen A = @2, X ve B = @72,V
hemen hemen afin dontigiimleri tanimlansin. Teorem 4.0.15 goz oniine alinirsa
BA € AlgLat(T) oldugunu géstermek yeterli olacaktir. Ty kathiligi olmayan bir

operator oldugundan, Onerme 2.10.3 nedeniyle {75}’ komutatif olur ve boylece

{To}" = {Tv} bulunur. Bu nedenle,
{T} = {(Cam)mim=o : Com € {To}'}

oldugundan, YX € {Tp}' ve BA = @32,Y X operatérleri {T'}" kiimesine ait
olur. Boylece Teorem 2.8.1 kullanildiginda BA € AlgLat(T) bulunur ve ispat

tamamlanir. ]
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BOLUM 5
L, UZAYLARINDA GENLESTIRME TEORISI

5.1 Temel Bilgiler

Bir E vektor uzay: tizerinde bir > kismi siralama bagintisi var ve bu kismi siralama

bagintis1 £ uzay tizerindeki cebirsel igslemler ile uyumlu ise, yani
(i) x >yiken her z€ Ficinz+2>y+ 2z,
(ii) « >y iken her a > 0 igin ax > ay

saglaniyorsa F uzayma “sirali vektor uzay1” denir.

E sirali vektor uzayinda = > 0 olan x € E elemanlarima “pozitif” eleman
denir. F uzayindaki tiim pozitif vektorlerin kiimesi E uzaymin “pozitif konisi”
olarak adlandirilir ve EY ile gosterilir, yani E* := {x € E : z > 0} olur.

E sirali vektor uzayinda, her iki elemanli alt kiimenin supremumu ve infimumu
varsa I/ uzayma “Riesz uzay1” veya “vektor orgiisii” denir. Genel olarak her

x,y € F i¢in supremum ve infimum
xVy:=sup{z,y} ve  xAy:=inf{z,y}

ile gosterilir. Riesz uzaylarinin tipik 6rnekleri fonksiyon uzaylaridir, 6rnegin R: Q)
kiimesinde tanimh tiim reel-degerli fonksiyonlarin kiimesi, fonksiyonlar iizerindeki
noktasal siralamaya gore Riesz uzayidir. Ayrica diger klasik fonksiyonel analiz
uzaylar1 da Riesz uzay1 yapisina sahiptir.

x € X olmak tizere
T i=2Vv0, v = (—2)VO0 ve |z|:=2V(-2)
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elemanlar1 sirasiyla x elemaninin “pozitif kismi”, “negatif kismi” ve “mutlak
degeri(veya modiili)” olarak adlandirilir.

Bir Riesz uzaymda x ve y elemanlar i¢in |z| A |y| = 0 oluyorsa bu iki elemana
“ayrik” veya “dik” denir ve z_Ly ile gosterilir. Bir £/ Riesz uzayimin bogtan farkl

bir alt kiimesinin “dik ttimleyeni”
A= {r € F:zly, heryc A}

seklinde tanimlanir.

Bir E Riesz uzayimin bir G alt vektor uzay1 E tizerindeki orgii igslemleri altinda
kapali ise G uzayina bir “Riesz alt uzay1” denir.

Bir Riesz uzaymnin bir A alt kiimesi y € A ve |z| < |y| iken = € A &zelligine
sahipse A kiimesine “kati” denir. Bir Riesz uzayinin kati bir vektor uzayina “ideal”
denir.

Bir Riesz uzaymda bir {z,} ag ve x eleman igin, her « igin |z, — 2| < y,
saglayacak sekilde bir bagka ayni indeks kiimesine sahip {y,} ag1 varsa {z,} ag
x elemania “sira yakinsar” denir ve x, - x olarak gosterilir. Bir Riesz uzayinin
bir A kiimesinin sira yakinsak her agimin limiti A kiimesine ait ise A kiimesine
“sira kapali” denir.

Sira kapali idealler “bant” olarak adlandirilir. Bir F Riesz uzay: i¢indeki B
bandi icin £ = B @ B¢ yazlabiliyorsa B bandina “projeksiyon bandi” denir. Bir
Riesz uzayindaki her bant bir projeksiyon bandi ise Riesz uzayima “projeksiyon
ozelligine sahiptir” denir.

E Riesz uzay1 ve B, E uzay1 i¢inde projeksiyon bandi olsun. O halde E =
B @ B? olur, yani her x € E icin = 21 + 22, 71 € B ve 25 € B? olacak sekilde

tek tiirlii belirli bir pargalanig vardir. Buradaki parcalanisa gore bir Pg : F — E
PB (ZL’) =T

projeksiyonu tanimlanabilir. Pg pozitif bir projeksiyondur. Bu formdaki projek-
siyonlar “sira projeksiyon” veya “bant projeksiyon” olarak adlandirilir.
E bir Riesz uzay1 ve A C E bostan farkli bir alt kiime olsun. A tarafindan

tiretilen ideal A kiimesini igeren en kiiciik (icerme bagimtisina gore) idealdir ve bu
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ideal
Ey = {er:Elxl,...,xneAve)\E R* vardir ki |z| g)\zm\}
i=1

seklindedir. Bir x € E elemani tarafindan tiretilen ideal E, ile gosterilirse
E,={ye€ E:3X>0vardir ki |y|] <\|z|}

bulunur. F, formundaki idealler “esas ideal” olarak adlandirilir.

Benzer sekilde, bir A kiimesi tarafindan iiretilen bant A kiimesini iceren en
kiiciik banttir. Bir x € E eleman: tarafindan tretilen bant “esas bant” olarak
adlandirilir ve B, ile gosterilir. Bir x € E elemani tarafindan iiretilen esas bant
B, projeksiyon bandi ise x elemanina “projeksiyon eleman” denir.

E bir Riesz uzay1 olmak iizere bir e > 0 elemanm tarafindan tiretilen B, bandi
biitiin uzaya esit ise (yani B, = FE ise) , e elemanina “zayif sira birim” denir.
Benzer gekilde bir E Riesz uzayinda bir e > 0 elemani tarafindan iiretilen ideal
E. biitiin uzaya esit ise (yani E, = E ise), e elemanina “kuvvetli sira birim” ya

da sadece “sira birim” denir.

Tanim 5.1.1. X ve Y swraly vektor uzaylar, olmak tzere bir T : X — Y ope-
ratoru her x > 0 i¢in Tx > 0 oluyorsa T operatorine “pozitif” denir ve T > 0

veya 0 < T ile gosterilir.

Tanim 5.1.2. F ve F iki Riesz uzay ve T : E — F bir pozitif operator olsun.
Eger her x,y € E i¢in T (x Vy) = Tx NV Ty ise T operatérine “orgi (veya Riesz)
homomorfizmi” denir. Bire-bir olan bir drgii homomorfizmine “Orgi (veya Riesz)
izomorfizmi” denir. T, bir drgi izomorfizmi ve her v € E i¢in |[Tx| = |z
1se T operatoriune “orgi izometrisi” denir. Eger T operatoru tuzerine ise Banach

orgulerine “orgi 1zometrik” denir.

Bir Riesz uzay: iizerindeki bir ||-|| normu i¢in |z| < |y| iken ||z|| < ||y|| oluyorsa
bu norma “6rgii normu” veya “Riesz normu” denir ve bu Riesz uzay1 “normlu
Riesz uzay1” olarak adlandirilir. Eger bir normlu Riesz uzay: tizerindeki norma
gore tam ise “Banach orgiisi” olarak adlandirilir.

Simdi Banach orgiileri i¢inde 6nemli iki sinif olan AL ve AM uzaylarindan

bahsedecegiz.
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Tanim 5.1.3. Bir E Banach orgustine,
(i) 1 < p < oo olmak iizere her x,y € ET ve x ANy =0 igin
2+ yll” = [lz]l” + llylI”
oluyorsa AL,-uzays,
(ii) her x,y € ET ve x Ay =0 igin
[l vV yl| = max {[|z]|, [[y|l }

oluyorsa AM -uzayr denir.

Ayrica ALy uzayr AL-uzayr olarak adlandirilor.
AL- ve AM-uzaylar1 arasinda 6nemli bir dualite 6zelligi vardir.
Teorem 5.1.4. E bir Banach orgistu olmak tzere
(i) E bir AL-uzay ise E' sura birime sahip bir AM -uzayidar.
(i1) E bir AM-uzay ise E' bir AL-uzaydar.
Kamnit. [15, Theorem 1.4.7]. O

1 < p < oo olmak tizere AL, uzaylarmm en belirgin 6rnegi L,(u) uzayidir.

Ashnda bu uzaylar AL, uzaylarmin tek formudur.

Teorem 5.1.5. (Kakutani-Bohnenblust-Nakano) Her AL,-uzays bir L, (X, %, p)

uzayina orgu izometriktir.

Kamit. [4, Theorem 3.34]. O
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5.2 Pozitif Daralmalarin Genlegtirmeleri

Fonksiyonel analizde 6nemli bir yere sahip olan L, uzaylar1 Banach uzaylarmin
bir sinifidir ve agagidaki sekilde tanimlanir:

(X, X, p) bir 6lgii uzay: olsun. 0 < p < oo olmak iizere f fonksiyonu X kiimesi
tizerinde oOlctilebilir ise

11, = ([ 171 dyoye

ve

Ly(X, % p) ={f: X — C: folgiilebilir ve ||f]|, < oo}

olur.

L, uzaylan tizerindeki pozitif daralmalar, pozitif terslenebilir izometriler ile
pozitif genlestirmeye sahiptirler. Bu ifade daha acik olarak Teorem 5.2.1 ile verilip
gosterilecektir. Bunun icin gerekli tanimlar kisaca goyle hatirlanabilir:

L, uzaylar arasinda tanimlanan bir operator, sifirdan farkli fonksiyonlar:
sifirdan farkl fonksiyonlara gotiiriiyorsa “pozitif” olarak adlandirilir. Normu 1’den
kiiglik esit olan bir operatore “daralma” denir ve bir P “projeksiyonu” kendine
es (vani [ Pfg = [ fPg) ve idempotent daralmadir. Buradaki tiim fonksiyonlar,
dontigiimler veya kiimeler 6lciilebilir ve her operator lineerdir.

L, uzay1 tizerindeki bir pozitif 7" daralmasimin, bir () izometrisi ve bir P
projeksiyonu daha genis bir L, uzayi iizerinde tanimh oldugunda n = 0,1,...i¢in
T" = PQ" esitligini saghyor ise “bir izometri ile pozitif bir genlestirmeye sahip

oldugu” soylenir.

Teorem 5.2.1. L bir L, uzayr ve T' : L — L pozitif bir daralma olsun. Bu
durumda L uzayindan B uzay i¢ine bir D : L — B pozitif izometrik gomme ve
P : B — B bir pozitif projeksiyon olmak tizere n = 0,1,2,...i¢cin DT™ = PQ"D
saglanacak sekilde bir B uzayr (L, uzayi) ve bir Q : B — B pozitif terslenebilir

1zometrisi vardar.

Bu teoremin ispati ilk olarak, L uzay1 sonlu boyutlu bir L, uzay1 oldugu
durumda verilecektir. Daha sonra bir gozlem yapilacak ve genel durum elde edi-

lecektir.
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1. Sonlu Boyutlu Durum: (X, X, u) bir 6l¢li uzay1 ve L, = L,(X, X, ) ol-
sun. L, icindeki negatif-olmayan fonksiyonlarin simifi L; ve L, uzaymin eslenigi,
aligilmig oldugu gibi p > 1 iken ¢ = p(p — 1)~ ve p = 1 iken ¢ = oo oldugunda
L, = L,(X,X%, p) ile belirlensin; dolayisiyla g € L, , f € L, igine olan (f,g) =
[ fgdp fonksiyonel temsil eder. Holder esitsizligi nedeniyle, eger f € L,* ve
g € Ly ise p > 1 ve ||f]l, > 0 olmak iizere fP~' in bir ¢arpani g oldugunda
esitlik ile [ fg < [[fll, lgll, yazlabilir. Ayrica eger f € L, ise frt e L ve
1774y = 11 = 1711 olu.

Simdi 7' : L, — L, pozitif bir daralma ve egleniginin 7™ : L, — L, oldugu
diisiiniilsiin. Buna gére lineer-olmayan bir M : L — L} operatérii f € L},
Mf = T*(Tf)P~! olarak tammlansin. Bu operator galismamizda énemli bir rol

oynayacaktir. Ayrica (f, Mf) = (Tf,(Tf)"~") = [T f|]} esitligi saglanr.
Lemma 5.2.2. Eger A=sup{Tf: f € L},[|fll, =1} ise A= ||T'|| olur.
Kamit. [3, (2.1) Lemmal. O

Lemma 5.2.3. p > 1 ve f € L olmak dzere |Tf[|, = |T|/||fll, > 0 olsun. Bu
durumda M f = ||T||? f*=1 olur.

Kanat. [3, (2.2) Lemma]. O

Eger I/ € X olgtilebilir bir kiime ise, F i¢indeki dayanak ile L, fonksiyonlarimin
smift L,(E) olsun.

Lemma 5.2.4. p > 1 ve Ag = sup{||Tf[| : v € L;(E),||fll, = 1} olsun. Eger
ITull, = Az llull, > 0 dle u € L} (E) ise bu durumda xpMu = NguP~" olur. (xg :

E kimesinin karakteristik fonksiyonudur.)
Kamit. [3, (2.3) Lemmal. O

Lemma 5.2.5. f,g € LY(E), f-g = 0 ve Mf < fP=" olsun. Bu durumda
fMg=0ve M(f+g)=Mf+ Mg olur.

Kamit. [3, (2.4) Lemmal. O
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Simdi sonlu boyutlu durum igin bakig agimiz1 kisitlayacagiz. Dolayisiyla m; >
0 kiimeleri(masses) ile X = {1,...,n} kiimesinin n noktadan olugtugu var-
sayilabilir. X tizerindeki fonksiyonlar, n-boyutlu r = (r;) vektorleri olarak ifade
edilir ve T' : L, — L, operatorii (I'r); = °; T;;r; olacak sekilde n x n lik T = (¢;;)

matrisi ile gosterilir. Ayn1 zamanda (T™s); = 3, mjmi_lTijsj esitligi saglanir.

Teorem 5.2.6. Kesin pozitif koordinatlaryla bir u = (u;) € L} vektori Mu <

1

uP™" saglanacak sekilde vardar.

Kanit. Eger p = 1 ise bu durumda her ¢ = 1,...,n i¢in u; = 1 alinabilir. Eger
p > 1 ise, bu durumda asagidaki lemmmanin sonlu sayida uygulanmasi isteneni

gercekler. [

Teorem 5.2.7. a € L; olmak tizere Mo < o~ olsun ve a fonksiyonunun baz
koordinatlarimin sifir oldugu varsayilsin. Bu durumda, dayanaginin o fonksiyo-
nunun dayanagindan kesin daha buyuk oldugu bir o € L;r fonksiyonu Ma < aP~!

olacak sekilde vardar.

Kamt. E = {i i € X,o; = 0} ve B = {r:r € L;,|r[l, = 1} olsun. Sonlu
boyutlu uzay tizerinde c¢ahsildigindan, B kiimesi kompakttir. Dolayisiyla eger
Ag = sup{[|Tr|, : r € B} (aym zamanda Lemma 5.2.4 iginde tanimlandig:
gibi ) ise bu durumda || T8, = Ag[|B]|, = Ar olacak sekilde bir 8 € B vardur,
Dolayisiyla Lemma 5.2.4 nedeniyle

XeMp = Xpa'~ < g7

olur. Fakat f = o ve g = f ile Lemma 5.2.5 uygulandiginda oM = 0 olur, yani
XeMpB = M elde edilir. Ayrica aff = 0 oldugundan

M(a+p)=Ma+MB<al '+ 771 = (a+B)P !
bulunur. Dolayisiyla, @ = a4+ [ gereken vektorii verir. O

Simdi sonlu boyutlu durumda Teorem 5.2.1 ispatlanacaktir. Dolayisiyla L =
L,(X,X, ) oldugu varsayisin ve daha 6nce tammlandigi gibi X = {1,...,n}

kiimesi n-noktadan olussun. B, @), D ve P operatorleri kurulup Teorem 5.2.1
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ifadesindeki ozellikleri sagladig1 gosterilecektir. Teorem 5.2.6 de verildigi gibi bir
u € LT vektorii sabitlensin ve v = Tu olsun.

Ilk olarak bir (Z, G, v) 6lcii uzay: kurulacak ve B uzay1 B = L,(Z,G,v) olarak
tanmimlancaktir. Z kiimesi iki-boyutlu Ozy kartezyen diizleminin bir alt-kiimesi,
G bir g-cebri ve v dlgiisii Z kiimesine gore olagan iki-boyutlu Lebesgue 6lgiisiiniin
kisitlanig: olacaktir. Bir ve iki boyutlu Lebesgue olciileri £ ve ¢? ile gosterilecek ve
sirasiyla dr dxdy diferansiyelleri ile ifade edilecektir.

I;’ler x-ekseni tizerinde n tane ayrik aralik ve ¢(1;) = m;, J;'ler y-ekseni {ize-
rinde n tane ayrik aralik ve ¢(J;) = 1 olsun. E; = I; x J;, Zy = U, E; olsun.
k=0,F1,F2,... ve {(Zy) > 0 olmak tizere bu Z, kiimesi, Z kiimelerinin ikiger
ikiger ayrik sonsuz dizileri ile tamamlansin ve Z = |J_qocrcoo £k Olsun.

Boylece (Z,G,v) dl¢ii uzay1 ve ayrica B uzay: tanimlanmig olur. @) : B — B
tanimlamak i¢in oncelikle 7 : Z — Z dontisimi agagidaki gibi tanimlanir.

v = Twuoldugunda Xy ={j : j € X,v; > 0} ve P = X x X, olsun. Her (i, j) €
P icin &; = Tuifvj, iy = Ej(v§_1/uf_1)mj/mi olsun ve v = Tu oldugundan
her j € Xp i¢in 33, &; = 1 olduguy, ayrica Mu < wP~! oldugundan her i € X
icin Y jex, M < 1 gergeklendigi goz ontinde bulundurulsun. Dolayisiyla her I,
J € Xo, £(1;;) = &;m; ile n tane ayrik [;; alt-araliklarina boliinebilir ve her i € X
i¢in ¢(J;;) = n;; olacak sekilde J; icinde J;;, 7 € X, alt-araliklar1 bulunabilir. Bu
durumda, (7, j) € P olmak lizere S;; = I;; X J;, R;; = I; x J;; ve her iki birlesimde
(i,7) € P tizerinden alinmasi koguluyla E; = J S;;, E; = U R;; olsun. Her (¢, 7) €
P igin R;; ve S;;, £*-0lgiileri sifir-olmayan iki dikdortgendir. Dolayisiyla a;j, by,

cij ve d;; sabitler olmak tizere,
7ij (2, y) = (@@ + bij, ciy + dig)

formunda bir 7;; : R;; — S;; afin doniigtimii 7, R;; = S;; olacak sekilde tanimlanabilir.
Boylece; R tizerinde 7 dontisimi, her R;; tizerinde 7;; olarak tamimlanabilir. Do-
layisiyla 7 doniigiimleri R’den S {izerinde olur. Eger £*(Zy—R) = 0 ise bu durumda
7, U2 Zy lizerinde birim dontigiim olarak tanimlanir. Eger (2(Zy — R) > 0 ise
bu durumda 7, Zy — R’den Z; tlizerine ve k > 1 olmak tizere Z;’dan Zj, tizerine
tammlanir. Benzer sekilde, eger (?(Zy — S) = 0 ise 7, U2, Z_ tzerinde birim

doniisiim olarak tamimlanir; ¢2(Zy — S) > 0 oldugunda ise 7, Z_;’den Zy — S
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lizerine ve k > 2 olmak tlizere Z_j’dan Z_ ., lizerine tamimlanir. Dolayisiyla
T : Z — Z doniigimi tanimlanmig olur. Boylece her iki yonde de 7 terslenebilir,
olciilebilir ve non-singiiler olur.

7 déniigiimii v olgiisiini G € G olmak tizere 0(G) = v(77'G) olarak tanimlanan
o Olgiisiine tagisin. p = do/dv olsun ve Q : B — B, (x,y) € Z ve f € B olmak

Q) (@,y) = (p(z, )P f(7 (. y))

olarak tanimlansin. Bu durumda () operatorii B uzayimin pozitif terslenebilir
izometrisi olur (Dominated Ergodic Estimate).

D : L — B tamimi basittir. Eger; xg,, E; = I; X J;'nin karakteristik fonksi-
yonu ve r = (r;); € L ise Dr = S rixg, olur. Ayrica; E, Zy'm {Ey,...,E,}
parcalanigina gore kosullu beklenen deger operatorii oldugunda P : B — B,
Pf = E(xzf) olarak tamimlanir. Daha acik olarak, Pf = >, xp, — p— fE fdv
olur.

Son olarak her n = 0,1,... icin DT" = PQ"D esitliginin gerceklendigi

goriilmelidir. Bunun icin agagidaki gibi bir yol izlenmelidir.

Lemma 5.2.8. Bir (x,y) € Z noktasimn sadece x-koordinatina bagh Z tzerin-

deki iki fonksiyon f, g € L, olsun. Eger Pf = Pg ise PQf = PQg olur.

Kamt. F : I — R, (z,y) € Z ve f(x,y) = F(z) olacak sekilde bir fonksiyon
olsun. PQf asagidaki gibi hesaplanacaktir:

(Qf)(x,y) }: f z,y))Xs, (2, y)

/ Qfdv = Z / f( Tl] x,y))dzdy
_ZUZ ”)/ F(z,y)dady

Z] ij

_ ;(2) —pmj/f F(z)dx

m.
= TZ—]/ d
E@: J(mz> Elf v
olur. Bu ise,

PQf = %IXEj ZTJ; /E fdv (5.1)
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olmasi demektir. Eger Pf = Pg ise bu durumda

/fdl/:/ gdv
E; E;

olur, yani PQf = PQg elde edilir. ]

Lemma 5.2.9. Eger r € [, ise bu durumda

J

PQ(Y_rixe) = 3 (Tr)ixe,
olur.
Kanit. Yukaridaki (5.1) esitliginden elde edilir. O

Teorem 5.2.10. Her r € [, ve her n > 0 tamsayist i¢in

J

PQ" ZriXEi = Z(an)jXEj
olur.

Kamit. n tlzerinden indiiksiyon uygulanirsa, n = 0 icin teorem agiktir. Bir n
tamsayisi i¢in teoremin dogru oldugu varsayilsin. Eger f € L, fonksiyonu sadece
x-koordinatina baglh ise 'nun tanimindan agagidaki gibi @ f icin de ayni durum
dogrudur. Dolayisiyla Q" Y"; 7ix g, sadece x-koordinatina bagli olur. Dolayisiyla;

Lemma 5.2.8, Lemma 5.2.9 ve indiiksiyon hipotezi nedeni ile
PQ™Y rixm = PQPQ" Y _rixs,
= PQ Z(an)iXEi

= Z(Tnﬂ?n)jXEj

J

elde edilir. O

Lemma 5.2.8, Lemma 5.2.9 ve Teorem 5.2.10 birlikte diigiiniildiigtinde son elde
edilmek istenen esitlik saglanir.
Simdi bir takim argtimanlar ile sonlu boyutlu durumdan sonsuz boyuta gecilebildigi

goriilecektir.
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5.3 Banach Uzaylarinin Ultra Carpimlari

X bir topolojik uzay olsun. X ftizerinde herhangi bir sinirli, siirekli ve gergel
degerli bir fonksiyonun stirekli geniglemesi problemi; X* geklinde gosterilecek olan
X uzaymin Stone Céch kompaktlagtirmasidir. Genel topolojiden bilinen bu konu
hakkinda daha detayl bilgi i¢in [19] kullanilabilir.

Uzerinde asagidaki kosullar saglayan bir “<” bagmtisi konan bir A kiimesi,

“yonlendirilmis/directed” olarak adlandirilir.
(i) Her A € Aigin A < \;
(11) Eger )\1 S )\2 ve >\2 S )\3 ise )\1 S )\37

(iii) Eger A, Ay € Aise A\ < A3 ve Ay < A3 olacak sekilde bir A3 € A vardir.

¢

Bu durumda “<” bagintisinin A kiimesini “yonlendirdigi” soylenir.

A yonlendirilmig bir kiime ve z : A — R tiim sinirh reel degerli fonksiyonlarin
smifi ¢ olsun. Bu fonksiyonlar “simirh aglar” olarak adlandirihr ve z = {z,} veya
{Za}aca olarak kendi degerlerinin ailesi tarafindan belirlenir. Lineer iglemler ve
carpma igleminin olagan noktasal tanimlari ile { bir cebir olur. Ayrica,

liminf z, = sup [ inf z,,] ve lim SUD Zo = — lim inf(—za)

al€A azzag

olsun. Eger u : R — R siirekli ve z € ( ise bu durumda, (u o z), = u(z,) sinrh

bir ag tanimlar.

Lemma 5.3.1. Eger z € ¢ ise liminf, z, < LIMz < limsup,, 2, ve ejer u : R —
R stirekli ise LIM : ( — R homeomorfizmi (yani, lineer ve ¢arpimsal fonksiyon)

vardar.

Kamit. Ayrik topolojisi! ile birlikte A bir topolojik uzay olarak diisiiniilsiin. Bu
durumda A uzay1 lokal kompakt bir Hausdorff uzay1 olur. A uzaymin Stone Céch
kompaktlagstirmasi A* olsun. Bu durumda tanim nedeniyle, A* kompakt bir Ha-
usdorff uzaydir ve A uzayr homeomorfik olarak, her simirh (stirekli) z : A — R

fonksiyonu bir z* : A* — R siirekli fonksiyon genislemesine sahip olacak sekilde

LA topolojik uzayimmin ayrik topolojisi denildiginde A’nin her alt kiimesinin acik oldugu

hatirlansin.
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A* uzaymin yogun acik bir alt kiimesi olarak gomiiliidiir. Her o € A igin, A*
icinde {8 : 8 € A, B > a} kiimesinin kapanig1 C,, olsun. A kiimesi yonlendirilmig
oldugundan, {C,, }4ca ailesi sonlu kesigim 6zelligine sahiptir. Dolayisiyla Naea Ca
kesigimi bir o* noktasi igerir. LIMz = z*(a*) olsun. Bu durumda, lemmanin

kogullarinin gerceklendigini gormek kolaydir. O

Bu lemma icinde elde edilen fonksiyon “limit fonksiyonel” olarak adlandirilacak
ve bu fonksiyonelin degeri LIM,z, olarak gosterilecektir. Eger {z,} yakimsak bir
ag ise LIMyz, = lim, z, olur. Her a > « igin 2, = 2/, olacak sekilde bir ag
oldugunda z, 2’ € ¢ ise bu durumda LIM,z, = LIM,z., olur.

Bu 6n hazirliktan sonra Banach uzaylariin ultra carpimlar asagidaki gibi
tanimlanabilir:

A yonlendirilmig bir kiime ve her a € A i¢in W,, bir Banach uzay1 olsun. Bu
Banach uzaylarmin {W,} ailelerinden yeni bir W Banach uzay1 tanimlanacak
ve W, uzaylarimin “ultra carpimi” olarak adlandirilacaktir. VW icindeki noktalar
a € A indisleriyle w = {w,} formundaki ailelerdir ve her a € A igin w, € W,
olur, ayrica {||wq||} smurh bir ag olur. v, w € W ve a, b € R olmak tizere; W
icindeki lineer bilegimler av + bw = {av, + bw,} ve norm ||w| = LIM, |wa]|
olarak tamimlanir. ||w| = 0 iken w = 0, yani her a € A i¢in w, = 0, olmasi
gerektirmediginden bu norm, sadece sozde norm belirtir. W itizerinde bir denklik
bagintisi,

w~w ancak ve yalmz |w —w'|| =0

olarak tanimlanir. Norm elde etmek i¢in; WW uzayinin, denklik siniflarinin kiimesi
tarafindan her zamanki gibi degigtirilmesi gerekir. Bununla birlikte, VW uzayimin
elemanlar1 ile dogrudan ¢alisma ve B i¢indeki denklikleri ve egitlikleri farketmek

daha kullanmighdir.
Teorem 5.3.2. W bir Banach uzayidar.

Kamit. W uzaymm (sézde) normlu bir vektor uzayi oldugu aciktir. Tamlik ise
asagidaki Lemma 5.3.4 ile esdeger olarak goriiliir. Lemma 5.3.4 verilmeden once

bir teknik gercek gosterilecektir. O

Lemma 5.3.3. Her w € W ig¢in bir v € V elemam, v ~ w ve her a € A i¢gin

|lvall = |lwl]| (=|v]|) olacak sekilde vardur.
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Kamit. ||w|]| = 0 ise v, = 0 olsun. ||w|| > 0 ise, Ao = (JJw||/||w| V |Jwall)
tanimlansin ve v, = A\,w, olsun. Bu durumda, LIM,\, = 1 oldugundan ||v,|| <

|wl|| ve v ~ w olur. Sonug olarak,
[ —wl[| = LIMa|1 = Al [Jwall = 0
elde edilir. n

Lemma 5.3.4. 32, ||w"|| < oo olacak sekilde W iginde bir dizi {w"};°, olsun.
Bu durumda, W i¢inde Y00, w" = w olacak sekilde bir w € W elemans vardar,

yani lim, |3, w' — w|| = 0 olur.

Kanat. Bir 6nceki lemma nedeniyle, her n i¢in ||o7]] < ||w™|| olacak sekilde bir

n

v" ~ w" bulunur. Dolayisiyla her v € A igin >2°°, ||[v"]| < oo olur ve W, bir

Banach uzay1 oldugundan W, icinde >°°° ; v7 = w, olacak sekilde bir w, vardir.

Bu durumda her a € A i¢in

) )
lwall < DMl < 3 flw"]]
n=1 n=1

oldugundan {w,} € W olur. Ayrica n — oo igin

Zwi—wH: Zvi—wH:LIMa Zvai—wa < LIM, Z vi
i=1 i=1 i=1 t=n+1
< LIM, Z le = Z Hwz
i=n+1 i=n+1
0’a yakinsar. O

Simdi, eger her W, uzay1 bir L, uzay1 ise W uzaymin da bir L, uzaymna
izomorfik oldugu gozlemlenecektir. Gergekten, W uzay: icinde bir v < w kismi
siralamasi her o € A igin v, < w, olarak diigiiniilstin. Buna kargilik gelen maksi-

mum ve minimum iglemleri sirasiyla
vV w={v,Vw,}, vAw={vyAw,}

ve W uzaymin pozitif konisi wt = {w : w € W, w > 0} olur. Agagida verilecek
olan lemma; bu iglemlerin, W uzayiin denklik siniflari izerinde tanimlanabilecegini
ve norm topolojisine gore siirekli olduklarini gosterir. Dolayisiyla, bu tanimlarla

W uzaymin bir Banach orgiisi oldugu gortliir.
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Lemma 5.3.5. Eger v ~ v ve w ~ w' ise bu durumda, vV w ~ vV w' ve
7

vAw ~ v AW olur. Eger v™ ve w™ swraswla, W icindeki v ve w elemanlarina

yakinsiyorsa, bu durumda vV w™ ve v Aw™ siraswyla VW ig¢indeki vV w ve v Aw

elemanlarina yakinsar.

Kamit. [3, (3.5) Lemmal. O
Lemma 5.3.6. Ejer v, w € W vev Aw = 0 ise ||v+ w|” = ||v]|P + ||w||" olur.
Kanat. [3, (3.6) Lemmal. O

Kakutani Teoremi'nin bir genellestirmesi, Lemma 5.3.6 i¢inde belirtilen ozellige
sahip bir Banach orgiistiniin bir L, uzayina sira izomorfik oldugunu gosterir. Do-
layisiyla her W, bir L, uzay: ise bu durumda baska bir B uzay1 (L, uzay1),
bir ¥ : W — B pozitif izometrik izomorfizmi aracihigiyla W uzayr B uzayi ile
belirlenebilecek sekilde vardir.

2. Genel Durumda Ana Ispat: Keyfi bir (X, F,u) lcii uzay ile iligkili
bir L, uzay1 olan L olsun. X uzaymin bir yari-parcalanigi denildiginde, sonlu
olciiler ile olciilebilir kiimelerin sonlu ayrik bir ailesi anlagilacaktir. X uzayimin
tiim yari-parcalanmislarinin kiimesi A olsun. A icindeki bir kismi siralama o < o
olarak gosterilsin, yani « igindeki her kiime o’ i¢indeki kiimelerin birlegimi olarak
yazilsin. Bu durumda A kiimesinin yonlendirilmis bir kiime oldugu aciktir. «
yari-parcalanigina gore her o € A igin £, : L — L kosullu beklenen deger
operatori olsun, bu fonksiyonlar o nmin kiimeleri iizerinde ortalama degerlerini
ve bu kiimelerin diginda 0 degerini alsin. Sabit her f € L icin {E,f} ag f
fonksiyonuna yakinsar, yani lim, ||f — E,f|| = 0 olur. Son olarak, L, = E,L
sonlu boyutlu bir L, uzay1 olan E, nin goriintiisi olsun.

Simdi T : L — L pozitif bir daralma olsun. T, : L — L, operatoru T, =

E.TE, olarak tamimlansin. Her n = 1,2, ... tamsayisi ve her f € L i¢in
lin |72 = "] = 0

olur. Ayrica T, operatoriiniin L, tizerinde etki ettigi dustiniilebilir. Dolayisiyla
sonlu boyutlu bir L, uzayi tizerinde bir T, : L, — L, pozitif daralmasi elde edilir.

Dolayisiyla sonlu boyutlu uzaylar icin Genlegtirme Teoremi; Q, : W, — W,
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pozitif terslenebilir bir izometri, P, pozitif bir projeksiyon ve D, : L, — W,
bir pozitif izometri olmak tizere DT = P,QLD,, esitligi saglanacak sekilde her
a € A igin bir W, L, uzaymin oldugunu gosterir. Bu durumda, W, uzaylarmin
ultra carpimi olan W uzayi elde edilirve Q : W — W, P W — Wve D : L - W
w = {wy} € W ve f € L olmak iizere Q{w,} = {Qows}, P{ws} = {Pows} ve
Df = {D.E,f} olarak tamimlanir. PQ"D = DT" esitligini gérmek igin her iki

tarafa f € L fonskiyonu uygulanirsa,
PQan = {PanDaEaf}a DTnf - {DaEaTnf}

olur ve

PanDanaf = DaTgEocf = DozT(;Lf

elde edilir. Ayrica D, bir izometri oldugundan
DTS = Do BT f|| = || T3 f — ET" ]|

bulunur. Fakat lim,, |72 f — E,T"f|| = 0 olmasi, {D,T2 f} ~ {DyE,T"f} veya
PQ"Df ~ DT" f oldugunu gosterir. Dolayisyla PQ"D = DT™ olur.

Simdi agiktir ki, bir 6nceki béliimde verilen VW uzayimin kismi siralamasinda
Q : W — W operatorii pozitif terslenebilir bir izometri, D : L — W ope-
ratori pozitif bir izometri ve P : YW — W operatori pozitif bir projeksiyondur.
W genel bir Banach orgiisii olarak elde edilmesine ragmen, bir onceki boliimde
bahsedilen Kakutani Teoremi bir ¥ : W — B porzitif izometrik izomorfizminin ve

bir B uzaymn (L, uzaymin) var oldugunu gosterir. Bu ¥; @), D, P operatorlerini
Q =VQV':B—-B, D=VYD:L—-B, P=VYPU':B>B

olarak B ile iligkili ), D', P" operatorlerine tagimak icin kullamlabilir. Boylece
Teorem 5.2.1 in tiim kosullar1 gergeklenir.

Son olarak asagida, teoremde kullanilan pozitif projeksiyon ile ilgili bir ger¢ekten
bahsedilecektir. Eger L ile B, L, uzaylar1 ve D : L — B pozitif bir izometri ise
bu durumda DL asagidaki gibi karakterize edilebilir. Eger B = L,(Z, G, v) ise bir
Go C G alt o-cebri ve Zy € Gy kiimesi; v Olglisii, v Olgiistiniin Zy N Gy kiimesine

kisitlamst oldugunda DL = L,(Zy, Zy N Gy, 1) olacak sekilde vardir. Dolayisiyla
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bir Il : B — B pozitif projeksiyonu I1B = DL olacak sekilde vardir. Bu projek-
siyon; Gy cebrine gore kosullu beklenen deger operatorii £ ve f € B oldugunda
IIf = E(xz,f) olarak tamimlanir. Teorem 5.2.1 iginde D : L — B pozitif izometri
oldugu halde yukaridaki kanitta elde edilen P : B — B pozitif projeksiyonu dogal
IT projeksiyonu degildir. Ancak bir L, uzay1 olarak WV uzaymin gosteriminin daha
dikkatli bir analizi I1IQ"D = PQ"D oldugunu gosterir, yani II ayn1 zamanda Te-
orem 5.2.1 iginde gerekli olan pozitif projeksiyon olarak kullanilabilir. Ancak bu

ithmal edilecektir.
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5.4 Dinamik Sistem ve (")rgii Genlestirmeleri

E bir normlu vektér uzay: olsun. = € E ise & : B — C, 2(f) = f(z) olarak
tanmimlanir. Bu durumda z — & dontigimii £ den E” igine lineer bir izometri
olur. E = {# : 2 € E} olsun. E” her zaman tam oldugundan, £ min E” icindeki
E kapanigi bir Bancah uzay1 olur ve x — 2 dontigimii £ uzayimni E uzayl1 igine
yogun bir alt uzay olarak gomer. E, FE uzaymin “tamlanigi” olarak adlandirilir.
Eger E sonlu boyutlu ise E =E" esitligi gerceklenir. Sonsuz boyutlu Banach
uzaylari igin E=FE" esitligi her zaman gerceklenmeyebilir, eger gergekleniyorsa
E wuzay1 “refleksif/yansiyan” olarak adlandirihir. Yani; eger bir £ Banach uzay1
icin, J : £ — E” kanonik gbmme operatorii ortense, yani kanonik gémme ile

E = E” oluyorsa, o zaman E uzay1 “refleksif/yansiyan” olarak adlandirilir.

Tanim 5.4.1. E bir (reel ya da kompleks) Banach drgisii ve T € B(E) olmak
tizere (E,T) ikilisi bir “dinamik sistem” olarak adlandirilir. Eger bir ® : 1 — Ey
Banach orgii izomorfizmi (yani izometrik vektor orgi izomorfizmi) Tyo® = ®oTy
olacak sekilde varsa (Ey,Ty) ve (Eq,Ty) dinamik sistemlerinin “izometrik” oldugu

soylenir.

Tanim 5.4.2. Eg”erT bir Banach orgi izomorfizmi ise ve bir I : E — F izometrik
orgu injeksiyonu ile Q - E—> E pozitif daralmast hern =10,1,2,... icin
T’n.

J T

~ ~

E — F

degismeli olacak sekilde var ise (E,T) dinamik sistemi, (E,T) dinamik siste-
mainin bir “orgu genlestirmesi” olarak adlandirilir. Eger yukaridaki diyagram; T
sadece pozitif bir operator olarak kabul edildiginde verilen I ve Q icin degismeli
ise (E, T) dinamik sistemi, (E,T) dinamik sisteminin bir “pozitif genlestirmesi”

olarak adlandirilar.

Orgii genlestirmeleri icin bir sonraki bolitmde verilecek olan teoremler icin de

kullanilacak olan agagidaki gozlem, oldukga kullanighidir.
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Gozlem 5.4.3. Iki pozitif genlestirmenin bilesimi yine bir pozitif genlestirme
olur. Daha a¢ik olarak; (E,T) dinamik sisteminin bir pozitif genlestirmesi (E,T)
ve (E,T) dinamik sisteminin bir pozitif genlestirmesi (E,T) ise bu durumda;
(]_3], T) dinamik sistemi, (E,T) dinamik sisteminin bir pozitif genlestirmesi olur.

Yani pozitif genlestirme, gecisme ozelligine sahiptir.

AM-Uzaylari Uzerinde (")rgii Genlesgtirmeleri:

Keyfi bir £ Banach orgiisii iizerinde bir pozitif T operatorii i¢in bir orgii gen-
lestirmesi insa etme problemi zordur. Bu nedenle u birimi ile £ nin bir AM-uzay1
oldugu durumdaki yapi incelensin. Kakutani Gosterim Teoremi nedeni ile; X
kompakt ve X {izerindeki birim fonksiyon u = 1x olarak gosterilmek iizere? bu-
radaki F, her zaman bir C'(X) Bancah orgiisii olarak temsil edilecektir. Ayrica,
T € B(E) pozitif operatoriiniin 71 = 1 esitligini sagladigi varsayilacaktir. (E,T)
dinamik sisteminin bir orgii genlegtirmesinin ingasi i¢in agagidaki gibi devam edi-

lecektir:

(i) X = X% ve F := C(X) olarak tammlansm. F i¢inde, f; € C(X) olmak
lzere
Q fi+ (w5); = [ fi=))
fonskiyonlarimin tiim sonlu toplamlarimin @, C(X) alt-uzay1 yogun bir

alt-cebir olur.

(ii) £ € Z olmak {iizere, k. koordinat {izerine olan (z;); + x projeksiyonu
i X = X ile gosterilsin. Her k£ € 7 i¢in I.f = f o4, saglanacak sekilde
bir I : C(X) — C(X ) izometrik 6rgii injeksiyonu bulunur (bu notasyon
kullamlarak ®",, f; = [1", 1;f; elde edilir). I := I, olarak secilsin.

(iti) C(X) tizerinde; X iizerindeki (z;); — (;_1); saga Gteleme doniisiimii -yani,
her f € C(X) icin Tf((x])]) = f((xj_l)j) - ile olugturulan 7" érgii izomor-

fizmi diigtiniilstin. Bu durumda her k € 7 icin TFI =1, esitligi saglanir.

(iv) Bu insadaki kritik nokta uygun bir Q : C'(X) — C(X) secimidir. (C(X),T)

dinamik sisteminin, (C(X),T") dinamik sisteminin 6rgii genlegtirmesi olmasi

2A C X kiimesinin karakteristik fonksiyonu 14 ve 1x igin bazen 1 yazilacaktir.
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icin 0 < k icin QI_f = T*f esitliginin saglanmasi ve f € C(X) olmasi
gerekir. Agagidaki lemma nedeniyle boyle bir Q dontigiimiintin var oldugu

sonucuna ulagilir.

Lemma 5.4.4. Qy : @, C(X), Quly = 1x ve 0 < f; € C(X) ise Qo(®", f;) >

0 saglanacak sekilde bir lineer operator olsun. Bu durumda QO operatori bir

Q:C (X' ) = C(X) pozitif daralmasina strekli olarak genisler.

Kanat. [11, Lemma 2.1]. O

Onerme 5.4.5. T1 = 1 olmak iizere her (C(X),T) dinamik sistemi bir érgii gen-

lestirmesine sahiptir.
Kanat. [11, Proposition 2.2]. O

AL-Uzaylar: Uzerinde Orgﬁ Genlestirmeleri:

Burada, AL-uzaylar tizerindeki pozitif daralmalar i¢in 6rgii genlestirmelerinin
varlhigi hakkinda konusulacaktir. Bir onceki kisimda anlatilan AM-uzaylar tize-
rindeki orgii genlegtirmelerinin yapisina benzer sekilde bir yap1 burada da kuru-
labilir.

Buradaki motivasyon; 7' € B(E) pozitif bir daralma ve u zayif sira birimi ile
E bir AL-uzay1 olarak kabul edildiginde, yine Kakutani Gosterim Teoremi’nin
kullanmlmasi, £ uzaymin Ly (X, %, 1), u(X) < oo, dualinin ise E' = L (X, X%, u)
olarak temsil edilmesi ve 71 < 1 esitsizliginin saglanmasidir. Bu aciklanan durum

ile ilgili daha detayli bilgi [11] i¢inde bulunabilir.
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5.5 Pozitif Daralmalarin (")rgii Genlestirmeleri

Daha onceden de bahsedildigi gibi L, uzaylar: i¢in genlestirme kavrami iizerinde
[11] iginde durulmustu. Buradaki amag, 1 < p < oo olmak {izere tiim L, uzaylar
icin benzer fikri vermektir. Bunun igin, M. A.Akcaoglu tarafindan gelistirilen ve,
“Refleksif bir L, uzay1 tizerindeki her pozitif daralma, orgii genlestirmesine sa-

Y

hiptir. ” olarak bilinen sonucun fonksiyonel analitik bir ispat1 verilecektir.

Teorem 5.5.1. E refleksif bir L, uzayr olsun. Her T' € B(E) pozitif daralmast
zayif sira birim ile bir E L, uzay: uzerinde bir T orgu genlestirmesine sahiptir.

Daha acik olarak; her n =0,1,2,... icin

E ", F
fl [Q
TTL

degismeli olacak sekilde sonlu bir (X,/l) oleti uzay, bir T € B(E) Banach érgii izo-
morfizm, E = Lp(f(,/l), bir [ © E — E izometrik orgi injeksiyonu ve bir

Q . E—> E pozitif daralmast vardur.

Kanat. [3] icinde geligtirilen ultra ¢arpim teknigi nedeni ile bu teoremin ispatim
sonlu boyutlu E uzay: icin vermek yeterlidir. Ancak, sonlu boyutlu bir £ L,
uzayl icin Tu < v?! ve T'v < wP~! olacak sekilde 0 << u € E ve 0 <<
v € E' zayif sira birimlerinin varligi bilinmektedir (vyLlwv; oldugunda vy :=
(Tu)P™! ve v := vy + vy >> 0 almirsa, Teorem 5.2.6 nedeni ile bir u >> 0,
T'(Tu)P~ < uP~! olacak sekilde vardir.) Dolayisiyla buradaki orgii genlegtirmesi
(bkz. Gozlem 5.4.3) Lemma 5.5.2 igindeki pozitif genlegtirme ve Lemma 5.5.3

icindeki orgii genlegtirmesinin birlikte diigiiniilmesiyle elde edilebilir. O]

Lemma 5.5.2. 1 < p < oo ve pu(X) < oo igin E' = Ly(X, ) tdzerinde bir daralma
T olsun. Tu < vi7! ve T'v < uP~! olacak sekilde 0 << u € E ve 0 << v € E'
zayf sura birimlerinin oldugu varsayilsin. Bu durumda (E,T), 0 << u € LP(X, i)
ve 0 << ¥ € Ly(X, i) zayif sura birimleri igin T'0 = 42~ ve T'i = 0P~ saglanacak

sekilde bir (LP(X,[L),T) pozitif genlestirmeye sahip olur.
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Kamt. X = X U{y, z},
a=<u,u’ P =Tv> ve fi:=<vi —Tu,v>

oldugunda, i := u+ ad, + 9, olarak segilsin. E= L,,(X , 1) i¢inde uygun sekilde
bir projeksiyon bandi ile E = L,(X, p) belirlenir; I ve Q sirasiyla karsilik gelen

injeksiyon ve projeksiyon olarak alinir. Son olarak,
T:=T+ @2Y78) ', ® (v = Tu+1,) + 2Y%) (WP = Tv+1,)®1,
olarak tanimlanirsa
u=u+1,+ 2P, ve D=0+ 21/q]1y + 1,

icin gerekli kogullar saglayan 7' daralmasinin pozitif genslestirmesi elde edilmis

olur. ]

Lemma 5.5.3. 0 << u € E ve 0 << v € E' zayf swra birimleri i¢in Tu = vi~1
ve T'v = uP~! egitliklerini saglayan E = L,(X, p) tzerindeki bir daralma T olsun.

Bu durumda (E,T) bir (L,(X, 1), T) orgii genlestirmesine sahip olur.

Kanat. v = 1 oldugu varsayilsin ve

St 8-t Loo(pt) = Leo(p)

operatorleri

S, f=(T1)™"-Tfve S_:=T(vf)

olarak tamimlansin. [11] i¢inde oldugu gibi ve &zellikle de Lemma 5.4.4 nedeniyle

fj € O(X) i¢in
é)fj — S (faS-(fear - S fn) - NS (iS4 (f2 -+ Sy fn) -+ )
siirekli genigleme ile bir
Qo : C(X?) = Loo(X, 1)

pozitif lineer operatorii elde edilir. Eger

~

fi = po Qo
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olarak tanimlamrsa X := XZ {izerinde bir Radon olciisii elde edilir ve Qo pozitif
daralmas: L (X, i) uzaymdan Ly (X, /1) uzay1 i¢ine genisletilebilir. Riesz Conve-

xity Teoremi nedeniyle, kisitlanig1 olan
Q¢ Ly(X, 1) = Ly(X. )

operatorii de pozitif daralma olur. Benzer argimanlar kabul edilen injeksiyonun

0. koordinati igin uygulanirsa (bkz. 5.4(ii))

~

Iy : C(X) = C(X)
olur ve bir
I:Ly(X, 1) — Ly(X, 1)

izometrik 6rgii injeksiyonu elde edilir. Ayrica Q=1 saglanir. Simdi, X tizerinde 7
sag Oteleme operatoriine indirgenen C' (X ) tizerindeki Orgii izomorfizmi g6z éniine

almsim (bkz. 5.4(iii)). Bu operatér ve f := ®", f; € C(X) icin
[ Fordii= [ S (foS (1 NAS(FS4(fy-))dn
_ / vfoS_(fa - )T(f1S(fo---))du
= [ S ) foSs(iSy (o ))vdn
= [Qf wiap= [ fI-vdj
elde edilir, dolayisiyla 7, bir

A A~ A~

s L,(X. ) = Ly(X. 1)
Banach orgii izomorfizmi tanimlamak i¢in kullanilabilir, yani
Tf=Iv"" for
olur. Boylece,
/\Tﬂd@ :/\qu—l forfdp= /qu|f|por_1dﬂ :/\f}pdg
elde edilir. Son olarak T operatoriiniin 7 operatoriiniin bir genlegtirmesi oldugu,
yanin =0,1,2,... i¢cin QT =T" oldugu gosterilmelidir. Bu amacla, ilk olarak

f € LP(X7 lu) lgln
T Iif=vi"'® @01 f
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esitliginin gergeklenir ve dolayisiyla n > 0 ve f,g € L,(X, ) igin
<QT"If,g>=<T"IfQ'g>
:/v8_1®---®vg:11®fn-fgdu
= [Qui @ 2t @ fu)gdn
=<T"f,g>

oldugu elde edilir.
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