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ÖZET

ESASLI N�LPOTENT LIE CEB�RLER� �Ç�N BERGER-WANG

FORMÜLÜ

Nuri Umut ARSLANDO�AN

Bu tez çal�³mas�nda, e§er A(L), bir Lie cebri taraf�ndan üretilen ka-

pal� bir Banach cebri ise, her önkompakt M ⊂ A(L) alt kümesi için

ρ(M) = r(M) Berger-Wang formülünün sa§land�§� gösterilmi³tir. Bu-

rada, ρ(M) ve r(M) s�ras�yla, ortak spektral yar�çap� ve Berger-Wang

spektral yar�çap�n� göstermektedir. Ayr�ca, esasl� nilpotent ve çözüle-

bilir Lie cebirleri taraf�ndan üretilen kapal� Banach cebrinin her ön-

kompakt alt kümeleri için de Berger-Wang formülünün sa§land�§� gös-

terilmi³tir. Son olarak, yar�çözülebilir Lie cebirleri taraf�ndan üretilen

Banach cebirlerinin her önkompakt alt kümeler için Berger-Wang for-

mülünü sa§lay�p sa§lamad�§� aç�k problem olarak ortaya konmu³tur.

Anahtar Kelimeler : Berger-Wang formülü, Lie cebirleri,

ortak spektral yar�çap, topolojik radikaller.
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ABSTRACT

BERGER-WANG FORMULA FOR ESSENTIALLY NILPOTENT

LIE ALGEBRAS

Nuri Umut ARSLANDO�AN

In this thesis, it proved that if a closed Banach algebra A(L) is ge-

nerated by a nilpotent Lie algebra L, then the Berger-Wang formula

ρ(M) = r(M) holds for every precompact subset M ⊂ A(L), where ρ(M)

and r(M) denote the joint spectral radius and Berger-Wang spactral

radius of M , respectively. It is also proved that Berger-Wang formula

holds for a closed Banach algebra generated by both an essentially

nilpotent and solvable Lie algebra for every precompact subsets of it.

Finally, it is presented whether Berger-Wang formula holds for a Ba-

nach algebra generated by a quasisolvable Lie algebra or not as an open

problem.

Keywords : Berger-Wang Formula, Lie algebras

joint spectral radius, topological radicals.
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BÖLÜM 1

G�R��

1960 y�l�nda Rota ve Strang [16] bir normlu cebrin s�n�rl� bir alt kümesi için

ortak spektral yar�çap� tan�mlam�³lard�r. Ortak spektral yar�çap kavram� dalga-

c�k teorisi, fark denklemleri, operatör teori ve de§i³mez alt uzaylar teorisi gibi

matemati§in bir çok alan�nda uygulamalar�n� bulmu³tur. Bu ilgi ortak spektral

yar�çap hesaplama formülleri üzerine çal�³mak için te³vik edici olmu³tur. Ortak

spektral yar�çap hesaplama için önemli bir formülü 1992 y�l�nda Berger ve Wang

[4] sonlu boyutlu do§rusal uzaylar üzerinde tan�ml� operatörlerin s�n�rl� bir ailesi

için vermi³tir. Bu formül s�n�rl� bir alt kümenin farkl� bir spektral karakteristi§ini

içermektedir. Bu da Berger-Wang spektral yar�çap� olarak adland�r�lmaktad�r. Bu

çal�³malar�nda Berger ve Wang, sonlu boyulu do§rusal uzaylar üzerinde tan�ml�

operatörlerin s�n�rl� bir alt kümesinin ortak spektral yar�çap�n�n, tan�mlad�klar�

Berger-Wang spektral yar�çapa e³it oldu§unu göstermi³lerdir. Bu e³itlik Berger-

Wang formülü olarak bilinir. Bu formül çok önemlidir çünkü ortak spektral yar�-

çap ile operatörlerin spektrumlar� aras�ndaki ili³kiyi vermektedir. 2000 y�l�nda da

Shulman ve Turovskii [17] Berger-Wang formülünün sonsuz boyutlu Banach uzay-

lar� üzerinde tan�ml� kompakt operatörlerin önkompakt kümeleri ve esasl� skaler

operatörlerin önkompakt kümeleri için sa§land�§�n� göstermi³lerdir. Shulman ve

Turovskii'nin sonsuz boyutlu Banach uzaylar� üzerinde tan�ml� kompakt opera-

törlerin önkompakt alt kümeleri için do§rulu§unu gösterdikleri bu Berger-Wang

formülü özellikle operatör yar� gruplar�n� ve Lie cebirlerini incelemek için kulla-

n�lm�³t�r. Bu formülün kullan�³l�l�§�n� anlamak için Volterra yar�grup problemi
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olarak bilinen "Volterra operatörlerin herhangi bir yar�grubu de§i³mez alt uzaya

sahip midir?" probleminin [21] kolayca çözülebildi§ini görmek yeterlidir. Ayr�ca

Shulman ve Turovskii yine [17] de Genelle³tirilmi³ Berger-Wang Formülü olarak

bilinen ve ortak spektral yar�çap�n, Berger-Wang spektral yar�çap� ile esasl� spekt-

ral yar�çaptan büyük olan�na e³it oldu§unu ifade eden formülü ve bu formülün

geçerli oldu§u baz� durumlar� vermi³lerdir. Shulman ve Turovskii 2012 y�l�nda

ki [20] deki çal�³malar�nda ise genelle³tirilmi³ Berger-Wang formülünün sonsuz

boyutlu Banach uzaylar�nda s�n�rl� operatörlerin önkompakt bir alt kümesi için

de gerçeklendi§ini göstermi³lerdir. 2010 y�l�nda ise R.T.M�s�rl�o§lu [13] daki çal�³-

mas�nda Berger-Wang formülünün s�n�rl� operatörlerin birlikte kompakt kümeleri

için gerçeklendi§ini ispatlam�³t�r.

Bu tez çal�³mas� iki ana bölümden olu³maktad�r. �kinci bölüm temel tan�m ve

kavramlar� içermektedir. Bu bölümde normlu uzaylar, bölüm uzaylar�, spektral

özellikler, topolojik radikaller Lie cebirleri ve Berger-Wang formülü konular� çal�-

³�lm�³, tan�mlar, özellikler ve baz� önemli teoremler verilmi³tir. Üçüncü bölümde

ise nilpotent ve esasl� nilpotent Lie cebirleri taraf�ndan üretilen kapal� Banach

cebirlerinin her önkompakt alt kümesi için Berger-Wang formülünün sa§land�§�

gösterilmi³tir. Ayr�ca çözülebilir Lie cebirleri taraf�ndan üretilen Banach cebir-

lerinin her ön kompakt alt kümesi için de Berger-Wang formülünün sa§land�§�

gösterilmi³tir. Son olarak ise dördüncü bölümün olan son k�s�mda, daha geni³ bir

cebir olan yar�çözülebilir Lie cebirleri taraf�ndan üretilen Banach cebirlerinin her

önkompakt alt kümesi için de Berger-Wang formülünün sa§lan�p sa§lanmad�§�

aç�k problem olarak verilmi³tir.
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BÖLÜM 2

TEMEL KAVRAMLAR VE

TANIMLAR

Bu bölümde kullanaca§�m�z kavramlar�n tan�mlar�yla, ilgili önerme ve teorem-

leri verece§iz.

2.1 Normlu Uzaylar

X, F cismi üzerinde vektör uzay� olsun. X üzerindeki bir norm a³a§�daki özellikleri

sa§layan bir

‖ . ‖: X→ R

fonksiyonudur: Her x, y ∈ X ve her α ∈ F için

(1) ‖ x ‖≥ 0

(2) ‖ x ‖= 0 ⇐⇒ x = 0

(3) ‖ αx ‖=| α |‖ x ‖

(4) ‖ x+ y ‖≤‖ x ‖ + ‖ y ‖

Tan�m 2.1.1. Üzerinde ‖ . ‖ normu tan�mlanm�³ olan bir X vektör uzay�na

normlu vektör uzay ya da sadece normlu uzay ad� verilir ve (X, ‖ . ‖) ile gösterilir.

X bir normlu uzay ise ‖ x ‖= 1 e³itli§ini sa§layan x ∈ X vektörüne birim vektör

ad� verilir.
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(X, ‖ . ‖) bir normlu uzay olsun. d(x, y) =‖ x − y ‖ ile tan�ml� d : X × X → R

fonksiyonu X üzerinde bir metrik tan�mlar.

Tan�m 2.1.2. Bir vektör uzay, normdan indirgenen metrik ile tam ise Banach

uzay� olarak adland�r�l�r.

Her normlu uzay tam olmayabilir fakat daha büyük bir Banach uzay�n�n alt kü-

mesi olarak kabul edilebilir. Tam olmayan bir X normlu uzay�n� içeren en küçük

Banach uzay�na X uzay�n�n tamlan�³� denir. Biz tamlan�³� X̃ ile gösterece§iz.

E§er X, bir normlu Y uzay�n�n bir alt uzay� ise bu durumda X̃, X alt uzay�n�n

Ỹ içindeki kapan�³� olarak tan�mlan�r. Dolay�s�yla X alt uzay�n�n Y uzay�ndaki

kapan�³�n� X = X̃ ∩ Y ³eklinde yazabiliriz.

X ve Y ayn� F skaler cismi üzerinde iki vektör uzay� olsun. Bir T: X → Y

fonksiyonu her α, β ∈ F ve x, y ∈ X için

T (αx+ βy) = αT (x) + βT (y)

özelli§ini sa§l�yorsa T ye bir lineer operatör ad� verilir. T(x) gösterimi yerine

kolayl�k olmas� için Tx kullan�lacakt�r.

T: X → Y ³eklinde tan�ml� tüm lineer operatörlerin kümesini L(X, Y ) ile göste-

rece§iz. E§er Y = X ise L(X,X) yerine k�saca L(X) gösterimi kullan�l�r.

(X, ‖ . ‖X) ve (Y, ‖ . ‖Y ) normlu vektör uzaylar ve T : X → Y lineer operatör

olsun. E§er her x ∈ X için

‖ Tx ‖Y ≤ k ‖ x ‖X (2.1)

olacak ³ekilde pozitif bir k reel say�s� varsa T ye s�n�rl� operatör denir. Uygula-

mada farkl� uzaylar üzerinde tan�ml� normlar�n hepsi ayn� simge ile gösterilir ve

(2.1) için

‖ Tx ‖ ≤ k ‖ x ‖

yaz�l�r. X ve Y normlu vektör uzaylar olsun. X den Y ye tan�ml� bütün s�n�rl�

lineer operatörlerin kümesini B(X,Y) ile gösterece§iz. Yine ayn� ³ekilde X=Y

için B(X, Y ) yerine k�saca B(X) gösterimi kullan�l�r.

X ile Y normlu uzaylar ve T : X → Y operatörü için operatör normu

‖T‖ = sup
‖x‖≤1

‖Tx‖ = sup
‖x‖=1

‖Tx‖
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³eklinde tan�mlan�r. S�n�rl� bir T operatörü için ‖ T ‖<∞ dur. S�n�rl� bir opera-

törün normu ayn� zamanda

‖T‖ = min {M ≥ 0 : ‖Tx‖ ≤M ‖x‖ her x ∈ X için}

³eklinde de tan�mlan�r.

Tan�m 2.1.3. A bir vektör uzay� olsun. Her x, y, z ∈ A ve her α skaleri için

(1) x(y + z) = xy + xz

(2) (x+ y)z = xz + yz

(3) (αx)y = α(xy)

özelliklerini sa§layan ve çarp�m olarak adland�r�l�an (x, y) → xy ikili i³lemiyle

donat�lan A vektör uzay�na cebir denir.

Her x ∈ A için xe = ex = x ko³ulunu sa§layan e ∈ A vektörü birim vektör

olarak adland�r�l�r. Birim vektöre sahip bir cebre ise birimli cebir denir. Ayr�ca her

x, y, z ∈ A için (xy)z = x(yz) ko³ulunu sa§layan cebir birle³meli cebir, her x, y ∈

A için xy = yx ko³ulunu sa§layan cebir de de§i³meli cebir olarak adland�r�l�r.

Bir A cebri, her x, y ∈ A için ‖xy‖ ≤ ‖x‖ . ‖y‖ ko³ulunu sa§layan bir ‖.‖ normu

alt�nda Banach uzay� ise Banach cebri ad�n� al�r.

2.2 Bölüm Uzaylar�

V , F cismi üzerinde bir vektör uzay� ve W ⊂ V alt uzay olsun. Her v ∈ V için

v + W = {v + w : w ∈ W} ile tan�ml� v + W kümesi, V uzay�n�n alt kümesidir

ve W kümesinin elemanlar�na v eleman�n�n eklenmesiyle elde edilir. 0 ∈ W ve

v = v+0 oldu§undan v ∈ v+W dir. v+W formundaki alt kümeyeW kümesinin

V uzay�ndaki bir koseti denir.

Önerme 2.2.1. v, v′ ∈ V olsun. Bu durumda v +W = v′ +W olmas� için gerek

ve yeter ko³ul v − v′ ∈ W olmas�d�r.
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Kan�t. v + W = v′ + W olsun. v ∈ v + W oldu§undan v ∈ v′ + W olur. Bu

durumda v = v′ + w olacak ³ekilde w ∈ W vard�r. Buradan da v − v′ = w ∈ W

elde edilir.

Tersine, v− v′ ∈ W olsun. Genelli§i bozmaks�z�n v ∈ v′+W oldu§unu göstermek

yeterlidir. w := v−v′ ∈ W diyelim. Bu durumda v = v′+w olur. Bu ise v ∈ v′+W

olmas� demektir.

Tan�m 2.2.2. V/W = {v +W : v ∈ V} ile tan�mlanan ve "V mod W" ³eklinde

ifade edilen V/W kümesiW kümesinin V uzay�ndaki kosetlerinin kolloksiyonudur.

Önerme 2.2.1'e göre V nin v, v′ gibi iki eleman�n�n V/W kümesinde ayn� eleman�

belirtmesi için gerek ve yeter ko³ul v − v′ ∈ V olmas�d�r.

Tan�m 2.2.3. V, F cismi üzerinde bir vektör uzay� ve W ⊂ V alt uzay olsun.

V/W kümesi, F cismi üzerinde a³a§�da tan�mlanan toplama ve skalerle çarpma

i³lemi ile bir vektör uzay� olur.

v +W, v′ +W ∈ V/W ve a ∈ F için;

• (v +W ) + (v′ +W ) := (v + v′) +W

• a.(v +W ) := av +W

Önerme 2.2.4. v+W = v′+W oldu§unu varsayarsak bu durumda v′′+W ∈ V/W

için (v + W ) + (v′′ + W ) = (v′ + W ) + (v′′ + W ) ve a ∈ F için a.(v + W ) =

a.(v′ + W ) olur. Bu nedenle V/W kümesinde tan�mlanan toplama ve skaler ile

çarpma i³lemlerinin iyi tan�ml� oldu§unu söyleyebiliriz.

Kan�t. �lk olarak toplama i³leminin iyi tan�ml� oldu§unu gösterelin. Genelli§i boz-

maks�z�n (v + W ) + (v′′ + W ) ⊆ (v′ + W ) + (v′′ + W ) oldu§unu göstermek ye-

terlidir. Bu amaçla u ∈ (v +W ) + (v′′ +W ) = (v + v′′) +W alal�m. Bu durmda

u = (v+v′′)+w olacal ³ekilde w ∈ W vard�r. u ∈ (v′+W )+(v′′+W ) = (v′+v′′)+W

oldu§unu göstermek istiyoruz. v+W = v′+W oldu§undan v−v′ ∈ W elde edilir.

w′ := v − v′ dersek v = v′ + w′ olur. Bundan dolay�;

u = (v + v′′) + w = ((v′ + w′) + v′′) + w = (v′ + v′′) + (w + w′)

yaz�labilir. w + w′ ∈ W oldu§undan u ∈ (v′ + v′′) + W elde edilir. Buradan da

(v + v′′) +W = (v′ + v′′) +W sonucuna ula³�l�r.
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�imdi a ∈ F alal�m. Skaler ile çarpma i³leminin iyi tan�ml� oldu§unu göster-

mek için a.(v + W ) ⊆ a.(v′ + W ) oldu§unu göstermek yeterlidir. Bunun için

u ∈ a.(v +W ) = av +W alal�m. Bu durumda u = av + w olacak ³ekilde w ∈ W

vard�r. w′ := v − v′ dersek;

u = av + w = a(v′ + w′) + w = av′ + (aw′ + w)

³eklinde yaz�labilir. (aw′+w) ∈ W oldu§undan u ∈ av′+W elde edilir. Buradan

da a.(v + w) = a.(v′ + w) oldu§u görülmü³ olur.

Teorem 2.2.5. V/W bir F vektör uzay�d�r.

Önerme 2.2.6. V sonlu boyutlu ise V/W uzay� da sonlu boyutludur. Bu durumda

dim(V/W ) = dimV − dimW

olur.

Örnek 2.2.7. W = {0} olsun. Bu durumda V vektör uzay�n�n iki v, v′ eleman�n�n

V/W uzay�nda ayn� eleman� belirtmesi için gerek ve yeter ko³ul v−v′ ∈ {0} olmas�

yani v = v′ olmas� demektir. Bu nedenle V/{0} = V olur. E§er W = V al�n�rsa

da V/V = {0} olur.

Örnek 2.2.8. V = R2 ve W alt uzay� da y-ekseni olsun. (x, y), (x′, y′) ∈ R2

için (x, y) + W = (x′, y′) + W olmas� için gerek yeter ko³ul (x, y) − (x′, y′) =

(x − x′, y − y′) ∈ W olmas�d�r. W , y-ekseni oldu§undan dolay� bu x − x′ = 0

anlam�na gelir. Bu sebeple, V/W bölüm uzay�n�n bir vektörü, y-koordinat�n�n

de§eri önemli olmad�§�ndan x-koordinat� belirtilerek belirlenir. Özellikle, V/W

bölüm uzay�n�n herhangi bir eleman� tam olarak (x, 0) formundaki bir eleman

ile temsil edilir. Bu sebeple V/W vektör uzay�n�, (x, 0) formundaki vektörle-

rin kümesi olarak tan�mlayabiliriz. Bu da x-ekseni oldu§u anlam�na gelir. Yani;

V/W = {(x, o) : x ∈ R} olur.

Örnek 2.2.9. V = F∞ ve W = {(0, x2, x3, ...) : xi ∈ F} olsun. V uzay�ndaki

herhangi iki eleman�n V/W bölüm uzay�nda ayn� eleman� belirtmesi için gerek

ve yeter ko³ul birinci koordinatlar�n�n ayn� olmas�d�r. Bu sebeple V/W uzay�n�n

bir eleman� sadece birinci koordinat olan x1 de§eri ile belirlenir. Bu bize V/W
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uzay�n�n F oldu§unu verir. (Daha kesin bir ifadeyle, F∞ uzay�n�n "x1-eksenidir".)

Burada dikkat edilmesi gereken, V ile W uzaylar�n�n sonsuz boyutlu olmas�na

ra§men V/W bölüm uzay�n�n boyutunun sonlu hatta bir olmas�d�r.

Teorem 2.2.10. T : V → W lineer dönü³üm olsun. S : V/Çek(T ) → Ran(T ),

S(v + Çek(T )) = Tv ile tan�ml� dönü³üm iyi tan�ml�d�r ve bir izomor�zmdir.

Kan�t. v + Çek(T ) = v′ + Çek(T ) ⇒ v − v′ ∈ Çek(T ) ⇒ T (v − v′) = 0

⇒ Tv = Tv′ ⇒ S(v + Çek(T )) = S(v′ + Çek(T )) ⇒ S iyi tan�ml�d�r. Ayr�ca

T dönü³ümü lineer oldu§undan, S dönü³ümü de lineer; T , görüntü kümesi üze-

rine örten oldu§undan, S dönü³ümü de Ran(T ) üzerine örtendir. Ayn� zamanda

S, 1-1'dir. Gerçekten;

v + Çek(T ) ∈ Çek(S) ⇒ 0 = S(v + Çek(T )) = Tv ⇒ v ∈ Çek(T )

⇒ v + Çek(T ) = Çek(T ) olur. Çek(T ), V/W uzay�n�n s�f�r vektörü oldu§un-

dan bu bize Çek(S) = {0} oldu§unu dolay�s�yla S dönü³ümünün 1-1 oldu§unu

verir.

Önerme 2.2.11. W ⊂ V bir alt uzay ve T : V → V olsun. Bu durumda“T : V/W → V/W, “T (v + W ) = T (v) + W ³eklinde tan�ml� operatörün iyi

tan�ml� olmas� için gerek ve yeter ko³ul W alt uzay�n�n T-de§i³mez olmas�d�r.

Kan�t. v+W = v′+W ⇐⇒ v− v′ ∈ Wdur. w := v− v′ dersek⇒ v = v′+w ⇒“T (v +W ) = T (v) +W = (T (v′) + T (w)) +W = T (v′) +W (e§er T (w) ∈ W ise)

Bu durumda sonuç olarak “T dönü³ümünün V/W uzay�nda iyi tan�ml� olmas� için

herhangi w ∈ W için T (w) ∈ W olmas� gereklidir.

Teorem 2.2.12. E§er V sonlu boyutlu kompleks vektör uzay� ve T : V → V

lineer ise bu durumda V uzay�n�n M(T ) üst üçgen matrisi ile ili³kili bir taban�

mevcuttur.

Kan�t. dimV := n olsun. Biz T nin en az bir tane s�f�rdan farkl� bir özvek-

törü oldu§unu biliyoruz. Buna v1 diyelim. Bu bizim taban�m�z�n ilk eleman�

olsun. v1, T nin bir özvektörü oldu§undan, span(v1), T -de§i³mezdir. O halde

üstteki önermeden “T : V/span(v1) → V/span(v1) iyi tan�ml�d�r. Bu bölüm

uzay� da sonlu boyutludur dolay�s�yla “T , s�f�rdan farkl� bir özvektöre sahiptir.
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Buna da v2 + span(v1) diyelim. Bu durumda e§er λ bu özvektörün özde§eri ise“T (v2+span(v1)) = λ(v2+span(v1)) oldu§u elde edilir. Böylece T (v2)+span(v1) =

λv2 +span(v1) ve dolay�s�yla T (v2)−λv2 ∈ span(v1) olur. Bu T (v2) ∈ span(v1, v2)

oldu§u anlam�na gelir. Buradan da span(v1, v2) nin T -de§i³mez oldu§u elde edilir.

Burada unutulmamal�d�r ki; 0 6= v2 + span(v1) ∈ V/span(v1) ve v2 /∈ span(v1) ol-

du§undan (v1, v2) lineer ba§�ms�zd�r. Bu ³ekilde elde edilen v2 taban�m�z�n ikinci

eleman� olsun. �imdi
̂̂
T : V/span(v1, v2) → V/span(v1, v2) operatörü iyi tan�ml�

oldu§undan s�f�rdan farkl� bir özvektör seçelim ve buna da v3 + span(v1 + v2)

yukar�dakine benzer olarak span(v1, v2, v3), T -de§i³mezdir ve (v1, v2, v3) lineer

ba§�ms�zd�r. Bu i³leme devam edilirse V uzay�n�n, herhangi k ∈ {1, 2, . . . , n} için

span(v1, v2, . . . , vk) n�n T -de§i³mez olma özelli§ine sahip (v1, v2, . . . , vn) taban�n�

in³a etmi³ oluruz.M(T ) nin karakterizasyonlar�ndan biri üst üçgen olur.M(T )

nin elde etti§imiz tabanla ilgili olan üst üçgen oldu§u sonucuna var�r�z.

Teorem 2.2.13. (Rank-S�f�rl�l�k) T : V → W lineer dönü³üm olsun. Bu durumda

V ' Çek(T ) +Ran(T ) ve dimÇek(T ) + dimRan(T ) = dimV olur.

Sonuç 2.2.14. W ⊂ V bir alt uzay ise V ' W ⊕ V/W ve dimV/W = dimV −

dimW olur.

Kan�t. Q : V → V/W , Q(v) = v + W ile tan�ml� lineer dönü³üme Rank-Nullity

teoremi uygulanarak elde edilir.

Burada yukar�da tan�mlanan Q dönü³ümü lineer, örten ve Çek(Q) = W dir.

Teorem 2.2.15. T : V → W lineer dönü³üm ise T (V ) ' V/Çek(T ) dir.

Kan�t. S : V/Çek(T ) → W, S(x + Çek(T )) = T (x) dönü³ümünü tan�mlayal�m.

S iyi tan�ml�d�r çünkü x+Çek(T ) = y +Çek(T ) ise (x− y) ∈ Çek(T ) dir. Bu ise

T (x− y) = 0 demektir. Dolay�s�yla Tx = Ty elde edilir.

Ran(S) = Ran(T ) ve Çek(S) = Çek(T ) dir çünkü, S(x + Çek(T )) = 0 ⇐⇒

T (x) = 0 ⇐⇒ x ∈ Çek(T ) ⇐⇒ x+ Çek(T ) = 0V/Çekt(T )
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2.3 Spektral Özellikler

2.3.1 Bir Operatörün Spektrumu

Bu bölümde aksi belirtilmedikçe X a³ikar olmayan (yani X 6= {0}) kompleks Ba-

nach uzay� olarak al�nacakt�r. E§er X reel Banach uzay� olarak veriliyorsa, X in

yerine kompleksle³tirilmesi olan XC uzay� göz önüne al�nabilir. X uzay�n�n birim

operatörü I ile gösterilecek olup, her λ komples say�s� λI ³eklinde yaz�labilece§in-

den λ say�s� X uzay�n�n bir operatörü olarak dü³ünülebilir.

Tan�m 2.3.1. T ∈ B(X) operatörü için λ−T operatörlerinin X üzerinde tersle-

nebilir olmayan tüm λ kompleks say�lar�n�n kümesine T operatörünün spektrumu

denir ve σ(T ) ile gösterilir. Yani bir T ∈ B(X) operatörünün spektrumu

σ(T ) = {λ ∈ C : (λ− T ) terslenebilir de§ildir}

³eklindedir. Bir operatörün rezolvent kümesi de spektrumun bütünleyeni olarak

tan�mlan�r ve Res(T) ile gösterilir. Bir ba³ka ifadeyle T ∈ B(X) operatörünün

rezolvent kümesi

Res(T ) = C\σ(T ) = {λ ∈ C : (λ−T ), X uzay�nda terslenebilir bir operatördür.}

biçimindedir.

Teorem 2.3.2. A³ikar olmayan bir Banach uzay�nda s�n�rl� bir operatörün spekt-

rumu, karma³�k düzlemin bo³tan farkl� kompakt bir alt kümesidir.

Kan�t. [1, Theorem 6.10]

Teorem 2.3.3. [1] E§er T ∈ B(X) ve | λ | >‖ T ‖ ise bu durumda λ ∈ Res(T )

ve
∞∑
m=0

λ−(n+1)T n serisi operatör normda yak�nsak oldu§undan

(λ− T )−1 =
∞∑
m=0

λ−(n+1)T n

ile verilir.

Kan�t. Serinin norm yak�nsakl�§� ‖T‖|λ| < 1 den görülür. Biz serinin toplam�n�n

do§rulu§unu göstermeliyiz. Bunu görmek için, S =
∞∑
m=0

λ−(n+1)T n olsun.
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(λ− T )S = (λ− T ) lim
m→∞

m∑
n=0

λ−(n+1)T n

= lim
m→∞

[
(λ− T )

m∑
n=0

λ−(n+1)T n
]

= lim
m→∞

[
m∑
n=0

λ−nT n −
m∑
n=0

λ−(n+1)T n+1

]

= lim
m→∞

[
I −

Ç
T

λ

åm+1
]

= I

Benzer ³ekilde S(λ−T ) = I oldu§u görülür. Böylece S = (λ− T )−1 elde edilmi³

olur.

Tan�m 2.3.4. Bir T (x) operatörünün spektral yar�çap�, operatörün spektrumunu

kapsayan {λ ∈ C : | λ |≤ r} kapal� diskinin en küçük negatif olmayan yar�çap�d�r

ve ρ(T ) ile gösterilir. Yani;

ρ(T ) = sup{| λ |: λ ∈ σ(T )} = max{| λ |: λ ∈ σ(T )}

³eklindedir.

ρ(T ) ≤‖ T ‖ e³itsizli§i sa§lan�r. Daha önceden ifade edildi§i gibi T ∈ B(X)

operatörünün spektrumu X uzay�n�n herhangi bir e³de§er normundan ba§�ms�z

olarak tan�mlanm�³t�r. Dolay�s�yla ρ(T ) normdan ba§�ms�zd�r. Fakat buna ra§-

men I.M. Gelfand'�n verdi§i önemli bir formül ile spektral yar�çap ρ(T ), norm

üzerinden de hesaplanabilmektedir.

Teorem 2.3.5. (Gelfand [1]) E§er T ∈ B(X) ise spektral yar�çap

ρ(T ) = lim
n→∞

‖T n‖
1
n = inf

n
‖T n‖

1
n (2.2)

Kan�t. [1, Theorem 6.12]

Tan�m 2.3.6. Bir T ∈ B(X) operatörüne;

(1) E§er T k = 0 olacak ³ekilde en az bir pozitif k tamsay�s� varsa nilpotent,

(2) E§er ρ(T ) = lim
n→∞

‖T n‖
1
n = 0 ise yar�nilpotent (quasinilpotent) denir.

Bir operatörün nilpotent olmas� durumunda yar�nilpotent oldu§u aç�kt�r.
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Teorem 2.3.7. T ∈ B(X) olsun.

(1) Her pozitif n tamsay�s� için ρ(T n) = (ρ(T ))n dir.

(2) E§er S ∈ B(X) ve ST = TS ise

(i) ρ(T + S) ≤ ρ(T ) + ρ(S) ve

(ii) ρ(TS) ≤ ρ(T )ρ(S) dir.

Kan�t. T s�n�rl� bir operatör olsun.

(1) n pozitif tamsay�s� olsun. Bu durumda ρ(T ) = lim
k→∞

∥∥∥T nk∥∥∥ 1
nk ³eklinde yaz�-

labilir. O halde ρ(T n) = lim
k→∞

∥∥∥(T n)k
∥∥∥ 1

k =
Å

lim
k→∞

∥∥∥T nk∥∥∥ 1
nk

ãn
= ρ(T )n oldu§u

görülür.

(2) Bu özelli§in ispat�, daha geni³ bir durumu olan (operatör aileleri için) Te-

orem 2.3.22 den elde edilebilir.

2.3.2 S�n�rl� Bir Operatörün Esasl� Spektrumu

X kompleks Banach uzay�nda K(X) ile gösterilen ve X üzerindeki tüm kompakt

operatörlerin olu³turdu§u vektör uzayB(X) içinde kapal� bir idealdir.B(X)/K(X)

bölüm vektör uzay� a³a§�daki cebirsel i³lemler alt�nda [I] birim eleman�na sahip

birimli bir cebirdir.

• [S] + [T ] = [S + T ]

• λ [S] = [λS]

• [S] [T ] = [ST ]

Dahas� bu vektör uzay�

‖[T ]‖ = inf {‖S‖ : S ∈ [T ]} = inf {‖S‖ : S − T ∈ K(X)}

³eklinde tan�mlanan bölüm normu alt�nda bir Banach uzay�d�r. Bölüm normu

‖[S] [T ]‖ ≤ ‖[S]‖ ‖[T ]‖ ve ‖[I]‖ = 1
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özelliklerini sa§lad�§�ndan dolay� B(X)/K(X) birimli Banach cebri olur. Bu cebir

Calkin Cebri olarak adland�r�l�r ve C(X) ile gösterilir.Yani C(X) = B(X)/K(X)

dir. π : B(X)→ C(X) bölüm fonksiyonu ba³ka bir ifadeyle do§al izdü³üm

π(T ) = [T ] = T +K(X)

³eklinde tan�mlan�r. ‖π(T )‖ ≤ ‖T‖ e³itsizli§inden dolay� π bir büzülme fonksiyo-

nudur. Bu özellikler a³a§�daki teoremde özetlenmi³tir.

Teorem 2.3.8. [1, Theorem 7.37] E§er X sonsuz boyutlu Banach uzay� ise bu

durumda C(X) Calkin Cebri birimli Banach cebridir. Ayr�ca π : B(X) → C(X)

bölüm fonksiyonu bir büzülme dönü³ümü ve cebirsel homomor�zmdir.

Bir T ∈ B(X) operatörünün esasl� olarak bir (P) özelli§ine sahip olmas�, π(T )

do§al izdü³ümünün C(X) Calkin cebri üzerinde (P) özelli§ine sahip olmas� anla-

m�na gelir. Örne§in, e§er π(T ) Calkin cebri üzerinde terslenebilir ise T ∈ B(X)

operatörünün esasl� terslenebilir oldu§unu söylenir.

T : X → Y iki vektör uzay aras�nda tan�ml� bir operatör olsun.N(T ) ile gösterilen

s�f�r uzay� ve R(T ) ile gösterilen T operatörünün görüntüsü

N(T ) = {x ∈ X : Tx = 0} ve R(T ) = {Tx : x ∈ X}

³eklinde tan�mlan�r. T : X → Y operatörü s�n�rl� bir operatör olsun. V ⊆ X

ve W ⊆ Y kapal� alt vektör uzaylar�n�n X = N(T ) ⊕ V ve Y = R(T ) ⊕ W

olacak ³ekilde bulunabildi§ini varsayal�m. Bu durumda Y/R(T ) bölüm uzay� W

alt uzay�na izomor�ktir ve T : V → R(T ) bir izomor�zmdir. N(T ) s�f�r uzay�n�n

boyutuna s�f�rl�l�k denir ve n(T ) ile gösterilir yani n(T ) = dimN(T ) dir. Ayr�ca

W alt uzay�n�n boyutuna da (e³de§er olarak Y/R(T ) bölüm uzay�n�n boyutuna)

T operatörünün etkisi denir ve d(T ) ile gösterilir. d(T ) = dimY/R(T ) ³eklinde de

ifade edilebilir. E§er n(T ) veya d(T ) sonlu ise bu durumda i(T ) = n(T ) − d(T )

geni³letilmi³ reel say�s�na T operatörünün indeksi denir.

Tan�m 2.3.9. [1] �ki Banach uzay� aras�nda tan�ml� s�n�rl� T : X → Y operatörü

e§er,

(1) kapal� bir görüntü bölgesine sahip ve s�f�rl�§� veya etkisinden biri sonlu ise

yar� Fredholm olarak,
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(2) s�f�rl�§� ve etkisinin her ikisi birden sonlu ise Fredholm olarak adland�r�l�r.

Teorem 2.3.10. [1, Theorem 7.38] Bir T ∈ B(X) operatörünün esasl� terslene-

bilir olmas� için gerek ve yeter ko³ul Fredholm operatörü olmas�d�r.

Tan�m 2.3.11. [1] T ∈ B(X)operatörünün esasl� spektrumu, π(T )'nin C(X)

içindeki spektrumu olarak tan�mlan�r ve σess(T ) ile gösterilir. Yani;

σess(T ) = {λ ∈ C : λ− π(T ) C(X) üzerinde terslenebilir de§ildir.}

= {λ ∈ C : λ− (T ) Fredholm operatörü de§ildir}

³eklindedir.

Lemma 2.3.12. [1, Lemma 7.40] Bir T ∈ B(X) operatörünün esasl� spektrumu

σ(T ) kümesinin bo³tan farkl� kompakt bir alt kümesidir.

Lemma 2.3.13. [1, Lemma 7.41] E§er bir T ∈ B(X) operatörü a³ikar olma-

yan kapal� de§i³mez alt uzaya sahip de§il ise T operatörünün spektrumu ile esasl�

spektrumu e³ittir. (σ(T ) = σess(T ) )

Tan�m 2.3.14. [1] T ∈ B(X)operatörünün esasl� spektral yar�çap�, C(X) Cal-

kin cebrindeki π(T ) eleman�n�n spektral yar�çap� olarak tan�mlan�r ve ρe(T ) ile

gösterilir. O halde T operatörünün esasl� spektral yar�çap�n�;

ρe(T ) = ρ(π(T ))

= max {|λ| : λ ∈ σess(T )}

= lim
n→∞

‖π(T n)‖
1
n

= inf
n
‖π(T n)‖

1
n

= lim
n→∞

ñ
inf

K∈K(X)
‖T n −K‖

ô 1
n

³eklinde de ifade edebiliriz.

‖π(T )‖ ≤ ‖T‖ oldu§undan ρ(π(T )) = ρe(T ) ≤ ρ(T ) olur.

Tan�m 2.3.15. [1] T ∈ B(X)operatörüne σess(T ) = {0} ise vaya buna denk

olarak ρe(T ) = 0 ise esasl� yar�nilpotent denir.

Tan�m 2.3.16. T ∈ B(X) operatörü için π(T ) nilpotent ise T operatörüne esasl�

nilpotent denir.
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2.3.3 Ortak Spektral Yar�çap

A bir kompleks normlu cebir olsun. S�n�rl� bir M,N ⊂ A alt kümeleri için

M kümesinin normu ‖M‖ = sup {‖a‖ : a ∈M} ile MN ve Mn kümeleri de

MN = {TS : T ∈M, S ∈ N} ve Mn = Mn−1M ³eklinde tan�mlan�r. E§er A,

X kompleks Banach uzay� üzerinde tan�ml� tüm s�n�rl� lineer dönü³ümlerin cebri

olan B(X) ise bu durumda M ⊂ B(X) ve W,V ⊂ X olmak üzere MW =

{Tx : T ∈M,x ∈ W} ve W + V = {x+ y : x ∈ W, y ∈ V } ³eklinde tan�mlan�r.

Tan�m 2.3.17. [17] M, s�n�rl� operatörlerin s�n�rl� bir kümesi olmak üzere

ρ(M) = inf
n
‖Mn‖

1
n (2.3)

de§erine M kümesinin ortak spektral yar�çap� denir.

Ortak spektral yar�çap� ilk olarak 1960 y�l�nda Rota ve Strang [16] a³a§�daki

³ekilde tan�mlam�³t�r. Burada Mn ile gösterilen M kümesinin n tane eleman�n�n

tüm çarp�mlar�d�r.

Norm altçarp�msal (‖MN‖ ≤ ‖M‖ ‖N‖) oldu§undan a³a§�daki limitin varl�§�

kesindir.

ρ(M) = lim
n→∞

‖Mn‖
1
n (2.4)

Bu kavram�n bulunmas�yla operatör teoriye, yar�gruplar�n ve Lie cebirlerinin tem-

sil teorilerine, de§i³mez altuzaylara, yörünge geometrisine ve diferansiyel geomet-

riye pek çok uygulamas� olmu³tur. Bundan sonra ortak spektral yar�çap yerine

spektral yar�çap ifadesi kullan�lacakt�r. Bir operatör ailesi söz konusu oldu§unda

bunun ortak spektral yar�çap anlam�na geldi§i bilinecektir.

A³a§�da spektral yar�çap ile ilgili görmesi basit olan baz� özellikler verilmi³tir.

(1) ρ(M) ≤ ‖M‖

(2) λ bir kompleks say� olmak üzere, ρ(λM) = |λ| ‖M‖

(3) ρ(Mn) = ρ(M)n

(4) N ⊂M ise ρ(N) ≤ ρ(M)

(5) M̄ , M kümesinin kapan�³� olmak üzere, ρ(M) = ρ(M̄)
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(6) M1,M2 ⊂ A olmak üzere ρ(M1M2) = ρ(M2M1)

M ∈ A için SG(M) ile M taraf�ndan üretilen çarp�msal yar� grubu SG1(M) ile

de birimli çarp�msal yar� grubu gösterelim. Yani;

SG(M) =
⋃
n=1

Mn ve SG1(M) = SG(M) ∪ {1}

olsun. Norm(A) ile de A üzerinde tan�ml� ve verilen norma denk tüm cebirsel

normlar�n kümesini gösterelim.

Tan�m 2.3.18. [5] Birim elemana sahip olmayan A normlu cebrin birimle³tir-

mesi A + C ile tan�mlanan A × C kümesinden olu³an ve a³a§�da tan�mlanan

i³lemler ve norm ile birimli bir normlu cebirdir. Her x, y ∈ A, α, β ∈ C için;

(x, α) + (y, β) = (x+ y, α + β)

β(x, α) = (βx, βα)

(x, α)(y, β) = (xy + αy + βx, αβ)

‖(x, α)‖ = ‖x‖+ |α|

(0, 1) eleman� bu normlu cebrin birim eleman�d�r. Ayr�ca x→ (x, 0) fonksiyonu

A dan A+ C nin bir alt cebrine tan�ml� bir izometrik izomor�zmdir. A cebrinin

birimle³tirmesini A1 ile gösterece§iz.

Teorem 2.3.19. [5] S, A normlu cebrinin s�n�rl� yar� grubu olsun. Bu durumda

s ∈ S için p(s) ≤ 1 olacak ³ekilde bir p ∈ Norm(A) vard�r.

Kan�t. A kendi birimle³tirmesinin içine gömülebilece§inden, genelli§i bozmaks�-

z�n A cebrinin birim elemana sahip oldu§unu varsayabiliriz. Bu durumda S ∪{1}

kümesi de s�n�rl� yar� grup oldu§undan 1 ∈ S olarak kabul edebiliriz. �imdi

q(a) = sup {‖ sa ‖: s ∈ S}

alal�m ve her s ∈ S için ‖ s ‖≤M olacak ³ekilde pozitifM sabiti seçelim. Buradan

q(a) ≤M ‖ a ‖ olur. 1 ∈ S oldu§undan ‖ a ‖≤ q(a) d�r. Böylece

q(ab) = sup {‖sab‖ : s ∈ S} ≤ q(a) ‖ b ‖≤ q(a)q(b)
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olur. Böylece q ∈ NormA oldu§u görülür. �imdi A cebri üzerinde;

p(a) = sup {q(ax) : x ∈ A, q(x) ≤ 1}

tan�mlayal�m. p(a) sol düzgün temsilinin (left regular representation) operatör

normu olarak (A, q) normlu uzay� üzerinde s�n�rl� lineer operatördür. Böylece

p ∈ NormA olur. Ayr�ca t ∈ S için st ∈ S oldu§undan

q(tx) = sup {‖stx‖ : s ∈ S} ≤ q(x)

elde edilir. Böylece t ∈ S için p(t) ≤ 1 oldu§u görülmü³ olur.

Teorem 2.3.20. [17] ρ(M) = inf {α(M) : α ∈ NormA}

Kan�t. Norm denkli§inden Mn ≤ C α(Mn) olacak ³ekilde pozitif C sabiti vard�r.

O halde her n > 0 için Mn ≤ C α(Mn) ≤ C α(M)n sa§lan�r. Böylece her

α ∈ NormA için; ‖Mn ‖ 1
n ≤ C

1
n α(M) ve ρ(M) ≤ α(M) elde edilir. Dolay�s�yla

da ρ(M) ≤ inf {α(M) : α ∈ NormA} elde edilmi³ olur. �imdi de; ε > 0 ve

N = (ρ(M) + ε)−1M olsun. Bu durumda ρ(N) < 1 dir ve SG(N) s�n�rl�d�r.

(Gerçekten de ‖ Nn ‖≥ 1 olacak ³ekilde sonlu say�da n say�s� vard�r.) �imdi e§er

α ∈ NormA ve α(SG(N)) ≤ 1 ise o zaman α(N) ≤ 1 ve α(M) ≤ ρ(M) + ε olur.

O halde buradan da ρ(M) ≥ inf {α(M) : α ∈ NormA} oldu§u görülmü³ olur.

Böylece istenen elde edilmi³ olur.

Teorem 2.3.21. [17] ρ(M) = inf {λ > 0 : SG(λ−1M) s�n�rl�}

Kan�t. Herhangi ε > 0 için SG
Ä
(ρ(M) + ε)−1M

ä
nin s�n�rl� oldu§unu gördük. Bu

ρ(M) ≥ inf {λ > 0 : SG(λ−1M) s�n�rl�} olmas� anlam�na geliyor. Di§er taraftan

Teorem 2.3.20'nin ispat�nda e§er SG(λ−1M) s�n�rl� ise α ∈ NormA için α(M) ≤

λ oldu§unu görmü³tük. Böylece ρ(M) ≤ λ elde edilir.

Teorem 2.3.22. [17] M ve N , A normlu cebrinin s�n�rl� alt kümeleri ve M ile

N kümelerinin tüm elemanlar� de§i³meli (MN = NM) ise a³a§�daki önermeler

do§rudur.

(i) ρ(MN) ≤ ρ(M)ρ(N)

(ii) ρ(M ∪N) = max {ρ(M), ρ(N)}
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(iii) ρ(M +N) ≤ ρ(M) + ρ(N)

Kan�t. M ve N , A normlu cebrinin s�n�rl� alt kümeleri ve M ile N kümelerinin

tüm elemanlar� de§i³meli olsun.

(i) MN = NM oldu§undan (MN)n = MnNn dir. Dolay�s�yla buradan elde

edilen ‖MnNn‖ ≤ ‖Mn‖ ‖Nn‖ e³itsizli§inden istenen görülür.

(ii) MN = NM oldu§undan (M ∪N)n =
⋃ {M iNn−i : i = 0, 1, ..., n} dir. Dola-

y�s�yla SG(M) ve SG(N) s�n�rl� olmas� için gerek ve yeter ko³ul SG(M∪N)

nin s�n�rl� olmas�d�r. Burada M ile N yerine λ > 0 için s�ras�yla λ−1M ve

λ−1N konulur ve Teorem 2.3.21 kullan�l�rsa;

ρ(M ∪N) = inf
¶
λ > 0 : SG(λ−1(M ∪N) s�n�rl�

©
= inf

¶
λ > 0 : SG(λ−1M) ve SG(λ−1N) s�n�rl�

©
elde edilir. Bu da ρ(M ∪N) = max {ρ(M), ρ(N)} olmas� demektir.

(iii) λ1 > ρ(M) ve λ2 > ρ(N) olsun. Bu durumda her n > 0 tam say�s� için

‖Mn‖ < µλn1 ve ‖Nn‖ < µλn2 olacak ³ekilde µ > 0 say�s� vard�r.

(M +N)n ⊂
n∑
k=0

Ö
(nk )∑
i=1

Ä
MkNn−käè

olur. Böylece

‖(M +N)n‖ <
n∑
k=0

( n
k )µλk1 µλ

n−k
2 =µ2(λ1 + λ2)n

buradan da,

lim
n→∞

‖(M +N)n‖
1
n ≤ lim

n→∞

Ä
µ2(λ1 + λ2)n

ä 1
n

ve dolay�s�yla

ρ(M +N) ≤ lim
n→∞

µ
2
n (λ1 + λ2) = (λ1 + λ2)

elde edilir. Bunun sonucu olarak da istenen ρ(M + N) ≤ ρ(M) + ρ(N)

görülmü³ olur.
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Tan�m 2.3.23. M s�n�rl� operatörlerin s�n�rl� bir kümesi ve ‖T‖e = ‖π(T )‖ olmak

üzere, M kümesinin esasl� ortak spektral yar�çap�

ρe(M) := lim
n→∞

(sup {‖T‖e : T ∈Mn})1/n = inf
n

(sup {‖T‖e : T ∈Mn})1/n

³eklinde tan�mlan�r.

2.4 Berger-Wang Formülü

1960 y�l�nda Rota ve Strang [16]'de ortak spactral yar�çap�,

ρ(M) = lim sup ‖Mn‖1/n (2.5)

³eklinde tan�mlam�³t�r. Tek elemanl�M = {T} kümesi için, ortak spektral yar�çap

ile T operatörünün spektral yar�çap� r(T ) = sup{‖t‖ : t ∈ σ(T )} örtü³ür.

Banach cebrinde s�n�rl� bir M kümesi için

rsup(M) = sup{ρ(T ) : T ∈M}

biçiminde ifade edilir. 1992 y�l�nda M.A.Berger ile Y.Wang [4]'de M kümesinin,

sonlu boyutlu lineer uzayda operatörlerin s�n�rl� bir kümesi olmas� durumunda,

(2.5)'deki ‖ . ‖ ile rsup(.) 'un de§i³tirilebilece§ini gösterdiler. Yani daha aç�k bir

ifadeyle e§er

r(M) = lim sup rsup(Mn)1/n

ile tan�mlanmak üzere sonlu boyutlu lineer uzaylarda operatörlerin s�n�rl� bir M

kümesi için

ρ(M) = r(M) (2.6)

oldu§unu gösterdiler. �imdi, yukar�da verilen r(M) Berger-Wang spektral yar�ça-

p�n�n genel tan�m�n� verelim.

Tan�m 2.4.1. A normlu bir cebir ve M s�n�rl� bir alt küme olsun. Bu s�n�rl�

kümenin Berger-Wang yar�çap�

r(M) := lim sup
n→∞

(sup {ρ(T ) : T ∈Mn})1/n

³eklinde tan�mlan�r ve r(M) ile gösterilir.
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(2.6)'da verilen e³itli§e Berger-Wang Formülü denir. Bu formül önemlidir

çünkü ortak spektral yar�çap ile operatörlerin spektrumlar� aras�nda ili³kiyi ver-

mektedir. Daha sonra [17]'de (2.6) geni³letilerek sonsuz boyutlu Banach uzayla-

r�nda kompakt operatörlerin önkompakt kümeleri için de sa§land�§� gösterilmi³tir.

Ayr�ca [13]'de de R.T.M�s�rl�o§lu, Berger-Wang formülünün operatörlerin birlikte

kompakt bir M kümesi için sa§land�§�n� göstermi³tir.

Genel olarak; operatörlerin s�n�rl� bir M kümesi için

r(M) ≤ sup
{
ρ(T )1/n : T ∈Mn, n = 1, 2, . . .

}
≤ ρ(M)

e³itsizli§i sa§land�§�ndan Berger-Wang formülünün sa§land�§�n� göstermek için

e³itsizli§in di§er taraf�n�n gösterilmesi yeterlidir.

Berger-Wang formülü de§i³meli Banach cebirlerinin önkompakt bir M kümesi

için de sa§lan�r. Fakat bu lemmay� vermeden önce gerekli tan�m ve önermeleri

vermeliyiz. �lk olarak Hausdor� uzakl�§�n� tan�mlayal�m.

Tan�m 2.4.2. (Hausdor� Uzakl�§�) (M,d) metrik uzay ve X ile Y bo³ olmayan

iki alt küme olsun.

distH(X, Y ) = max{ sup
x∈X

inf
y∈Y

d(x, y), sup
y∈Y

inf
x∈X

d(x, y) }

ile tan�ml� uzakl�§a Hausdor� uzakl�k denir.

Ayr�ca x ∈ X, y ∈ Y için bir noktan�n kümeye uzakl�§�n�n,

dist(x, Y ) = inf{d(x, y)|y ∈ Y }

ile, iki kümenin birbirine uzakl�§�n�n;

dist(X, Y ) = sup{d(x, Y )|x ∈ X}

ile tan�mland�§� hat�rlan�rsa Hausdor� uzakl�§�;

distH(X, Y ) = max{dist(X, Y ), dist(Y,X)}

³eklinde de tan�mlanabilir.
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Önerme 2.4.3. [18] E§er Q ile N bir A Banach cebrinin

[Q,N ] ≡ {ab− ba : a ∈ Q, b ∈ N} = {0}

olacak ³ekilde s�n�rl� iki alt kümesi ise bu durumda

‖ρ(Q)− ρ(N)‖ ≤ distH(Q,N)

olur.

Kan�t. distH(Q,N) < ε ve ρ(N) < α olsun. ρ(Q) < α+ε oldu§unu göstermek ye-

terlidir. ρ nun tan�m�ndan tüm k lar için
∥∥∥Nk

∥∥∥ < Cαk olacak ³ekilde bir C sabiti

vard�r. a1, . . . , an ∈ Q olsun. Herbir ai için ‖ai − bi‖ < ε olacak ³ekilde b1, . . . , bn ∈

N alal�m. ci = ai − bi olsun. Bu durumda a1 . . . an = (b1 + c1) . . . (bn + cn)

çarp�m� k = 0, 1, . . . n olmak üzere k tane {ci} nin eleman� ile (n − k) tane {bi}

nin elemanlar�n�n çarp�m� ³eklindeki 2n tane terimin toplam� ³eklindedir. Ohalde

dk ile k tane çarpan� {ci} den (n− k) tane çarpan� {bi} den gelen

(
n

k

)
tane teri-

min toplamlar�n� gösterirsek a1 . . . an = (b1 + c1) . . . (bn + cn) = d0 + d1 + · · ·+ dn

³eklinde yaz�l�r. Dolay�s�yla ‖dk‖ ≤
(
n

k

)
εk
∥∥∥Nn−k

∥∥∥ ≤
(
n

k

)
εkCαn−k ve

‖a1 . . . an‖ ≤ C(α + ε)n olur. Böylece ‖Qn‖1/n ≤ C1/n(α + ε) ve ρ(Q) ≤ α + ε

olur.

Lemma 2.4.4. [18] Bir Banach cebrinin de§i³meli elemanlar�ndan olu³an bir N

kümesi için Berger-Wang formülü sa§lan�r. Dahas� ρ(N) = r(N) = rsup(N) dir.

Kan�t. E§er N sonlu ise sonuç do§rudan hesaplama ile görülebilir. Genel durum

için N içinde bir Q, ε−a§� alal�m. Bu durumda distH(Q,N) < ε ve 2.4.3'den

ρ(N) ≤ ρ(Q) + ε ≤ rsup(Q) + ε ≤ rsup(N) + ε olur. ε key� oldu§undan ρ(N) ≤

rsup(N) elde edilir. E³itsizli§in tersi zaten tan�mlardan görülebilir.

Berger-Wang formülü her zaman gerçeklenmemektedir. Bu formülün gerçek-

lenmedi§i baz� durumlarda ortak spektral yar�çap için genelle³tirilmi³ Berger-

Wang formülü olarak bilinen

ρ(M) = max{ρe(M), r(M)}

e³itlik sa§lanmaktad�r. Shulman ve Turovskii [17] ve [20] numaral� çal�³malar�nda

genelle³tirilmi³ Berger-Wang formülünün sa§land�§� baz� özel durumlar� göster-

mi³lerdir.
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Tan�m 2.4.5. A, bir X metrik uzay�n s�n�rl� bir alt kümesi olsun. A kümesinin

kompakt olmama ölçüsü, A kümesini örten sonlu say�daki aç�k toplar�n yar�çap-

lar�n�n in�mumudur ve χ(A) ile gösterilir. Yani

χ(A) = inf{r > 0 : ∃x1, x2, . . . , xn öyle ki A ⊆
n⋃
i=1

B(xi, r)}

³eklinde ifade edilir.

Metrik uzaydaki s�n�rs�z bir kümenin kompakt olmama ölçüsü ∞ dur.

UX = {x ∈ X : ‖x‖ ≤ 1} kapal� birim yuvar� göstermek üzere, Banach uzay�

üzerinde tan�mla bir T s�n�rl� lineer operatörünün kompakt olmama ölçüsü de

a³a§�daki ³ekilde verilir.

Tan�m 2.4.6. X bir Banach uzay� ve T ∈ B(X) olmak üzere, T operatörünün

kompakt olmama ölçüsü

χ(T ) = inf{r > 0 : ∃x1, x2, . . . , xn öyle ki T (UX) ⊆
n⋃
i=1

B(xi, r)}

³eklinde tan�mlan�r. Yani χ(T ) = χ(T (UX)) dir.

Lemma 2.4.7. [1] Kompakt olmama ölçüsü için a³a§�dakiler gerçeklenir.

(i) Bir metrik uzay�n her A alt kümesi için χ(A) = χ(A) olur.

(ii) Bir metik uzay�n bir A alt kümesinin göreli kompakt olmas� için gerek ve

yeter ko³ul χ(A) = 0 olmas�d�r.

(iii) S�n�rl� bir T operatörünün kompakt olmas� için gerek ve yeter ko³ul

χ(T ) = 0 olmas�d�r.

(iv) E§er X, Y ve Z birer Banach uzay�, T ∈ B(X, Y ) ve S ∈ B(Y, Z) ise

χ(ST ) ≤ χ(S).χ(T ) dir.

Kan�t. (M,d) bir metrik uzay ve X, Y, Z birer Banach uzay� olsun.

(i) A ⊂ M olsun. E§er χ(A) = ∞ ise χ(A) oldu§undan do§rudur. O halde

χ(A) <∞ oldu§unu kabul edelim. Bir r > χ(A) alal�m ve A ⊆
n⋃
i=1

B(xi, r)

olacak ³ekilde x1, x2, . . . xn ∈ M noktalar�n� seçelim. C(xi, r) = {y ∈ M :
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d(xi, y) ≤ r} kümesi bir kapal� küme oldu§undan ve B(xi, r) ⊆ C(xi, r)

sa§land�§�ndan her ε > 0 için

A ⊆
n⋃
i=1

B(xi, r) =
n⋃
i=1

B(xi, r) ⊆
n⋃
i=1

C(xi, r) ⊆
n⋃
i=1

B(xi, r + ε)

olur. Bu her r > χ(A) ve her ε > 0 için χ(A ≤ r + ε alam�na gelir. Böylece

χ(A) ≤ χ(A) elde edilir. E³itsizli§in tersinin do§ru oldu§u aç�kt�r. Böylece

istene elde edilmi³ olur.

(ii) Metrik uzay�n bir A alt kümesi için χ(A) = 0 olma ko³ulu A kümesinin

tamamen s�n�rl� alt küme olmas�na denktir. Bu da bir metrik uzay�n A

alt kümesinin göreli kompakt olmas� için gerek ve yeter ko³ulun χ(A) = 0

olmas� demektir.

(iii) Bu da (ii) den görülür.

(vi) T ∈ B(X, Y ) ve S ∈ B(Y, Z) olsun. Bir r > χ(T ) ve ρ > χ(S) sabitleyelim.

T (UX) ⊆
n⋃
i=1

(yi + rUY ) olacak ³ekilse y1, y2, . . . , yn ∈ Y alal�m. Benzer

³ekilde T (UY ) ⊆
n⋃
i=1

(zi + ρUY ) olacak ³ekilde de z1, z2, . . . , zn ∈ Z seçelim.

ST (UX) = S

(
n⋃
i=1

(yi + rUY )

)
=

n⋃
i=1

S(yi + rUY )

=
n⋃
i=1

(Syi + rS(UY )) ⊆
n⋃
i=1

m⋃
j=1

(Syi + rzj + rρUZ)

oldu§u dikkate al�n�rsa her r > χ(T ) ve ρ > χ(S) için χ(ST ) ≤ rρ elde

edilir. Böylece χ(ST ) ≤ χ(S).χ(T ) olur.

Lemma 2.4.8. [1] X bir Banach uzay� ise kompakt olmama ölçüsü χ : B(X)→ R

bir yar�-normdur. Ancak bu yar�-norm C(X) Calkin Cebrinde bir normdur.

Kan�t. Her T ∈ B(X) için χ(T ) ≥ 0 oldu§u aç�kt�r. O halde di§er özellikleri

sa§lad�§�n� göstermeliyiz. �lk olarak homojenlik özelli§ini gösterelim. Yani her

T ∈ B(X) ve tüm λ skalerleri için χ(λT ) = |λ|χ(T ) oldu§unu göstermeliyiz. Bu

ispat� yaparken her r > 0 ve µ için µB(0, r) = B(0, |µ|r) özelli§ini göz önüne

alaca§�z. �imdi bir T ∈ B(X) ve λ 6= 0 skaleri alal�m. E§er r > χ(T ) ise,
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T (UX) ⊆
n⋃
i=1

(xi +B(0, r)) olacak ³ekilde x1, x2, . . . , xn vektörleri alal�m. Böy-

lece λT (UX) ⊆
n⋃
i=1

(λxi + λB(0, r)) =
n⋃
i=1

(λxi +B(0, |λ|r)) oldu§undan bu her

r > χ(T ) için χ(λT ) ≤ |λ|r oldu§u anlam�na gelir. Buradan da χ(λT ) ≤ |λ|χ(T )

elde edilir. �imdi ρ > χ(λT ) olsun. λT (UX) ⊆
k⋃
j=1

(yj +B(0, ρ)) olacak ³ekilde

y1, . . . , yk seçelim. Bu T (UX) ⊆
k⋃
j=1

(yj
λ

+ 1
λ
B(0, ρ)) =

k⋃
j=1

(yj
λ

+B(0, ρ
|λ|)) olmas�

anlam�na gelir. Dolay�s�yla her ρ > χ(λT ) için χ(λT ) ≤ ρ
|λ| sa§lan�r ve böylece

χ(T ) ≤ χ(λT )
|λ| veya |λ|χ(T ) ≤ χ(λT ) elde edilir. Sonuç olarak χ(λT ) = |λ|χ(T )

oldu§u görülmü³ olur. λ = 0 için e³itli§in sa§land�§� aç�kt�r.

�kinci olarak üçgen e³itsizli§ini yani her S, T ∈ B(X) için χ(S+T ) ≤ χ(T )+χ(S)

oldu§unu görmeliyiz. S, T ∈ B(X) olsun. r > χ(S) ve ρ > χ(T ) sabitleye-

lim. S(UX) ⊆
n⋃
i=1

(xi +B(0, r)) ve T (UX) ⊆
k⋃
j=1

(yj +B(0, r)) olacak ³ekilde

x1, . . . , xn ve y1, . . . yk vektörleri alal�m. Böylece (S+T )(UX) ⊆ S(UX)+T (UX) ⊆
n⋃
i=1

k⋃
j=1

[xi + yj +B(0, r) +B(0, ρ)] =
n⋃
i=1

k⋃
j=1

[xi + yj +B(0, r + ρ)] oldu§u görü-

lür. Bu her r > χ(S) ve her ρ > χ(T ) için χ(S + T ) ≤ r + ρ olmas� anlam�na

gelir. Dolay�s�yla χ(S + T ) ≤ χ(T ) + χ(S) elde edilir. Böylece kompakt olmama

ölçüsünün yar�-norm oldu§u görülmü³ olur. Bu yar�-norm

χ(T ) = ‖T‖χ

³eklinde gösterilir.

�imdi de e§er S − T kompakt operatör ise χ(S) = χ(T ) oldu§unu gösterelim.

S − T = K bir kompakt operatör olsun. S = T + K olmas�ndan, üçgen e³it-

sizli§inden ve Lemma 2.4.7 (iii)'den χ(S) = χ(T + K) ≤ χ(T ) + χ(K) = χ(T )

elde edilir. Benzer ³ekilde T = S + (−K) dan da χ(T ) ≤ χ(S) elde edilir. Böy-

lece χ(S) = χ(T ) elde edilmi³ olur. Bu özellik ve yukar�da gösterilen özellikler

bize χ : B(X) → R fonksiyonunun C(X) Calkin Cebrine k�s�tlan�³�n�n bir norm

oldu§unu verir.

A bir normlu cebir olsun ve bir a ∈ A eleman� verilsin. La ve Ra ile a ele-

man�yla soldan ve sa§dan çarp�m operatörlerini gösterelim. Yani Lax = ax ve

Rax = xa olsun. Ayr�ca M ⊂ A için LM = {La : a ∈ M} ve RM = {Ra :

a ∈ M} operatör ailelerini tan�mlayal�m. [20]'de E§er M s�n�rl� bir küme ise

r(M) = r(LM) = r(RM) ve ρ(M) = ρ(LM) = ρ(RM) oldu§u ve daha da önem-
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lisi r(M) ve ρ(M), LMRM = {LaRa : a, b ∈ M} operatör ailesinin özelliklerini

yans�tt�§� belirtilmi³tir.

Lemma 2.4.9. M, A normlu cebrinin s�n�rl� bir kümesi olsun. Bu durumda her-

hangi m ∈ N için ρ(Mm) = ρ(M)m, r(Mm) = r(M)m ve ρ(M)2 = ρ(LMRM),

r(M)2 = r(LMRM) dir.

Kan�t. [20, Lemma 2.1]

Lemma 2.4.10. Operatörlerin herhangi önkompakt M kümesi için

‖LMRM‖χ ≤ 16‖M‖χ‖M‖

olur.

Kan�t. [20, Lemma 2.2]

Tan�m 2.4.11. X bir Banach uzay� ve M s�n�rl� operatörlerin önkompakt bir

kümesi olmak üzere, Hausdor� ortak spektral yar�çap,

ρχ(M) = lim
n→∞

Ä
sup
¶
‖T‖χ : T ∈Mn

©ä1/n
= inf

n

Ä
sup
¶
‖T‖χ : T ∈Mn

©ä1/n
³eklinde tan�mlan�r.

I.D.Morris [14] de ρχ Hausdor� ortak spektral yar�çap ile s�n�rl� operatörlerin

önkompakt kümeleri üzerinde ρe esasl� ortak spektral yar�çap�n�n uyu³tu§unu

göstermi³ ve

ρχ(M) ≤ ρe(M) (2.7)

e³itsizli§inin gerçeklendi§ini belirtmi³tir.

Teorem 2.4.12. A bir normlu cebir veM , önkompakt bir alt küme olsun. ρχ(M) =

ρχ(LMRM)1/2 olmak üzere; ρ(M) = max{ρχ(M), r(M)} formülü sa§lanmaktad�r.

Kan�t. [20, Theorem 4.5]
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2.5 Topolojik Radikaller

2.5.1 Jacobson Radikali

Tan�m 2.5.1. A n�n bir J sol (sa§) ideali, AJ ⊂ J , (JA ⊂ J) ifadesini sa§layan

bir lineer alt uzayd�r. J sol (sa§) ideal olsun. E§er A 6= J ise J idealine öz ideal,

ba³ka hiçbir sol (sa§) ideali içermiyorsa maksimal ideal denir.

Tan�m 2.5.2. A cebrinin bir E lineer alt uzay� için, A(1 − u) ⊂ E kou³ulunu

sa§layan u ∈ A eleman�na sa§ modüler birim denir. Sa§ modüler birime sahip sol

ideale modüler sol ideal denir. Benzer ³ekilde (1−u)A ⊂ E ko³ulunu sa§layan u ∈

A eleman�na sol modüler birim, sol modüler birime sahip sa§ ideale de modüler

sa§ ideal denir.

Tan�m 2.5.3. A bir F cismi üzerinde bir cebir ve M , F cismi üzerinde bir lineer

uzay olsun. E§er A × M → M ; (a,m) 7→ am ³eklinde tan�ml� ve a³a§�daki

özellikleri sa§layan bir fonksiyon varsa bu durumda M ye sol A- modül denir.

Her a, b ∈ A ve m,m1,m2 ∈M için;

(i) (a+ b)m = am+ bm

(ii) a(m1 +m2) = am1 + am2

(iii) a(bm) = (ab)m

(a,m)→ am ile tan�mlanan bu fonksiyona modül çarp�m� ad� verilir. Sa§ A-

modül ve A- bimodül tan�mlar� da benzer ³ekilde yap�l�r.

Tan�m 2.5.4. A bir cebir veM 6= 0 bir sol(sa§) A- modül olsun. E§er bu modülün

{0} ve M den ba³ka alt modülü yoksa basit sol (sa§) A- modül olarak adland�r�l�r.

Tan�m 2.5.5. A bir cebir olmak üzere, Jacobson radikali, tüm maksimal sol(sa§)

ideallerin arakesiti olarak tan�mlan�r.

Jacobson radikalini Rad(A) ile gösterece§iz. Jacobson Radikali sol(sa§) ideallerin

arakesiti oldu§undan sol(sa§) ideal oldu§u aç�kt�r. Gerçekten, x ∈ A ve y ∈

Rad(A) olsun. y tüm maksimal sol(sa§) ideallere ait oldu§undan xy tümmaksimal

sol ideallerde olur. Bu da xy ∈ Rad(A) olmas� yani Rad(A) n�n sol (sa§) ideal

olmas� anlam�na gelir.
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Lemma 2.5.6. [12] A bir cebir olmak üzere y ∈ A için a³a§�dakiler e³de§erdir.

(i) y ∈ Rad(A)

(ii) Herhangi x ∈ A için 1− xy sol terslenebilirdir.

(iii) Herhangi M basit sol A- modülü için, yM = 0 d�r.

Kan�t. (i) ⇒ (ii) y ∈ Rad(A) ve x ∈ A olsun. Bu durumda xy tüm L maksimal

sol ideallere aittir. Fakat 1 /∈ L oldu§undan 1 − xy nin hiçbir L maksimal sol

idealine ait olmad�§� elde edilir. Dolay�s�yla 1− xy sol terslenebilirdir.

(ii) ⇒ (iii) Bir m ∈M için ym 6= 0 oldu§unu kabul edelim. O zaman A.ym = M

olmal�. Özellikle, bir x ∈ A için, m = x.ym böylece (1 − xy)m = 0 olur. (ii)

kullan�l�rsa m=0 elde edilir. Bu bir çeli³kidir.

(iii) ⇒ (i) Herhangi J maksimal sol ideali için A/J , basit sol A- modüldür.

Böylece (iii)'den y.A/J = 0 dolay�s�yla y ∈ J olur. Bu da tan�mdan y ∈ Rad(A)

anlam�na gelir.

Teorem 2.5.7. A bir cebir olsun. A³a§�daki kümeler e³ittir.

(i) Rad(A), Jacobson Radikali

(ii) {b ∈ A : ρ(ab) = 0, her a ∈ A için }.

(iii) A³a§�da verilen ve birbirine denk olan özellikleri birini (dolay�s�yla tümünü)

sa§layan en geni³ I ideali.

(a) σ(a+ b) = σ(a), her a ∈ A, b ∈ I için

(b) σ(b) = 0, her b ∈ I için

(c) ρ(a+ b) = ρ(a), her a ∈ A, b ∈ I için

(d) ρ(b) = 0, her b ∈ I için

Kan�t. [15, Theorem 2.3.3]
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2.5.2 Yar�nilpotent �dealler

A bir normlu cebir olsun. E§er N ⊂ A ise N ile N kümesinin kapan�³�n�, abs(N)

ile abs(N) =
ß

n∑
i=1

λixi :n ∈ N, xi ∈ N,
n∑
i=1
|λi| ≤ 1

™
³eklinde tan�mlanan mutlak

konveks kabu§u ve Mf (A), Mc(A), Mb(A) ile de s�ras�yla A normlu cebrinin

tüm sonlu, önkompakt ve s�n�rl� alt kümelerini gösterece§iz. M ∈Mb(A) için

ρ(M) = ρ(Mn)1/n her n ∈ N için, (2.8)

ρ(λM) =| λ | ρ(M) her λ ∈ C için, (2.9)

ρ(MN) = ρ(NM) her N ∈Mb(A) için, (2.10)

e³itlikleri sa§lanmaktad�r. [17]

Lemma 2.5.8. [19] A normlu cebir ve N,M ∈Mb(A) olsun.

(i) Herhangi L ⊂ abs(M) için, ρ(L) ≤ ρ(M) = ρ(abs(M)) dir.

(ii) E§er N kümesinin her eleman� ile M kümesinin her eleman� de§i³meli ise;

(a) ρ(M ∪N) = max {ρ(M), ρ(N)}

(b) ρ(M +N) ≤ ρ(M) + ρ(N)

(c) ρ(MN) ≤ ρ(M)ρ(N) dir.

Kan�t. A normlu cebir ve N,M ∈Mb(A) olsun.

(i) ρ(M) = ρ(abs(M)) oldu§u Teorem 2.3.20'den görülür. Çünkü herhengi

α ∈ Norm(A) için α(M) ve α(abs(M) de§erleri denktir.

(ii) Teorem 2.3.22'de ispatlanm�³t�r.

Teorem 2.5.9. A normlu cebir ve V ⊂ C aç�k olsun. F, her λ ∈ V ve tüm

M(λ) = {f(λ) : f ∈ F} ∈ Mb(A) için

lim
µ→λ

sup {‖f(µ)− f(λ)‖ : f ∈ F} = 0

olacak ³ekilde V den A ya tan�ml� analitik fonksiyonlar�n bir ailesi olsun. Bu

durumda λ→ logρ(M(λ)) ve λ→ ρ(M(λ)) fonksiyonlar� V üzerinde alt harmo-

niktir.
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Kan�t. [19, Theorem 3.5.]

Burada, alt harmoniklik ile ilgili daha fazla bilgiye [11] numaral� kaynaktan

ula³�labilir.

Tan�m 2.5.10. A normlu bir cebir olsun. Bu durumda;

(i) E§er her M ∈Mf (A) için ρ(M) = 0 ise A ya sonlu yar�nilpotent,

(ii) E§er her M ∈Mc(A) için ρ(M) = 0 ise A ya kompakt yar�nilpotent,

(ii) E§er her M ∈Mb(A) için ρ(M) = 0 ise A ya s�n�rl� yar�nilpotent denir.

Sonlu, kompakt ve s�n�rl� yar�nilpotentleri k�saca s�ras�yla f-yar�nilpotent,

c-yar�nilpotent ve b-yar�nilpotent olarak yazaca§�z.

Lemma 2.5.11. [19] A bir normlu cebir olsun. E§er A c-yar�nilpotent veya b-

yar�nilpotent ise ayn� ³ey Ã tamlan�³� için de geçerlidir.

Kan�t. Ã n�n herhangi s�n�rl�(önkompakt) alt kümesi, A n�n s�n�rl�(önkompakt)

bir alt kümesinin kapan�³� içinde yer al�r gerçe§ine dayan�larak görülür. Yani her

N ∈ Mc(Ã) için öyle bir M ∈ Mc(A) vard�r öyle ki N ⊆ M̄ dir. Dolay�s�yla

ρ(N) ≤ ρ(M̄) = ρ(M) = 0 olur.

Tan�m 2.5.12. A normlu bir cebir olsun. Rb(A),Rc(A) ve Rf (A) kümeleri ³u

³ekilde tan�mlan�r.

Rf (A) = {a ∈ A : ρ({a} ∪M) = ρ(M), ∀M ∈Mf (A)}

Rb(A) = {a ∈ A : ρ({a} ∪M) = ρ(M), ∀M ∈Mb(A)}

Rc(A) = {a ∈ A : ρ({a} ∪M) = ρ(M), ∀M ∈Mc(A)}

Bundan sonra Rb(A),Rc(A) ve Rf (A) kümelerinin tümünü ifade ederken

∗ ∈ {f, b, c} için R∗(A) gösterimini kullanaca§�z.

Lemma 2.5.13. [19] E§er a ∈ R∗(A) ise λ ∈ C için λa ∈ R∗(A) d�r.

Kan�t. M ∈Mc(A) ve a ∈ Rc(A) olsun.

ρ({λa} ∪M) = ρ(λ({a} ∪ λ−1M)) =| λ | ρ({a} ∪ λ−1M)

=| λ | ρ(λ−1M) = ρ(M)

oldu§undan, λa ∈ Rc(A) elde edilir.
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Lemma 2.5.14. a ∈ R∗(A) olmas� için gerek ve yeter ko³ul her M ∈ M∗(A)

için sup {ρ({λa} ∪M) : λ ∈ C} <∞ olmas�d�r.

Kan�t. [19, Lemma 4.5.]

S�radaki lemma A cebrinin birimli olarak kabul edilebilece§ini veriyor.

Lemma 2.5.15. [19] R∗(A) = R∗(A1)

Kan�t. Herhangi M ∈M∗(A1) kümesi, N ∈M∗(A) ve L ∈M∗(C) olmak üzere

N + L formundaki kümenin içinde yer al�r. Bu nedenle λ → ρ({λa} ∪ (N + L))

fonksiyonunun herhangi a ∈ R∗(A) için s�n�rl� oldu§unu göstermek yeterlidir.

Genelli§i bozmaks�z�n 0 ∈ L oldu§unu farzedebiliriz. Bu nedenle

{λa} ∪ (N + L) ⊂ ({λa} ∪N) + L

ve Lemma 2.5.8'den

ρ({λa} ∪ (N + L)) ≤ ρ(({λa} ∪N) + L)

≤ ρ({λa} ∪N)+ ‖ L ‖= ρ(N)+ ‖ L ‖

elde edilir.

Lemma 2.5.16. [19, Lemma 4.7] E§er N , R∗(A) n�n sonlu bir alt kümesi ise

herhangi M ∈M∗(A) için ρ(N ∪M) = ρ(M) olur.

Lemma 2.5.17. [19] R∗(A), A cebirinin lineer alt uzay�d�r.

Kan�t. a, b ∈ R∗(A) içinN = {a, b} alal�m.M ∈M∗(A) olmak üzere, {(a+ b)/2}∪

M ⊂ abs(N ∪M) oldu§undan Lemma 2.5.8 ve 2.5.16'dan dolay�

ρ({(a+ b)/2} ∪M) ≤ ρ(abs(N ∪M)) = ρ(N ∪M) = ρ(M)

elde edilir. Bu (a + b)/2 ∈ R∗(A) oldu§unu gösterir. Geri kalanlar� görmek için

Lemma 2.5.13'ü kullanmak yeterlidir.
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Lemma 2.5.18. [19] R∗(A), A n�n bir idealidir.

Kan�t. Lemma 2.5.15'den dolay�A y� birimli olarak kabul edebiliriz. a ∈ R∗(A), b ∈

A, M ∈ M∗(A) ve λ ∈ C olsun. N = {λa, b, 1} alal�m. ρ(N ∪ M) ≤ β =

ρ({b, 1} ∪ M) elde edilir. Dolay�s�yla ρ((N ∪ M)2) ≤ β2 dir. Fakat (N ∪ M)2,

{λab} ∪M kümesini içerir. Böylece

sup
λ∈C

ρ ({λab} ∪M) ≤ β2 <∞

olur ve Lemma 2.5.14'den dolay� ab ∈ R∗(A) oldu§u elde edilir. Benzer ³ekilde

ba ∈ R∗(A) oldu§uda görülür.

Lemma 2.5.19. [19] R∗(A), A n�n bir kapal� idealidir.

Kan�t. E§er a ∈ R∗(A), M ∈M∗(A) ise bu durumda b ∈ A için;

ρ({(a+ b)} ∪M) ≤ ρ(abs({2a, 2b} ∪M))

= ρ({2a, 2b} ∪M)) = ρ({2b} ∪M))

≤ ‖{2b} ∪M‖ = max {2 ‖b‖ , ‖M‖}

oldu§u göz önüne alal�m. c ∈ R∗(A) için c = a+ b, ‖b‖ ≤ ‖M‖ /2 olacak ³ekilde

a ∈ R∗(A) ve b ∈ A vard�r. Bundan dolay�

ρ({c} ∪M) ≤ max {2 ‖b‖ , ‖M‖} = ‖M‖

elde edilir. c ile λc de§i³ikli§i yap�larak Lemma 2.5.14 uygulan�rsa c ∈ R∗(A)

sonucu dolay�s�yla R∗(A) n�n kapal� oldu§u elde edilir.

Lemma 2.5.20. [19] A normlu cebir olsun. Bu durumda Rc(A) = A ∩ Rc(Ã)

dir.

Kan�t. Bu özellik Lemma 2.5.11'den ve Ã n�n herhangi önkompakt alt kümesi,

A n�n önkompakt bir alt kümesinin kapan�³� içinde yer al�r gerçe§ine dayan�larak

görülür.

Lemma 2.5.21. A normlu bir cebir olsun. E§er N , Rc(A) n�n önkompakt alt

kümesi ise bu durumda M ∈Mc(A) için ρ(N ∪M) = ρ(M) dir.

Kan�t. [19, Lemma 4.12]
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Önerme 2.5.22. [19] A normlu cebir olsun. Bu durumda;

(i) Rc(A) c-yar�nilpotenttir.

(ii) Rf (A) f-yar�nilpotenttir.

Kan�t. (i) N,Rc(A) n�n önkompakt bir alt kümesi olsun. M = {0} alal�m.

M ∈ Mc(A) oldu§undan Lemma 2.5.21'den dolay� ρ(N) < ρ({M ∪N}) =

ρ(M) = 0 elde edilir.

(ii) N,Rf (A) n�n sonlu bir alt kümesi olsun. M = {0} alal�m. M ∈ Mf (A)

oldu§undan Lemma 2.5.16'dan dolay� ρ(N) < ρ({M ∪N}) = ρ(M) = 0

elde edilir.

Bölüm 2.3.3'de tan�mland�§� gibi SG1 ile M taraf�ndan üretilen birimli yar�

grubu gösterece§iz.

Teorem 2.5.23. [19] A birimli normlu cebir ve N,M ∈ Mb(A) olsun. E§er

NSG1(M) s�n�rl� ve ρ(NSG1(M)) = 0 ise ρ(N ∪M) = ρ(M) olur.

Kan�t. G = SG1(M) ve γ = max {‖M‖ , 1} olsun. Varsay�mdan tüm n ler için;

‖(NG)n‖ ≤ βεn olacak ³ekilde ε > 0 için β = β(ε) vard�r. λ ∈ C alal�m.

Eλ = λN ∪M olsun. ε < |λ|−1 seçelim. x = x1x2x3 . . . xn ∈ (Eλ)
n alal�m ve xj

elemanlar�n�n tam k tanesi λN kümesine ait olsun. Bu durumda yi ∈ NG, z ∈ G

ve ‖z‖ < γn olmak üzere x = λkzy1y2 . . . yk olur. Buradan ‖x‖ ≤ |λ|kβεkγn ≤ βγn

oldu§u görülür. Bu tüm n ler için ‖(Eλ)n‖ ≤ βγn oldu§unu dolay�s�yla her λ ∈ C

için ρ(Eλ) ≤ γ oldu§unu verir. C üzerinde alt harmonik olan λ 7→ ρ(Eλ) fonksi-

yonu sabittir. Buradan da ρ(E1) = ρ(E2) yani ρ(N ∪M) = ρ(M) elde edilir.

Lemma 2.5.24. [19] J , A normlu cebrinin tek tara�� c-yar�nilpotent bir ideali

olsun. E§er N ∈Mc(J) ise herhangi M ∈Mc(A) için ρ(N ∪M) = ρ(M) dir.

Kan�t. J , A n�n sa§ ideali olsun. A y� birimli olarak kabul edebiliriz. �lk olarak

e§er ‖M‖ < 1 ise bu durumda NSG1(M) ∈ Mc(J), böylece ρ(NSG1(M)) = 0

olur. Teorem 2.5.23'den

ρ(N ∪M) = ρ(M)
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oldu§u elde edilir. �imdi e§er ‖M‖ ≥ 1 ise t > ‖M‖ alal�m. Bu durumda;

ρ(N ∪M) = tρ(t−1N ∪ t−1M) = tρ(t−1M) = ρ(M)

olur. E§er J sol ideal ise (2.10) kullan�larak benzer argümanla yap�l�r.

Bu lemma, J tek tara�� b-yar�nilpotent bir ideal olmas� durumunda da geçer-

lidir. Lemma, c yerine b yaz�larak da ifade edilebilir ve ayn� argümanlarla ispat�

yap�labilir.

Lemma 2.5.25. [19] ∗ ∈ {f, c, b} ve A bir normlu cebir olsun.

(i) J = Rc(A)

(ii) J = Rf (A)

(iii) J , A n�n tek tara�� b-yar�nilpotent bir ideali

Yukar�daki üç durum için de e§er N,M ∈M∗(A) ve M ⊂ N +J ise bu durumda

ρ(M) ≤ ρ(N) dir.

Kan�t. Herhangi a ∈ M için a′ ile a − a′ ∈ N olacak ³ekildeki a′ ∈ J eleman�n�

gösterelim.K := {a′ : a ∈M} ve λ ∈ C içinN(λ) := {a−λa′ : a ∈M} kümelerini

tan�mlayal�m. Bu durumdaK,N(λ) ∈Mc(A) ,K ⊂ J ve N(1) ⊂ N olur. f(λ) =

ρ(N(λ)) fonksiyonu Teorem 2.5.9'dan alt harmoniktir. N(λ) ⊂ 2abs(λK ∪ M)

oldu§undan dolay� Lemma 2.5.8 ile (i) için Lemma 2.5.21, (ii) için Lemma 2.5.16

ve (iii) içinde Lemma 2.5.24'den dolay�;

ρ(N(λ)) ≤ 2ρ(abs(λK ∪M)) = 2ρ(λK ∪M) = 2ρ(M)

yaz�l�r. Böylece f(λ) sabittir ve

ρ(M) = f(0) = f(1) = ρ(N(1)) ≤ ρ(M)

elde edilir.

I, bir A cebrinin ideali olsun. qI ile A n�n A/I üzerine kanonik epimor�zmini

(örten homomor�zma) gösterece§iz. �imdi J , A cebrinin kapal� bir ideali olsun.

M ⊂ A için M/J , M kümesinin qj : A → A/J kanonik epimor�zmi alt�ndaki

görüntüsüdür.
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Teorem 2.5.26. [19] ∗ ∈ {c, f, b} ve A normlu cebir olsun. ∗ ∈ {c, f} için

J = R∗(A) veya ∗ = b için J nin kapal� b-yar�nilpotent bir ideal oldu§unu kabul

edelim. Her iki durumda da her M ∈M∗(A) için ρ(M) = ρ(M/J) dir.

Kan�t. M ∈M∗(A) olsun. Herhangi ε > 0 için ‖Mn/J‖1/n ≤ ρ(M/J) + ε olacak

³ekilde n = n(ε) alal�m. Key� bir δ > 0 için, Mn ⊂ N + Q, Q ⊂ J ve ‖N‖ ≤

‖Mn/J‖ + δ olacak ³ekilde N,Q ∈ M∗(A) kümeleri vard�r. (Bu bir geometrik

gerçektir. ∗ = b ve ∗ = f için bu aç�kt�r ancak ∗ = c için ispat� [17] numaral�

kaynakta Lemma 6.9 da bulunabilir.) Böylece Lemma 2.5.25'den

ρ(Mn) ≤ ρ(N +Q) ≤ ρ(N) ≤ ‖N‖ ≤ ‖Mn/J‖+ δ

d�r. δ key� oldu§undan

ρ(M)n = ρ(Mn) ≤ ‖Mn/J‖ ≤ (ρ(M/J) + ε)n

olur ve buradan ρ(M) ≤ ρ(M/J)+ ε elde edilir. Dolay�s�yla ρ(M) ≤ ρ(M/J) elde

edilir. Ters e³itsizlik her zaman do§ru oldu§undan istenen görülmü³ olur.

Lemma 2.5.27. [19] A normlu cebir ve J = Rc(A) olsun. E§er N ∈ Mc(J) ve

M ∈Mc(A) ise ρ(NM) = 0 ve ρ(N +M) = ρ(M) dir.

Kan�t. N ∈Mc(J) ise N +M ∈Mc(A) d�r. Teorem 2.5.26'dan

ρ(N +M) = ρ((N +M)/J) = ρ(M/J) = ρ(M)

elde edilir. Ayr�ca NM ⊂ (N ∪M)2 oldu§undan Lemma 2.5.21'den

ρ(NM) ≤ ρ((N ∪M)2) = ρ(N ∪M)2 = ρ(M)2

olur. N , λN ile de§i³tirilirse ρ(NM) = 0 bulunur.

Teorem 2.5.28. [19] A normlu cebir olsun. Bir a ∈ A eleman�n�n Rc(A) ya ait

olmas� için gerek ve yeter ko³ul herhangi M ⊂Mc(A) için ρ(aM) = 0 olmas�d�r.

Kan�t. E§er a ∈ Rc(A) ise o zaman her M ∈ Mc(A) için Lemma 2.5.27'den

ρ(aM) = 0 d�r. Tersini görmek için ilk olarak ‖M‖ < 1 oldu§unu farz edelim.
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Bu durumda SG1(M) ∈ Mc(A1) ve dahas� SG1(M)aSG1(M) ∈ Mc(A) d�r.

Dolay�s�yla ρ(aSG1(M)) = 0 olmas�ndan dolay�

ρ(aSG1(M))2 = ρ((aSG1(M))2) = ρ(aSG1(M)aSG1(M)) = 0

olur. Teorem 2.5.23'den

ρ({a} ∪M) = ρ(M)

elde edilir. �imdi de ‖M‖ ≥ 1 oldu§unu kabul edelim. t > ‖M‖ olacak ³ekilde bir

t alal�m. Bu durumda da

ρ({a} ∪M) = tρ({a/t} ∪ (1/t)M) = tρ((1/t)M) = ρ(M)

elde edilir.

Lemma 2.5.29. [19] A normlu bir cebir olsun. Bu durumda Rc(A/Rc(A)) = 0

d�r.

Kan�t. â = a/Rc(A) ∈ Rc(A/Rc(A)) olsun. HerM ∈Mc(A) için M̂ = M/Rc(A)

al�rsak, Teorem 2.5.26'dan

ρ({a} ∪M) = ρ(({a} ∪M)/Rc(A)) = ρ({â} ∪ M̂) = ρ(M̂) = ρ(M)

olur. Bu bize a ∈ Rc(A) oldu§unu gösterir. Dolay�s�yla â = 0 olmal�d�r.

2.6 Lie Cebirleri

Tan�m 2.6.1. F cismi üzerinde bir L Lie cebri, Lie parantezi olarak adland�r�lan

ve a³a§�daki aksiyomlar� sa§layan [·, ·] : L × L → L ikili i³lemi ile bir vektör

uzay�d�r.

(i) Bilineerlik: Her a, b ∈ F ve her x, y, z ∈ L için;

[ax+ by, z] = a [x, z] + b [y, z] , [z, ax+ by] = a [z, x] + b [z, y]

(ii) Alterne Özelli§i: Her x ∈ L için;

[x, x] = 0

(iii) Jacobi Özde³li§i: Her x, y, z ∈ L için;

[x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0
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[x, y] için Lie parantezi yerine x ile y nin komütatörü ifadesi de kullan�laktad�r.

Lie parantezi bilineer oldu§undan

0 = [x+ y, x+ y] = [x, x] + [x, y] + [y, x] + [y, y] = [x, y] + [y, x]

olur. Dolay�s�yla [x, y] = − [y, x] elde edilir. Bu, alterne özelli§ine denk bir özel-

liktir. Lie cebrinin de§i³meli olmas� [x, y] = [y, x] demektir. [x, y] = − [y, x] oldu-

§undan dolay� da bir L Lie cebrinin de§i³meli olmas� için gerek ve yeter ko³ul her

x, y ∈ L için [x, y] = 0 olmas�d�r.

Tan�m 2.6.2. L bir Lie cebir ve K, I ⊂ L alt uzaylar olsunlar.

(i) Her x, y ∈ K için [x, y] ∈ K oluyorsa K alt uzay�na Lie alt cebri denir.

(ii) Her x ∈ L, y ∈ I için [x, y] ∈ I oluyorsa I alt uzay�na L nin bir ideali

denir.

[x, y] = − [y, x] oldu§undan burada ideal için sa§ ve sol ideal ayr�m� yapmaya

gerek yoktur. Bir ideal daima bir alt cebirdir ama tersi her zaman do§ru de§ildir.

{0} her cebrin bir ideali, her cebir de kendisinin bir idealidir. Bu iki ideale a³ikar

idealler denir. Z(L) := {x ∈ L : [x, y] = 0, her y ∈ L için} ³eklinde tan�mlanan

ve L cebrinin merkezi olarak adland�r�lan Z(L), a³ikar olmayan bir idealdir. I ve

J , L Lie cebrinin iki ideali olsun. I ve J ideallerinden yeni idealler in³a etmenin

bir kaç yolu vard�r. �lk olarak I ∩ J alt uzay�n�n bir ideal oldu§unu söyleyebiliriz.

Gerçekten, x ∈ I ∩ J ve y ∈ L için x ∈ I, x ∈ J, y ∈ L olur. I ve J ideal

olduklar�ndan xy ∈ I, xy ∈ J elde edilir. Buradan da xy ∈ I ∩ J olur ki istenen

görülmü³ olur. �kinci olarak da I + J := {x+ y : x ∈ I, y ∈ J} ³eklinde tan�m-

lanan alt uzay da bir idealdir.

�imdi de ideallerin çarp�m�n� tan�mlayal�m. [I, J ] := Span {[x, y] : x ∈ I, y ∈ J}

Bu ³ekilde tan�mlanan ideallerin çarp�m� da L Lie cebrinin bir idealidir. Bu ta-

n�mdan dolay� bir alt uzayd�r. �imdi e§er x ∈ I, y ∈ J ve u ∈ L ise Jacobi özde³-

li§inden [u, [x, y]] = [x, [u, y]]+[[u, x] , y] yazabiliriz. J ideal oldu§undan [u, y] ∈ J

dir. Böylece [x, [u, y]] ∈ [I, J ] elde edilir. Benzer ³ekilde [[u, x] , y] ∈ [I, J ] oldu§u

görülür. Dolay�s�yla bunlar�n toplam� da [I, J ] kümesine aittir. Genel olarak [I, J ]

ye ait bir t eleman�, x ∈ I, y ∈ J olmak üzere [x, y] parantezlerinin bir lineer
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kombinasyonudur. Dolay�s�yla i = 1, 2, ... için xi ∈ I, yi ∈ J ve ci skaler olmak

üzere t =
∑
ci [xi, yi] ³eklindedir. Bu durumda u ∈ L için

[u, t] =
î
u,
∑

ci [xi, yi]
ó

=
∑

ci [u, [xi, yi]]

yaz�labilir. Yukar�da [u, [xi, yi]] ∈ [I, J ] oldu§u gösterildi§inden [u, t] ∈ [I, J ] elde

edilir. Böylece [I, J ] bir ideal olur. Burada I = J = L al�n�rsa [L,L] cebrine

türetilmi³ cebir denir ve L′ ile gösterilir.

Tan�m 2.6.3. L1 ve L2, F üzerinde iki Lie cebri olsun. ϕ : L1 → L2 fonksi-

yonu lineer ve her x, y ∈ L1 için ϕ([x, y]) = [ϕ(x), ϕ(y)] ko³ulunu sa§l�yorsa bir

homomor�zmad�r. ϕ, (1-1) ve örten ise izomor�zma olur.

Tan�m 2.6.4. L bir Lie cebri ve x ∈ L olsun. adx : a → [a, x] dönü³ümüne x

eleman�n�n e³leni§i denir.

Örnek 2.6.5. L bir Lie cebri olsun. gl(L), L den L ye tan�ml� tüm lineer dönü-

³ümleri göstermek üzere x, y ∈ L için ad : L → gl(L), (adx)y := [x, y] ³eklinde

tan�mlanan dönü³üm bir homomor�zma olur. Gerçekten, Lie parantezinin biline-

erli§inden her x ∈ L için adx in lineer oldu§u görülür. Ayn� nedenle x 7→ adx

dönü³ümü de lineerdir. ◦ ile fonksiyon bile³kesi ifade edilmek üzere her x, y ∈ L

için ad([x, y]) = adx ◦ ady − ady ◦ adx oldu§u Jacobi özde³li§inden görülebilir.

Burada Çek(ad) = Z(L) oldu§unu aç�kt�r.

ϕ : L1 → L2 bir homomor�zma ise Ç ek ϕ, L1 için bir ideal, Im ϕ ise L2 nin bir

alt uzay�d�r.

Birle³meli her cebre bir Lie cebri yap�s� kazand�r�labilir. Daha güzel bir ifa-

deyle A, F cismi üzerinde birle³meli bir cebir olsun. Bu durumda A üzerinde

her a, b ∈ A için [a, b] := ab − ba ³eklinde bilineer [·, ·] i³lemi tan�mlarsak A, bu

i³lemle bir Lie cebri olur.[9]

Tan�m 2.6.6. A, F cismi üzerinde bir cebir olsun. A cebrinin türevi, D : A →

A, her a, b ∈ A için D(ab) = D(a)b + aD(b) ³eklinde tan�mlanan bir lineer

dönü³ümdür.

A n�n tüm türevlerinin kümesi DerA ile gösterilir. Bu küme toplama ve skaler

ile çarpma i³lemleri alt�nda kapal� oldu§undan ve s�f�r dönü³ümünü içerdi§inden
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dolay� gl(A) n�n bir vektör alt uzay�d�r. Dahas� DerA, gl(A) n�n bir Lie alt

cebridir.

Örnek 2.6.7. L bir Lie cebri ve x ∈ L olsun. adx : L → L dönü³ümü, Jacobi

özde³li§inden dolay� bir türevdir. Gerçekten her y, z ∈ L için;

(adx) [y, z] = [x, [y, z]] = [[x, y] , z] + [y, [x, z]] = [(adx)y, z] + [y, (adx)z]

oldu§undan istenen görülür.

Tan�m 2.6.8. L bir Lie cebri ve I bir ideal olsun. Bu durumda I alt uzay ol-

du§undan bölüm vektör uzay�n� L/I = {z + I : z ∈ L} ³eklinde ve kosetleri de

z+I = {z + x : x ∈ I} biçiminde tan�mlan�r. Bu bölüm vektör uzay� [x+I, y+I] =

[x, y] + I ³eklinde tan�mlanan Lie parantezi ile bir Lie cebri olur.

Bunu görmek için ilk olarak Lie parantezinin L/I üzerinde iyi tan�ml� oldu§unu

görmeliyiz. Kabul edelim ki w+ I = w′ + I ve z + I = z′ + I olsun. Bu durumda

w − w′ ∈ I ve z − z′ ∈ I olur. L üzerindeki Lie parantezinin bilineerli§inden;

[w′, z′] = [w′ + (w − w′), z′ + (z − z′)]

= [w, z] + [w − w′, z′] + [w′, z − z′] + [w − w′, z − z′]

yaz�l�r. Burada [w − w′, z′] , [w′, z − z′] , [w − w′, z − z′] ∈ I oldu§undan

[w′ + I, z′ + I] = [w, z] + I elde edilir. Böylece istenilen elde edilmi³ olur. �imdi

alterne ve Jacobi özde³li§inin sa§land�§�n� da gösterelim.

(i) Her x ∈ L için [x+ I, x+ I] = [x, x] + I = I oldu§undan alterne özelli§i

sa§lanm�³ olur.

(ii) Her x, y, z ∈ L için;

[x+ I, [y + I, z + I]] + [y + I, [z + I, x+ I]] + [z + I, [x+ I, y + I]] =

[x+ I, [y, z] + I] + [y + I, [z, x] + I] + [z + I, [x, y] + I] =

[x, [y, z]] + I + [y, [z, x]] + I + [z, [x, y]] + I =

[x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] + I = I oldu§undan Jacobi özde³li§inin de

sa§land�§� görülmü³ olur.

Dolay�s�yla tan�mlanan bu i³lem bir Lie parantezidir. Bu da bize L/I bölüm vek-

tör uzay�n�n Lie cebri oldu§unu verir.
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Örnek 2.6.9. I, bir L Lie cebrinin ideali olsun. x ∈ L için π : L → L/I, π(x) :=

x+I ³eklinde tan�mlanan dönü³üm bir homomor�zmad�r. Gerçekten x, y ∈ L için

π([x, y]) = [x, y] + I = [x+ I, y + I] = [π(x), π(y)] oldu§u görülür.

Teorem 2.6.10. (�zomor�zm Teoremleri)

(i) ϕ : L1 → L2 Lie cebirlerinin bir homomor�zmas� olsun. Bu durumda Çekϕ,

L1 cebrinin bir ideali, Imϕ ise L2 cebrinin alt cebri ve

L1/Çekϕ ∼= Imϕ dir.

(ii) I ve J, Lie cebrinin iki ideali ise (I + J)/J ∼= I/(I ∩ J) dir.

(iii) I ve J, L Lie cebrinin I ⊆ J olacak ³ekilde iki ideali ise J/I, L/I bölüm

cebrinin bir idealidir ve (L/I)/(J/I) ∼= L/J dir.

Kan�t. [9, Theorem 2.2.]

L bir Lie cebri ve I'da bir ideali olsun. Bu durumda L/I bölüm cebirinin

idealleri ile L cebrinin I idealini içeren idealleri aras�nda 1-1 ve örten bir e³leme

vard�r. Bu e³le³me ³u ³ekildedir. J , L cebrinin I idealini içeren bir ideali olsun.

Bu durumda J/I, L/I n�n bir ideali olur. Tersine K, L/I n�n bir ideali ise bu

durumda J = {z ∈ L : z + I ∈ K} kümesi de L nin I idealini içeren bir ideali

olur. Bu iki e³leme birbirinin tersidir. [9]

2.6.1 Nilpotent Lie Cebirleri

L bir Lie cebri olsun. L1 = L ve k > 1 için Lk = [L,Lk−1] ³eklinde tan�mlan�r.

�dealleri çarp�m� da ideal oldu§undan her Lk da bir idealdir. Ayr�ca bu idealler

aras�nda L = L1 ⊇ L2 ⊇ L3 ⊇ . . . ³eklinde bir s�ralama vard�r. Bunu tümevar�m

ile görmek kolayd�r. [L,L] = Span {[x, y] : x, y} ³eklinde tan�mland�§�ndan L2 =

[L,L] ⊆ L oldu§u aç�kt�r. �imdi k ∈ N için Lk ⊆ Lk−1 oldu§unu kabul edelim.

O halde Lk+1 = [L,Lk] ⊆ [L,Lk−1] = Lk elde edilir. Ayr�ca Lk/Lk+1 bölümü

L/Lk+1 bölümünün merkezi içindedir. Yani Lk/Lk+1 ⊂ Z(L/Lk+1) olur.
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Tan�m 2.6.11. L bir Lie cebri olsun. E§er herhangi bir m ≥ 1 için Lm = 0

oluyorsa L Lie cebrine nilpotent ad� verilir. Yani L = L1 ⊇ L2 · · · ⊇ Lm = 0

olur.

Teorem 2.6.12. Bir L Lie cebri için a³a§�dakiler denktir.

(i) L nilpotenttir.

(ii) Herhangi x ∈ L için, adx bir nilpotent lineer dönü³ümdür.

(iii) L cebrinin i = 0, . . . , n− 1 için dim(Li/Li+1) = 1 ve [L,Li] ⊂ Li+1 olacak

³ekilde ideallerin azalan bir

L = L0 ⊃ L1 ⊃ L2 ⊃ · · · ⊃ Ln = 0

dizisi vard�r.

Kan�t. [10, Theorem 1.1.28]

Lemma 2.6.13. [9] L bir Lie cebri olsun

(i) E§er L nilpotent ise L nin her alt cebri de nilpotent olur.

(ii) E§er L nin nilpotent olmas� için gerek ve yeter ko³ul L/Z(L) nin de nilpo-

tent olmas�d�r.

Kan�t. (i) tan�mdan aç�kt�r.

(ii) L nilpotent olsun. L/Z(L), L nin π : L → L/Z(L) projeksiyonu alt�ndaki

homomor�k görüntüsüdür. Böylece L/Z(L) nilpotenttir.

Tersine L/Z(L) nilpotent olsun. (L/Z(L))k = (Lk + Z(L))/Z(L) oldu§u indük-

siyon ile görülebilir. Buradan (L/Z(L))k = (Lk +Z(L))/Z(L) = 0 elde edilir. Bu

ise Lk ⊂ Z(L) olmas� demektir. Dolay�s�yla Lk+1 = [L,Lk] ⊂ [L, Z(L)] = 0 olur

ki bu da L nin nilpotent olmas� anlam�na gelir.

Tan�m 2.6.14. X Banach uzay�, π : B(X)→ B(X)/K(X) do§al homomor�zma

ve L ⊂ B(X) bir Lie cebri olsun. E§er π(L) nilpotent ise L cebrine esasl� nilpotent

Lie cebri denir.
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2.6.2 Çözülebilir Lie Cebirleri

Lemma 2.6.15. [9] I bir L Lie cebrinin bir ideali olsun. Bu durumda L/I bölüm

cebrinin de§i³meli olmas� için yeter ve gerek ko³ul I idealinin L′ = [L,L] türetilmi³

cebrini içermesidir. Yani [L,L] ⊂ I olmas�d�r.

Kan�t. L bir Lie cebri ve I ideal olsun. L/I bölüm cebrinin de§i³meli olmas� için

gerek ve yeter ko³ul her x, y ∈ L için [x+I, y+I] = [x, y]+I = I olmas� veya denk

olarak [x, y] ∈ I olmas�d�r. I,L nin alt uzay� oldu§undan bunun olmas� için gerek

ve yeter ko³ul [x, y] parantezi ile üretilen uzay�n I içinde yer almas�d�r. Böylece

[L,L] ⊂ I elde edilir.

Bu lemma bize, L/I bölüm cebrinin de§i³meli oldu§u en küçük I idealinin L′

türetilmi³ cebri oldu§unu söyler. Benzer argümanla L′ türetilmi³ cebri de kendi

içinde bölümü de§i³meli olan en küçük ideale sahiptir. Bu ideal L′ cebrinin tü-

retilmi³ cebridir. Bunu da L(2) ile gösterelim. Böylece L cebrinin a³a§�da aç�k

olarak ifade edilen türetilmi³ serisini elde ederiz.

[L,L] = L′ = L(1) ve k ≥ 2 için L(k) = [L(k−1),L(k−1)]

olarak tan�mlan�rsa bu durumda L ⊇ L(1) ⊇ L(2) ⊇ . . . serisine türetilmi³ seri

denir.

Tan�m 2.6.16. L Lie cebri için L(m) = 0 olacak ³ekilde m pozitif tam say�s�

varsa L cebrine çözülebilir Lie cebri denir.

Lemma 2.6.17. L bir Lie cebri olsun. E§er L cebrinin 1 ≤ k ≤ m için Ik−1/Ik

de§i³meli olacak biçimde ideallerinin L = I0 ⊇ I1 ⊇ . . . Im−1 ⊇ Im = 0 ³eklinde

sonlu bir dizisi varsa, L cebri çözülebilirdir.

Kan�t. [9, Lemma 4.3]

Bu lemman�n tersinin her zaman do§ru oldu§u Ik = L(k) al�narak görülür.

Lemma 2.6.18. Nilpotent Lie cebirleri çözülebilirdir.

Kan�t. L nilpotent Lie cebri olsun. O halde Ln = 0 olacak biçimde bir n pozitif

tam say�s� vard�r. E§er her k ≤ n için L(k) ⊆ Lk oldu§unu gösterirsek L(n) ⊆
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Ln = 0 dan istenen elde edilir. �ddiam�z� kan�tlamak için tümevar�m uygulamak

yeterlidir. L(1) = [L,L] ⊂ L = L1 oldu§u aç�kt�r. O halde L(k−1) ⊆ Lk−1 oldu§unu

kabul edelim. Bu durumda,

L(k) = [L(k−1),L(k−1)] ⊆ [L,L(k−1)] ⊆ [L,Lk−1] ⊆ Lk

olur. Dolay�s�yla istenen gösterilmi³ olur.

Bu lemman�n tersinin do§ru olmad�§�n� a³a§�daki örnekle gösterelim

Örnek 2.6.19. R üzerinde tüm n × n tipindeki matrislerin vektör uzay� olan

gl(n,R), [x, y] = xy − yx ile tan�ml� Lie parantezi ile bir Lie cebridir. n × n

tipindeki bir matrise her 1 ≤ j < i ≤ n için aij = 0 ise üst üçgen matris, 1 ≤ j ≤

i ≤ n için aij = 0 ise kesinlikle üst üçgen matris denir. b(n,R) ile n×n tipindeki

tüm üst üçgen matrisleri ve n(n,R) ile de tüm kesinlikle üst üçgen matrisleri

gösterelim. Bunlar�n her ikisi de gl(n,R) nin alt cebirleridir. n = 2 alal�m ve L =

b(2,R) olsun. Bu durumda, L2 = [b(2,R), b(2,R)] = n(2,R) ve L3 = [L,L2] =

[b(2,R), n(2,R)] = n(2,R) olur. Dolay�s�yla Ln = 0 olacak bir n do§al say�s�

yoktur. Yani L cebri nilpotent de§ildir. Ancak L(1) = [b(2,R), b(2,R)] = n(2,R)

ve buradan da L(2) = [L(1),L(1)] = [n(2,R), n(2,R)] = 0 olur dolay�s�yla L cebri

çözülebilirdir.

Lemma 2.6.20. [3, Önerme 2.1.] A³a§�dakilerin herbiri geçerlidir.

(i) Her de§i³meli Lie cebri nilpotent dolay�s�yla çözülebilirdir.

(ii) Nilpotent (çözülebilir) Lie cebrinin her alt cebri de nilpotenttir (çözülebilir-

dir).

(iii) Nilpotent (çözülebilir) Lie cebrinin her Lie mor�zm alt�ndaki görüntüsü de

nilpotenttir (çözülebilirdir).

(vi) E§er I, L Lie cebrinin çözülebilir bir ideali ve L/I da çözülebilir ise bu

durumda L cebri de çözülebilirdir.

(v) Her Lie cebrinde herhangi nilpotent (çözülebilir) iki idealin toplam� da nil-

potenttir (çözülebilirdir).
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2.6.3 Yar�çözülebilir Lie Cebirleri

Tan�m 2.6.21. L bir Lie cebri olsun.

(i) E§er L, vektör uzay� gibi, sonlu boyutlu alt cebirlerin yönlendirilmi³ {Li}i∈I
ailesi taraf�ndan geriliyor ise (yani, her i, j ∈ I için Li + Lj ⊆ Lk olacak

³ekilde k ∈ I varsa), L cebrine yerel olarak sonlu Lie cebri denir.

(ii) L yerel olarak sonlu Lie cebri olsun. E§er {Li}i∈I sadece çözülebilir

(nilpotent) Lie cebirlerinden olu³uyor ise, L cebrine yerel olarak çözülebilir

(nilpotent) Lie cebri denir.

(iii) E§er L, vektör uzay� gibi, sonlu boyutlu ideallerin bir ailesi taraf�ndan ge-

riliyor ise ideal olarak sonlu Lie cebri denir.

(vi) E§er L cebri, ideal olarak sonlu ve yerel olarak çözülebilir (nilpotent) ise L

cebrine yar�çözülebilir (yar�nilpotent) Lie cebri denir.

Lemma 2.6.22. [3, Sonuç 2.2] L bir Lie cebri olsun. A³a§�dakiler denktir.

(i) L yar�çözülebilirdir.

(ii) L cebrinin sonlu boyutlu çözülebilir ideallerinden olu³an belli bir {Li}i∈I
ailesi için L =

∑
i∈I Li dir.

(iii) L ideal olarak sonludur ve L cebrinin sonlu boyutlu her ideali çözülebilirdir.

Lemma 2.6.23. [3, Remark 2.3] L bir Lie cebri olsun. A³a§�dakiler denktir.

(i) L yar�nilpotenttir.

(ii) L cebrinin sonlu boyutlu nilpotent ideallerinden olu³an belli bir {Li}i∈I ailesi

için L =
∑
i∈I Li dir.

(iii) L ideal olarak sonludur ve L cebrinin sonlu boyutlu her ideali nilpotenttir.

Sonuç 2.6.24. Nilpotent Lie cebirleri yar�çözülebilirdir.

Kan�t. Gerçekten, L bir nilpotent lie cebri olsun. Dolay�s�yla yar�nilpotenttir.

Lemma 2.6.23'den, L cebrinin sonlu boyutlu nilpotent ideallerinden olu³an belli

bir {Li}i∈I ailesi için L =
∑
i∈I Li dir. Dolay�s�yla bu ailenin elemanlar� ayn�

zamanda çözülebilirdir. O halde Lemma 2.6.22'den L yar�çözülebilirdir.
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Tan�m 2.6.25. Bir L cebrinin en geni³ çözülebilir idealine radikal denir ve

Rad(L) ile gösterilir.

Tan�m 2.6.26. S�f�rdan farkl� bir L Lie cebri, s�f�rdan farkl� çözülebilir ideallere

sahip de§ilse buna denk olarak Rad(L) = 0 ise L cebrine yar�basit Lie cebri denir.

Lemma 2.6.27. [9, Lemma 4.7] E§er L bir Lie cebri ise L/Rad(L) yar�basittir.

Kan�t. J , L/Rad(L) nin çözülebilir bir ideali olsun. �deal e³lemesinden L nin

Rad(L) yi içeren bir J ideali vard�r ve J = J/Rad(L) dir. Tan�mdan Rad(L)

çözülebilirdir. Hipotezden de J = J/Rad(L) çözülebilirdir. Dolay�s�yla 2.6.20 den

J çözülebilirdir. Fakat J , Rad(L) nin içinde oldu§undan J = 0 olur.

Bir L Lie cebri taraf�ndan üretilen kapal� birle³meli Banach cebrini A(L) ile

gösterece§iz.

Önerme 2.6.28. [3, Proposition 24.1] A kompleks birimli bir Banach cebri ve L

de bir Lie altcebri olsun ve bir I idealinin nilpotent elemanlar�

NI := {a ∈ I : a, nilpotent}

ile gösterilsin. E§er I, L cebrinin sonlu boyutlu çözülebilir bir ideali ise NI , L nin

bir idealidir ve NI ⊂ Rad(A(L)) olur.

Lemma 2.6.29. [3, Lemma 24.1] B yar�basit kompleks birimli bir Banach cebri

ve L, B 'nin bir altcebri öyleki L taraf�ndan üretilen kapal�, birle³meli cebir B

ye e³it olsun. E§er I, L nin, her b ∈ L için ad b|I nilpotent bir dönü³üm olacak

³ekilde sonlu boyutlu ideali ise [I,L] = 0 olur.

Teorem 2.6.30. [3, Theorem 24.1] L, birimli kompleks A Banach cebrinin bir alt

cebri ve A(L) de L cebri taraf�ndan üretilen birle³meli ve birimli bir alt cebir ol-

sun. E§er I, L cebrinin sonlu boyutlu çözülebilir bir ideali ise [I,L] ⊆ Rad(A(L))

olur.

Lemma 2.6.31. [3, Remark 24.1] A kompleks, birimli bir Banach cebri olsun.

E§er A cebrinin bir alt cebri olan L cebri yar�çözülebilir ve A(L) de L cebri

taraf�ndan üretilen kapal� birle³meli ve birimli bir alt cebir ise [A(L),A(L)] ⊂

Rad(A(L)) yani A(L)/Rad(A(L)) de§i³melidir.
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Kan�t. {Iα}α∈Λ, L cebrinin sonlu boyutlu çözülebilir ideallerinin bir ailesi olsun.

B = A(L)/Rad(A(L)) olmak üzere π : A(L) → B do§al projeksiyonunu alal�m.

Bu durumda Teorem 2.6.30'den her α ∈ Λ için [π(Iα),B] = {0} olur. Fakat B,⋃
α∈Λ

π(Iα) = π(L) taraf�ndan üretilen kapal� birle³meli birimli alt cebre e³ittir.

Böylece [B,B] = {0} sonucunu elde ederiz.
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BÖLÜM 3

LIE CEB�RLER� �Ç�N

BERGER-WANG FORMÜLÜ

Bu bölümde, 2. bölümde verdi§imiz bilgiler ile Berger-Wang formülünün bir X

Banach uzay� üzerinde tan�ml� lineer ve s�n�rl� operatörlerin nilpotent, esesl� nilpo-

tent ve çözülebilir Lie cebirleri taraf�ndan üretilen Banach cebirlerinin önkompakt

alt kümeleri için sa§land�§�n� gösterece§iz.

X bir Banach uzay� olsun. B(X) tüm s�n�rl� lineer operatörlerden olu³an Ba-

nach cebri olmak üzere, X uzay� üzerinde tan�ml� tüm kompakt operatörlerin

kümesi olan K(X), B(X) cebrinin bir idealdir. Lie çarp�m�, T1, T2 ∈ B(X) için

[, ] : [T1, T2] = T1T2 − T2T1 ile tan�mlan�r. Bu durumda, B(X) bu i³lem alt�nda

bir Lie cebiri olur.

M ⊂ B(X) olsun. A(M) ile M taraf�ndan üretilen birle³meli cebri, A(M) ile de

M taraf�ndan üretilen kapal� Banach cebrini gösterece§iz. Burada M taraf�ndan

üretilen cebir, M kümesini içeren en küçük cebir anlam�na gelmektedir.

3.1 Nilpotent Lie Cebirleri �çin Berger-Wang

Formülü

Lemma 3.1.1. [22] E§er A, L nilpotent Lie cebri taraf�ndan üretilen bir Banach

cebri ise A/Rad(A) de§i³melidir.
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Bu lemman�n orjinal ispat� Turovskii taraf�ndan yap�lm�³t�r [22]. Ancak nil-

potent Lie cebri yar�çözülebilir oldu§undan, Lemma 2.6.31'den do§rulu§u görü-

lebilir.

Lemma 3.1.2. Bir A Banach cebri için Z(A) ∩Rad(A) ⊂ Rc(A) d�r.

Kan�t. M ⊂ A bir önkompakt alt küme olsun. a ∈ Z(A) ∩ Rad(A) alal�m.

a ∈ Z(A) oldu§undanM kümesinin her eleman� ile de§i³melidir. O halde Teorem

2.3.22 (ii)' den ρ({a}∪M) = max {ρ(a), ρ(M)} yaz�l�r. a ∈ Rad(A) oldu§�ndan da

Teorem 2.5.7'den ρ(a) = 0 d�r. Böylece ρ({a} ∪M) = max {ρ(a), ρ(M)} = ρ(M)

elde edilir. Bu da a ∈ Rc(A) olmas� demektir.

Lemma 3.1.3. E§er A Banach cebri de§i³meli ise bu durumda her M ⊂ A

önkompakt alt kümesi için ρ(M) = r(M) dir.

Kan�t. A cebri de§i³meli oldu§undan her alt kümesinin tüm elemanlar� de§i³meli

olaca§�ndan Lemma 2.4.4'den aç�kt�r.

Lemma 3.1.4. Bir A Banach cebrinin her önkompakt M alt kümesi için

ρ(M) = ρ(M/Rc(A)) d�r.

Kan�t. Teorem 2.5.26'dan ∗ = c durumu için görülür.

Lemma 3.1.5. [7] A(L), bir L Lie cebri taraf�ndan üretilen bir Banach cebri,

I, A(L) cebrinin kapal� bir ideali ve q : A(L)→ A(L)/I bölüm tasviri olsun. Bu

durumda A(q(L)) = q(A(L)) dir.

Kan�t. A(q(L)) = q(A(L)) oldu§u aç�kt�r. Dolay�s�yla A(q(L)) = q(A(L)) ⊃

q(A(L)). Burada q(A(L)) nin kapal� oldu§u ve q(A(L)) yi içerdi§i göz önüne al�-

n�rsa q(A(L)) ⊂ q(A(L)) oldu§u görülür. Böylece A(q(L)) = q(A(L)) = q(A(L))

olur.

Önerme 3.1.6. E§er bir A Banach cebri, nilpotent L Lie cebri taraf�ndan üreti-

len bir cebir ise bu durumda her önkompakt M ⊂ A alt kümesi için ρ(M) = r(M)

olur.
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Kan�t. L nilpotent oldu§undan Ln+1 = [L,Ln] = 0 olacak ³ekilde bir n pozitif

tamsay�s� vard�r. O halde Ln, L ile de§i³meli olur. Dolay�s�yla,

Ln ⊂ Z(L) ⊂ Z(A(L)) (3.1)

elde edilir. �imdi Lemma 3.1.1'den (A(L))/Rad(A(L)) de§i³melidir. Dolay�s�yla

her a, b ∈ (A(L)) için
î
a+Rad(A(L)), b+Rad(A(L))

ó
= Rad(A(L)) buradan

da [a, b] ∈ Rad(A(L)) elde edilir. Bu bize L2 ⊂ (A(L))2 ⊂ Rad(A(L)) oldu§unu

verir. Buradan da, Ln ⊂ L2 oldu§undan,

Ln ⊂ Rad(A(L)) (3.2)

olur. �u halde (3.1) ve (3.2) den Ln ⊂ Z(A(L))∩Rad(A(L)) olur. Böylece Lemma

3.1.2'den de Ln ⊂ Rc(A(L)) oldu§u görülür.

E§er n > 2 ise; q : A(L) → A(L)/Rc(A(L)) ve L1 = q(L) olsun. O halde Ln ⊂

Rc(A(L)) oldu§undan (q(L))n = q(Ln) = Ln +Rc(A(L)) = 0 olur. Dolay�s�yla

q(L) yani L1 nilpotent olur. Ayr�ca Lemma 3.1.5'denA(L1) = A(q(L)) = q(A(L))

oldu§u göz önünde bulundurularak üstte oldu§u gibi

(q(L))n−1 ⊂ Rc(A(L1)) elde edilir. Buradan da Lemma 2.5.29'da kullan�larak

(q(L))n−1 ⊂ Rc(A(q(L))) = Rc(q(A(L))) = Rc(A(L)/Rc(A(L))) = 0 elde

edilir. Böylece (q(L))n−1 = 0 olmu³ olur. Buradan da ayn� ³ekilde gidilerek

(q(L))2 = 0 elde edilir. Dolay�s�yla q(L) ve hatta A(L1) de§i³melidir. Son ola-

rak her M ⊂ A(L) önkompakt alt kümesi için Lemma 3.1.3 ve Lemma 3.1.4

kullan�larak

ρ(M) = ρ(M/Rc(A(L))) = r(M/Rc(A(L))) ≤ r(M)

elde edilmi³ olur. E³itsizli§in di§er taraf� aç�k oldu§undan ρ(M) = r(M) olur.

3.2 Esasl� Nilpotent Lie Cebirleri �çin Berger-Wang

Formülü

A³a§�da verilen lemma ile Shulman ve Turovskii [20]'daX Banach uzay�nda genel-

le³tirilmi³ Berger-Wang formülünün B(X) uzay�n�n herM önkompakt alt kümesi

için sa§land�§�n� göstermi³lerdir.

48



Lemma 3.2.1. [20] X bir Banach uzay� ve M ⊂ B(X) önkompakt bir alt kümesi

için ρ(M) = max{ρe(M), r(M)} genelle³tirilmi³ Berger-Wang formülü sa§lan�r.

Kan�t. Lemma 2.4.10'dan ‖LMRM‖χ ≤ 16‖M‖χ‖M‖ olur.M ,Mn ile de§i³tirilir,

n. dereceden kökü al�n�r ve n→∞ için limite geçilirse

ρχ(M)2 = ρχ(LMRM) ≤ ρχ(M)ρ(M)

e³itsizli§i elde edilir. Teorem 2.4.12 ρ(M)2 ≤ max{ρχ(M)ρ(M), r(M)2} demek

olur. r(M) ≤ ρ(M) e³itsizli§i ile (2.7) den

ρ(M) ≤ max{ρχ(M), r(M)} ≤ max{ρe(M), r(M)}

elde edilir. E³itsizli§in di§er taraf� aç�kça görülebildi§inden istenen gösterilmi³

olur.

Sonuç 3.2.2. E§er A, bir L nilpotent Lie cebri taraf�ndan üretilen Banach cebri

ise o zaman Rc(A) = Rad(A) ve A/Rc(A) de§i³melidir.

Kan�t. Rc(A) ⊂ Rad(A) oldu§unu görmek kolayd�r. Gerçekten, a ∈ Rc(A)

alal�m. Herhangi b ∈ A için Rc(A) ideal oldu§undan ab ∈ Rc(A) olur. {ab} ∈

Mc(A) için Rc(A) c-yar�nilpotent oldu§undan ρ(ab) = 0 elde edilir. Bu

a ∈ Rad(A) demektir. Tersine a ∈ Rad(A) alal�m ve M ∈Mc(A) olsun. Önerme

3.1.6'dan ρ(aM) = r(aM) = 0 olur. Teorem 2.5.28 den de a ∈ Rc(A) elde edi-

lir. Sonuç olarak Rc(A) = Rad(A) olur. A/Rc(A) n�n de§i³meli olmas� Lemma

3.1.1'den dolay�d�r.

Teorem 3.2.3. E§er A, bir L esasl� nilpotent Lie cebri taraf�ndan üretilen Ba-

nach cebri ise, her önkompakt M ⊂ A için ρ(M) = r(M) dir.

Kan�t. Her önkompaktM ⊂ A için Lemma 3.2.1'den dolay� ρ(M) = max{ρe(M), r(M)}

olur. Önerme 3.1.6 dan ρe(M) = re(M) dir Dolay�s�yla

ρe(M) = re(M) ≤ r(M)

elde edilir. Böylelikle ρ(M) = r(M) oldu§u görülür.
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3.3 Çözülebilir Lie Cebirleri �çin Berger-Wang

Formülü

Lemma 3.3.1. E§er A, L çözülebilir Lie cebri taraf�ndan üretilen bir Banach

cebri ise A/Rad(A) de§i³melidir.

Kan�t. Çözülebilir Lie cebri, yar�çözülebilir oldu§undan Lemma 2.6.31'den aç�k-

t�r.

Teorem 3.3.2. E§er bir A Banach cebri, çözülebilir L Lie cebri taraf�ndan üreti-

len bir cebir ise bu durumda her önkompakt M ⊂ A alt kümesi için ρ(M) = r(M)

olur.

Kan�t. L çözülebilir oldu§undan L(n+1) = [L(n),L(n)] = 0 olacak ³ekilde bir n

pozitif tamsay�s� vard�r. O halde L(n) de§i³meli olur. Yani L(n) = Z(L(n)) olur.

Dolay�s�yla;

L(n) = Z(L(n)) ⊂ Z(A(L)) (3.3)

elde edilir. �imdi Lemma 3.3.1'den (A(L))/Rad(A(L)) de§i³melidir. Dolay�s�yla

her a, b ∈ (A(L)) için
î
a+Rad(A(L)), b+Rad(A(L))

ó
= Rad(A(L)) buradan

da [a, b] ∈ Rad(A(L)) elde edilir. Bu bize L(2) ⊂ L2 oldu§undan L(2) ⊂ L2 ⊂

(A(L))2 ⊂ Rad(A(L)) oldu§unu verir. Buradan da, L(n) ⊂ Ln ⊂ L2 oldu§undan,

L(n) ⊂ Rad(A(L)) (3.4)

olur. �u halde (3.3) ve (3.4) den L(n) ⊂ Z(A(L)) ∩ Rad(A(L)) olur. Böylece

Lemma 3.1.2'den de L(n) ⊂ Rc(A(L)) oldu§u görülür.

E§er n > 1 ise; q : A(L)→ A(L)/Rc(A(L)) ve L1 = q(L) olsun. O halde L(n) ⊂

Rc(A(L)) oldu§undan (q(L))(n) = q(L(n)) = L(n) +Rc(A(L)) = 0 olur. Dolay�-

s�yla q(L) yani L1 çözülebilir olur. Ayr�ca Lemma 3.1.5'den A(L1) = A(q(L)) =

q(A(L)) oldu§u göz önünde bulundurularak üstte oldu§u gibi

(q(L))(n−1) ⊂ Rc(A(L1)) elde edilir. Buradan da lemma 2.5.29'da kullan�larak

(q(L))(n−1) ⊂ Rc(A(q(L))) = Rc(q(A(L))) = Rc(A(L)/Rc(A(L))) = 0 elde

edilir. Böylece (q(L))(n−1) = 0 olmu³ olur. Buradan da ayn� ³ekilde gidilerek

50



(q(L))(1) = 0 elde edilir. Dolay�s�yla q(L) ve hatta A(L1) de§i³melidir. Son ola-

rak her M ⊂ A(L) önkompakt alt kümesi için Lemma 3.1.3 ve Lemma 3.1.4

kullan�larak

ρ(M) = ρ(M/Rc(A(L))) = r(M/Rc(A(L))) ≤ r(M)

elde edilmi³ olur. E³itsizli§in di§er taraf� aç�k oldu§undan ρ(M) = r(M) olur.
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BÖLÜM 4

SONUÇ

Bu tez çal�³mas� iki ana bölümden olu³maktad�r. �kinci bölümde temel tan�m

ve kavramlara yer verilmi³tir. Bu bölümde normlu uzaylar, bölüm uzaylar�, spekt-

ral özellikler, topolojik radikaller Berger-Wang formülü ve Lie cebirleri konular�

çal�³�lm�³, tan�mlar, özellikler ve baz� önemli teoremler ifade edilmi³tir. Üçüncü

bölümde ise nilpotent ve esasl� nilpotent Lie cebirleri taraf�ndan üretilen kapal�

Banach cebirlerinin her önkompakt alt kümesi için Berger-Wang formülünün sa§-

land�§� gösterilmi³tir. Buna ek olarak çözülebilir Lie cebirleri taraf�ndan üretilen

Banach cebirlerinin her ön kompakt alt kümesi için de Berger-Wang formülünün

sa§land�§� görülmü³tür.

Ayr�ca daha geni³ bir cebir olan yar�çözülebilir Lie cebirleri için a³a§�daki

problem üzerinde çal�³�labilir.

Aç�k Problem: Yar�çözülebilir Lie cebirleri taraf�ndan üretilen kapal� Banah ce-

birlerinin her önkompakt alt kümesi için Berger-Wang formülü gerçeklenir mi?
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