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ESASLI NILPOTENT LIE CEBIRLERI ICIN BERGER-WANG
FORMULU

Nuri Umut ARSLANDOGAN

Bu tez calismasinda, eger A(L), bir Lie cebri tarafindan iiretilen ka-
pali bir Banach cebri ise, her 6nkompakt M C m alt kiimesi icin
p(M) = r(M) Berger-Wang formiiliiniin saglandig1 gosterilmigtir. Bu-
rada, p(M) ve r(M) sirasiyla, ortak spektral yarigap: ve Berger-Wang
spektral yaricapini gostermektedir. Ayrica, esash nilpotent ve coziile-
bilir Lie cebirleri tarafindan iiretilen kapali Banach cebrinin her 6n-
kompakt alt kiimeleri icin de Berger-Wang formiiliiniin saglandig g6s-
terilmistir. Son olarak, yarigoziilebilir Lie cebirleri tarafindan iiretilen

Banach cebirlerinin her 6nkompakt alt kiimeler icin Berger-Wang for-

miiliinii saglayip saglamadig1 agik problem olarak ortaya konmustur.
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ABSTRACT

BERGER-WANG FORMULA FOR ESSENTIALLY NILPOTENT
LIE ALGEBRAS

Nuri Umut ARSLANDOGAN

In this thesis, it proved that if a closed Banach algebra A(L) is ge-
nerated by a nilpotent Lie algebra £, then the Berger-Wang formula
p(M) = r(M) holds for every precompact subset M C A(L), where p(M)
and r(M) denote the joint spectral radius and Berger-Wang spactral
radius of M, respectively. It is also proved that Berger-Wang formula
holds for a closed Banach algebra generated by both an essentially
nilpotent and solvable Lie algebra for every precompact subsets of it.
Finally, it is presented whether Berger-Wang formula holds for a Ba-

nach algebra generated by a quasisolvable Lie algebra or not as an open

problem.

Keywords : Berger-Wang Formula, Lie algebras

joint spectral radius, topological radicals.
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BOLUM 1
GIRIS

1960 yilinda Rota ve Strang [16] bir normlu cebrin sinirh bir alt kiimesi i¢in
ortak spektral yaricapi tanimlamiglardir. Ortak spektral yaricap kavrami dalga-
cik teorisi, fark denklemleri, operator teori ve degismez alt uzaylar teorisi gibi
matematigin bir cok alaninda uygulamalarini bulmustur. Bu ilgi ortak spektral
yaricap hesaplama formiilleri iizerine caligmak icin tegvik edici olmustur. Ortak
spektral yaricap hesaplama icin 6nemli bir formiili 1992 yilinda Berger ve Wang
[4] sonlu boyutlu dogrusal uzaylar iizerinde tanimli operatorlerin sinirh bir ailesi
icin vermigtir. Bu formiil sinirli bir alt kiimenin farkh bir spektral karakteristigini
icermektedir. Bu da Berger-Wang spektral yaricap: olarak adlandirilmaktadir. Bu
caligmalarinda Berger ve Wang, sonlu boyulu dogrusal uzaylar iizerinde tanimh
operatorlerin sinirli bir alt kiimesinin ortak spektral yaricapinin, tanimladiklar
Berger-Wang spektral yarigapa esit oldugunu gostermiglerdir. Bu egitlik Berger-
Wang formiilii olarak bilinir. Bu formiil ¢cok 6nemlidir ¢iinkii ortak spektral yari-
cap ile operatorlerin spektrumlar arasindaki iligkiyi vermektedir. 2000 yilinda da
Shulman ve Turovskii [17] Berger-Wang formiiliiniin sonsuz boyutlu Banach uzay-
lar: iizerinde tanimli kompakt operatorlerin 6nkompakt kiimeleri ve esasl skaler
operatOrlerin 6nkompakt kiimeleri icin saglandigini gostermiglerdir. Shulman ve
Turovskii'nin sonsuz boyutlu Banach uzaylar: {izerinde tanimli kompakt opera-
torlerin 6nkompakt alt kiimeleri i¢in dogrulugunu gosterdikleri bu Berger-Wang
formiilii 6zellikle operator yart gruplarimi ve Lie cebirlerini incelemek icin kulla-

nilmigtir. Bu formiiliin kullamigliligini anlamak i¢in Volterra yarigrup problemi



olarak bilinen "Volterra operatdrlerin herhangi bir yarigrubu degismez alt uzaya
sahip midir?" probleminin [21] kolayca ¢oziilebildigini gormek yeterlidir. Ayrica
Shulman ve Turovskii yine [17] de Genellestirilmig Berger-Wang Formiilii olarak
bilinen ve ortak spektral yaricapin, Berger-Wang spektral yaricapi ile esash spekt-
ral yaricaptan biiyiik olanina egit oldugunu ifade eden formiilii ve bu formiiliin
gecerli oldugu baz1 durumlar: vermiglerdir. Shulman ve Turovskii 2012 yilinda
ki [20] deki ¢aligmalarinda ise genellegtirilmis Berger-Wang formiiliiniin sonsuz
boyutlu Banach uzaylarinda sinirh operatorlerin énkompakt bir alt kiimesi icin
de gergeklendigini gostermiglerdir. 2010 yilinda ise R.T.Misirhoglu [13]| daki ¢alig-
masinda Berger-Wang formiiliiniin sinirli operatérlerin birlikte kompakt kiimeleri
icin gerceklendigini ispatlamigtar.

Bu tez caliymas: iki ana boliimden olusmaktadir. Tkinci boliim temel tamm ve
kavramlar: icermektedir. Bu boéliimde normlu uzaylar, béliim uzaylari, spektral
ozellikler, topolojik radikaller Lie cebirleri ve Berger-Wang formiilii konular: ¢ah-
silmis, tanimlar, 6zellikler ve bazi énemli teoremler verilmistir. Uciincii béliimde
ise nilpotent ve esash nilpotent Lie cebirleri tarafindan iiretilen kapali Banach
cebirlerinin her 6nkompakt alt kiimesi i¢in Berger-Wang formiiliiniin saglandigi
gosterilmistir. Ayrica coziilebilir Lie cebirleri tarafindan iiretilen Banach cebir-
lerinin her 6n kompakt alt kiimesi icin de Berger-Wang formiiliiniin saglandigi
gosterilmigtir. Son olarak ise dérdiincii boliimiin olan son kisimda, daha genig bir
cebir olan yaricoziilebilir Lie cebirleri tarafindan iiretilen Banach cebirlerinin her
onkompakt alt kiimesi icin de Berger-Wang formiiliiniin saglanip saglanmadigi

acik problem olarak verilmistir.



BOLUM 2

TEMEL KAVRAMLAR VE
TANIMLAR

Bu boliimde kullanacagimiz kavramlarin tanimlariyla, ilgili 6nerme ve teorem-

leri verecegiz.

2.1 Normlu Uzaylar

X, [ cismi iizerinde vektor uzayi olsun. X {izerindeki bir norm asagidaki ozellikleri
saglayan bir

|. [ X—=R
fonksiyonudur: Her x,y € X ve her a € F i¢in
1) [z lI=0
@) zl=0 < z=0
() ez [|=[a ] =

@ lz+yl<lzl+1yl

Tanim 2.1.1. Uzerinde || . || normu tansmlanms olan bir X wvektor uzayina
normlu vektor uzay ya da sadece normlu uzay adu verilir ve (X, || . ||) ile gosterilir.
X bir normlu uzay ise || x ||= 1 egitligini saglayan x € X vektorine birim vektor

ady verilir.



(X, ]| - ||) bir normlu uzay olsun. d(z,y) =|| z — y || ile tanimh d : X x X — R

fonksiyonu X iizerinde bir metrik tanimlar.

Tanim 2.1.2. Bir vektér uzay, normdan indirgenen metrik ile tam ise Banach
uzayr olarak adlandirilur.

Her normlu uzay tam olmayabilir fakat daha biiyiik bir Banach uzayinin alt kii-
mesi olarak kabul edilebilir. Tam olmayan bir X normlu uzayim iceren en kiiciik
Banach uzaymna X uzaymnin famlanis: denir. Biz tamlanigi X ile gosterecegiz.
Eger X, bir normlu Y uzayinin bir alt uzay1 ise bu durumda X, X alt uzayinmn
Y icindeki kapams1 olarak tammlanir. Dolayisiyla X alt uzaymin Y uzaymdaki
kapamsini X = X NY seklinde yazabiliriz.

X ve Y aynt F skaler cismi iizerinde iki vektor uzayi olsun. Bir T: X — Y

fonksiyonu her a, 8 € F ve x,y € X igin
T(ax + Py) = oT'(z) + 5T(y)

ozelligini saghyorsa T ye bir lineer operatér adi verilir. T(z) gosterimi yerine
kolaylik olmasi i¢in Tz kullanilacaktir.

T: X — Y geklinde tanimh tiim lineer operatorlerin kiimesini L(X,Y") ile goste-
recegiz. Eger Y = X ise L(X, X) yerine kisaca L(X) gosterimi kullanilir.

(X, - |lx) ve (Y, . |ly) normlu vektor uzaylar ve T : X — Y lineer operator

olsun. Eger her x € X i¢in
[Tz lly <kl zlx (2.1)

olacak gekilde pozitif bir k reel sayisit varsa T ye sinurls operatér denir. Uygula-
mada farkli uzaylar {izerinde tanimli normlarin hepsi ayni simge ile gosterilir ve
(2.1) i¢in

[Tz || <kl |

yazilir. X ve Y normlu vektor uzaylar olsun. X den Y ye tanimh biitiin sinirh
lineer operatorlerin kiimesini B(X,Y) ile gosterecegiz. Yine ayni sekilde X=Y
icin B(X,Y’) yerine kisaca B(X) gosterimi kullanilir.

X ile Y normlu uzaylar ve T : X — Y operatorii icin operator normu

[T} = sup |[T] = sup [[Tx|

[l=f|<1 llz(l=1



seklinde tanmimlanir. Simirh bir 7" operatorii i¢in || 7' ||< oo dur. Sirh bir opera-

toriin normu ayni zamanda
IT]| =min{M >0: ||Tz|| < M||z| herz e X igin}

seklinde de tanimlanir.

Tanim 2.1.3. A bir vektor uzayr olsun. Her x,y,z € A ve her « skaleri i¢in
(1) x(y +2) =2y + 22
(2) (x+y)z=az2+yz

(3) (ax)y = a(ry)

ozelliklerini saglayan ve carpim olarak adlandvrilian (x,y) — xy ikili islemiyle
donatilan A vektér uzayina cebir denir.

Her x € A i¢in xe = exr = x kosulunu saglayan e € A vektorii birim vektor
olarak adlandirilir. Birim vektore sahip bir cebre ise birimli cebir denir. Ayrica her
z,y,z € Aicin (zry)z = z(yz) kogulunu saglayan cebir birlesmeli cebir, her x,y €
A i¢in xy = yx kogulunu saglayan cebir de degismel: cebir olarak adlandirilir.
Bir A cebri, her 2,y € A icin ||zy|| < ||z| . ||ly|| kosulunu saglayan bir ||.|| normu

altinda Banach uzay1 ise Banach cebri adim alir.

2.2 Boliim Uzaylari

V, I cismi iizerinde bir vektor uzay1 ve W C V' alt uzay olsun. Her v € V icin
v+ W ={v+w:we W} ile tamimli v + W kiimesi, V uzaymin alt kiimesidir
ve W kiimesinin elemanlarima v elemaninin eklenmesiyle elde edilir. 0 € W ve
v =v+0 oldugundan v € v+W dir. v+ W formundaki alt kiimeye W kiimesinin

VY uzayindaki bir koseti denir.

Onerme 2.2.1. v,v' € V olsun. Bu durumda v+ W = v + W olmasi icin gerek

ve yeter kosul v — v € W olmasidir.



Kanit. v+ W =o' + W olsun. v € v + W oldugundan v € v/ + W olur. Bu
durumda v = v’ + w olacak sekilde w € W vardir. Buradan da v —v' = w € W
elde edilir.

Tersine, v —v" € W olsun. Genelligi bozmaksizin v € v/ + W oldugunu gostermek
yeterlidir. w := v—v" € W diyelim. Bu durumda v = v'+w olur. Buise v € v'+W

olmasi1 demektir. OJ

Tanim 2.2.2. V/W = {v+ W :v € V} ile tamwmlanan ve "V mod W " seklinde
ifade edilen V /W kiimesi W kiimesinin V uzayindaki kosetlerinin kolloksiyonudur.
Onerme 2.2.1°e gore V nin v, v’ gibi iki elemaninm V/W kiimesinde ayni elemani

belirtmesi icin gerek ve yeter kosul v —v" € V olmasidir.

Tanim 2.2.3. V, F cismi dzerinde bir vektor uzayr ve W C V all uzay olsun.
V/W kitmesi, F cismi dzerinde asagida tanvmlanan toplama ve skalerle ¢arpma

wslemi ile bir vektor uzayr olur.

v+ W, vV + W e V/W vea €T igin;
o (V+W)+ W +W):=@w+v)+W
e a.(v+W)=av+W

Onerme 2.2.4. v+ W = o'+ W oldugunu varsayarsak bu durumda v’ +W € VW
icin (V+ W)+ @+ W) =@ +W)+ @ +W)vea € F igina(v+ W)=
a.(v' + W) olur. Bu nedenle V/W kiimesinde tanimlanan toplama ve skaler ile

carpma 1slemlerinin 1yi tansmly oldugunu soyleyebiliriz.

Kanat. 11k olarak toplama isleminin iyi taniml oldugunu gosterelin. Genelligi boz-
maksizin (v + W) + (V" + W) C (v + W) + (v + W) oldugunu gostermek ye-
terlidir. Bu amagla u € (v + W) + (v + W) = (v +v") + W alalim. Bu durmda
u = (v+v")+w olacal sekilde w € W vardir. u € (V'+W)+(v"+W) = (v/+0")+W
oldugunu gostermek istiyoruz. v+ W = o'+ W oldugundan v —v" € W elde edilir.

w' :=v — v dersek v = v' + w’ olur. Bundan dolayn;
u=@w+)+w=(0+w)+0")+w= >0 +")+ (w+w)

yazilabilir. w + w’ € W oldugundan u € (v +v") + W elde edilir. Buradan da
(v4+0")+ W = (v 4+ v") + W sonucuna ulagilir.

6



Simdi @ € F alalim. Skaler ile carpma igleminin iyi tanimh oldugunu goéster-
mek icin a.(v + W) C a.(v/ + W) oldugunu gostermek yeterlidir. Bunun igin
u € a.(v+ W) =av+ W alalim. Bu durumda u = av 4+ w olacak sekilde w € W

vardir. w’ := v — v’ dersek;
u=av+w=al +w')+w=a+ (aw' 4+ w)

seklinde yazilabilir. (aw’ 4+ w) € W oldugundan u € av’ + W elde edilir. Buradan

da a.(v +w) = a.(v' + w) oldugu goriilmiis olur. O
Teorem 2.2.5. V/W bir F vektor uzayidr.

Onerme 2.2.6. V sonlu boyutlu ise V/W uzayr da sonlu boyutludur. Bu durumda
dim(V/W) = dimV — dimW
olur.

Ornek 2.2.7. W = {0} olsun. Bu durumda V vektor uzaywnan iki v, v’ elemaninin
V/W uzayinda ayni elemans belirtmesi icin gerek ve yeter kosul v—v' € {0} olmast
yani v = v" olmasy demektir. Bu nedenle V/{0} =V olur. Ejer W =V alimirsa
da V/V = {0} olur.

Ornek 2.2.8. V = R? ve W alt uzay da y-ekseni olsun. (x,v),(z',y) € R?
icin (z,y) + W = (2,y') + W olmasi icin gerek yeter kosul (z,y) — (2',y) =
(x — 2,y —y) € W olmasidir. W, y-ekseni oldugundan dolays bu x — 2’ = 0
anlamina gelir. Bu sebeple, V /W bolim uzayimn bir vektori, y-koordinatinin
degeri dnemli olmadigindan z-koordinaty belirtilerek belirlenir. Ozellikle, V/W
bolim uzayinin herhangi bir elemant tam olarak (x,0) formundaki bir eleman
ile temsil edilir. Bu sebeple V /W wvektor uzayimi, (x,0) formundaki vektorle-

rin kuimesi olarak tamimlayabiliriz. Bu da z-ekseni oldugu anlamina gelir. Yani;

V/W ={(x,0) : x € R} olur.

Ornek 2.2.9. V = F*® ve W = {(0,29,25,...) : 2; € F} olsun. V uzayindaki
herhangi iki elemanin V/W bélim uzayinda ayni elemans belirtmesi igin gerek
ve yeter kosul birinci koordinatlarinin ayni olmasidir. Bu sebeple V /W uzayinin

bir elemany sadece birinci koordinat olan xy degeri ile belirlenir. Bu bize V/W

7



uzayrnin B oldugunu verir. (Daha kesin bir ifadeyle, F* uzayinin "z, -eksenidir".)
Burada dikkat edilmesi gereken, V ile W wuzaylarimin sonsuz boyutlu olmasina

ragmen V /W bélim uzayimn boyutunun sonlu hatta bir olmasidar.

Teorem 2.2.10. T : V — W lineer doniisim olsun. S : V/Cek(T) — Ran(T),

S(v+ Cek(T)) = T ile tansmly dondisim iyi tansmbder ve bir izomorfizmdir.

Kanit. v + Cek(T) = v + Cek(T) = v — v € Cek(T) = T(v—2') = 0
= Tv =TV = S(v+ Cek(T)) = S(v' + Cek(T)) = S iyi tammhdir. Ayrica
T doniigiimii lineer oldugundan, S doniigiimii de lineer; T, goriintii kiimesi {ize-
rine 6rten oldugundan, S doniigiimii de Ran(T') iizerine értendir. Ayn1 zamanda
S, 1-1’dir. Gergekten;

v+ Cek(T) € Cek(S) = 0 = S+ Cek(T)) = Tv = v € (ek(T)
= v+ Cek(T) = (ek(T) olur. Cek(T), V/W uzaymn sifir vektorii oldugun-
dan bu bize Cek(S) = {0} oldugunu dolayisiyla S déniigiimiiniin 1-1 oldugunu

verir. O

Onerme 2.2.11. W C V bir alt uzay ve T : V. — V olsun. Bu durumda
T :V/W = V/W, T(v+ W) = T(v) + W seklinde tansml operatérin iyi
tanimly olmast icin gerek ve yeter kosul W alt uzayinin T-degismez olmasidar.

Kanit. v+ W =0+ W <= v—1v" € Wdur. w:=v—v"dersek = v =v"+w =
Tw+W)=TwW) +W = (T@W)+T(w))+ W =T + W (eger T(w) € W ise)
Bu durumda sonug olarak T doniigiimiiniin V/W uzayinda iyi tanimli olmasi i¢in

herhangi w € W i¢in T'(w) € W olmast gereklidir. O

Teorem 2.2.12. Eger V sonlu boyutlu kompleks vektor uzayr ve T : 'V — V
lineer ise bu durumda V' uzayinin M(T') st i¢gen matrisi ile iligkili bir tabans

mevcuttur.

Kanit. dimV := n olsun. Biz T nin en az bir tane sifirdan farkli bir 6zvek-
torii oldugunu biliyoruz. Buna v; diyelim. Bu bizim tabanimizin ilk elemam
olsun. vy, T nin bir 6zvektori oldugundan, span(v;), T-degigsmezdir. O halde
iistteki onermeden T : V/span(v,) — V/span(vy) iyi tammbhdir. Bu boliim

uzayl da sonlu boyutludur dolayisiyla f, sifirdan farklh bir 6zvektore sahiptir.



Buna da vy + span(vy) diyelim. Bu durumda eger A bu 6zvektoriin 6zdegeri ise
T(va+span(vy)) = A(va+span(vy)) oldugu elde edilir. Boylece T'(vs)4span(v,) =
vy +span(vy) ve dolayisiyla T'(vy) — Avy € span(vy) olur. Bu T'(vy) € span(vy, vs)
oldugu anlamma gelir. Buradan da span (v, v2) nin T-degismez oldugu elde edilir.
Burada unutulmamalidir ki; 0 # vy + span(vy) € V/span(vy) ve vy ¢ span(vy) ol-
dugundan (vq,vy) lineer bagimsizdir. Bu sekilde elde edilen vy tabanimizin ikinci
elemani olsun. Simdi T V/span(vy,va) — V/span(vy,ve) operatorii iyi tanimh
oldugundan sifirdan farkhi bir 6zvektor secelim ve buna da vy + span(v; + vy)
yukaridakine benzer olarak span(vi,ve,vs), T-degismezdir ve (vy,ve,v3) lineer
bagimsizdir. Bu igleme devam edilirse V' uzayinin, herhangi k € {1,2,...,n} igin
span(vy, vy, . . ., v) mn T-degismez olma 6zelligine sahip (v1,vs, ..., v,) tabanin
inga etmis oluruz. M(7T) nin karakterizasyonlarindan biri iist ii¢gen olur. M(T")

nin elde ettigimiz tabanla ilgili olan {ist ticgen oldugu sonucuna variriz. O

Teorem 2.2.13. (Rank-Sifirlilik) T : V. — W lineer donisim olsun. Bu durumda
V ~ Cek(T) + Ran(T') ve dimCek(T) + dimRan(T) = dimV olur.

Sonug 2.2.14. W C V bir alt uzay ise V.~ W @ V/W ve dimV /W = dimV —
dimW olur.

Kanit. Q -V — V/W, Q(v) = v+ W ile tamumh lineer doniigiime Rank-Nullity

teoremi uygulanarak elde edilir. O]
Burada yukarida tanimlanan () doniigiimii lineer, érten ve Cek(Q) = W dir.
Teorem 2.2.15. T : V — W lineer déniisim ise T(V) ~ V/Cek(T) dir.

Kanit. S : V/Cek(T) — W, S(z + Cek(T)) = T(z) doniigiimiinii tanimlayalim.
S iyi tammlhidir ¢iinkil @ + Cek(T) = y + Cek(T) ise (x —y) € Cek(T) dir. Bu ise
T(z —y) = 0 demektir. Dolayisiyla Tz = T'y elde edilir.

Ran(S) = Ran(T) ve Cek(S) = Cek(T) dir ¢iinkii, S(x + Cek(T)) = 0 <—
T(z)=0 < z € (ek(T) <= x4+ Cek(T) = Ov/cem(r) O



2.3 Spektral Ozellikler

2.3.1 Bir Operatoriin Spektrumu

Bu boéliimde aksi belirtilmedik¢e X agikar olmayan (yani X # {0}) kompleks Ba-
nach uzay1 olarak alinacaktir. Eger X reel Banach uzayi olarak veriliyorsa, X in
yerine komplekslestirilmesi olan X¢ uzay:1 goz éniine alinabilir. X uzayinin birim
operatorii [ ile gdsterilecek olup, her A komples sayis1 Al seklinde yazilabilecegin-

den A sayis1 X uzayinin bir operatorii olarak diisiiniilebilir.

Tanim 2.3.1. T' € B(X) operatiri icin A — T operatérlerinin X dzerinde tersle-
nebilir olmayan tim X\ kompleks sayilarinin kiimesine T operatdrinin spektrumu

denir ve o(T) ile gosterilir. Yani bir T' € B(X) operatirinin spektrumu
o(T)={A € C: (AN=T) terslenebilir degildir}

seklindedir. Bir operatoriin rezolvent kiimesi de spektrumun bitinleyent olarak
tanemlanar ve Res(T) ile gdsterilir. Bir baska ifadeyle T € B(X) operatérinin

rezolvent kiimesi
Res(T) =C\o(T) ={A € C: (A\-T), X uzayinda terslenebilir bir operatirdir.}
bicimindedir.

Teorem 2.3.2. Agsikar olmayan bir Banach uzayinda sinirly bir operatérin spekt-

rumu, karmagik dizlemin bostan farklh kompakt bir alt kimesidir.

Kanat. [1, Theorem 6.10] O

Teorem 2.3.3. [1] Eger T'€ B(X) wve | A | >| T | ise bu durumda X\ € Res(T)

ve i% N=ADT serisi operator normda yakinsak oldugundan
m=0

()\ . T)—l _ Z Af(n+1)Tn
m=0

ile verilir.

1]

Kanat. Serinin norm yakinsakligi B

< 1 den gériiliir. Biz serinin toplaminin

dogrulugunu gostermeliyiz. Bunu gérmek igin, S = § A~ olsun.
m=0
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. _ _ : - —(n+1)gm
A=T7)S = (A\=-T) ng%or;)A T

_ ﬂlbl_l)noo Z AT Z A—(n—l—l)qwn—&—l}
n=0 n=0

‘ - Tm+1
- |- (5)" -

Benzer sekilde S(\—T) = I oldugu goriiliir. Béylece S = (A —T)™" elde edilmis
olur. O

Tanim 2.3.4. Bir T'(z) operatérinin spektral yaricapr, operatorin spektrumunu
kapsayan {\ € C: | X\ |< r} kapaly diskinin en kii¢iik negatif olmayan yaricapidir
ve p(T) ile gosterilir. Yani;

p(T) =sup{| A |: A€ a(T)} =maz{| A |: A € o(T)}

seklindedur.

p(T) <|| T | esitsizligi saglanir. Daha 6nceden ifade edildigi gibi T € B(X)
operatoriiniin spektrumu X uzayinin herhangi bir esdeger normundan bagimsiz
olarak tanmimlanmigtir. Dolayisiyla p(T) normdan bagimsizdir. Fakat buna rag-
men .M. Gelfand’in verdigi énemli bir formiil ile spektral yarigap p(7'), norm

iizerinden de hesaplanabilmektedir.

Teorem 2.3.5. (Gelfand [1]) Eger T' € B(X) ise spektral yaricap

p(T) = lim |T"* = int [ 77" (2:2)
Kanat. [1, Theorem 6.12] O
Tanmim 2.3.6. Bir T € B(X) operatorine;
(1) Eger T* = 0 olacak sekilde en az bir pozitif k tamsaiyist varsa nilpotent,
(2) Eger p(T) = lim ||T”||% = 0 ise yarnilpotent (quasinilpotent) denir.

Bir operatoriin nilpotent olmasi durumunda yarinilpotent oldugu aciktir.

11



Teorem 2.3.7. T € B(X) olsun.
(1) Her pozitif n tamsayist icin p(T™) = (p(T'))" dir.
(2) Eger S € B(X) ve ST =TS ise
(i) p(T +5) < p(T) + p(S) ve
(it) p(T'S) < p(T)p(S) dir.
Kanat. T smirh bir operator olsun.

L
n

* seklinde yazi-

(1) n pozitif tamsayisi olsun. Bu durumda p(7T') = klim HT”’“
—00
= <]im HT”’“ ﬁ) = p(T)" oldugu

k—o00

labilir. O halde p(T") = lim |[(T")"

k—o00

goriiliir.

(2) Bu 6zelligin ispati, daha genig bir durumu olan (operator aileleri i¢in) Te-

orem 2.3.22 den elde edilebilir.

2.3.2 Sminirhh Bir Operatoriin Esasli Spektrumu

X kompleks Banach uzaymda K(X) ile gosterilen ve X {izerindeki tiim kompakt
operatorlerin olugturdugu vektor uzay B(X) i¢inde kapal bir idealdir. B(X)/K(X)
boliim vektor uzayr agagidaki cebirsel iglemler altinda [/] birim elemanina sahip

birimli bir cebirdir.

o [S]+ (1] =[5+

e )\ [S]=[\S]

o [S][T] = [ST]
Dahasi bu vektor uzayi

[T} = {|[S] = S € [Ty = imf {||S]| - § =T € K(X)}
seklinde tanimlanan béliim normu altinda bir Banach uzayidir. Béliim normu
ST < NESTIFNTETE ve (L) = 1

12



ozelliklerini sagladigindan dolay1 B(X')/K(X) birimli Banach cebri olur. Bu cebir
Calkin Cebri olarak adlandirilir ve €(X) ile gosterilir. Yani €(X) = B(X)/K(X)
dir. 7 : B(X) — €(X) boliim fonksiyonu bagka bir ifadeyle dogal izdiigiim

oT)=[T] =T+ K(X)

seklinde tanimlanir. ||7(7")|| < ||T]] esitsizliginden dolay: 7 bir biiziilme fonksiyo-

nudur. Bu 6zellikler agagidaki teoremde 6zetlenmigtir.

Teorem 2.3.8. [1, Theorem 7.37| Ejer X sonsuz boyutlu Banach uzay ise bu
durumda €(X) Calkin Cebri birimli Banach cebridir. Ayrica 7 : B(X) — €(X)
bolim fonksiyonu bir biiziilme dontisimi ve cebirsel homomorfizmdir.

Bir T' € B(X) operatériiniin esasl olarak bir (P) ozelligine sahip olmasi, m(T)
dogal izdiigiimiiniin €(X) Calkin cebri iizerinde (P) 6zelligine sahip olmas1 anla-
mina gelir. Ornegin, eger 7(7T') Calkin cebri iizerinde terslenebilir ise T € B(X)
operatoriiniin esaslt terslenebilir oldugunu soylenir.

T : X — Y iki vektor uzay arasinda taniml bir operator olsun. N(T) ile gosterilen

sifir uzayr ve R(T) ile gosterilen T' operatoriiniin gorintisi
NT)={ze X :Tr=0} ve R(T) ={Tz:z € X}

seklinde tanimlanir. 7' : X — Y operatorii sinirhi bir operatér olsun. V' C X
ve W C Y kapall alt vektor uzaylarmm X = N(T) @V ve Y = R(T)a W
olacak gekilde bulunabildigini varsayalim. Bu durumda Y/R(T') bolim uzay1 W
alt uzayma izomorfiktir ve 7' : V' — R(T") bir izomorfizmdir. N(7") sifir uzayinin
boyutuna sifirllsk denir ve n(T) ile gosterilir yani n(7T) = dimN(T') dir. Ayrica
W alt uzayimin boyutuna da (egdeger olarak Y/R(T') boliim uzaymin boyutuna)
T operatoriiniin etkisi denir ve d(7T') ile gosterilir. d(T) = dimY/R(T') seklinde de
ifade edilebilir. Eger n(T") veya d(T') sonlu ise bu durumda i(7") = n(T") — d(T)

genigletilmis reel sayisina T operatoriiniin indeks: denir.

Tamim 2.3.9. [1] Iki Banach uzay: arasinda tanaml stnarl T 2 X — Y operatéri

eger,

(1) kapaly bir gorinti bolgesine sahip ve sifirlign veya etkisinden biri sonlu ise

yart Fredholm olarak,

13



(2) ssfirlign ve etkisinin her ikisi birden sonlu ise Fredholm olarak adlandiriler.

Teorem 2.3.10. |1, Theorem 7.38] Bir T' € B(X) operatérinin esash terslene-

bilir olmast i¢in gerek ve yeter kosul Fredholm operatori olmasidar.

Tamim 2.3.11. [1] T € B(X)operatorinin esasl spektrumu, w(T)’nin €(X)

igindeki spektrumu olarak tanimlanr ve o.55(T) ile gosterilir. Yani;

Oess(T) = {ANeC:AN—n(T) €&(X) dzerinde terslenebilir degildir.}
= {ANeC:X—(T) Fredholm operatori degildir}

seklindedir.

Lemma 2.3.12. |1, Lemma 7.40] Bir T' € B(X) operatiriniin esasl spektrumu

o(T) kiimesinin bogtan farkly kompakt bir alt kiimesidir.

Lemma 2.3.13. |1, Lemma 7.41| Eger bir T € B(X) operatéri asikar olma-
yan kapali degismez alt uzaya sahip degil ise T operatorintin spektrumu ile esaslh

spektrumu egittir. (o(T) = 0ess(T) )

Tanmm 2.3.14. [1| T € B(X)operatérinin esash spektral yaricapr, €(X) Cal-
kin cebrindeki w(T) elemanwnin spektral yaricapr olarak tanwmlanir ve p.(T) ile

gosterilir. O halde T operatorinin esasl spektral yaricaping;

pe(T) = P(W(T))
= max{|A|: A € gess(T)}
= Jim [=(T")]

. o L
— inf (1)
= lim | inf ||7"—K]|"
n=oo | KEK(X)
seklinde de ifade edebiliriz.

[ (D) < [IT[| oldugundan p(w(T')) = pe(T) < p(T) olur.

Tanmm 2.3.15. [1] T € B(X)operatirine o.s(T) = {0} ise vaya buna denk

olarak p.(T) = 0 ise esasly yarnilpotent denir.

Tanim 2.3.16. T' € B(X) operatéri i¢in w(T') nilpotent ise T' operatérine esasl

nilpotent denair.

14



2.3.3 Ortak Spektral Yaricap

A bir kompleks normlu cebir olsun. Smurli bir M, N C A alt kiimeleri icin
M kiimesinin normu |[M| = sup{|lal|:a € M} ile MN ve M™ kiimeleri de
MN ={TS:TeM,SeN} ve M* = M" ' M geklinde tammlanir. Eger A,
X kompleks Banach uzayi iizerinde tanimli tiim sinirli lineer doniisiimlerin cebri
olan B(X) ise bu durumda M C B(X) ve W,V C X olmak iizere MW =
{Te - TeMazeW}veW+V ={x+y:xeW,yeV} seklinde tammlanir.

Tamim 2.3.17. [17] M, sinwrle operatorlerin sinwrly bir kiimesi olmak tzere
. nit
p(M) = inf [ M"[| (2.3)

degerine M kiimesinin ortak spektral yaricapr denar.
Ortak spektral yarigapr ilk olarak 1960 yilinda Rota ve Strang [16] agagidaki
sekilde tanimlamigtir. Burada M™ ile gosterilen M kiimesinin n tane elemaninin
tiim carpimlaridir.

Norm alt¢arpimsal (||[MN|| < [|[M]| || V]|) oldugundan agagidaki limitin varhig
kesindir.

p(M) = Tim || M"[ (2.4)

n=yo0
Bu kavramin bulunmasiyla operator teoriye, yarigruplarin ve Lie cebirlerinin tem-
sil teorilerine, degismez altuzaylara, yoriinge geometrisine ve diferansiyel geomet-
riye pek ¢ok uygulamasi olmustur. Bundan sonra ortak spektral yaricap yerine
spektral yaricap ifadesi kullamilacaktir. Bir operator ailesi s6z konusu oldugunda
bunun ortak spektral yaricap anlamina geldigi bilinecektir.

Asgagida spektral yaricap ile ilgili gérmesi basit olan bazi 6zellikler verilmistir.
(1) p(M) < || M]
(2) A bir kompleks say1 olmak iizere, p(AM) = |A| || M|
(3) p(M™) = p(M)"
(4) N C M ise p(N) < p(M)

(5) M, M kiimesinin kapanigi olmak iizere, p(M) = p(M)
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(5) Ml,MQ C A olmak iizere p(MlMQ) = p(Mng)

M € Aigin SG(M) ile M tarafindan iiretilen ¢arpimsal yari grubu SG1(M) ile

de birimli ¢arpimsal yari grubu gosterelim. Yani;

SG(M) = |J M"™ ve SGy(M) = SG(M) U {1}

olsun. Norm(A) ile de A iizerinde taniml ve verilen norma denk tiim cebirsel

normlarin kiimesini gosterelim.

Tanim 2.3.18. [5]| Birim elemana sahip olmayan A normlu cebrin birimlestir-
mesi A + C ile tanimlanan A x C kiimesinden olusan ve asagida tanimlanan

islemler ve norm ile birimli bir normlu cebirdir. Her x,y € A, «, € C i¢in;

(z,0) +(y,8) = (x+y,a+p)
B(z,a) = (Bz,Ba)
(z,0)(y,8) = (vy+ay+ Bz, ab)

Iz, )l =zl + o

(0,1) elemant bu normlu cebrin birim elemanidir. Ayrica x — (x,0) fonksiyonu
A dan A+ C nin bir alt cebrine tamiml bir izometrik izomorfizmdir. A cebrinin

birimlestirmesini A ile gisterecegiz.

Teorem 2.3.19. [5] S, A normlu cebrinin sl yary grubu olsun. Bu durumda

s € S igin p(s) < 1 olacak sekilde bir p € Norm(A) vardr.

Kanit. A kendi birimlegtirmesinin igine gdmiilebileceginden, genelligi bozmaksi-
zin A cebrinin birim elemana sahip oldugunu varsayabiliriz. Bu durumda SU{1}

kiimesi de sinirli yar1 grup oldugundan 1 € S olarak kabul edebiliriz. Simdi
q(a) = sup{|| sa |: s € S}

alalim ve her s € S'igin || s ||< M olacak sekilde pozitif M sabiti se¢elim. Buradan
qla) < M || a | olur. 1 € S oldugundan || a ||< ¢g(a) dir. Boylece

q(ab) = sup {||sab|| : s € S} < q(a) || b [[< q(a)q(b)
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olur. Boylece ¢ € Norm.A oldugu goriiliir. Simdi A cebri tizerinde;

pla) = sup{q(azx) : z € A q(z) < 1}

tanimlayalim. p(a) sol diizgiin temsilinin (left regular representation) operator
normu olarak (A, q) normlu uzay: iizerinde smirh lineer operatordiir. Boylece

p € NormA olur. Ayrica t € S i¢in st € S oldugundan
q(tz) = sup{||stz] : s € S} < q(x)
elde edilir. Boylece t € S i¢in p(t) < 1 oldugu goriilmiig olur. O

Teorem 2.3.20. [17] p(M) =inf {a(M) : « € NormA}

Kanat. Norm denkliginden M"™ < C' a(M™) olacak gekilde pozitif C' sabiti vardir.
O halde her n > 0 igin M" < C a(M") < C a(M)" saglanir. Boylece her
o € NormA icin; || M™ ||= < Cn a(M) ve p(M) < (M) elde edilir. Dolayisiyla
da p(M) < inf{a(M):a € NormA} elde edilmis olur. §imdi de; ¢ > 0 ve
N = (p(M) + €)~'M olsun. Bu durumda p(N) < 1 dir ve SG(N) smrhdur.
(Gergekten de || N™ ||> 1 olacak gekilde sonlu sayida n sayisi vardir.) Simdi eger
a € NormA ve a(SG(N)) < 1ise o zaman a(N) < 1 ve a(M) < p(M) + € olur.
O halde buradan da p(M) > inf{a(M): a € NormA} oldugu goriilmiig olur.

Béylece istenen elde edilmis olur. O]
Teorem 2.3.21. [17] p(M) =inf{\ > 0: SG(A'M) sinarls}

Kamt. Herhangi e > 0 icin SG ((p(M) + 5)_1M> nin sinirh oldugunu goérdiik. Bu
p(M) > inf{\>0: SGA\"'M) sinerli} olmas1 anlamma geliyor. Diger taraftan
Teorem 2.3.20'nin ispatinda eger SG(A™'M) sinirh ise a € NormA i¢in o(M) <
A oldugunu gormiigtiik. Boylece p(M) < A elde edilir. O

Teorem 2.3.22. (17| M ve N, A normlu cebrinin swrly alt kimeleri ve M ile
N kimelerinin tim elemanlary degismeli (MN = NM) ise asagidaki dnermeler

dogrudur.
(i) p(MN) < p(M)p(N)

(i) p(M UN) = maz {p(M),p(N)}
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(iii) p(M + N) < p(M) + p(N)

Kanit. M ve N, A normlu cebrinin smirh alt kiimeleri ve M ile N kiimelerinin

tiim elemanlar1 degismeli olsun.

(i) MN = NM oldugundan (M N)* = M™N™ dir. Dolayisiyla buradan elde

edilen

|M"N™| < ||[M™||||N"| esitsizliginden istenen goriiliir.

(ii) MN = NM oldugundan (MUN)" = J{M'N" " :i=0,1,...,n} dir. Dola-
yisiyla SG(M) ve SG(N) sinirh olmasi i¢in gerek ve yeter kogul SG(MUN)
nin sinirl olmasidir. Burada M ile N yerine A > 0 icin sirasiyla A\™'M ve

A7LN konulur ve Teorem 2.3.21 kullanilirsa;

p(MUN) = inf{A>0:SG\ " (MUN) simrh}
= inf{A>0:SGA'M) ve SGI\"'N) simarh}

elde edilir. Bu da p(M U N) = max {p(M), p(N)} olmasi demektir.

(iii) A1 > p(M) ve Ay > p(N) olsun. Bu durumda her n > 0 tam sayisi i¢in
| M™| < pA? ve ||[N"|| < pAy olacak gekilde > 0 sayisi vardur.

(M +N)" znj <(2) (M’“N”k)>

k=0 =1

olur. Boylece

n

1M+ N)'F< 32 (R) AT g™ =+ Ag)"
k=0

buradan da,

3=

lim ||((M + N)" Hn < 11m ( 2(\ —l—/\g)”)

n—oo

ve dolayisiyla
p(M + N) < Tim v (A + A) = (A1 + o)

elde edilir. Bunun sonucu olarak da istenen p(M + N) < p(M) + p(N)

goriilmiig olur.
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Tanim 2.3.23. M swnarly operatiorlerin sinarls bir kiimesi ve | T ||, = ||7(T)|| olmak

tizere, M kiimesinin esasly ortak spektral yaricaps
po(M) i= lim (sup {|[71|, s T € M"})"" = inf (sup T, : T € M"})""

seklinde tanimlanar.

2.4 Berger-Wang Formiilii

1960 yilinda Rota ve Strang [16]’de ortak spactral yaricapi,
p(M) = Timsup || M"[|"'" (2.5)

seklinde tanimlamigtir. Tek elemanl M = {T'} kiimesi igin, ortak spektral yaricap
ile T operatoriiniin spektral yarigapt (1) = sup{||t|| : t € o(T)} Ortiigtir.

Banach cebrinde sinirh bir M kiimesi i¢in
Foup(M) = sup{p(T) : T € M}

bigiminde ifade edilir. 1992 yilinda M.A.Berger ile Y.Wang [4]'de M kiimesinin,
sonlu boyutlu lineer uzayda operatorlerin sinirli bir kiimesi olmasi durumunda,
(2.5)'deki || . || ile 75up(.) 'un degistirilebilecegini gosterdiler. Yani daha agik bir
ifadeyle eger
r(M) = limsup rsup(M”)l/n

ile tanimlanmak {izere sonlu boyutlu lineer uzaylarda operatorlerin sinirl bir M
kiimesi i¢in

p(M) = r(M) (2.6)
oldugunu gosterdiler. Simdi, yukarida verilen r(M) Berger-Wang spektral yariga-

pinin genel tanimini verelim.

Tanim 2.4.1. A normlu bir cebir ve M sinarly bir alt kiime olsun. Bu sinarls

kiimenin Berger-Wang yari¢apt
r(M) := limsup (sup {p(T) : T € M"})"/"
n—oo

seklinde tanimlanar ve r(M) ile gdsterilir.
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(2.6)’da verilen esitlige Berger-Wang Formdli denir. Bu formiil énemlidir
clinkii ortak spektral yaricap ile operatorlerin spektrumlar: arasinda iligkiyi ver-
mektedir. Daha sonra [17]'de (2.6) genisletilerek sonsuz boyutlu Banach uzayla-
rinda kompakt operatorlerin 6nkompakt kiimeleri icin de saglandig1 gosterilmistir.
Ayrica [13]'de de R.T.Misirhioglu, Berger-Wang formiiliiniin operatorlerin birlikte
kompakt bir M kiimesi i¢in saglandigini gostermistir.

Genel olarak; operatorlerin sinirh bir M kiimesi i¢in
r(M) < sup {p(1)"" : T € M" n=1,2,...} < p(M)

egitsizligi saglandigindan Berger-Wang formiiliiniin saglandigin1 gostermek icin
esitsizligin diger tarafinin gosterilmesi yeterlidir.

Berger-Wang formiilii degismeli Banach cebirlerinin onkompakt bir M kiimesi
icin de saglanir. Fakat bu lemmay1 vermeden 6nce gerekli tanim ve Onermeleri

vermeliyiz. Ilk olarak Hausdorff uzakhgini tanimlayalim.

Tamim 2.4.2. (Hausdorff Uzakligr) (M, d) metrik uzay ve X ile Y bos olmayan
ikt alt kiime olsun.
disty(X,Y) = max{ sup inf d(z,y), sup inf d(z,y) }
zeX YEY yey z€X

ile tanvml uzakliga Hausdorff uzaklik denir.

Ayrica z € X, y € Y i¢in bir noktanin kiimeye uzakhginin,
dist(z,Y) = inf{d(z,y)|y € Y}
ile, iki kiimenin birbirine uzakliginin;
dist(X,Y) = sup{d(z,Y)|r € X}
ile tanimlandig1 hatirlanirsa Hausdorff uzakhgs;
disty(X,Y) = max{dist(X,Y),dist(Y, X)}

seklinde de tanimlanabilir.
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Onerme 2.4.3. [18] Eger Q ile N bir A Banach cebrinin
Q,N]={ab—ba:a€@, be N} ={0}
olacak sekilde sinarl ki alt kiimes: ise bu durumda

1p(Q) — p(N)|| < disty(Q, N)

olur.

Kanit. disty(Q,N) < eve p(N) < a olsun. p(Q) < a+e€ oldugunu gostermek ye-
terlidir. p nun tanimindan tiim £ lar icin HN k” < Ca* olacak sekilde bir C' sabiti
vardir. aq, . .., a, € Q olsun. Herbir q; icin ||a; — b;|| < € olacak sekilde by, ... b, €
N alalim. ¢; = a; — b; olsun. Bu durumda ay...a, = (by + ¢1)... (b, + )
carpimi k = 0,1,...n olmak iizere k tane {¢;} nin elemani ile (n — k) tane {b;}
nin elemanlarinin ¢arpimi geklindeki 2" tane terimin toplami geklindedir. Ohalde
dy ile k tane carpani {¢;} den (n — k) tane carpam {b;} den gelen (Z) tane teri-

min toplamlarin gosterirsek a1 ...a, = (by+c¢1)... (by+¢n) =do+dy + -+ d,

seklinde yazilir. Dolayisiyla ||dg|| < <Z> e HN"_k H < <Z> fCan=* ve
lar ... an]| < Cla+ )" olur. Béylece [|[Q™]|"" < CY™(a +€) ve p(Q) < a + ¢
olur. O

Lemma 2.4.4. |18] Bir Banach cebrinin degismeli elemanlarindan olusan bir N

kiimesi i¢in Berger-Wang formili saglanir. Dahasy p(N) = r(N) = rg,(N) dir.

Kanit. Eger N sonlu ise sonu¢ dogrudan hesaplama ile goriilebilir. Genel durum
icin N iginde bir @, e—ag1 alalim. Bu durumda disty(Q, N) < € ve 2.4.3’den
P(N) < p(Q) + € < rep(Q) + € < 1gp(N) + € olur. € keyfi oldugundan p(N) <

rsup(IV) elde edilir. Egitsizligin tersi zaten tanimlardan goriilebilir. [l

Berger-Wang formiilii her zaman gerceklenmemektedir. Bu formdiiliin gergek-
lenmedigi bazi1 durumlarda ortak spektral yaricap igin genellegtirilmis Berger-

Wang formiilii olarak bilinen
p(M) = max{p.(M),r(M)}

esitlik saglanmaktadir. Shulman ve Turovskii [17] ve [20] numarali cahsmalarinda
genellegtirilmig Berger-Wang formiiliiniin saglandigi bazi 6zel durumlar goster-

miglerdir.
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Tanim 2.4.5. A, bir X metrik uzaym simerl bir alt kiimesi olsun. A kiimesinin
kompakt olmama élgisi, A kiimesini drten sonlu sayrdaki acik toplarin yarigap-
larman infimumudur ve x(A) ile gosterilir. Yani
xX(A) =inf{r > 0: 3zy,29,..., 2, oyle ki AC |J B(z;,7)}
i=1

seklinde ifade edilir.

Metrik uzaydaki sinirsiz bir kiimenin kompakt olmama o6lciisii oo dur.
Ux = {x € X : ||z|]] < 1} kapali birim yuvar1 gostermek {izere, Banach uzayi
iizerinde tanimla bir 7" sinirhi lineer operatdriiniin kompakt olmama 6lgiisii de

asagidaki sekilde verilir.

Tamim 2.4.6. X bir Banach uzayr ve T € B(X) olmak tzere, T operatdriniin

kompakt olmama olciisi

3

X(T) =1inf{r > 0: 3z, 29,...,2, oyle ki T(Ux) C | ) B(x;,r)}
=1

]

seklinde tanwmlanar. Yani x(T) = x(T'(Ux)) dir.
Lemma 2.4.7. [1] Kompakt olmama 6l¢isi i¢in asagidakiler gerceklenir.
(i) Bir metrik uzaym her A alt kiimesi icin x(A) = x(A) olur.

(i1) Bir metik uzayin bir A alt kimesinin goreli kompakt olmast icin gerek ve

yeter kosul x(A) =0 olmasidar.

(11i) Swnarle bir T operatérinin kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

X(T) =0 olmasidar.

(i) Eger X,Y wve Z birer Banach uzay, T € B(X,Y) ve S € B(Y,Z) ise
X(ST) < x(5).x(T) dir.

Kanat. (M, d) bir metrik uzay ve XY, Z birer Banach uzay1 olsun.

(i) A C M olsun. Eger y(A) = oo ise x(A4) oldugundan dogrudur. O halde
X(A) < oo oldugunu kabul edelim. Bir r > x(A) alalim ve A C Lnj B(z;, 1)
i=1

olacak gekilde x1,xs,...x, € M noktalarim segelim. C(x;,r) = {y € M :
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d(x;,y) < r} kiimesi bir kapali kiime oldugundan ve B(z;,r) C C(x;,7)
saglandigindan her € > 0 i¢in

e o=

n

r) C | Ca,r) U (i +€)
i=1

olur. Bu her r > y(A) ve her € > 0 igin x(A < r + ¢ alamina gelir. Boylece
X(A) < x(A) elde edilir. Esitsizligin tersinin dogru oldugu aciktir. Boylece

istene elde edilmis olur.

(11) Metrik uzaymn bir A alt kiimesi i¢in x(A) = 0 olma kogulu A kiimesinin
tamamen sinirh alt kiime olmasina denktir. Bu da bir metrik uzaymn A
alt kiimesinin goreli kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter kogulun y(A) = 0

olmasi demektir.
(#7i) Bu da (ii) den goriiliir.

(vi) T € B(X,Y) ve S € B(Y,Z) olsun. Bir r > x(T') ve p > x(5) sabitleyelim.
T(Ux) C G (y; + rUy) olacak sekilse y1,y2,...,y, € Y alalim. Benzer
i=1

sekilde T'(Uy) C Lnj (z; + pUy) olacak sekilde de z1, 29, ..., 2, € Z secelim.
i=1

Ti C: s

ST(U)() = S <O (yz‘ + T’Uy)> S(y, + TUy)

=1

= U (Sy; +rS(Uy)) U (Sy; +rz; +rpUsz)

oldugu dikkate ahmirsa her r > x(T') ve p > x(S) i¢in x(ST) < rp elde
edilir. Boylece x(ST') < x(S).x(T) olur.

]

Lemma 2.4.8. [1| X bir Banach uzay ise kompakt olmama dl¢isi x - B(X) — R

bir yari-normdur. Ancak bu yari-norm €(X) Calkin Cebrinde bir normdur.

Kanit. Her T € B(X) i¢in x(7T) > 0 oldugu agciktir. O halde diger o6zellikleri
sagladigini gostermeliyiz. 1k olarak homojenlik 6zelligini gosterelim. Yani her
T € B(X) ve tiim A skalerleri i¢in x(AT') = |A\|x(T) oldugunu gostermeliyiz. Bu
ispat1 yaparken her r» > 0 ve p icin puB(0,7) = B(0, |u|r) 6zelligini gbz oniine
alacagiz. Simdi bir T € B(X) ve A # 0 skaleri alalim. Eger r > x(T) ise,
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T(Ux) C 2‘@1 (x; + B(0,7)) olacak sekilde z1,xs,...,x, vektorleri alalim. Boy-
lece \T'(Uy) C ig (Az; + AB(0,7)) = ig (Az; + B(0, [A|r)) oldugundan bu her
r > x(T) i¢in x(AT') < |A|r oldugu anlamina gelir. Buradan da x(A\T") < |A\|x(T)
elde edilir. Simdi p > x(AT) olsun. AT'(Ux) C j@ (y; + B(0, p)) olacak sekilde

N

k
Y1, - Yk secelim. Bu T'(Ux) C Y (5 +3B(0,p) = U (5 + B0, )) olmas:

]7
anlamina gelir. Dolayisiyla her p > X(AT) i¢in x(AT) < o | saglanir ve boylece

X(T) < X582 veya [A[X(T) < x(AT) elde edilir. Sonug olarak x(AT) = [A[x(T)

oldugu goriilmiis olur. A = 0 igin egitligin saglandig1 agiktir.

Tkinci olarak iiggen esitsizligini yani her S, T € B(X) igin x(S+T) < x(T)+x(95)
oldugunu gormeliyiz. S,T € B(X) olsun. r > x(S) ve p > x(T) sabitleye-
tim. S@x) € O (i + BO,1) ve T(U) C @1 (y; + B(0,7)) olacak sekilde
Ti,. .., Ty Ve yl,l._. yr vektorleri alahm. Boylece (E+T)(UX) CS(Ux)+T(Ux) C
0 ]L_J i+ y5 + BO,7) + BO,p)) = O j@l 2 + y; + B(0,7 + p)] oldugu gorii-
liir. Bu her » > x(S) ve her p > x(T) i¢in x(S +T) < r + p olmas1 anlamina
gelir. Dolayisiyla x (S + 1) < x(7T') + x(S) elde edilir. Boylece kompakt olmama

Ol¢iisiiniin yari-norm oldugu goériilmiis olur. Bu yari-norm

X(T) = 1Tl

seklinde gosterilir.

Simdi de eger S — T kompakt operator ise x(S) = x(7') oldugunu gosterelim.
S — T = K bir kompakt operator olsun. S = T + K olmasindan, iicgen egit-
sizliginden ve Lemma 2.4.7 (7i7)’den x(S) = x(T' + K) < x(T) + x(K) = x(T)
elde edilir. Benzer gekilde T'= S + (—K) dan da x(7) < x(S) elde edilir. Boy-
lece x(S) = x(T) elde edilmig olur. Bu 6zellik ve yukarida gosterilen 6zellikler
bize x : B(X) — R fonksiyonunun €(X) Calkin Cebrine kisitlaniginin bir norm

oldugunu verir. O]

A bir normlu cebir olsun ve bir a € A eleman: verilsin. L, ve R, ile a ele-
maniyla soldan ve sagdan carpim operatorlerini gosterelim. Yani L,r = ax ve
R,x = za olsun. Ayrica M C A igin Ly = {L, : a € M} ve Ry = {R,
a € M} operator ailelerini tanimlayalim. |20]’de Eger M smirh bir kiime ise

r(M) = r(Ly) = r(Ry) ve p(M) = p(Ly) = p(Ryr) oldugu ve daha da 6nem-
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lisi 7(M) ve p(M), LyyRy = {LoRa @ a,b € M} operator ailesinin ozelliklerini

yansittigl belirtilmigtir.

Lemma 2.4.9. M, A normlu cebrinin sinawrl bir kimesi olsun. Bu durumda her-
hangi m € N igin p(M™) = p(M)™, r(M™) = r(M)™ ve p(M)* = p(LyRyr),
r(M)?* = r(LyRy) dir.

Kanat. |20, Lemma 2.1] O

Lemma 2.4.10. Operatorlerin herhangi dnkompakt M kiimesi i¢in
[ La Bl < 16 M|, || M]

olur.
Kanit. |20, Lemma 2.2] O

Tanim 2.4.11. X bir Banach uzayr ve M swnirly operatérlerin onkompakt bir

kiimesi olmak tizere, Hausdorff ortak spektral yaricap,

1/n 1/n

(M) = Lim (sup {||T||X T e M”}) = inf (sup {||THX T e M”})

seklinde tanimlanar.
[.D.Morris [14] de p,, Hausdorff ortak spektral yaricap ile sinirli operatérlerin
onkompakt kiimeleri lizerinde p. esash ortak spektral yaricapinin uyustugunu

gostermis ve

px(M) < pe(M) (2.7)

esitsizliginin gerceklendigini belirtmigtir.

Teorem 2.4.12. A bir normlu cebir ve M, énkompakt bir alt kiime olsun. pX(M) =
px (LarRar)Y? olmak dizere; p(M) = max{pX(M),r(M)} formiili saglanmaktadar.

Kanat. |20, Theorem 4.5 O
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2.5 Topolojik Radikaller

2.5.1 Jacobson Radikali

Tamim 2.5.1. A nmn bir J sol (sag) ideali, AJ C J, (JA C J) ifadesini saglayan
bir lineer alt uzaydur. J sol (sag) ideal olsun. Eger A # J ise J idealine oz ideal,

baska hicbir sol (sag) ideali icermiyorsa maksimal ideal denir.

Tanmm 2.5.2. A cebrinin bir E lineer alt uzayr icin, A(1 —u) C E kousulunu
saglayan u € A elemanina sag modiler birim denir. Sag modiler birime sahip sol
ideale modiiler sol ideal denir. Benzer sekilde (1—u)A C E kosulunu saglayan u €
A elemanina sol modiler birim, sol modiler birime sahip sag ideale de modiiler

saqg ideal denir.

Tanim 2.5.3. A bir F cismi dzerinde bir cebir ve M, F cismi tizerinde bir lineer
uzay olsun. Ejer A x M — M; (a,m) — am seklinde tanimli ve asagrdaki
ozellikleri saglayan bir fonksiyon varsa bu durumda M ye sol A- modil denir.

Her a,b € A ve m,my,mys € M i¢in;
(i) (a+b)m = am+ bm
(ii) a(my + mso) = amy + amy

(11i) a(bm) = (ab)m

(a,m) — am ile tanimlanan bu fonksiyona modil ¢arpim: adi verilir. Sag A-

modil ve A- bimodil tanimlart da benzer gekilde yapilir.

Tanim 2.5.4. A bir cebir ve M # 0 bir sol(sag) A- modil olsun. Eder bu modilin
{0} ve M den baska alt modiili yoksa basit sol (sag) A- modil olarak adlanduriler.

Tamim 2.5.5. A bir cebir olmak tizere, Jacobson radikali, tim maksimal sol(sag)
wdeallerin arakesiti olarak tanimlaner.

Jacobson radikalini Rad(.A) ile gosterecegiz. Jacobson Radikali sol(sag) ideallerin
arakesiti oldugundan sol(sag) ideal oldugu agiktir. Gergekten, x € A ve y €
Rad(A) olsun. y tiim maksimal sol(sag) ideallere ait oldugundan zy tiim maksimal
sol ideallerde olur. Bu da xy € Rad(A) olmas1 yani Rad(A) nin sol (sag) ideal

olmasi anlamina gelir.
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Lemma 2.5.6. [12| A bir cebir olmak izere y € A i¢in asagidakiler esdegerdir.
(i) y € Rad(A)
(ii) Herhangi x € A i¢cin 1 — xy sol terslenebilirdir.

(i1i) Herhangi M basit sol A- modili i¢in, yM = 0 dur.

Kanit. (i) = (ii) y € Rad(A) ve x € A olsun. Bu durumda xy tiim L maksimal
sol ideallere aittir. Fakat 1 ¢ L oldugundan 1 — zy nin hi¢bir L maksimal sol
idealine ait olmadig: elde edilir. Dolayisiyla 1 — xy sol terslenebilirdir.

(ii) = (iii) Bir m € M igin ym # 0 oldugunu kabul edelim. O zaman A.ym = M
olmali. Ozellikle, bir z € A igin, m = x.ym boylece (1 — zy)m = 0 olur. (ii)
kullanilirsa m=0 elde edilir. Bu bir ¢eligkidir.

(iii) = (i) Herhangi J maksimal sol ideali i¢in A/J, basit sol A- modiildiir.
Boylece (iii)’den y..A/J = 0 dolayisiyla y € J olur. Bu da tanimdan y € Rad(.A)

anlamima gelir. O
Teorem 2.5.7. A bir cebir olsun. Asagidaki kiimeler esittir.

(i) Rad(A), Jacobson Radikali

(i1) {b € A:p(ab) =0, herae€ Aigin }.

(11i) Asagida verilen ve birbirine denk olan ozellikleri birini (dolayisiyla timini)

saglayan en genis I ideali.
(a) o(a+Db) =0c(a), herae A, be T igin
(b) o(b) =0, her b € I igin
(c) pla+b)=pla), herae A, bel igin

(d) p(b) =0, herbe I igin

Kanat. [15, Theorem 2.3.3| O
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2.5.2 Yarmilpotent Idealler

A bir normlu cebir olsun. Eger N C A ise N ile N kiimesinin kapanigini, abs(N)

ile abs(N) = {Zn: Aizi:n € Njx; € N, i |Ai] < 1} seklinde tanimlanan mutlak
=1 =1

konveks kabugu ve My(A), M.(A), M,(A) ile de sirasiyla A normlu cebrinin

tiim sonlu, 6nkompakt ve smirh alt kiimelerini gosterecegiz. M € M,(A) i¢in

p(M) = p(M™Y™ her n € N icin, (2.8)
p(AM) =| X | p(M) her X € C igin, (2.9)
p(MN)=p(NM) her N € My(A) icin, (2.10)

esitlikleri saglanmaktadur. [17]
Lemma 2.5.8. [19] A normlu cebir ve N, M € M,(A) olsun.
(i) Herhangi L C abs(M) i¢in, p(L) < p(M) = p(abs(M)) dir.
(i) Eger N kimesinin her elemans ile M kiimesinin her elemany degismeli ise;

(a) p(M UN) =max{p(M), p(N)}
(b) p(M + N) < p(M) + p(N)
(¢) p(MN) < p(M)p(N) dir.
Kamit. A normlu cebir ve N, M € M,(A) olsun.

(i) p(M) = p(abs(M)) oldugu Teorem 2.3.20’den goriiliir. Ciinkii herhengi
a € Norm(A) icin a(M) ve a(abs(M) degerleri denktir.

(ii) Teorem 2.3.22°de ispatlanmigtir.
[

Teorem 2.5.9. A normlu cebir ve V. C C ag¢ik olsun. F, her A € V wve tim
M) ={f(\): feF}eMyA) icin

lim sup {[[f(u) = fFV)I| - f € F} =0

olacak sekilde V' den A ya tanwmly analitik fonksiyonlarin bir ailesi olsun. Bu
durumda X — logp(M (X)) ve X — p(M (X)) fonksiyonlar: V' dzerinde alt harmo-

niktir.
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Kanat. [19, Theorem 3.5.] O

Burada, alt harmoniklik ile ilgili daha fazla bilgiye [11] numaral kaynaktan

ulagilabilir.

Tanim 2.5.10. A normlu bir cebir olsun. Bu durumda;
(i) Eger her M € M(A) i¢in p(M) =0 ise A ya sonlu yarinilpotent,
(i) Eger her M € M.(A) i¢in p(M) =0 ise A ya kompakt yarnilpotent,
(11) Eger her M € My(A) igin p(M) =0 ise A ya sinirly yarmilpotent denir.

Sonlu, kompakt ve sinirli yarimnilpotentleri kisaca sirasiyla f-yariilpotent,

c-yarinilpotent ve b-yariilpotent olarak yazacagiz.
Lemma 2.5.11. [19] A bir normlu cebir olsun. Eger A c-yarnilpotent veya b-

yarinilpotent ise ayni sey A tamlanise icin de gecerlidir.

Kanst. A min herhangi smirh(6nkompakt) alt kiimesi, A nm simrli(6nkompakt)
bir alt kiimesinin kapanisi icinde yer alir gercegine dayanilarak goriiliir. Yani her

N € M.(A) icin &yle bir M € M.(A) vardir 6yle ki N C M dir. Dolayisiyla

p(N) < p(M) = p(M) = 0 olur. O

Tanmm 2.5.12. A normlu bir cebir olsun. Ry(A), R.(A) ve R¢(A) kiimeleri su

sekilde tamsmlamar.
Ri(A) ={a€ A: p({a} UM) = p(M), VM € M;(A)}
Ry(A) ={a € A: p({a} UM) = p(M), VM € My(A)}
Re(A) ={a € A: p({a} UM) = p(M), VM € M.(A)}

Bundan sonra R,(A),R.(A) ve R;(A) kiimelerinin tiimiinii ifade ederken
x € {f,b,c} icin R,(A) gosterimini kullanacagiz.

Lemma 2.5.13. [19] Eger a € R.(A) ise A € C igin Aa € R.(A) dur.
Kanit. M € M. (A) ve a € R.(A) olsun.
p({Aa} U M) = p(A({a} UATM)) =[ A | p({a} UAT'M)

=| X[ p(A\T'M) = p(M)

oldugundan, \a € R.(A) elde edilir. O
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Lemma 2.5.14. a € R.(A) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her M € M,(A)
icin sup{p({Aa} UM) : XA € C} < oo olmasidar.

Kanit. [19, Lemma 4.5.] O
Siradaki lemma A cebrinin birimli olarak kabul edilebilecegini veriyor.
Lemma 2.5.15. [19] R.(A) = R.(A')

Kamit. Herhangi M € M, (A") kiimesi, N € M,(A) ve L € M,(C) olmak {izere
N + L formundaki kiimenin iginde yer alir. Bu nedenle A — p({\a} U (N + L))
fonksiyonunun herhangi a € R.(A) i¢in sinirli oldugunu gostermek yeterlidir.

Genelligi bozmaksizin 0 € L oldugunu farzedebiliriz. Bu nedenle
{M}U(N+L)C {Ma}UN)+L

ve Lemma 2.5.8’den

p({Aa} U (N + L)) < p(({Aa} UN) + L)

< p({Aa} UN)+ [ L= p(N)+ [| L |
elde edilir. n

Lemma 2.5.16. [19, Lemma 4.7 Eger N, R.(A) nin sonlu bir alt kimesi ise
herhangi M € M, (A) i¢in p(N U M) = p(M) olur.

Lemma 2.5.17. [19] R.(A), A cebirinin lineer alt uzayidar.

Kamit. a,b € R.(A)i¢in N = {a,b} alahm. M € M., (A) olmak {izere, {(a + b)/2}U
M C abs(N U M) oldugundan Lemma 2.5.8 ve 2.5.16’dan dolay1

p({(a+0)/2} UM) < p(abs(N UM)) = p(NUM) = p(M)

elde edilir. Bu (a 4+ b)/2 € R.(A) oldugunu gosterir. Geri kalanlar1 gérmek igin
Lemma 2.5.13’{ kullanmak yeterlidir. O
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Lemma 2.5.18. [19] R.(A), A mn bir idealidir.

Kanat. Lemma 2.5.15den dolay1 A y1 birimli olarak kabul edebiliriz. a € R.(A), b €
A, M € M, (A) ve A € C olsun. N = {)Aa,b,1} alahm. p(NU M) < g =
p({b,1} U M) elde edilir. Dolayisiyla p((N U M)?) < % dir. Fakat (N U M)?,
{Aab} U M kiimesini icerir. Boylece

sup p ({Xab} U M) < 5% < 00
XeC

olur ve Lemma 2.5.14’den dolay1 ab € R.(A) oldugu elde edilir. Benzer gekilde
ba € R.(A) olduguda goriiliir. O

Lemma 2.5.19. [19] R.(A), A mn bir kapaly idealidir.

Kamt. Eger a € R.(A), M € M,(A) ise bu durumda b € A icin;

p({(a+b)} UM) < p(abs({2a,2b} U M))
— p({20,20} U M)) = p({20} U M)
< {20} U M{| = max {2 |b]|, || M]]}

oldugu goz oniine alahm. ¢ € R.(A) i¢in c =a + b, ||b|| < [|[M]| /2 olacak sekilde
a € R.(A) ve b € A vardir. Bundan dolay1

p({cy U M) <max {2[b], [[M]|} = [[M]

elde edilir. ¢ ile Ac degigikligi yapilarak Lemma 2.5.14 uygulanirsa ¢ € R.(.A)
sonucu dolayisiyla R, (A) nin kapal oldugu elde edilir. O

Lemma 2.5.20. [19] A normlu cebir olsun. Bu durumda R.(A) = AN R.(A)
dar.

Kamt. Bu 6zellik Lemma 2.5.11’den ve A nin herhangi énkompakt alt kiimes,
A nmin énkompakt bir alt kiimesinin kapanigi i¢inde yer alir gergegine dayanilarak

goriiliir. 0

Lemma 2.5.21. A normlu bir cebir olsun. Ejer N, R.(A) nin énkompakt alt
kiimesi ise bu durumda M € M (A) i¢in p(N U M) = p(M) dir.

Kanat. [19, Lemma 4.12] O
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Onerme 2.5.22. [19] A normlu cebir olsun. Bu durumda;
(i) Re(A) c-yarmilpotenttir.
(i) R¢(A) f-yarmilpotenttir.

Kanit. (i) N,R.(A) nin 6nkompakt bir alt kiimesi olsun. M = {0} alahm.
M € M.(A) oldugundan Lemma 2.5.21’den dolay1 p(N) < p({M UN}) =
p(M) = 0 elde edilir.

(ii) N,Rs(A) nmn sonlu bir alt kiimesi olsun. M = {0} alahm. M € M;(A)
oldugundan Lemma 2.5.16’dan dolay1 p(N) < p({MUN}) = p(M) = 0
elde edilir.

[

Boliim 2.3.3’de tanimlandigi gibi SG; ile M tarafindan iiretilen birimli yari

grubu gosterecegiz.

Teorem 2.5.23. [19] A birimli normlu cebir ve N, M € M,(A) olsun. Eger
NSG(M) sinarl ve p(NSG1(M)) =0 ise p(NUM) = p(M) olur.

Kanit. G = SG1(M) ve v = max {||M||,1} olsun. Varsayimdan tiim n ler i¢in;
I((NG)"|| < Be™ olacak gekilde € > 0 i¢gin § = [(e) vardir. A € C alahm.
Ey = AN UM olsun. € < |\ 7" secelim. © = 12525 .. 7, € (E))" alalm ve z;
elemanlarinin tam k tanesi AN kiimesine ait olsun. Bu durumda y; € NG, z € G
ve ||z|| < 4™ olmak iizere x = N2y ys . . . yx, olur. Buradan ||z|| < |A[*Befy™ < By
oldugu goriiliir. Bu tiim n ler igin [|(E))"]| < 679" oldugunu dolayisiyla her A € C
icin p(E)) < 7 oldugunu verir. C iizerinde alt harmonik olan A\ — p(FE)) fonksi-
yonu sabittir. Buradan da p(E) = p(Es;) yani p(N U M) = p(M) elde edilir. O

Lemma 2.5.24. [19] J, A normlu cebrinin tek tarafls c-yarnilpotent bir ideali
olsun. Eger N € M_(J) ise herhangi M € M (A) i¢in p(N U M) = p(M) dir.

Kamit. J, A nmn sag ideali olsun. A y1 birimli olarak kabul edebiliriz. Ilk olarak
eger | M| < 1 ise bu durumda NSG,(M) € M.(J), boylece p(NSG1(M)) =0
olur. Teorem 2.5.23’den

p(N U M) = p(M)
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oldugu elde edilir. Simdi eger ||M|| > 1 ise ¢ > || M| alalim. Bu durumda:;
p(NUM) =tp(t 'NUt'M) =tp(t 'M) = p(M)
olur. Eger J sol ideal ise (2.10) kullanilarak benzer argiimanla yapilr. O

Bu lemma, J tek tarafli b-yarmilpotent bir ideal olmasi durumunda da gecer-
lidir. Lemma, ¢ yerine b yazilarak da ifade edilebilir ve aym argiimanlarla ispati

yapilabilir.

Lemma 2.5.25. [19] % € {f, ¢, b} ve A bir normlu cebir olsun.
(i) J =TRe(A)
(1) J =Ry(A)

(111) J, A nan tek tarafle b-yarnilpotent bir ideali

Yukaridaki i¢ durum i¢in de ejer N, M € M, (A) ve M C N+ J ise bu durumda
p(M) < p(N) dir.

Kanit. Herhangi a € M igin o ile a — a’ € N olacak sekildeki @’ € J elemanim
gosterelim. K :={d’:a € M}ve X € Cigin N(\) := {a—Ad’ : a € M} kiimelerini
tanimlayalim. Bu durumda K, N(\) € M (A), K C Jve N(1) C N olur. f(\) =
p(N(A)) fonksiyonu Teorem 2.5.9’dan alt harmoniktir. N(\) C 2abs(AK U M)

oldugundan dolay: Lemma 2.5.8 ile (¢) i¢in Lemma 2.5.21, (¢7) i¢in Lemma 2.5.16
ve (i71) iginde Lemma 2.5.24’den dolayz;

p(N(N)) <2p(abs(AK UM)) =2p(AKUM) =2p(M)

yazilir. Boylece f(\) sabittir ve

elde edilir. O

I, bir A cebrinin ideali olsun. g; ile A nin A/ iizerine kanonik epimorfizmini
(6rten homomorfizma) gosterecegiz. Simdi J, A cebrinin kapali bir ideali olsun.
M C Aicin M/J, M kiimesinin ¢; : A — A/J kanonik epimorfizmi altindaki

goriintiistidiir.
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Teorem 2.5.26. [19] * € {c, f,b} ve A normlu cebir olsun. x € {c, f} igin
J = R.(A) veya * = b i¢in J nin kapaly b-yarinilpotent bir ideal oldugunu kabul
edelim. Her iki durumda da her M € M.(A) i¢in p(M) = p(M/J) dir.

Kanit. M € M, (A) olsun. Herhangi € > 0 icin ||[M™/J||*/™ < p(M/J) + € olacak
sekilde n = n(e) alahm. Keyfi bir § > 0 i¢in, M" C N+ Q, @ C J ve |N|| <
|M™/J|| + 0 olacak gekilde N,Q € M., (A) kiimeleri vardir. (Bu bir geometrik
gergektir. * = b ve x = f i¢in bu agktir ancak *x = ¢ i¢in ispat1 [17] numarali

kaynakta Lemma 6.9 da bulunabilir.) Boylece Lemma 2.5.25’den
p(M") < p(N +@Q) < p(N) < |[N]| < [[M"/J|| +9
dir. 0 keyfi oldugundan
p(M)" = p(M") < [M"[J|| < (p(M[]) + )"

olur ve buradan p(M) < p(M/J)+ e elde edilir. Dolayisiyla p(M) < p(M/J) elde

edilir. Ters egitsizlik her zaman dogru oldugundan istenen goériilmiis olur. O

Lemma 2.5.27. [19] A normlu cebir ve J = R.(A) olsun. Eger N € M.(J) ve
M e M.(A) ise pf(NM) =0 ve p(N + M) = p(M) dir.

Kamit. N € M.(J) ise N+ M € M.(A) dir. Teorem 2.5.26’dan
p(N + M) = p((N + M)/ J) = p(M/J) = p(M)
elde edilir. Ayrica NM C (N U M)? oldugundan Lemma 2.5.21’den
p(NM) < (N UMY?) = p(N U MY? = p(M)
olur. N, AN ile degistirilirse p(NM) = 0 bulunur. O

Teorem 2.5.28. [19] A normlu cebir olsun. Bir a € A elemaninin R.(A) ya ait

olmasu i¢in gerek ve yeter kogul herhangi M C M.(A) i¢in p(aM) = 0 olmasidar.

Kamit. Eger a € R.(A) ise o zaman her M € M,.(A) i¢in Lemma 2.5.27’den
p(aM) = 0 dir. Tersini gérmek i¢in ilk olarak ||M]| < 1 oldugunu farz edelim.
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Bu durumda SG;(M) € M.(A') ve dahasi SG{(M)aSG1(M) € M (A) dir.
Dolayisiyla p(aSG1(M)) = 0 olmasindan dolay1

p(aSG1(M))* = p((aSG1(M))?) = p(aSG1(M)aSG1(M)) = 0

olur. Teorem 2.5.23’den
p({a} U M) = p(M)
elde edilir. Simdi de ||M|| > 1 oldugunu kabul edelim. ¢ > || M || olacak sekilde bir

t alalim. Bu durumda da
p({at UM) = tp({a/t} U (1/t)M) = tp((1/t)M) = p(M)
elde edilir. O

Lemma 2.5.29. [19] A normlu bir cebir olsun. Bu durumda R.(A/R.(A)) =0
dar.

Kamit. a = a/Re(A) € Re(A/R.(A)) olsun. Her M € M (A)icin M = M/R(A)
alirsak, Teorem 2.5.26’dan

p({a} U M) = p(({a} U M)/R.(A)) = p({a} U M) = p(M) = p(M)

olur. Bu bize a € R.(A) oldugunu gosterir. Dolayisiyla @ = 0 olmalidur. O

2.6 Lie Cebirleri

Tanim 2.6.1. F cismi dzerinde bir L Lie cebri, Lie parantezi olarak adlandirilan
ve agagqrdaki aksiyomlary saglayan [-,-] : L x L — L ikili iglemi ile bir vektor

uzayidar.

(i) Bilineerlik: Her a,b € F ve her x,y,z € L i¢in;
faz + by, 2] = alw, 2] +5[p, 2], [z az+by] = alz 2] + bz,

(i) Alterne Ozelligi: Her x € L i¢in;
[z, 2] =0

(iii) Jacobi Ozdesligi: Her x,y, z € L icin;
[z, [y, 2] + [y, [z, 2] + [z, [, 9]] = 0
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[z, y] icin Lie parantezi yerine x ile y nin komiitatorii ifadesi de kullanilaktadir.

Lie parantezi bilineer oldugundan
0=[z+yz+yl =[x+ [z, 9y + [y, 2] + [y,y] = [2,9] + [y, 2]

olur. Dolayisiyla [z,y] = — [y, z] elde edilir. Bu, alterne 6zelligine denk bir 6zel-
liktir. Lie cebrinin degigmeli olmasi [z, y] = [y, ] demektir. [z,y] = — [y, z] oldu-
gundan dolay1 da bir £ Lie cebrinin degismeli olmasi icin gerek ve yeter kogul her

z,y € L i¢in [z,y] = 0 olmasidir.
Tanim 2.6.2. £ bir Lie cebir ve K, I C L alt uzaylar olsunlar.
(i) Her z,y € K i¢in [z,y] € K oluyorsa K alt uzaymna Lie alt cebri denir.

(i1) Her v € L,y € I i¢in [z,y] € I oluyorsa I alt uzayina L nin bir ideali

denir.

[z,y] = — [y, z] oldugundan burada ideal igin sag ve sol ideal ayrimi yapmaya
gerek yoktur. Bir ideal daima bir alt cebirdir ama tersi her zaman dogru degildir.
{0} her cebrin bir ideali, her cebir de kendisinin bir idealidir. Bu iki ideale asikar
idealler denir. Z(L) :={x € L:[z,y] =0, her y € L i¢in} seklinde tanimlanan
ve L cebrinin merkezi olarak adlandirilan Z (L), agikar olmayan bir idealdir. I ve
J, L Lie cebrinin iki ideali olsun. I ve J ideallerinden yeni idealler inga etmenin
bir kac yolu vardir. Tlk olarak I N J alt uzayinin bir ideal oldugunu soyleyebiliriz.
Gergekten, v € INJvey € Liginz € I, v € J, y € L olur. I ve J ideal
olduklarindan zy € I, xy € J elde edilir. Buradan da xy € I N J olur ki istenen
goriilmiis olur. Tkinci olarak da I +.J := {x +y: v € I, y € J} seklinde tanim-
lanan alt uzay da bir idealdir.

Simdi de ideallerin ¢arpimini tammlayalim. [I, J] := Span {[z,y] :x € I, y € J}
Bu sekilde tanimlanan ideallerin ¢arpimi da £ Lie cebrinin bir idealidir. Bu ta-
nimdan dolayi bir alt uzaydir. Simdi eger x € I, y € J ve u € L ise Jacobi 6zdeg-
liginden [u, [z, y]] = [z, [u, y]] +[[u, 2] , y] yazabiliriz. J ideal oldugundan [u,y] € J
dir. Boylece [z, [u,y]] € [1, J] elde edilir. Benzer sekilde [[u,x],y]| € [I, J] oldugu
goriiliir. Dolayisiyla bunlari toplami da [I, J] kiimesine aittir. Genel olarak [/, J]

ye ait bir ¢ elemani, z € I, y € J olmak iizere [x,y] parantezlerinin bir lineer
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kombinasyonudur. Dolaywsiyla ¢ = 1,2, ... icin x; € I, y; € J ve ¢; skaler olmak

tizere t = 3 ¢; [x;, y;] seklindedir. Bu durumda v € £ i¢in

[u, t] = [u, > eila, yzH = > cifu, [, 1]

yazilabilir. Yukarida [u, [z;, y;]] € [, J] oldugu gosterildiginden [u,t] € [I, J] elde
edilir. Boylece [/, J] bir ideal olur. Burada I = J = £ almursa [£, L] cebrine

tiretilmig cebir denir ve L' ile gosterilir.

Tanim 2.6.3. £y ve Lo, F dzerinde tki Lie cebri olsun. ¢ : L1 — Lo fonksi-
yonu lineer ve her x,y € Ly i¢in ¢([z,y]) = [p(x), p(y)] kosulunu saglyorsa bir

homomorfizmadir. ¢, (1-1) ve érten ise izomorfizma olur.

Tamim 2.6.4. £ bir Lie cebri ve v € L olsun. adr : a — [a,x] donisimine

elemaninin eslenigi denir.

Ornek 2.6.5. £ bir Lie cebri olsun. gl(L), L den L ye tansmly tim lineer doni-
stimleri gostermek tzere x,y € L i¢in ad : L — gl(L), (adz)y := [x,y] seklinde
tansmlanan dontsim bir homomorfizma olur. Gergekten, Lie parantezinin biline-
erliginden her x € L i¢in adx in lineer oldugu gorilir. Ayni nedenle v — adx
donidistimi de lineerdir. o ile fonksiyon bileskesi ifade edilmek tizere her x,y € L
icin ad([z,y]) = adr o ady — ady o adx oldugu Jacobi 6zdesliginden gorilebilir.
Burada Cek(ad) = Z(L) oldugunu agiktor.

v : L1 — Lo bir homomorfizma ise Cek ¢, L; i¢in bir ideal, I'm ¢ ise Ly nin bir
alt uzayidir.

Birlesmeli her cebre bir Lie cebri yapisi kazandirilabilir. Daha giizel bir ifa-
deyle A, T cismi iizerinde birlesmeli bir cebir olsun. Bu durumda A iizerinde
her a,b € A i¢in [a,b] := ab — ba seklinde bilineer [, -] islemi tanimlarsak A, bu

islemle bir Lie cebri olur.|9]

Tanim 2.6.6. A, F cismi dzerinde bir cebir olsun. A cebrinin tirevi, D : A —
A, her a,b € A icin D(ab) = D(a)b + aD(b) seklinde tanimlanan bir lineer
dénisimdiir.

A nin tiim tiirevlerinin kiimesi DerA ile gosterilir. Bu kiime toplama ve skaler

ile carpma islemleri altinda kapali oldugundan ve sifir doniigiimiinii icerdiginden
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dolay1 gl(A) nin bir vektor alt uzayidir. Dahasi DerA, gl(A) nin bir Lie alt

cebridir.

Ornek 2.6.7. L bir Lie cebri ve x € L olsun. adx : £L — L déndisimi, Jacobi

ozdesliginden dolayy bir tirevdir. Gercekten her y,z € L i¢in;

(adz) [y, 2] = [, [y, 2l] = [[z, 9] , 2] + [y, [z, 2]] = [(adz)y, 2] + [y, (adzx)2]
oldugundan istenen goriliir.

Tanim 2.6.8. £ bir Lie cebri ve I bir ideal olsun. Bu durumda I alt uzay ol-
dugundan bolim vektor uzayim L/ = {z+1:2z € L} seklinde ve kosetleri de
z+I ={z+x:x € I} bigiminde tanimlanir. Bu bolim vektor uzay [x+1, y+1] =
[z, y] + I seklinde tanimlanan Lie parantezi ile bir Lie cebri olur.

Bunu gormek igin ilk olarak Lie parantezinin L£/I {izerinde iyi tanimh oldugunu
gormeliyiz. Kabul edelim ki w+ I = w' 4+ I ve z+ I = 2’ + I olsun. Bu durumda

w—w €1 ve z— 2" €I olur. L iizerindeki Lie parantezinin bilineerliginden;
(W', 2] = W'+ (w —w'), 2 + (z — )]

= [w, 2]+ [w—w, 2]+ [,z =2+ [w—w, z— 7]
yazilir. Burada [w—w/', 2], [w',z —2],[w—w',z—2] € I oldugundan

(W' + 1,2+ I] = [w, z] + I elde edilir. Boylece istenilen elde edilmig olur. Simdi

alterne ve Jacobi 6zdegliginin saglandigini da gosterelim.
(i) Her x € L igin [+ [,z + I] = [z,2] + [ = I oldugundan alterne 6zelligi

saglanmig olur.

(ii) Her x,y,z € L igin;
e+ 1L y+Lz+1+y+ 1L z+Le+ I+ [z+ 1, [z+1y+I]] =

[

o+ 1y, 2]+ 1+ y+ L[zl + 1|+ [z+ I, [z,y) + 1] =

[y, 2l + T+ [y [z 2] + T+ [z [z ]l + 1 =

[z, [y, 2]] + [y, [z, 2]] + [z, [z, y]] + I = I oldugundan Jacobi 6zdegliginin de

saglandig1 goriilmiis olur.

Dolayisiyla tamimlanan bu iglem bir Lie parantezidir. Bu da bize £/ boliim vek-

tor uzaymin Lie cebri oldugunu verir.
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Ornek 2.6.9. I, bir £ Lie cebrinin ideali olsun. v € L i¢inm: L — L)1, 7(z) :=
x+1 seklinde tanimlanan donisim bir homomorfizmadir. Gercekten x,y € L i¢in

([z,y]) = [z, y] + 1 =[z+ I,y + I] = [7(z), 7 (y)] oldugu gérilir.

Teorem 2.6.10. (Izomorfizm Teoremleri)

(i) ¢ : L1 — Ly Lie cebirlerinin bir homomorfizmasi olsun. Bu durumda Cek,

L1 cebrinin bir ideali, Imy ise Lo cebrinin alt cebri ve

L1/Cekp = Imy  dir.

(i1) I ve J, Lie cebrinin iki ideali ise (I + J)/J = 1/(INJ) dir.

(i1i) I ve J, L Lie cebrinin I C J olacak sekilde iki ideali ise J/I, L/ bélim
cebrinin bir idealidir ve (L/1)/(J/I) = L] J dir.

Kanat. |9, Theorem 2.2.| O

L bir Lie cebri ve I'da bir ideali olsun. Bu durumda £/I béliim cebirinin
idealleri ile £ cebrinin [ idealini iceren idealleri arasinda 1-1 ve 6rten bir esleme
vardir. Bu eglesme su gekildedir. J, £ cebrinin [ idealini igeren bir ideali olsun.
Bu durumda J/I, £/I nn bir ideali olur. Tersine K, £/I nin bir ideali ise bu
durumda J = {z € L: 2+ 1 € K} kiimesi de £ nin [ idealini iceren bir ideali

olur. Bu iki egleme birbirinin tersidir. [9]

2.6.1 Nilpotent Lie Cebirleri

L bir Lie cebri olsun. £' = £ ve k > 1 i¢in £* = [£, £F7!] geklinde tanimlanr.
Idealleri carpimi da ideal oldugundan her £F da bir idealdir. Ayrica bu idealler
arasinda £ = £ D £2 D £3 D ... seklinde bir siralama vardir. Bunu tiimevarim
ile gérmek kolaydir. [£, £] = Span {[x,y] : z,y} seklinde tanimlandigindan £? =
(£, L] C L oldugu aciktir. Simdi k € N i¢in £¥ C £*7! oldugunu kabul edelim.
O halde £F! = [£,£F] C [£,£F Y] = LF elde edilir. Ayrica £F/L£F boliimii
L£/L£F1 boliimiiniin merkezi igindedir. Yani £¥/£F1 C Z(L£/L£F1) olur.
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Tanim 2.6.11. £ bir Lie cebri olsun. Eger herhangi bir m > 1 i¢in L™ = 0
oluyorsa L Lie cebrine nilpotent adv verilir. Yani £L = LY D L?--- D L™ =0

olur.
Teorem 2.6.12. Bir L Lie cebri icin asagidakiler denktir.
(i) L nilpotenttir.
(i) Herhangi x € L i¢in, adx bir nilpotent lineer donigimdir.

(111) L cebrinini=0,...,n—1 i¢in dim(L;/Li11) = 1 ve [L,L;] C L1 olacak

sekilde ideallerin azalan bir
L=LyoDLiDLyD---DL,=0
dizisi vardar.
Kanat. [10, Theorem 1.1.28| O
Lemma 2.6.13. [9] £ bir Lie cebri olsun
(i) Eger L nilpotent ise L nin her alt cebri de nilpotent olur.

(i) Eger L nin nilpotent olmasi i¢in gerek ve yeter kosul L/Z (L) nin de nilpo-

tent olmasidur.

Kanat. (i) tanimdan agiktir.

(11) L nilpotent olsun. £/Z(L), £ nin 7 : L — L/Z(L) projeksiyonu altindaki
homomorfik goriintiisiidiir. Béylece £/Z(L) nilpotenttir.

Tersine £/Z (L) nilpotent olsun. (£/Z(L£))* = (L* + Z(L£))/Z(L) oldugu indiik-
siyon ile goriilebilir. Buradan (£/Z(L))F = (L% + Z(L))/Z(L) = 0 elde edilir. Bu
ise LF C Z(L) olmas1 demektir. Dolayisiyla £¥ = [£, LF] C [£, Z(L)] = 0 olur

ki bu da £ nin nilpotent olmasi anlamina gelir. [

Tanim 2.6.14. X Banach uzay, m: B(X) — B(X)/K(X) dogal homomorfizma
ve L C B(X) bir Lie cebri olsun. Eger w(L) nilpotent ise L cebrine esasl nilpotent

Lie cebri denir.
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2.6.2 Cogziilebilir Lie Cebirleri

Lemma 2.6.15. (9] I bir L Lie cebrinin bir ideali olsun. Bu durumda L/1 bolim
cebrinin degismeli olmast i¢in yeter ve gerek kosul I idealinin L' = [L, L] tiretilmis

cebrini icermesidir. Yani [L, L] C I olmasidir.

Kanat. L bir Lie cebri ve I ideal olsun. £/ boliim cebrinin degigmeli olmasi igin
gerek ve yeter kosul her z,y € Ligin [z+1,y+1| = [x,y]+I = I olmasi veya denk
olarak [z,y] € I olmasidir. I, £ nin alt uzay1 oldugundan bunun olmasi i¢in gerek
ve yeter kogul [x,y] parantezi ile iiretilen uzaym [ i¢inde yer almasidir. Boylece

(L, L] C I elde edilir. O

Bu lemma bize, £/I béliim cebrinin degismeli oldugu en kiiciik I idealinin £’
tiiretilmis cebri oldugunu séyler. Benzer argiimanla £’ tiiretilmis cebri de kendi
icinde bolimii degismeli olan en kiiciik ideale sahiptir. Bu ideal £’ cebrinin tii-
retilmis cebridir. Bunu da £® ile géosterelim. Boylece £ cebrinin asagida acik

olarak ifade edilen tiiretilmis serisini elde ederiz.
£, L] =L =LY vek > 2icin £B) = [£*-D £E=D]

olarak tanmlanarsa bu durumda £ 2O LY D LB D ... serisine tiretilmis seri

denir.

Tanim 2.6.16. £ Lie cebri icin L™ = 0 olacak sekilde m pozitif tam sayis

varsa L cebrine ¢ozilebilir Lie cebri denir.

Lemma 2.6.17. L bir Lie cebri olsun. Eger L cebrinin 1 < k < m i¢in Ix_1/I}
degismeli olacak bicimde ideallerinin L =1y 2 I, O ... 1,1 O I,, = 0 seklinde

sonlu bir dizisi varsa, L cebri ¢ozilebilirdir.

Kanat. [9, Lemma 4.3] O
Bu lemmanin tersinin her zaman dogru oldugu I, = £*) alinarak goriiliir.

Lemma 2.6.18. Nilpotent Lie cebirleri ¢ozilebilirdir.

Kanit. L nilpotent Lie cebri olsun. O halde £™ = 0 olacak bi¢cimde bir n pozitif

tam sayisi vardir. Eger her k£ < n igin L£F) C gk oldugunu gosterirsek £ C
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L£" = 0 dan istenen elde edilir. Iddiamz kanitlamak icin tiimevarim uygulamak
yeterlidir. L) = [£, £] € £ = L' oldugu agiktir. O halde L&) C £F1 oldugunu

kabul edelim. Bu durumda,
LW = [£0=0 LDy e, LV C L, £ C f
olur. Dolayisiyla istenen gosterilmis olur. O]
Bu lemmanin tersinin dogru olmadigini agagidaki érnekle gosterelim

Ornek 2.6.19. R dzerinde tim n x n tipindeki matrislerin vektor uzayr olan
gl(n,R), [x,y] = xy — yx ile tamwml Lie parantezi ile bir Lie cebridir. n X n
tipindeks bir matrise her 1 < 7 <1 < n igin a;; = 0 ise st ti¢gen matris, 1 < j <
i < nigin a;; = 0 ise kesinlikle st i¢cgen matris denir. b(n,R) ile n x n tipindeki
tim st dcgen matrisleri ve n(n,R) ile de tim kesinlikle st icgen matrisleri
gosterelim. Bunlarin her ikisi de gl(n,R) nin alt cebirleridir. n = 2 alalim ve £ =
b(2,R) olsun. Bu durumda, £* = [b(2,R),b(2,R)] = n(2,R) ve L3 = [L,L?] =
b(2,R),n(2,R)] = n(2,R) olur. Dolayiswyla L = 0 olacak bir n dogal sayis
yoktur. Yani L cebri nilpotent degildir. Ancak LY = [b(2,R),b(2,R)] = n(2,R)
ve buradan da L® = [LYV LY] = [n(2,R),n(2,R)] = 0 olur dolayswyla L cebri

cozilebilirdir.
Lemma 2.6.20. [3, Onerme 2.1.] Asagudakilerin herbiri gecerlidir.
(i) Her degismeli Lie cebri nilpotent dolaynswyla ¢ézilebilirdir.

(11) Nilpotent (¢izilebilir) Lie cebrinin her alt cebri de nilpotenttir (¢ézilebilir-
dir).

(11i) Nilpotent (¢ozilebilir) Lie cebrinin her Lie morfizm altindaki gorintisi de

nilpotenttir (¢ozilebilirdir).

(vi) Eger I, L Lie cebrinin ¢ézilebilir bir ideali ve L/I da ¢ozilebilir ise bu

durumda L cebri de ¢ozilebilirdir.

(v) Her Lie cebrinde herhangi nilpotent (¢ézilebilir) iki idealin toplama da nil-
potenttir (¢ozilebilirdir).
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2.6.3 Yaricoziilebilir Lie Cebirleri

Tanim 2.6.21. £ bir Lie cebri olsun.

(i) Eger L, vektor uzayr gibi, sonlu boyutlu alt cebirlerin yonlendirilmis {L;}icr
ailesi tarafindan geriliyor ise (yani, her i,j € I i¢in L; + L; C Ly olacak

sekilde k € I varsa), L cebrine yerel olarak sonlu Lie cebri denir.

(ii) L yerel olarak sonlu Lie cebri olsun. Eger {L;}icr sadece ¢ozilebilir
(nilpotent) Lie cebirlerinden olugsuyor ise, L cebrine yerel olarak ¢ézilebilir

(nilpotent) Lie cebri denir.

(i1i) Eger L, vektor uzayu gibi, sonlu boyutlu ideallerin bir ailesi tarafindan ge-

riliyor ise ideal olarak sonlu Lie cebri denir.

(vi) Eger L cebri, ideal olarak sonlu ve yerel olarak ¢ézilebilir (nilpotent) ise L

cebrine yarigozilebilir (yarnilpotent) Lie cebri denir.
Lemma 2.6.22. [3, Sonu¢ 2.2] £ bir Lie cebri olsun. Asagidakiler denktir.
(1) L yarigozilebilirdir.
(i) L cebrinin sonlu boyutlu ¢ozilebilir ideallerinden olusan belli bir {L;}icr
atlest i¢in L = ;e L; dir.
(111) L ideal olarak sonludur ve L cebrinin sonlu boyutlu her ideali ¢ézilebilirdir.
Lemma 2.6.23. [3, Remark 2.3] £ bir Lie cebri olsun. Asagidakiler denktir.
(i) L yarnilpotenttir.
(i1) L cebrinin sonlu boyutlu nilpotent ideallerinden olusan belli bir {L;};cr ailesi
wein L= er L; dir.
(111) L ideal olarak sonludur ve L cebrinin sonlu boyutlu her ideali nilpotenttir.

Sonuc 2.6.24. Nilpotent Lie cebirleri yaricozilebilirdir.

Kanit. Gercekten, £ bir nilpotent lie cebri olsun. Dolayisiyla yarinilpotenttir.
Lemma 2.6.23’den, £ cebrinin sonlu boyutlu nilpotent ideallerinden olugan belli
bir {L;}ier ailesi igin £ = Y ;e £; dir. Dolayisiyla bu ailenin elemanlar1 ayni

zamanda ¢oziilebilirdir. O halde Lemma 2.6.22’den L yari¢oziilebilirdir. O]
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Tanim 2.6.25. Bir L cebrinin en genis ¢ozilebilir idealine radikal denir ve

Rad(L) ile gosterilir.

Tanim 2.6.26. Sifirdan farkly bir £ Lie cebri, sifirdan farkly ¢ozilebilir ideallere

sahip degilse buna denk olarak Rad(L) = 0 ise L cebrine yaribasit Lie cebri denir.
Lemma 2.6.27. |9, Lemma 4.7| Eger L bir Lie cebri ise L/Rad(L) yaribasittir.

Kamt. J, £L/Rad(L) nin ¢oziilebilir bir ideali olsun. Ideal eslemesinden £ nin
Rad(L) yi igeren bir J ideali vardir ve J = J/Rad(L) dir. Tanimdan Rad(L)
¢oziilebilirdir. Hipotezden de J = J/Rad(L) goziilebilirdir. Dolayisiyla 2.6.20 den
J c¢oziilebilirdir. Fakat J, Rad(L£) nin i¢inde oldugundan J = 0 olur. O

Bir £ Lie cebri tarafindan iiretilen kapali birlesmeli Banach cebrini A(L) ile

gosterecegiz.

Onerme 2.6.28. |3, Proposition 24.1] A kompleks birimli bir Banach cebri ve L

de bir Lie altcebri olsun ve bir I idealinin nilpotent elemanlar:
Ni:={a€I: a, nilpotent}

ile gosterilsin. Eger I, L cebrinin sonlu boyutlu ¢ozilebilir bir ideali ise N7, L nin

bir idealidir ve N; C Rad(A(L)) olur.

Lemma 2.6.29. [3, Lemma 24.1| B yaribasit kompleks birimli bir Banach cebri
ve L, B 'nin bir altcebri dyleki L tarafindan dretilen kapali, birlesmeli cebir B
ye esit olsun. Eger I, L nin, her b € L i¢in ad b|; nilpotent bir dinisim olacak

sekilde sonlu boyutlu ideali ise [I, L] =0 olur.

Teorem 2.6.30. |3, Theorem 24.1] £, birimli kompleks A Banach cebrinin bir alt

cebri ve A(L) de L cebri tarafindan diretilen birlesmeli ve birimli bir alt cebir ol-

sun. Eger I, L cebrinin sonlu boyutlu ¢ézilebilir bir ideali ise [I, L] C Rad(A(L))

olur.

Lemma 2.6.31. |3, Remark 24.1] A kompleks, birimli bir Banach cebri olsun.

Eger A cebrinin bir alt cebri olan L cebri yarigézilebilir ve A(L) de L cebri

tarafindan tretilen kapaly birlesmeli ve birimli bir alt cebir ise [A(L), A(L)] C

Rad(A(L)) yani A(L)/Rad(A(L)) degismelidir.
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Kanit. {I,}aen, £ cebrinin sonlu boyutlu ¢oziilebilir ideallerinin bir ailesi olsun.

B = A(L)/Rad(A(L)) olmak iizere 7 : A(L) — B dogal projeksiyonunu alalim.
Bu durumda Teorem 2.6.30’den her @ € A i¢in [w([,),B] = {0} olur. Fakat B,
U 7(ly) = w(L) tarafindan iiretilen kapali birlesmeli birimli alt cebre esittir.
ach

Béylece [B, B] = {0} sonucunu elde ederiz. O
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BOLUM 3

LIE CEBIRLERI ICIN
BERGER-WANG FORMULU

Bu béliimde, 2. boliimde verdigimiz bilgiler ile Berger-Wang formiiliiniin bir X
Banach uzay1 iizerinde tanimli lineer ve sinirli operatorlerin nilpotent, esesh nilpo-
tent ve ¢oziilebilir Lie cebirleri tarafindan iiretilen Banach cebirlerinin 6nkompakt
alt kiimeleri icin saglandigini gosterecegiz.

X bir Banach uzay1 olsun. B(X) tiim smirh lineer operatérlerden olugan Ba-
nach cebri olmak fiizere, X uzay1 iizerinde tamimh tiim kompakt operatorlerin
kiimesi olan K (X), B(X) cebrinin bir idealdir. Lie ¢carpim, 77,75 € B(X) icin
[,] : [Th, 1] = TyT, — 15T} ile tamimlanir. Bu durumda, B(X) bu iglem altinda
bir Lie cebiri olur.

M C B(X) olsun. A(M) ile M tarafindan iiretilen birlesmeli cebri, A(M) ile de

M tarafindan iiretilen kapali Banach cebrini gosterecegiz. Burada M tarafindan

tiretilen cebir, M kiimesini iceren en kii¢iik cebir anlamina gelmektedir.

3.1 Nilpotent Lie Cebirleri Icin Berger-Wang

Formauli

Lemma 3.1.1. |22| Eger A, L nilpotent Lie cebri tarafindan tretilen bir Banach
cebri ise A/ Rad(A) degismelidir.
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Bu lemmanin orjinal ispati Turovskii tarafindan yapilmigtir [22]. Ancak nil-
potent Lie cebri yari¢oziilebilir oldugundan, Lemma 2.6.31’den dogrulugu gori-

lebilir.
Lemma 3.1.2. Bir A Banach cebri i¢in Z(A) N Rad(A) C R.(A) dur.

Kanit. M C A bir 6nkompakt alt kiime olsun. a € Z(A) N Rad(A) alahm.
a € Z(A) oldugundan M kiimesinin her elemani ile degigmelidir. O halde Teorem
2.3.22 (i)’ den p({a}UM) = max {p(a), p(M)} yazilir. a € Rad(A) oldugindan da
Teorem 2.5.7°den p(a) = 0 dir. Béylece p({a} U M) = max {p(a), p(M)} = p(M)
elde edilir. Bu da a € R.(A) olmasi demektir. O

Lemma 3.1.3. Eger A Banach cebri degismeli ise bu durumda her M C A
onkompakt alt kimesi i¢in p(M) = r(M) dir.

Kanat. A cebri degismeli oldugundan her alt kiimesinin tiim elemanlar1 degigsmeli

olacagindan Lemma 2.4.4’den aciktir. O

Lemma 3.1.4. Bir A Banach cebrinin her onkompakt M alt kiimesi icin

p(M) = p(M/R.(A)) dur.

Kanat. Teorem 2.5.26’dan *x = ¢ durumu icin goriiliir. [

Lemma 3.1.5. [7| A(L), bir £ Lie cebri tarafindan tretilen bir Banach cebri,

I, A(L) cebrinin kapals bir ideali ve q : A(L) — A(L)/I bélim tasviri olsun. Bu
durumda A(q(L)) = q(A(L)) dir.

Kanit. A(q(L)) = q(A(L)) oldugu agiktir. Dolayisiyla A(¢(L)) = q(A(L)) D
q(A(L)). Burada ¢(A(L£)) nin kapali oldugu ve g(A(L)) yi icerdigi géz 6niine ah-
nirsa ¢(A(L)) C ¢(A(L)) oldugu goriiliir. Boylece A(q(L)) = q(A(L)) = q(A(L))

olur. O

Onerme 3.1.6. Eger bir A Banach cebri, nilpotent £ Lie cebri tarafindan tireti-
len bir cebir ise bu durumda her énkompakt M C A alt kiimesi i¢in p(M) = r(M)

olur.
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Kamit. £ nilpotent oldugundan £ = [£, £"] = 0 olacak gekilde bir n pozitif
tamsayist vardir. O halde £, L ile degismeli olur. Dolayisiyla,

LM C Z(L)C Z(A(L)) (3.1)

elde edilir. §imdi Lemma 3.1.1’den (A(L))/Rad(A(L)) degismelidir. Dolayistyla

her a,b € (A(L)) i¢in [a + Rad(A(L)),b+ Rad(A(L))] = Rad(A(L)) buradan

da [a,b] € Rad(A(L)) elde edilir. Bu bize £* C (A(L))? C Rad(A(L)) oldugunu
verir. Buradan da, £" C £? oldugundan,

L" ¢ Rad(A(L)) (3.2)

olur. Su halde (3.1) ve (3.2) den L™ C Z(A(L))NRad(A(L)) olur. Boylece Lemma

3.1.27den de L™ C R.(A(L)) oldugu goriiliir.
Eger n > 2 ise; ¢ : A(L) — A(L)/R.(A(L)) ve L1 = q(L) olsun. O halde £ C

R:(A(L)) oldugundan (¢(£))" = q(L") = L™ + R.(A(L)) = 0 olur. Dolayisiyla
q(L) yani £y nilpotent olur. Ayrica Lemma 3.1.5’den A(L1) = A(q(L)) = q(A(L))

oldugu g6z Oniinde bulundurularak iistte oldugu gibi

(q(L))"! € R.(A(Ly)) elde edilir. Buradan da Lemma 2.5.29’da kullanilarak

(@(L)" ™ € Re(A(a(£))) = Re(a(A(L))) = Re(A(L)/Re(A(L))) = 0 elde
edilir. Boylece (¢(£))"™! = 0 olmus olur. Buradan da aymn sekilde gidilerek
(q(£))? = 0 elde edilir. Dolayisiyla (L) ve hatta A(L;) degismelidir. Son ola-

rak her M C A(L) 6nkompakt alt kiimesi i¢in Lemma 3.1.3 ve Lemma 3.1.4

kullanilarak

p(M) = p(M/Rc(A(L))) = r(M/Rc(A(£))) < r(M)

elde edilmis olur. Esitsizligin diger tarafi acik oldugundan p(M) = (M) olur. [

3.2 Esash Nilpotent Lie Cebirleri Icin Berger-Wang
Formiilii

Asgagida verilen lemma ile Shulman ve Turovskii [20]’da X Banach uzayinda genel-
lestirilmis Berger-Wang formiiliiniin B(X) uzaymin her M 6énkompakt alt kiimesi

icin saglandigini gostermislerdir.
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Lemma 3.2.1. [20| X bir Banach uzayr ve M C B(X) onkompakt bir alt kiimesi

icin p(M) = max{p.(M),r(M)} genellestirilmis Berger-Wang formili saglanar.

Kamit. Lemma 2.4.10°dan || Ly Ry < 16]|M ||y || M || olur. M, M™ ile degistirilir,

n. dereceden kokii alinir ve n — oo i¢in limite gegilirse
p(M)* = py(LarRar) < py(M)p(M)

egitsizligi elde edilir. Teorem 2.4.12 p(M)? < max{p,(M)p(M),r(M)*} demek
olur. 7(M) < p(M) esitsizligi ile (2.7) den

p(M) < max{p,(M),r(M)} < max{p.(M),r(M)}

elde edilir. Egitsizligin diger tarafi acikca goriilebildiginden istenen gosterilmis

olur. ]

Sonug 3.2.2. Eger A, bir L nilpotent Lie cebri tarafindan diretilen Banach cebri
ise 0 zaman R.(A) = Rad(A) ve A/R.(A) degismelidir.

Kanit. R.(A) C Rad(A) oldugunu gérmek kolaydir. Gergekten, a € R.(A)
alalim. Herhangi b € A i¢in R.(A) ideal oldugundan ab € R.(A) olur. {ab} €
M.(A) igin R.(A) c-yarmilpotent oldugundan p(ab) = 0 elde edilir. Bu
a € Rad(A) demektir. Tersine a € Rad(A) alahm ve M € M.(A) olsun. Onerme
3.1.6’dan p(aM) = r(aM) = 0 olur. Teorem 2.5.28 den de a € R.(A) elde edi-
lir. Sonug olarak R.(A) = Rad(A) olur. A/R.(A) nin degigmeli olmasi Lemma
3.1.1’den dolayidir. O

Teorem 3.2.3. Eger A, bir L esasl nilpotent Lie cebri tarafindan dretilen Ba-

nach cebri ise, her onkompakt M C A igin p(M) = r(M) dir.

Kanit. Her 6nkompakt M C Ai¢in Lemma 3.2.1’den dolay1 p(M) = max{p.(M),r(M)}

olur. Onerme 3.1.6 dan p.(M) = r.(M) dir Dolayisiyla
pe(M) = re(M) < r(M)

elde edilir. Boylelikle p(M) = r(M) oldugu goriiliir. O
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3.3 (oziilebilir Lie Cebirleri I¢in Berger-Wang
Formiilii

Lemma 3.3.1. Eger A, L cézilebilir Lie cebri tarafindan tretilen bir Banach

cebri ise A/ Rad(A) degismelidir.

Kanit. Coziilebilir Lie cebri, yarigoziilebilir oldugundan Lemma 2.6.31’den agik-

tir. O

Teorem 3.3.2. Eger bir A Banach cebri, ¢ozilebilir L Lie cebri tarafindan treti-
len bir cebir ise bu durumda her énkompakt M C A alt kitmesi igin p(M) = r(M)

olur.

Kamit. L ¢oziilebilir oldugundan £+ = [£M £M] = 0 olacak sekilde bir n
pozitif tamsayisi vardir. O halde £ degismeli olur. Yani £ = Z(£™) olur.
Dolayisiyla;

LM = z(LM) c Z(A(L)) (3.3)

elde edilir. Simdi Lemma 3.3.1’den (A(L))/Rad(A(L)) degismelidir. Dolayisiyla
her a,b € (A(L)) i¢in |a+ Rad(A(L)),b+ Rad(A(L))] = Rad(A(L)) buradan
da [a,b] € Rad(A(L)) elde edilir. Bu bize £L® C £? oldugundan £® c £? C

(A(L))? C Rad(A(L)) oldugunu verir. Buradan da, L™ c £ C £2 oldugundan,
L™ c Rad(A(L)) (3.4)

olur. Su halde (3.3) ve (3.4) den L™ C Z(A(L)) N Rad(A(L)) olur. Béylece
Lemma 3.1.2°den de £ € R.(A(L)) oldugu goriiliir.

Eger n > 1ise; ¢ : A(L) = A(L)/R(A(L)) ve L, = q(£) olsun. O halde L™ C
R.(A(L)) oldugundan (g(£))™ = q(L™) = L™ + R.(A(L)) = 0 olur. Dolay1-
siyla q(L£) yani £, ¢oziilebilir olur. Ayrica Lemma 3.1.5’den A(L;) = A(q(L)) =

q(A(L)) oldugu goz Oniinde  bulundurularak {istte oldugu  gibi
(q(L)™ D ¢ R(A(L))) elde edilir. Buradan da lemma 2.5.29'da kullanilarak
(@(£)" ™ € Re(Aa(L))) = Re(a(A(L))) = Re(A(L)/Re(A(L))) = 0 elde
edilir. Boylece (¢(£))™ " = 0 olmus olur. Buradan da ayni sekilde gidilerek
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(¢(£))M) = 0 elde edilir. Dolaysiyla ¢(£) ve hatta A(L;) degismelidir. Son ola-

rak her M C A(L) 6nkompakt alt kiimesi igin Lemma 3.1.3 ve Lemma 3.1.4

kullanilarak

p(M) = p(M/Rc(A(L))) = r(M/Re(A(£))) < r(M)

elde edilmig olur. Egitsizligin diger tarafi acik oldugundan p(M) = r(M) olur. [
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BOLUM 4

SONUC

Bu tez calismasi iki ana béliimden olusmaktadir. Ikinci béliimde temel tanim
ve kavramlara yer verilmistir. Bu béliimde normlu uzaylar, béliim uzaylari, spekt-
ral ozellikler, topolojik radikaller Berger-Wang formiilii ve Lie cebirleri konulari
caligilmig, tamimlar, 6zellikler ve bazi 6nemli teoremler ifade edilmistir. Uciincii
boéliimde ise nilpotent ve esash nilpotent Lie cebirleri tarafindan iiretilen kapali
Banach cebirlerinin her onkompakt alt kiimesi i¢in Berger-Wang formiiliiniin sag-
landig1 gosterilmigtir. Buna ek olarak ¢oziilebilir Lie cebirleri tarafindan iiretilen
Banach cebirlerinin her 6n kompakt alt kiimesi icin de Berger-Wang formiiliiniin
saglandig1 goriilmiigtiir.

Ayrica daha genig bir cebir olan yarigoziilebilir Lie cebirleri icin agagidaki
problem iizerinde ¢aligilabilir.

Acik Problem: Yaricoziilebilir Lie cebirleri tarafindan iiretilen kapali Banah ce-

birlerinin her 6nkompakt alt kiimesi i¢in Berger-Wang formiilii gerceklenir mi?
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