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KISA OZET

LINEER INTEGRAL DENKLEMLER ICIN BAZI COZUM
YONTEMLERI

Tugba DAYMAZ

integral denklemler bilinmeyen fonksiyonun integral isareti altinda
yer aldigi lineer veya lineer olmayan denklemlerdir. Bu tip denklemler
uygulamali matematik ve fizik alanlarinda siklikla kullanilmaktadir.
Baslangi¢c deger veya siir deger kosullarini saglayan bir diferansiyel
denklem tek bir integral denklem ile ifade edilebileceginden, integral
denklemler ve c¢o6ziim metotlar1 olduk¢ga onem tasimaktadair. integral
denklemler esas olarak ii¢ farkli baslik altinda siniflandirilirlar:

1. integrasyon limitlerine gore

a. Her ikisi de sabit: Fredholm integral denklemi

b. Bir tanesi degigken: Volterra integral denklemi

2. Bilinmeyen fonksiyonun konumuna gore
a. Sadece integral isareti altinda: Birinci tip

b. integral isaretinin hem altinda hem de disinda: Ikinci tip

3. Bilinen fonksiyon f’in degerine gore
a. Sifira denk: Homojen

b. Sifirdan farkli: Homojen olmayan
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Bu calismada, lineer formdaki Fredholm ve Volterra integral denklem-
leri, Fredholm ve Volterra integro-diferansiyel denklemleri, Abel integ-
ral denklemi, Singiiler integral denklemler, Volterra-Fredholm integral
denklemleri, Volterra-Fredholm integro-diferansiyel denklemleri, Vol-
terra ve Fredholm integral denklem sistemlerinin ¢o6ziimlerinin Ado-
mian Ayrigtirma, Degistirilmis Adomian Ayristirma, Giiriiltii Terimi,
Dogrudan Hesaplama, Ardisik Yaklasim, Seri Coziimii ve Laplace Do-
niigiimii metotlar: ile ne sekilde bulunabilecegi incelenmistir. Ayrica
baslangi¢ veya smir deger kosullar: ile verilen bir diferansiyel denk-
lemi bir integral denkleme cevirme yontemi ve sonrasinda yukarida
sozii edilen metotlardan biri kullanilarak elde edilen integral denkle-

min ¢oziimiiniin nasil elde edilecegi olgusu iizerinde durulmustur.

Anahtar Sozciikler :Fredholm ve Volterra integral denklemleri,
integro-diferansiyel denklemler, Abel integral
denklemi, singiiler integral denklemler,

integral denklem sistemleri.
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ABSTRACT

SOME SOLUTION METHODS OF LINEAR INTEGRAL
EQUATIONS

Tugba DAYMAZ

An integral equation is linear or nonlinear equation in which the
unknown function occurs under an integral sign. This kind of equati-
ons appears widely in many areas of applied mathematics and physics.
Integral equations and their solution mothods are important because a
differential equation given by either boundary or initial value conditi-
ons can be condensed into a single integral equation. Integral equations
are classified according to three different dichotomies:

1. Limits of integration

a. Both fixed: Fredholm integral equation

b. One variable: Volterra integral equation

2. Placement of unknown function
a. Only inside of the integral sign: First type

b. Both inside and outside of the integral sign: Second type
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3. The value of the known function f
a. Equivalent to zero: Homogeneous

b. Different from zero: Nonhomogeneous

In this thesis, we have studied the solutions of the linear integral equ-
ations of the forms Fredholm and Volterra integral equations, Fred-
holm and Volterra integro-differential equations, Abel integral equ-
ation, Singular integral equations, Volterra-Fredholm integral equati-
ons, Volterra-Fredholm integro-differential equations, system of Vol-
terra and Fredholm integral equations using the Adomian Decomposi-
tion, the Modified Decomposition, the Noise Term Phenomenon, the
Direct Computation, the Successive Approximation, the Series Solu-

tion and the Laplace Transform Methods.

Keywords :Fredholm and Volterra integral equations,
integro-differential equations, Abel integral
equation, singular integral equations,

system of integral equations.



BoLuM 1

Girig

Integral denklemler, u(z) bilinmeyen fonksiyonunun integral igareti altinda bu-
lundugu denklemlerdir [1, 2, 3, 4, 5]. Bu denklemlerin en genel sekli, g(z) ve h(z)
integrasyon limitleri, A sabit bir parametre, K(z,t), = ve t degiskenlerine bagh

cekirdek adi verilen bilinen bir fonksiyon olmak {izere

(@) = f(z) + A /g :()) Kz, t)u(t)dt

dir. integral denklemlerin bir ¢ok tipi vardir. Bu denklemleri karakterize etmek

i¢in integrasyon limitlerine bagh iki yol kullanilabilir.

1. Integrasyon limitlerinin her ikisi de sabit olan denklemler Fredholm integral
denklemleri olarak adlandirilir ve bu denklemlerin genel formu a ve b sabit olmak

lizere, agagidaki gibidir:

(@) = f(z) + A / " K (e ult)dt.
f(z) = 0 ise denkleme homojen Fredholm integral denklemi adi verilir. Denklem
(@) = A / " K (. Oyult)dt
formundadir.

2. Integrasyon limitlerinin en az biri degisken olan denklemler Volterra integral

denklemleri olarak adlandirilir ve bu denklemlerin genel formu agagidaki gibidir:

u(z) = f(z) +A/jK(m,t)u(t)dt.
1



f(x) = 0 ise denkleme homojen Volterra integral denklemi adi verilir. Denklem
u(z) = A / K (z, t)u(t)dt

formundadar.

1.1 integral Denklemlerin Siniflandirilmasi

1.1.1 Fredholm integral Denklemleri

Fredholm Integral Denklemlerinde integrasyon limitleri sabittir. u(z) bilinmeyen
fonksiyonu yalnizca integral isareti altinda yer aliyorsa bu tip denklemlere birinci

tip Fredholm integral denklemler: denir ve denklemin formu

u(z) = A / " K (o t)u(t)dt

seklindedir. Hem integral igareti altinda hem de diginda yer aliyorsa bu tip denk-

lemlere de ikinci tip Fredholm integral denklemleri denir ve denklemin formu

(@) = f(z) + A / " K (w, Hu(t)dt

seklindedir. Ornegin

SinT — £ Ccosx

/ ' sin(at)u(t)dt

12

denklemi birinci tip Fredholm integral denklemi,

u(z) = + ;/11(3: ~ Hu(t)dt

denklemi ise ikinci tip Fredholm integral denklemidir.

1.1.2 Volterra integral Denklemleri

Volterra Integral Denklemlerinde integrasyon limitlerinin en az bir tanesi degis-
kendir. u(z) bilinmeyen fonksiyonu yalnizca integral isareti altinda yer aliyorsa
bu tip denklemlere birinci tip Volterra integral denklemleri denir ve denklemin

formu

u(x) = A / " K (x, Hyu(t)dt

2



seklindedir. Hem integral igareti altinda hem de diginda yer aliyorsa bu tip denk-

lemlere de ikinci tip Volterra integral denklemler: denir ve denklemin formu

u(z) = f(x) + )\/96 K(z,t)u(t)dt
seklindedir. Ornegin
re " = /I(S + 3z — 3t)u(t)dt
0

denklemi birinci tip Volterra integral denklemi,

w(z) =1 — /0 " u(t)dt

denklemi ikinci tip Volterra integral denklemidir.

1.1.3 Volterra-Fredholm integral Denklemleri

Volterra-Fredholm Integral Denklemleri, [6, 7] parabolik smr deger problemleri
¢oziimiinde, cesitli fizik ve biyoloji modellemelerinde kullanilir.
T b
u(@) = f(@) + A / Ko, O)u(t)dt + Mg / Ko(z, )u(t)dt

formunda denklemlerdir ve ornek olarak,

w(z) =6z + 32 +2 — / wu(t)dt — /01 tu(t)dt

0

verilebilir.

1.1.4 Singiler integral Denklemler

Birinci [4, 7] ve ikinci tip Volterra integral denklemlerinin integrasyon limitle-
rinden en az biri sonsuzsa bu denklemlere singiiler integral denklemler: denir.
Dahasi Volterra denklemlerinin iginde yer alan K (z,t), integrasyon araliginda bir
ya da daha fazla noktada simirsiz hale geliyorsa da denklemleri singuler olarak

adlandirilabilir. Biz daha ¢ok asagida verilen denklem formlariyla ilgilenecegiz.

j@ = [ L udt, 0<a<1



Bu son iki standart form sirasiyla genellestirilmis Abel integral denklemleri ve

1

5 olarak alindiginda

zayf singuler integral denklemleri olarak adlandirihir. o =
denklem
@ 1
xr) = ——u(t)dt
@)= || =)
haline gelir ve Abel singuler integral denklem: adini alir ve ¢t = x {ist sinirinda

denklem sinirsiz olur. Sirasiyla asagidaki denklemler

T 1
T = ———u(t)dt
Vo= | T (t)
Abel singiiler integral denklemi,
" 1
i —u(t)dt
0 (:17 — t)§

genellestirilmig Abel integral denklemi,

ule) =14+ Vi + [ e

(x —t)s

zayif singiiler integral denklemi ornekleri olarak verilebilir.

1.2 integro-Diferansiyel Denklemlerin Simiflan-

dirilmasi

1.2.1 Fredholm integro-Diferansiyel Denklemleri

Diferansiyel denklemlerini, integral denklemlerine ¢evirmek icin kullanilir. Hem
integral hem de diferansiyel denklemleri bir arada igerdigi i¢in integro-diferansiyel
denklemler adini alir. Bu denklemler u(x) bilinmeyen fonksiyonunu integral igareti
icinde ve onun bir tiirevi olan u(™(x), n > 1, fonksiyonunu ise integral isareti
diginda barmdirir [6]. Bu durumda Fredholm integral denklemlerinin genel tani-

mindan dolay1 integrasyon limitleri burada da sabittir. Denklemlerin genel formu

b
u™(z) = f(z) +/ K(z,t)u(t)dt
dir. Ornek verecek olursak
1 1
u(zr)=1- 37 +/ zu(t)dt, u(0) =0,
0

u'(z) +u'(z) =2 —sinx — /og ztu(t)dt, wu(0)=0, u'(0)=1.



1.2.2 Volterra intego-Diferansiyel Denklemler

Baslangi¢ deger problemlerini, integral denklemlerine c¢evirmek icin kullanilir.
Hem integral hem de diferansiyel denklemleri bir arada igerdigi i¢in integro-dife-
ransiyel denklemler adini alir. Bu denklemler u(x) bilinmeyen fonksiyonunu integ-
ral igareti icinde ve onun bir tiirevi olan u(™(z),n > 1, fonksiyonunu ise integral
isareti diginda barmdirir [6]. Bu durumda Volterra integral denklemlerinin ge-
nel tanimindan dolay1 integrasyon limitlerinin en az biri burada da degiskendir.

Denklemin genel formu

u (@) = f) + | " K (x, tu(t)dt
dir. Ornek verecek olursak

u'(r) =1+ /Ox zu(t)dt, u(0) = 0.

1.3 Lineerlik ve Homojenlik Kavramlari

1.3.1 Lineerlik Kavrami

Bir integro-diferansiyel veya integral denkleminde integral isareti altinda yer alan
u(z) fonksiyonunun kuvveti 1 ise yani u(z) lineerse, bu denklemlere lineer integro
diferansiyel denklem veya lineer integral denklem denir [6]. Eger u(z) fonksiyonu-
nun kuvveti birden biiyiikse veya u(z) fonksiyonu lineer degilse (6rnek: e*, sinh u,
In(1+wu)) verilen denklemler lineer olmayan integro diferansiyel denklem veya li-
neer olmayan integral denklem adini alir. Bu kavrami agagidaki orneklerle daha

anlagilir hale getirelim.

lineer Fredholm integral denklemi,
1
u'(z) =1 +/ wteDdt,  u(0) =1
0
lineer olmayan Fredholm integral denklemi,
u(z) =1— / (& — tu(t)dt
0

5



lineer Volterra integral denklemi,
uu):1+/(1+x—ﬂ¢@mt
0

lineer olmayan Volterra integral denklemi ornekleridir. Homojen olmayan denk-
lemlerin ¢oziimleri tek tiirli belirli olmak zorunda degildir ancak birinci tip Fred-
holm integral denklemleri harig, tiim lineer denklemlerin ¢oziimleri varsa tek

turli belirlidir.

1.3.2 Homojenlik Kavrami

Tkinci tip integral denklemleri veya integro-diferansiyel denklemleri, homojen denk-
lemler veya homojen olmayan denklemler olarak simiflandirilir. Denklemlerde yer
alan f(z) = 0 ise denklem homojen, f(x) # 0 ise denklem homojen degildir. Bu

kavrami da asagidaki 6rnekler yardimiyla daha anlasilir hale getirelim.
1
u(xr) =sinx + / xtu(t)dt,
0
u@):/(1+x—ww@mt
0

Ik 6rnek f(z) = sinz oldugundan bir homojen olmayan ikinci tip Fredholm
integral denklemi, ikincisi ise f(x) = 0 oldugu i¢in bir homojen ikinci tip Volterra

integral denklemidir.

1.4 Baslangic Deger Problemlerinin Volterra In-
tegral Denklemlerine Donitistiiriilmesi

Bu kisimda basglangic deger problemlerinin, Volterra integral denklemlerine ya da

Volterra integro-diferansiyel denklemlerine nasil doniistirildiigiinii inceleyecegiz
[3].

y' (@) + p(2)y () + q(x)y(x) = g(x) (1.1)

diferansiyel denklemi, o ve [ sabitler olmak tizere



basglangi¢ deger kogullar1 verilsin. Burada p(x) ve ¢(z) analitik fonksiyonlar ve

g(x) stirekli olsun. u(x) siirekli olmak tizere

y'(x) = u(x) (1.2)

y(@) = a + Bz + /OI(x ~ Hult)dt, (1.4)

bulunur. (1.2),(1.3) ve (1.4) esitlikleri (1.1)’de kullanilirsa
u@) + p@)(B+ [ u(®)dl] + @)+ fa+ [ (o = u(t)dl] = g(a),

u(z) = g(x) = (Bp(a) + (a = Br)a(x) = [ (bla) + ala) (@ = Du()dt  (L5)
elde edilir.
K(z,t) = pla) + gla) (@ = )
f(@) = g(a) — (Bple) + (@ = Br)a(x)
dersek (1.5) ifadesi
u(@) = f(@) ~ [ Klatpu(t)ar
Volterra integral denklemine déniisiir. Eger Volterra integral denkleminin z’e gére

Leibniz kurali kullanilarak tirevi alinirsa

() = @)~ (Ko + [0y

() + Kz, 2)ulx) = (z) - /0 B tar, (o) = £(0)



Volterra integro-diferansiyel denklemi elde edilir.

Simdi, yukaridaki doniigtimii genellestirelim,
y(0) =co, ¥(0)=cqp,---,y"V0) = coy (1.6)
baslangi¢ kosullar1 altinda
v+ ar @)y 4 (@)Y + an(2)y = (@) (1.7)

diferansiyel denklemini, 1 < i < n igin a;(x) fonksiyonu sifir noktasinda ana-
litik ve verilen aralik icerisinde g(z) fonksiyonu stirekli olacak sekilde Volterra

diferansiyel denklemine doniigtiirelim.
y"(z) = u(x) (1.8)
olsun. (1.8) ifadesinin iki tarafin1 da 0’dan z’e integre edilir ise
"D (@) = cny + /0 " u(t)dt (1.9)
bulunur. (1.9) ifadesinden tekrar integral alrsak,

y "2 (z) = chog + Cpa T +/ / u(t)dtdt
0 Jo

- (1.10)
=Cpo+Cpo1x + / (x —t)u(t)dt
0
elde edilir. Benzer sekilde hareket ederek
1 T rr [T
Yy (2) = cpg + Cno® + —Cp12” —l—/ / / u(t)dtdtdt
2 0o J0 JO (1 11)
1 1 = '
= Cpos + Cpo + —Cp12° + 7/ (z —t)%u(t)dt
2 2Jo
bulunur. Eger bu islem n kez tekrarlanirsa
(z) = ni Gk 1 /x(x — ) *Vy(t)at (1.12)
Y = k! (n—1)!Jo '

sonucuna ulagihir. (1.8), (1.9), (1.10), (1.11) ve (1.12) ifadeleri (1.7)’de yerine

yazilirsa
u(z) = g(x) —jilaj <;€i1 mx(j—k)> B /Owkil (k;cinl)'(x — Dy (4)dt
(1.13)
yani
u(e) = f(z) — /0 K (z, u(t)dt (1.14)

Volterra integral denklemi elde edilir.



Ornek 1.4.1.

2

y(2) = 2ey(e) = &, y(0) =1 (1.15)

baslangic deger problemini Volterra integral denklemine dontsturelim.

Cézim. Oncelikle

(@) = u(x) (1.16)

y(x) — y(0) = /0 " u()dt. (1.17)

y(0) = 1, sinir degerini (1.17) denkleminde yerine yazarsak

y(z) =1 +/:u(t)dt (1.18)

bulunur. (1.16) ve (1.18) denklemlerini (1.15)’da yerine yazarsak

u(z) =2z + ¢ + 2z /Oz u(t)dt (1.19)

Volterra denklemini elde ederiz. O
Ornek 1.4.2.

y' =y =y +y=0 y0)=1 y(0)=2 y"(0)=3 (1.20)

baslangic deger problemini Volterra integral denklemine dontsturelim.

Cozim.
y"(z) = u(w) (1.21)

olsun. (1.21) ifadesinde 0’dan x’e integral alir ve y”(0) = 3 oldugu kullanilarak
y'(x) = 3+ /0 " u(t)dt (1.22)
bulunur. y'(0) = 2 kogulu kullanilarak (1.22) ifadesinde 0’dan x’e integral alimirsa
J(2) =2+ 3¢ + /0 /0 w(t)dtdt = 2 + 3z + /Ox(x — u(t)dt (1.23)

bulunur. y(0) = 1 oldugu kullamlarak (1.23) ifadesinden de 0’dan x’e integral

aliirsa

B 3 9 T T T
y(x) =142z + 2% +/O /0 /0 u(t)dtdtdt

3 1 =
=142+ -2°+ 7/ (z — t)%u(t)dt
2 2 Jo

(1.24)
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elde edilir. (1.21), (1.22), (1.23) ve (1.24) ifadeleri (1.20) denkleminde yerlerine

yazilirsa
w(e) = 4+ — ‘;)12 + [+ @0 - ;(x ~Ou()dt (1.25)

Volterra integral denklemi elde edilir. O

1.4.1 Volterra integral Denklemlerinin Baslangi¢c Deger

Problemlerine Donustiiriilmesi
u(r) =e* + /I u(t)dt (1.26)
0

(1.26) Volterra integral denklemini, baglangi¢ deger problemine déniigtiirmek igin

oncelikle denklemin her iki yanindan da Leibniz kural ile tiirev alalim
u'(x) = e 4+ u(x). (1.27)
(1.26) denkleminde xz = 0 alinirsa
0
u(0) = ¢ +/ w(t)dt = 1 (1.28)
0

bulunur ki buradan da u(0) = 1 baslangi¢ deger kosulu elde edilir. Dolayisiyla
(1.26) Volterra denklemi

u'(z) —u(x) =€, u(0)=1 (1.29)
seklinde birinci mertebeden homojen olmayan lineer diferansiyel denklemine doniisgiir.

Ornek 1.4.3.
1 x
u(r) =sinx — 5/ (z —t)u(t)dt (1.30)
0

Volterra integral denklemini baslangi¢ deger kosullari ile birlikte diferansiyel denk-

leme dontstiuriniz.

(ézim. (1.30) denkleminden integral igareti yok olana kadar Leibniz kurali kul-

lanilarak tirev alinirsa
u'(z) =cosx — | (x—t)u(t)dt, (1.31)

u'(z) = —sinxe — [ wu(t)dt, (1.32)



u"(z) = —cosx — u(x) (1.33)

bulunur. (1.31) ve (1.32) integro-diferansiyel ve (1.30) integral denklemlerinde
x = 0 alimirsa

uw(0) =0, «'(0)=1, «"(0)=0 (1.34)
yani
u"(0) +u(z) = —cosz, u(0)=0, «'(0)=1, «"(0)=0 (1.35)

siir deger kogullariyla, (1.35) tiglincii mertebeden diferansiyel denklem elde edilir.

]

1.4.2 Sinir Deger Problemlerinin Fredholm integral Denk-

lemlerine Doniistiirulmesi

1.Tip:

y(0) =, y(1)=4 (1.36)
sinir deger kosullari ile verilen
y'(x) + g(x)y(x) = h(z), 0<z<l1 (1.37)

diferansiyel denklemini inceleyelim. Bu denklem iizerinde

y'(z) = u(z) (1.38)

alinirsa ve (1.38) ifadesi 0'dan z’e integre edilirse

Y () = y'(0) + /0 " u(t)dt (1.39)

elde edilir. Baslangi¢c deger problemlerinden farkl olarak, sinir deger problemle-
rinde y'(0) degeri bilinmedigi igin bu deger x = 1 noktasindaki siir deger kogulu
yardimiyla belirlenebilir. (1.39) ifadesinin her iki yaninida 0’dan z’e integre eder-

sek
y(z) = a + 2y/(0) + /0 "z — tu(t)dt (1.40)

11



bulunur. y'(0) degerini bulmak icin, (1.40) ifadesinde x = 1 yazilir ve y(1) =

oldugu kullanilirsa
1
y(1) = a+y/0)+ [ (1= tuld,

YO = (5-a)~ [ (1 Dult)ar (1.41)

elde edilir. (1.38), (1.40) ve (1.41) esitligi, (1.37) ifadesinde yerine yazilirsa
() +ag(e) + (5 —a)eg(a) ~ag(x) [ (1—u(t)dt+g(x) [ (o t)u(t)it = hiz).

u(x) =h(x) — agla) = (8 = a)rg(x) - g(a) [ (v~ u(t)dt
/0 (1 = tyu(t)dt + / - t)u(t)dt}

ve son denklemi diizenlersek

+ zg(x)

uw(z) = f(x) + /OI t(1 —z)g(x)u(t)dt + /xl z(l —t)g(x)u(t)dt

elde edilir. Burada da

dir ve

t(l - :p)g(x), 0<t<u,
K(z,t) =
(1 —=t)g(x), z<t<1
olarak tanimlanirsa
1
(@) = f(z) + / K (x, tyu(t)dt
0
Fredholm integral denklemi elde edilir. Eger a = 8 = 0 yani y(0) = y(1) = 0 ise
f(z) = h(z) esitligi saglanir.
Ornek 1.4.4. y(0) = y(1) = 0 olmak tizere

y'(z) +9y(x) =cosz, O0<ax<l1

simr deger kosullar: ile verilen diferansiyel denklemi Fredholm integral denklemine

donustiriniz.

12



Céziim. o= =0 yani y(0) = y(1) = 0 oldugundan,

saglanir. g(x) = 9 olmak tizere istenen Fredholm integral denklemi
1
u(z) = cosx +/ K(x,t)u(t)dt
0
sekindedir. Burada K(z,t) ¢ekirdek fonksiyonu

t(l—2)9, 0<t<u,
K(z,t) =

z(1—-1)9, z<t<1
olarak tanimlanir. O

Ornek 1.4.5. y(0) = 0, y(1) = 2 olmak tizere
y'(x)+ay(z) =0, O0<z<l1

stnar deger kosullar ile verilen diferansiyel denklemi Fredholm integral denklemine

donustiriuniz.
Cézim. g(x) =z, h(x) = 0 olmak lizere a = 0 ve § = 2 i¢in
f(@) = h(z) — ag(x) — 2(6 — a)g(x)
denkleminde bilinenler yerine konuldugunda
fa) = 207
elde edilir.

K(o.t) = t(1—2)(—22%), 0<t<uw,

(1l —t)(=22?%), z2<t<1

olmak ftizere istenen Fredholm integral denklemi
1
w(z) = =222 + / K (z, t)u(t)dt
0

seklinde bulunur. O

13



2.Tip:
y(0) =1, y'(1) =5 (1.42)
sinir deger kosullari ile verilen
y'(z) + g(x)y(z) = h(z), 0<z<1 (1.43)
diferansiyel denklemini inceleyelim. Bu denklem iizerinde
y'(z) = u(z) (1.44)
alinirsa ve (1.44) ifadesi 0’dan z’e integre edilirse
y(@) =0+ [ ult)a (1.45)

elde edilir. Burada '(0) degerini, ¢/(1) = [ esitligiyle yardimiyla bulacagiz.

(1.45) ifadesinin de her iki tarafini 0’dan z’e integre ettigimizde

y(z) = aq + 2y (0) + /Ox(x — t)u(t)dt (1.46)

denklemi elde edilir. (1.45) ifadesinde x = 1 i¢in 3/(1) = 51 oldugu kullanilirsa

y'(1) =1 =y (0) + /01 u(t)dt,

1

y'(0) =51 — /D u(t)dt (1.47)

bulunur. (1.47) esitligi (1.46) esitliginde yerine yazilirsa
1 T
y(x) =a; +xf; — / zu(t)dt +/ (x — t)u(t)dt (1.48)
0 0
elde edilir. (1.48) ve (1.44) ifadeleri (1.43) ifadesinde yerine yazilirsa

h(z) = u(z) + g()

o + 2y — /O L u(t)dt + /0 Yo — t)u(t)dt} ,

u(e) = he) ~ (o +2B)g(a) + [ tgauttld + [ agloyutyi

sonucuna ulagilir. Buna gore

ve



olmak iizere verilen sinir degerleriyle birlikte

u(e) = f()+ [ 'Kz, Oult)dt

Fredholm integral denklemi elde edilir. Eger y(0) = ¢/(1) = 0 yani oy = 1 =0
ise h(xz) = f(z)dir.

Ornek 1.4.6. y(0) = /(1) = 0 olmak iizere
y"(0)+y/(x) =0
stnar deger problemini Fredholm integral denklemine dondstiriniiz.
Coziim. g(z) =1 ve oy = fy = 0 oldugundan f(x) = h(z) = 0 dir. Buna gore
t, 0<t<u,

K(z,t) =
z, z<t<l1

olmak iizere istenilen Fredholm integral denklemi
1
(@) = / K (x, t)u(t)dt
0
seklinde bulunur. O]

Ornek 1.4.7. y(0) =0, y/(1) = 1 olmak iizere

y"(0) +2y(z) = 4

stnar deger problemini Fredholm integral denklemine dondstiriniiz.

Cozim.
f(z) = h(z) = (o1 + xB1)g(x),
flz)=4—-2x
ve
2t, 0<t<z,
K(z,t) =

20, x<t<1

olmak ftizere istenilen Fredholm integral denklemi

u(z) = /O 'K (o yut)dt

seklinde bulunur. O]
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1.4.3 Fredholm integral Denklemlerinin Sinir Deger Prob-
lemlerine Doniistiiriilmesi
1.Tip:

f(z) bilinen bir fonksiyon ve K(x,t) ¢ekirdek fonksiyonu

K(x,t) = {1 -ajglz), O<t<a, (1.49)
(1 —-t)g(x), z<t<1

olmak tizere
u(e) = f(2) + | 'K (2, tyut)dt, (1.50)

denklemi goz 6niine alinsin. Kolaylik olmasi i¢in g(x) = A alip ve buna gore (1.50)
Fredholm integral denklemini yeniden diizenlersek

1

u(z) = f(z) + A1 — z) /O tu(t)dt + A:c/ (1 — t)u(t)dt (1.51)

bulunur. (1.51) esitliginin her iki yanindan da Leibniz ve ¢arpimin tiirevi kurallar:

kullanilarak turev alinirsa

A () = f(x) )\/Ox tu(t)dt — /\/11(1 — Hult)dt,
W'(z) = () = Aru(z) — A(1 — 2)u(a),
u"(x) + Au(z) = f"(2) (1.52)

diferansiyel denklemi elde edilir. (1.51) ifadesinde, z = 0 ve z = 1 yazilirsa

u(0) = f(0) ve u(1) = f(1) sir deger kogullar: elde edilir.

Ornek 1.4.8.

9(1 —=x), 0<t<ux,
K(x,t) =

cekirdek fonksiyonu olmak tzere
u(z) =€+ | K(z,t)u(t)dt

Fredholm integral denklemini sinir deger problemine dontstiriniz.
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Cozim.
u(z) = e +9(1 — ) /0 tu(t)dt + 9z /1<1 — Du(t)dt (1.53)

ifadesinden iki kere tiirev alirsak
x 1
o (z) = e —9/ tu(t)dt+9/ (1= tu(t)dt,
0 x

u"(x) + u(z) = €*

diferansiyel denklemi bulunur. (1.53) denkleminde z = 0 ve = 1 yazilirsa
sirasiyla, u(0) = € = 1, u(1) = €' = e bulunur. Yani (1.53) Fredholm integ-
ral denklemi

u" () + u(x) = €”,

sinir deger problemine dontistiiriiliir. O

2.Tip: f(z) bilinen bir fonksiyon ve K (x,t) gekirdek fonksiyonu olmak iizere
1

u(z) = f(z) + / K (z, tyu(t)dt, (1.54)
0

tg(z), 0<t<u,

K(z,t) = (1.55)
zg(x), z<t<1

denklemleri goz oniine alinsin. Kolaylik olmasi i¢gin g(z) = A alir ve buna gore

(1.54) Fredholm integral denklemini yeniden diizenlersek

u(z) = fx) + )\/Ox tu(t)dt + \x /1 u(t)dt (1.56)

bulunur. (1.56) esitliginin her iki yanmindan da Leibniz kurali ve ¢arpimin tiirevi

kurali goz oniine alinarak tiirev alinirsa
1
u'(z) = f(z) + /\/ u(t)dt,

u"(z) + Au(z) = f(x) (1.57)

diferansiyel denklemi elde edilir. (1.56) ifadesinde z = 0 ve (1.57) ifadesinde x = 1

yazilirsa,

sinir deger kogullar1 elde edilir.
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Ornek 1.4.9.

cekirdek fonksiyonu olmak tzere
1

u(zr) =€ + ; K(x,t)u(t)dt

Fredholm integral denklemini simir deger problemine dondistiriniiz.

Coziim.
u(x) = & + /0 " dtu(t)dt + 4o / Cu(t)dt (1.58)
ifadesinden iki kere tiirev alirsak
da) =+ [ "u(b)dt. (1.59)
u"(x) + du(x) = €” (1.60)

diferansiyel denklemi bulunur. (1.58) denkleminde z = 0, (1.59) denkleminde
x = 1 yazilirsa sirasiyla u(0) = f(0) = €® = 1, /(1) = f'(1) = €' = e bulunur.
Yani (1.58) Fredholm integral denklemi

u"(z) + du(x) = €,

u(0) =1,
u(l)=e
sinir deger problemine dontistiiriiliir. O]

1.4.4 integral Denklemlerin Coziimii

Bir diferansiyel ya da integral denklemin iki tiirlii ¢oziimii vardir.

Tam Cozim.
Verilen bir denklemin ¢éziimii polinom, tistel fonksiyon, trigonometrik fonksiyon
ya da bu temel fonksiyonlarin kombinasyonlar: seklinde kapali formda bulunuyor

ise bu ¢oziime tam ¢ozum denir.
u(z) = sinx + e**,
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u(z) =1+ coshz + tanz

seklindeki ¢oziimler bu c¢oziimlere ornektir.

Seri Cozuim.
Verilen bir denklemine daima tam ¢oziimii bulunamayabilir. Bu durumda, eger
varsa, tam ¢ozlime yakinsayan bir seri formunda ¢oziim aranabilir.
u(z) fonksiyonu eger bir integral veya integro-diferansiyel denklemin ¢6ziimii ise

bu denklemi saglar.

Ornek 1.4.10.
u(z) =cosx —x + / /5 u(t)dtdt
0 Jo

Volterra-Fredholm integral denkleminin bir ¢éziminin u(x) = cosz oldujunu

gosteriniz.
Cozim.

cosx—x—i—/ /Ecostdtdt.
o Jo
z . T .
:cosa:—:c—i-/ (81n§—51110>dt
0

:cosm—x+/ dt =cosz —x + (v —0) = cos .
0

Ornek 1.4.11.
W(x) =1 - /xu(t)dt
0

Volterra integro diferansiyel denkleminin bir ¢éziminin u(x) = sinz oldugunu

gosteriniz.

Cozim.

u'(r) =1 —/ sintdt =1+ (cosz —cos0) =1+ cosz — 1 = cosz.
0
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BorLuwMm 2

Fredholm integral Denklemler

Bu boliimde integrasyon limitleri a, b gibi sabitlerden olugan

u(@) = f(z) + / " K (a, Oult)dt

formundaki Fredholm integral denklemlerinin ¢oziimlerini nasil bulabilecegimize

bakip ¢oztimlere ulagacagiz.

Teorem 2.0.12. (Fredholm Alternatif Teoremi)

(@) = A / " K (Ot dt

homojen Fredholm integral denkleminin sadece u(x) = 0 agikar ¢ézimi var ise

buna karsihik gelen, homojen olmayan

u(@) = f(z) + / " K (e, Oult)dt

Fredholm integral denkleminin her zaman tek tirlu belirly tek bir ¢ozimai vardr.

Bu teorem Fredholm Alternatif Teoremi olarak bilinir [20)].

Teorem 2.0.13. (Tek (ozim)
Eger Fredholm integral denkleminde K (x,t) cekirdegi stirekli, reel degiskenli, a <
r < b, a <t <0b kare bolgesi iizerinde simirly ve f(x) reel degerli siirekli bir
fonksiyon ise verilen integral denklemin tek turli bir ¢ozuminin olmast i¢in gerek
kosul

|K(z,t)] <M eR
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olmak tzere

A M(a—0b) <1
egitsizliginin saglanmasidur. [20]

Yukaridaki teoremin tek tiirlii belirli bir ¢oztimiin varligi icin yeter sart ol-

madigini gostermek icin
1
w(x) = —2 — 3z + / (3% + t)u(t)dt
0

Fredholm integral denklemini goz ontine alalim. A =1, a = 0, b = 1 olmak tizere

|K(xz,t)| =3z 4+t <[3-14+1]=4=M, (b—a)=1ign
NMOb-—a)=1-4-1=4> 14

dir ama verilen integral denklemin tam ¢oziimii u(z) = 6z dir.

2.1 Ikinci Tip Fredholm integral Denklemler

Bu tip denklemler
b
(@) = f(z) + A / K (x, t)u(t)dt

formunda u(x) bilinmeyen fonksiyon, K (x,t) ¢ekirdek fonksiyonu, gercel degerli
bir f(x) fonksiyonu ve parametresinden A\ olugur. Bu denklemlerde integrasyon
limitleri a ve b sabittir. Ilk boliimde tamttigimz bu denklemlerin simdi yeni ve

geleneksel bazi metodlarla nasil ¢oziildiigiinii inceleyecegiz.

2.1.1 Adomian Ayrigtirma Metodu

Adomian ayrigtirma metodu, George Adomian tarafindan bulunmusg ve gelistiril-
mistir [6, 13, 15, 21]. u(z) bilinmeyen fonksiyonu
u(@) =3 un(®) = uo(x) + ur(w) + -
n=0

seklinde yazilsin. Buna gore

ioun@c) = f@) + A [ Kl (i un@)) "
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ya da

up(x) + up(x) 4+ ug(x) + +A/ t)+u(t) +---]dt
elde edilir. Buradan da
uo(z) = f(z),
1M@=AKK@@%@@

1M@=AKK@@m@@

Upt1(z) = A / (x,t)u,(t)dt, n>0
seklinde u(x) fonksiyonunun bilegenleri tespit edilir.

Ornek 2.1.1.
1
u(z) =e*—az+ :v/ tu(t)dt
0
Fredholm integral denklemini Adomian ayristirma metodu ile ¢oziniz.

Cézim. u(zx) fonksiyonunun seri formlarim yerine yazarsak

00 1 o
> up(z) =€ — x+x/ £y up(t)dt
n=0 0 n=0
bulunur ve bu serileri acarsak
1
up(x) + uy(z) +ug(x) + -+ =€ —x + ZL‘/O tluo(t) + ui(t) + us(t) + - - - |dt

esitligini elde ederiz. Simdi sifinci bileseni yani ug(x) terimini integral igareti
digindaki tiim terimler olarak tanimlayalim. Buna gore agagidaki tekrarlama iligkisini

buluruz
up(x) =¥ — x,
1
U1 () = x/ tug(t)dt, k > 0.
0
Sonug olarak,
up(x) = e* — x,
1 1 9
u(z) = | tup(t)dt = a:/ t(e! — t)dt = 3%
0 0
1 1 2 2
uy(z) = x/ tuy(t)dt = | Zt*dt = -z,
0 03 9

(z) = /125 (t)dt = g 2
'LL3IL‘—LUO Uo —xog —27m,
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elde edilir.
Tim bu terimleri sirasiyla devam ederek elde eder ve yerine yazarsak

@) e a4 <1+1+1+1+ )
i) =e T g 379" 97

esitligini elde ederiz. Burada a = 1 ve ortak carpani, r = % olan bir geometrik

seri elde etmis oluruz. Sonsuz geometrik serilerin toplami

1 3 1
pu— = — = | — 1
S=1r=5 (Fl=l31<1)

1
3

bulunur. O halde simdi tiim bildiklerimizi ana denklemde yerine koyarsak
@ = —atza(3)
ulx)=e"—x+ -z | =
37\2/)7
seklinde ¢oziim bulunur. O

2.1.2 Degistirilmis Adomian Ayristirma Metodu

b
u(:v):f(a:)jt)\/athutdt

Fredholm integral denkleminde

ve

olsun. Buna gore

Upt1( —)\/ (x,t)u,(t)dt, n>1
seklinde u(x) fonksiyonunun bilegenleri tespit edilmesi yoluyla ¢oztime ulagilir.
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Ornek 2.1.2.
1 1
u(z) = 3x + ¥ — 1—6(17 + 3e**) +/ tu(t)dt
0
Fredholm integral denklemini, degistirilmis Adomian ayristirma metodu ile ¢oziniiz.

Cozim.

1
f(z) =32 4 * — E(N + 3e**)
denklemini
fi(z) =3z + el

o) = —116(17 + 3¢17)

olarak ayrigtiralim. Degigtirilmig yineleme formuliinii kullanilarak

ug(z) = fi(w) = 3z + ",

1 1 1
uy(z) = fao(x) +/0 tuo(t)dt = —1—6(17 + 3e*?) —I—/O t(3t + e*)dt = 0,

1
uen (@) = [ tut)dt =0, k> 1

bulunur. Buradan

2.1.3 Gurulti Terimi

Adomian ayrigtirma metodunda giiriiltii terimi olgusu kullanilarak yakinsamay1
hizlandiracak bir yontem geligtirmek miimkiindiir. Buna gore eger ug(z) ve uq(z)
bilegenleri giirtiltii terimleri iceriyorsa, tam sonug¢ sadece ilk iki integrasyona
bakilarak bulunabilir. Giiriiltii terimleri, eger varsa ug(x) ve u;(z) bilegenlerinde
yer alan z1t igaretli identik terimlerdir. u(x) ’in diger bilegenleri de farkli giirtiltii te-
rimlerine sahip olabilirler. uy(x) ve ui(x)’ in giiriiltii terimlerinin sadelesmesi so-
nucunda kalan wug(z)’ in diger terimleri verilen integral denklemin tam sonucu
olabilir, bunu kontrol etmek gerekir. Giirtiltii terimleri homojen olmayan integral

denklemlerde kargimiza ¢ikar, homojen integral denklemlerde bulunmaz.
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Ornek 2.1.3.
u(z) = xsine —x + /5 xu(t)dt
0

Fredholm integral denkleminin gurulti terimlerine bulunuz.
Cozim. Standart Adomian ayrigtirma yontemi kullanilarak
up(x) = rsinz — x,
bl
g1 ( / rug(t
Buna gore,

up(z) = xsinz — x,

fus 71_2

u () = /02 xug(t)dt = x — g

bulunur. Buradan da ug(z) ve ui(x) bilegenleri arasinda zit igaretli identik terim
yani denklemin giiriiltii terimi, Fz olarak bulunur. Islemler diger bilesenler icinde

yapildiginda ve bulunan giiriiltii terimleri géz ardi edildiginde tam ¢oziim
u(r) = xsinz

olarak bulunur. O

2.1.4 Dogrudan Hesaplama Y ontemi

Iki degiskenli K (x,t) fonksiyonu tek degiskenli iki fonksiyonun carpimlarmm top-

lami yani
= gr(x)hy(t)
k=1

seklinde ise dejenere ya da ayristirilabilir ¢ekirdek adim alir.
Bu metod ile verilen integral denklemin direkt ¢oziimii aranir ve ¢oziim tam

formda bulunur. Bu metod sadece

- égm)hk(t) (2.1)

seklinde ayrilabilir ¢ekirdege sahip Fredholm integral denklemlerinin ¢oziimle-

rinde kullanilir. Coztim algoritmasi agagidaki gibidir:

1. (2.1) ifadesi,
b
u(x):f(x)—i—)\/ K(x, t)u(t)dt
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Fredholm integral denkleminde yazilir.

2. Yukaridaki adimdan
u(e) = F@) 42 [ 3 aela)b(u(t)dt,
B . (2.2)
— f(&) + gi(2)X / (D u(t)dt + - - + gu(x) / o (£)u(t)dt
elde edilir.
3.
@ = / "hu(dt, 1<i<n,

denir ise

u(z) = f(z) + Aargi(x) + Aaoga () + - - - + A gn ()
elde edilir.
4. «; degerleri tespit edilip, (2.2) denkleminde yerine yazilirsa istenilen ¢oziim
bulunur.

Ornek 2.1.4.

1 1 3
u(zr) = 3% + secz tanx — 395/03 u(t)dt

Fredholm integral denklemini dogrudan hesaplama metodu ile ¢oziuniiz.

Cozim.

olmak tzere

1 1
u(z) = 3% + secztanx — 39%,

3 /1 1
a:/ —t +secttant — —at | dt
0 3 3

integrali ¢oziirsek

1 1
a=1+—71*— —an’

54 54

dolayisiyla o = 1 bulunur. Buna gore

u(z) = sec x tan z.
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2.1.5 Ardisik Yaklasim Metodu

Bu metodda integral isareti altinda yer alan u(z) bilinmeyen fonksiyonuna sifirinct
yaklagim adi verilen ve ug(z) ile gosterilen bir siirekli fonksiyon ile yaklagimda bu-
lunulur ve ortaya ¢ikan yaklagim uy () ilk yaklagim olarak adlandirilir. Bu sekilde

devam ederek

uy () —i—)\/ (, t)ug(t)dt,
ug() —i—)\/ (, t)uy (t)dt,
Up1(T) —1—)\/ (z,t)u,(t)dt, n >0

elde edilir. ug(z) genelde 0, 1 veya x olarak alimr. u(z) fonksiyonu
u(w) = Jim v (2
limiti olarak belirlendiginden, ug(z)’ ten bagimsizdir.

Ornek 2.1.5.
1
u(z) =z + e — / wtu(t)dt
0

Fredholm integral denklemini ardisik yaklasim metodu ile ¢oziniz.

Cozim.

up(x) =0

gercel degerli fonksiyonumuz olsun.

1

Ups1(x) =2 + ¥ — / xtu,(t)dt, n >0
0

olduguna gore

1

u(r) =x +e* — / xtug(t)dt = e* + ,
0

1

71-7

1
us(x) =z +€* — / xtuy (t)dt = € — 3
0

1 _1 n
Un+1([)’}) =x+e' — / xtun(t)dt =e’ + (3)1.
0 n

bulunur. Buna gore u(z) ¢oziimi asagidaki gibidir:

w(z) = m up(2) = €.
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2.1.6 Seri Coziimu Metodu

Reel u(z) fonksiyonu, her mertebeden tiirevlere sahip olmak {izere tanim bolge-

sindeki herhangi bir xy noktasi icin
0o u(k)( 330)

k!

seklinde xq civarinda f(x)’ e yakinsayan bir Taylor serisi agilimina sahip ise ana-

(x — mo)k

u(x) =

n=0

litik olarak adlandirilir. zop = 0 olmasi durumunda

_ ™0

"l

, n=0,1,2,...
olmak tizere
u(z) =Y a,a"
n=0

seklinde bir agihm elde edilir. Bu metod analitik u(z) fonksiyonunun xy = 0 ci-
varidaki Taylor serisinde yerine yazilmasi olgusuna dayanir. T'(f(x)), f(z) fonk-

siyonunun xy = 0 civarindaki Taylor serisi olmak iizere

u(@) = f(z) + A / " K (, Oult)dt

Fredholm integral denklemi

ganx" =T(f(x))+ /\/abK(x,t) (ni;o ant"> dt

seklinde yazilabilir. Once denklemin sag tarafindaki integral hesaplamr ve z’ in
kuvvetleri parantezine alinir, sonrada esit kuvvetli 2’ ler sol taraf ile karsilagtirilir

ise a;(j > 0) katsayilar1 elde edilir.
Ornek 2.1.6.

u(@) = (z+ 1) + /11 (t + 222)u(t)dt
Fredholm integral denklemini sert ¢ozumiu metodu ile ¢ozintz.

Cozum.
o
u(z) =Y a,a"
n=0

olmak tlizere

i anr™ = (r +1)% + /_11 ((:ct + 2°t?) i(ant”)> dt

n=0
2 2 2 2
a0+a1m+a3:p2+a4x3+---:1+<2+3a1+5a3+7a5+9a7>x

(14 Za0+ Zas+ Zas+ 2ag+ 2 2
—Q —Q —a —Q —a T
3 s g e
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denklemin her iki yaninda da ayni kuvvetli terimlerin katsayilarinin esitliginden

yararlanarak
25
CL(]:]_, CL1:6, g = ——

bulunur. Buna gore u(z) tam ¢oziimii agagidaki gibidir:

25
u(z) =1+ 6x + §x2.

2.2 Homojen Fredholm integral Denklemler

Bu boliimde ozellikle ayrigtirilabilir ¢ekirdek fonksiyonuna sahip homojen Fred-
holm integral denklemleri ve ¢oziimleriyle ilgilenecegiz. Bu yilizden bu denklemlere

uygun olarak dogrudan hesaplama metodunu kullanacagiz.

2.2.1 Dogrudan Hesaplama Yontemi
Ornek 2.2.1.
u(z) = )\/5 cos x sin tu(t)dt
0
homojen Fredholm integral denklemini, dogrudan hesaplama metodu ile ¢ozuniz.

Cozim.

a= /5 sin tu(t)dt
0
olmak tlizere denklemi

u(z) = alcosx
olarak yeniden yazalim, o halde
a=al\ /E costsintdt
0

elde edilir ve buradan da

1
azia)\

bulunur. a = 0 ise agikar ¢oziime ulagilir, ancak o # 0 ise A = 2 ’dir. Buna gore
A = 2« aliir ise ¢ozim

u(z) = Acoszx

elde edilir. n
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2.3 Birinci Tip Fredholm Integral Denklemler
D reel sayilarin sinirh kapali bir kiimesi olmak tizere
b
ﬂ@zA/KﬁﬂM@ﬁ,xeD

birinci tip Fredholm integral denklemini gz ontine alalim. u(x) bilinmeyen fonk-
siyonunun sadece integral isareti altinda yer almasi bazi zorluklara neden olmak-
tadir. K(x,t) ve f(x) verilen reel fonksiyonlar ve A parametresi bu tip integral

denklemlerin ¢oziimiinde 6énemli rol oynamaktadir.

2.3.1 Diuzenleme Metodu

Bu metod Philips [25] ve Tikhonov [26] tarafindan bagimsiz olarak kurulmustur.
Metodun amaci problemleri daha ¢oziilebilir bir problem haline dontistiirmektir.

1 > 0 kiictik bir pozitif parametre olmak iizere, bu metod kullanilarak verilen

ﬂ@:KK@WMW,xeD

birinci cins Fredholm integral denklemi

M%@g:f@y—Lﬂq%w%@mu zeD

yaklagimina dontigtiiriliir. Bu ise

1 1 o
QM@:—ﬂ@——/K@ﬁW@ﬁ,xeD

u 1 Ja
seklinde yazlabilir. ¢ — 0 i¢in u,(z) denkleminin ¢éziimi u(z)’ e yaknsar.
Diizenleme metodu uygulandiktan sonra ikinci cins Fredholm integral denklemini

¢ozen her metod kullamlarak ¢oziim aranir.

Ornek 2.3.1.

1 x i x—1
- = / e tu(t)dt
4 0

Fredholm integral denklemini dizenleme ve dogrudan hesaplama metodlariny kul-

lanarak ¢oziiniz.

Cozim.

1 1 i
U x:—ex——/4e‘”’tu t)dt
o) = e = [T e
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diizenleme metodu ile denklemi yukaridaki gibi bir ikinci tip Fredholm integral
denklemine dontstiirebiliriz. Simdi bu denklemi dogrudan hesaplama metoduyla

¢ozelim

olmak tlizere

bulunur ve burada integralin ¢oziimii yapildiginda

1
41+ 4p)’
eac

elde edilir. Buradan tam ¢oziimde agagidaki gibi bulunur

u(z) = }LIL% u,(x) = €.
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BOoLUM 3

Volterra integral Denklemler

Bu boliimde, integrasyon limitlerinden en az bir tanesi degisken olan

u(@) = f(z) + A /0 " K (@, t)u(t)dt

formundaki Volterra integral denklemlerinin ¢oztimlerini nasil bulabilecegimize

bakip ¢oztimlere ulagacagiz.

3.1 Ikinci Tip Volterra integral Denklemler

Bu tip denklemler
w(z) = f(x) + A / " K (@, )u(t)dt
0

seklinde bilinmeyen u(z) fonksiyonu, K (z, t)¢ekirdek fonksiyonu gercel degerli bir
f(z) fonksiyonu ve A parametresinden olugur ve integrasyon limitlerinden en az
bir tanesi degiskendir. Ilk boliimde tamdigimiz bu denklemlerin simdi yeni ve

geleneksel bu metodlarla nasil ¢oziildiigiinii inceleyecegiz.

3.1.1 Adomian Ayristirma Metodu

Adomian Ayrigtirma Metodu, George Adomian tarafindan bulunmusg ve geligtirilmistir

[13, 15, 14]. u(x) bilinmeyen fonksiyonu

u(z) = ioun(x) = uo(z) +ui(x) + - -
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seklinde yazilsin. Buna gore

3 i) = 1) 4 [ KCot) (3 0]

n=»

ya da

ug(w) + uy () + ug(w) + +)\/ £) 4+ up(t) + ug(t) + - -

elde edilir. Buradan da

uo(x) = f(x),

ur(z) = A ; K (x,t)ug(t)dt,

ua(r) = A ;K(x,ml(t)dt,

U1 ( )\/ (x, t)un,(t)dt

seklinde u(x) fonksiyonunun bilegenleri tespit edilir.

Ornek 3.1.1.
1 T
u(z)=1—z— §x2 - / (t — x)u(t)dt
0

Volterra integral denklemini Adomian ayristirma metodu ile ¢oziniiz.
Cozim.
1, z
wy(z) +w(z)+---=1—2x— 3% —/0 (t — x)[uo(t) + ug(t) + - --]dt

Bu denklemde

1
f(z) = 1—:5—53:2, A=-1, K(x,t)=t—=

dir.

00 1 L 00

S un(a) =1 -z — ~a? _/ SO(t— 2)un(t)dt, n >0

n=0 2 0 =0
oldugundan

1

uy(z) =1—z — 5:102,

wn(z) = —/Oﬁ(t — )ug(t)dt = —/Ox(t _ ) (1 - t2> = ot - et -

ug(x) = —/Om(t —x)uy (t)dt = a0 T T T g



seklinde devam eder. Buradan

1 1 1
u(z) =1-— x+§x +§x +ﬁx +-

bulunur. Bu ise

1 1 1 _ sinh
:1:—{—§a: —1—537 +ﬁx+ =smnax

oldugundan tam ¢oziim

u(z) =1—sinhzx

olarak elde edilir. O

3.1.2 Degistirilmis Adomian Ayrigstirma Metodu

Degistirilmig Adomian ayrigtirma metodu, f(z) fonksiyonun; iki ya da daha fazla
polinomun birlegimi, trigonometrik fonksiyonlar, hiperbolik fonksiyonlar gibi ol-

mast durumunda kullanilmasi i¢in Wazwaz tarafindan geligtirilmistir. [6, 15, 16]

u(z) = f(x) —1—)\/01[( x, t)u(t)dt

Volterra integral denkleminde

z) = i ui (2)
f(@) = Al@) + fala)

olsun. Buna gore

uo(x) = fi(x),
ur(z) = folx +A/ (z, t)uo(t)dt,

—/\/ (x, t)uy (t)dt,

U1 (T —/\/ (z,t)u,(t)dt, n>1

seklinde u(x) fonksiyonunun bilegenleri tespit edilmesi yoluyla ¢oziime ulagilir.
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Ornek 3.1.2.
u(z) = 2x +sinz + 2% —cosx + 1 — / u(t)dt
0
Volterra integral denklemini degistirilmis Adomian ayristirma metoduyla ¢oziniiz.

Cozim.

fi(z) =2z +sinz ve fo(z)=2"—cosz+1
olsun. Buna gore

up(z) = fi(z) = 2x + sinz,

ui(z) = 2% —cosz + 1 —/ (2t + sint)dt
0

=22 —cosx+1— z+cosa:+0—cos()—0
un-l-l(x) = _/ un =0,
yani, j > 1 i¢in u; = 0 bulunur. Buna gore

u(x) =2z +sinz

tam ¢oziimii elde edilir. O

3.1.3 Gurultu Terimi

Daha 6nce de tammlandigy gibi giiriiltii terimleri ug(z) ve ui(x) bilegenlerinde yer
alan zit igaretli identik terimlerdir. u(x)’ in diger bilegenleri de farkh giiriiltii te-
rimlerine sahip olabilir. Giirtiltii terimleri homojen olmayan integral denklemler

de kargimiza ¢ikarken, homojen integral denklemlerde bulunmaz. [6, 15, 16, 17]

Ornek 3.1.3.
3 x
u(r) = 8z + 2° — g/ tu(t)dt
0

Volterra integral denkeminin girulti terimlering ve tam ¢ozumund bulunuz.

C'oziim. Adomian ayrigtirma metodu kullanilarak

uo(z) = 8z + 2%,
3 T
upi(7) = =2 /0 tug (£)dt
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Buna gore,

= —7/ t(8t + t)dt,
8 Jo

bulunur. Buradan da ug(z) ve u;(x) bilegenleri arasinda zit igaretli identik terim
yani denklemin giiriiltii terimi, +2° olarak bulunur. Islemler diger bilegenler i¢inde

yapildiginda ve bulunan giiriiltii terimleri goz ardi edildiginde tam ¢oziim
u(z) = 8x

olarak bulunur. O

3.1.4 Ardasik Yaklasim Metodu

Herhangi bir reel degerli uy(z) fonksiyonu u(z) bilinmeyen fonksiyonuna bir yaklagim

olsun. Bu durumda

Uns1(z) = fx) + )\/ up(t)dt, n>0
0
fonksiyonu u(z)’ e daha iyi bir yaklagimdir ve

u(e) = Jin ()

saglanir. ug(x) genelde 0, 1 veya x olarak alinir.

Ornek 3.1.4.
w(z) =1 — /w(x — Hu(t)dt
0

Volterra integral denklemini ardasik yaklasim metoduyla ¢oziuniz.

Cozum.

up(z) =1

olarak secilsin.

Ui () =1 — /Ox(x ~ Dun(t)dt, 1 >0
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oldugundan

wle) =1 [(@ = oyt =1~ (@~ )it =1- 21!352,

() = 1 _/O (& — g (t)dt = 1 — /0 (o= 1)(1 = gyt = 1 — S + o,

ug(z) = —/ (x — t)ug(t)dt =1 — / (x —t)(1 — =2® + —at)dt
0 0 2! 4!
_ Lo by 15
denklemleri elde edilir. Buradan
B n (_1)kzx2k
olur. Buna gore ¢oziim
u(z) = Jim Upt1(z) = cosx

bulunur. ]
3.1.5 Laplace Doniisim Metodu
Teorem 3.1.5. (Konwvoliisyon Teoremi)

h(x)

(@) = f(x) + A / Kz, O)u(t)dt
9(z)

integral denkleminin K(z,t) ¢ekirdegi (x —t) farkina bagl olarak veriliyorsa, bu
durumda fark cekirdedi olarak adlandvrilir. Ornegin, e~ sin(z —t) ve cos(z — t)

ifadelert fark cekirdegidir. Buna gore verilen integral denklem

h(z)

u(z) = f() +)\/ K(x — tu(t)dt

g(x)

seklinde yazilabilir.

fi(z) ve fa(x) Laplace déniigimiinin varlge kosullarin saglayan iki fonksiyon ve

L{fi(x)} = Fi(s), L{fa(x)} = Fals)

olsun. Buna gore yukaridaki sekilde verilen ki fonksiyonun konvolisyon carpima,

(fi f2)(a) = [ Al = O a(t)at
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veya
(fo @) = [ falo = (D)

olarak tanimlanir. Burada

(fix fo)(x) = (f2 % f1)(z)
dir ve
LU )@} = £{ [ e =0 L0dt] = Fi()Fa(s)

saglanar.

Bu teorem egliginde Laplace dontigiim metodunu inceleyelim.

Fark cekirdegi formunda K (z,t) fonksiyonuna sahip
u(@) = f(z) + / K(z — tu(t)dt
0

Volterra integral denkleminin ¢oziimii Laplace doniigiimii ile elde edilebilir.

U(s) = L{u(z)},
F(s) = L{f(x)},
K(s) = L{K(z)}

olmak tizere

L{u(@)} = L{f(2)} + AL {/0 K (x — tyu(t)dt}
U(s) = F(s)+ AK(s)U(s)
yazilirsa

__F(s)
1—AK(s)’

elde edilir. Bu ifadenin her iki tarafina da ters Laplace doniigiimii uygulanirsa

u(z) = L7" {1_]?;2)(5)}

U(s) AK(s) # 1

¢ozumil elde edilir.

Ornek 3.1.6.
w(z) =1 — /Om(:v — Hu(t)dt

Volterra integral denklemini Laplace donisim metoduyla ¢oziniiz.
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Cozim. K(x —t) = x —t, A = —1 olmak fizere denklemin her iki yanina da

Laplace dontigiimii uygularsak

LAu(r)} = L{1} = L{(z = 1) xu(2)},

U(s) =1 — 5Us),
0

bulunur. Burada da U(s)’ ye ters Laplace doniigiimii uygulanirsa
u(r) = cosx

tam ¢oziimi bulunur. O

3.1.6 Seri Coziimu Metodu

Reel u(x) fonksiyonu, her mertebeden tiirevlere sahip olmak tizere tanim kiime-

sindeki herhangi bir b noktasi i¢in

seklinde b civarinda f(z)’ e yakinsayan bir Taylor serisi agilimina sahip ise analitik

olarak adlandirilir. = 0 olmas1 durumunda

o
u(z) =Y a,a"
n=0

seklinde bir a¢ihm elde edilir. Bu metod analitik u(z) fonksiyonunun Taylor se-
risinde yerine yazilmasi olgusuna dayanir. T'(f(x)), f(x) fonksiyonunun Taylor

serisi olmak tlizere
u(z) = f(z) + A / " K (x, t)u(t)dt
0

Volterra integral denklemi

ianx" =T(f(x)) +)\/OxK(x,t) (i_o: ant”) dt

seklinde yazilabilir. Once denklemin sag tarafindaki integral hesaplamr ve z’ in
kuvvetleri parantezine alinir, sonrada esit kuvvetli 2’ ler sol taraf ile karsilagtirilir

ise aj, 7 > 0 katsayilar1 elde edilir.
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Ornek 3.1.7.
w(z) = 26" — 2 — 1z + /m(g: ~ Dult)dt
0

Volterra integral denklemini seri ¢ozumiu metoduyla ¢ozuniz.
Cozim.
ao(r) + a17 + agx® + azx® 4+ agx* + - - -

2 3 T
:2<1+x+w+x+-~-> —Q—x—i—/ (z —t)(ag + art + agt® + - - - )dt,
0

2 3!
oS o a2 Wy s G0y Gug G2
R TR Gt Tyt Tt Tyt Tyt Ty ’
Qo 2 1 aq 3 1 a9 4
(14 @) (L 1 e
:c+< + 5 T +<3—|— 6>x —|—<12+12>x +
bu esitlikten
ap =0, =1aa2=1aa3:a7a4—§7
katsayilart bulunur. Yani
1
a=0, a,=—, n=>1
n!
dir. Buradan denklemin seri ¢coziimii
x> 2
u(x)—m<1+x+2!+3!+--->
bulunur ve boylece
u(zr) = xe®
tam ¢oziimiine ulagilir. O

3.2 Birinci Tip Volterra integral Denklemler

Bu kisimda
fla) = / K (z, tyu(t)dt
0
formundaki birinci cins Volterra integral denklemlerinin ¢oztimlerini farkli me-

todlar kullanarak bulmaya calisacagiz.
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3.2.1 Seri Coziimu Metodu

Bir 6nceki boliimde oldugu gibi analitik w(z) bilinmeyen fonksiyonunun z = 0

civarindaki
o0
u(z) = aza”
n=0

Taylor agilimi ve T'(f(x)) ile gosterilen f(x) fonksiyonunun Taylor ac¢ilimi verilen
integral denklemde yerine yazilir ve integral alindiktan sonra her iki taraftaki z” in
aym kuvvetleri esitlenirse a;, (i = 1,2, - - - ) katlayilari, dolayisiyla u(x) fonksiyonu

tespit edilmig olur.

Ornek 3.2.1.
sinx — xcosx = / tu(t)dt
0

Volterra integral denklemini seri ¢ozimi metoduyla ¢ozuniiz.

(C6ziim. (sinx — x cosx) Taylor serisi agilimindan,

13 1 5 1 7 /x 2

- o= [ ¢ ¢ 24\ dt

31: 301’ +840I + d (ap + art + agt” + - -+ )dt,
1

1 1
_ 2, - 34 - 44 ...
= 2a0x +3a1:c +4a2:c o=

olarak bulunan esitlikte ayni dereceli terimlerin katsayilar: egitlenirse
ap=0,a1 =1,a0 = 0,03 = = 0---

katsayilart bulunur. Buradan denklemin seri ¢oziimii,

1 1
u(x):x—§x3+§:c5+'--

olmak tizere, tam ¢ozimii

u(r) =sinx

olarak bulunur.

3.2.2 Laplace Donusiim Metodu
flz) = / " K (@, )u(t)dt
0
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integral denkleminde ¢ekirdek fark ¢ekirdegi formunda ise bu metod kullanilabilir.

Buna gore
x

L@} = o [ K@},
@) =

K(z
)

u

ile ¢oziim elde edilebilir.

Ornek 3.2.2.
e’ —sinx —cosx = / 2e*tu(t)dt
0

Volterra integral denklemini Laplace donisim metoduyla ¢oziniz.

Cozim.
1 1 s 2
il r s U
s—1 s2+1 241 s-—1 OF
s(s—1)+s—1—45° 1
=—=U
s2(s—1) s2 (5)
ve
1
U =
(8) =3
dir. Burada ters Laplace doniigimii uygularsak
u(xr) =sinx
tam ¢oziimiini buluruz. O

3.2.3 1. Tip Volterra integral Denkleminin 2. Cins Vol-

terra integral Denklemi Haline Getirilmesi

K(z,x) # 0 olmak {izere
fz) = /0 " K (@, )u(t)dt
birinci tip Volterra integral denkleminin Leibniz kurah kullanilarak tirevi alinirsa
(@) = K(z,z)u(z) + /0 " K, Ou(t)dt

elde edilir. Bu ise

_ [
u(@) = K(x,x)

z ]
- /0 Ry e ()t

42



seklinde yazilabilir. Homojen olmayan terim

_ f'(=)
ve gekirdek fonksiyonu
 Ki(x,1)
G(z,t) “Kw.a)

olmak tlizere A = 1 igin

u(z) = g(x) + )\/ G(z, t)u(t)dt
0
ikinci cins Volterra integral denklemi elde edilir.

Ornek 3.2.3.
sinhx:/ " tu(t)dt
0

birinct tip Volterra integral denklemini ikinci tip Volterra integral denklemine

cevirerek ¢ozuniz.

Cozim. Oncelikle Leibniz kuralna gore denklemin her iki tarafinin da tiirevini

alalim.

coshz = u(zx) + /x e tu(t)dt,
0

Buna gore
u(z) = coshx — / " tu(t)dt

0

ikinci tip Volterra integral denklemini elde ederiz. Simdi Laplace doniigiim meto-

dunu kullanarak bu denklemi ¢ozelim.

S 1
Uls) = $2—1 s—lU(s)
yani
Us) = —
Cos+1

bulunur. Burada ters Laplace doniigiimi uygularsak
—x

u(r) =e

tam ¢oziimiini elde ederiz. O]
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BoLuwm 4

Fredholm integro-Diferansiyel Denklemler

Bu denklemler hem integral hem de diferansiyel denklemleri bir arada igerdigi icin
integro-diferansiyel denklemler adini alir. Bu denklemler u(x) bilinmeyen fonksi-
yonunu integral isareti icinde ve onun bir tiirevi olan u(™ (), n > 1, fonksiyonunu
ise integral igareti diginda barmdirir [6]. Fredholm integrasyon denklemlerinin ge-
nel tamimindan dolay1 integrasyon limitleri burada da sabittir. Denklemlerin genel

formu
b
u™(z) = f(x) +/ Kz, u®)dt, «®0)=by, 0<k<n—1

dir.

4.1 2. Tip Fredholm integro-Diferansiyel Denk-
lemler

Bu boliimde ayrigtirilabilir ¢ekirdek igeren denklemler tizerinde calisacagiz. Ay-

rigtirilabilir ¢ekirdekler asagidaki gibi sonlu seri toplami olarak yazilabilir.

K(z,t) = zn:gk(x)hk(t)
k=1

Genel olarak biz

K(x,t) = g(x)h(t)

formunda cekirdekleri iceren denklemlere odaklanacagiz.
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4.1.1 Dogrudan Hesaplama Metodu
b
u™(z) = f(z) + g(x) / K(z,Ou(t)dt, u®(0)=by, 0<k<n—1
denkleminde
b
o= / h(t)u(t)dt

olacak gekilde a tanmimlarsak, denklem

u(z) = f(z) + ag()

halini alir. Denklemin her iki yanini da n kez 0’ dan x’e integre ederek ve baslangic

kosullarimi kullanarak ¢oziimi elde edebiliriz.

Ornek 4.1.1.
1

W (z) =3+ 60+ /0 tu(t)dt, u(0) =0

Fredholm integro-diferansiyel denklemini dogrudan hesaplama metodunu kullana-

rak ¢oziniiz.

Cozim.
1
o' (z) = 3+ 62 + a:/ tu(t)dt, u(0) =0
0
denkleminde
1
a= / tu(t)dt
0
olarak tanimlanirsa

u'(x) =34 6x+ax, u(0)=0

olur. Denklemin her iki yanin1 da 0’ dan z’ e integre edersek

1
u(z) = 3 + 32 + 5041'2

buradan

1 1 o 1 7T 1

a:/ tu(t)dt:/ t{3t+3%+ —at? | dt = - + -«
0 0 2 4 8
a=2
elde edilir. Buna gore tam ¢oziim
u(z) = 3z + 42°

olarak bulunur. O
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4.1.2 Adomian Ayrigtirma Metodu

d"(z) = f(z) + / 'K u(dt, u(0) = ag, w(0) = ay

Fredholm integro-diferansiyel denkleminin her iki yanini da 0’ dan z’ e integre
edersek u(0) = ag ve v/(0) = a; baglangig kogullariyla, L™! iki kath bir integral

operator olmak tizere

(@) = ao + arz + LN (f(x)) + L) < / 'Kz, t)u(t)dt>

denklemini elde ederiz.

u(@) = tn()

n=0

seri acilimini kullanirsak denklem

iun(:ﬁ) — ao+ a1 + L N(f(x)) + L (/b K(z,t) <f: un(t)> dt)

a n=0

halini alir ve buradan
uo(x) = ag + a1 + L7 (f(x))
b
upy1(z) = L7 </ K(x,t) (ug(t)) dt> , k>0

bulunur.

Bu ikinci mertebeden bir Fredholm integro-diferansiyel denklem ¢oztim algo-
ritmasiydi ancak ayni adimlar izlenerek diger mertebeden denklemlerde ¢oziilebi-
lir. Aym zamanda daha 6nceden kullandigimiz degistirilmis Adomian ayristirma

metodu gerekli goriildiigiinde bu tip denklemler i¢inde kullanilabilir.

4.1.3 Degistirilmis Adomian Ayrigtirma Metodu
(@) = f(z) + A / " K (e, tu(t)dt

Fredholm integral denkleminde

u(z) = f: ui(z)

f(x) = filz) + fa(x)
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olsun. Buna gore
up(z) = fi(z),
b
ui(w) = folw) + A [ K (@ tuo(tt,
U () = A / " Ko up(dt, k> 1

seklinde u(x) fonksiyonunun bilegenleri tespit edilmesi yoluyla ¢oziime ulagilir.

4.1.4 Gurultu Terimi

up(z) ve up(x) bilegenleri giiriiltii terimleri igeriyorsa, tam sonug sadece ilk iki
integrasyona bakilarak bulunabilir. Giiriiltii terimleri, eger varsa ug(z) ve uy(z)
bilegenlerinde yer alan zit igaretli identik terimlerdir. u(x) ’in diger bilesenleri de
farkh giirtiltii terimlerine sahip olabilirler. ug(x) ve uy(z)’ in giiriiltli terimlerinin
sadelegmesi sonucunda kalan wug(z)’ in diger terimleri verilen integro-diferansiyel

denklemin tam sonucu olabilir bunu kontrol etmek gerekir [15, 16, 14, 35].

Ornek 4.1.2.
1
o (z) = 3622 + / w(t)dt, u(0)=1
0

Fredholm integro-diferansiyel denklemini Adomian ayristirma yontemai ile ¢oziundiz.

('6zim. Denklemi 0" dan 2’ e integre eder ve basglangi¢c kogsulunu yerine yazarsak

sirasiyla

(@) — u(0) = 1245 + 2 ( / 1 u(t)dt>
u(r) =1+122° + </01 u(t)dt>

bulunur. u(x)” in seri formu kullanilirsa

i Up(z) =14 122° + z (/01 i u(t)dt)

buradan da

1
w(@) = 1+120% wa(@) =a [ wlt)dt, k>0,
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up(z) = 1+ 1227,
1
uy(x) = :L‘/ uo(t)dt = 4z,
0

ug(z) = x/ol uy (t)dt = 2z,

bilegenleri g6z 6niine alindiginda u(z)’ in seri ¢éztimii

1 1
u(l‘):l—l—12x3+4x<1+2+4+“'

Burada yakinsak geometrik serinin toplami r = % olmak iizere

Ito4lio
2 4 S1-1

dir ve tam ¢oziim
u(r) =1+ 8z + 1227

olarak bulunur.

Ornek 4.1.3.
u™(r) =1—x +sinz+ /E(SC — t)u(t)dt,
0

w(0) =u"(0) =0, o'(0)=—-u"(0)=1

Fredholm integro-diferansiyel denklemini Adomian ayristirma metoduyla ¢ozuiniiz

ve varsa gurulty terimlerini bulunuz.

Coziim. Tk 6nce denklemi iic defa 0’ dan 2’ e integre edersek

1 1 1 bl 1 2
u(x) =sinx + ix?’ — a:ﬁ + 4!$4/02 u(t)dt — 31 3/02 tu(t)dt

denklemi elde edilir. Buradan

uo(x) =sinx + 31!m3 - 41!x4,
Ugt1 = 41!x4 /0g ug(t)dt — ;x?’ /0g tug(t)dt, k>0
egitliklerine ulagilir yani denklemin wug ve u; bilegenleri
up(z) = sinx + ?}!xB - Lx‘l,
il

u(z) = 3! 41
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seklinde bulunur. Buna gore denklemin giiriiltii terimleri :I:%x?’ ve :F%x‘1 olarak

belirlenir. Burada ug(z) bilegeninin giiriiltii terimlerini yok sayarsak
u(z) =sinx

tam ¢oziimiine ulagiriz. O

4.1.5 Seri Cozumu Metodu

Reel u(z) fonksiyonu, her mertebeden tiirevlere sahip olmak {izere tanim bolge-

sindeki herhangi bir b noktasi icin

u(z) = iéo

seklinde b civarinda u(x)’ e yakinsayan bir Taylor serisi agilimina sahip ise analitik

ulm

)
!(b) (x —b)"

n

olarak adlandirilir. £ = 0 olmas1 durumunda

o
u(z) = a,a"
n=0

seklinde bir acilim elde edilir.
Bu boliimde seri ¢oziimii metodu ikinci tip Fredholm integro-diferansiyel denklem-
lerin ¢6ziimlerini bulmak i¢in kullanilir. Céziimii u(x) olan bir analitik Fredholm

integro-diferansiyel denklemini goz ontine alalim.
u (z) = f(z) + )\/ab K(z, tyut)dt, u9(0)=a;, 0<j<(k—1)

O halde seri agilimlarini yerlerine yazdigimizda denklem

o0 (k) b o0

<n2::0 anx”) =T(f(x)) +/a K(z,t) (Z:O ant”> dt
seklini alir ve yine buradan da T'(f(x)), f(z)’ in Taylor serisi olmak tizere denklem
(ap + a1 + aga® 4+ - )® = T(f(x)) +)\/abK(x,t)(a0 +at + agt? + - - - )dt

olarak yazilarak ¢oziim aranir.
Ornek 4.1.4.

W(z) = 4+ 4z + /_ 11(1 _athu(t)dt, w(0) =1
Fredholm integro-diferansiyel denklemini seri ¢ozimi metodunu kullanarak ¢ozindiz.
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Cézim. u(zx) fonksiyonunun seri agilimi

v = (3 )

kullanilir ve bu seri a¢ilimi denklemde yerine yazilirsa

() 1 0
> naa" Tt =444z + / ((1 —at) Y ant”> dt
n=1 -1

n=0

olur. Baslangi¢ deger kogulu olarak ay = 1 verilir ve bununla birlikte

2 2 2 2
a1+2a2$—|—3a31’2+"‘:6+§02+5a4+?a6+§a8

2 2 2 2
+ (4 — gal — 5@3 — 5015 — §CL7>.T

bulunur. Bu esitlikte ayni dereceli =’ lerin katsayilar esitlendiginde
a =6, a,=0, n>2
bulunur. Boylece tam ¢oziimii ag = 1 baglangic koguluyla
u(z) =1+ 6z

olarak bulmug oluruz.
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BOLUM 5

Volterra integro-Diferansiyel Denklemler

Baslangic deger problemlerini, integral denklemlerine ¢cevirmek i¢in kullanilan bu
yeni tip denklemler Volterra integro-diferansiyel denklemler olarak adlandirilmigtir
[11, 27, 33, 34]. Bu denklemleru(z) bilinmeyen fonksiyonunu integral igareti iginde
ve onun bir tiirevi olan u(™(z),n > 1, fonksiyonunu ise integral isareti diginda
barindirir. Bu durumda Volterra integrasyon denklemlerinin genel tanimindan
dolay1 integrasyon limitlerinin en az biri burada da degiskendir. Denklemin genel

formu

W (@) = f(x) + A /O " K (x, tu(t)dt

seklindedir.

5.1 2. Tip Volterra integro-Diferansiyel Denk-

lemler

5.1.1 Adomian Ayristirma Metodu

Adomian ayrigtirma metodu bize sonsuza giden bir seri halinde ¢6ziimii verir ve
eger varsa tam ¢oziime ulagmamiz1 saglar [6, 13, 14, 15, 35]. Genellikle ikinci tiire-
vin kullanildigi Volterra integro-diferansiyel denklemlerin asagidaki gibi oldugunu

varsayalim

W"(z) = f(z) + /0 " Kz ut)dt,  u(0) = ao, o'(0) = ar.
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Denklemin her iki tarafin1 da 0’ dan x’ e integre edersek, L™! iki kath bir integral
operator olmak tizere

x

u(w) = ag +ar+ L7 (f@) + L7 / K (x, t)u(t)dt

0

denklemi bulunur.

u(@) = un()

n=0

seri acilimini kullanirsak, denklem

gun(x) — a0+ a1+ LN (f(2)) + L (/0 K(z,1) (2 un(t)> dt)
halini alir ve buradan
uo(z) = ag + ay + L (f(x))
) AP (/0 K(z,1t) (go un(t)> dt) L k>0

elde edilir.

Bu ikinci mertebeden bir Volterra integro-diferansiyel denklem ¢6ziim algorit-
masiydl ancak ayni adimlar izlenerek diger mertebeden denklemlerde ¢oziilebilir.
Ayni zamanda daha 6nceden kullandigimiz degistirilmig Adomian ayrigtirma me-

todu gerekli goriildiigiinde bu tip denklemler i¢in de kullanilabilir.
Ornek 5.1.1.
W(x)=1+z +/ (@ — u()dt, u(0)=1, '(0)=1
0

Volterra integro-diferansiyel denklemini Adomian ayristirma metodunu kullana-

rak ¢oziniiz.
Coziim. Oncelikle iki katl bir integral operatorii olan L~V

L) = /0 /Ox(~)dxdx

olarak tanimlayalim ve denklemin her iki yanmim da iki kez O’dan x’e integre

edelim. Boylece

I 5, 14 A
1+o+ o+ o’ + L (/0 (x — tyu(t)dt )
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denklemi elde edilir. Bilegenlere bakarsak,

1 1
up(r) =142z + 51:2 - 5353

z 1 1 1 1
wil@) = L7 ([ @ = Huoyde) = a4 ca® a4 o

diye devam eder. Buradan denklemin seri ¢oziimii

_ Iy 1y 1,4, 15 146 14
U(ZL‘)—l—f-x—l—ix +§CU +ZZE —f-am —i—ax —I—ﬁx,

tam ¢ozimi ise

olarak bulunur. O

5.1.2 Laplace Donusiim Metodu

Laplace doniigim metodunu daha once ikinci tip Volterra integral denklemlerini
¢ozerken kullanmistik. Aym sekilde Laplace dontigiimii 6zellikleri gz 6ntinde bu-
lundurularak bu metodu Volterra integro-diferansiyel denklemleri ¢ozmek i¢inde
kullanabiliriz. Bildigimiz gibi u(z)’ in tiirevlerinin Laplace dontigimleri agagidaki
gibi
LA ()} = sLA{u(x)} —u(0)
= sU(s) — u(0),
L{u"(2)} = $*L{u(z)} — su(0) — u'(0)
= s?U(s) — su(0) — u/(0),
LA{u"(x)} = *L{u(x)} — s*u(0) — su'(0) — " (0)
= s°U(s) — s*u(0) — su'(0) — u"(0)

seklinde devam eder.

Ornek 5.1.2.
W) =1 +/mu(t)dt, w(0) = 1
0

Volterra integro-diferansiyel denklemini Laplace donisim metoduyla ¢oziniiz.
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(Cozim. Cekirdek K (x—t) = 1 seklinde oldugundan Laplace doniigiim metodunu
bu denkleme uygulayabiliriz. Oncelikle denklemin her iki yaninda da Laplace

dontigimiunii kullanirsak

L{d'(2)} = L{1} + L{(1 xu(x))},

sU(s) —u(0) = ng + iU(s)

olur. Buradan U(s)’ yi ¢ekersek

bulunur. Simdi ise bulunan bu esitlikte ters Laplace doniigiimii yaparsak, denk-

lemin tam ¢oziimii

olarak elde edilir. O

5.1.3 Seri Cozumu Metodu

o
u(z) =Y a,z"
n=0

olmak tizere
W™ () = f(a) + A / CK(xtu®)dt, u™(0) = Klap, 0<k< (n—1)
0
O halde

ap =u(0), a; =u'(0), ay==u"(0), a3z= gu"'(()), .

esitliklerini elde ederiz. Seri acilimlarini yerlerine yazdigimizda denklem

00 (n) T 00
(Z akxk> — T(f(2)) + / K(x,t) (Z aktk> dt
k=0 0 k=0
seklini alir ve yine buradan da T'(f(x)), f(z)’ in Taylor serisi olmak iizere denklem
(ap + a1z + agx® + -- )™ = T(f(x)) + )\/0 K(z,t)(ag + ait + agt? +---)dt

olarak son halini alir. Simdi bu metodun kullanimini bir 6rnekle daha anlagilir

hale getirelim.
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Ornek 5.1.3.
() =1+ [ “u(t)dt, u(0) =0
0

Volterra integro-diferansiyel denklemini seri ¢oziumi metodunu kullanarak ¢ozuniz.

Cozim.
o
u(z) = a,a"
n=0

serisini denklemde kullanirsak

(Z anx”> =1+ /x (Z ant”> dt
n=0 0 n=0

ve integralden kurtulup esitlik yeniden yazildiginda

.- n—1 — 1 n

Y nar" Tt =14 —a,x

n=1 n=1 n
buradan da x’ in dereceleri esitlenirse

S n = 1 n

a; + Z(n + Dayz" =1+ Z gan,lx

n=1 n=1

bulunur. Denklemin her iki yaninda da ayni dereceli x bilinmeyenlerinin kat-

sayilar1 egitlenir ve baslangic kogullarindan ag = 0 oldugu kullanilirsa

1
=0, =1, Gu1=———tpy, n>1
ap , ai y  QGnl n(n—l—l)a”l n
Buradan da
Qon = VU,  Qopy1 = (2n+1)!

elde edilir. O halde denklemin seri ¢oztimii

1 1 1

“(x>:1+§+a+ﬂ+”"
tam ¢ozimi ise
u(z) = sinhz

olarak bulunur. O
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5.1.4 Volterra integro-Diferansiyel Denklemlerinin Basglangig

Deger Problemlerine Donitistiiriilmesi
Ornek 5.1.4.
W(@) =1+ [“ult)dt, u(0) =1
Volterra integro-diferansiyel denklemini, baslangi¢ deger problemine donustirerek
COZUNUZ.
Cozum.
W) =1 +/Oxu(t)dt (5.1)

(5.1) Volterra integro-diferansiyel denklemi, baglangi¢ deger problemine dénitistiir-

mek i¢in oncelikle denklemin her iki yanindan da Leibniz kurali ile tiirev alalim.
u'(z) = u(x) (5.2)

(5.1) denkleminde = = 0 alinirsa
d(0) =1+ /Oou(t)dt —1 (5.3)

bulunur ki buradan da «/(0) = 1 baslangi¢ deger kosulu elde edilir. Dolayisiyla

(5.1) Volterra integro-diferansiyel denkleminden
u'(z) —u(x) =1, u(0)=1, 4'(0)=1 (5.4)

seklinde ikinci mertebeden adi diferansiyel denklemi elde edilir. Bu adi diferansiyel

denklemin karakteristik denklemi
r?—1=0
ve kokleri
r==l1
olarak bulunur. Genel ¢oztiim formuna gore
u(zr) = Ae” + Be™*

dir. Burada baglangi¢ deger kosullar: yerlerine konuldugunda A = 1, B = 0 bu-
lunur. Tim bunlar géz 6niinde bulunduruldugunda Volterra integro-diferansiyel
denklemin tam c¢oziimii

u(z) =e

olarak bulunur. O
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5.1.5 Volterra integro-Diferansiyel Denklemlerinin Volterra

integral Denklemlerine Doniigtiiriilmesi

Cekirdegin, fark ¢ekirdegi oldugu durumlarda Volterra integro-diferansiyel denk-
lemlerin ¢oziimleri, Volterra integral denklemlerine dontigtiiriiliip, cesitli ¢oziim
metodlart bu déniigiimden sonra uygulanarak bulunabilir.

I. Tiirev fonksiyonlarin integralleri: Analiz bilgilerimize dayanarak bildigimiz gibi

tirev fonksiyonlarinin integralleri agagidaki gibidir:
/“uxwdt:zxx>—1¢m,
/ / (t)dtdry = u(x) — xu'(O) —u(0),
/ / / "(t)dtdxodry = u(z) — xzu”(O) — zu'(0) — u(0)

I1. Kath integrallerin tek kath integrale doniigtiiriilmesi de asagidaki gibidir:

/’/ t)dtdas — AQx—ﬂMﬂﬁ,
// (z — t)u(t)dtdz, = ;/Ox(:v—t)zu(t)dt,

ve genellegtirilmis formu

/ / / / (@ = tyu(t)dtdey - - - dry = 71, Ox(x — t)"u(t)dt

dir.

Tiim bunlari goz oniine alarak agagidaki ornegi ¢ozelim.

'@:1+Aﬂmmu w(0) = 0

Volterra integro-diferansiyel denklemini Volterra integral denklemine doniistirerek

Ornek 5.1.5.

cOZUNUZ.

Coziim. Oncelikle denklemin her iki yanini da 0’ dan 2’ e integre edersek

/Oxu'(x):/oxl—l—/ox/oxutdt
M@—M@zx+£%w%ﬂ@ﬁ

bulunur. Baglangi¢ deger kosulunu kullanirsak

ag:x+éﬂx—wwoﬁ
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Volterra integral denklemi elde edilir ve bu denklemin ¢oztimii i¢in Adomian

ayrigtirma metodunu secersek

yani
L 3 L s

ug(z) =

u(z) =z, wui(x) = =5

= —=
3
olarak devam eden bilegenler bulunur. O halde denklemin seri ¢oziimi

1 1 1
u(r) =z + §$3 + af + ﬂf,

tam ¢ozimi ise

u(z) = sinhx

olarak elde edilir. O

5.2 1. Tip Volterra integro-Diferansiyel Denk-
lemler

1. tip Volterra integro-diferansiyel denklemlerin standart formu baglangi¢ kosullar:

verilmesi durumunda asagidaki gibidir:

/0 " K (2, Ou(t)dt + /O " Ko(w, ™ (0)dt = f(z),  Ka(z,t) £ 0

1. tip Volterra integro-diferansiyel denklemler, 2. tip Volterra integral denklemlere

dontsgtiiriilerek ¢oziilebilir [37, 38].

5.2.1 Laplace Doniisim Metodu

Laplace dontisiim metodunu daha once Volterra integral denklemlerin birinci ve
ikinci tiplerini ve bu boliimde 2. tip Volterra integral denklemlerini ¢ozerken kul-
lanmigtik. Bu metod i¢in g¢ekirdegin formunun fark cekirdegi olmasi en 6nemli
kosullardan biri olmak tizere

/Ox Kl(x,t)u(t)dt—k/ow Koz, )™ (t)dt = f(z), Kolz,t) 0
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denkleminin her iki yaninda da Laplace doniigiimii uygularsak

L(Ki(x—t)xu(x))+ L (Kg(x —t) * u(”)(x)) =L (f(x))

U(s) = L(u(x)), Ki(s)=L(Ki(x)), Ka(s)=L(Kx(2)), F(s)=L(f(x))
olmak tizere
Ki(s)U(s) + Ka(s) (s"U(s) — " "u(0) — s" >/ (0) — -+ — u(”’l)(0)> = F(s)

bulunur. Bu denklemden U(s)’ yi gekersek Ki(s) + s"Ks(s) # 0 koguluyla

F(s) + Ky(s)(s"U(s) — s"tu(0) — 8" 2/ (0) — - - - — u"~1(0))

Uls) = Ki(s) + s"Ka(s)

denklemi elde edilir ve her iki yanindan ters Laplace doniigiimii alinarak tam

¢Oziimu bulmus oluruz.

Ornek 5.2.1.
/(x—t dt—l—/ t)dt = 3x — 3sinz, u(0)=0
Volterra integro-diferansiyel denklemini Laplace donisim metoduyla ¢oziniiz.

(Coziim. Denklemin her iki yanina da Laplace doniigimii uygularsak

1 2 3 3

?U(s) Sg(SU( s) — (0)):?—m
ve buradan da

1
U(s) = ——
bulunur ve ters Laplace dontigiimii uygulanirsa
u(r) =sinx

tam ¢oziimii elde edilir. O]
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BOLUM 6

Abel integral Denklemi ve Singiiler integral

Denklemler

Abel integral denklemi; deprem bilimi, radyo astronomisi, fiber optik degerlendirme
gibi bir ¢ok alanda kullanilmaktadir ve integral denklemlerinin en eski 6rnegidir
[3]. Daha 6nce Abel integral denklemini bir singiiler denklem olarak tanimlamigtik.
Volterra integral denklemleri birinci ya da ikinci cins farketmeksizin eger, limitler-
den en az biri sonsuzsa ya da K(x,t) ¢ekirdek fonksiyonu integrasyon araliginda
bir ya da daha fazla noktada sonsuz oluyorsa singuler denklemler olarak ad-

landirihir. [6, 40]

Birinci tip Volterra integral denklem 6rnekleri olarak sirasi ile, u(x) fonksiyo-

nunun Fourier dontigiimii ve Laplace dontigimi

verilebilir. Agikga goriliiyor ki her iki 6rnekte de integrasyon limitlerinden en az

biri sonsuz oldugundan, bu denklemler singiiler olarak adlandirilir.

6.1 Abel Integral Denklemi

Abel, f(z) énceden belirlenmig bir fonksiyon ve u(z)’in belirlenecek ¢6ztim oldugu




singiiler integral denklemini kullanarak kaygan parcaciklarin piiriizsiiz bir egri
boyunca hareketinin denklemini iiretmistir. Abel integral denklemi ayni zamanda
birinci tip Volterra integral denklemi olarak adlandirilmaktadir. Burada ¢ekirdek

fonksiyonu,

dir ve

t—ax iken K(z,t) — o0

dir. Abel integral denklemleri birer birinci tip Volterra integral denklemleri ol-
masina ragmen, daha 6nce birinci tip Volterra integral denklemlerini ¢ozmek icin
kullandigimiz, seri ¢oziimii metodu ve birinci tip denklemleri ikinci tip denklem-
lere gevirerek ¢ozme metodu Abel integral denklemlerinde ¢oztim yontemi olarak

kullanilamamaktadir.

6.1.1 Laplace Donuisim Metodu

f@=[ \/%u@)dt (6.1)

denkleminin her iki tarafinda da Laplace doniigim metodunu uygularsak,

L{f(@)} = L{u(x)} £ {272}

denklemi elde edilir ve

I'(z) = /OO t"te7tdt
0

olarak tanimlanan gamma fonksiyonu ile

esitligi kullanilirsa

F(s) = U(s)w =U(s)

1 1 1
S 2 S2 S2

olur ve bu denklem



seklinde yeniden yazilabilir.

olmak iizere (6.2) denkleminden

£{ue)} = ~L{y(x)}

denklemi elde edilir ve

LAy ()} = sLA{y(x)} — y(0)
esitligi kullanilarak
L{ul@)} = £y @)}

bulunur ve denklemin her iki tarafina da ters Laplace doniigtimii uygulanirsa

() = 71T dcfc Ik \/]%dt (6.3)

formiilii elde edilir. Bu formiil u(z) ¢dziimiiniin belirlenmesi i¢in kullamlir. Bu

formiille her bir problem ic¢in Laplace doniisim metodu kullanmaya gerek kal-
madig) i¢in Abel integral denklemlerin ¢oziimii kolaylagir. Yani (6.1) denklemi

direkt olarak (6.3) formiilii ile goziilebilir.

f(x) = 2™, n bir pozitif tamsay1 olmak {izere,

Tablo 6.1: u(x) = fo ——dt,n > 0 formundaki mtegraller icin,

2" (n + 1)2"

4 3 16 32

u(z) | 2cy/x | F22 155U 3595 1.3.5-~-(2n+1)
O e | e e ] r

Tablo 6.2: u(x) = fo ——dt,n > 0 formundaki integraller icin,
F(n+2)

n+1
u(z) | 2cy/z | iz %7?3:2 Zmad |- (n+3)\/_x
F@O)y | e |tz | 2 t3 ts
Ornek 6.1.1.
_ £t

Abel integral denklemini ¢oziniiz.
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Coziim. f(x) = 2m\/x esitligini (6.3) formiiliinde yerine yazarsak ¢oztim dogrudan,

(rz) ==

1d (e 2mx d
= —— dt = —
u(@) de/o N —t dz

olarak bulunur. O

6.2 Genellestirilmis Abel integral Denklemi

Genellestirilmig Abel integral denkleminin genel formu 0 < o < 1 ve « bilinen

bir sabit olmak tzere

f@ = [ (x1_t>au(t)dt (6.4)

seklindedir. Abel problemi, bu denklemin ac = % olmak tizere 6zellegmig bir halidir.

Denklemdeki (z — t)*, kisaca Abel ¢ekirdegi olarak adlandirilir.

6.2.1 Laplace Doniisim Metodu

Laplace doniigiim metodunu kullanarak, (6.4) denklemini ¢ézmek igin, bir 6nceki
(6.3) formiilii gibi bir formiil gelistirilebilir. Oncelikle (6.4) denkleminin her iki

yanina da Laplace doniigiim metodu uygularsak,

L{f(@)} = L{u(@)} L{z7"}

denklemi ya da egit olarak

'l -«
F(s) = ()0
bulunur. Bunu denklemi diizenlersek
51—04
= F
U6 = =g P

olur ve bu denklem,

olmak tizere (6.4) yeniden yazilirsa

£{u(e)} = -
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denklemi elde edilir ve

LAy (x)} =sL{y(x)} —y(0)

ve

esitlikleri kullanilarak
sin am

LAu(r)} = LAy (z)}

denklemi bulunur ve denklemin her iki tarafina da Laplace ters doniigtimii uygu-

™

lanirsa

u(z) = sinam d /Ox (f(t)dt (6.5)

r dr xr —t)l-«
formiilii elde edilir. Daha uygun bir formiil elde etmek igin (6.5) denkleminin sag
tarafindaki integralde diizenleme yapilirsa

u(:L’)—SiIIOHT(f(O)—l—/:mdt), 0<a<l (6.6)

T pl-a (x —t)t—

formiiltine ulagilir.

Ornek 6.2.1.
128 w1 z 1
e t)dt
231" 0 (x_t)%"( )
genellestirilmis Abel denklemini ¢éziiniiz.
Cozim. f(x) = %x%, o = 1 esitliklerini (6.5) formiiliinde yerine yazarsak

¢oziim dogrudan,

T @tﬂ
u(:zc):—1 d/ 231 43dt:—1 4 ﬁwx?’ = 2
/2 dx Jo (x —t)% m/2dx \ 3

olarak bulunur. O

6.3 Ana Genellestirilmis Abel Denklemi

Abel denklemlerinde ki K (x,t) ¢ekirdek fonksiyonu yerine singiiler bir gekirdek

fonksiyonu genellemesi daha yararh olabilir ve bu fonksiyonun genel formu,

1
K(x,t):m, O<a<l
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olarak belirlendiginde denklem, ¢'(t) # 0 ve 0 < t < b arahgmdaki her ¢ igin,

monoton artan ve tiirevlenebilir bir fonksiyon olmak tizere,

x 1
flz) = /0 o O 0<a<1 (6.7)

olarak yazlabilir. (6.7) denklemindeki u(x) in ¢ziimii,

() = sinar d 2 g () f(t)
@ =%} 5o s (62)

seklinde bulunur. Formiilii ispatlamak i¢in integrali incelersek [4, 39|

/m /y u(t)g'(y) dtdy
o Jo [gly) — g(®)]* [9(x) — g(y)]'*

ve integraller ayrilirsa

'(y)
/ dt/ g[gy(x) g(y)]' v

olur. Bu durumda beta fonksiyonu kullanilirsa

9 Bl = T
o) g T " S

/0 l9(y) — g(t)]

bulunur ve buradan da

T / z
/ g(y)f(y)l_ady: i / u(t)dt (6.9)
0 [g(z) —g(y)] sin amr Jo
esitligi elde edilir ve her iki tarafinda tiirevini alirsak
sinam d g ) f(t
oy = om0
™ dx o [g(x) —g(t)]

dt, 0<a<l1

bulunur ve boylece ispat tamamlanmis olur. Abel integral denklemi ve Abel ge-
nellegtirilmis integral denklemi de bu denklemin g(z) = x olmasiyla olusan 6zel

durumlaridir.

Ornek 6.3.1.

4
3

z t
(Slnl’)%:/ u(t) rdt O<az<o
0 (sinz —sint)i 2

genellestirilmis Abel integral denklemini ¢ozindiz.
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Coziim. Yukandaki denklemde f(z) = 3(sin 7)1 ve a = 1 dir ve g(z) = sinz

0 < z < § arahginda monoton artan ve ayni aralikta her x icin g'(z) # 0 dir.
Kosullar saglandigina gore ¢oziime baslayabiliriz.

(6.8) esitligini kullanirsak

dt

(2) 1 d /x %cost(sz’nt)%
u(xr) = —=—
72 dz Jo (sinx—sint)%

4 d (37V2 .
= ——— | ——sinz | =cosz
3rv/2dx 4

olarak ¢oziim bulunur. O

6.4 Zayif Singiiler Volterra integral Denklem-

leri

/ By, x0T (6.10)
0
ve [ bir sabit olmak tizere

flz)+ /Ox %u(t}dt, O<a<l, z€]0,T] (6.11)

[9(x) — g(y)]

singtiler ¢ekirdege sahip bu her iki denklemde zay1if singiiler Volterra denklemleri-

dir ve (6.11) genellestirilmis zayf singiler Volterra denklemi olarak adlandirilir.

6.4.1 Adomian Ayristirma Metodu

Daha once inceledigimiz bu metodu simdi zayif singiiler Volterra denklemlerini
cozmek icin kullanacagiz. Oncelikle denklemdeki u(x) fonksiyonun seri agilimini

denklemde yerine yazalm.

u(@) = un(x),

n=0

?:()un(:c) = f(x) + /Ox [g(x)—ﬁg(y)]a (:ooun(t)) dt, 0<z<1

burada ayni dereceli bilegsenlerin katsayilari esitligini kullanarak
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uo(z) = f(z)
v p
9+ |y o= g0

v s
.%)4‘_/0 mul(t)dt

Degistirilmis Adomian Ayristirma Metodu

f(z) fonksiyonun; iki ya da daha fazla polinomun birlesimi, trigonometrik
fonksiyonlar gibi olmasi durumunda kullanilir. f(x) fonksiyonu fi(x) ve fo(z)
seklinde ayrilmasiyla ¢oztimii kolaylagtirir. Adomian ayrigtirma metodu gibi bilegenlerin
seri formunun yazilmasiyla ve daha sonra ayni dereceli terimlerin katsayilarinin

esitlenmesiyle ¢oziime ulasilir.

f(x) = fi(z) + fo(2)

olmak tizere,

Zun = (fi(z) + fo(= / (Zun )t, O<z<l

denkleminin ¢oztim bilegenleri

uo(x) = f1(37),
u (z) = fax),

seklindedir.

Giiriilti Terimi

Daha 6nce de tanimlandigy gibi giiriiltii terimleri ug(z) ve u(x) bilegenlerinde
yer alan z1t isaretli identik terimlerdir. u(z)” in diger bilesenleri de farkh giirtiltii te-

rimlerine sahip olabilir.

Ornek 6.4.1.

32 4 3 z 1
=1-20— —z71 4+ —/
u(z) = x 213:'4 3954 A u(t)dt
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zayf singiler Volterra integral denkleminin gurilti terimlering bularak ¢oziuntz.

Coziim. f(x) = up(x) oldugundan,

32 4
up(x) =1—2z — ﬁarg + 593%
v ] — 2t — 3241 4 441
un(z) = — / 27 T3 )t
0 (m — t)Z
32 z 4 3 n 128 5 16 3
= —x41 — —xi + —x2 — —x2.
21 3 63 9

Buradan da ug(x) ve ui(x) bilegenleri arasinda zit igaretli identik terimler yani
denklemin giirtiltii terimleri, :F%xg ve i%x% olarak belirlenir. Gurilti terimlerini

digsarida biraktigimizda da tam ¢oziim,
u(z) =x

bulunur. n

6.5 Laplace Doniisim Metodu

ua) = @)+ [ =

i 1 12
P t)au(t)dt, 0<z< (6.12)

Oncelikle (6.12) denkleminin her iki tarafinda da Laplace doniigiimii uygularsak,

L{u(2)} = L{f(2)} + L {2z} £ {u(x)}

ve buradan da
I'l—o)
+ 11—«
s

U(s)

bulunur ve bu denklemi diizenlersek

s17F(s)
sl=e —T'(1 — «)

U(s) = (6.13)

elde edilir.
(6.13) esitligi, her iki tarafina da ters Laplace déniigimii uygulandiginda u(x)

¢oziimiuniin belirlenmesi i¢in kullanilacak formiilii verir.

u(a) = £ {8151:?;551 ” } (6.14)

Dikkat edilirse, zayif singiiler integral denklemlerinin ¢oziimiinde kullanilan bu
formiil sayesinde her bir problemde ayr1 ayri Laplace dontigiimii uygulamak ye-

rine, formiil sayesinde problemler daha rahat ve kolay ¢oziimii saglanabilir.
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Ornek 6.5.1.
1

N

w(z) =1 -2+ /O w(t)dt

zanf singtler Volterra integral denklemini Laplace dontisim metoduyla ¢oziniz.

(C6ziim. (6.14) formiiliinii kullanmak igin 6ncelikle

1 e 1 ipd
Fs)=2-2D2 =1 _52lla)
S S2 S S2

ve

(L _vm
-1 ° (32 53 ) (1
( ) L 1 L Y
52 — /T 2
u(z) =z
tam ¢oziimi bulunur. [
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BoLUM 7

Volterra-Fredholm Integral Denklemler

Volterra-Fredholm integral denklemleri f(z) ve K(x,t) analitik fonksiyonlar ol-

mak iizere, iki ayr1 formda

w(@) = f(z) + M / " K (2, Dult)dt + Mg / " Ko, Du(t)dt (7.1)

0

ya da bu iki formu birlestiren integraller iceren,

u(@) = f(z) + A /0 ’ / " K (r, Oult)dtdr (7.2)

integral denklemlerdir.

Yukaridaki (7.1) denkleminde birbirinden ayrik Volterra ve Fredholm integralleri
kullanihirken, (7.2) denkleminde ise Volterra ve Fredholm integralleri igeren ¢ift
katl bir integral kullanilmigtir. Ayrica tiim integral denklemlerde oldugu gibi bi-
linmeyen u(z) fonksiyonu hem integral igareti altinda hem de diginda yer aliyorsa
tkinct tip, eger sadece integral isareti altinda yer aliyorsa birinci tip olarak ad-

landirilir.

T 1
u(z) = 62 + 327 +2 — / zu(t)dt — / tu(t)dt,
0 0

17 z rl
u(z) =z + =2 — / / (r — t)u(t)drdt.
2 0 Jo
Coztmi icin Taylor serisi metoduyla Adomian ayristirma metodunu birlestirip,

giiriilti terimi ve degigtirilmis ayrigtirma metodundan da yararlanilmaktadir.

7.0.1 Seri Coziimi Metodu
u(z) = f(z) + /0 " K (2, Dult)dt + / Ko, tyut)dt
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denkleminde u(x) analitik, her mertebeden tiirevlenebilir bir fonksiyon ve T'( f(z))

fonksiyonu f(x) fonksiyonunun Taylor acilimi

o0
u(z) =Y a,z"
n=0

olmak ftizere yerine yazilirsa,

o0 . - b N
S apat = T(f(x)) +/ Ky (z,1) (Z aktk> i +/ Ky(e.) (Z aﬂ’“) »
h=0 0 k=0 a pard
ve egit olarak
ap+ ax + axz® + - = T(f(v)) +/0 Ky (z,t)(ap + art + agt® + - -+ )dt
b
+ / K2<x’t)<a0 + ait + a2t2 + ... )dt

yazilabilir. Daha sonrasinda ayni dereceli terimlerin katsayilar: esitlenerek ag, aq, as, - - -

terimlerini bulunur ve boylece ¢éziime ulagilir.

Ornek 7.0.2.
40 1
u(z) = =5 —x + 1222 — 2® — 2* + / (x — t)u(t)dt + / (x + t)u(t)dt
0 0
Volterra-Fredholm integral denklemini seri ¢ozimiu metoduyla ¢ozuntz.

Cozim. Oncelikle
u(z) = aza”
n=0

seri acilimini soruda yerine yazarsak,

Zanx":—5—x+12x2—x3—x4+/ <($—7§)Zant”> dt
n=0 0 n=0
1 00
+/ ((a: +1)> ant"> dt
0 n=0

bulunur ve esitligin sag tarafindaki integraller ¢oziliip her iki taraftaki ayni de-

receli terimlerin katsayilar1 belirlenir

1 1 1 1 1
a0+a1x+a2x2+a3$3+---=—5+§a0+§a1+1a2+5a3+fa4

6
1 1 1 1
+ —1+a0+§a1+§a2+1a3+ga4 x

1 2 1 3
+ 12+§a0 7+ —1+6a1 T

f(o1e 4+
12@2 T
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ve katsayilar egitlenirse
ag = O, ay = 6,
as=12,a3=a4=a5=---=0
bulunur. Denklemde yerine yazildiginda da

u(z) = 62 + 1222

¢ozumi elde edilir. O

7.0.2 Adomian Ayristirma Metodu

Adomian ayrigtirma metodunu daha 6nce Fredholm ve Volterra integral denklem-
lerin ¢oziimiinde incelemistik. Ayni ¢oztim algoritmasi Volterra-Fredholm integral

denklemlerin ¢6ziimii i¢in de kullanilmaktadir.
u(z) = ni::o un ()
esitligi ana denklemde yerine yazilirsa
iun(x) — f@)+ [ K@) (i un(t)) dt + /ab Ks(x,1) (?6 un(t)> dt

up(z) yani sifirimer bilegen, integral igareti altinda olmayan tiim terimler olarak

tanimlandigindan,

Upy1(x) = /Ox Ky (x,t)u, (t)dt + /ab Ks(z, t)u,(t)dt, n>0

olur. Buradan diger bilegenler bulunup, tiim bilegenler birbiriyle toplanarak ¢oziime

ulagilir.

Ornek 7.0.3.
u(z) = cosx —sinx — 2+ / u(t)dt — / (x — t)u(t)dt
0 0
Volterra-Fredholm integral denklemini degistirilmis Adomian ayristirma metodu

kullanarak ¢ozindiz.
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Cozum.

up(z) = cosz,
up(x) = —sinx — 2+ /x uo(t)dt — /ﬂ(x — t)up(t)dt
0 0
= —sinx — 2 +/ costdt — /W(SE —t) costdt
0 0

= —sinx—2+sinz+2=20

bu durumda geriye kalan tiim bilegsenler de 0 olacagi i¢in tam ¢oziim,
u(z) = cosx

olarak bulunur. O

7.1 Karisik Volterra-Fredholm integral Denklem-
ler

f(x) ve K(z,t) analitik fonksiyonlar olmak tizere

+// (r, t)u(t)dtdr

formunda denklemlerdir.

7.1.1 Seri Coziimi Metodu

+// (r, tyu(t)dtdr

denkleminde u(x) analitik, her mertebeden tiirevlenebilir bir fonksiyon ve T'(f(z))

fonksiyonu f(x) fonksiyonunun Taylor acilimi
= Z anx”
n=0
olmak tizere yerine yazilirsa,
f: k_ k
apr” = )+ / / (Z ait ) dtdr
k=0
ve esit olarak
z b
ap + a1 + agx® + - - - :T(f(x))+/ / K(r,t) (ag + art + ast> + - - - ) dtdr
0 Ja
bulunur ve buradan ayni dereceli terimlerin katsayilari egitlenirse, ¢oziime ulasilir.
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Ornek 7.1.1.
17 9 z rl
u(z) = 1lz + 5% +/ / (r — t)u(t)dtdr
0 Jo

karisik Volterra-Fredholm integral denklemini Taylor seri ¢ozumi metodu kulla-

narak ¢ozuniz.

Cézim. Oncelikle denklemde,

o
u(z) =Y a,a"
n=0

seri acilimini yerine yazarsak

> 17 z ol >
Y apa" =1lo+ —2* + / / <(7“ —t)) ant”> dtdr
n=0 2 0 J0 n=0
olur ve burada sag taraftaki integraller ¢oziiliip ayni dereceli terimlerin katsayilari

esitlenirse
apg = O, ay = 6,
a2:12,a3:a4:a5:---20
bulunur ve buradan tam ¢oziim

u(z) = 6z + 1227

olarak belirlenir. O

7.1.2 Adomian Ayristirma Metodu

u(z) = i ()

esitligi ana denklemde yerine yazilirsa

gun(aﬁ) = f(z) + /0 /ab Kr,t) (gun(t)> dtdr

up(z) yani sifiriner bilegen, integral igareti altinda olmayan tiim terimler olarak

tanimlandigindan,
ug(x) = f(x),
z b
Upi1(z) = / / K, t)yu,(t)dtdr, n >0
0 Ja

olur. Buradan diger bilegenler bulunup, tiim bilesenler birbiriyle toplanarak ¢oztime

ulagilir.
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Ornek 7.1.2.
1 x 1
u(z) = ve® — ~a? ~|—/ / ru(t)dtdr
2 0o Jo

karisik Volterra-Fredholm integral denklemini Adomian ayristirma metoduyla ¢oziniz.

Cozim.
. 1 9 z rl
u(z) = xe® — =z +/ / ru(t)dtdr
2 0o Jo
denklemde integral igareti altinda olmayan tiim terimler ug(z) olarak tammlandigindan

1
up(x) = ze® — fo

Upy1 (T //ruk t)ydtdr, k>0

buradan
1
up(x) = ze® — ixQ,
/ y / 1 (t)dtd > 2
- ru res—x
o Jo o ° 12
= /x /1 ruq (t)dtdr = ixQ
T o Jo 72
1 t)dtd >
/(; /0 TUQ T = @x
bulunur ve
1, 5 5 1
—xe® — it a2 (14—
ulz) = we’ = 5u7 4 5w < T >
., 1o, 5, 1
B RIRT (1—(1)
1 1
= zxe’ — §x2 + §x2 = xe”
¢ozimi bulunur. [
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BOLUM 8

Volterra-Fredholm integro-Diferansiyel

Denklemler

Bu denklemlerin iki tiirii vardur. Ilki ayn1 isimli Volterra-Fredholm integro-diferansiyel

denklemler

u® (@) = f(z) + A /O " K (2, Dult)dt + A / Ko, tyut)dt,

ve ikincisi karigik Volterra-Fredholm integro-diferansiyel denklemler,

u® () = F(z)+ A /O ’ / " K (r, u(t)dtdr

dir.

8.1 Volterra-Fredholm integro-Diferansiyel Denk-

lemler

8.1.1 Seri Cozumu Metodu

x b
d(x) = f(a) + M\ / Ky (2, )u(t)dt + Ao / Koz, t)u(t)dt
0 a
denkleminde u(x) analitik, her mertebeden tiirevlenebilir bir fonksiyon ve T'( f(z))

fonksiyonu f(x) fonksiyonunun Taylor agilim

o
u(z) =Y a,z"
n=0

olmak ftizere yerine yazilirsa,

(5:0 a,@") v =T(f(x))+ /Ox Ky (z,t) (g aktk> dt + /ab Ky(z,t) (g% aktk> dt
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ve esit olarak
(a0 + a1 + azz® + - ) = T(f(x))

_'_/0 Kl(l’,t)(ao + a1t + a2t2 + ... )dt

b
+/ K2($,t)(a0 + a1t + a2t2 + .. )dt

yazilabilir. Daha sonrasinda ayni dereceli terimlerin katsayilar: esitlenerek ag, aq, as, - - -

terimlerini bulunur ve boylece ¢oziime ulagilir.

Ornek 8.1.1.
T 1
W(e) = 11+ 172 = 2% =32* + [ tu(t) + [ (= t)u(t)dt, u(0) = 0
0 0
Volterra-Fredholm integro-diferansiyel denklemini seri ¢oziumi metoduyla ¢6ziiniiz.

Cozum.
o
u(z) =Y a,z"
n=0

serisi soru denkleminde yerine yazilir ve ay = 0 baslangi¢ kosulu yerine yazilirsa,

00 v x 0o
(Z nanx"> =114 17z — 22° — 3z* + / <t Z ant"> dt
n=0 0 n=0
1 00 (k)
+ / ((:13 -1 ant">
0 n=0

gerekli integraller ¢oziiliir ve ayni dereceli terimlerin katsayilar: esitlenirse,
ap =0, a1 =6, ap =12, a; =0, j >3
bulunur ve burada bulunan katsayilar seride yerine yazilirsa,
u(z) = 6x + 1227

tam ¢oziimi bulunur. O

8.2 Karisik Volterra-Fredholm integro-Diferansiyel

Denklemler

8.2.1 Dogrudan Hesaplama Y ontemi

Standart i.nci mertebe karigik Volterra-Fredholm integro-diferansiyel denklem-

lerin formu; f(x), K(r,t) analitik fonksiyonlar ve u®(z) = fil;zf olmak iizere
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agsagidaki gibidir:
. x b
u@@y:ﬂ@+x/'/zqnwmwﬁm. (8.1)
0 a

Bu metodun kullanilmasi i¢in en 6nemli faktor ¢ekirdek fonksiyonun ayristirilabilir
cekirdek,
K(r,t) = g(r)h(t) (8.2)

veya fark cekirdegi
K(r,t) = K(r—t)=g(r) — h(t) (8.3)

olmasidir. Bu durumda ¢6ziim igin (8.2) veya (8.3), (8.1) denkleminde
b b
a:/u@ﬁ,ﬁ:/h@mmm

olmak ftizere yerine yazilirsa,

u@) = f(a) + [ Bg(r)ar

veya
u(2) = f(@)+ [ (ag(r) — B)dr
denklemleri elde edilir béylece u(x) bilinmeyen fonksiyonu ¢ kere 0 dan z e integre

edilir ve «v ile 3 sabitleri kullanilirsa, tam ¢oziim elde edilir. Bu yontemin bir diger

ozelligi de her zaman tam ¢oziim bulunmasidir.

Ornek 8.2.1.
1 z rl
u(r)=e"(1+x)— §x2 —|—/ / ru(t)dtdr, u(0) =0
0 Jo

karisik Volterra-Fredholm integro-diferansiyel denklemini dogrudan hesaplama yonte-

miyle ¢ozuniz.

Cozum. 1
04—/0 u(t)dt (8.4)

olmak tizere denklem yeniden yazilirsa,

1 T
u(z) =€e"(1+z)— §x2 +/ ardr, u(0)=0
0
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olur ve denklemin her iki tarafi da bir kez 0 dan x e integre edilirse,

a—1
6

u(r) = ze® + 7 (8.5)
bulunur. (8.4) de u(zx) yerine yazilirsa,

1 1
a z/ tet + £ Bar
0 6

elde edilir ve buradan
a=1

bulunur. Tam ¢6ztimi bulmak igin (8.5) esitliginde « yerine yazilirsa,

u(x) = ze®

tam ¢oztimii elde edilir. O
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BOLUM 9

Volterra integral Denklem Sistemleri

Bilinmeyen u(z), v(x) gibi fonksiyonlarin sadece integral igareti altinda yer aldig:

birinci tip,

Ol /0 (K3 (2, tyu(t) + Ky (x, t)o(t) + - ) dt,
folz) = /0 (Ko, tyu(t) + Ko, tyo(t) + - ) dt,

ve hem integral isareti altinda hem de diginda yer aldig ikinci tip,

u(a) = fula) + [ (Ko, tyult) + Ko, t)o(t) + ) .
o(t) = fola) + | " (Kolw, tyu(t) + Ko, o(t) + ) dt,

olmak tizere iki cegit Volterra integral denklem sistemi vardir.

9.1 Ikinci Tip Volterra integral Denklem Sis-

temleri

9.1.1 Adomian Ayristirma Metodu

Ornek 9.1.1.
u(x) —93——33 +/ (@ — O)2ult) + (x — t)o(t))dt,

(@) = 22 ——x +/ (& — O)ult) + (x — £)%0(t))dt
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Volterra integral denklem sistemini Adomian ayristirma metodu kullanarak ¢oziniiz.

Cozim. N N
u(z) = Z_:Oun(x)a v(z) = Z_:Ovn(x)

serilerini soruda yerine yazarsak,

u(r) =z — éx4 + /Ox <(:z: — t)zgun(t) + (z—1t) ni;ovn(t)> dt,

(@) = 2* — 112555 + /O ((x gy iun(t) 4z —t)? i_ojovn(t)> di

olur. ug(x) ve vo(z) integral isareti altinda kalmayan tiim terimler olarak tanimlanr

ve Adomian ayrigtirma metodunu takip edersek

u(z) =z — (13334,
upia(@) = /O Y = O2u(t) + (x — Dv(t))dt, k > 0,
v(z) = 2° — 112x5,

Vo (2) = /0 (@ = 02u(t) + (x — £)2vu(t))dt, k > 0.

bulunur. Bilegenleri yerine yazarsak,

1 1 1
up(x) = — 63:4, uy(z) = 6x4 — @17,
1 1 11
wla) =t = et nl) = 357 g

4

elde edilir. ug(z) ve uy(z) bilesenleri arasmda Fga?, vo(z) ve vi(x) bilegenleri

arasinda da :F%xf’ gliriiltii terimleri bulunmaktadir. Tiim bilegenlerde giiriiltii te-

rimlerini goz ardi edersek tam ¢oziim,

(u(@),v(@)) = (z,27)

olarak bulunur.

9.1.2 Laplace Doniisim Metodu

Ornek 9.1.2.
w(@) = 1— 22+ 2 + /Om((:c ~Dult) + (& — olt))dt,
(@) =1 -2 — 110:705 v Ox((m ~ Hult) — (z — tot))dt



Volterra integral denklem sistemini Laplace dontisum metodu kullanarak ¢oziniiz.
Cozim. Ky(x —t) = Ko(x — t) = x — t fark ¢ekirdekleri olmak tizere,

w(z) = 1— 2 + 2% + /Ox((a: ~ Dult) + (z — b)),

(@) =1 —a° — 110255 + /Ox((:p ~ () — (x — Do(D)dt

denklemlerinin her iki tarafina da Laplace doniigtimii uygularsak
U(z) = LA{u(x)} = E{l — 2 +x3} + L{(z—1t)*xu(x)+ (x —t) xv(x)}

V(z)=LA{v(x)} =L {1 -z - 110x5} + L{(z—t)xu(x) — (x —t) *xv(x)}

olur ve dontigtimleri yaparsak

12 6 1 1
16 12 1 1
V(s) = [ S B (s) — S*QV(S)a

ve esit olarak

52 52 s 83 47
1 1 1 6 12

1 3l
U(S) g 8747
13l
Vo) =55

egitlikleri elde edilir ve egitliklerin her iki tarafina da ters Laplace doniigtimi uy-

gularsak tam ¢oziim,
(u(z),v(x)) = (1 +2%,1 2%

olarak bulunur.
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9.2 Birinci Tip Volterra integral Denklem Sis-

temleri

9.2.1 Laplace Doniisim Metodu

Ornek 9.2.1.
Lo 1T 14 ‘
—r 4+ -+ —x" = / ((x —t — Du(t) + (x — t + D)o(t))dt,
2 2 12 0

1 1 z
Sﬁ_ﬁ+a%:/(@—t+DMﬂ+@—t—DMWﬁ
2 6 12 0

Volterra integral denklem sistemini Laplace dontsim metodu kullanarak ¢oziniz.

Cozuim.
1 1 1 z
2ﬁ+2ﬁ+1f%:4(@—t—nma+@—t+nmmﬁ,
2ﬁ—éﬁ+éﬁ:é?u—mqm@+@—t—mﬁmu

denklemlerinin her iki tarafina da Laplace doniisiimii uygularsak

E{;x2+;x3+112x4}zﬁ{(x—t—1)*u(x)+(x—t+1)*v(x)},
£{2x2—ém3+112x4}zﬁ{(x—t+1)*u(m)+(x—t—1)*v(m)}

olur ve dontigtimleri yaparsak,

L D (v =S 2
<1 1> <S i) 51 3 2

s2 s st §87

<1+i>w@+<;—1>w@=3-1+2

52 s s3 st $
elde edilir ve bu iki bilinmeyenli denklem sistemini ¢ozersek,

1 1 1 2
U(s) = -+ V(s)=g+§

s s
egitlikleri elde edilir ve egitliklerin her iki tarafina da ters Laplace doniigtimi uy-

gularsak tam ¢oziim,

(u(z),v(x)) = (1 + 2,1+ 2?)

olarak bulunur. O
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9.3 Volterra integro-Diferansiyel Denklem Sis-

temleri

9.3.1 Laplace Doniisim Metodu

Ornek 9.3.1.

V() = =32 — 110x5 + ; ((x —t)u(t) — (z — t)v(t))dt, v(0)=1

Volterra integro-diferansiyel denklem sistemini Laplace donisim metodu kullana-

rak ¢ozuniz.
Coziim. Ky(v —t) = Ky(z —t) = x — t fark gekirdekleri oldugu ve
LA{f' ()} = sL{f(z)} = f(0),
L{f"(x)} = s"L{f(x)} — sf(0) — £(0),
L{f"(2)} = s’L{f(2)} = s*f(0) = sf'(0) — f"(0)
esitlikleri goz ontinde bulundurularak,
() = 22% + /O (= Dult) + (x — Do(t)dt, u(0) =1,
(x) = —3a7 — 110955 v /Ogc((x ~ Hu(t) = (x — Du(D)dt, v(0) =1
denklemlerinde Laplace dontigiimi yaparsak,

LA{u(x)} =L {2382} +L{(x —t)xu(t)+ (x —t) xv(t)},

LAV ()} =L {—3332 - 110335} +L{(x—t)xut)— (x —t)xv(t)}

olur ve dontigiimleri yaparsak,

1 1 4
<S—52> U(S)—S?V(S):l—i—?,
1 1 6 12



esitlikleri elde edilir ve esitliklerin her iki tarafina da ters Laplace dontigiimii uy-

gularsak tam coziim,
(u(z),v(z)) = (1 +2°,1 - 2%

olarak bulunur. O
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BoLuMm 10

Fredholm integral Denklem Sistemleri

Bilinmeyen u(x), v(z) gibi fonksiyonlarin sadece integral isareti altinda yer aldig
birinci tip,
b —
fi@) = [ (K (e, tult) + Ko, t)ot) + -+ ) dt,

fo(z) = /ab (Kg(x,t)u(t) + Ko(z, t)v(t) + - - ) dt,

ve bilinmeyen wu(z), v(z) gibi fonksiyonlarin hem integral igareti altinda hem

de diginda yer aldig: ikinci tip,

w(@) = fi(e) + / (K, tyult) + Balae, olt) +--- ) dt.

b —_
v(t) = fax) +/ (Ka(z, tyu(t) + Ka(z, t)v(t) + - -+ ) dt,
olmak ftizere iki ¢esit Fredholm integral denklem sistemi vardir.

10.1 Fredholm integral Denklem Sistemleri

10.1.1 Adomian Ayristirma Metodu

Ornek 10.1.1.
uw(z) =sinx — 2 — 2z — 7r + /ﬂ((l + at)u(t) + (1 — xt)v(t))dt,
0

v(x) =cosx — 2 —2x + mx + /Oﬁ((l —xt)u(t) — (1 + xt)v(t))dt
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Fredholm integral denklem sistemini Adomian ayristirma metodu kullanarak ¢oziniz.

Cozim.
u(z) = Z:()un(x), v(x) = Z:()vn(x), n>0

serilerini soruda yerine yazarsak,

i up(x) =sine — 2 — 2z — wx + /(: ((1 + xt) i Uy (t) + (1 — at) i vn(t)> dt,

i_o:ovn(x) =cosx —2—2x+7mr+ /07r ((1 — xt) iun(t) — (14 zt) ij‘;vn(t)> dt

olur. Bu soru igin degistirilmis Adomian ayrigtirma metodunu takip edersek,
up(z) = sinx — 2,
vo(x) = cosx — 2,
u s D o 4 /;((1 + at)uo(t) + (1 — at)ve(t))dt,
v(z) = —2x +7x + /Oﬂ((l — xt)up(t) — (1 + xt)vo(t))dt,
wpsr (T) = /0”((1 + ot)un(®) + (1 — at)ve(t))dt, k> 1,
Ve )= /0“((1 ~ atyug(t) — (1 + at)op(t))dt, k> 1
bulunur. Bilegenleri yerine yazarsak,
up(z) =sinxe — 2, wy(r) =2 —4m,
vo(z) = cosx — 2, wv(r) =2+ 2n%x
elde edilir. ug(x) ve wui(x) bilegenleri arasinda F2, vg(x) ve wvy(x) bilegenleri

arasinda da F2 giiriiltii terimleei bulunmaktadir. Tiim bilegsenlerde giirtiltii te-

rimlerini goz ardi edersek tam ¢oziim,
(u(z),v(x)) = (sinz, cosx)

olarak bulunur. O

10.1.2 Dogrudan Hesaplama Yontemi

Ornek 10.1.2.
u(x) =sinz + cosx — 4o + / (xu(t) + zov(t))dt,
0

v(x) =sinx — cosz + /Oﬂ(u(t) —v(t))dt
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Fredholm integral denklem sistemini dogrudan hesaplama metodu kullanarak ¢oziniiz.

Cozum.
o= /Oﬂ(u(t) o()dt, 8= /Oﬂ(u(t) —u(b)dt (10.1)
olmak tizere
u(x) =sinx + cosz + (o — 4)x, 102)

v(z) =sinx —cosz + 3

seklinde yeniden yazarsak ve a ve § bulmak i¢in (10.2) esitliklerinden yararlana-
rak (10.1) integrallerini ¢ozersek,

2
a:(4—27r2)+?a+7r5,
2
ﬁ:—2ﬂ'2+%04—71'ﬁ

denklem sistemi elde edilir ve bu sistem ¢oziildiigiinde

bulunur. Bulunan « ve § degerleri (10.1) esitliklerinde yerine yazildiginda,
(u(z),v(z)) = (sinx + cosz,sinz — cos )

tam ¢oziimi elde edilir. O

10.2 Fredholm integro-Diferansiyel Denklem Sis-

temleri

10.2.1 Dogrudan Hesaplama Metodu

Ornek 10.2.1.
() = sing + weosz + (2 — 72) + /Ow(tu(t) —o($))dt, u(0) =0,
o(2) = cos T — zsing — 37 + /Oﬂ(u(t) ~to(t))dt,  v(0) =0

Fredholm integro-diferansiyel denklem sistemini dogrudan hesaplama metodu kul-

lanarak coziiniz.
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Cozim.
a= /0 “(tult) — o()dt, B = /0 "(ult) — to(t))dt (10.3)
olmak iizere
u'(z) =sinz + xcosz + (2 — 7 + a), (10.4)
V'(x) = cosx — xsinz + (8 — 3m)

yeniden yazilir ve (10.4) esitliklerinin her iki tarafin1 da 0’dan z’e integre edersek,

u(z) = xsinz + (2 — 7 + a),
(10.5)
v(x) =xzcosx + (f — 3m)x

esitlikleri elde edilir. @ ve 8 bulmak i¢in (10.5) esitliklerinden yararlanarak (10.3)
integrallerini ¢ozersek,

a=7m2-2, B=3n

bulunur. Bulunan « ve § degerleri (10.5) esitliklerinde yerine yazildiginda,
(u(z),v(x)) = (xsinz, x cos )

tam ¢oziimii elde edilir. [
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