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Riemann, kompleks cebirsel egrilerin kesirli otomorfizmlerinin olugturdugu
gruplarla, bu cebirsel efrilerin belirledigi kompakt Riemann yiizeylerin kesirsel
otomorfizmlerinin olusturduu gruplarin aym oldugunu gosterdi. Daha sonra
Macbeath ve Accola bu otomorfizm gruplaninin yapilarini belirten bir kisim ozellikler
elde ettiler. Bu sonuglar, otomorfizm gruplan iizerindeki galigmalarin yogunlagmasina
sebep oldu.

Riemann yiizeyleri, iizerlerinde analitik yapilar bulunan, yonlendirilebilir
kenarsiz yiizeylerdir. Ancak yonlendirilemez ve kenarli yiizeyler dikkate alindifinda,
bunlann tizerine dianalitik yapilar koymak gerekmektedir. Bu yapida analitik ve ters-
analitik donugimler vardir. Bu yiizeylere Klein yiizeyler adi verilmigtir. Boylece
Riemann yiizeyleri bu yiizeylerin dzel hali olmuslardir.

Bu tezde Klein yiizeylerin otomorfizm gruplan incelendi. Genel teori
verildikten sonra bu konudaki literatiirii olugturan galigmalardan bir kisim onemli
teoremler segildi ve bunlarin ispatlan anlasilir bigimde verildi.

Tez ii¢ boliimden olusmaktadir. Birinci bolimde Klein yiizeyler ve bunlann
ortme yiizeyleri tamimlandi. Klein yiizeyler ve otomorfizm gruplarla ilgileri nedeniyle
NEC-gruplar ve boliim uzaylan ile ilgili bir kisim temel sonuglara yer verildi.

Ikinci bélimde otomorfizm gruplarinin temel ozellikleri belirtildi. Ozellikle
Hurwitz gruplan ile ilgili temel teoremler aynintili bigimde yazild.

Ugiincii bolimde PSL(2,q) gruplan ve Hurwitz gruplan arasindaki ilgiyi
belirten bazi teoremlerin ispatlant ayrintili bigimde yazild.

Anahtar Kelimeler: Klein yizey, Riemann yiizeyi, ortme yiizeyi, NEC-grup,
otomorfizm, cins, dallanma indeksi.
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Automorphism Groups of Klein Surfaces
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Riemann showed that the groups of fractional automorphisms of complex
algebraic curves are the same with the groups of fractional automorphisms of compact
Riemann surfaces determined by these algebraic curves. Later on Macbeath and
Accola obtained some properties determining the structure of these autumorphism
groups. These results caused an increase on the search of these automorphism groups.

Riemann surfaces are orientable surfaces without boundary with an analytical
structure on them. When non-orientable surfaces with boundary are considered, it is
necessary to put on them dianalytic structures. In this structure there exist analytical
and anti-analytical transformations. These kind of surfaces are called Klein(ian)
surfaces. It should be noted that Riemann surfaces are a special case of them.

In this thesis automorphism groups of Klein surfaces are studied. After the
general theory is given, some important theorems in the literature are recalled and
explicit proofs are given.

The thesis consists of three chapters. In the first chapter Klein surfaces and
their covering surfaces are defined. Also some fundamental results concerning NEC-
groups and quotient spaces are given because of their close relation with Klein surfaces
and automorphism groups.

In the second chapter fundamental properties of automorphism groups are
given. Particularly, main theorems related to Hurwitz groups are recalled in detail.

In the third chapter, proofs of some theorems giving the relation between
PSL(2,q) groups and Hurwitz groups are given. Finally some boundary problems for
the order of automorphism groups in relation with ramification index are given and
proven.

Key Words: Klein surface, Riemann surface, covering surface, NEC-group,
automorphism, genus, ramification index.
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ONSOZ
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BOLUM 1
KLEIN YUZEYLER, AYRIK GRUPLAR ve BOLUM UZAYLARI

Bu bolimde Klein yizeyler tamimlanacak, érnekler verilecek ve Klein
yuzeylerle ilgileri nedeniyle NEC-gruplaninin temel 6zellikleri belirtilecek. Daha sonra
da Klein yiizeylerin birer boliim uzay olarak temsil edilebilecegi gosterilecektir.

1.1 Klein Yiizeyler

Bu caligmanin amaci Klein yiizeylerin otomorfizm gruplanni incelemektir.
Bunun i¢in bu kesimde 6nce bu yiizeylerin temel 6zellikleri belirtilecektir. Daha sonra
da Klein yiizeylerin otomorfizm gruplanm incelemek igin gerekli olan iki-yaprakh
kompleks ortii(complex double) tanimlanacaktir. Bu ortii yiizeyi yardimyla klasik
Riemann yiizeyleri kuraminda otomorfizm gruplan ile ilgili olarak bilinen sonuglar,
herhangi bir Klein yiizeyin otomorfizm gruplarini incelemek igin kullamlacaktir.

1.1.1 Tanmm: Bir £ A—C, f=u+iv fonksiyonu verilsin.

. of 1 . . _
a) Eger, Pt E[u" +iug +iv, —vy]— 0

ise f fonksiyonu A iizerinde analitiktir denir.

b) Eger, G
oz
ise f, A iizerinde ters(anti) analitiktir denir.

c) Eger, f nin A nin herbir bilegenine kisitlanmigi analitik ya da ters analitik ise,
f, A da dianalitiktir denir. [1,2]

= -21-[ux —iuy +iv, +vy]= 0

1.1.2 Sonug:

a) f analitik <>f ters analitik

b) C nin baglantih bir altkiimesinde aymi anda analitik ve ters analitik olan bir
fonksiyon sabittir.



PRC
c) A—->BcC ve g:B—C dianalitiklerse, gf: A—C dianalitiktir. s ::,_ eily }.; ‘ ‘-"J_..‘-'
d) Bir f=utiv fonksiyonu verilsin. f nin analitik olmas: halinde e=1 ve tersanahuk o

olmasi halinde e=-1 olmak iizere;

u . . " .
* Yi=e(u?+v2) olur. Bu gosteriyor ki, analitik fonksiyon yon korur. Ters

Vi Vy

analitik fonksiyon yon degistirir. [1,2]

az+b

Ornegin; a, b, ¢, d R, c20, A=C-{-d/c} olmak iizere A—C, f(z) = a1
cz

analitik, T:A—C, F(2) = 2% +b ters analitiktir.
cz+d

1.1.3 Tamm: (a) S baglantih bir Hausdorff uzay1 olsun. Bir ‘U,={(Ui,<l>i)}i g ailesi

asagidaki kosullan gergekliyorsa S uzay: | topolojik atlas yapisina sahip bir kenarh

yiizeydir(2-boyutlu kenarh manifoldtur) denir.
1) Herbir U; = S agiktir ve LGJI U; =8 dir.
2) Herbir A;,C yada H de agik olmak iizere $;:U; > A, bir

homeomorfizmadir. Goriiliiyor ki yiizey yerel olarak C-diizlemi ile aym topolojik
yapiya sahiptir. S kenarli yiizeyinin JS ile gosterilen kenan

a8 =1{p eSf3i eL, p €Uj, 4,(p) €R ve §,(U;) H da agik, fakat C de agik degil
bigiminde belirtilen kiimedir.

(b) Herbir (U;,¢;) ye pafta denir. Eger ¢;(U;)c H, (H={ze CImz > 0})ise bu
pafiaya pozitif pafta denir.

(c) U topolojik atlasin, gegigme fonksiyonlan,

by = b; ,711¢j(Ui N Uj) - ¢i(Ui ﬁUj)

bi¢iminde tanimlanan ¢; homeomorfizmalandir.

(d) Bir yiizey topolojik uzay olarak kompakt ise buna kompakt yiizey(kapah yiizey)
denir. Kompakt olmayan yiizeylere agik yiizey denir.

Bu tezde aksi soylenmedikge dikkate alinan yiizeyler kompakt yiizeyler olarak
varsayilacaktir.[1,3]



fonksiyonlar dianalitiklerse(analitik iseler) 7/ bir dianalitik(analitik) atlastir denir.

() Y ve Y , S iizerinde iki dianalitik (analitik) atlas olsunlar. Eger Y v i,

S tizerinde dianalitik (analitik) ise ] ile {/ dianalitik(analitik) denktirler denir.

(c) S uizerinde bir dianalitik (analitik) yapi diye S tizerindeki bir dianalitik (analitik)
atlasin denklik sinifina denir.

(d) S yiizeyi lizerinde bir {/ dianalitik atlasinin(denklik smnifinin temsilcisi)

bulundugunu varsayalim. Bu durumda S ye bir Klein yiizey denir. [1]

Omek: S=C, "lfl = {(C,d)l(z) =z)}, 'U;2 = {(C, 0,(z) = 2)}, 7{3 = {(C, ¢|),(C,¢2)}

olsun. Burada birinci ve ikinci S=C de analitik iigiincii ise dianalitik(analitik olmayan)
atlaslardir. Dikkat edilirse birinci ve ikinci dianalitik olarak denktirler.

1.1.5 Uyarn: 1) Bir klasik Riemann yiizeyi kenan olmayan, yonlendirilebilir bir Klein
yiizeyi olarak disiiniilebilir. Béyle bir durumda { nin analitik oldugu asikardir.

Uzerindeki atlas yapisina bagh olarak yonlendirilemez Klein yiizey, kenarh ve kenarsiz
Klein yiizey adlandirmalan yaptlir.

1.1.6 Uyan: § yiizeyinin yonlendirilebilir olmas: gergel 2-manifoldlarda oldugu gibi
tamimlamir. (Tabii bu durumda C yi R? ile 6zdeg aliyoruz.)

C, bir S manifoldunda herhangi kapah egri olsun. C iizerinde belli bir A
noktasindan baglayarak, belli bir yonde C iizerinde dolandiktan sonra A ya
gelindiginde baglangig yoniinde olunursa, C yon koruyan egridir, denir. Aksi halde,
yon degistiren egri denir.

R? de her kapals egri yon koruyandir. Fakat,

X= {(x, y)e Rzl -20<x<20, -2<y<2 }seridinin kenarlan -2<y<2 igin (20,y)

noktasi, (-20,-y) ile 6zdeslenerek elde edilen béliim uzayina S Mobiiis seridi denir. Bu
seritte Oyle kapah egriler vardir ki yon korumazlar.



Bir S baglantli 2-manifoldunda her kapali egri yon koruyoﬁia; S
yonlendirilebilir manifoldtur, denir. Enaz bir tane yon degistiren kapah egri varsa, §“*
yonlendirilemez manifoldtur, denir.[4]

1.1.7 Ornek: DBH={zeC] Imz>0} ve D={z ed |7 <1} kenarsiz, agk ve

yonlendirilebilir birer Klein yiizeyidirler.  Yani birer Riemann yiizeyidirler.
Uzerlerindeki analitik yapi ise sirastyla,

y:l = {(Ul =H,$, = Idn)}, 713 = {(Uz =D,¢, = IdD)} dir.

2) H= {z € C[ Imz> 0}, C=Cu{w} ve A=ﬁu{oo} kiimeleri sirasiyla iizerlerindeki

~ ~

u1={(U1 =H, ¢, = Idﬁ)} : ‘U,z={(ul =C, U, =C-B(0,1), ¢, =Id¢,d, = %)}

U, ={[ U = H, U, =A-B(0,1), ¢ =Idg, ¢, = —1—)} yapilariyla  birer  Klein
S Z E

~

yiizeydirler. Burada sirayla kenarlann 6H=R, 6C =@, A =Ru{w} oldugu ve
tumiiniinde kompakt (kapal1), yonlendirilebilir Klein yiizey olduklan goriilmektedir.

3) C zerinde = {(C,¢1),(C,¢2)} ve §,(z) =z, ¢,(z)=Z olarak alinirsa,C

yonlendirilemez bir Klein yiizey olur.
4) Mobiiis seridi, yonlendirilemez bir Klein yiizey olur.[1,5,6]

1.1.8 Tanim: S bir Klein yiizeyi ve g, S den R ye ya da C ye siirekli bir fonksiyon
olsun. Eger herbir U, igin, (glui)"d’i_ !, C"-smifindan bir fonksiyonsa g, S de,

yapisina gore, C"-sinifindandir, denir.[1]

1.1.9 Uyan: {} ={(Vk,\uk)k eK} S uizerinde { ya denk olan bir bagka atlas ise ¢ o ;"

gecisme fonksiyonlant C”-sinifindan olduklarindan 1.1.8 de verilen tanim {/ nun

segiminden bagimsizdir. Dolaystyla Klein yiizeylerde C"- fonksiyonlar ¢ahsilabilir.



1.1.10 Tamim: g, S izerinde C>-simfindan olsun. Eger herbir (g|U.)o¢i'1 haI‘IIIOmlS ‘

ise g fonksiyonu, S Klein yiizeyinde, ]| ya goére, harmoniktir denir.

Yukandaki 1.1.9 a benzer uyan burada da gegerlidir.

. 1.1,11 Tamim: g:S—C siirekli karmagtk fonksiyon olsun. Eger herbir (gIU')od:i“
1

analitikse g, S iizerinde (| ya gore analitiktir denir.

1.1.9 dakine benzer uyarn burada da gegerlidir.

1.1.12 Ornek: C nin iizerinde Y={(U, = C, U, =C, ¢,(2) = z,6,(2) = Z)} dianalitik

yapisinin bulundugunu varsayalim. C bir Klein ytizey olur.
g=z fonksiyonu dikkate alinirsa bunun C de analitik olmadig goriliir. Ciinkii;
go ¢," analitik, go ¢, tersanalitik olur. Halbuki, C iizerinde

Uy = {(u,=c, 4(2)=2)}, U,= {(U,=cC, ¢,(2)=2 )} yapilan dikkate alinirsa g, U,

~

e gore analitik, fakat U, e gore analitik degildir .

1.1.13 Uyarn: 1) Bir S Klein yiizeyi iizerinde bir meromorf fonksiyon tanimlamak igin
C deki F(a+ib)=a-ib karmagik eslenik kavramini F(w)=c0 alarak genisletmek gerekir.
Boylece sifir ve gergel eksen bu eslenik dontisiimiin yani F nin sabit noktalan kiimesini
olustururlar.

2) Bilinen tammu ile yonlendirilemez Klein yiizeyler iizerinde meromorf fonksi-

yonlar sabit olacaklanndan meromorf fonksiyon tanimimi agagidaki gekilde, bir
anlamda, genellestirecegiz.

1.1.14 Tamim: S iizerinde bir {/ yapist bulunsun. S iizerinde bir f‘u meromorf fonksi-

yonu diye agagidaki kosullan gergekleyen (fi)i o fonksiyonlar ailesine denir.

(i) f, ler, U; leri C igine oyle resmederler ki her bir f o', ¢;(U;) iizerinde
meromorftur ve ﬂ(as s Ui) cRu {oo} gergeklenir.

(ii)) U, nU, nin bir V baglantili altkiimesi igin,



fily 1¢i¢il|¢k(V) analitik
f_klv 3¢a¢{'|¢k(V) tersanalitik

i lv
olur.[6]

1.1.15 Ornek: S yonlendirilemez bir Klein yiizeyi olsun. a,beR, b0 olmak tizere

fi=o=a+ib ise fu = (fj)jd S iizerinde { ya gore bir meromorf fonksiyon degildir.

~

Cunki, U;~U, min dyle bir bos olmayan baglantih V kiimesi vardir ki, ¢jo¢;‘,

d)k(V) tizerinde tersanalitiktir. Bu nedenle de a, o olmak zorundadir. Bu ise b=0

alindifinda olanaksizdir. Ancak, f;=a alinrsa, fu S tzerinde {[ ya gore bir

~

meromorf fonksiyondur.[1]

1.1.16 Onerme: S yiizeyi verilsin. K(S), g(S) ve %x(S) bu S yiizeyinin sirastyla 0S
stirinin bilesen sayismi, topolojik cinsini ve de Euler karakteristigini (x(S); S de

yapilan iggenlemeden kose sayisi ile yiiz sayisinin toplamindan kenar sayismin
¢ikanimasi ile elde edilen sayidir.) géstermek iizere;

g=g(S) = %(2 —%(S)-K(S)) : S yonlendirilebilir

2-x(5)-K(S) : S yonlendirilemez

gergeklenir. Yiizeyin cebirsel cinsini p ile gosterelim. Bu durumda;

_J28+k-1 ; S yonlendirilebilir kenarli
p= g+tk-1 ; §yonlendirilemez kenarh
dir. Ornegin; kiire de p=g=0, tor da p=g=1, Mobiiis geridin de g=p=0 olur.[1,4,6]

1.1.17 Tamm: a) Bir S yiizeyinin 6rtme yiizeyi diye, S bir yiizey ve p:§ — Siizerine
doniigiimii asagidaki ozellii saglayan siirekli bir fonksiyon olmak iizere, (S, p)giftine
denir.

i) VseS, p!(U)nun her baglantih V bileseni p ile U iizerine homeomorf olarak
resmedilen ve D agik diskine homeomorf olan bir agtk U komsguluguna sahiptir.
Buradaki p ye 6rtme donisiimii, U ve V ye de basit (elemanter) komsuluklar denir.
Eger bir § €S noktasinin p Iy birebir olacak bigimde bir V komgulugu yoksa § ya bir

6



. . . . ";\f b SN .
dal (ramification) noktasi denir. Hi¢ dal noktasi olmayan donisime dallahméinmg: ’/,w
i
(unramified) tir denir.

b) Eger herbir s€S noktasmmn, p~'(U) nun herbir baglanth V bilegeni ve belli n>1
icin gep=m,oy ve ¢:U— D, y:V — D déniisiimleri birer homeomorfizma olacak
bigimde bir U komsulugu bulunabilirse, p 6rtme doéniigiimiine dallanmig (branched,
ramified) 6rtme denir. (Burada, n,:D — D, z— z" eklinde bir déniigiimdiir.)

c) seS igin p~'(s)ye, S iizerine lif (fiber) denir. ‘ p“'(s)l yerel olarak sabittir. Yani,

VseU igin, ip"(s)|=n (sabit) dir. Bu n sayisina, 6rtmenin yaprak sayisi denir. Dikkat
edilirse; n, p~'(U) nun baglantih bilegen sayisidir.(n= olabilir.)

d) S nin bir (S,p) 6rtme ytizeyi verilsin. Eger bir g:S —S homeomorfizmasi peg=p
ozelliginde ise g ye (S,p) nin bir 6rtme transformasyonu denir. Dikkat edilirse; g her
p~*(s) lifini kendi iizerine resmediyor. G = {gl g:5 — § ortme transformasyonu }
bilegim altinda bir grup olusturur. G ye 6rtme transformasyonlan grubu denir.

e) G, (S,p) nin ortme transformasyonlan grubu olmak iizere, VseS icin p~'(s)
iizerinde G transitive(gegisli) hareket ederse, yani §, §,ep™'(s) igin g(§,) = §, olacak
bigimde bir geG varsa § ya regiiler 6rtme yiizeyi denir.[5]

" 1.1.18 Teorem: Her S yiizeyinin basit baglantili bir S 6rtme yiizeyi vardir.

Ispat: x, €S alaim ve x€S igin n(x,,x), X, noktasindan x noktasina giden egrilerin
homotopi simfimn kimesini gostersin.  Simdi, S={(x,a):x €S, a en(xo,x)}

kiimesini ve p: S8, p(x,0)=x seklinde tanimh fonksiyonu dikkate alalm. § yi
istenen ozellikte 6rtme uzay: yapacagz.

(x,0)eS ve UcS, x in basit baglantih agik komsulugu olmak iizere, [U,a}<S
altkiimesini yu gekilde olusturacagiz. u, x, dan x e giden ve a=cl(u) seklinde olan bir

egri, vise x den y ye giden ve tamamen U iginde bulunan bir egri olmak iizere;

[U,a]={(y,B)| yeU, B=cl(u.v)} seklinde tanimliyoruz. Dikkat edilirse; U basit

baglantih oldugundan, B v egrisinin segiminden bagimsizdir. (B={[U,a]} ailesini

alahm. Bu aile, S iizerinde, oyle bir topolojinin tabamidir ki, S istenen ozellikleri
gergekler. [5]

1.1.19 Tamm: Bir S yiizeyinin basit baglantih (S,p) értme ylizeyine S nin iiniversal
ortme yiizeyi denir.



1.1.20 Sonug: S tniversal 6rtme yiizeyi bir tektir. Yani, S nin bir baska (sl,q)
iiniversal ortme yiizeyi varsa, f:§ — §,, p=qef olacak sekilde bir f homeomorfizmast

vardir,

1.1.21 Ornek: 1) Eger S=C/Q ise S = C alinabilir.
2) Eger S=C\{0} ise S=C ve p:C—>C\{0}, p(x)=¢" almabilir.
3) Eger S basit baglantiliise S=S§ ve p=1d:§ — S alinabilir.

1.1.22 Sonu¢: S Riemann yiizeyinin, S tiniversal &rtme ylizeyi bir regular 6rtme
yuzeyidir.[7]

1.1.23 Teorem: Her basit baglantih Riemann yiizeyi C,,C ya da H ye konform
denktir.[7,8]

1.1.24 Teorem: S, S oértme yiizeyine sahip bir Riemann yiizeyi ise S iizerinde,
p:S —$ analitik(holomorfik) olacak bigimde bir tek kompleks yapi(Riemann yiizeyi
yapist) vardir.

ispat: ‘U,={(U,¢)} . S uzerindeki kompleks yap: olsun. S iizerindeki V elemanter

komguluklan 6yle kiigiik segelim ki, p:V—U bir homeomorfizma olsun. Bu durumda,

¥ ={(V.0°p)}, § iizerinde istenen ozellikte bir analitik atlastir. Cinki, (V..0,°p)

e (Vj,q)j o p), VinV;#0 seklinde iki pafta ise (¢j o p)o(q,i ° p)" =¢; o ;!
koordinat gegigme fonksiyonu analitiktir. Diger yandan, p tarafindan indirgenen yerel

koordinatlann transformasyonu ¢ opo(do p)_1 =1d dir ve dolayisiyla analitiktir. Bu
nedenle p de analitik(holomorfik)tir.{7]

1.1.25 Tamm: §,,S, herhangi Klein yiizeyler olmak uzere, bir f:S;— S, siirekli
doniigiimii alam. f(0S;) = 0S, oluyorsa ve asagidaki diyagram uyumlu olacak
bigimde her s€S, igin sirasiyla s ve f(s) de, (U,¢), (V,y) dianalitik paftalan ve ¢(U)
uizerinde analitik bir F fonksiyonu bulunabiliyorsa, f bir morfizmdir.



Uy—>~_L v

¢ ", yof =@oFo¢. Burada, (p:C—-)ﬁ,

H _£>C_(P_> H (p(x+ly)=x+1|y| dir ve buna katlama(folding )
fonksiyonu denir.[1,3]

1.1.26 Uyar: 1) Dikkat edilirse, 0S, = & oldugunda, yukandaki diyagram;
y-L
o I\v
c-t¢
haline gelir.
2) Eger F tersanalitik ise ¢ yerine, ¢ alinir., boylece de F analitik ve f yine bir
morfizmdir.

3) g X > Y sabit olmayan bir morfizm ve x € X olsun. x ve g(x) noktalarinda
strastyla, ¢(x) = 0= y(g(x)), gU)cV ve

vy oo (F4°) :g(x) €dY
g, =

v le(F9%)  g(x)eY
ozelliginde, (U,¢) ve (V,y) dianalitik paftalan bulunabilir.
i) Burada e>1 ozelliginde bir tamsayidir. Bu e ye g nin x deki dallanma
indeksi(ramification index) denir ve e = ¢,(x) ile temsil edilir.
ii) Eger e,(x)>1 ise g, x de dallanmigtir denir. Aksi halde dallanmamustir denir.

Zaman zaman x, g(x) tizerine dallanmugtir da denir.

iii) n, tamsayisim1 xe 0X ise n,=1 ve x e X ise n,=2 olarak tanimlayacagiz.

iv) x in g(x) Uzerine rolatif derecesi d (x) simgesi ile belirtilir ve d,(x)= O

ng(x)

olarak tammlamr. Dikkat edilirse, x e)o( ve g(x)edY halinde d,(x)=2 ve diger

hallerde d, (x)=1 dir.
v) g: X — Y sabit olmayan bir morfizm olsun. Eger her y €Y igin

Y €,(x).dy(x)=r iseg, Y nin dallanmig r-yaprakh bir 6rtmesidir, denir.
xeg™!(y)

vi) Iki Klein yiizey arasinda sabit olmayan her morfizm belli bir r i¢in dallanmig
r-yaprakh bir 6rtmedir.
vii) g: X — Y, r-yaprakli, £ Y—T m-yaprakh dallanmig értmeler ise fog: X - T



rm-yaprakl dallanmig 6rtmedir.[1,3]

1.1.27 Tamm: a) §,,S, yonlendirilebilir, homeomorfik iki Klein yiizey olsunlar.
f:5, — 5, homeomorfizmas: verilsin. Eger f, S, ve S, iizerindeki dianalitik yapilara
gore bir morfizm ise f ye bir konform(antikonform) homeomorfizma denir.

b) f:5,—>S, bir konform homeomorfizma ise +otomorfizm, antikonform
(terskonform) homeomorfizma ise -otomorfizm denir.

¢) Bir f otomorfizmi diye + ya da - otomorfizme denir.[1,3]

1.1.28 Sonug: Herhangi bir S Klein yiizeyi i¢in tiim otomorfizmlerin kiimesi bir grup
olusturur ve Aut(S) ile gosterilir. +otomorfizmlerin kiimesi de bir altgrup olusturur ve
bu +Aut(S) ile gosterilir.

1.1.29 Tanmm: S,,S, iki Klein yiizey ve f:S; — S, bir konform homeomorfizma ise
S, ve S, konform denktirler, denir.

1.1.30 Tamm: S ve T birer Klein yiizey olsunlar. Bir £ TS morfizmi alahm. Eger
agagidaki kosullar gergekleniyorsa f bir iki-yaprakli(double) 6rtme denir.

i) Herbir seSnoktasimin oyle bir V komsulugu vardir ki £7'(V)nin herbiri f
yardimiyla V iizerine homeomorf olarak resmedilebilen iki tane bileseni vardir. Ya da
£-1(s) = {t} dir.

i) t ve s de ¢,(t)=0=¢,(s), f(U,) c U, ozelliginde (U,,$,) ve (U,,$,) paftalan
vardir.

pd,: sedSvetedT (i)
iii) ¢,f|U, ={0¢?: sedS vet edT (i)

o7 :5¢0S (iif )
Eger (ii) ve (iii) hi¢ gergeklenmezse f dallanmamustir(unramified) denir. Burada ¢
katlama fonksiyonudur.[1,3]

1.1.31 Teorem: S herhangi bir Klein yiizey olsun. Oyle bir S, Riemann
yiizeyi(yonlendirilebilirve kenarsiz) vardir ki, £:S.—S bir iki-kath (double) 6rtme
yuzeyidir ve S¢ nin fo= f olacak bigimde bir o terskonform tersinmesi(involution)
vardir.
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ispat: y={(Uj,¢j)}jé, S uzerindeki dianalitik yap: olsun.  Herbir Je.llcm,

-

Uj' =U;= Uj" ve ¢ j' =¢;, ¢j" = d—>; alalim. Q ise Uj' lerin ve U j" lerin aynik bilesir;li
. olsun ve agagidaki iki tip 6zdeglemeyi yapalim:
1) Eger W, U; ~ U, nin bir bilegeni ve ¢ jcb;', ¢, (W) tizerinde konform(terskonform)
ise W nin Uj' deki resmini U, deki resmi ile 6zdesleyelim( Uj' deki resmini Uy deki
resmi ile 6zdesleyelim) ve U,  deki resmini Uj, deki resmi ile 6zdegleyelim( U;" deki
resmini U, deki resmi ile d6zdegleyelim)
if) B; = 68 nU; olsun ve bunun U j' deki resmini U j" deki resmi ile 6zdesleyelim.
Eger Sc, Q nin yukanda belirtilen 6zdeglemelerle, elde edilen boliim uzay: olsun.

ﬁj, Uj'r\Uj" niin S¢ deki resmi ve $j:ﬁj — C igine doniisimii $j|Uj' =¢j'
ve cf) j|Uj" =¢ j" seklinde olsun. Kolayca goriilebilir ki, $ j bir homemorfizmadir.

Yansima kural kullanilirsa, d;kfp;lnm <|A> i(U;) de analitik oldugu goriilebilir: Boylece
de (U;,4;);ar, Sc de bir analitik atlas olur.

f: Sc—8, U; U, ve U, - U; dzdeslik doniigiimlerinin indirgedigi doniigiim
olsun. Ay bir seS noktasi iizerine resmedilen p,p €S noktalanna eslenik(konjuge)
noktalar denir. Eger p, S nin bir simr noktasina kargilik gelirse p=p olur. S, nin
eslenik noktalan arasindaki esleme bir bire-bir 6:S.—S. ters konform doniigiim

belirler. Burada o* =1, fo = f ve f dallanmamugtir. Ustelik Sc nin baglantisiz olmasi

igin gerekli ve yeterli kosul S nin yonlendirilebilir ve 6S = & olmasidir.[1,3]

1.1.32 Tamm: Yukandaki teoremde belirtilen (S, f,o) tigliisiine S nin kompleks iki-
kathis1 (complex double) denir ve kisaca S simgesi ile gosterilir.

1.1.33 Teorem: M kompakt bir Riemann yiizeyi, X kompakt Klein yiizey ve gM—X
sabit olmayan bir morfizm olsun. Bu durumda fop=g olacak bigimde bir tek

p:M — X analitik doniigtimii vardir.

ispat: (V,y), M iizerinde bir analitik pafta, (U,¢), X de g(V)cU ozelliginde bir
dianalitik pafta olmak iizere Oyle segilsinler ki (V) iizerinde glv =¢ oGy
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bagintisim  gergekleyen bir G analitik fonksiyonu bulunsun.

olusturulmasinda belirtilen bigimde ve U = f(U), $: U > C ozelllglnde olsun i
O halde yandaki diyagram uyumludur.

p:V—> U y1 p=$"'Gy seklinde 3 U
tanimlayahm. Dolayisiyla fp = g olur. l f ‘b
Eger p, M de iyt tanimlanmug ise p bir

analitik dontgiimdir. p nun iyi ﬁ > C > n
tammlandig1 da kolayca goriilebilir.[3] ?

1.1.34 Uyarr: 1) S yonlendirilebilir, g cinsli ve r simir bilegenli ise S nin cinsi 2g+r-1
dir. S yonlendirilemez, g cinsli ve r sinir bilegenli ise S, nin cinsi g+r-1 dir.

it) Eger yukandaki © aym yontemlerle olusturulur fakat 6zdesleme sadece birinci
tipten yapilirsa S nin S, ile temsil edecegimiz dallanmis bir iki-katl ortiisii elde edilir.
So kenarlh yonlendirilebilir bir Klein yiizeydir. S, in baglantisiz olmas1 igin gerekli ve
yeterli kogul S nin yonlendirilebilir olmasidir. Eger S nin r tane sinir bilegeni varsa S,
in 2r tane sinir bileseni vardir. Eger 0S = & ise S;=S.. olur.

Ornek: 1) Eger S bir Mobiiis seridi ise So bir halka ve S bir tordur.

2) Eger S bir 1-delikli Klein sisesi ise S, 2-delikli bir tor ve S iki kulplu bir kiiredir.
ii) S nin zit ydnlendirilmis iki kopyasi alinip bunlar simrlan boyunca dzdeslenirse elde
_ edilen Sg yiizeyine S nin iki-kath Schottky ortiisii denir. Eger S yonlendirilebilirse
Ss =S¢ olur. Eger S yonlendirilemezse Sg de yonlendirilemezdir.

Ornek: S,1-delikli bir Klein sisesi ise Sg, 4-¢apraz sapkali bir kiiredir. Eger 2-delikli
bir projektif diizlemse Sy yine 4-¢apraz sapkah bir kiiredir.[3]

1.1.35 Onerme: X ve Y kompakt Klein yiizeyler olsunlar(Riemann yiizeyi yani
yonlendirilebilir, kenarsiz olmasinlar). X in cinsi g, Y nin cinsi Y ve £X—>Y, Y nin
dallanmig r-yaprakli bir 6rtmesi ise

2g-2=r1(2y-2)+ L n,(e(x)-1)
xeX

dir.

ispat: (Xc,m,0) ve (Yc,v,1) swasiyla X ve Y nin kompleks ikikath ortmeleri
olsunlar.

12



Yandaki diyagram uyumlu(commute) olacak bigimde F

bir tek f:X.— Y, analitkk donigimi  vardir. Xc_> YC
Riemann ylizeyleri arasinda sabit olmayan bir analitik lv
doniigimdiir. X f >V

Bu nedenle f, belli bir m igin Y nin dallanmis bir m-yaprakh értmesidir. Burada v

ikiyaprakh bir ortii oldugundan m=r dir. Bir Klein yiizey ve bunun kompleks iki
kathist aym cinse sahip oldugundan, klasik Hurwitz dallanma formiilii

forn=vof, Y nin 2r-yaprakh dallanmasidir. Ancak f, l

28-2=r(2y-2)+ X (e;(p)-1) )
peXc

esitligini verir. peX. olsun. e (p)= €,.;i(P) = €. (P) = €;(n(p)) oldugundan
e;(p) = eg(n(p)) olur. Bu nedenle de, (1) ifadesi

2g-2=r(2y-2)+ Z(e(n(p))-1)=r(2y-2)+ Tn,(e(x)-1)
peXc xeX

halini ahir.[9]

1.1.36 Onerme: m:X - Y dallanmig r-yaprakh bir ortii, X in cinsi g ve Y nin cinsi y
ise Hurwitz dallanma formiilii

_ t
M=27_2+2(1__1_)
r =1k

olur.

Ispat: mX—>Y, Y nin a,a,,...,a, gibi sonlu noktas: iizerine dallanmig olsun ve
n(x) = a; ozellijinde herhangi xeX i¢in k; = e, (x) diyelim. O halde d,(x) =1, yani
n, =n, =mn; olur. Boylece n"'(a;) lifinde r/k; tane nokta vardir ve dolayisiyla
1.1.26(3) geregi

3 ne 0= =l - =m(1-)

xen‘l(ai) ki
elde edilir. Eger n(x) = a; ise d,(x) =2, boylece de n, =2, n, =1 olur. Bu durumda

7 '(a;) lifinin iginde r/2k; tane nokta vardir ve

% ny(en(x)-D =20k -1 = mi(l——l(‘f)

xen_l(ai) ki i

13
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elde edilir. Bu son iki esitlik gosteriyor ki, 1.1.35 de verilen Hurwitz -dallanma
formiili, o

—_ t
ZLE=27_2+Z(1_L)
r = k

i=1 i

halini alir.[9]

1.1.37 Tanmm: X bir topolojik uzay ve Gz{glg:X—)X homeomorﬁzm} olsun.

Eger tim 1#geG ler i¢in, VxeX in Vg(V) = seklinde bir V komsulugu varsa
G, X de siireksiz hareket eder, denir.[7]

1.1.38 Teorem: S, S in 6rtme yiizeyi ise g:S —S ortme transformasyonlannmin G ile
gosterilen grubu S da siireksiz hareket eder. Ozellikle 12geG ise g nin S da sabit
noktast yoktur.

Ispat: Belli § €S nin elemanter bir komsulugu V olsun ve varsayalim ki belli ge G igin
. Vng(V) = olsun. O halde g(v)eV olacak bigimde veV vardir. Boylece p=pog

ve p, V iizerinde birebirdir. Dolayistyla g nin sabit noktast yoktur. S baglantih
oldugundan g nin F, ile gosterilen sabit noktalar kiimesi( ki hem agik, hem kapalidir.)

F,=S seklindedir ve dolayisiyla g dzdesliktir.[7]
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1.2 Ayrik Gruplar SRR

Her Klein yiizey bir aynk grup yardimi ile bolim uzayi seklinde temsil

edilebilecegi igin ve aynk gruplann boliim uzaylan da Klein yiizey oldugundan bu
kesimde ayrik gruplan genel ozellikleriyle belirtecegiz. Ustelik Klein yiizeylerin
otomorfizm gruplan ile aynk gruplar arasinda da siki bir baglanti vardir. Aynk
gruplar, topolojik grup olduklarindan oncelikle topolojik gruplan ve topolojik
doniistim gruplann inbeleyecegiz.

1.2.1 Tammm: G hem bir grup, hem bir Hausdorff uzay olmak iizere,
F:GxG—G ve F(g,h)=g~'h

bigiminde tammlanan iizerine doniisimii siirekli ise G ye bir topolojik grup denir.[10]
1.2.1 Ornek: (R, +), (C,+) ve S= {z:|z| = l} birer topolojik grupturlar.

1.2.3 Tamim: G bir topolojik grup ve X herhangi bir topolojik uzay olsun. [G,X]
siral: ¢iftini alalim.
A:GxX - X ve A(g,x)=gAx

seklinde tanimlanan tizerine, siirekli doniisiim asagidaki kosullan gergeklerse, [G,X] 'e
bir topolojik doniigiim grubu denir.

1) g,heG ve xeX igin gA(hAx) = ghAx

it) eeG, G nin birimi olmak tizere, ¥x € X igin eAx = x tir.[10]

1.2.4 Uyar: 1) gAx yerine gx kullanilr.
2) Eger X uzayi biliniyorsa [G,X] yerine, sadece G yazlir ve "G topolojik déniigiim
grubu" diye okunur,

1.2.5 Teorem: [G,X] bir topolojik doniisiim grubu olsun.
Gy = {g € G| Vx e X igin gx = x} c G altkiimesi G topolojik grubunun normal bir alt
grubudur.

Ispat: G, n altgrup oldugu agiktr. Normal altgrup oldugunu gostermeliyiz. Bunun
igin de, Vg eG i¢in g'G,g = G, oldugunu gostermek yeterlidir. Herhangi bir xeX
ve Vg, €@, i¢in;

g'goex =g (gogx) =g (sx) = g'px =ex =x
olur. O halde g'g,g €G, dir. Dolayisiyla, g'G,g c G, olur.[10]
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1.2.6 Tanmm: a) [G,X] topolojik doniigiim grubu igin, 1.2.5 Teoremde beli‘ Qen G;, ',’,ﬁ"!

altgrubuna G nin gekirdegi (kernel) denir. et
b) Eger Gy={e} ise [G,X] topolojik doniisiim grubuna, etkili (effective) topolojik

donigiim grubu denir.[10]

1.2.7 Teorem: [G,X] bir topolojik doniigiim grubu olmak tizere, X iizerinde bir
"~"bagmntisii, g €G i¢in y ~x <>y =gxgeklinde tammlayalim. Bu bir denklik

bagintisidir.

ispat: ecG ve ey=y oldugundan y~ydir. y~x olsun. O halde 3g €G oyle ki y=gx tir.
Buradan; x =g"'y ve g”' €G olacagindan, x~y dir. x~y ve y~z olsun. O zaman;
dg,h € G dyle ki x=gy, y=hz ve buradan x=ghz olur. gheG oldugundan x~z olur.
[10]

1.2.8 Tamm: a) ~ denklik bagintisinin belirttii denklik siniflanna G-yoriingesi(G-
orbiti) denir. Bir xeX ogesini bulunduran yoriinge Gx simgesi ile belirtilir.

Gx = {gxl geG } seklinde oldugu agiktir.

b) Gx=X oluyorsa, yani tek bir yoriinge varsa G topolojik doniigiim grubu gegisli
(transitive) dir denir.

c) Her bir xeX igin gx=x eyitligini saglayan geG 6gelerinin olusturdugu S(x)
kimesine x'in kalimlastiricis1 (stabilizer) denir. S(x)={g| gx = x}oldugu ve bir

altgrup oldugu agiktir.[10]

1.2.9 Tammm: Bir G-yoriingesinin kiimesi, X/G ile gosterilir ve G ye gore X in
yoriinge uzay: ( veya boliim uzayi) denir.[10]

1.2.10 Teorem: [G,X] bir topolojik dontijim grubu olsun ve biitiin yoriingelerin
olusturduu kimeyi X/G={GxxeX} ile gosterelim.  Bir p:X > X/G
dontigiimiini p(x)=Gx seklinde tammlayalim. t, X iizerindeki topoloji olmak iizere,
X/G uizerinde 16 ={T, < X/Glp™(T,) et} ailesini alalm. Boylece, (X/G,tg) bir
topolojik uzaydir.[10,11]

1.2.11 Tanmm: [G,X] bir topolojik doniigiim grubu olsun.
a) Eger yeGx ise S, (x) = {k eGI kx = y} kiimesine S(x)-eskiimesi (coset) denir.
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b) PcX olmak iizere, eger farkh g;,g, €Gigin gPg,P=0 ise PY /e bir

paketlemesi (packing) denir. R nh ,,a

Bu paketleme tanimini g#e igin P gP = & kosulu ile de belirtebiliriz.[10]

1.2.12 Tanm: [G,X] bir topolojik doniigiim grubu olmak iizere, bir AcX altkiimesi,

X = UgA bagmtisim gergekliyorsa, A ya bir G-6rtmesi (G-covering) denir.[10]
geG

1.2.13 Onerme: [G,X] bir topolojik doniigiim grubu olsun. AcX kiimesinin bir G-

ortmesi olmasi igin gerekli ve yeterli kosul her yoriingeden enaz bir oge

bulundurmasidir.

Ispat: Tersini varsayalm. Yani bir Gx yoriingesi igin Gx~A =& olsun, Oyleyse,

Vgx €Gx igin gx ¢ A olur. Yani Vg eG igin x ¢g™'(A) dir. Dolayisiyla, x ¢ U gA
geG

olur ki, bu x ¢ X demektir. Bu ise geligkidir.

Tersine, UgA # X olsun. O halde dyle bir xe X 6gesi vardir ki x ¢ UgAdlr

geG
Bu nedenle Vg G igin x ggA, yani g'x ¢ A dir. Bu ise, g7'x eGx oldugundan, A,
Gx yoriingesinden higbir 6ge bulundurmuyor demektir ki varsayimla geliskidir.[10]

1.2.14 Tamim: G bir topolojik grup olmak iizere, Vg € G ogesi igin {g} kiimesi g nin

bir komgulugu ise G ye ayrik grup denir. Yani, G iizerinde ayrik topolojik yap: varsa,
G bir aynk gruptur. Ormegin; (Z,+), R den indirgenen topoloji ile bir aynk gruptur.

1.2.15 Teorem: G bir topolojik grup ve Hc G bir altgrup olsun. "H bir ayrik
grupturc>agik bir U H-paketlemesi vardir." [10]

1.2.16 Teorem: [G,X] bir topolojik déniigiim grubu olsun. Eger bir agtk G-paketleme
varsa, G aynktir.

Ispat: P agik bir G-paketleme ve xeP olsun. Siireklilik geregi, {g eGlgx eP} kiimesi

agiktir. Ancak P bir paketleme oldugundan, bu {e} nin agik bir kiime oldugunu ve
boylece de G nin aynik oldugunu gésterir.[10]
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(.
1.2.17 Tammm: a) G bir grup ve G, da G nin bir altkiimesi olma.l'é“-:_ﬁ.zere‘ -

{t eGItGot“ = GO} kimesine G, 1 normallestiricisi(normalizer) denir.

" b) {t eGltg=gt, Vg €G,} kiimesine G, altkiimesinin merkezilestiricisi(centralizer)

denir.

1.2.18 Tanmm: [G,X] bir topolojik doniisiim grubu ve geG olsun. {x eXlgx= x}

kiimesine g nin sabit noktalan kiimesi denir [10]

1.2.19 Teorem: [G,X] bir topolojik doniigim grubu ve gh=hg iseg, h in sabit
noktalart kiimesini kendi iizerine resmeder.

ispat: A={x eX|hx = x} olsun. x €A alalim. hx=x dir. Opyleyse, h(gx)=ghx=gx,
gx e Adir. Boylece, g(A)=A olur.[10]
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1.3 NEC-Gruplar ve Fuchs Gruplan

D
N wir e

NEC-gruplar ve Fuchs gruplar gergel katsayth dogrusal doniisiimlerin 6zel
birer altgrubu olarak elde edildiklerinden, bu kesimde oncelikle gergel katsayili
doniigiimleri ele alacagiz.

1.3.1 Tanmm: a, b, ¢ ,d €C ve ad — bc =1 olmak tizere, Tz=(az+b)/(cz+d) seklindeki
doniisiimlere dogrusal doniisim(Mobiiis doniigiimii) denir. Ancak, gogunlukla gergel
katsayih dogrusal doniigiimlerle ¢alisacagimiz igin, bu déniigiimlerin,

PSL(2,R) ={T|Tz= (az +b)/(cz+d), a, b, ¢, d €R, ad-bc =1}
seklinde tanimlanan altkiimesi ile

G'={U|Uz=(az+b)/(cz+d), a, b, ¢, d R, ad-bc=-1}
seklinde tanimlanan kiimeyi alallm. G = PSL(2,R)uw G’ olsun.

1.3.2 Onerme: G ve PSL(2,R) fonksiyon birlesimi islemine gore birer grupturlar.[10]
1.3.3 Uyan: G’ bir altgrup degildir, ¢iinki birlesme iglemine gére kapali degildir.

1.3.4 Teorem: G kiimesinin 6geleri genisletilmis karmagik diizlemi kendi iizerine 1-1
resmeden doéniigiimlerdir.

az,+b az,+b
cz,+d cz,+d

Ispat: T(z)=T(z,) olsun. O halde, dir. Buradan da, z,=z,

bulunur. Benzer sekilde, U(z;) = U(z,) olsun. Benzer islemlerle; z, = z, oldugu

goriliir. Uzerine oldugu da kolayca goriilebilir.

1.3.5 Teorem: Herhangi bir TePSL(2,C) nin H={z eCI Imz> O} iistyan diizlemini

kendi iizerine resmetmesi i¢in gerekli ve yeterli kosul TeG olmasidir.

az:z ,a, b, c, deC, ad-bc=1 seklindeki doniisimii diigiinelim.
cz

ispat: Tz=
Ilk olarak; c#0 durumunu gozoniine alalim.
a b 1 d . »
T(o)=—, T(0) = L T (o) = —— degerleri gergel oldugundan,
c c

(a/c)z+(b/c) donisiimi gergel katsayilidir ve A = g b = ad—be
z+d/c ¢ ¢ c? c

T(z) = L
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dir. ImTz= [_——li ve varsayimdan Imz>0 ve ImTz>0 oldugundan A>0 olmak. _ “ ' .+*
z+(d/c)

zorundadir. Oyleyse ceR dir. Bu da a, b, d sayilanmn gergel oldugunu gosterir.
Dolayisiyla TeG dir.

¢=0 durumunda ise; T~'(0) = b olacagindan benzer yontemle a, b, c, deR
a

oldugu goriliir.

Ayni sonucu, a, b, ¢, deC, ad-bc=-1 olmak iizere Uz = az+b

doniigiimii igin

cZ+
de gorebiliriz.
Tersine, herhangi bir TeG alalm. zeH olsun.
-2
ImTz= Almz __c7Imz Imz >0 oldugundan istenen sonug goruliir.

Tferdif Jez+df /e fez+df

1.3.6 Sonuc:1) G=PSL(2,R)UG' kimesinin ogeleri Ru{o} u kendi uzerine
resmederler.

2) G grubu PSL(2,R) w{Uz = %} tarafindan dogurulur.

3) PSL(2,R) altgrubunun eskiime sayisi 2 dir.

1.3.7 Tammm: Herhangi bir TePSL(2,R) ogesi i¢in, Tz=z eyitligini gergekleyen, z
noktalarina T nin sabit noktalant denir.

1.3.8 Teorem: Herhangi bir TePSL(2,R) doniisiimiiniin en fazla iki sabit noktas:
vardir. TeG' ise ya iki sabit noktast vardir, ya da sabit noktalannmin kiimesi bir
¢emberdir.

az+:’ a, b, c,deR, ab-bc=1 dir.

ispat: TePSL(2,R)olsun. Tz=
cz+

Tz=z alahm. Boylece az+b
cz+d

bulunur. Bu denklemin kokleri, T nin sabit noktalandir.

=z yazabiliiz. Buradan da, cz’+(d-a)z-b=0
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az+3’ a, b, c,deR, ab-bc=-1 dir. Sabit nokta‘}fmwy

' Simdi TeG' olsun. Tz=

cz+

geregi; _+z =z yazabiliiz. Boylece, czz+dz-azZz-b=0 elde edilirr Bu
denklemde, z ve Z yerine x ve y cinsinden ifadelerini yazarsak;

c(x’+y*)+(d-a)x—b=0 ve (a+d)y =0 bulunur. Burada, egier a+d =0 ise y=0

2= g——(;_$\/z_ seklinde iki kok vardir. Yani iki farkli sabit nokta bulunur.
c

2
Bu durumda T ye kayan-yansima denir. Eger a+d=0 ise o zaman, (x ~ 9—) +y?= iz
c c

yani; merkezi (3,0) ve yarigapi ﬁ olan bir gember elde edilir. Buradan da sabit
c v

noktalar kiimesi bu ¢emberin tiim noktalari oldugu sonucunu g¢ikarabiliriz. Bu
durumda ise T ye yansima denir.

1.3.9 Tamm: TePSL(2,C) donisimii ve herhangi bir S doniigiimii verildiginde,
T'=STS™ doniigiimiine T nin eslenigi(conjugate) denir.

1.3.10 Tanim: TePSL(2,C) olmak iizere;

a) a+d ye T doniigiiminiin izi(trace) denir ve x(T)=y ile gosterilir.

b) x €R ve |x|>2 ise T ye hiperbolik doniisim denir. ki sabit noktass R {oo}
iizerindedir. Eslenik 6gesi, 1 k > 0 olmakiizere Tz=kz seklindedir.

xR ve |x| <2 ise T ye eliptik doniisim denir. Birbirinin eslenigi olan iki sabit

wW—i gaz-i .
-=¢% 2 dir.
w+i Z+i

noktasi vardir. Eglenik 6gesi, 0 <0 <2r olmak {izere,

x| = 2 ise T ye parabolik doniigiim denir. R {w} iizerinde bir sabit noktast vardr.

Eslenik ogesi, Tz=z+1 dir. A
X €R ise doniigiime, loksodromik dontigiim denir. Bu 6ge PSL(2,R) de degildir.

1.3.11 Teorem: T, ve T, iki eslenik doniigiim olsun. T, ve T, aym tiptendir.

Ispat: %(T)= a;+d, vex(T,)=a,+d, olmak iizere x(T,)=%(T,) oldugunu
gostermeliyiz. 2x2 lik bir matris igin, x(AB) = y(BA) dir.

2(T) = 2(AT'AT)) = x(ATA™) = x(T;) [ 10]
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1.3.12 Tamim: a) G topolojik doniigiim grubunun aynk bir I' altgrubuna éqghdean ":
Olmayan Kristallografik Grup(Non-Euclidean Crystallografic Group) denir ve kisia L.

I" bu NEC-gruptur." diye adlandirilir.

b) PSL(2,R) nin altgrubu olan NEC-gruplara Fuchs gruplan denir.

¢) Eger bir NEC-grup U tipinden (yani yén korumayan) enaz bir 6ge bulunduruyorsa,
buna has(proper) NEC-grup denir.

d) I 6zel bir NEC grup olmak iizere, I' daki yon koruyan tiim dgelerin olugturdugu
I'* altgrubuna I' min dogal(canonical) Fuchs altgrubu denir.[10]

1.3.13 Uyar: [F :I“*] =2 dir.

1.3.14 Gruplarin NEC Gdisterimleri: m, ler I' nin doguraylan kiimesinde bulunan
eliptik ogelerinin kerteleri(bunlara has periyotlar denir), n ler de I' nin doguraylan
kiimesinde bulunan c;; yansimalarn igin (ci,j_,cij)"ij =1 dzelliginde ki tamsayilar ve g de

H/T" boliim uzaymnin cinsini gostermek iizere;
1) Yonlendirilebilir bir boliim uzay: belirleyen I' nin gosterimi;

(g,+,[ml,...,m,],{(n“,...,nhl),...,(nk,,...,nksk)})

2) Yonlendirilemez bir bolim uzayr belirleyen bir I grubunun gosterimi ise;

(g,—,[ml,...,m,],{(nu,...,n,SI),...,(nk,,...,nk,,k)}) seklindedir.

Burada ki (n“,..., "151) parantezlerine periyot devirleri denir.

Bir I' NEC grubunun gosterimi verildiginde béliim uzayimn topolojik yapist
da verilmig olur,

3) (g,¥,[ml,...,m,], {0)0),..( )}) bos periyot devirli bir grubun NEC gosterimidir,

eier bu bos periyot devirlerinin sayisi k ise gosterim (g,-T-,[ml,...,mr],{( )k})

seklinde olur.
4) Bir Fuchs grubunun NEC gosterimi;
(g, +.[my,...,m, ,{ }) seklindedir ve kisaca (g;m,,..., m, )olarak ta yaziir.

Ctinkii; bir Fuchs grubu deliksiz yonlendirilebilir bir béliim uzaymna sahiptir ve
biitiin periyotlari, has periyotlardir.
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1.3.15 Tamm: a) Periyotlan ve yansima(reflections) doénigsiimleri buur
gruplara yiizey gruplan denir. -
b) Yoriinge uzay: yonlendirilebilirse; yonlendirilebilir yiizey grubu(orientable surface

group) denir. Bazen de Fuchsian yiizey grubu denir. Bu grubun gosterimi,

(g, +,[ ],{ }) ya da kisaca (g; ) seklindedir. Bu gruplarda kayan yansima
yoktur. Boyle bir yiizey grubunda yansima dgesi varsa, kenarh yiizey grubu denir.

c) Eger yoriinge uzay: yonlendirilemez ise gruba, yonlendirilemez yiizey grubu denir.
Bu gruplarda kayan yansima Ogesi vardir. Gésterimi (g,—,[ ]{ }) olur. Boyle bir

yuzey grubunda, yansima 6gesi varsa kenarl yiizey grubu denir.

d) (g,+,[ ],{( )k}) gosterimine sahip gruba k-kenar bilesenli, kenarl,

yonlendirilebilir yiizey grubu(orientable bordered surface group with k boundary
components) denir.
e) k-kenar bilegenli, yonlendirilemez yiizey grubu(non-orientable bordered surface

group with k boundary components) ise (g,—,[ ] {( )k}) gosterimine sahiptir.

f) Gosterimi 1.3.14(1) deki gibi olan bir I grubunun belirledigi H/T y6riinge uzayinin
i¢ kisminda r tane seckin(distinguished) nokta vardir. Bunlar has periyotlara kargilik
gelirler. Yani eliptik doguraylarin sabit noktalandirlar. i inci stur bilegeni iizerinde ise
n; periyotlarina karsihk gelen s; tane segkin nokta vardir.[10,12]

1.3.16 Tamm: I'" bir NEC-grup olsun ve H da kapali bir F kiimesi alahm. Eger
asafdaki kosullar gergekleniyorsa F I igin bir temel bolgedir denir.
i) zeH ise g(z)<F olacak bigimde bir geI” vardr.

i) zeH, f,gel, f(z),g(z)ei:' seklinde ise f=g dir.

iif) F-F in non-Euclidean alant sfirdir. Yani n(F - F) = | ] dxdy

F- l'
Her NEC-grubu igin boyle bir temel bolgenin varlig: gosterilmistir. Eger I nin
gosterimi 1.3.14 (1) ve (2) de gibi ise ydnkoruyan halinde a=2, yon degistiren halinde

ise a=1 olmak iizere pu(F) = 2n[ag+k 2+Z(l 1/m)+1/2)_“,Z(1 l/nu)]dlr
i=1j=1

[6-14]
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1.3.17 Tamm:Bir I' NEC-gruptan bir sonlu G grubuna bir ¢ homomorfizmi 19m kerdr
bir yiizey grubu oluyorsa ¢ ye bir yiizey-gekirdek(surface kernel) homomorfizm &ém{ s

1.3.18 Tamm: Bir sonlu G grubuna bir I' NEC-grubunun yonlendirilebilir

(yonlendirilemez) yiizey gekirdek bolim grubu denebilmesi igin G=I'/A olacak
bigimde yonlendirilebilir(yonlendirilemez) bir A yiizey grubu bulunabilmelidir.
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1.4 Klein Yiizeylerin Béliim Uzay: Olarak Temsili

9
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Bu kesimde her kompakt Klein yiizeyin bir bolim uzayr olarak temsﬂ ' e

edilebilecegini ve I' bir NEC-yiizey grubu olmak iizere her H/I'uzaymnin iizerinde dess a.-.w*’}
bir Klein yiizey yapist konabilecegini gérecegiz.

1.4.1Tanim: S bir Klein yiizey olsun. Bir £:S—S homeomorfizmasi eger bir dianalitik
fonksiyonsa f ye S nin bir otomorfizmi denir.

1.4.2 Sonug¢: Aut(S) = {f If :S— S bir otomorﬁzm} kiimesi fonksiyon bilesimi islemine
gore bir gruptur.

1.4.3 Teorem: S bir Klein yiizey ve G, Aut(S) nin sonlu kerteli bir altgrubu ise bu
durumda S =8/G bolim(yoringe) uzayt izerinde ©:S—S =S/G bir morfizm
olacak gekilde bir tek Klein yiizey yapist vardir. Ustelik |G| = n ise = dallanmig
n-yaprakl bir ortadiir.

Ispat: G sonlu kerteli oldugundan biliyoruz ki S iizerinde siireksiz hareket eder.xe$S
i¢in S(x) = {6 eGIG(x) = x} olsun. S tizerinde xeU, ®(x) =0,

U baglantils, biitiin 0eS(x) ler i¢in 8(U)=U, biitiin 6 G-S(x) ler igin 6(U)NU =@
olacak bigimde bir (U, ®)paftas1 vardir. Burada S/G iizerinde (V,y) paftalar ailesi
belirleyecegiz. S(x) = {9 e S(x)| PO analitik} kiimesini alaim. Once S(x)=S(x)
halini dikkate alahm. V=n(U)=U/S(x)=U/S(x) olur.(Burada S(x), U kiimesine

kisitlanmug  fonksiyonlarin kamesi olarak digiiniilityor.) [J®00 fonksiyonu S(x)
9eS(x)

altinda invariant(degismez) oldugundan V ftzerinde yon= [1®-0 bagmtisint
BeS (x)

gergekleyen bir v fonksiyonunu indirger. Eger g= []J®0®" denirse, g orijinde n.

0eS'(x)
kerteden bir sifir yerine sahip(bu n sayist S'(x) in kertesidir)
ve ®(U) da analitik fonksiyon olur. #U, x U "IL>V

haric, 1 noktaya n tane nokta karsihk d
getirdiginden yandaki uyumlu diyagramdan;
o) ——> C

v nin bir-bir oldugu gériiliir. Eger x €08 ise |S'(x)| =1 olacagindan nIU bire-bir olur

ve boylece de g ozdeslik donigimi ve w, H= {zl Imzzo} igindeki agik
y(V) = ®(U) kiimesi {izerine bir homeomorfizmadir.
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x ¢0S halinde ®(U), C de agiktir.

Simdi, S(x) # S'(x) halini dikkate alalim. x ¢0S ise V'=U/S'(x) olmak iizere ve
y': V' C yukandaki gibi tammlansin. I, =S(x)/S'(x), V' iizerinde hareket eder ve

kertesi 2 dir. I, =(c) denirse, y'o(y')™" in C deki y'(V') komsulugunun bir

tersanalitik tersinme(involution)dir. Bu durumda, hy'c(y')'h™! kompleks eslenige
esit ve y'(V') lizerinde analitik olacak sekilde bir h fonksiyonu bulabiliriz.

A

w'(U)

ohy' fonksiyonu (¢: sarma(folding) fonksiyonudur.) o altinda invarianttir: Bu
asafidaki diyagramdan goriiliir.(y: kompleks esleniklik fonksiyonudur.)

v —Y¥ > YY) h L c—®
of  Wow)=1 x| lL
V v > W'(V') h C ) >H

Boylece, ohy', V =n(U) = V'/I, lizerinde ynr'=@hy' gergeklenecek bigimde bir y
fonksiyonu indirger. y H daki bir agik kiime lizerine homeomorfizmadir. Boylece

de, S/G nin {(V,y)} atlas yapist ile bir Klein yiizey oldugu gorulur.[1]

1.4.4 Teorem: I' bir NEC-grup ise H/T" béliim uzay1 iizerinde m:H-—>H/TI bir
morfizm olacak bigimde bir tek Klein yiizey yapisi vardir.

ispat: I, H lizerinde has siireksiz hareket ettifinden, bu sonug 1.4.3 den goriiliir.
Burada n, H/I" nin simn tizerine bir sarma(folder)dir ve yiizeyin segkin noktalan
{izerine dallanmig(ramified) tir. Eger I', kenarli ya da kenarsiz bir yiizey grubu ise 7

dallanmaz(unramified)dir. Keza "zeU, n(z)ed(H/TI')<>c(z)=z bigiminde bir cel’
yansimast vardir." oldugu da goriiliir. Eger I' bir Fuchsian grup ise H/I" bir Riemann

yiizeyidir. f:H/I" —H/T, f(I'*z) =I'z dogal izdiisiimii ise

yandaki diyagram uyumludur ve f, H/I' nm
dallanmamig 2-yaprakli bir ortiisiidiir, Eger H/T, T+

kenarh yiizey degilse, H/T*, H/T mn yonlendirilebilir
2-yaprakh bir ortisii olur. Eger H/T", kenarh ise

H/T*, H/T mn yonlendirilebilir 2-yaprakl kenarsiz H/p' _f_, H/r
bir 6rtiisti olur.[3]
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1.4.5 Teorem: S, H iist yan diizlemini {iniversal 6rtme yiizeyi olarak kabul( edbnk

kompakt, yonlendirilebilir, kenarsiz Klein yiizey ve p:H — S 6rtme 1zdusumum}n ‘bir; \“‘, .
morfizm olduBunu varsayalim ve %.“ Srivi g
QA CTI T

I ={f €G =PSL(2,R) UG/pf = p}
alalim. Bu durumda,
1) hH/T — S, I'z — pz bir homeomorfizmadir.

2) Herbir zeH igin S(z) = {y el Iyz = z} agikar gruptur.
3) I' bir NEC-yiizey grubudur.

Ispat: 1) Burada h iyi-tammidir. Eger z,, z, eH ve ['z, =T z, ise z, = f(z,;) olacak

bigimde bir f eI' vardir. Boylece, p(z,)=pf(z) =p(z;) olur. mH—->H/I dogal
izdiisiim olmak tizere, tamm geregi hn=p dir. p siirekli oldugundan h da siireklidir.
Ustelik h bir agk donigimdir.  Gergekten de, eger AcH/I' agk ise
h(A) = p(n"'(A)) da agiktir, giinkii p bir agk doniigiim ve 7'(A) bir agik kiimedir.
h 1n bire-bir ve orten oldugu da kolayca goriiliir.

2)feS(z) ve M= {z ele, f nin sabit noktasx} olsun. M=H oldugu goriiliir.
3) ' nin aynk oldugunu gormek yeterlidir. Ciinkii bu halde, H/T =S kompakt

oldugundan T" bir NEC-grup olur. (2) geregi, I" da eliptik 6geler yoktur. O halde I

bir yiizey grubudur. T min aynk olduBu ise tersi varsayilarak ulaglacak celigkiden
goriiliir.[6]

1.4.6 Teorem: S kenani olmayan ve g(s) > 26zelliginde yonlendirilebilir kompakt bir
Klein yiizey ise belli bir I' Fuchsian grubu i¢in S=H/T dir.

Ispat: Varsayimlara gore S bir Riemann yiizeyidir. Ortme yiizeyleri kuramindan
biliyoruz ki H yan dizlemi S nin niversal 6rtme yiizeyidir. pH —>S ortme
yiizeylerinin tamiminda belirtilen izdiigiim olsun. p nin bir morfizm oldugunu biliyoruz.

I ={f €G = PSL(2,R) UG'|pf = p bir yiizey grubudur (1.4.5) ve m:H — H/T dogal

(kanomk) izdigim olmak iizere hm=p olacak bigimde bir h:H/T' > §
homeomorfizmi vardir. Boylece yapilmasi gereken tek husus h n bir morfizm

oldugunu gormektir.Ancak p bir morfizm ve 7 bir 6rten morfizm oldugundan h bir
morfizmdir.

Sonug olarak I' nun bir Fuchsian grup oldugu agtktir. Ciinkii eger
f eG=PSL(2,R)uG’ yon degistirirse, p H daki ve ve S deki yonlendirmelerle

uyumlu (compatible) oldugundan pf=p esitlii gergeklenmez. Boylece f ¢’
dir.[3,6,14]

1.4.7 Teorem: S bir kompakt Klein yiizey olsun ve yonlendirilebilir oldugunda
2g+h >3, yonlendirilemez olmas: halinde g+h>3 kosulu gergeklensin. S=H/T
olacak bigimde bir I' NEC yiizey grubu vardir. Ustelik n':H — H/I" dogal izdiisim

ise ['={f €G = PSL(2,R)UG/|r'f = '} dur.
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Ispat: S nin Riemann yiizeyi olmast hali, 1.4.6 da ispatlandi. Burada, S nin Rnemann ”
yiizeyi olmamas hali igin ispat verecegiz. Varsayimlar altinda S nin g cebirsel cinsinifi ... _, ..

2 ya da daha bilyiik oldugu goruliyor. f:S_ — S ikili 6rtii olsun. g(S,) =2 oldugunu
biliyoruz. O halde 1.4.2 geregi, S = H/T. olacak bigimde bir I[. NEC-yiizey grubu
vardir. Ustelik 7:H — S¢ dogal izdiigiim ise 1.4.7 geregi

I = {h €G = PSL(2,R) U G'lrh = r}
olur.

0:S¢ —> S¢ tersinme(involution) olsun. (o), kertesi 2 olan bir sonlu gruptur.
Dolaysiyla S../¢{o) bir Klein yiizeydir. Sonug olarak; Sc =H/I./{c) olur. Simdi,
(o)=T/I olacak bigimde bir I, NEC-grubu arayacagz. Bu durumda,
S=H/I/I'/T¢ ve dolayisiyla S=H/T olacaktir. Bunun igin énce m:H—S; ve

on:H — S¢ nin
tniversal ortmeler olduguna ve béylece
de yandaki diyagram gergeklenecek

bigimde bir geG=PSL(2,R) UG’ H—5>H
vardir. Simdi I” = (I, g)nin 7l In
G=PSL(2,R)w G'niin bir aynk

o}
altgrubu ve [I":I'.] =2 oldugunu Sc > Sc

gosterecegiz. I' min aynkhg, I'c nin aynk olusundan hemen goriilecegi igin, bizim
[[:T.]=2 oldugunu gostermemiz  yetecektir. Bunun iginde gely,
g’ e, gleg™' T, oldugunu gormek yetecektir. I, c ©PSL(2,R) oldugundan
birinci 6zellik agikardir. ng=on oldugu i¢inde g, H nin yoniini degistirir. Ustelik
ng’ =ong=o’n=m yani g el dir. Eger, hel, ise

nghg! =onhg™” =ong™ =ngg™! =n ve H s HT

dolayistyla gl.g™" < I, dir.
S=S:/{o)=H/T oldugu

n, = H—> H/T dogal izdiisiim olmak

uzere h:myn(U) — w,(U) v J
doniigiimiinden goriiliir. Sc _n.l__,sc /<6>
Ustelik S kompakt ve I' aynktr. Bu nedenle de I' bir NEC-gruptur.

I'={¢ €G=PSL(2,R)UG| m,¢ = m,} ve I bir NEC-yiizey grubudur.[6]

|4 h

1.4.8 Uyar: 1) Teoremdeki kosullan gergeklemeyen kompakt topolojik yiizeyler
sadece agagidakilerdir:

a) Yonlendirilebilir, kenarsiz yiizeyler: g=0 kiire;g=1 tor.

b) Yonlendirilebilir, kenarli yizeyler: g=0, k=1 kapal disk; g=0, k=2 kapah
halka.
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c) Yonlendirilemez yiizeyler: g=1,k=0 projektiv diizlem, g=2, k=0 Klein slf\;f;s,;;; Nyt
g=0, k=1 Mobiiis geridi N A -

N e
2) Bir § yiizeyi verildiginde bunun 2-kathsi(double) S ile temsil edilir. Tanim geregi,

I'e <I'* dir. Dolayisiyla Io =I'* ve boylece de S¢ = H/I™ olur.[6]

1.4.9 Ornek: 1) S cinsi 1 ve kenar bilesen sayist 1 olan yonlendirilebilir Klein
y(iieyse(bir delikli tor) S=H/T dir ve I' isareti (1,+,[ ], {()}) olan yonlendirilebilir,
kenarli yiizey grubudur. I, = (a,b,c,¢| ¢* = eaba™'b™' = 1, ece” =c)

2) S cinsi 2 ve kenar bilegen sayist 1 olan yonlendirilemez bir Klein yiizeyse( bir delikli
Klein sisesi) S=H/T dir ve T nin isareti (2,-[ ], {()) d. Dolaysiyla, I

yonlendirilemez kenarh bir yizey grubu, I = (a,,a,,c, e| ¢t = eafa% =1, ece’ =¢)

3) S cinsi g=1 ve kenar bilesen sayisi1 2 olan yonlendirilebilir bir Klein yiizeyse(2-delikli
tor) T mun isareti (1,+,[ 1,{( )*}) dir.

1.4.10 Uyarx: 2. ve 3. boliimlerde cinsi p > 3 yani p > 3 gapraz sapkali yonlendirilemez

Klein yiizeylerin otomorfizm gruplar ile ilgili bir kisim sonuglar ifade ve ispat edilecek.
Bu nedenle agagidaki 6nermeden sikga yararlamlacaktir.

1.4.11 Onerme: p > 3 gapraz-gapkah bir Klein ylizey, cinsi g=p-1 olan bir tek bigimde
belirtilen yonlendirilebilir 2-yaprakh bir tek S 6rtme yiizeyine sahiptir.

Ispat: S herhangi yonlendirilemez p>3 capraz-sapkal bir Klein yiizey olsun. A,
yoriinge cinst p 2 3 olan yonlendirilmez bir yiizey grubu olmak iizere S=H/A dir. O
halde A", A da indeksi iki olan yonlendirilebilir bir yiizey grubudur ve cins g dir.
Boylece de,

2= [AA+] — H(A+) = 4n(g— 1)
7 WA)  2m(g-2)
olacagindan g=p-1 ve g=2 elde edilir.[14]
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BOLUM 2

KLEIN YUZEYLERIN OTOMORFIiZM GRUPLARI

2.1 Klein Yiizeylerin Otomorfizm Gruplarinin Genel Teorisi

Bu bolimde Klein yiizeylerin otomorfizm gruplanmn genel ozellikleri
belirtilecek ve klasik bir kisim sonuglar verilecektir. Aksi séylenmedikge tiim Klein
yiizeylerin kompakt oldugu varsayilacak.

2.1.1 Tanmm : I ve I, iki ylizey grubu olsunlar ve bir f:H/T; — H/T’, homeomor-
fizmasim alalm. Eger yandaki diagram H —%— H

uyumlu (commute) olacak bigimde bir % s

w:H — H homeomorfizmi varsa, w, fyi

indirgiyor ( belirliyor ) denir.[3]

H/II, ——— H/L,

2.1.2 Sonu¢ :(1) wH—-H, wI; ,w'l =T, ozelliginde, bir homeomorfizm ise
f(Iiz) = I,wz iyi-tanimli ve f bir homeomorfizmadir.

(2) £ yi belirleyen w:H — H homeomorfizmi birtek degildir. Gergekten de Vy I
i¢in frr; = frr; v oldugundan wy da aym f yi belirler.

(3) Bu wH—>H dénisimi i(y)=wyw' seklinde tammli bir i:[;—>T,
izomorfizmi de belirtir. Boylece de wl,w™ =T, olur.

(4) £, konform ya da terskonform <> w €G

(5) H/T, ve H/ I‘z' yonlendirilebilir yiizeylerse f nin yon koruyan olmas: igin gerekli

ve yeterli kogul, w nin yon koruyan olmasidir. Dolaystyla f nin konform olmasi igin
gerekli ve yeterli kosul w €G,, olmasidir.

(6) I, I, yonlendirilebilir (yonlendirilemez) yiizey gruplan olsunlar. O halde

H/T, ve H/T; nin konform denk olmalan igin gerekli ve yeterli kosul wIw™ =T,
olacak bigimde bir w €G,(w €G) nin varhidir.[3]

2.1.3 Teorem : (a) f:H/I" — H/T" homeomorfizmasinin bir otomorfizm olmasi igin
gerekli ve yeterli kosul 2.1.1 de belirtilen w nin w €N, (") seklinde olmasidr.
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(b) Aut(H/I) = Ng(I')/T
(c) I, yonlendirilebilir yiizey grubu ise
+Aut(H/I') = Ng((I')/T.

ispat : Yukandaki tanim ve sonugta I; = T, =I" almak yeterlidir.[3]

2.1.4 Sonug : (1) Eger, S=H/T cinsi g > 2 bigiminde kompakt bir Riemann yiizeyi
ise

+Aut(S) = Ng (I)/T
dur.
(2) +Aut(S) = Aut(H/I') nin herhangi bir G, altgrubu i¢in A bir Fuchsian grup
olmak tizere G; = A/T" dir.

(3) S=H/T yonlendirilemez, kenarsiz ve g > 3 dzelliinde bir kompakt Klein yiizey
ise, Aut(S) = Ng(I')/T" dir. G;, Aut(S) nin herhangi bir altgrubu ise, I'"" bir NEC-
grup olmak tzere, G, =I""/I" dir.[3]

2.1.5 Teorem : S=H/T bir Klein yiizey olsun. I' yonlendirilebilir bir yiizey grubu ve
g2 ise Aut(S) = Ng (I')/I". Eger I y6n korumayan bir yiizey grubu ise
Aut(S) = Ng(I)/T.

Ispat : 2.1.2 den sonra verilen sonuglar ve uyarilardan goriiliir.[3]
2.1.6 Sonu¢ : Yukandaki teorem geregi G,, S=H/I' min otomorfizm grubu
dendiginde G, =I,/T" seklinde olacaktir. Burada I}, I" y1 normal aitgrup kabul eden

bir NEC-grubudur.

2.1.7 Teorem : S yonlendirilebilir, kenarsiz ve cinsi g > 2 olan bir Klein yiizey olsun.
Bu durumda |Aut(S)| <,

ispat : S=H/T olsun. O halde Aut(S)=Ng (T')/T dir. T devirli olmadifindan

. ) N p) . -
Ng,(I') bir Fuchsian gruptur. Boylece |Aut(S)|=————"—, yani |Aut(S)| iki
Co | | H(Ng, (T)) | |

pozitif biyikligiin bolumidiir. Dolayisiyla sonludur.
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2.1.8 Teorem (Hurwitz) : S yonlendirilebilir, kenarsiz ve cinsi g > 2 olan bir K
ylizeyi olsun. O halde lAut(S)l <84(g-1).

ispat: F', Ng, (I') i¢in bir temel bolge F de I' igin bir temel bolge olsun. O halde

HNg, () _ 4z(g-1)
r(I) 1)

|Aut(S)| = [[:Ng, (D)] = (1)

olur. Siegel Teoremi geregi n(I') 2-27% oldugundan (1) esitliinden

|Aut(S)| <84(g~1).

2.1.9 Tanmm : Cinsi g > 2 olan yonlendirilebilir, kenarsiz bir Klein yiizeyin (Riemann
yizeyi) 84(g-1) tane +otomorfizminden olusan bir gruba Hurwitz grubu denir.
H-grubu diye de adlandinlir.

2.1.10 Uyan : Biliyoruz ki Ng ('), 2,3,7 periyotlarina sahip ve H/I" min cinsi sifir

olmadik¢a p(I") > % olur.[13]

2.1.11 Teorem (Hurwitz) : G agikar olmayan sonlu bir grup olsun. G bir S=H/TI"
yonlendirilebilir, kenarsiz, g > 2 cinsli bir Klein yiizeyin bir Hurwitz grubudur < G,

(0;2,3,7) tiggen grubunun bir homomorfik resmidir <G = (t,ut? = v’ = (tu)” = 1.

ispat : Biliyoruz ki S=H/T yukandaki kosullan gergekleyen bir Klein yiizey ise
Aut(S)=Ng (I')/T ve Ng (I') grubu (0;2,3,7) uggen grubu degilse
|Aut(S)| <84(g—1) olur. Tersine,

G =V(t,ult2 =u®= () =1
sonlu grup olsun.
T= (xl,lexl2 = x23 =(xx,)’ =1) iiggen grubu dikkate alimrsa

o:T—>G ¢(x)=t, §(x,) =u seklinde bir homomorfizmadir. T =kerd olsun. Bu
durumda I, sonlu kerteli 6ge bulundurmaz. Ciinkii 6megin I' kertesi 2 olan oge
bulundurursa t = ¢(x,) =1 olacagmmdan, u®*=u’ =1 bu nedenle de t ve u nun her

ikisi de birim 6gedir, ki bu G nin agikar grup oldugu sonucu verir. Bu da varsayimla
geligir. Benzer yontem 3 ve 7 kerteli 6geler igin de uygulanabilir. O halde I' sabit
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T=Ng,(I') olur. Cinkii T tim Fuchsian gruplar iginde en kiigiik temel bﬁlgﬂli.,’_ﬂr
oldugundan Ng (I'), T den biiyitkk olamaz. O halde T=G/I' grubu, S=H/T

noktasiz bir gruptur. Yani I, T nin bir normal altgrubudur. Dolay)

kompakt Klein yiizey tizerinde kesirli doniisiimlerin grubu olarak hareket eder.[...]

2.1.12 Uyan : §imdi yonlendirilemez durumu dikkate alacagiz. Eger I' bir NEC-grup

ise bu durumda p(I') > % olur. p(IN) = —f; olmasi igin gerek ve yeter kosul I' min

et dot

iggen grubu olmasidir.

2.1.13 Onerme: G cinsi p olan yonlendirilemez bir S Klein yiizeyinin
otomorfizmlerinin bir grubu ise IGI <84(p-2). Eger |G| =84(p—2) ise G bir Hurmitz
grubudur.

Ispat: S nin iki yaprakli S. 6rtme yiizeyinin cinsinin g=p-1 oldugunu biliyoruz. Bu
durumda efer |G|>84(p-2)olsa G, Sc nin 84(g-1) den daha fazla sayida

otomorfizmlerinin bir grubu olur. Eger G, S nin 84(p-2) tane +otomorfizminin bir
grubu ise G, Sc nin 84(g-1) tane otomorfizminin bir grubu, yani bir Hurwitz grubu
olur.

Tersine herhangi w eNg (A) 6gesi H/ A min bir +otomorfizmi indirger ve

boylece de I'/ A, H/ A nin +otomorfizmlerinin bir grubu olarak hareket eder.

2.1.14 Tamm : Cinsi g olan yonlendirilemez bir Klein yiizeyin 84(g-2)
otomorfizminin oluturdugu gruba H’ -grubu denir.

2.1.15 Sonug : Eger G, yonlendirilemez S yiizeyi iizerinde H' -grubu olarak hareket
ediyorsa G, S iizerinde bir H-grubu olarak hareket eder. Ozel olarak her H"-grubu bir
Hurwitz grubudur.

Ispat : Bu sonug 2.1.13 den goriliir.

2.1.16 Sonug : Cinsi g>3 olan yonlendirilemez bir S Klein yiizeyi 84(g-2) ogeli bir
otomorfizm grubuna sahip ise ve A, S=H/ A yonlendirilemez bir yiizey grubu ise
ING(A)/ A|=84(g~-2) dir.
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Ancak, lNG(A)Ml_u(NG(A))—u(NG(A)) ve boylece de

u(NG(A))zfz— olur. Ng(A), (0,+,] ]{2.3,7}) simgeli bir gruptur.[3]

2.1.17 Teorem: Sonlu bir G grubunun; kompakt, kenarsiz, yonlendirilemez ve cinsi
g = 3 ozelliginde bir S=H/I" Klein yiizeyinin bir otomorfizm grubu olmas: igin
gerekli ve yeterli kosul 0(I7)=G, ker(0) bir yiizey grubu olacak bigimde bir
0:T, = G homomorfizmi ve bir I'; has NEC-grubunun varhigidir.

ispat : G, S=H/T nin otomorfizmlerinin bir grubu olduguna gore, 2.1.4 (3)
geregi G =I, /T olacak bigimde, yonlendirilemez bir I yiizey grubu vardir.
O halde I} bir has NEC-grup ve ker® ydnlendirilemez bir yiizey grubu olacak
bigimde bir 8:I; - G homomorfizmi vardir. Bu nedenle de bir

t eker@ N(N\I[) vardir. I =TI} +tI} olur.0(I'*) = G* olsun. O halde

G=0I) =0+t =0(I7)+0(t)0( ;') =G*+G* =G* ve bu nedenle de
0(I}") = G olur.

Tersine, belirtilen 6zellikte bir Iy ve 6:I; - G homomorfizmi var olsun. Eger
I' yonlendirilebilir bir yiizey grubu olsa I' « I olur. Buradan da T, 6 nin I} ya
kisitlanmiginin gekirdegi olur. Dolayisiyla;
G=I,/T=0/T
elde edilir. Bu ise pu(I'*)=2u(l’) oldugundan olanaksizdir. Bu bize I’ nmn

yonlendirilemez bir yiizey grubu oldugu ve G nin istenilen 6zellikte bir grup oldugu
sonucunu verir.[14]

2.1.18 Teorem : Bir sonlu G grubunun bir H -grubu olmas: igin gerekli ve yeterli

kosul G ={cl,c2,c3|cf =cZ = ¢ =(c,c,)? =(c,¢3)° = (cyc3) = 1} ve G nin ¢,c,,C,0,

" tarafindan iiretilmesidir.

Ispat : G bir H -grubu olsun. O halde 8(A')=G olacak sekilde bir 8:A -G
homeomorfizmasi vardir ve dolayisiyla G belirtilen temsile sahiptir.

Tersine eger G bu doguraylara (iireteglere) sahip ise O(A*) =G seklinde bir
0: A > G homomorfizmasi vardir ve ker0 bir yiizey grubudur. Ciinkii A min indeki 2
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den biyik tiim normal altgruplan ylizey grubudur. 2.1.17 den istenen sor;ilg__ _éldé" .
edilir.[3] b

2.1.19 Uyar: S bir Klein yiizey ve S, bunun komplex 2-kath ortiisii olsun. Eger S
yonlendirilebilirse Aut’S, S nin yon koruyan otomorfizmierinin olugturdugu altgrubu
temsil eder. Eger S bir Riemann ylizeyi ise bunun otomorfizmlerinin grubunu Aut*S
ile gosterecegiz. Bununla analitik otomorfizmlerinin kiimesini anlayacagz.

2.1.20 Teorem: S, =H/I™* yiizeyi, S=H/I" Klein yiizeyinin 2-yaprakli yonlendi-
rilebilir 6rtme yiizeyi olsun. Eger G, S = H/TI" nin otomorfizmalaninin bir grubu ise G,
S;=H/T" nin +otomorfizmlerinin bir grubudur.

ispat : S=H/T ise 2.1.17 geregi I, bir has NEC-grup olmak iizere G=1I,/I dir.
Bu I/T", S uzerinde dogal bir harekete sahiptir. y eI ise yI'(I'z) =I'(yz) olur. T’
yonlendirilemez oldugundan y y1 yo6n koruyan varsayacafiz. Bu genelligi
kaybettirmez. Cinkii, aksi halde A eI'\I'* olmak tzere y yerine yA alacagiz.
I'"<T oldugundan y['(I'*z)=T*(yz) olur. O halde G, H/T* iizerinde hareket
eder. Dolayisiyla G, S, = H/T™* nun +otomorfizmalaninin bir grubudur.[3]

2.1.21 Teorem : (S.,f,c) S nin kompleks 2-kath 6rtme yiizeyi ise

Aut(S) = (Aut’S,) = {g cAut’S logo = g} dir.

Ispat: he Aut(S) olsun. O halde fh = hf olacak bicimde bir tek EeAut(Sc)vardlr.
h— h doniigiimii Aut S den Aut*S, ye bir monomorfizmdir. Ancak

foho = fho =hfo =hf oldugundan oho=h dir  k eAut'S,
oko =k seklinde olsun. O halde k, S=S_ /6 den kendi iizerine bir k/o siirekli

doniisimi indirger. Bu déniisiim ise bir morfizmdir. Ustelik (k/o) =k dir. [1]

" 2.1.22 Teorem : S yonlendirilebilir bir Klein yiizey ise Aut*S=AutS ya da
[Aut §: Aut*S] =2 dir.

ispat : iki tersanalitik doniigiimiin garpm analitik oldugundan sonug goriiliir.
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2.1.23 Sonug : 1) S cinsi g=0 olan kompakt bir yiizey olsun. Yani S=C_ ezgﬂgm: o F
ﬂ';}““a‘;a.....-w .
. . az+b . . .
feAut™C, ise f(z)= 3 ad—bc#0 seklinde bir fonksiyondur. Dolayisiyla,
cz

Aut*C_ =PSL(2,C) dir.

2) y, ile C, ye genisletiimig kompleks eglenigi gosterelim . Bu durumda

Aut C_ = Aut*C_ x{1,x}. Yani Aut C_ bir yan dogrudan garpimdir. Baska deyimle
f,g eAut’C,_ ve a,B e{l,x} ise carpim (f,a)(g,p) = {fa go,o B} ile belirtilir.

3) S iuzerinde dogal dianalitik yap: bulunan diski temsil etsin. S nin kompleks
iki kathst C, ve C_ un dogal tersanalitik tersinmesi(involution) % oldugundan,

Aut S = (Aut*C_)* = PGL(2,R).
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BOLUM 3
3. KLEIN YUZEYLERIN OTOMORFIiZM GRUPLARI iCIN SINIRLAR

Bu boliimde, kompakt Klein yiizeylerin otomorfizm gruplarinin kerteleri igin
bir kistm sirlar elde edecegiz. Ikinci boliimde otomorfizm gruplanmin genel teorisi
verildi ve |Aut(S)| <84(g—1) oldugu belirtildi. Ozellikle Hurwitz gruplan ile ilgili bir
kisim sonuglar verildi. Bu gruplanin PSL(2,q) gruplan ile sik iligkisi vardir. Klein,
otomorfizm grubu PSL(2,7) ve cinsi 3 olan bir Riemann yiizeyi bulmustur. Hurwitz
84(g-1) sinirim bu Ornekten esinlenerek elde etmistir. Burada PSL(2,7) nin kertesi

168 dir ve bu da dikkat edilirse 84(3-1) dir. Bu nedenle énce PSL(2,q) gruplarins
dikkate alacagiz.

3.1 Hurwitz Grubu ve PSL(2,q) Gruplan

Hurwitz gruplarim dogal olarak basit gruplar arasinda aramak gerekir. Ciinkii
agikar olmayan higbir Hurwitz grubu devirli degildir ve bir Hurwitz grubunun
herhangi bolim grubu bir Hurwitz grubudur. Bu nedenle bir maksimal normal altgrup
yardimityla bir bolim Hurwitz grubu elde edersek, bu bir basit Hurwitz grubu olur.
PSL(2,q) projektif tinimodular gruplar q>3 igin basit olduklanindan bu gruplar iginde
Hurwitz grubu aramak dogaldir. Bunun igin 6nce PSL(2,q) grubunun bazi temel
. Ozelliklerini belirtmek gerekir.

3.1.1 Tamm: p asal say1 ve n pozitif tam olmak iizere q = p" seklindeki q ye asal
kuvvet diyecegiz.

Gosterilmigtir ki, bu q degeri igin kertesi q olan bir cisim vardir. Bu cismi
GF(q) simgesi ile gosterecefiz. Eger q bir asal kuvvet degilse q kerteli bir cisim
yoktur. Ozel olarak n=1, q=p asal say1ise GF(p)=residii mod p olur.

b
GL(z,q)={(: d)

0
grup denir. Z(GL(2,q))={(: a)‘ a¢0} kiimesine GL(2,q) nun merkezi denir.

a,bocd eGF(q),ad-bc;t-O} kiimesine genel lineer

PGL(2,q)=GL(2,q)/Z(GL(2,q)) ye projektif genel lineer grup denir.
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b
SL(2,q) ={(: d) eGL(2,q)| ad-bc = 1} ye Ozel lineer grup(special linear group)

denir. PSL(2,q)=SL(2,q)/Z(SL(2,q)) ye projektif ozel lineer grup denir.[3]

¥1 0
3.1.2 Uyari: 1) Burada p=2 ise Z(SL(2,q))={(O 11)}’ p=2 ise

q(@-(q+1) :p=2
2) F:SL(2,q)—>PSL(2,q) lizerine dogal homomorfizm ise

a b) (a bYF1 0 a b
= . d . 2. a) ici
F(c d) Lc d)(o ?1) Bura a(c d) ogesi PSL(2,q) iginde

bY¥1 0
(a d)(.,(-) :Fl) ogesini(kosetini) indirgiyor denir. Bu nedenle PSL(2,q) deki bir
c

ogeyi bunu indirgeyen ve SL(2,q) de bulunan iki 6genin herhangi biri ile temsil edilir.

Z(SL(2,q)) = {((1) ?)} ve [PSL(2,q)| = {q(q -D@+1)/2:p=z2

b W
" 3)Bir (a d) €GL(2,q9) igin iz(a d)=a+d olarak tamimlamir. Buna gore,
c c

i) PSL(2,q) da kertesi 2 olan bir 6ge indirgeyen SL(2,q) daki matrislerin izi sifirdar.

i) PSL(2,q) da kertesi 3 olan bir 6ge indirgeyen SL(2,q) daki matrislerin izi +1 dir.
iii) PSL(2,q) da kertesi 7 olan bir 6ge indirgeyen SL(2,q) daki matrislerin izi
Eise E3+£%2 —2€ —1=0 dir.[3]

3.1.3 Teorem: PSL(2,q) nun Hurwitz grubu olmas: igin gerekli ve yeterli kogul,
i) g=p, p asal ve p=F1 (mod 7)
ii) q=p°, p asal ve p=0,F1 (mod 7)

1i) q=7 olmasidir.
Ispat: [13]

3.1.4 Teorem: PSL(2,8) grubunu otomorfizm grubu olarak kabul eden ve cinsi 8 olan
yonlendirilemez bir Klein yiizey vardir.
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Ispat: 3.1.3 den biliyoruz ki, PSL(2,8) i otomorfizmlerinin grubu olarak kablil eden

. A
ve cinsi 7 olan yonlendirilebilir bir Klein yiizeyi vardir. Bu grubun doguraylan X, #ve”

o

. ew
Tue K
( n g
"y

I’

= t a;
A 4

3f

ile gosterilirse X* =Y = (XY)” =1 oldugu biliniyor. X in kertesi 2 oldugundan izi

X

11
stfirdir ve bu nedenle, X = [0 1] alinabilir. Eger XY =[ y] denirse,

zZ W

Xx+w+z=1

X+w=E&

Xxw—yz=1
olur. Burada £=izXY dir. Bu esitliklerin, w=0 igin bir ¢6ziimii oldugunu varsayahm.
Bu durumda, x=§, z=1+&, y=£? olur. Kolayca gosterilebilir ki PSL(2,8),
A ={e),5,65;¢] =5 =5 = (€,;)* =(c,65)° = (cyc3)” = 1) grubunun bir
homomorfik resmidir. Bu nedenle PSL(2,8) de,
2} =(ZX) = (ZY)P =X =Y?=(XY) =1 Ozelliginde bir Z matrisinin varhgm

2
gormek gerekir. Bu matrisin ise Z =[(1) §1j| oldugu hesaplama ile goriilebilir.

Boylece de, ¢, > ZX, ¢, > Z, ¢; > ZY ile tammlanmis doniigiim istenilen zellikte
bir homomorfizmadir. Bu bize PSL(2,8) in istenilen ozellikte bir grup oldugunu
gosterir.[14]

3.1.5 Teorem: PSL(2,27) yonlendirilebilir ve cinsi 118 olan bir Klein yiizeyin
+otomorfizmlerinin bir Hurwitz grubudur. Fakat cinsi 119 olan yonlendirilemez bir
yiizeyin otomorfizmlerinin bir grubu degildir. Bu nedenle her Hurwitz grubu cinsi p
olan yonlendirilemez bir yiizeyin 84(p-2) tane otomorfizminin bir grubu degildir.

Ispat: Onceki teoremdeki yonteme benzer sekilde hareket edilebilir.[14]

3.1.6 Teorem: Eger cinsi p olan ve 84(p-2) 6geli bir grubu otomorfizmi grubu kabul
eden yonlendirilemez bir yiizey varsa, her m>0 tek sayst igin p'=mP ' (p-2)+2
olmak iizere, cinsi p' olan ve 84(p'-2) otomorfizmi grup kabul eden yonlendirilemez
bir yiizey vardir.

ispat: A, yoriinge cinsi p olan yonlendirilemez bir yuzey grubu olsun, 6yle ki H/A,

84(p-2) otomorfizmi grup kabul etsin. [A,A] komiitator altgrubu, A nin bir
karakteristik altgrubudur ve boylece A nin elemanlanmn m. kuvveti ile iiretilen
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altgrup Burnside m-gekirdegi {A‘“} dir. Bu yiizden M(m)={/\"‘}[A,A] ¢ o
""""“«:a..,..a'

karakteristik altgruptur. Her komiitator yon koruyan oldugundan [A, A ] bir Fuchsian

gruptur ve eger m tek ise {A‘“}yﬁn degistiren elemanlar igerir. Ciinkii yondegistiren

bir dgenin tek kuvveti de yon degistiren ogedir. Boylece M(m), m teksays1 igin,
yonlendirilemez bir yiizey grubudur. Benzer olarak, M(m), m gift say1 oldugunda
yonlendirilebilir bir yiizey grubudur. A/M(m) sonlu iiretegli degigmeli gruptur. Ogeleri
sonlu kertelidirler. Bu yizden A/M(m) sonludur ve boylece M(m), A da sonlu
indekse sahiptir ve dolayisiyla M(m) kompakt yoriinge uzayh bir yiizey grubudur

Tim A €A, teA igin A —> tAt™, A mn bir grup otomorfizmidir. M(m) A
nin bir karakteristik altgrubu oldugundan tM(m)t'=M(m) dir. Simdi m in tek say:
oldugunu diistinelim. p' yiizeyin cinsi olmak iizere 84(p'-2) otomorfizme sahip bir
- H/M(m) yonlendirilemez yiizeyini alacagiz.  Simdi p' yi hesaplayahm. A,
(a,,az,...,ap;afai...af, =1) gosterimine sahiptir. a; nin dogal homomorfizm altindaki

resmi &; ile gosterilir. Degismeli gruplanmiz toplamsal olarak yazilarak A /M(m) igin
(a,,8,...,3,,mg, =...= ma, = 2(a, +a,+...+a,) = 0) gosterimi elde edilir.
m(a; +a,+...+3,) = 0 ve n tek say1 oldugundan, &, +a,+...4+8, =0 dir. Boylece de

A/M(m), (a,,a,...,a, ;ma; =...=ma, , =0) gosterimine sahip olur. Dolaysiyla

A/M(m) = Z"" ve ]A/M(m)]= mP™ dir. Buradan ! (M(m)) 21t(p —2) =m""' ve
n(A)  2m(p-2)

boylece p'= m"™(p—2)+2 olur.[14]

3.1.7 Sonug: Her m>0 tek sayist igin cinsi p'=6m’ +2 olan ve 84(p'-2) ogeli bir
grubu otomorfizmi grup kabul eden yénlendirilemez bir yiizey vardir.

Ispat: Biliyoruz ki 504=84(7-1) otomorfizmden olusan grubu otomorfizm grubu
olarak kabul eden ve cinsi p=8 olan yoénlendirilemez bir Riemann yiizeyi vardr.
Buradan istenen sonug ¢ikar.[14]

3.1.8 Tamm: Bir kompakt Riemann yiizeyin +otomorfizmlerinin bir genis
grubu(large group) diye bir Fuchsian iiggen grubun yiizey g¢ekirdek bolim grubuna

denir.

3.1.9 Lemma: Dihedral grup, +otomorfizmlerin bir genis grubu olamaz.
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Ispat: D,, (B,C;B?=(BC)’=C"=1) gosterimine sahip bir dihedral grup olqun O -
zaman eger D,, +otomorfizmlerin bir genig grubu ise bir A Fuchsian iiggen grubu N e

R

x:A — Dy, bir yiizey ¢ekirdek homomorfizmi vardir. A min gosterimi;

%+ . + : <1 olmak tizere (x,y; x? =y% = (xy)" = 1) olsun. Simdi kolaylkla
gorebiliriz ki, D, nin C ile tretilen devirli grupta bulunmayan tiim dgelerinin kerteleri
2 dir. Bu nedenle p, q, r tamsayilaninin en fazla bir tanesi 2 ye egittir. Biliyoruz ki, ¥,
sonlu kerteli 6gelerin kertelerini korur ve dolayisiyla x(x) , x(y) D,, yi iiretir.Bu
nedenle p, q, r tamsayilanindan biri 2 ye esitt olacaktir. Varsayalm ki p=2 olsun, o
halde g#2 ve 0<{ <m olmak iizere y(y)=C’ dir. Eger x(x)=BC* ise (xy)= BCk*!
dir ki, kertesi 2 dir. Bu yiizden r=2 olur. Bu ise bir geligkidir. Diger durumlarda da
kolaylikla elde edilebilir.[14]

3.1.10 Teorem: G, bir S yonlendirilebilir Riemann ylizeyinin +otomorfizmlerinin
devirli olmayan bir genis grubu olsun. Eger § nin Fotomorfizmlerinin grubu Z,xG
ye izomorfizm ise S, G yi otomorfizmlerin bir grubu gibi kabul eden bir S
yonlendirilemez yiizeyinin 2-yaprakh értme yiizeyidir.

ispat: A bir Fuchsian iiggen grup ve I, I'° = A olacak sekilde bir NEC-grup olsun. I”
nin,

i) (0,+,[ 1{£,m,n}y
i) (0,+,[¢],{m}
simgesine(signature) sahip oldugunu biliyoruz.
Once (i) simgesine sahip oldugunu varsayahm. O zaman
{c,,cz,c3;cf =c2 =¢2 = (c;6,)" = (c;69)™ = (cyc5)" = 1} gosterimine - sahiptir.  Bir
¢:T' - Z,xG ylizey-gekirdek homomorfizmine sahip oldugumuzu biliyoruz. Ustelik,
bir 0:Z,xG ~» G dogal homomorfizmi vardir. y =8¢ olsun. Oyleyse y:I' - G bir
homomorfizmdir. Ayrica w(A)=0¢(A)=6(G) =G dir. Boylece eger 2.1.17
teoreminden elde edilecek sonugla kery nin bir yiizey grubu oldugunu ispatlarsak,
kery nin ker¢ yi iki indeksli bir altgrubu olarak igerdigini gérmemiz kolaylagtr.
Eger v ekery ise 0¢(y) =1 dir. Boylece y nin sonsuz kerteli olmas: halinde
ya ¢(y)=1yada ¢(y)=h=1 dir. Bu son durumda; 6(h) =1 boylece de h*=1 ve

her geG igin hg=gh olur. y min yansima oldugu sonucunu ¢ikaninz. Boylece y
C;,C, yadac; e eslenik(conjugate)tir. Diyelim ki y, ¢, e eslenik olsun. O zaman
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¢, ekery olur. Dolaysiyla G, {X, Y, X =Y =X =(XY)"=Y"= 1} seklindekd bir, .+

gosterime sahiptir. Eger £ ve n ¢ift say1 ise bu grup dihedraldir, bu ise 3.1.9 lemmasi
ile celisir. Aksi halde grup devirli olur ki, bu hipoteze ters diiger.
Simdi I' min (ii)simgesine sahip oldugunu varsayalim. O zaman

{cl,x; ¢ =x!=(xex7le)™ = l} gosterimine sahiptir.  Sonlu kerteli bir eleman kery

de dolagirsa y(c)=1 olur. Boylece G = Z, olur ki, bu da hipoteze ters diiger.[14]

3.1.11 Teorem: G,=(T,U[T*=U*®*"Y =(TU)* =(T"'U)’=1) grubunun kertesi

8(g+1) dir. Ayrica Vg =2 igin G, cinsi g olan bir yiizeyin otomorfizm grubudur.

Ispat: G, grubu V, U ile aretilmis olan Z, ® Zy4y) grubunu T =V, T'UT=U'V
kosullarint gergekleyen T ogesiyle genisleterek elde edilmistir. T g ile (2,4,2(g+1))
tggen grubunu gosterelim. 3.2.4 Teoremi geredi boyle bir grup vardir.(3 yiizey
gekirdek homomorfizmi I}, — G, iizerine) Eger y, kert nun cinsi ise, Riemann-

Hurwitz formiiliinden

2(y—1)=8(g+1)(-—2+1—%+1——;—+1—

o ,)) dir. Buradan da y =g bulunur.

3.2.3 Teoremi geregi, kert nun cinsi g oldugundan, kert, F, dedir. Dolayisiyla

otomorfizm grubudur.[15]

Birbirlerinden bagimsiz olarak, |G| > 8(g+1) oldugunu ispatlayan Maclachlan

ve Accola, 3|g durumunda da yine birbirlerinden bagimsiz olarak [G|>8(g+3)

oldugunu ve bu smnn da sonsuz goklukta g de@eri icin elde edilebilecegini
ispatlamiglardir.

3.1.12 Teorem: g =0 (mod 3) olmak iizere,
G’ =(T, U[T2 = U = (TU)* = (TU?)? = 1) grubunun kertesi 8(g+3) tiir ve G'; cinsi
g olan bir yiizeyin otomorfizmierinin bir grubudur.

ispat: 3.1.11 e benzer gekilde ispatlanabilir.]15]
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3.2 Ortii ve Dallanmaya Bagh Olarak Simir Bulunmas: \"\}“_ S f'f
i v ¥

3.2.1 Teorem: S cinsi g>2 olan kompakt Klein yiizey, G=Aut(S) olmak iizere
§=S/G cinsi y 21 olan bir kompakt Klein yiizey ve [G|=r olsun. O halde

|G| <4(g-1)
dir.

7
Ispat: y 22 olsun. Béylece Hurwitz dallanma formiilinden IgGI 22 ve dolayisiyla

' |G| <g-1olur. y=1ise t=0 olur. O halde Hurwitz dallanma formiilii geregi
282 > m(l ——) > 1——]~> 1 yani |G| <4(g-1) elde edilir.[9]

6l k, 2
3.2.2 Teorem: S cinsi g>2 olan kompakt Klein yiizey, G=Aut(S) olmak iizere
§=S/G cinsi y =0 olan kompakt Klein yiizey ve |G|=r olsun. Eger m:S—§
dallanmas: § nin i¢ noktalan iizerine ise

IG|<6(g-1)
dir.

Ispat: Bu durumda her n; =2 olacagindan Hurwitz dallanma formiiliinden

28-2 -2 +2ﬁ(l - l) olur. Buradan da,
iGI i=1 ki
g-1 1 1
=t-l-——. - 1
o ?

bulunur. g2 herk; >2 oldugundan (1) den t > 2 oldugu sonucuna vardir.

Varsayalim ki t > 3 olsun. Vk; >2 oldugundan (1) den l?ll =t-1- %

dblay1s1yla |G] <2(g-—1) elde edilir. =2 olsun. Bu durumda k, =k, =2

va—

olamayacagindan(aksi halde g=1 olur ki bu varsayimla geligkidir),

g1, 11

1
|G| > 537G yani |G| <6(g~1) olur.[9]
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3.2.3 Teorem: S cinsi g=>2 olan kompakt kenarsiz bir Klein yiizey ve Géﬂul(@, m..ﬁ"ﬁ

B =S/G gergel projektif diizlem olacak bigimde bir otomorfizm grubu ise
|G| <6(g—1)
dir.

‘ Ispat: @B=O vey=0 oldugundan onceki teoremin kosullari gergeklenmistir. Bu
nedenle de lGl <6(g-1) olur.[9]

3.2.4 Teorem: S siin bulunan, kompakt yonlendirilebilir, cinsi g >2 6zelliginde bir
Klein yiizey ise

i) |Aut+(S)| <6(g-1)

ii) |Aut(S)| < 12(g - 1)
dir.

ispat: S yonlendirilebilir ve 6S # & oldugundan G < Aut*(S) icin § =S/G nin sin
bos degildir ve dolayisiyla S nin cinsi y=0 oldugundan dolay:1 da S=D= {z: |z| < 1}
diskidir.  Diger yandan, n:S— S/Gdogal izdiigim doniisim morfizmi sadece

D= {z: |z| < 1} diskinin i¢ noktalan tizerine dallanir. Gergekten de xe$ olmak iizere,

S(x)= {g eG]gx = x} kalimlagtiricisi ve bunun S'(x)= {g eS(x)l(l)g(I)“1 analitik}
altgrubu dikkate ahinirsa G — Aut™(S) oldugundan S'(x) in tammindan S(x)=S'(x)

oldugu goriliir. Dolayisiyla, x €S ise n(x) € D(x, x de dallanabilir ya da dallanamaz)
ve eger x €08 ise e (x)=1 olur. O halde n sadece D nin i¢ noktalan iizerine
dallanir. Dolaysiyla (i) deki sonug 3.2.2 teoreminden elde edilir. Diger yandan
Aut(S) = Aut”(S) ya da Aut”(S), Aut(S) nin indeksi iki olan bir altgrubu oldugundan
(ii) deki sonugta (i) den elde edilir.[9]

3.2.5 Teorem: S, g >2 ozelliginde, sinin bulunan kompakt Klein yiizey ise
|Aut(S)| < 12(g-1)
dir.

ispat: v > 1 halinde,3.2.1 teoremi geregi, |Aut(S)| < 4(g - 1) olacaktir. y=0 ve

dallanma sadece S =S/ Aut(S) nin ignoktalan iizerine olmast halinde de
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|Aut(S)| <6(g—1) oldugunu 3.2.2 teoreminde gordikk. =0, 6S #Q ve dallanma a5 j”‘.,;!?'

: e
tizerine oldugunda yine Hurwitz dallanma formiilinden |Aut(S)| <12(g~1) oldugu

gorulir.[9]
Ornek: 1) S, 3-delikli bir kiire olsun. Delikler ekvator etrafinda olsunlar ve ekvatora
yerlestirilmiy eskenar iiggenin kogelerini iglerinde bulundursunlar. S cinsi 2 olan

yonlendirilebilir Klein yiizeydir ve |Aut(S)|=12=12(2-1) dir. Ustelik
Aut(S) = C,xD, diir.

2) S, 6-delikli kiire olsun. Delikler diizgiin altigenin kogelerinde olsun. S cinsi 5 olan
yonlendirilebilir Klein yiizeydir. |Aut(S)| =48 =12(5-1) dir.[9]

3.2.6 Tammm: S, g cinsli, k sinir bilesenli yonlendirilebilir kompakt Klein yiizey olsun.
S nin p ile gosterilen ve analitik cinsi diye adlandinlan say1 g=2p+k-1 esitligi ile
tammlanir.  Dikkat edilirse bu p sayisi, S nin herbir sinir bilesenine bir disk
yapistirilarak elde edilen S* kompakt yiizeyin topolojik cinsidir.

3.2.7 Teorem: S g cinsli, k sir bilesenli, yonlendirilebilir kompakt Klein yiizey
o(g-1)
7

olsun. Eger —=——<k<g-3ise |Aut(S)<84(g-k-1)<12(g-1) dir.

ispat: Maskit [Aut*(S)| <|Aut(S")| oldugunu gosterdi. 2p=g-k+124 oldugundan

p=2 olur. Boylece de lAut(S')l ye Hurwitz sinint uygulanabilir. O halde

|Aut(S)| < 2.84(p - 1) = 84(g — k - 1) elde edilir. Dikkat edilirse
"84(g-k-1)<12(g-1) = 6(g—1)<7k" . Eger g<16 ise 6(g-1)/7<k<g-3 seklinde
tamsay1 olan k yoktur. Teoremde verilen gelistirilmis sir cinsi 16 ve smir bilegeni 13
olan yonlendirilebilir Klein yiizeye uygulanir.[9]

3.2.8 Teorem: S g cinsli, k sir bilesenli, yonlendirilemez kompakt Klein yiizey
(g 1))

olsun. Eger ———=<k<g-2ise IAut(S)| <84(g-k-1)<12(g-1) dir.

ispat: Sy, 2k sir bilegenli, yonlendirilebilir kompakt Klein yizey v:S; — S, S nin
dallanmamig 2-yaprakli ortmesi, T S, in veot=1v ozelligindeki tersanalitik tersinmesi
olsun. S, in g' cinsi g'=2g-1 dir. f:S—S bir otomorfizm olsun. QOyleyse
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G, i diyagrami uyumlu olacak sekilde yoénkoruyan bir‘\c.-%hw ot

f:S, — S, otomorfizmi birtek bigimde vardir. Boylece de

v l lv
g _f s IAut(S)I < |Aut+(S)| olur. S, m analitik cinsine p' denirse,

p'= (2g-D-2k+1

5 g—k =2 olur. Boylece 3.2.7 teoreminde bahsedilen Maskit'e

ait sonug geregi, |Aut(S)| < |Aut+(SO)I <84(p'-1)=84(g- k- 1) elde edilir. Dikkat
edilirse "84(g-k—1) <12(g-1) < 6(g—1) < 7k" dir.[9]
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Riemann, kompleks cebirsel efrilerin kesirli otomorfizmlerinin olugturdugu gruplaria, bu cebirsel
efsrilerin belirledigi kompakt Riemann yizeylerin kesirsel otomorfizmlerinin olugturdugu gruplann ayn:
oldugunu gosterdi. Daha sonra Macbeath ve Accola bu otomorfizm gruplannin yapilannm belirten bir
kisim Ozellikler elde ettiler. Bu sonuglar, otomorfizm gruplan Gizerindeki galismalarn yogunlagmasina
sebep oldu.

Riemann yiizeyleri, iizerlerinde analitik yapilar bulunan, yonlendirilebilir kenarsiz yiizeylerdir.
Ancak yonlendirilemez ve kenarh yiizeyler dikkate alindifinda, bunlann iizerine dianalitik yapilar
koymak gerekmektedir. Bu yapida analitik ve ters-analitik' doniigiimler vardir. Bu yiizeylere Klein
yiizeyler ach verilmigtir. Béylece Riemann yiizeyleri bu yiizeylerin &zel hali olmuglardir.

Bu tezde Klein ylizeylerin otomorfizm gruplan incelendi. Genel teori verildikten sonra bu
konudaki literatiirii olusturan ¢aligmalardan bir kissm 6nemli teoremler segildi ve bunlann ispatlan
anlagihr bigimde verildi.

Tez ii¢ bolimden olugmaktadir. Birinci béliimde Klein yiizeyler ve bunlarin értme yiizeyleri
tammlandi. Klein yiizeyler ve otomorfizm gruplarla ilgileri nedeniyle NEC-gruplar ve béliim uzaylan ile
ilgili bir kistm temel sonuglara yer verildi.

Ikinci boliimde otomorfizm gruplarinin temel 6zellikleri belirtildi. Ozellikle Hurwitz gruplan ile
ilgili temel teoremler aynntil bigimde yazild:.

Ugiincii bolimde PSL(2,q) gruplan ve Hurwitz gruplan arasindaki ilgiyi belirten baz
teoremlerin ispatlan aynntili bigimde yazild:.




dL;i L

« 1,

INGILIZCE ABSTRAKT (en fazla 250 sozciik);

Riemann showed that the groups of fractional automorphisms of complex algebraic curves are
the same with the groups of fractional automorphisms of compact Riemann surfaces determined by these
algebraic curves. Later on Macbeath and Accola obtained some properties determining the structure of
these autumorphism groups. These results caused an increase on the search of these automorphism
groups.

Riemann surfaces are orientable surfaces without boundary with an analytical structure on them.
When non-orientable surfaces with boundary are considered, it is necessary to put on them dianalytic
structures. In this structure there exist analytical and anti-analytical transformations. These kind of
surfaces are called Klein(ian) surfaces. It should be noted that Riemann surfaces are a special case of
them. :

In this thesis automorphism groups of Klein surfaces are studied. After the general theory is
given, some important theorems in the literature are recalled and explicit proofs are given.

The thesis consists of three chapters. In the first chapter Klein surfaces and their covering
surfaces are defined. Also some fundamental results concerning NEC-groups and quotient spaces are
given because of their close relation with Klein surfaces and automorphism groups.

In the second chapter fundamental properties of automorphism groups are given. Particularly,
main theorems related to Hurwiiz groups are recalled in detail.

In the third chapter, proofs of some theorems giving the relation between PSL(2,q) groups and
Hurwitz groups are given. Finally some boundary problems for the order of automorphism groups in
relation with ramification index are given and proven.




