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Fuchsian gruplarin matematie girisi Poincaré ’nin L.Fuchs ’un diferansiyel
denklemler iizerine yayinladifi bir makaleyi incelemesiyle olmustur. Poincaré bu
makaleden yararlanarak eliptik fonksiyonlarin genellestirilmisi olan bir fonksiyon sinifi
tanimlad: ve Fuchsian fonkstyonlar adim verdi. Otomorf fonksiyonlar i¢in kullandig
I’ siireksiz grubunun aym zamanda diizlem hiperbolik geometrinin yon koruyan
izomorfizmlerinin grubu ile de ¢akigtigim farketti.

Fuchsian gruplar PSL(2,IR) ’nin ayrik altgruplan oldugundan bu ¢aligmanin
birinci bolimiinde Topolojik doniistim gruplan, aynk gruplar ve dogrusal
doniigiimlerle ilgili bir kisim sonuglar venldi. Ayrica bu boliimde Riemann yﬁieyleri,
Fuchsian gruplarin bolim uzaylan oldugundan Riemann yiizeylere ve Fuchsian
gruplarla iligkilerinden dolay: latislere kisaca yer verildi.

Ikinci bolimde Hiperbolik metrik, Fuchsian gruplanin temel bolgelerinin
hiperbolik alanlarini bulmada kullanilacak olan Hiperbolik alan tanimland.

Tezin ana kismmm olugturan, Ugiincii béliimde ise Fuchsian grup tamimu,
Fuchsian gruplarla siireksiz gruplar arasindaki iliski, Uggen gruplar, Fuchsian
gruplarin temel cebirsel Ozellikleri, bir Fuchsian grubun temel bolgesi, Fuchsian
gruplarla Riemann yiizeylerin arasindaki iligki ve bir Fuchsian grubun temel
bolgesinin hiperbolik alam ile ilgili baz1 dnemli teoremlerin ispat1 anlasihr bir gekilde
verildi.

Anahtar Kelimeler: Hiperbolik alan / Aynk grup / Fuchsian grup / Temel bolge /
Boliim Uzayr / Riemann Yiizeyi



ABSTRACT
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Fuchsian groups first have been introduced by Poincaré. His starting point
was a paper on differential equations which was written by L. Fuchs. Using the
results of this paper, Poincaré defined a class of functions which were the generalized
form of elliptic functions and he called them as Fuchsian functions. Moreover, he
realized that the discontinuous group of automorphic functions, I', coincided with the
group of conformal isomorphisms of the plane hyperbolic geometry.

Fuchsian groups are discrete subgroups of PSL(2,IR). From this point of
view, in the first chapter, we have considered topological transformation groups,
discrete groups and linear transformations. In the same chapter, we also mentioned
about the Riemann surfaces and lattices. Because the Riemann surfaces are quotient
spaces of Fuchsian groups and lattices are closely related to the Fuchsian groups.

In the second chapter, hyperbolic metric and hyperbolic area have been
defined. Because, we are interested in the hyperbolic area of fundamental regions of
Fuchsian groups.

In the third chapter which is main part of the thesis, defimition of Fuchsian
group, the relation between Fuchsian groups and discontinuous groups, the triangle
groups, the some important algebraic properties of Fuchsian groups, the fundamental
region of a Fuchsian group, the relation Fuchsian groups and Riemann surfaces and
the hyperbolic area of the fundamental region of a Fuchsian groups have been
considered and the related theorems and proofs have been given.

Key Words: hyperbolic area / discrete group / Fuchsian group / fundamental
region / quotient space / Riemann surfaces
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Kisaltmalar
C,

U

PGL(2,C)
PSL(2,C)

PSL(2,IR)

[G.X]

Iy
Q

D(Q)
h(y)
p(z,w)

[2.%]

w(E)

u/T
L(T)

D, ()

Cr(T)
N(T)

Agiklamalar
C {eo}

{zeCimz> 0}

{az+b |a,b,c.d eC, ad—be ¢0}
cz+d

{az+b a,b,c,deC, ad—bc= l}
cz+d

{az+b |a,b,c,d €lR, ad-bc= 1}
cz+d

Topolojik donigim grubu
Q ¢emberine gore inversiyon

w,/w, IR ve sabit w;,w, €C i¢in {mwl +nw,|m,n eZ}

{z eC"z[ <|z-0|, Vo eQ it;in}

y egrisinin hiperbolik uzunlugu

z ile w noktalan arasindaki hiperbolik uzunluk

z ile w noktalanini birlestiren hiperbolik dogru pargasi
E bolgesinin hiperbolik alam

Fuchsian grup

I" Fuchsian grubunun U ’da bokim uzay
I" Fuchsian grubunun limit kiimesi

{zeU|p(z,p)<p(zT(p)) VT el igin}
I" Fuchsian grubunun T 6gesinin I' ’da merkezlestiricisi
I' Fuchsian grubunun PSL(2,IR) ’de normallegtiricisi
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1. ONBILGILER

1.1 Topolojik Dindisiim Gruplar:

1.1.1 Tamm : G hem bir grup hem de topolojik uzay olsun. Eger Vg, h €G
igin mGxG—>G, m(g,h)=gh ve iG—>G, i(g)=g" bigiminde tammlanan
‘ fonksiyonlar siirekli iseler G ’ye topolojik grup denir [1].

1.1.2 Tammm : G bir topolojik grup ve X herhangi bir topolojik uzay olmak
iizere [G, X] sirali giftini alahm. A:Gx X — X, A(g,x) = gAx olarak tamimlanan bir

surekli donugiim agagidaki iki kosulu gergeklerse [G,X] ‘e bir topolojik doniigiim

grubu denir.
1) gA(hAx) = ghAx
i) 1Ax =x [2].

1.1.3 Tanmm : X bir topolojik uzay ve G, X ’in homeomorfizmalarinin bir
grubu olsun. G ’nin etkisi ile X, G-yoriingelerine aynithr. X ’in bir x elemaninin G-
yoringesi [x]; seklinde gosterilir. X in bir y elemamnin y [x], olmast igin gerek
ve yeter kosul bir g €G igin g(x) =y olmasidir. G-yoriingelerin kiimesine yériinge
uzayi (orbit space) veya baliim uzay: (quotient space) denir ve X/ G ile gosterilir.

Eger p:X—X/G, p(x)=[x], izdisim donigiminii tanimlarsak; T,, X

G
kiimesi tizerindeki topoloji olmak tizere X/ G boliim uzayi iizerindeki topoloji
1= {V c X/ G|p-1(V) e'cx}

dir. Bu topoloji ile X/G bir topolojik uzaydir [1,3].

1.2 Ayrik Gruplar

1.2.1 Tamum : G bir topolojik grup olsun.

(2) G 'nin 6Zelerinin higbirisi G *nin yigilma noktas: degilse G ’ye ayrik grup
denir.

(b) G ’nin her g 6gesi igin {g} kiimesi g ’nin bir komsulugu ise G ’ye ayrik
grup denir.



1.2.2 Teorem : 1.2.1 Tammndaki ayrik grup tanimlar birbirlerine denktir [3].

1.2.3 Tamum : G herhangi bir topolojik grup olsun. G ’nin e ’yi igeren tiim
agik altkiimelerinin ailesi N olsun. Eger UVeN ise UV= {uv[u eU,v eV} ve

U! ={u’l]u eU} olmak iizere UVeN ve U'eN dir. Eger U=U" ise U ’ya

simetrik agik kiime denir [1].

1.2.4 Lemma : UcN ise VVc U olacak sekilde bir VeN simetrik agik
kiimesi vardir [1]. '

1.2.5 Teorem : G topolojik grup olsun. €, G ’nin bir ayrk altgrubu ve K, G
“nin kompakt bir altkiimesi ise QK sonludur.

ispat : Q ayrik oldugundan UnQ = {e} olacak sekilde UeN vardir ve 1.2.4

Lemmadan VV ¢ U olacak gekilde bir VeN simetrik agtk kiimesi vardir. G ’nin g
ogeleri igin gV agik kimeleri G ’yi orter ve dolayisiyla K ’yi de orter. K ’nin
kompakthgindan, K ’yi érten K< g Vu...ug V seklinde sonlu bir alt értii vardir,

Her i=1,...n i¢in IQr\ giV] <1 oldugunu gostermek istiyoruz. Tersine
h,h, eQngV ise h;=gv; (j=12) sekilde v,,v,e€V vardir ve buradan
hi'hy = vi'g g v, = vi'v, eVIV=VV U, hi'h, eUnQ={e} oldugundan
h, = h, bulunur. Béylece |QK|<n olur [1].

1.2.6 Tamum : {G,X] bir topolojik doniigiim grubu olsun. X’in her bir x dgesi igin
S(x) = {g eG]g(x) = x}

kumesine x ’in kahmlastiricist (stabilizer) denir. Eger X ’in bir A altkiimesi verilirse,
A ’nin kalimlagtiricist

S(A) ={g <Glg(a) = A}
kiimesidir [3].
1.2.7 Tanmm : Eger G bir grup ve g €G ise, G ’de, g 'nin merkezlestiricisi
(centraliser)
Co(g) ={h Glng = gh}
seklinde tammlamr. Cg(g), G ’nin bir altgrubudur {1].



1.2.8 Tamm : EgZer G bir grup ve H, G ’nin bir alt grubu ise H’ nm
Ng (H) normallegtiricisi (normalizer) "

No(H) = {g <GlgHg™ = H
“dir. Ng(H), H ’y1 normal altgrup kabul eden G ’nin en biyiik alt grubudur [1].

1.3 Riemann Yiizeyleri

1.3.1 Tamim : S baglantth Hausdorff topolojik uzay olsun. S ’nin her s
noktast € ’nin bir agik altkiimesine homeomorf olan, agtk bir U komsuluguna
sahipse, S ’ye bir yiizey denir.[1].

1.3.2 Tanim : S baglantih bir Hausdorff uzay olsun. Bir 4 = {(Ui,(Di)} ailesi
agagidaki kogullan saglarsa 4 ailesine S igin bir atlas denir.
1) Herbir U; <8 agiktir ve UU; =8S.
iel
i) Her bir W;, € ’nin bir agik altkiimesi olmak tizere, ®;;U; > W, bir

homeomorfizmadir [1].

1.3.3 Tanmm :Eger s e U; ise (U;, ®;) ’ye, s 'de bir pafta (chart) ve z; = ®,(s)
’ye de s i¢in bir yerel koordinat (local coordinate) denir [1].

1.3.4 Tamm : S baglantih Hausdorff' topolojik uzayinda;

o {Uj: jel }, S ’nin bir agik ortisiidiir

(i) Herbir ¢;, U; "den, € ’nin bir agik altkiimesine homeomorfizmadir

(i) Eger U=U;nU;2Q ise ¢;(0)7:¢;(U0) > ¢;(U), ¢;(U) ve ¢;(U)
duzlem kiimeleri arasinda analitik bir eslemedir; kogullarini saglayan {(cb pUpiel }
ailesi varsa, S uzayina bir Riemann yiizeyi denir [5].

1.3.5 Tamm : Bir S yiizeyinin értme yiizeyi (covering surface), S bir yuzey

ve p *de, S ’dan $ tizerine asagidaki 6zellikte olan siirekli bir fonksiyon olmak iizere,
(S, p) ciftine denir.

i) S ’nin her s noktasi, p”'(U) ’nun her baglantili V bileseni p ile U iizerine
homeomorf olarak eglenen ve D agik diskine homeomorf olan bir agk U
komsuluguna sahiptir [1].
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1.4. Dogrusal Doniisiimler

C ., karmagik diizleminin otomorfizmleri a,b,c,d €C ve ad-bc#0 olmak iizere

T(z) = az+b
cz+d
seklindeki doniigimlerdir. Bu donigimlere Mobius doniigimleri veya dogrusal
doniigiimler denir. Bu donigimlerin kiimesi, fonksiyonlardaki bilegke iglemine gore
bir grup olugturur ve bu grup PGL( 2,C ) simgesiyle gosterilir. a,b,c,d €C , ad-bc0
olmak tizere

az+b
cz+d
doniisumlerine de C , 'un anti-otomorfizmleri denir. ki anti-otomorfizmin bileskesi

U(z2)=

bir otomorfizmdir. Bir otomorfizm ile bir anti-otomorfizmin bileskesi bir anti-
otomorfizmdir [1].

1.4.1 Tanmm : ab,c,d €IR, ad — bc =1 olmak lizere

az+b

cz+d
bigimindeki doniisime gercel katsayih dogrusal déniigiim denir. Bu doniistimlerin
kiimesi PSL(2,IR) ile gosterilir.

= ad — be ifadesine doniigiimiin belirteci denir.

T(z)=

az+b

T(z )*

A >0 olmas;, A=1 olmam durumuna denktir. Cunki T(z) ’nin katsayilan JA ’ya
boliinerek

a,b,c,delR A=ad-bc>0 (1.1

()= (a/\A)z+(b/VA)
(c/JA)z+(d/VA)

elde edilir ve (a/vA)(b/vA)-(c/vVA)d/VA)=1 oldugundan T ePSL(2,IR)
bulunur. PSL(2,IR),

(Va)z+b/a

Haz+b=—————— (a,belR,a>0
‘ 0.z+1/a ( )



ve z+> az, (a>0) bigimindeki butiin doniigimleri igerir. PSL(2,IR) °

doniigiimii de

0.z-1
1.z+0
*dir. Eger T(z), (1) ’deki doniigimse

zk> -1/z=

(az+b)(cz+d) _ (aczZ + bd) + (adz + bcZ)
lcz + dl2 Icz + dl2

T(z) =
dir. Eger z=x+iy ve T(z)=u+1v ise

_ (ad -bo)y
]cz+d|2'

(1.2)

ve ad — bc > 0 oldugundan T, U={z € CIImz > O} ’nun bir otomorfizmidir.

Diger durumda, ad —bc <0 ise T, U ’yu konform ve bire-bir 6rten olarak alt-
yan diizleme esler [1].

1.4.2 Tamim : Bir G grubu Q kiimesi tzerinde hareket ederse, yani eger
Va,B €Q igin g(a) = olacak bicimde bir geG varsa, G ’ye gegislidir (transitively)
denir [1].

1.4.3 Teorem :
(1) PSL(2,IR), U uzerinde gegighdir.

(ii) PSL(2,IR), IR U {oo} iizerinde iki (double) gegiglidir [1].
1.4.4 Tanmm : z,,2,,2,,2, €C , olmak iizere

(2o —2)(2, — 23)
(z—2,)(z3— 7)
degerine bu dort noktanin ¢apraz orami denir [6].

(29,213,25,23) =

1.4.5 Teorem : (z,,%;2,,2;3) ve (Wy,W;; Wy, w3), € 'da farkll ogeler
olsunlar. T(z;) =w; (j=0,1,2,3) 6zellifinde bir T ePGL(2,C ) olmas: i¢in gerek ve

yeter kosul (zy,2;; 25, 23)=(Wy, Wy; Wy, W) olmasidir [1].

1.4.6 Tamm : G herhangi bir grup olsun. G ’deki g ve h ogeleri igin
g =aha™ olacak bigimde bir a € G varsa, g ve h ’ye G "de eglenik (konjuge) denir.

: + . .
1.4.7 Tamm : Bir T(z) = az 3 diniigiimiinin sabit noktast diye,
cz+



az+b
zZ=
cz+d
esitlidini saglayan z noktasina denir [6].

1.4.8 Teorem : Bir dogrusal doniistimiin en fazla iki sabit noktas: vardir.
ispat :

az+b
zZ=
cz+d

esitliginden cz* +(d —a)z—b =0 bulunur. Eger c#0 ise

Y= (a—d)+/(d—a)* +4bc
12 — .

2¢

(1.3)

ve buradan

. _(a—d)ii/(a+d)2~4
1,2 .

2c

(a+d)*—4 degerine bagh olarak yukandaki denklemin en fazla iki sabit
noktasi vardir. Eger ¢ =0 ise

az+b

T(z) =

veA =a.d # 0 olur. Buradan a =0, d = 0 bulunur.

Da=dise T(z)= z+~3— olur ki bu durumda tek sabit nokta « noktasidir.

na=disez= ikinci bir sabit noktadir.

-a
Bu sekilde ¢ # 0 ve ¢ =0 durumlannda (1.3) denkleminin en fazla iki sabit

noktasi vardir. (1.3) denklemi G6zdes olarak sifira esit olursa sonsuz tane koki vardir.
Bu b=0, c=0, a=d oldugunda, yani T(z) = z oldugunda miimkiin olur [6].

1.4.9 Sonug¢ : Sabit noktas: ikiden fazla olan tek dogrusal doéniigim birim
donigiimdiir [6].
1.4.10 Teorem : PSL( 2,C ) grubu ¢cemberi gembere resmeder [1].

az+b
1.4.11 Tanmm : T(z)=
' (2) cz+d

doniisiminde a+d degerine diniigiimiin izi
(trace) denir. lzin mutlak deBerine bagh olarak PSL(2,IR) ’nin 6geleri gruplara
ayrilir;



1.Parabolik ogeler : (a+d|=2). T, aclRufwo} sabit nofcta’sv ile
parabolik 68e olsun. 1.4.3(1) Teoreminden S(a) = o olacak bigimde S ePSL(

Siye s;,,,, y

olur. Buradan STS™, o sabit noktasi ile parabohk

vardir. Bu dénisim S:z —
Z—-0

Ogedir ve
W=STSzi»z+t (1t eIR\{0}).

V(z) = (l/[tl)z. VWV iz z+1, buradaki igaret, t *nin t>0 veya t<O olup
olmamasina baghdir. Basit bir hesaplama z+> z+1 ile z+> z—1 "nin PSL(2,IR) ’de
eslenik olmadiklarimi gosterir.  PSL(2,IR) ’de bin z>z+1, digen z—>z-1
doniisiimiine eglenik olmak iizere, parabolik 6gelerin iki eglenik sinifi vardir.

A >2). T, o,f clRu{ec} sabit noktalar: ile
hiperbolik olsun. 1.4.3(ii) Teoreminden o "y1 0 ’a ve B ’y1 o ’a esleyen PSL(2,IR)

2.Hiperbolik ogeler : (

“nin bir 8(z) = z-a Ogesi vardir. Buradan

Z—-

STS'=U, AeR\{0,1}.
Eger B(z)=-1/z ise BUXB'"1=U}:1 "dir. Boylece PSL(2,IR) ’de U,, Uyl e
esleniktir. Bununla birlikte U, , eger x #ALveya X' ise U, ’ya eglenik degildir.
Boylece PSL(2,IR) 'nin her hiperbolik 6gesi U,, (A >0) seklindeki tek bir 6geye

esleniktir.

3. Eliptik 6geler : (ja -+ d] 2). T, € e U sabit noktas: ile bir eliptik 6ge olsun.

& =y +i{ olmak tzere, 1.4.3(1) Teoreminden S(z)= . J

ve buradan S(€)=1

olacak bigimde S ePSL(2,IR) vardir. S(E)=i=-i. Boylece W =STS™, sabit
noktalari i ve -1 olan eliptik bir 6gedir. Buradan

W(z)—i_x(z—i)
W(z)+i \z+i)

\VA IRu{oo} u kendi Uzerine egledidinden W(a) €IR olacak bigimde o €IR

bulabiliriz. Buradan

|W(a) i _|a—1|_
|W(a)+1| |a+1|

ve boylece A = e®(0<0 <27) bulunur. Buradan da T, W ’ye eslenikir.




'&‘4‘(»',“. ‘

W(z)-i ie(z—i YR A
o -=¢|— ) (0=s8<2n W, Us()
W(z)+i zZ+i ( ) ! ?‘iw(»:w%} #

(1.4) formiilunii, PSL(2,IR) ’de daha basit hale getiremeyiz. Ancak eger

z-i . W(z)-i
zZ+1 " W(z)+i
ise, z’,w’ €D, D birim disk olmak iizere, w’ = e®°z’ haline gelir. Boylece, PSL( 2,C )

’

iginde T, 6 ag1s1 boyunca birim diskin bir dénmesine egleniktir [1].

1.4.12 Lemma : Eger ST=TS 1se S, T ’nin sabit noktalar kiimesini kendi
uzerine resmeder.
“ispat : p, T ’nin bir sabit noktas1 olsun. O zaman

S(p) =ST(p) = TS(p) = T(S(p))
boylece T, S(p) ’yi sabit birakir [1].

1.4.13 Teorem : PSL(2,IR) 'nin birimden farkli 63elerinin uyumlu (commute)

olmalan i¢in gerekli ve yeterli kogul aym sabit nokta kiimesine sahip olmalanidir [1].
1.4.14 Teorem : PSL(2,IR) ’nin bir hiperbolik (parabolik,eliptik) 6gesinin

PSL(2,IR) ’deki merkezlestiricisi, birim 6geyle beraber, sabit nokta kiimeleri aym
olan biitiin hiperbolik (parabolik eliptik) 6gelerden olugur [1].

1.4.15 Tamim : p merkezli ve r yarigaph bir Q ¢emberini ele alalim. 2z,
karmagik diizlemde p ’den farkh bir nokta olsun. pz yan dogrusu izerinde

|z2—p|w-p|=r" kosulunu saglayan w noktasina, z noktasmn Q gemberine gore
invers noktast denir. Bu sekilde diizlemdeki her noktaya, verilen bir cembere gore

invers olan noktasim kargilik getiren doniigiime inversiyon denir ve I, ile gosterilir.

O halde merkezi p, yarigapi r olan bir gembere goére z noktasinin inversi

2

w=k+

z-p
"dir.  Verilen bir gembere gore inversiyon denklemini elde etmek igin ¢ember
denkleminde z yerine w konulup, w ¢ekilir. Bir gembere goére inversiyonun sabit
noktalar bu gember tzerindeki noktalardir [1].



sabit birakir,
Ispat :

CLC olsun. |OAJOB| = r? :‘IOT|2. O halde A ile B, C' ¢emberinin birbirinin

inversi olan noktalardir. Yani C' ¢emberinin C gemberine gore invers: kendisidir [7,8].

1.4.17 Tamm : Cember denkleminde efer A=0 olursa denklem, Oklid
dogrusu denklemi olur. Bz+Bz+C =0 ve buradan z yerine w yazlirsa
-Bz-C
B

denklemi bulunur. Bu denkleme dogruya giore yanstmamn denklemi denir ve
yansimanin sabit noktalan, dogrunun tizerindeki noktalardir [1,6].

W =

1.4.18 Teorem : Q bir gember ve TePGL( 2, € ) iken T(Q) =Q’ olsun.
Iy = TIQT‘l

dir.

ispat : Eger zeQ ise Iyu(z)=z ’dir T '(z2)eQ oldugundan
I,T'(z) = T"'(2) yazabiliriz. Eger § =Tl T 'y tanmlarsak, Vz €Q’ igin

S(z) =TT g (2) =TT ' (2) =TT (z) = z

oldugu gorilir. Béylece S, Q' ’yi sabitler. Iki otomorfizmann ve iki anti-
otomorfizmanin birlesimi yine bir otomorfizma oldugundan S, C_ ’un bir
otomorfizmasidir. Boylece SePGL(2, € ). S, Q' ’vii sabit biraktiindan C , "un da

en az (¢ noktasiu sabit birakir. Fakat G¢ noktayr sabit birakan doniisim birim
doniisiim oldugundan, S=I ve buradan

T = =
TIQ - IQI —_ IQ'
bulunur [1].



duzgun Y1,Y, egnlerinin £(y,),f(y,) resim egrileri de aralarinda yoén ve

bakimindan o agis1 yaptyorlarsa f fonksiyonuna z, noktasinda konformdur denir [9]

1.4.20 Teorem : f bir z; noktasinda analitik ve f'(zy) # 0 ise f, z; noktasinda
konformdur [9].

1.4.21 Teorem : C ,, ’un her T otomorfizmi, bir konform homeomorfizmdir [1].

1.5 Latisler

1.5.1 Tamm : f, kompleks diizlemde taniml bir fonksiyon olsun. Vz e C i¢in
f(z+w)=1(2)
ise w kompleks sayisina f ’nin periyodu denir. ESer w =0 ise f ’ye periyodiktir
denir. f{ ’nin periyodlaninin kiimesi €, ile gosterilir [1].

1.5.2 Teorem: Q, C ’nin ayrik bir alt grubu olsun. Q agagidakilerden biridir.
i) Q={o}.

ii) Sabit bir w, €C \ {0} i¢in Q = {nw|n €Z} bigimindedir.

i) w, ve w,, IR izerinde lineer bagimsiz olmak tizere sabit w,,w, €C

noktalar igin Q = {mw] + nw2|m, n eZ} bigimindedir [1].

1.5.3 Tamm : 1.5.2(i1) Teoremindeki bir Q grubuna latis (lattice) denir ve
{w,,w,}, Qigin bir taban olmak iizere Ofw,,w,} ile gosterilir [1].

1.5.4 Teorem : Bir Q latisi verilsin. z, ve z,, C ’nin herhangi iki noktass
olsun. Eger z, -z, €Q ise, z, ve z, 'ye mod Q ya gore kongruenttir denir. mod
kongruentlik bagintist C tizerinde bir denklik bagintisidir. Denklik simiflari da Q ’nin
C toplam grubundaki z + Q kosetleridir [1].

1.5.5 Tanmm : C ’nin kapali ve baglantili bir P alt kiimesi igin eZer;
i) Her zeC noktasi P igindeki bir noktaya kongruenttir,
ii) P ’nin iginde birbirine kongruent iki nokta yoktur,

kosullan saglamirsa P ’ye Q i¢in bir temel bélgedir denir [1].

10
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g
1.5.6 Tamum : Bir Q latist igin ‘{‘ N
< e, B e
. - e O
D(Q) =1z eCNzls[z——m[, Vo €Qigin Ny

kiimesine Dirichlet bilge denir. 0 € D(Q) agik¢a gorilur ve Q aynik oldugundan D(2),
0 *in bir komsulufunu icerir. Vo eQ\ {0} icin {z eC“z]s ]z—w]} kiimesi, 0 ve @ ’yi

birlestiren ~ dogru  pargasinmm  orta dikmesi tarafindan smirlanmus bir kapah yari-
diizlemdir. Boylece D(Q) her biri konveks olan yan-diizlemlerin arakesiti oldugundan,

konvekstir [1].

1.5.7 Teorem: D(Q2), Q i¢in bir temel bolgedir [1].

1.5.8 Teorem : P, ve P, , O igin iki temel bolge ise p(P)) = u(P,) ’dir.
Ispat : Eger Q;.P(j=12) 'nin ici ise u(P;) = p(Q;) *dir. $imdi

P 2P Uo(Q)= UBno(Q,)).
[07=9 ®efd
Q, bir temel bolgenin i¢i oldugundan P, no (Q,) kiimeleri ayriktirlar. Buradan

wP) = TuPne(Q,)= Tu(-o)@P)nQ,)
o) [hY=9]

= F;Q n(o(P)nQy)

o, Q izerinde degistiginden —@ ’de Q uzerinde degigir. Simdi P, bir temel bolge
oldugundan

Uo(®)=C

weQ
ve buradan

UeP)nQ,)=Q,.

el

Boylece

EQM((D (P)MQy) z1(Qy) =(Py)

olur, Buradan da

u(P) = p(Py)
bulunur. P, veP, ’nin yerleri degistirilerek u(P,)2p(P) bulunur.  Boylece
u(P,) = u(P,) elde edilir [1].

1.5.9 Teorem : Q, C ’de bir latis ise C /Q bir Riemann yuizeyidir.
fspat: Once € /Q ’nmn Hausdorff oldugunu gosterelim. p:C —>C /Q,

zi> [z]= 2+ Q *nm izdiigim donisiimi olmak tizere UcC /€ "nin agik olmast igin

11



gerek ve yeter kogulun p™'(U) nun € ’de agik olmast oldugunu hatirlay:
ve stireklidir.

s;=[z] ve s, =[z,] , C /Q ’da farkh noktalar olsunlar. Q ayrk oldugund |
n= 01)nﬁ£|22 ~(z,+0)|>0

vardir. Boylece V; ve V, sirasiyla z,,z, merkezli ve /2 yangaph agik diskler
olsunlar. Vo €Q win (V+o)nV,=C oldugunu gosterelim. Eger degilse
z+® €V, saglayan z €V, ve © €Q vardir. Buradan iggen egitsizliginden

|z, - (7 +0)|<|z, - (z+0)|+|[(z+0) - ( +0)|

=|zz—;(z+m)|+|z—zll<g+3:n

bulunur ki bu 1 ’niin tamm ile geligkidir. p agik oldugundan p(V,) ve p(V,), C /Q
’da s; ve s, 'nin ayrik agik komguluklandir. Béylece C /€ bir Hausdorff uzaydir.

Simdi C /€ tzerinde bir atlas yapisi olugturalim. Q ayrik oldugundan

8= inf |o|>0

o {0}

vardir. Eger V, C ’de uzunlugu en fazla /2 olan bitiin agik disklerin kiimesi ise

HVVeVveo e\ {0}igin VA(V+o)=0;

i) Eger V,V' €V ise V, V' ’niin V' +0 (0 €Q) kaydinlmalarindan en fazla
biri ile bog olmayan bir arakesite sahiptir.

Uggen esitsizligi (i) ’yi hemen verir. (i) igin ise wy,w,eQ ile
zeVn(V+o,) ve z,eVN(V'+0,) oldufunu varsayahm. z,z, eV’ le
zZ=z{+0, ve Z, =z, +®, dersek Q 'nin o, -, 0Fesi

I(’)l ’"mzl = I(ZI -z)) (% —-z’2)|= l(zl —2zy)—(z - Zﬁ)l

, 1.0 6
slzl—zzl+|zl —z2| <E+5_6
saglar. Boylece 8 ’mun tammindan w,; = w, bulunur.
(i) den p ’nin V ’ye py kisitlanmast bire-birdir. p siirekli oldugundan p, ’de
sireklidir. Bundan bagka py; agiktir. Ciinkii eger V 'nin bir A altkiimesi V ’de rolatif

agiksa, V agik oldugundan A ’da C de agiktir. Boylece C /Q “da p agik oldugundan
pyv(A) = p(A) ’da agikur. Buradan py (V) = p(V) rélatif agiktir. Boylece py, V ’nin

p(V)(= Uy ) gorintiisii tizerine bir homeomorfizmdir. Boylece @ = p:Uy, —» V

12



bir homeomorfizmdir. V €V ile biitiin (UV,CDV) paftalarinin kiimesi | \
atlastir. Boylece C /€2 bir yiizeydir.

Simdi bu atlasin analitik oldufunu gosterelim. Varsayalim ki Uv NUy 20D
ozelliginde (Uy, Dy) ve (Uy,, Dy) paftalan olsun.
Dy 0 B Dy (Uy NUy:) = Dy, (Uy nUy.)
fonksiyonunun analitk oldufunu gostermeliyiz. 2e®y(UynUy)  ve
2 = (Dy. o ®Y)(2) ise py(2)=Di(2)=py(2) 'dir. Boylece p(z)=p(z) ve
buradan bir © €Q igin z=2z'+w ’dir. zeV ve z' V' oldugundan
Vn(V+0)#J olur. o, (i) ’den z 'l bagimsizdir. Boylece bir sabit © €Q) igin

z' =z—- ’dir. z’,z ’nin bir analitik fonksiyonudur. Buradan sonuca vanlir [1].
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2. HIPERBOLIK METRIK

2.1 Hiperbolik Metrik

Diferansiyellenebilir bir y yolunun hiperbolik uzunlugunu tanimlayahm.
Oncelikle, IR? *de bir par¢ali diferansiyellenebilir § yolunun Oklidiyen uzunlugunun
tanumimn nasil oldugunu hatirlayaim.  Varsayahm ki 1=[0,1], x ve y pargali

diferansiyellenebilir fonksiyonlar olmak tzere B:1 — IR*, B(1) = (x(1),y(1)) seklinde
verilsin. e(f3) 6klidiyen uzunlugu

" ds? = dx? +dy’

formiilii vasitastyla tammlanir. Kesin bir ifadeyle

o1 () (%)

seklindedir. Burada pozitif karekok alimir.

( o:[0,1]—[0,1] bir monoton fonksiyon, t = a(s) koyarak parametrizasyonu
degistirmek istersek x, =xoa,y; =yeoa olmak Gizere x ve y yerine x, ve y, degierleri

yerlestinilirse (x(t),y (1)) = (x,(s), y;(s)) vzunluk i¢in aym degere ulagilir.)

U ’da hiperbolik uzunlugu

_dl +dy? ‘dz2
y* y*

formiilti vasitastyla tamimlanz. Kesin bir ifadeyle eger y:1— U,

ds? (z=x+1y)

y(t) = x(t) +1y(t) = z(t) ile bir pargali diferansiyellenebilir yol ise h(y) hiperbolik

uzunlugu
2 \2
1 dt dt U dt
h(y) = |-+ — =]
0 y oy

ile verilir [1].
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2.1.1 Teorem : Eger T ePSL(2,IR) ise h(T(y)) = h(y). Hiperbalik uzutilik f )

PSL(2,IR) ’nin doniigimleri altinda de§igmez (invariant) kalr. |

ispat :
()= 0 (ab,c,d elR, ad—bc=1).
dT _a(cz+d)—c(az+b) 1
dz (cz+d)? (cz+d)*

Ayrica eger z=x+1y, T(z) = u+iv ise (1.2) formiliinden

|

0

=h(y)[1].

_|cz+d,2’
ve buradan
dT| v
—_— = 2.1
dz| y @D
Boylece
h(T(y))=| =]
6 Vv 0

|
& sy

2.1.2 Tamim : z ve w gibi iki noktay:r birlestiren h-dogrunun bu noktalar
arasinda kalan yay parcasina, hiperbolik dogru parcasi veya h-dogru parcasi denir

ve [z,w] ile gosterilir. 2.1.1 Teoreminden PSL(2,IR) ’nin elemanlanmn H-dogru

pargalarint H-dogru parcalarina esledigi goriilir.

Imajiner eksen iizerindeki ia, ib gibi iki noktay: birlestiren H-dogru pargasinin
imajiner eksenin bir pargast oldugunu gostermek istiyoruz. x:1— U bu pargay temsil
etsin. Boylece k(t)=(0,y(t)) ’dir. Burada dy/dt>0, y(0)=a, y(1)=b ’dir.
Buradan

- j dt
y(t) o y(t)

h(x) =

dy i dt |dy d

a) [ G
= |

0 y(t) 0

b4
-/ Z-m
ay

:a;c'

Eger x: 1> U, «(t) = (X(1),¥(t)) ile ia "y1 ib ’ye birlegtiren bagka bir pargali

diferansiyellenebilir yol ise

15
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y(t)

Esitlik saglanmas: igin gerekh ve yeterli kosul dx/dt=0 ve d§/d1>0
olmasidir. « pargah diferansiyellenebilir oldugundan ia "y1 ib "ye birlestiren Oklidiyen
dogru pargasidir.

Aym hesaplama eger z; ve z, aym gergel kisma sahip iseler, onlar birlegtiren
tek bir hiperbolik dogru parcasinin, onlan birlestiren tek bir Oklidiyen dogru
pargastyla ayn1 oldugunu gosterir.

zl,/;i "’\ B
..‘I_‘__,_._.-,.q_ JOTH G, - . .;
L) ' )
Sekil 2.1

Simdi  z, ve z, aym gergel kisma sahip olmasinlar. Onlan birlestiren
Oklidiyen dogrunun orta dikmesi reel ekseni Sekil 2.1 ’deki gibi r noktasinda keser.
Burada 1, z; ve 2, 'den gegen IR ye dik olan bir Oklidiyen gemberin merkezidir.

Varsayalim ki Q, IR 'yi 7j,2, ’de kessin. 1.4.3(ii) Teoreminden T(z})=0,
T(£) = olacak bigimde T ePSL(2,IR) vardir ve 1.4.10, 1421 teoremlerden
T(Q) ’nun imajiner eksen oldugu gorikir. Boylece T(z,)ve T(z,) ’yi birlestiren H-
dogru pargast onlarn birlestiren imajiner eksenin pargasidir.  Boylece 2.1.1
teoreminden z; ve z, ’yi birlestiren tek bir H-dogru pargast vardir. Bu dogru
parcasina, U ’da Q *nun yayr denir {1].

2.1.3 Teorem : U ’da H-dogru pargalari merkezi gergel eksen iizerinde olan
yan-gemberlerin yaylan veya gergel eksene dik Oklidiyen dogrularin pargalandir [1].

2.1.4 Tamm : Merkezi gergel eksen uzerinde hareket eden gemberlere veya
gergel eksene dik Oklidiyen dogrulara hiperbolik dogrular veya H-dogrular
diyeceBiz. Gergel eksene dik H-dogrular o ’da bir son noktaya sahip olduklarindan
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o

her H-dogru IRw{w} *da iki son noklaya sahiptir H“dogmlam 3. %
gosterilmigtir [1]. 5.

Sekil 2.2
2.1.5 Teorem : PSL(2,IR) tim hiperbolik dogrularin kiimesi iizerinde gegish
hareket eder [1].

2.1.6 Tamm : U *nun z,w noktalan arasindaki p hiperbolik uzakhg, [z, w)
dogru par¢asinin h-uzunluguna denir ve p(z,w) ile gosterilir. Bir H-dogru pargast,
iki nokta arasindaki en kisa uzakliktir sonucu U ’yu bir metrik uzay gibt tanimlar. p-

metrigi ile tist yan dizlem, hiperbolik diizlemin bir modelidir [1].

2.1.7 Tamm : Ortak hiperbolik noktast olmiyan iki hiperbolik dogruya paralel
dogrular denir [1].

2.1.8 Teorem : VT ePSL(2,IR)ve z,w €U igin p(T(z), T(w)) =p(z,w) [1].

2.2 H-uzaklik ve H-alan

Eger 1a, ib (b>0) imajiner eksen tizerinde iki nokta iseler p(ia,ib)=In(b/a)
oldugunu yukanida gosterdik. Eger z ile w, U "da herhangi iki nokta iseler p(z,w) ’yi

dogrudan hesaplamak daha zor olacagindan, bu boliimde hiperbolik uzaklik i¢in basit
bir formiil verecegiz.

2.2.1 Lemma : z,w eU(z#w) ve z ile w 'y1 birlestiren Q, H-dogrusunun
IR U{w} *daki z*,w" son noktalarm dyle bir segelim ki z, z*ile w arasinda olsun.
T(z") =0, T(w") =, T(z) =1 olacak bigimde tek bir T e PSL(2.IR) vardir. Aynca
T(w)=r1i(r>1) ve p(z,w)=Inr.

Ispat : Varsayalim ki ne z* ne de w*, o olsun. z* > w" alabiliriz. Eger

£-z"

C-w'

S() =




Eger S(z) =ki 1se

T=Uy oS
istenen déntgtimdir (U, (z) = Az oldugunu hatirlayalim). Bu doniisiim bir tektir ve z,
z ile w arasinda hareket ettifinden T(z)=1i, T(z")=0 ve T(w) arasinda. hareket
eder. Boylece T(w)=ri (r>1) ’dir. 2.1.8 teoreminden p(z,w)=p(T(z),T(w)) =
p(i,ri) =Inr bulunur [1].

222 Tanmm : VTePSL(2,IR) igin g(T(z),....T(z,)) =g(z,....2,)
oluyorsa g(z;s...,2,) (z €U) fonksiyonuna H-degismez (invariant) denir. Ornegin
p(z,w), 2.1.8 teoreminden bir H-degismezdir [1].

2.2.3 Lemma : ()Eger z,w,z",w" 2.2.1 lemmadaki gibi tanimli iseler
n(z,w) =(w,z";z,W")

capraz orani bir H-degismez (invariant) ’dir.

(i) Vz,w €U igin

=

(z, W)=

Z—-W
bir H-degigsmezdir.

fspat : ()HPSL(2,IR), H-dogrulan korudugundan, T(z)ve T(w) 'wi
birlestiren hiperbolik dogru T(z") ve T(w*) son noktalanna sahiptir ve Mobius

donigiimler altinda gapraz oranin degismezliginden (Teorem 1. 4. 5) sonug gorilir.
.. 2
(ii) |[T(2) - T(w)| = |z— W|[T' () T"(w)|

formiiliinden kolayca ispatlanir {1].

2.2.4 Teorem : z,w €U olmak izere p(z,w) = In liigliliiﬂ “dir.
: |z—w|-|z—w|

Ispat: zw,r, 2.2.1 lemmada tanimlanan gibi iseler
N(z,w) = (r,0;1,0)=r,
ve buradan
p(z,w) =Inn(z,w).
Ayrica
R ICA

+1 e 4

w(z,w) = 1(i, 1) = i
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ve buradan

1+t(z,w)} [{lz ‘v—vl+lz—w|}

p(z’w):m{l—t(z,w) (z~WI~{z—w,

seklinde hiperbolik uzaklik i¢in agik bir formiildir [1].

2
, 1 A .
2.2.5 Teorem : z,w €U olmak iizere sinh? ;p(z,w) = z WI "dir.

41Im(z) Im(w)

—

ispat :
tanh> = ¢ -1
2 e"+1
ve
snh? Y o tanh?(u/2)

2 1- tanh®(u/2)

ozdesliklerini kullanarak (2.2) formiliinden

1(z, w)? r IZ~W]2
1-1(z, w)? ]z—W‘2—|z—w|2

sinh? %p(z, w) =

elde ederiz. Simdi
2= ~|z—w|" = (z-W)(Z- W)~ (z— w)(Z-W)
=—(z—-Z)(W-W)=4Im(z) Im(w).

Boylece

smh“——p(z W)= ——I—;ﬂ—— (2.3)

4Tm(z) Im( w)

2.2.6 Ornek : i merkezli ve § yangaph hiperbolik gemberi bulmak isteyelim.

z =X + 1y olmak tizere

C = {gp(z.i) =8}
{z

2 . a1
|lz—i]" = 4y sinh? —2—5}

sinh? —;—p(z,i) = sinh® %5}: {z

= {z X+yi+l= 2y(sinh2—;~8 +1) =2y coshﬁ}

{z’x2 +(y —cosh8)? = cosh? 8 — 1 = sinh? 6}
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x ’% oy ’%w."

bulunur. $Sekil 2.3 ’te gorildugl gibi (0,coshd) merkezli ve sinh§ agi%ap ;rt"*
Oklidiyen gemberdir. N

Sekil 2.3

1.4.10 teoreminden PSL(2,IR),U ’daki Oklidiyen gemberleri, U *da Oklidiyen
¢emberlere resmeder ve benzer olarak H-gemberleri de, H-¢emberlere resmeder.
1.4.3(i) teoreminden her H-gemberin bir Oklidiyen gember oldugu goriilir. Aynca
her Oklidiyen gember bir H-gemberdir. Biitiin agik Oklidiyen disklerin ailesi agik
hiperbolik disklerin ailesiyle ¢akistk oldugundan agafidaki sonucu elde ederiz [1].

2.2.7 Teorem : Hiperbolik metrifin kondurduu (induced) topoloji ile
Oklidiyen metrigin kondurdugu topoloji aymdir [1].

2.2.8 Tanum : Eger E, U ’nun olgilebilir bir altkiimesi ise W(E) ile
tanumladiimz E’ nin hiperbolik alam (H-alan)

dxd
W)= =7
integrali varsa, integralin degerine denir [1].

2.2.9 Teorem : VT ePSL(2,IR) igin u(T(E))=n(E). Boylece H-alan
PSL(2,IR) ’nin doniigiimleri altinda degismez kalir.
Ispat: z=x+iy olmak iizere

Tz )*aerb ab,c,d elR, ad-bc=1,
ve w=T(z)=u+iv .olsun. Cauchy-Riemann denklemlerini kullanarak Jakobiyam
hesaplayabiliriz.
(u,v) _dudv_dudv (@)ﬂ(_) P et 1
axy) oxdy oyox \ox ldz] Jez+d]
Boylece
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W(T(E)) = [, dl:ziv = Ou, v) dxdy

bulunur [1].

S —
o(x,y) v E|cz+d|4

2.2.10 Tanmmm : n tane h-dogru pargas: ile simrlanan, U ’nun C_, ’daki
kapamginda bulunan bir kapali kiimeye n kenarlt hiperbolik poligon denir. Eger iki
dogru parcasi kesigirlerse kesigimin ortak noktasina poligonun kdsesi denir. Ornegin,

Sekil 2.4 te hiperbolik tiggenin 4 tiirii gosterilmigtir. Uggenin kogeleri IR U {0} *da
duruma gore 0, 1, 2, 3 tane olabilir [1].

vl L

Sekil 2.4

2.2.11 Tanim : U °da iki H-dogru arasindaki agi, dogrulann kesisim
noktasindaki tegetleri arasindaki agt olarak tamimlanir. ki H-dogrunun kesistikleri

nokta IR U{cc} *un iizerinde ise bu iki dogru arasindaki ag sifir derecedir [1].

/”f?x A

() ®
Sekil 2.5

2.2.12 Teorem (Gauss-Bonnet) : A, agtlan a,f,y olan bir hiperbolik iiggen
olsun. A, H-Uggeninin H-alam
pAd)=n-a-p-vy
*dir [1].
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2.2.13.Tamim : C, U ’nun bir alt kiimesi olmak tizere eger VP €
O ’yu birlegtiren H-dogru parcast C ’de kalacak gekilde C *nin iginde bir'
varsa, C’ye hiperbolik yildizil (hiperbolically starlike) denir.

Hiperbolik yildiz1il kimelerin en onemh omekleri hiperbolik konveks
kiimelerdir. P ve Q, C nin herhangi iki noktas: olmak iizere, eger P ve Q ’yu
birlestiren H-dogru pargasi C *ye aitse C hiperbolik konvekstir denir [1].

2.2.14 Sonu¢ : [, aglan a,,a,,...,a;, olan n kenarh hiperbolik yildizil
poligon olsun. [T ’nin H-alam,
(D = (0= 2)m -y~ 0.~
“dir [1].



3. FUCHSIAN GRUPLAR

3.1 Fuchsian Gruplara Girig
3.1.1 Tanmm : PSL(2,IR) ’nin bir ayrik altgrubuna bir Fuchsian grup denir [1].

3.1.2 Tanmmm : Mobius dontigimlerinin bir I' grubunu alalm. I' “min tiim
ogeleri ortak bir sabit gembere sahipseler ve bu gemberin i¢ini ve digini degismez
birakiyorlarsa I grubuna bir Fuchsian grup denir [7].

Fuchsian gruplarla latisler arasinda bir ¢ok bakundan iligki vardir. Latisler
Oklidiyen izometrilerin ayrik gruplandir ve bunlarn bélim uzaylan torlara
homeomorf olan kompakt Riemann yiizeyleridir. Fuchsian gruplar ise hiperbolik
izometrilerin ayrtk gruplardir ve boliim uzaylan da birer Riemann yiizeyidir. Latisler
altinda degismez kalan fonksiyonlar, ozellikle eliptik fonksiyonlar, fonksiyonlarn
onemli bir ailesidir. Otomorf fonksiyonlar, Fuchsian gruplar altinda degigmez kalirlar.
Fuchsian gruplarla latisler arasinda bir 6nemli fark vardir. Soyle ki; sonsuz sayida latis
olmasina ragmen herbirinin boélim uzay: bir tordur ve topolojik olarak benzerdirler.
Ancak kiire, tor, dizlem veya delik diizleme konform denk olmayan tim
yonlendirilebilir yizeyler U Gzeninde sabit noktasiz hareket eden Fuchsian gruplann
bolim uzaylanidir.

Latislerin en 6neml ozellign € zerinde sireksiz hareket etmeleridir. Bunun

anlamu;

3.1.3 Tamm: G, Y topolojik uzaymm homeomorfizmalarmm bir grubu olsun.
Eger VgeG\{I} icin, Yy €Y noktasmin g(V)nV= olacak bigimde, bir V

komsulugu varsa, G ’ye Y iizerinde sidreksiz (discontinuous) hareket eder denir [1].

Fakat, genelde Fuchsian gruplar € tzerinde siireksiz hareket etmezler. Ciinkii,
eger Fuchsian grupta T bir eliptik 6ge ise, T ’nin bir sabit noktasmn her V
komsulugu igin VAT(V)= < olur. Yani grup siireksiz degildir. Fuchsian gruplar

C izerinde has siireksiz hareket ederler. Bunun da anlamu:



3.1.4 Tamm: G, Y topolojik uzaymin homeomorfizmalarnin h\{
Efer her bir yeY noktasmin geG igin  g(V)NnV=Q olacak

komsulugu varsa g(y)=y olur. G °ye Y iizerinde has sureksz~ £
discontinuously) hareket eder denir.

Her siireksiz grup has siireksiz hareket eder. Fakat her has siireksiz grup
sireksiz hareket emez. € ‘nin T(2)=e&"""z (n=2,3,.) ile iretilen
homeomorfizmalarinin sonlu grubu has siireksiz hareket eder. Fakat siireksiz hareket
etmez. Cinki bu doniigiimiin sabit noktasim bulursak z = e*™"z <> z(e”" ~1) =0 =
n#1 oldugundan (™" ~1)#0 = z=0 bulunur. Grup T(z) ="z (n=2,3,..) ile
iiretildiginden T ’nin sabit noktasi bitin grubun sabit noktasidir. Bu yiizden
z=0eC noktas! birim 6Zeden bagka her donisiim igin Vg(V) =< olacak bigimde

bir V komguluguna sahip olmadigindan bu grup € ’de stireksiz degildir.

Uyan : Bu drnekteki gruplar, 3.1.2 tanimina gore Fuchsian gruplardur. Ciinkai,
Srepin 0=2 igin T(z)= -~ z oFesinin trettigi G={T,I} grubunun bir sabit ¢emberi
birim gemberdir. Orijin merkezli butiin gemberler sabit gemberdir. Ayrica bu grubun
OZeleni sabit cemberlerin igini ve digimi sabit birakirlar.

Fakat bu grup 3.1.1 tanimmna gdre Fuchsian grup degildir. Cinkii T ¢
PSL(2,IR) ’dir [8].

Fuchsian gruplann U tzerinde has siireksiz hareket ettifini ve baska sonuglan
da ispatlamak i¢in kullanilacak olan asagidaki lemmaya ihtiyacimiz olacaktir.

3.1.5 Lemma: w €U ve K < U kompakt alt kiimesi verilsin.
E = {T ePSL(2,IR)| T(w) €K}

kompakitir.
ispat: PSL(2, IR), SL(2, IR) ’nin bir boliim uzay1 olarak topolojilenir. Boylece

az+b
cz+d

b
:SL(2,IR) — PSL(2,IR), q(z d) T, burada T(2)=

bigiminde tanimlanan bir siirekli egleme bulabiliriz. Eger



cw+d

E, = {[ Z z) eSL(2,IR)

kiimesinin kompakt oldugunu gosterirsek, E = q(E,;) ’in kompakt oldugu goriiliir. E;
in kapalh ve smurh  oldugunu gostermek  yeterlidir. B:SL(2,IR)— U,
B(A)=q(A)(w) siirekli eglemesini yazabiliriz ve E, =7 (K) oldugundan, K kapah
kiimesinin ters goriintiisii kapahdir. O halde E; kapalidir.

aw-+b eK}

Simdi de E, ’in simirh oldugunu gosterelim. K simurh oldugundan

b
v °)eE, ign 2D
c d cw+b

olacak bicimde bir M, €IR vardir.

<M,

Aynica K, U ’da kompakt oldugundan

E_‘Yit_)_)z M2
cw+d

olacak bigimde M, > 0 sayisi vardir. ad —bc =1 oldugundan esitsizligin sol tarafi

Im( aw+b ) _ Im(w)

ew+d) ch+d|2

bigimindedir. Boylece

Im(w)qZMz . |cw+dts (Im(w))
|cw+dl~ M,

bulunur, Buradan

|aw +b| <M, > law +b] <lew +d|=jaw + b| < M, (Im(w))
low +d| M, M,

elde edilir. Boylece a, b, ¢, d sinirh olur [1].

3.1.6 Sonu¢ : w €U ve K, U "nun kompakt alt kiimesi olsun. I" bir Fuchsian
grup ise
{Ter] T(w) K}



sonludur.

3.1.7 Teorem :

(i) T, PSL(2, IR) ’nin bir alt grubu olsun. I" mun bir Fuchsian grup olmast igin
gerekli ve yeterli kogul I' “min U tizennde has siireksiz hareket etmesidir.

(i) T bir Fuchsian grup ve p €U noktasi I' 'nin bir 6Zesi tarafindan sabit

birakilsin. p ’nin, bir W komsulugu vardir ki, W “nin, I\{I} *nin bir 6@esi tarafindan
sabit birakilan p ’den bagka higbir noktas yoktur.

Ispat:

i) I' Fuchsian grup olsun. I" "nin U tizerinde has sireksiz hareket ettigini
gosterelim. z, €U ve m, z, merkezli € >0 yangapl kapah bir hiperbolik disk
olsun. Oklid metriginin kondurdugu topoloji ile hiperbolik metrigin kondurdugu
topoloji ayni oldugundan, m kompakttir. 3.1.6 Sonucundan

{T eI T(w) eBg(zo)}

kiimesi sonludur.  Boylece  Bs(z;), z, ’mn TI'-yoriingesinde bagka nokta
bulundurmayacak bigimde 0<8 <g vardir. V=By,(z,) alahm. Eger bir SeI" icin

VS(V)= @ ise S(z) eV olacak bigimde z e Vvardir. Hiperbolik metrife gore
p(z,z4) <8/2, p(S(2),zy) <d/2 olacaktir. Boylece iiggen esitsizlifinden

P(29,8(2)) < p(29,5(2)) +p(S(2),8(2))
bulunur. PSL(2,JR) ’de Hiperbolik uzunlugun degismezliginden
- P(20,5(20)) <p(29,5(2)) +p(2,25) < B
olur. 5 ’min segiminden S(z,) = z, bulunur. T', U iizerinde has siireksiz hareket eder.
(i) ’nin diger tarafim ispatlamadan (i) "yi ispatlayaim. p, S eI’ \{1} ile sabit

brrakilsin. W~ S(W) =@ = S(p) = p olacak bigimde, p "nin bir W komsulugu vardr.

Eger W “nin bagka bir q noktast da T eI'\{I} ile sabit birakilirsa WAT(W) =D ve
buradan T(q)=q ’dir. PSL(2,IR) ’nin birim 6eden bagka, bir 6Zesinin U ’da en
fazla bir sabit noktast oldugundan g =p ’dir.

26



birakilmayan bir se U noktas: segelim . Boyle noktalar (ii) *den dolayr vardir. I" ayrik
olmadigindan, k — « iken T, — I olacak bi¢imde I' *min farkh o6gelerinin bir (T, )

dizisi vardir. k — oo iken T, (s) — s ves, I'\{I} ’nin herhangi bir 63esi tarafindan sabit
birakitmadigindan, (T, (s)) farkh noktalarn bir dizisidir. Buradan s ’nin her komsu-
lugu, s ’nin I'-yoriingesinde bagka noktalar igerir ve I', has siireksiz degildir [1].

3.1.8 Sonug¢ : I', PSL(2, IR) ’nin bir alt grubu olsun. I" "nin bir Fuchsian grup
olmas: igin gerekli ve yeterli kosul Vz €U i¢in I'z (z nin I'-yoriingesi) 'nin, U *nun bir
ayrik alt kiimesi olmasidir.

Ispat : Varsayalim ki T'z, U “nun bir aynk alt kiimesi olsun. Yeterince biyik
bir £ > 0 sayist igin, z merkezli, € yarigapl, B, (z) agik hiperbolik diski, I'z "nin baska
ogelerini igermez. Buradan efer VC B,,(z) ise bir onceki teoremin (i) kismim

ispatlamada kullandifimiz yoldan V S(V) @ = S(z) = z oldugunu gosterebiliriz.

Boylece I', U uizerinde has siireksiz hareket eder. O halde I' bir Fuchsian gruptur.
Tersine olarak I', Fuchsian grupsa, U tizerinde has siireksiz hareket eder ve her I'z
yoringesi U *da ayriktir [1].

3.1.9 Tanim : a, b, ¢, d € Z ve ad-bc=1 olmak lizere

az+b

T =
(2) cz+d

dogrusal donugiimlerinin olugturmus oldugu gruba Modiiler grup denir. Agikga
gorilir ki Modiiler grup PSL(2, IR) ’nin bir alt grubudur [1].

3.1.10 Teorem : I Modiiler grup olsun. I', U tizerinde has siireksiz hareket eder.
Ispat : Eger Tel ve y > 0 olmak iizere z=x+iy ise

M(T(z)) = —L— >0
cz+d|"

oldugundan I" "min U ’yu kendi tizerine resmettifi gorilmektedir. Simdi I' "nin U "da
has siireksiz oldugunu gosterelim. Tersine varsayalhm ki I , U ’da has siireksiz

olmasin. O halde I ’nin farkh o6gelerinden olugan oyle bir {Tn} dizis1 vardir ki



T,(z) >z, olur. Burada z, z,eU, zy=x,+iy, ve T (z)=x,+ iyn

dizisinden
1 1
-5 <Re(T,(z))—Re(z,) < >
esitsizligini gergeklemeyen doniigtimleri ¢gikarahm. T, (z) — z, oldugundan

_ y
(cx+d,)* +y’c

Yu - Yo

olur. Bu {(cnx+dn)2 +yzc,2,} nin sirk ve dolayisiyla {c,} ve {d,} dizilerinin sinurh
oldugunu gosterir. ¢, ’ler birer tamsayidir ve sadece sonlu sayida farkh degeri vardir.
d, ’lerde aym ozelliktedir. O halde {T.} dizisini olugturan oZelerin paydalarin:
olusturan (c,,d,) ¢iftleri sadece sonlu tanedir. (c, d) bu ozellikteki bir ¢ift olmak

uzere T e{Tn} olsun. Eger

a’z+b’
c'z+d’

T'(2) =
ogesi de {T, } dizisinin bir 6gesi ise m = ab’ —a’b olmak iizere

(a+mc)z+(b+md)
cz+d

TTH2)=z+m = T(z) =

olur. Dolayisiyla T’(z) =T(z)+m ’dir. T ve T', {Tn} dizisinin 6geleri oldugundan
oyle bir m tamsayis1 vardir ki T', {Tn} dizisinin ogeleri lzerine koydugumuz kogulu
gercekler. Boylece {Tn} dizisine ait olan bir T 6gesi paydasindaki degerler ile bir tek
sekilde belirlenir. (c,,d,) ¢iftlerinin sayis1 sonlu oldugundan {'l;} dizisi de sonlu olur.
Bu ise {Tn} dizisinin yakinsak bir dizi olmastyla ¢eligir. O halde I', U tlizerinde has
stireksizdir [3].

3.1.11 Sonug : I’ Moduler grubu bir Fuchsian gruptur.

Ispat : T, PSL(2, IR) ’nin bir alt grubudur. I', U ’da has siireksiz hareket.
ettiginden 3.1.7(i) Teoremine gore Fuchsian gruptur [3].
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3.1.12 Tanim

a eC {w} limit noktasina sahipse oo IR U{o}. Limit noktalarinin olus
kimeye I' mn limit noktalar: kiimesi denir ve L(I") ile temsil edilir. Boéylece tim I"
Fuchsian gruplan i¢in L(I')cIRU{w} olur. Omegin I, modiler grupsa
L(T) =IRu{w} veyaT, zi- 2z ile iiretilen devirli grupsa L(I") = {0, 0} *dur.

b) I' grubunun doniigiimlennin izometri ¢emberlerinin merkezlerinin  bir
yigilma noktasma (cluster point) grubun bir limit noktast denir. Eger himit
noktalaninin kiimesi ikiden ¢ok nokta igerirse, limit noktalanmn kiimesi milkemmel
kiimedir.

Eger bir nokta limit noktast degilse o noktaya adi nokta (ordinary point) denir [7].

Simdi bir Fuchsian grubun temel bolgesini bulmada 6nemli olan grubun sabit
¢emberi ile ilgili teoremler verecegiz.

3.1.13 Teorem : Fuchsian grubun bir 68esi, kendisinin izometri ¢emberine
gore bir inversiyon ile L dogrusuna gore bir yansimanin bileskesi olarak yazilabilir. L
dogrusu, bu dZenin ve tersinin izometri ¢emberlerinin merkezlerini birlegtiren dogru
pargasinin orta dikmesidir.

ispat :
P P "\ ///%/,\\\~\
fo V[ s >
.d z z o
\ c ] ]K\ c
\ / N ’
\\_/// L \%‘ /
Sekil 3.1
d a d . . s L1
z+— ve —+— kompleks sayilarimin argiimentleri aym modiilleri ise sira ile I-—I ve
c c ¢ c

|—aifi—| olur. Boylece

&



d_a+d

- |a + dlc
a a+d
- =- 3.1
"o favt dle CRY
o az+b . . .
bulunur. Diger yandan z' = T(z) = o donigimi TePSL(2, € ) icin
cz
, a_bc—ad 1
¢ c(cz+d) c(z+d/c)
seklinde yazilabilir. Burada
+d a+d
' Ia | _a+d 3.2)

—E:—(afd)c —_|a+d|c

bulunur. (3.1) ve (3.2) ’den z ’nin goriintiisii olan z’ ’niin z, olmasi yani, T ’nin
izometri gemberine gore bir mversiyon ile L “ye gore bir yansimanin bilegkesi olmasi
icin gerek ve yeter kogsul a+d=a+d < a+d IR bulunur [7,8].

3.1.14 Sonu¢ : Fuchsian grubun bir ¢desinin bir sabit ¢gemberi, merkezi L
lizerinde ve izometri gemberine dik bir ¢emberdir.
ispat:

C/*\\\\ ~an \ . C
7/’ 94 N /ZNF
K\‘g\ /g

“ ¢ ) / \,< © /

\_—/

Sekil 3.2

1.4.16 Teoremine gore bir gembere gore inversiyon, bu ¢embere dik bir gemberi sabit
birakugindan ve L ’ye gore yansima da merkezi L Gzerinde olan bir ¢emberi sabit
birakacag igin, ayrica Fuchsian grubun bir 68esi izometri ¢emberine gore bir
inversiyon ile L "ye gore bir yansimanin bilegkesi oldugundan boyle bir 6Zenin bir sabit
¢emberi, merkezi L tizerinde ve izometri gemberine dik bir gemberdir [7,8].
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gemberine diklik sartin1 kullanarak tek parametreli bir gember ailesi buluruz.
Ispat :

Sekil 3.3

2

d g . -
z,+—| esitliklerinden z, degerini r cinsinden yazabiliriz.

C

|z—z0]:r , 1+’ =

Boylece sabit ¢emberler ailesi (Qz—zol =r1) sadece r ’ye bagh bir parametreli bir

gember ailesi olur [8].

3.1.16 Sonuc : Fuchsian grubun bir T 6gesinin bir sabit cembern de izometri
gemberi ile bu 6genin tersinin izometri gemberinin merkezlerini birlestiren dogrudur
(Bu sabit ¢ember bir dogrudur).

ispat:

Sekil 3.4

T(A)=B olur (A ve B sabit noktalar). O halde 00’ dogrusu T ile degigmez, sabit
dogrudur [8].

3.1.17 Sonug : Bir Fuchsian grubun her 6gesi IR L {w} ’u sabit birakir.
Ispat : TePSL(2, IR)

az+b
cz+d

T(z) =
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—dz+b
cz—a

igin IR= {zlz— Z= 0}, TH2) = degeri z-zZ=0 denkle

konursa,

~dz+b -dz+b
cz—a cz—a

=0 = —cdzz+bcZ+adz-ab+cdzz—bcz—adz+ab=0

(ad—bc)z-(ad-bc)z=0=>2-2=0
bulunur [7,8].

3.1.18 Sonug : Fuchsian grubun bir T dgesinin ve bu T 6genin irettigi grubun
sabit ¢emberi, T ’nin sabit noktalarindan ge¢en ve merkezi L {izerinde bulunan
¢emberdir [8].

Uyani : Donigiim parabolik ise tek bir sabit nokta olacagindan sabit bir
¢emberin bulunmasi i¢in bu yoldan yararlanamayiz.

3.1.19 Ornek : T(z)=z+c parabolik 6gesinin sabit gemberini bulahm.

Eger celR ise
Ys
) C Z] Z]+?
N o) X
g e ]
v
Sekil 3.5

T(z)=z+c parabolik 6gesinin sabit gemberi y=c dogrusu ve bu dogruya paralel olan
biitiin dogrulardir. Ciinki y=c dogrusu iizerinde aldigimz bir noktayr T 6gesi yine y=c
dogrusu izerindeki bir noktaya tagir. Yam T 68esi y=c dogrusunu sabit birakir. Ayni
sekilde y=c dogrusuna parelel biitiin dogrularda sabit kalir.

Egerc eC -1IRise



y"/ 2+
Zyt Z,
c
0 / > X
¥

v

A&

Sekil 3.6

T(z)=z+c parabolik 6gesinin sabit gemberi ¢ kompleks sayisi ile orijinden gegen dogru
ve bu dogruya paralel olan biitiin dogrulardir. Ciinkii orijinle ¢ kompleks sayisint
birlegtiren dofru tzerinde alacagimiz her noktayt1 T ©6gesi yine o dogru tzerine
resmedecektir. Aym gekilde o dogruya paralel biitin dogrularda yine sabit
kalacaklardir [8].

3.1.20 Teorem : Bir Fuchsian grubun limit noktalarimin kiimesi grubun sabit
¢emberi tizerinde bulunur [7].

3.1.21 Teorem : Eger limit noktalan ikiden fazla ise asagidaki durumlardan
birisi meydana gelir.

1) limit noktalarinin kiimesi sabit gemberin biitiin noktalarindan olugur.

2) limit noktalarinin kiimesi sabit ¢ember tizerinde youn olmayan mitkemmel
bir kiimedir [7].

3.1.22 Tanum

a) I' Fuchsian grubunun sabit ¢gemberinin her noktas: bir limit noktasi ise I’
’ya 1. tiir Fuchsian grup denir.

b) I' Fuchsian grubunun limit noktalan sabit cember lizerinde yogun degillerse
I ’ya 2. tiir Fuchsian grup denir [7].

(b) ’ye ait Fuchsian gruplarnn limit noktalari yogun olmiyan bir mitkemmel
kiimedir. Limit noktalan sonludur. Adi noktalan ise bastt baglantih bir bolge meydana
getirirler. (a) ’daki limit noktalan diizlemi her biri kendi iizerine tagman iki bolgeye
aymr. Ornegin Modiiler grup, 1.tiir Fuchsian gruptur [4,7].
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3.2 Ucgen Gruplar

yan diizlemde has stireksiz hareket eden gruplar olugturmaktir. 2.3.5 Gauss-Bonnet
teoreminden bir hiperbolik d¢genin agilanmin toplammin © “den kigikk oldugunu
biliyoruz.

3.2.1 Lemma : o,B,y 20 olsun. o+ +v <m olacak bigimde agilan, o, B,y
olan bir hiperbolik tiggen vardur.

Ispat: Sekil 2.4 "teki gibi bazt agilant sifir olan hiperbolik iiggenler yapmak gok
kolaydir. Agilarmn sifirdan farkl oldugunu varsayalim. Agilarin toplami 7 *den kiiguk
oldugundan, 0 <o < /2 olarak alabiliriz. Uggenin bir kdgesini i "de secelim. Uggenin
bir kenary, i "nin iist kismindaki imajiner eksenin bir pargasidir. Imajiner eksenin sagina
diigen ve eksenle a agist yapan H-dogrunun bir pargast M olsun. VP, eM igin P}, i ve
o kogeleri ile hiperbolik tiggenini goz 6niine alalim. Bu tiggende, P,, M boyunca i
‘den gergel eksene hareket ettiginden P, ’deki agi, m—a ’dan 0 ’a degisen
stirekliliktedir. Buradaki bir Q noktasi i¢in bu agt B <t—o. *dir. i ve Q arasindaki her
bir P noktasi igin M ’yi, B agisiyla P de ve imajiner ekseni de i 'nin ist tarafinda
kesen bir H-dogruyu g6z oniine alalim. Aksi halde toplam ag¢isi © ’den kiigiik
olmayan bir hiperbolik tiggenimiz vardir. Bu H-dogrunun imajiner ekseni vy (P)agis: ile
R(P) ’de kestigini varsayalm. P — Q iken y(P) — 0 ve P —1i iken i, P, R(P) koseli
hiperbolik iiggenin H-alam sifira yaklagir ve boylece Gauss-Bonnet teoremi geredi ag
Y(P) > w—oa—f bulunur. Buradan en az bir P noktast i¢in y(P)=y bulunur.
Boylece o, B,y agth bir hiperbolik tiggen elde ettik (Sekil 3.7 *de gosterildigi gibi) [1].

R EJ\
B
o

Sekil 3.7

3.2.2 Tanmm : Q, bir H-dogru olsun. Q ’nun her noktasini sabitleyen, birimden
farkh U ’nun bir H-izometrisine Q ° ya gore bir H-yansima denir.
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Sekil 3.8

T bir H-izometri oldugundan, T"'R,T, Q 'yu sabit birakan bir H-yansimadir. R,, 2
mertebeli oldugundan, her H-yansima 2 mertebelidir [1].

3.2.3 Teorem : Q ’ya gore bir H-yansima, Q ’ya gore bir Oklidiyen
inversiyonun iist yan dizleme kisitlanmasidir [1].

3.2.4 Teorem : Her H-yansima

az+b
— b

cz+d

a,b,c,d €lR, ad—bc=-1
bigimindedir.

Ispat : Her H-yansima U ’nun anti-konform bir homeomorfizmasidir. Bu da
agilart koruyan, yonleri ters ¢eviren demektir. Eger B, U ’nun anti-konform bir
homeomorfizmast ise RB=T, U ’nun bir konform homeomorfizmasidir ve boylece
PSL(2,IR) ’nin bir elemanidir. Buradan B=R,T ve U ’nun her anti-konform

homeomorfizmasi, 6zellikle de her H-yansima

> a?+b’ a,b,c,d €lR, ad—bc=-1
CZ+

bigimindedir [1].
3.2.5 Tamm (Uggen Gruplar) : 1 koseleri vy, v,, v; ve bu koselerdeki

agllan w/m;,n/m,,m/m; olan bir H-tggen olsun. Bu kogelere kargiik gelen

kenarlar da Sekil 3.9 *da gosterildigi gibi M;, M,, M; olsun. Burada m;, m,, m,
pozitif tamsayilardir.
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Sekil 3.9

R;, M,, (=1, 2, 3) ’yi kapsayan H-dogrudaki H-yansima ve I'", R, R,, R,
yansimalan tarafindan iretilen grup olsun. R; ¢ PSL(2,IR) oldugundan I'™ bir
Fuchsian grup degildir. Bununla birlikte T' =I'"* nPSL(2,IR) ’yi g6z 6niine alalim.
I'™*, iki I'-kosetin birlesimidir. Omegin I'" =T UTR, alirsak, eger SeI'" \ T ise; SR,
iki anti-konform homeomorfizmanin birlesimidir. SR, konformdur. Boylece
SR, € PSL(2,IR) *dir. Ayrca SR, eI'* ’dir. Boylece SR, €I" ve S = (SR))R, €I'R,
dir.

R,, H-yansimasi altinda t ’nun gérintiisi R,(M,)=M,, R(M,), R;(M;)
kenarlan ile R,(t) hiperbolik iiggenidir. R,R,R;’, R,(M,) ’yi sabit biraktigindan
R;(M,) ’de bir H-yansimadir. Bu yansima R,(t) ’yi $ekil 3.10 'da gérﬁldﬁgﬁ gibi
R,R,R;'(R, (1)) = R}R, (1) ’ye déniistiiriir.

M, /—:4 Rngl

-

// T R(M]/\\‘h]
M\\
\ R RQITI

Sekil 3.10

Boyle devam ederek 1:,Rl(t),RIRZ(t),RIRZRI('C),...,(RIRZ)"‘3‘1R1(I)
hiperbolik iiggenlerinin v; kogesinin etrafim sardifn gorilir ( RR,, v3 ’U sabit
birakan iki H-yansimanin ¢arpimudir ve vy ’de, 21t/ my agistyla bir hiperbolik dénme-

goz oniine almirsa (R,R,)™ =1 bulunur).

{T(‘C)IT el“*}, U ’nun bir dégemesini (tessellation) olusturur. Ddseme, 1

‘nun, iki [*-gorintisi st iste gelmez ve U “nun her noktast t ’nun bir -
goriintiisiine aittir demektir.



Fuchsian gruptur. Bu yolla elde edilen bir Fuchsian gruba b1r iiggen grubu denir [1]

3.2.6 Tanmm : 325 Tammda ug¢gen gruptaki dosemenin her iggeni
R,, R,, R; ’de T(7) bigimindedir ( T, R;, 1=1,2,3 iin bir sonlu ¢arpim gibi yazilir).

R} =R} =R}=(RR,)™ =(R,Ry))™ = (RR;)™ =1

bagintillarinin oldugu ve gruptaki diger bagintilann bu bagmntilardan ¢ikarilabilecegi
agikga goriliir. T, X=RR, ve Y =R,R; ile tretilir. O halde

X™ = Y™ = (XY)™ =1

bigimindedir. I" ’daki tiim bagintilar bunlardan elde edilir.
F=(XY|X™=Y™ =(XY)™ =1)

gosterimine I "nin gésterimi denir [1].

3.3 Fuchsian Gruplarin Baz Onemli Cebirsel Ozellikleri

3.3.1 Lemma :

(1) IR ’nin agikar olmiyan bir ayrik altgrubu sonsuz devirhdir.

(ii) S' ’in bir ayrik alt grubu sonlu devirlidir.

Ispat :

i) Varsayalim ki H, IR ’nin agikar olmiyan bir ayrik altgrubu olsun. Yani 0, IR
'nin toplam grubunun birim ogesi olmak izere H {0} ’dir. acH ve C, |x|<a

kompakt kiimesi olsun. H, IR topolojik grubunun aynk altgrubu ve C ’de IR ’nin
kompakt bir alt kiimesi oldugundan HNC sonludur. Buradan b, H ’deki en kiigik
pozitif tamsay1 olsun.  $imdi H=<b> oldugunu gosterelim. <b>c H oldugunu
biliyoruz. Her x € H, b ’'nin bir katidir. Ciinkii x, b ¢iftine ait bélim algoritmasi, m
tamsayi olmak fiizere x=mb+r (0 < r <b) seklinde ise, r = x-mb olup, grup kosullarina
gore x eH, mb €H ve buradan r eH elde edilir. Burada r#0 olamaz, ¢inkt aksi
halde O < r < b olur ki bu b 'nin se¢imine aykindir. O halde x = mb bulunur. Yani
H c<b > olur. Buradan H =<b > elde edilir.
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Simdi de <b > ’nin sonsuz devirli oldugunu gosterelim. Varsa ‘ ﬁ 7}
devirli olmasin, Yani mb = nb olacak bigimde birbirinden farkh iki ml‘*i Har

vardir. Omegin m > n ise mb = nb esitliinin iki tarafi - nb ile toplanarak ‘sbin "2
yani (m-n)b =0 elde edilir. b ’nin se¢imi ve m > n oldufundan m-n #0 ve b # 0 olur.
IR ’de sifir bélen olmadiindan bu bir ¢eligkidir. O halde <b > sonsuz devirlidir.

i) HcS' aynk altgrubu  olsun. 0<6<2m  olmak izere
o= min{e > Oleie GH} olsun. H aynk oldugundan boyle bir ¢ vardir. b=e* alirsak

(i) ’deki yontemden H=<b> oldugu gorilir. H ’nin sonlu devirli oldugunu
gosterelim. Yani b” =1 olacak bigimde en kiigtik pozitif bir n tam sayisinin oldugunu

. R " 51
gosterelim. b” = (e¥)" = (e")=e*™, keZ = n¢i=2kni=>n= :% ve oyle bir

keZ* i¢in neZ* bulunur. Buradan <b > ’nin mertebesi sonludur. Yani H kiimesi
sonludur [10].

3.3.2 Teorem : A binim 6geden farkli tiim 6Zelerin aym sabit nokta kiimesine
sahip oldugu bir Fuchsian grup olsun. A devirhdir.

Ispat : S € A *nin hiperbolik oldugunu varsayalm. Eslenik smifi segiminden S
'nin 0 ve o ’u sabitledifini varsayabilinz. Hipotezden A ’min biitiin déniigtimleri
hiperboliktir ve 0 ve o ’u sabitler. S hiperbolik 6gesinin normallestiricisi

H ={zrs Az[A > 0} ’dir. Boylece A, H={z> 2.2\ > 0} *nin bir aynk alt grubudur.

Simdi H, topolojik grup oldugundan IR* ’a izomorfiur. IR, pouzitif gergel sayilarm
carpim grubudur. IR topolojik grup oldugundan, IR ’ye x+> Inx fonksiyonu ile
izomorfiur. 3.3.1(i) lemmadan IR ’nin agikar olmiyan her ayrik altgrubu sonsuz devirli
oldugundan, IR ’nin izomorfu olan H ’nin de agikar olmiyan her aynk altgrubu sonsuz
devirlidir. O halde A sonsuz devirli bir gruptur.

Benzer olarak eger A bir parabolik 6ge igerirse A, sadece parabolik
dgelerden olugan bir sonsuz devirli grup olur. Eger A bir eliptik 6ge igerirse (2.1)
denklemdeki tiim doniisimler S' ’e izomorf bir grup olugturdugundan ve 3.3.1(i)
lemmadan A, sonlu devirlidir [1].

3.3.3 Teorem : Bir Fuchsian grubun bir eliptik 63esi sonlu mertebeye sahiptir
Ispat : " Fuchsian grubuna ait bir eliptik 6ge T olsun. T, W ’ya eslenik olmak
Uzere

W(z)-i1

W(z)-i_ o z—1 ,
W)t e (z+i) (0<8<27%) (3.3)
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devirli oldugundan S' ’de sonlu devirlidir. Dolayisiyla T “nin normaﬂestiﬁ * 'e

buradan da T sonlu devirlidir.

Bir eliptik 68e sonsuz mertebeye sahip olabilir. Fakat o zaman devirli grup
aynk olamaz [10].

3.3.4 Sonug : I'bir T e'\{I} eliptik 63esi ile uretilen devirli bir grup olsun, T’

"nin Fuchsian grup olmas: igin gerek ve yeter kosul I' ’nun sonlu olmasidr.

3.3.5 Teorem : Her degismeli Fuchsian grup devirlidir.
Ispat : T bir degismeli Fuchsian grup olsun. I' ’da bir T 6gesinin
merkezlestiricisi
Cr(T)={S eI|ST =TS}
kumesidir. I' Fuchsian grubu degigsmeli olduBundan V'S €T i¢in ST=TS olacagindan
T nin merkezlestiricisi C-(T) =TI olacaktir. 1.4.14 Teoremine goére I" Fuchsian grubu

aym sabit nokta kimeli elemanlardan olusur. Boylece 3.3.2 Teoremine gore I’
Fuchsian grubu devirlidir.

3.3.6 Teorem : I, devirli olmayan bir Fuchsian grup olsun. PSL(2,IR) 'de T’
’min normallestiricisi bir Fuchsian gruptur.

Ispat: Varsayalim ki N(I') bir Fuchsian grup olmasm. O zaman N(T),
i— oo iken T — I olacak bigimde farklt 6gelerin sonsuz bir (T;) dizisini igerir. Eger
Sel(S#I) ise i—> iken TST,'—>S olur. T, aynk oldugundan Vi>m igin
TST,' = § olacak bigimde bir m tamsayisi vardir ve boylece i 'nin bu degerleri igin
Teorem 1.4.13 *ten T, S ile ayni sabit nokta kiimesine sahiptir. S$imdi I', devirli
olmadigindan 3.3.5 teoreminden degigmeli degildir. Teorem 1.4.13 ’ten S ’nin sabit
nokta kiimesinden farkh bir sabit nokta kiimesi ile 8’ €I' vardir. Bununla beraber
yeterince biiyiik bir ii¢in T, S’ ile aym sabit nokta kiimesine sahiptir ve buradan §', S
ile aymi sabit nokta kiimesine sahiptir. Bu da bir Qéliskidir. Yani N(I') Fuchsian
gruptur [1].
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3.4 Temel Bolgeler ‘ .3
R

3.4.1 Tamum : Bir T, Fuchsian grubu igin bir temel bolgeyi, Taniiy 1
Q latisi i¢in bir temel bolgeyi tammladifimiz gekilde tanimlanz. F kap
olmak tzere

@ UT(H) =1,
Tel

(i) VT eI\ {1} igin FAT(F) = @
kogullan saglanirsa F “ye I i¢in bir temel bolgedir denir [1].

3.4.2 Ornek : T, 3.2.5 "te tammlandif gibi bir t hiperbolik tiggeninden elde
edilen bir tiggen grup olsun. TUR, (1) 'nun I igin bir temel bolge oldugu kolayca

gorilur [1].

3.4.3 Tamm (Dirichlet Bolge) : T, keyfi bir Fuchsian grup ve p U, I'\ {I}

'mn herhangi bir 6fesi tarafindan sabit birakilmasin. Boyle noktalar 3.1.7(ii)
teoreminden vardir. I igin p merkezli Diriclet bélge

D,(IN={zeU|p(zp)<p(zT(p)) VT el igin} (3.4)
kiimesidir. Hiperbolik metrigin PSL(2,IR) altinda degismezliginden bu bolge
{zeU|p(z,p) <p(T(2),p) VT eT igin} (3.5)

biciminde de yazilabilir. Her bir sabit T, € i¢in, p(zp) <p(z,T,(p)) ifadesi,
hiperbolik metrikte p ’ye T,(p) ’den daha yakin z noktalanm tanimlar. Agikga
gorilmektedir ki p eD,(I') ve p 'nin I'-yoriingesi aynk oldugundan D, ('), p ’nin

bir komsulugunu igerir.

p ’yi Ty(p) ’ye birlestiren H-dogru pargasimin hiperbolik orta dikmesi p *yi
igeren bir hiperbolik yari-diizlem belirler. Béylece D, (T"), hiperbolik yari-diizlemlerin

bir arakesitidir ve hiperbolik konveks bélgedir. Eger D, (I'), sonlu tane hiperbolik
yart diizlemin arakesiti ise D,(I"), bir konveks hiperbolik poligondur [1].

3.4.4 Teorem : p, I\ {I} *nin herhangi bir 6esi tarafindan sabit birakilmazsa
D, ('), I Fuchsian grubu igin bir baglantih temel bolgedir.
Ispat : p, T'\ {I} *mun herhangi bir 6esi tarafindan sabit birakilmadigindan

D, (I ={zeVU|p(zp)<p(z,T(p)) VT el igin}

40



I" Fuchsian grubu igin Dirichlet bolgedir. D (I') ‘min I' Fuchsian gribe :
baglantil temel bolge oldugunu gosterelim. z, € U alalm. Her sabit T, €T 1§  ' ?5‘ '
‘in I'- yoriingesindeki, p ’ye T,(p) ’den daha yakin olan noktalarm en yakim olsG#™

p, p ’nin I'- yoriingesinin bagka noktalanini igermeyen bir komsulugunda bulundugun-
dan, yani I'p ayrk oldugundan boyle noktalar vardir. O halde VT eI igin

p(zy,p) < p(zy, T(p)) olur. Boylece z, D (I') elde edilir. Yani D (') her fz

yoriingesinden en az bir nokta igerir.

2),Z, €D, (I') "min igindelerse aym I'z yoriingesinde bulunmaziar. Eger bir
Tel\ {I} igin p(z,p)=p(z,T(p)) 1se ya z¢D,(I') ya da z, D,(I') "min simrinda
bulunur. Eger z, D,(I') ’nin icinde ise VT eI\ {1} i¢in p(z, p) <p(z,T(p)) olur.
Eger z,z, aym [z  yoringesinde birbirlerinden farklh iki i¢ nokta iseler
p(z;,p) <p(z,,p) ve p(z,,p) <p(z,p). Bu da bir geliskidir. O halde D, (T') iginde

her I'z yériingesinden en fazla bir tane nokta vardir.

D,(I') kapal yan-dizlemlerin bir arakesiti oldugundan kapalhdir. D, (')
konveks oldugundan yol-baglantih ve buradan da baBlantihdir. Boylece D, (I)
baglantili bir temel bolgedir [1].

3.4.5 Tamm : sinh®’«, a>0 igin « ’mn bir monoton artan fonksiyonu
oldugundan (2.3) ve (3.5) denklemlerinden

' 2 2
D, (T')= zeU“Z_pl [T@)-p VT eTigin b.
|1m(z) ImT(z)
Eger T(z) = 2+2 ab.c.deR, ad~bc=1isehnT(z):-1‘1‘i‘7‘)2-
' cz+d |cz+d|
olur.
_ IT@-p|. 1 y
DP(F)—{zeU“ B |Z|cz+d| VT el i¢in 3.6)

(3.6) ifadesine I' Fuchsian grubunun Oklid metrigine gire Dirichlet bolgesi denir [1].

3.4.6 Ornek : I', Moduler grup olsun. ki (k >1) modiiler grubunun birim

dgesinden bagka bir 6Zesi tarafindan sabitlenmez. Gergekten Tel™ alahm. T donigimi
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az+b

T(z)= a,bc,deZ,ad-bc=1
cz+d
bigimindedir. Simdi z=ki igin bu doniigimiin sabit noktalarim bulalim.
T(ki) = al;iz =ki = aki+b=—ck® +dki=a=d Ab=—ck® bulunur. Bulunan bu
c
) C . az —ck? 2
ifadeleri doniisiimde yerine koyarsak T(z) = p— A aa—(-ck)c=1=
Z+a

a® + ¢’k? = 1 bulunur. Ug durum séz konusudur.
i) Eger ¢ =0 ise b =0 ve buradan T = I bulunur.

ii)cz0vek=01seb=0 olur a® = 1=>a = ¥l elde edilir. k = 0 oldugundan

2=ki ve buradan z=0 olur. T(z) = —=
CZ

déniisiimiinde z=0 noktasi sabit noktadir.

iii) c # 0 ve k # 0 ise ¢’k? >0 olur. O halde a®+c’k’ =1 esitlifinde acZ

. 5 1
olmasi i¢in a = 0 olmali. Bu durumda ¢’k* =1 ve k* =— bulunur. Buradan k = ?l
c c

olur. ceZ\{O} oldugundan —1 <k <1 bulunur. Déniigim T(z) = - ,,l bigimindedir.

Yani k > 1 igin ki noktasi modiler grubun birimden farkl herhangi bir 6gesi
tarafindan sabit birakilmaz.

Simdi k>1 olmak iizere p=ki segelim. (3.6) ’da T(z)=z+1 veya
T(z)=z~-1 koyalm. c=0, d=1 ve boylece |z+1-ki|>|z—ki| dir. Yaniz, ki’ye

ki+1 ’den daha yakindir. Boylece Dy(I0), {z el

- % <Re(z) < %} seridinde

- 4

hareket eder.

Simdi T(z)=-1/z=(0z—-1)/(1z+0), ve bdylece c=1, d=0. VzeDy(I)

i¢in

1 .
——kil

lzZ~ki| zﬂ :>|l+kiz|2.>_|z—kil2.

bulunur. |1+kizl2=(1+kiz)(1-ki2) = (1+kiz)(1-kiz) =1-kiz+kiz+k’2Z ve

[z - ki|2~ =(z~-ki)z+ki)=zz+zki—Zki + k* ifadeleri esitsizlikte yerlerine konulursa
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hareket eder.

F:{z el

|21, [Re(2)| < %}

olmak tizere Dy(I')c F oldugunu gosterdik (Sekil 3.11 ’de gosterildigi gibi).
D (") = F oldugunu gostermek istiyoruz. Bu ispati yapmak igin iki lemmaya gerek
duyanz.

z w.
1] F 1

i
z
47, W

AN

72 12

Sekil 3.11

3.4.7 Lemma : D (I"), imajiner eksene gore simetrik, yani eger, A(z)=-Z
imajiner eksene gore yansima ise, z € Dy;(I") ve buradan A(z) eD(T").

ispat : A, imajiner eksenin biitiin noktalarini sabit birakan bir H-yansimadir.
A, bir H-izometri ve VT €T igin A™'TA eI oldugundan

P(A(z),ki) = p(z. ki) < p(z, A”'TA(Ki)) = p(A(z), TA(KI)) = p(A(2), T(ki))
(D(T) Dirichlet bolge oldugundan). Boylece A(z) e Dy(I).

3.48 Lemma: zcF, Sel'\ {I} ve w =S(z) €F olsun. O zaman z,w €0F
olur ve boylece ya z=w ya da z ve w imajiner eksene gore simetriktir.
Ispat :

S(=22  abcdez, ad—bc=1.
cz+d

=1 ve —% <Re(z) < % = —1<2Re(z) <1 oldugundan

lez+d[* = (cz+d)(cZ +d) =}z +2cdRe(z) +d*2 c* —cd +d*2 1
bulunur (Son esitsizlik eer cd <O ise agtkardir. Eger cd >0 ise, ¢*—cd+d* =
(c—-d)*+cd 2 1). Buradan
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Im(w) = —ﬂzlz <Im(z)
|cz+ d|

elde edilir. z ve w ’nin yerlerini degistirirsek (S yerine S~ kullanarak) Im(z) < Im(w)
elde ederiz. Buradan Im(z) = Im(w) ve |cz+d|2 =1 ve boylece yukandaki esitsizligin
her biri bir egitlik olur. Buradan
(c—d)Y*+cd=1 (3.7
ve
(4" ~1)+cd(2Re(z) +1) = 0 (3.8)
bulunur. Ug durum olabilir.

(a) c=0,d =+1 olma durumunda S(z) =z+1 ve boylece z ile w, F *nin dik
kenan tizerinde hareket eder ( Sekilde z, ile w; benzer).

(b) ¢=x1,d=0 oldugunda (3.8) denklemi Iz{ =1 olur. Bu durumda
S(z)=(azF1)/tz =ta-(1/z)=2a-Z. S(z)€F oldugundan a=0, -1 veya +1
*dir. Eger a =0 ise, S(z) = —(1/z) ve zile S(z) sekildeki gibi z, ile w, ’ye benzerdir
(z, = w, =1 olmasi hali). Eger a==x11se z= (il+iJ§)/2 ( Sekilde z = z; veya w)
ve S(z) = z dir.

(c) c=d=11 ve (3.8) denkleminde |7|=1, Re(z)= —% ise z=z, ’tir.
S(z;) €F ve $(z;), z, ile aym imajiner kisma sahip oldugundan ya S(z;)=2z; ya da
S(z;) = w; tir.

Biitiin durumlarda S(z) = z veya S(z) ve z imajiner eksene gore simetriktir.

Simdi z, €F oldugunu varsayahm. D (I"), bir temel bolge oldugundan
T(z,) €Dy (I') € F olacak bigimde bir T €I" vardir. Lemma 3.4.8 "den z, =T(z,)
veya z, ve T(z,) imajiner eksene gore simetriktirler ve boylece 3.4.7 Lemmadan
zy € D, (T') olur. Béylece F < Dy;(T') bulunur. O halde F = Dy;(I') elde edilir [1].

3.4.9 Teorem : F= {z 31

|2/ 2 1 ve |Re(2)| < %} kiimesi modiiler grup i¢in

bir temel bolgedir.

ispat : F:{z el |z|21ve !Re(z)|s%} kiimesinin modiiler grup igin

Dirichlet bolgesi oldugunu biliyoruz. Her Dirichlet bolge baglantih bir temel bolge idi.
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O halde F:{z el lzlz 1ve |Re(z)|$%} kiimesi modiiler grup igin i 4 ”’B
temel bolgedir.

3.4.10 Tanum : Fuchsian gruplar i¢in temel bolgeler iyice karmagik bir yapiya
sahiptir. Onlar gergel eksenin par¢alar ve H-dogrularla sinirlanir. U ’da iki hiperbolik
dogru kesigirse kesim noktalarina Dirichlet bolgenin bir kisesi denir. Kogelerin ayrik
oldugu gosterilir. Boylece bir Dirichlet bolgenin sinin H-dogrulann (sonsuz ¢oklukta
olabilir) ve gergel eksenin miimkiin olan pargalarinin birlesiminden meydana gelir [1].

Bir temel bolge ile onun biitiin goriintiilerinin olugturdugu U *nun ddsemesi ile
ilgilenecegiz. Eger bu temel bolge bir Dirichlet bolge ise bir Dirichlet doseme gibi
anlayacafiz. Gelecek teoremde Dirichlet dogemenin yerel ozelliklerini gorecegiz.
Ama once yeni bir kavramin verilmesi gerekmekte.

3.4.11 Tammm: I, Fuchsian grubunun bir F temel bolgesinin, her a €F
noktasi, sadece sonlu tane T eI igin V(@)NT(F)# olacak bigimde bir V(a)

komsuluguna sahipse, F temel bolgesine yerel sonlu (locally finite ) denir [1].

3.4.12 Teorem : Her Dirichlet bolge yerel sonludur.
ispat : p, T'\ {I} 'nin herhangi bir 6gesi tarafindan sabit birakimayan bir
nokta olmak tizere F temel bolgesini D, (I") Dirichlet bolgest olarak alahm. a €F ve

K, a 'nin bir kompakt komgulugu olsun. Varsayalim ki I" "nin farkhi égelerinin bir
T, T,,... sonsuz dizisi igin KNT(F)# @ olsun. 6 =sup,p(p,z) alam. VzeK
igin o <p(p,a)+p(a,z) bulunur. K, kompakt oldugundan, simirhdir ve 6 sonludur.

w; e KN T;(F) olsun. z; €F igin w; = Tj(z;) olur. Uggen esitsizliginden

p(p, T;(p)) < p(p, w;) +p(w;, T(p))=p(p. w;) + p(zj, p) < p(p, W;) + p(w;,p) < 20

(PSL(2,IR) hiperbolik uzakliklan korur ve z;eD (I')) bulunur. Baylece
T(p), T,(p),... noktalarimn sonsuz kiimesi p merkezli ve 2¢ yarigaph kompakt H-

topa aittir. Bu Sonug 3.1.6 ile geliskidir. Varsayim yanhstir ve sadece sonlu tane
Tel igin KNT(F)#J olacak bigimde bir K komgulugu vardir. Yanm D (I')

Dirichlet bolgesi yerel sonludur [1].

3.4.13 Tammlar : a) F, " Fuchsian grubunun bir Dinichlet bolgesi ve u ile v, F
‘nin koseleri olsun. T(u) = v olacak gekilde bir T €I" varsa u ve v ’ye kongruent

kogeler denir.
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b) Kongruentlik F ’nin koseleri iizerinde bir denklik bagm

siniflarina devir (cycles) denir.

c) Eger u bir S eliptik 6gesi tarafindan sabitlenirse v *de TST‘l ejjj i
tarafindan sabitlenir. Boylece bir devirin bir kogesi bir eliptik 6ge Waﬁﬁggh
sabitlenirse devirin diger kogeleri de eliptik ogeler tarafindan sabitlenir. Bu gibi bir
devire eliptik devir denir ve devirin kogelerine de eliptik kdgeler denir.

d) F Dirichlet bolgest bir temel bolge oldugundan I'" nin bir S’ eliptik 6gesi
tarafindan sabitlenen U’nun her w noktasi, bir T €I igin T(F) ’nin sinirinda bulunur.
Boylece u=T!(w), F 'nin simn iizerinde bulunur ve S=T'S'T eliptik 6gesi
tarafindan sabitlenir. S eliptik oldugundan k sonlu mertebesine sahiptir. Varsayahm
ki once k >3 olsun. S, H-dogrulan H-dogrulara doniigtiiren, fakat u ’yu sabit birakan
bir H-izometri oldugundan u, F ’nin bir kogesi olmahdir ve bu kosedeki 0 agist en
fazla 2n/k ’dir. Sekil 3.12 ’de gosterildigi gibi. F hiperbolik konveks bélgesi H-
dogrularin bir birlesimi tarafindan sirlamr. F ’nin bu H-dogrularm  bin  ile
arakesiti ya bir tek noktadir ya da bir H-dogrunun pargasidir. Bu parcalara F ’nin
kenarlar: (sides) denir.

\\9/
v f ¥
u

Sekil 3.12:

Eger S iki mertebeli ise, sabit noktasi F 'nin bir kenarnin iizerinde bulunur.
Bu durumda S, sabit nokta tarafindan aynlmis bu kenann iki pargasimn yerlerini
degistirir. Boyle eliptik sabit noktalari, agilan 7 olan F “nin koseleri gibi gorecegiz.
Boylece F ’nin bir kogesi, F ’nin iki suur ’H-dd{‘grusunun U ’da arakesitinin bir
noktasidir veya iki mertebeli bir eliptik 6genin bir sabit noktasidir [1].

PSL(2,IR) ’nin sadece agikar olmayan sonlu devirli alt gruplan eliptik 63eler
tarafindan uretilirler ve PSL(2,IR) ’nin her bir eliptik 6gesi U ’da tek bir sabit
noktaya sahiptir. Ay uyart I' Fuchsian grubunun eliptik 6gelerine de uygulanabilir.
Ayrica U ’da bir nokta, I" *da bir agikar olmayan kalimlagticiya sahipse, Teorem 3.3.3
’ten bu kalimlagtiric: I' *nun bir sonlu devirli alt grubudur. Lemma 1.4.12 *den bu sonlu
devirli alt grup bir maksimal sonlu devirli alt gruptur .

3.4.14 Teorem : F 'nin eliptik devirleri ve I "nin agikar olmayan maksimal
sonlu devirli alt gruplanimin eglenik siniflan arasinda bire-bir esleme vardir [1].
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3.4.15 Ornek : T, modiiler grup olsun. $ekil 3.11 *deki F Dirighl
‘da zy=(-1+iv3)/2, w,=(1+i¥3)/2 ve i kogelerine sahi\,_‘;:;'" inkk
z+> (-z—1)/z, z> (z—1)/z ve z+>—(1/z) tarafindan iretilen devirlialf, Giblae”
tarafindan kahmlagtinlirlar. zr> z+1, z3 3, w; ’e eslediginden bu iki kése aym

eliptik devire aittir. 27/ 3 ’e esit veya kugiik agilt F nin bagka kdsesi olmadigindan bu
iki koge bir eliptik devir meydana getirirler. 1 noktas: 2 mertebeli z—> —(1/z) eliptik

Ogesi tarafindan sabit birakilir.

2 mertebeli bir eliptik 6ge tarafindan sabitlenen F ’nin sinirmin bagka noktasi
olmadigindan {i}, sadece bir kogeden olugan bir eliptik devirdir. 3.4.14 Teoreminden

modiiler grup maksimal sonlu devirli alt gruplarinin iki eglenik sinifina sahiptir. Bu iki
eslenik sinifindan birini, 2 mertebeli gruplar, digerini 3 mertebeli gruplar olugturur [1].

3.4.16 Tamum : I' 'min maksimal sonlu alt gruplarinin mertebelerine I "nin
periyodlart denir. Her bir periyod [' *min maksimal sonlu alt gruplarnin eglenik
siiflarinin mertebeleri kadar tekrarlamr.

Boylece moduler grup 2,3 periyodlarina sahip olur. 3.2.5 "te tamimlandidi gibi
n/1, m/m, 7/ n agilan ile bir hiperbolik tiggenden elde edilen bir Gggen grup I, m, n
periyodlarina sahiptir [1].

Not : Bir parabolik 6ge, sonsuz mertebeli bir eliptik 6ge gibi ele alnabilir.
Sonsuz periyodlann biri goz 6nine alinirsa, o« periyod, maksimal parabolik alt
gruplann eglenik simflanyla ayni sayida meydana gelir. Omnegin modiiler grupta her
parabolik 68e, bir neZ i¢in z+>z+n ’ye esleniktir ve moduler grup 2, 3, «
periyodlarina sahiptir. Keyfi bir I Fuchsian grubunun her parabolik devirli altgrubu
IRU{‘oo} ‘nin bir noktasim sabitler. I" Fuchsian grubu icin bu sabit noktay1 bir koge
kabul eden bir Dirichlet bolgesi vardir. Bu kose Dirichlet bolgenin simirmdaki iki H-
dogrunun kesigtigi noktadir ve aradaki agt O ’dir. Ornegin, 3.49 Teoreminde
tammlanan modiler grup i¢in Dirichlet bolgesi « ’da m/o0 =0 agisina sahip bir
koseye sahiptir. Boylece Modiler grup n/2, n/3, n/ agilan ile elde edilen bir
liggen grup gibi incelenebilir [1].

3.4.17 Tamum : s, I Fuchsian grubu i¢in bir F Dirichlet bolgesinin bir kenan
olsun. Eger Tel \ {I} ve T(s), F ’nin bir kenari ise s ve T(s) ’ye kongruent

kenarlar denir. Simdi T(s) aynca T(F) ’nin bir kenandir. Béylece T(s) ¢ FNT(F)
dir.  T(F), Dirichlet dosemede F ’nin bir komsu yizi oldugundan T(s) =F ~T(F)

olmahdir. Bir kongruent kiimede iki kenardan fazla kenar olamaz. Eger olursa,
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T, eI olmak iizere T,(s)’yi F ’nin bir kenan varsayabiliriz. T,(s) = Efn'T
s=T'(F)nF=T,"(F)nF = T=T, bulunur. Sonug olarak bir irichiel
bblgex{in kenarlart kongruent esler igine diiger. Eger bir kenar 2 mertebeli.b“i-l" S
eliptik 6gesinin bir sabit noktasina sahipse, S bu sabit nokta tarafindan aynilan kenarin
iki pargasinin yerlerimi degistirir ve boylece bu kenar kendisine kongruenttir. Bu iki
kenar sabit nokta tarafindan ayrilan farkh kenarlar gibi digtiniilebilir [1].

3.4.18 Ornek : 3.4.9 Teoreminde bulunan modiiler grup igin temel bélgenin
iki dik kenar1 z+> z+1 doniisimii ile kongruenttir. z; ve w, arasinda birim ¢ember
iizerindeki kenar 2 mertebeli z+—> —1/z eliptik 6gesi tarafindan kendine eglenir.
Alternatif olarak bu kenani z; ’ten i ’ye ve i ’den w4 e iki kongruent kenarn birlegimi
gibi kabul edebiliriz [1].

3.4.19 Teorem : {T,}, I grubunun F Dirichlet bolgesinin kenarlanm esleyen
donigimlerin alt kiimest ise {'I;}, I' grubunun treteglerinin kiimesidir.

ispat : A, {T,} kiimesi tarafindan iretilen I' *nin bir altgrubu olsun. A=T
oldugunu gostermek istiyoruz. Varsayalm ki S; € A ve S,(F), S,(F) ’nin bir komsu
yiizii olsun. S;'S,(F) ’de F nin bir komgu yiziidir. Bir T, €{T,} igin S;’S, =T, ve
S, = ST, oldugundan S, e A olur. Eger S;(F), S,(F) ile bir v kosesinde kesisirse, v
koseli sadece sonlu tane yiiz olabileceginden, yukandaki yontem tekrar kullanilirsa
S; €A bulunur. Eger X=UgcaS(F), Y =Ugser AS(F) alirsak XNnY=0. Agk
olarak goriliiyor ki XuY =U. Eger X ve Y nin U "nun kapal altkiimeleri oldugunu

gosterebilirsek, U baglantii ve X # & oldugundan X=U ve Y =(J buluruz. Bu da
A =T oldugunu gosterir ve ispat1 tamamlariz.

Simdi dogemenin ‘yiizlerinin herhangi bir birlegimi olan {JV;(F) ’nin kapal
oldugunu gostermek istiyoruz. Bir /e U limitine yaklagan U V;(F) "nin noktalannin
bir sonsuz (z;) dizisinin oldufunu varsayabiliniz. Bir A €I igin /e A(F) ve Teorem

3.4.12’den, / "nin V;(F) ’lerden sadece sonlu tanesi ile kesigen bir N komgulugu vardir.

Bu sonlu ailenin bir yuzi ki ona V,(F) dersek, V,(F), (z) 'nin [ ’ye
yaklagan bir altdizisini igerir ve V_ (F) kapal oldugundan /eV, (F)cUV(F).
Buradan {J V,(F), kapahdir. Dolaysstyla da X ve Y kapalidir {1].

3.4.20 Ornek : Modiiler grup z> z+1 ve z+> —1/ z tarafindan iiretilir [1].
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3.5 U/T Boliim Uzays

R ARt

elde edebiliriz. U/T" bolim uzaym olusturahm. [z]. veya sadece [z] ile z ’nin I'-
yoriingesini ve [[:U—>U/T", [1(z)= [z] ile de verilen dogal izdiigiimii (natural

projection) tammlayalim. []7Y(V) = {z el | I1(z) eV}, U ’da agiksa VcU/T
kiimesine agik denir. Bu taumla, [] bir siirekli ve agik eslemedir.

3.5.1 Teorem : U/I" bir baglantih Riemann yiizeyidir ve [[:U — U/I" bir
holomorfik donusimdur [1].

Fuchsian gruplarin boliim uzaylan Riemann yiizeylendir. Kiireye, diizleme
veya tora homeomorf olmayan bir X Riemann yiizeyinin evrensel 6rtme uzayr U dur
ve A, U ’da sabit noktasiz hareket eden, U ’nun otomorfizmlerinin bir has sireksiz
grubu olmak iizere, X =U/A ’dir. Boylece 3.1.7 Teoreminden A bir Fuchsian
gruptur ve U ’da sabit noktasiz hareket ettiginden eliptik 63eler igermez. Eger
Fuchsian gruplara eliptik 6geleri de katarsak her Riemann yiizeyi bir Fuchsian grup
tarafindan U “nun boliim uzay1 gibi gosterilebilir. Ornegin bir tiggen grubun bolim
uzayr kuredir ve kireye homeomorf her Riemann yiizeyi > Riemann kiiresine
konform denk oldugundan, I'" bir iiggen grup olmak iizere 3, U/I" ’a konform
denktir.

Riemann yuzeyleri gostermede eliptik 6gesiz Fuchsian gruplan kullanmanin
avantaji, Riemann yiizeyleri ve eliptik 6gesiz Fuchsian gruplann eslenik simflan
arasinda bire-bir esleme oldugunu gosteren agagidaki teoremden agiktir.

' 3.5.2 Teorem : A, A, eliptik 6gesiz Fuchsian gruplar olsunlar. U/ A, ve

U/ A, ’nin konform denk olmalan igin gerekli ve yeterli kosul TA,T™' = A, olacak
bicimde bir T PSL(Z,IR) olmasdir.

Ispat : A;ve A,, U da sabit noktasiz hareket ettiklerinden U, U/ A, ve
U/ A, nin bir 6rtme uzayidir. Buradan U basit baglantii oldugundan U, U/ A, ve

U/ A, ’nin evrensel ortme uzayidir. Boylece eger g:U/ A, — U/ A, bir konform
homeomorfizma ise, Sekil 3.13 ile uyumlu olacak bigimde bir §:U — U otomorfizmi

vardir. Burada [1.:U — U/ A, (i=1, 2) dogal izdiigim doniigiimleridir.
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Sekil 3.13
Aut U = PSL(2,IR) oldugundan g =T €PSL(2,IR) ve boylece
olz], =[T(2)],

olur.

Simdi eger S €A, ise [z] N =[S(2)] 5, Ve boylece [TS(2)] A =[T(2)] », olur.

vz eU igin TS(z) = VT(z) olacak gekilde V € A, vardir ve boylece TST'=V €A,

bulunur. Buradan TAT'c A, ve g'[z] A :[T‘l(z)] kullanilarak benzer bir

Ay

tartigma ile TA,T < A, bulunur. Boylece TA,T™ = A, elde edilir.

Tersine olarak eger TA, T = A, ise
[z]Al - [T(z)]Az

dontisimiit U/ A, ’in U/ A, iizerine bir konform homeomorfizma doniistimiidiir [1].

Teorem keyfi Fuchsian gruplar i¢in yanhstir. Eger farkli periyodlu iki iiggen
grup gozoniine almirsa izomorf degillerdir ve PSL(2,IR) ’de eslenik degillerdir.

Bununla birlikte her grubun boéliim uzayr Riemann kiiredir. Ters durum yani, eslenik
Fuchsian gruplann béliim uzaylart konform denk Riemann yiizeyleridir ve keyfi
Fuchsian gruplar iginde dogrudur.

3.5.3 Teorem : Eger A eliptik dgesiz bir Fuchsian grupsa, N(A), PSL(2,IR)
’de A ’nin normallestiricisi olmak iizere Aut(U/A) = N(A)/ A *dir.

ispat: ttU/A—>U/A, U/A ’nin bir otomorfizmasi olsun. Bir
T ePSL(2,IR) igin t[z], =[T(2)], olur. Yukandaki teoremde A, = A, = A koyarsak
TAT '=A bulunur ve buradan da T eN(A) elde edilir. Tersine olarak eger
T eN(A) ise t[z], >[T(2)], doniigimi U/A ’nm bir otomorfizmasidir. T—>t,

N(A) *nin Aut(U/A) iizerine bir homomorfizmasidir. Burada A, Aut(U/A) 'nin
cekirdegidir. Birinci izomorfizma teoreminden Aut(U/A) = N(A)/ A “dir [1].
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3.5.4 Sonuc: A eliptik 6fesiz, devirsiz bir Fuchsian grupsa Y/ “2nmn./ &' 4
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otomorfizmlerinin her grubu '/ A ’ya izomorftur. Burada I', A< T olaca# ;‘"

bir Fuchsian gruptur. ;

ispat : A devirsiz bir Fuchsian grup oldugundan PSL(2,IR) ’de A ’nn
normallegtiricisi N(A) bir Fuchsian gruptur. N(A) =T alinirsa, A <«T" olur. A eliptik
ogesiz oldugundan I' ’da eliptik ogesizdir. 3.5.3 Teoreminden U/A ’nm
otomorfizmlerinin her grubu I'/ A ’ya izomorftur.

3.5.5 Tammm : F, I" Fuchsian grubu i¢in bir Dirichlet bélgesi olsun. F ’nin
kenarlan I ’nin 6feleri tarafindan eglendiinden, bir paralelkenann kargihkli
kenarlarimi 6zdesleyerek bir tor elde ettigimiz gibi, aym yolla her es kenan
ozdesleyerek U/I"  bolim uzaym elde edebiliriz. Eslenen kenarlarin eglenen
noktalann I’ ile belirlenen F ’nin noktalan oldugundan, eslenen kenarlann
dzdeslenmestyle elde edilen uzaya F Dirichlet bélgesinin boliim uzayr denir ve F/T
ile gosterilir [1].

3.5.6 Teorem : F, I Fuchsian grubu igin bir Dirichlet bolgesi ise ¥/I", U/
’ya homeomorftur.
ispat : :F—>U kapsama ve y:F—>F/I, [:U->U/T ’da dogal

izdiigim donigiimii olsun. 6:F/I' — U/TI", Sekil 3.14 ’deki diyagramla uyumlu
olacak bigimde bir doniigiim olsun. Bu, eger z€F ise 68(y(z))=[1(z) demektir.

Eger w(z,) = y(z,) ise S, F nin kenarlarini esleyen doniigiim olmak iizere z, = S(z;)
ve boylece S €I oldugundan [](z,) =[1(z,) bulunur. Buradan da 6 iy tanimldir.
Benzer olarak O bire-bir ortendir. Simdi eger Vc U/ T ise

y(OT(V) =FAIT (V)
olur. Eger V agiksa ] siirekli oldugundan [17(V), U ’da agiktir ve boylece
FATIY(V), F *de agiktir. Buradan y™'(87'(V)), F *de agikur. Boliam topolojisinin
tanimindan 07'(V), F/T *da aciktir. Boylece 0 siireklidir. Simdi de 6 ’nin agik bir

fonksiyon oldugunu gosterelim.

T ———— U/T

0

Sekil 3.14
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ACF/T agk olsun ve (z)=y(z) eA. Her Dirichlet bofgs Ferelss
oldugundan, F de yerel sonludur. Boylece N
v (@) ={2=Ty(2), T(2). T(2),... L(2)},

kiimesi sonlu bir kimedir. W '(A)=A, F ’de rolatif agik ve y'((2)) sonlu

. .“.’u'\“ &
- 8-Sy
"

g..,*::;“ﬂ‘ W84

o

55 %

/s

oldugundan,
T(B)"FcAve I(B)NF=QDise T=T, (1< j<s) (3.9)

olacak bigimde z merkezli bir B hiperbolik diski vardir ( Sekil 3.15 ’te tarali yer).

" \\\\
‘//,/ F \\\
ZJ& B \/ E\?D;,/ B \// @) A
Sekil 3.15

Simdi 0({z)) =[1(z) e[I(B) acgiktir. Boylece [](B)<6(A) oldugunu
géstemek istersek 6(A), 6({z)) ’nin bir agik komgulugudur.

w €B olmak lizere [w]eH(B) olsun. T(w) eI olacak bigimde Tel
vardir. T(B)nF#J bulunur. Boylece (3.9) formula geregi T=T, (1<j<s) elde
edilir. Buradan Ty(w) eTy(B), T(w)eF ve (3.9) formili geregi T,(w) cA.

Buradan

[w]=T(w) = TT(Ty(w)) e[1(A) = [Ti(A) = 6(A)
olur [1].

3.5.7 Teorem : F, I' Fuchsian grubu i¢in bir Dirichlet bolgesi olsun. U/T
nin kompakt olmasi igin gerekli ve yeterli kogul F ’nin, U ’nun bir kompakt alt
kiimesi olmasidir.

Ispat : Eger F kompakt ise, F ’nin siirekli gorintisi olan F/I' ’da
kompakttir. 3.5.6 Teoreminden F/I" ’nin homeomorfu olan U/I" *da kompakitir.

Tersine U/T" "nin kompakt oldugunu varsayalim. Yerel sonluluktan, eSer [z] eU/T

ise [](2') =[] olacak bigimde en fazla sonlu tane z' €F vardir. Simdi F ’nin farkh
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ofelerinin sonsuz bir dizisi z,,2,,... olsun. Bu dizinin F ’de bir limit noktasma’ galifp ]
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sahiptir. [1], F “de sonlu tane I,,...,1, goriinti temsilcilerine sahiptir. Bunlann en az

oldugunu ve boylece F 'nin kompakt oldufunu gosterecegiz. Yerek o
[2,],[22],... sonsuz tane nokta igeren bir dizidir. Boylece [Mleu/T lims

birinin (z;) dizisinin bir limiti olduunu gosterelim. Aksi halde her I;, U "da dizinin
noktalaninin sadece sonlu sayisini igeren bir V; komsuluguna sahiptir. 1,...,1, aym I'-

yoriingesinde bulunduklanindan herbir V;, S(z;) bigiminde sonlu tane nokta igerir.

Buradan N [T(V,), ([zj]) dizisinin sadece sonlu tane noktasm igeren [1] *nin bir

agik komgulugudur. Bu da bir geligkidir [1].

3.5.8 Teorem : Eger U/I" kompakt ise I', parabolik 6geler igermez.
Ispat : U/T" kompakt alam. F, I" i¢in bir Dirichlet bolgesi olsun. 3.5.7
Teoreminden F kompakttir. Sonug 3.1.6 *dan
n(z) = inf{p(z, T(2))|T €T\ {1}, T eliptik degil} >0
dir. Her T eT'igin p(z,T(z)), z 'nin bir stirekli fonksiyonu oldugundan n(z), z ’nin
bir sirekli fonksiyonudur. Buradan F kompakt oldugundan w =inf {n(z)lz eF }
bulunur ve >0 ’dir. Eger zeU ise w=15(z) €F olacak bigimde S eI’ vardrr.
Buradan eger T, eI'\ {1} eliptik degilse
(2. Ty(2)) = p(S5(2), (T, (2))) = p(w,STS (W) >
*dir ve boylece
inf{p(z Ty(z)]z €U} =n>0
olur. Simdi I' min parabolik deler icerdifim varsayalim. PSL(2,IR) ’de I', I e
eslenik oldugunda U/I", U/T; ’e homeomorf oldugundan Kesim 3.3 "ten T;(z) veya

T;'(z) ’yi z+> z+1 donigimii olarak varsayabiliiz. Bununla birlikte (2.3) ’ten
Im(z) — « iken p(z,z+1) — 0 olur. Bu da bir geligkidir [1].

Sonsuz sayida kenarh bir Dinichlet bolge kompakt olmaz. Bununla beraber
sonlu sayida kenarli Dirichlet bolgeler U "da agagidaki yonlerden kompakt olmayabilir.
ilk olarak bir kose IRU{} ’da olabilir. Ornegin grup bir T parabolik &gesine
sahipse, T ’nin sabit noktasi olan x, grubun bir Dirichlet bolgesinin bir kosesidir ve son
noktalart x olan iki kenar T tarafindan eglenir (Sekil 3.16). Boyle bir koseye
parabolik kige denir ve boliim uzayr parabolik koselere eslenen noktalarda bir delige
sahiptir.  Ornegin modiiler grubun, z> z+1 parabolik 6gesi oo sabit noktasina
sahiptir ve Sekil 3.11 *deki Dirichlet bolgenin iki dik kenan bu 6Ze tarafindan eslenir.
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Bolim uzay: bir delikli kiiredir ve diizleme homeomorfiur. ikinci ol ':F:" D ic| et
bolge gergel cksenin bir pargast tarafindan simrlanir. Omegin i z+ R jarafindans,
iretilen  parabolik  devirli grup igin i merkezii Dirichlet “Shili

2 2

pargas: tarafindan siurlanir.  Aynica bu Dirichlet bdlge « ’da bir koseye sahiptir.
Béliim uzayi bir kapal diskle taginan (gercel eksenin pargasina eglenen) bir kiire ve bir
deliktir (o ’a eslenen). Bu bir silindire homeomorftur (Tagman bir disk topolojik
olarak bir delige denk, fakat konform olarak denk degildir) [1].

~:)1_ <Re(z) < %} ’dir. Bu Din'bhlet bolge gergel eksenin {x elR

LN

<

X

Sekil 3.16

3.6 Bir Temel Bolgenin Hiperbolik Alam

3.6.1 Teorem : E ile F,, I" Fuchsian grubunun iki temel bolgesi olsun. K ile F,

“nin simrlarmin hiperbolik alanlannin sifir oldugunu varsayalim. pu(E )= n(E,) *dir [1].

Bu teoremin &nemi, bir temel bolgenin hiperbolik alaninin grubun bir niimerik
degismezi oldugudur. Sinr hiperbolik alan1 hemen hemen sifir oldugunda bile, kosul
saglanacaktir. Omegin bir Dirichlet bolgenin simn, H-dogrularin sayilabilir bir
birlegimidir ve boylece hiperbolik alan sifirdir.

Bu sonsuz hiperbolik alana sahip bir temel bolge ig¢in bile miimkiindiir.
Ormegin 6nceki boliimiin sonunda sozedilen z—» z+1 tarafindan uretilen parabolik
devirli grup i¢in Dirichlet bolge sonsuz hiperbolik alana sahiptir.  Teorem
yorumlandifinda; eger grup igin bir temel bolge sonsuz hiperbolik alana sahipse,
grup icin biitiin temel bolgeler sonsuz hiperbolik alana sahiptir (smirlar sifir hiperbolik
alana sahip varsayilmaktadir). Bir kompakt temel bolge (Ashnda U "nun her kompakt
altkiimesi) sonlu hiperbolik alana sahiptir. Bununla birlikte kompakt olmayan temel
bolgelerde sonlu hiperbolik alana sahip olabilirler. Ormegin Sekil 3.11 deki modiiler
grup igin Dirichlet bolge /3, m/3, 0 agilan ile bir hiperbolik tggendir ve boylece
Gauss-Bonnet teoreminden 7t/ 3 hiperbolik alanina sahiptir.
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Sekil 3.17

Flz{cl,cz,n} grubu (O,n/2,7t/3) acih ve 1"2:{01,02,1:} grubu (0,0,271t/3)

agihdir. Burada m, o;vet sirastyla x=0, x=— vex=1 dogrularina goére h-

| —

yansimalardir. o, ise |zl =1 h-dogrusuna gore h-yanstmadir. Agik olarak goériliir ki
no; =0t
boylece nel, ve T el bulunur. Buradan I'i =T, elde edilir. Hatta bu grubun
konform izometrilerinin 2lt grubu modiiler gruptur ve boylece I, ayrktir.  Gauss-
Bonnet Teoremine gore
W) =n~(n/2)~(n/3)=n/6 ve W(T,) =7—-2n/3=n/3
bulunur. Buradan
w(T)=2u(T)
oldugundan T,, T, i¢in bir temel bolge degildir [5].

Gauss-Bonnet Teoremi temel bolgelerin genig bir smifinin hiperbolik alanim
hesaplamada kullamlacaktir. Bunu uygulamak i¢in koselerdeki agilarnin toplamim
bilmeye ihtiyacimiz var.

3.6.3 Teorem : F, I' Fuchsian grubu i¢in bir Dirichlet bolgesi olsun. F ’nin
koselerinin bir kongruent kiimesindeki i¢ agilar 6,,0,,...,6, olsunlar. Bu kégelerin biri-
nin I' "da kalimlagtincisinin mertebesi m olsun. O zaman 8, +6,+...+8, =2n/m ’dir.

(Uyarnilar :

1. F yerel sonlu oldugundan bir kongruent kiimede sadece sonlu tane kose
vardir.

2. Bir kongruent kiimede iki noktamn kalmlagtincilart I’ ’nun  eslenik
altgruplan olduklarindan, kalimlagtiricilar aym mertebelidir. )



Ispat : v, *deki ig agi 6, olmak iizere vy, v,,...

kogeler ve F "da v, ’in kalmlastincisi H :{I S,8%,..

olmak tizere S'(F) bolgelerinin hepsi v, ’de 0, agil bir kogeye sahlpmle;
T (vy) =v; (Tg €T’) oldugunu varsayalm. v, ’y1 Vi ‘e esleyen bitiin 6gelerin
kiimesi m elemanh HT, kosetidir. S"I, (F) bolgelerinin hepst 6, agihi v; kosesine
sahiptirler. Bagka bir bicimde A(F) (A €I') bolgesi, bir v, kosesine sahipse
A"‘(vl) eF ve boylece bir i (1<i<t) igin A™'(v,) = v; elde edilir. Buradan A eHT,
olur ki A(F) bolgesi yukaridaki tammlamada igerilmigtir. Boylece v, kosesi etrafinda
mt bélge vardir ve v, kogsesindeki her bir 0; agisi m kez tekrarlanir. Bu bolgeler
farklidir. Eger S'T, (F) = ST (F) ise ST, =S%T, olur ki buradan T, =T, ve "' =§%
bulunur. Boylece
m(0; +0,+...+8,) =2=n

sonucu elde edilir [1].

3.6.4 Tanmm : U/’ kompakth@ ile bir I' Fuchsian grubu verilsin. 3.5.7
Teoreminden I igin bir F Dirichlet bolgesi kompakttir ve sonlu sayida kenara sahiptir.
Boylece F ’nin sonlu sayida kogesi ve buradan da sadece sonlu tane eliptik devin
vardir. 3.4.14 Teoreminden I', sonlu sayida m,, ..., m, periyoduna sahiptir. Eger

U/T, g cinsine sahipse I', (g; m,, ..., my,) simgesine sahiptir denir [1].

3.6.5 Teorem : I', (g, m;, ..., m.) simgesine sahip olsun. Eger F, smr

hiperbolik alani sifir olan, I' igin bir temel bolge 1se

W(F) = 27t{(2g —2)+ Z(l -i)}
i=1 mi

Ispat : 3.6.1 Teoreminden F ’yi T' igin bir Dirichlet bolge olarak

*dir.

varsayabiliriz. 3.4.14 Teoreminden F, kogelerin r tane eliptik devirine sahiptir. 3.6.3
Teoreminden biitiin eliptik koselerdeki agilarin toplamlan 27y (1/m,) “dir. Diger

kogelerin eglenik siiflarint s tane varsayabiliriz.  Bunlann higbiri bir eliptik 63e
tarafindan sabitlenmez. 3.6.3 Teoreminden bu koselerdeki agilarin toplamlan 27s *dir.

1
— |+s
)

F ’nin agilannin toplami

&t

-

|l
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izdiigimii altinda goriintiileri, U/ 'min (r+s) kogeye, n ayrita ve bir basit

yiize aynigimuni verir. Euler-Poincare formiiliinden
-2g=(r+s)~n+1 (3.10)

bulunur. Gauss-Bonnet teoremi ve (3.10) *dan

wF) = (2n~2)n—2n{i(LJ+s}
i=1\_m;

r1
=(4g—4+2r+2s)n-2n3—-27s
j=110;

~>nf a2 51|
i=1 m;

(3.10) denklemi U/ T ’nin cinsini hesaplamak igin kullanihr.

elde ederiz [1].

3.6.6 Ornekler : 1) T, 3.2.5 *te tammlandig1 gibi nt/1, 7/ m, ©t/n agilanyla bir
hiperbolik iiggenden elde edilen bir iiggen grup olsun. Ucgenin kenarlarindaki
yanstmalar Sekil 3.18 "de gosterildigi gibi R, R,, R; ise AB, AB’ kenarlart R|R, ile
eslenir ve BC, B’C kenarlan R R, ile eglenir. Boylece iki eslenik es vardir ve n =2
“dir (ABCB’, T i¢in bir temel bolgedir). {B, B’} bir eliptik devirdir ve her iki kose m
mertebeli devirli gruplar tarafindan kalmlastrihr, {A} bir eliptik devirdir ve 1

mertebeli bir devirli grup tarafindan kalimlagtinihir. {C} bir eliptik devirdir ve n
mertebeli bir devirli grup tarafindan kalimlagtinlir. Béylece r =3, s =0 ve buradan

2-2g=3-2+1=2
olup g=0 bulunur ( Alternatif olarak, AB ’yi AB’ ’ye ve CB ’yi de CB’ ’ye

yapstirarak kiireye homeomorf olan bir yiizey elde ederiz). Boylece U /I, 0 cinsine
sahiptir ve I', |, m,n periyodlarina sahiptir. Buradan I' "nin simgesi (0; 1, m, n) ’dir.

I" i¢in bir temel bolgenin hiperbolik alani
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“dir.

Sekil 3.18

2) g >1 cinsli kompakt bir S Riemann yiizeyinin 6rtme doniigiimlerinin grubu
olan A Fuchsian grubunu goéz onine alabhm ( U "yu, S ’nin Ortme uzayt gibi
digiiniiyoruz). A, sabit noktasiz hareket ettifinden eliptik 6gest yoktur ve (g; —)
simgesine sahiptir. Burada — periyod olmadigim gosterir. 3.5.8 Teoreminden A ’nin
parabolik 6geleri de yoktur. O halde A birim 63eyi ve hiperbolik 6geleri igerir [1].

3.6.7 Teorem : g>0, m, > 2 tamsayilar ve

2g-2+ }E[l—i}o
=1 m,
ise (g; m,,...,m,) simgesine sahip bir Fuchsian grup vardir.

Ispat : Hiperbolik geometrinin birim disk modelini kullanmak daha uygundur.
Burada H-dogrular ¢gemberler ve D birim diskinin simnna dik Oklid dogrulandir. D
’nin merkezinden esit agtlarda (4g+r) uzunluklu ¢ap ¢izelim. 0<t<1 olsun ve her
yarigap boyunca merkezden t Oklid uzakliginda noktalar segelim. Eger H-dogrularla
birbiri ardina gelen noktalan birlestirirsek, bir diizgiin M(t) hiperbolik poligonu elde
ederiz. M(t) ’nin ilk r tane kenan uzerinde, tiggenlerin esit kenarlan arasmdaki agilar
2n/my, ..., 2n/m, olacak sekilde r tane dig ikizkenar iggen olusturahm. Bu

ucgenlerle M(t) ’nin birlesimi 4g+2r kenarh bir N(t) hiperbolik yildizgil

poligondur. ~ Bu kenarlara a, B;, 0, By, ..., &, By, 0, By, £y, &y L £ Bl

adlanm verip, sekil 3.12 *deki gibi yonlendirelim. ( Burada g =2, r =4 dir).

N(t) ’nin hiperbolik alam t, 0 ’a yaklasti§inda O ’a yaklagir ve Sonug 2.3.7
‘den t, 1 e yaklagtfinda, (4g+2r—2)n—3_;2n/m; deferine yaklagir. Buradan O
ile 1 arasindaki bir t; degeri i¢in N(t;) “m hiperbolik alani

27t{(2g~2)+ i(l «l)}
Gl om,

"dir.
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Sekil 3.19

o, o aynt hiperbdlik uzunlukta olusturuldugundan B;, B; ve &, &, ’da aym
hiperbolik uzunluktadir. Buradan
Ay(a) = oy, By(B)) =B, Xi(E) =&,
olacak sekilde A;,B;, X, (i, j=1, ..., g k=1, .., r) hiperbolik izometrileri vardir.

Kogelerin kongruent simflarini hesaplayalim. o ’niin sonuna v, diyelim. Bu
tepe o ’in sonuna kongruenttir. o, ’in sonunda olan késeye v, diyelim ki bu koge
dondirildiginde B, ’niin baslangicina kongruenttir. B, niin baglangicina v, diyelim.
Bu yonde devam ederek M(t;) ormjinal poligonunun (4g-+r) tane kosesi bir
kongruent kiime meydana getirir. Diger r tane w,,...,w, kdsenin her biri tek 6geli r

tane kongruent kiime olugturur.

N(t,) "n hiperbolik alam

2n{(2g—2)+ i(l—l)}
i=1 m,

oldugundan 23.5 Gauss-Bonnet Teoremi, v;,v,,...,Vy,,, KkOselerinin kongruent
kiimesinde agilann toplaminin 27 oldugunu gosterir. $imdi I',

{Ai, B, Xy 1,j=1, .., g k=1, .., r}
ile dretilen bir grup olsun. N(ty) ’m I' igin bir temel bolge oldugunu gostermek
istiyoruz. 3.6.3 Teoremiyle kargilagtinrsak v, ..., vy, kOgelerindeki agilarin

toplamimin 2 ve wy ’deki agmin 27/ m, olmas: gerektigini goriiriiz. Ashnda bu

kosullar saglandigindan N(t,) ’in I'-resimleri D ’yi ust liste gelmeyecek sekilde orter.
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™ L gt ,,--» 5&
Boylece N(ty), I igin bir temel bolgedir. Boylece I', hiperbolik 1zomé;ﬂ‘cnn b,;kr h&@
siireksiz grubudur. Eger I' ’y1 U ’ya tagirsak bir Fuchsian grup elde ede}ai ol

D/I bolim uzayr (r-+1)tane koseye, (2g+r) ayrta ve basit bag‘fzhmh'
yiize ayngir. D/T" ’mm h cinsi

2-2h=(r+D)-(Qg+r)+1=2-2¢
Euler-Poincaré formiiliinii saglar ve buradan h=g bulunur. r tane {wil {w,}

eliptik devir vardir ve kalmlagtincilart my, ..., m, mertebelerine sahiptir. Buradan T,
(g; m,, ..., m,) simgesine sahiptir [1].

3.6.8 Tamum : (g, m,, ..., m,) simgeli bir Fuchsian grup verilsin.

(A, B A, By, ., A, B

m; __ — m,
b Xy o XXM = L =X

=X X, .. X,A\BAT'B;' ... A,BAB =1) (3.11)
ifadesine Fuchsian grubun cebirsel gésterimi denir. Burada X; ’ler eliptiktirler ve
A,, By hiperboliktir. Eger

(2g—2)+§:[1~i)go
i=1 m.

ise, (g; my, ..., m,) simgesi ile bir Fuchsian grubun olmadif agik¢a goriilir. Ornegin,
(1,—) simgeli bir Fuchsian grup yoktur. Bu, 1 cinsli kompakt bir Riemann yiizeyini
gbsteren eliptik ogeli bir Fuchsian grubun olmadigini bulmaya alternanf bir ispat verr.
Bununla beraber eger

(7g—°>+z(1~—’—)=0
i=1 ny

ise, bu simgeye eslenen, C uzerinde hareket eden Oklidiyen izometrilerin bir grubu

vardir. Ornegin bir latis (1; =1 olmak iizere
n/l, m/m, n/n agh Gggenlerden (0;2,4,4),(0;2,3,6),(0;3,3, 3) Oklidiyen tggen

gruplarim elde edeniz. Eger

(”g—"’)+Z(l—~l—)<0
i=1 my

ise kiiresel iicgen gruplar kapsayan kiirenin izometrilerinin gruplarini elde ederiz [1].
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3.6.9 Teorem : EgZer F, U/’ kompakthg ile I' Fuchsian : Ba i
Dirichlet bolge ise W(F) 2 n/21. Eger W(F)=n/211seT, (0;2,3,7) smxgglfbu%
e
gruptur.
ispat : Bu 3.6.5 Teoremi kullamlarak hesaplanabilir. Eger g>2 ise
u(F)>4n. Eger g=1 ise n(F)=>0 oldugundan periyodlan olmal ve pw(F)>r.
(1;2) simgeli bir grup i¢in minimum bulunur. Eger g=0 ise

W(F) = 27:(‘2 + er(l —iD.
i=1 mi

1-(1/m) = ;)1— oldugundan p(F)2>2n(-2+(r/2))=n{r—4) olur. Boylece efer

r2>5ise p(F)2n ve (0;2,2,2,2,2) simgesi ile bir grup igin minimum bulunur. Eger
r=4 ve m;=m, =my =m, =2 ise u(F)=0 bulunur ki bu imkansizdir. p(F) ’nin
minimum degeri r =4 i¢in, W(F) > 7/3 " veren (0;2,2,2,3)simgeli bir gruba eslenir.
Geriye sadece g=0, r <3 durumlan kaldi. Eger g=0, r<2 ise W(F)<0 olur. O
halde biz sadece g =0, r =3 durumunu goz oniine alahm. Boylece I', (0; m;, m,, m,)

simgesine sahiptir ve

"dir. m; € m, <m, olarak varsayabiliriz. Eger m; 24 ise u(F)>n/2. Eger m; =3
ise (0;3,3,3) simgesi ile u(F)=0 olur. O halde minimum deger (0;3,3,4) i¢in
u(Fy=x/6 olur. Eger m; =2 ise m,>2 ve eger m, >4 ise p(F)2mn/10 olur ki
minimum egleme (0;2,4,5) ’tir. Eger m, =3 ise (0;2,3,6)simgesi ilep(F) =0 olur
ve buradan minimuma (0;2,3,7) i¢in ulasiir. Burada u(F)>=/21 ’dir [1].

3.6.10 Tamim : Eger I', sonlu hiperbolik alanh bir F Dirichlet boélgesine
sahipse F, sonlu sayida kenara sahiptir ve 3.4.19 Teoreminden I, sonlu treteclidir. T’
"da r tane m,,...,m, mertebeli eliptik devirli grubun eslenik simfi, s tane parabolik

devirli grubun eglenik simifi ve U/T" ’nin cinsinin g oldugunu varsayalm. O zaman I’

(g;mlr“amr;s) (312)
simgelidir denir.

3.6.5 Teoreminin ispatina benzer bir yontemle
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uw() = 21t{(2g -2)+ Zr)(l ~ ~1—) + s}

i=l mi R o -

oldugunu gosterebiliriz ve 3.6.9 Teoremindeki gibi eger s> 0 ise u(F)=>n/3 olur ki
bu modiler grup i¢in minimumdur. Buradaki simge (0;2,3;1) ’dir (Béylece 3.6.9

Teoreminin hipotezindeki gibi U/ " *nin kompakt olmas: gerekli degildir.)

Eger w(F)=0 1ise 3.6.7 Teoreminin ispatma benzer bir yoOntemle
(g;m,,...,m;s) simgeli bir I' grubunun varoldugunu gosterebiliriz (Diskin sinin
iizerinde dik, yani agilan O olan s tane ikizkenar iiggene gereksinim duyanz). T
grubunun cebirsel yapisi onun simgesi ile belirlenir. (g;m,,...,m,;s) simgeli bir

grubun gostenmi
(ApLB, L ALBL X, L XLP, L BIXY = = X

=P..PX,..X ABA'B]"..A B ATB =I)

878 8 T8

bi¢imindedir.

3.6.11 Teorem :I" bir Fuchsian grup ve A, I’ 'nin n indeksh bir altgrubu
olsun. Eger I' min A-yoringeleri i¢ine bir ayniginu

I'=AT,OAT,U...UAT)

ve F, T i¢in bir temel bolge ise

() F =T(F) U T(F)u...UT (F), A i¢in bir temel bélgedir

(1) u(F) sonlu ve F “nin sininnin H-alam sifir ise p(E)/ u(F) = n *dir.

ispat : (i) z€U alalm. F, T igin bir temel bolge oldugundan, bir T €I igin
z="T(w) olacak bigimde w €F vardir. Simdi S€A ve 1<i1<n igin T=ST, ’dir.

Buradan

z=ST,(w)=S(T,(w)).
T,(w) €F, oldugundan z, F, ’in bir noktasinin A-yoringesindedir. Boylece F, ’in A-
gorintiilerinin birlesimi U “dur.

Simdi z€F1 ve bir S € A igin S(z) €Fi oldugunu varsayaim. S=I oldufunu
ispatlamaliyiz. € >0 yeterince kiigiik olsun. B_(z), z merkezli, € yanigaph bir H-disk
olmak iizere, F1 kiimesinde kapsamir. B.(z), 1<k <n olmak izere T, ..., T, altnda
l(:" ‘nin gorintilerinin k tanesi ile agikar olmayan bir arakesite sahipti. Bu
gorintiilerin Til(F), Tik(F) olduklarini varsayalim. B, (S(z)) = S(B,(2z)) ile Tj(f;‘)

‘nin (1< j<n) bog olmayan bir arakesite sahip olduklarini soyleyebiliriz. B_(z) ile



o
J &
; b
Y
t %5
—1 ° s . . I .. _%1:‘ i
S™'T;(F) ’nin bog olmayan bir arakesiti vardir ve 1 <1<k olmak iizere S V= l
e
o e o N e
Buradan \.,\g ¥i 7

— ASQIT -
AT, = AS7'T; = AT,

boylece T;=T, ve S=1 ’dir. Buradan Fi, her A-yoringesinin bir noktasim

bulundurur.

(i) Her TePSL(2,IR) igin w(T(F))=uw(F) oldugundan, i=j igin
W(T(F)NT;(F)) = 0 oldugu goriliir.
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