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SINIRLI DOGRUSAL DONUSUMLERIN YARIGRUPLARI ve SOYUT
CAUCHY PROBLEMI
Mehtap KAYIKCI (YILMAZ)
Balikesir liniversitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik
Anabilimdali
(Y. Lisans Tezi / Tez Danigmani: Prof.Dr. Musa ERDEM )
Balikesir, 1997

Sinirlh dogrusal  dénlgUmlerin  yarigruplar;,  vektdr-degderli
fonksiyonlarin tarevleri, soyut Riemann integrali, yarigruplarin Uretegleri ve
soyut Cauchy problemleri birbirleri ile iligki icindedirler. Derleme niteliginde
olan bu ¢alismada yukaridaki kavramlari tanitmak ve bunlar arasindaki bazi
bagintilari vermek amaglanmistir.

Calisma dért bélumden olugmaktadir.

Birinci bélim sureklilik kosullari olan yarigruplarin temel tanimlarina
ve bdyle yarigruplarin érneklerine ayriimigtir.

ikinci bélumde vektér-degerli fonksiyonlar icin tirev kavrami ve soyut
Riemann integral tanimi verilmis ve soyut Riemann integralinin, kaynaklarda
ispatlari bulunmayan, bazi 6zellikleri kanitlanmistir.

Ugiincii bélumde Ureteg kavrami verilmis ve Uretegle ilgili olan temel
teoremler ele alinmigtir.

Dérdincl bélimde iki soyut Cauchy problemi tanitiimis ve problemin

cézumleri igin temel varlik ve teklik teoremleri incelenmistir.

ANAHTAR SOZCUKLER: yarigrup / soyut Riemann integrali / sonsuz
ktguk Ureteg / Cauchy problemi.



ABSTRACT

SEMIGROUPS OF BOUNDED LINEAR OPERATORS AND
THE ABSTRACT CAUCHY PROBLEM
Mehtap KAYIKCI (YILMAZ)
Balikesir University, Instute of Science, Department of
Mathematic
( M.Sc.Thesis / Supervisor : Prof.Dr. Musa ERDEM )
Balikesir-Tiirkiye, 1997

The semigroups of bounded linear operators, the derivatives of
vector-valued functions, the abstract Riemann integral, generators of
semigroups and Abstract Cauchy problems are related with each other.

The aim of this study which can be qualified as a collection is to
introduce above concepts and give some relations among them.

The study consists of four chapter.

The first chapter is devoted to the basic definitions of semigroup
which have continuity conditions and some examples of such semigroups.

In the second chapter, the concept of the derivative for vector-valued
functions and the definition of the abstract Riemann integral are given.
Moreover, some properties of the abstract Riemann integral whose proofs do
not exist in sourcebooks are proved.

In the third chapter, the notion of generator and related theorems are
considered.

In the fourth chapter, two abstract Cauchy problems are introduced,
and the main existence and uniqueness theorems for their solutions are

given.

KEY WORDS: semigroup / abstract Riemann integral / infinitesimal

generator / Cauchy problem.
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SEMBOL LISTESI

Simge
X

B(X)

Tt) , t>0

{T®) :t=0} = (T(t)so
c

C4[0, o[
L Jo, oof

Cy [O, oo[

u(P)
S(f,P)

D(A)

Adi

Banach uzayi

X dogrusal uzayindan kendisine olan batin
sinirll  (sGrekli) dogrusal dénustumlerin

Banach uzayi

X dogrusal uzayindan kendisine olan sinirli
dogrusal dénusim

Sinirl dogrusal déntstmlerin bir yarigrubu
Kompleks sayilar kiimesi

Cs[0,00[= {f | f: [0, co[>C surekli, lim f(x) <o}
] 0, [ araligi Gzerinde tanimli, kompleks
degerli ve mutlak degerlerinin p. kuvvetleri
integrallenebilen bltin kompleks degerli
fonksiyonlarin uzayi

Her mertebeden tlrevi olan ve kompakt
dayanakli bltdn kompleks  degerli
fonksiyonlarin kiimesi

[a, b] araliginin bir béltnttsu

P béluntustiniin normu

P bélantusune karsilik gelen toplam

Bir yarigrubun sonsuz kugik Ureteci ( ya da
Ureteci )

A dénlsUmUntn tanim kimesi
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1. TANIMLAR VE ORNEKLER

Yarigrup cebirsel bir kavramdir. Bog olmayan bir G kimesi ile bunun

Ogeleri arasinda

xeG,yeG = x*xyeG

ozelligi olan bir * ikili igleminin olusturdugu (G,*)sirali ikilisine bir yarigrup

denir.

Sinirlt dogrusal déntstmlerin bir yarigrubu dendiginde kabaca, gergel
ya da karmagik bir Banach uzayi Uzerinde bilegke islemi altinda kapali olan
sinirli dogrusal déntsumlerin bir ailesi anlasilacaktir.  Sinirh dogrusal

dénusUmlerin bir yarigrubuna dogrusal (lineer) yarigrup dendigi de olur.

Bu bélimun ilk kesiminde dogrusal yarigruplarin, streklilik kosullarina
dayali temel tanimlari ve ikinci kesiminde dogrusal yarigrup &rnekleri
verilecekti.  Temel tanimlar, [1], [2], [3] ve [4] numarali kaynaklarda
bulunabilir.

1.1 Tanimlar

X bir Banach uzayi olsun. B(X) ile X uzayindan kendisine olan batun

sinirli (strekli) dogrusal déntsumlerin dogrusal uzay) gésterilir.
[ 1: BX)>IR , [ Tl=sup{ITx[:[x]<1}

fonksiyonu B(X) Uzerinde bir normdur ve B(X) bu norma gére bir Banach

uzaydir.



1.1.1 Tanim: (T(t)) ., ile de gbsterilen { T(t) : t = 0 }c= B(X) ailesu'ib"‘«i;j;;f._:.’j,.,’

ik ares ST

(YG4) T(O)=I, X Uizerinde d6zdeglik dontsimi
(YG2) Her s, telIR, igin T(s+)=T(s)T(t)

ozelliklerini sagliyorsa ya da daha soyut deyimle, bu aile yardimiyla
0 :IR. > B(X) , o(t)=T(t)

bigiminde tanimlanan ¢ dénlisima, (IR.,+) toplamsal yarigrubundan (B(X),.)

carpimsal yarigrubu igine bir homomorfizma oluyorsa bu aileye X Uzerinde
sinirh dogrusal dénugtmlerin bir (bir-parametreli) yarigrubu denir. (B(X),.)

ikilisindeki ve (YG,) 6zelligindeki garpma bilegke anlamindadir.

(YG2), { T(t) : t = 0 } ailesinin bilegke islemine gdére kapall ve
dolayistyla bir yarigrup oldugunu ifade eder. (YG;) 6zelliginden dolayi, her
s,telR. igin

T(s)T(t)=T(s+t)=T(t+s)=T(t)T(s)

oldugundan { T(t) : t > 0 } yanigrubunun degisme 6zelligi vardir. (YGy) ve
(YGz) kullanilarak T(0) dénUsUmundn bir yarigrubun birim 6gesi oldugu

kolayca g&sterilebilir.

1.1.2 Tanim: { T(t) : t > 0 }, X tzerinde sinirli dogrusal déntsimlerin
bir yarigrubu olsun. Eger her bir xe X igin

(YGs) lixg} T(t)x =x
t—>
ya da buna denk olarak, her bir xe X i¢in
lim | Tt)x-x|=0
t—

oluyorsa bu yarigruba kuvvetli strekli yarigrup ya da Co-yarigrup denir.



Tanimdaki limit, sabit bir xe X igin T(0)x = x oldugundan,

éx [0, 0 [ = X, ox ()=T(t)x
fonksiyonunun O noktasinda sag strekli olmasi anlamina gelir.
{T@):t>0} c B(X) bir Co-yarigrup olsun. (YGg3) 6zelligi ve
| T+ x-Tox | <[ T® ] T®x-x]| , 0, h>0
esitsizligi
lim | T(t+hyx- T | =0

ya da

lim T(t+h)x = T(t)x

olmasini, yani ¢, (t)=T(t)x fonksiyonunun t noktasinda sag strekli olmasini

gerektirir. Yine (YG;) 6zelligi
| Tt -yx-T@x | <] T¢-w) ||| x-T@)x| , t>0 , 0<h<t

esitsizligi ve 3.Bélumdeki 3.8 Teorem

lim | T(t+h)x- TM)x | = lim | T(t-bx- Tt |=0

h—0"

ya da

lim T(t+h)x=Tt)x , t+h>0

h—0~



oldugunu yani, ¢y (1)=T(t)x fonksiyonunun t noktasinda sol sureil%li'c’)idu‘g“und'u ,

{ek;"A.

gerektirir.. Sy eae®

Bu iki sonug, { T(t) : t 2 0 } < B(X) ailesinin bir Ce-yarigrup olmasi
kosulu altinda ¢, fonksiyonunun strekli oldugunu verir ve 1.1.2 Tanim ’a

denk olan asagidaki tanima 6ncullk eder.

1.1.3 Tanim: { T(t) : t >0 } < B(X) ailesi 1.1.1 Tanim anlaminda bir

yarigrup olsun. Her bir to> 0 ve her bir xe X igin
(YGy) lim | T@x- T(t,)x =0

ya da

lim T(t)x = T(to)x

>ty

oluyorsa, { T(t) : t = 0 } yarigrubuna gdcld sdrekli yarigrup denir.

1.1.4 Tanim: { T(t) : t > 0 }, X Uzerinde sinirh dogrusal dénugtmlerin

bir yarigrubu olsun. Eger,

(YGe) lim | T)- 1]=0
ya da
IimT(t) =1
t-0*

oluyorsa bu yarigruba diizgin sirekli yarigrup denir. Tanimdaki limit,
¢:[0, o[ >B(X) , o(t)=T(t)

fonksiyonunun 0 noktasinda sag strekli olmasi anlamina gelir.



| Te+wy -t <] T[] TR)-1] , t20 , h>0

esitsizligi

lim [ T(t+h)- T()|=0

h-0
ya da

lim T(t+h) = T(t

h->0*

oldugunu yani, ¢(t) = T(t) fonksiyonunun t noktasinda sag sirekli oldugunu

verir. Yine (YGs) 6zelligi
I T@t-n)-T@w) | <| T@-b) | | 1-T(n)| , t=0 , o<h<t

esitsizligi 3.8 Teorem

lim | Tt +h)- T | = lim | T(t-h)-T(t) |=0

ya da

lm T(t+h)=T(H) , t20 , t+h>0

oldugunu yani, o(t) = T(t) déntsiminun t noktasinda sol slrekli oldugunu,

gerektirir.

Bu iki sonugtan, { T(t) : t > 0 } yarigrubunun dlzgtn surekli olmasi
durumunda o(t) = T(t) donUsumdandn sdrekli oldugunu ve 1.1.4 Tanim ’in

asagidaki tanima denk oldugu ¢ikar.

1.1.5 Tanim: { T(t) : t > 0 } < B(X) ailesi 1.1.1 Tanim anlaminda bir



yarigrup olsun. Her bir {,> 0 igin

!irp Ity -1t =0 , t=o0
ya da
%i[{l T(t) = T(t,)
oluyorsa, { T(t) : t = 0 } yarigrubuna, dizgin sdrekli yarigrup denir.

1.1.6 Tanim: { T(t) : t >0 } < B(X) bir yarigrup olsun. Her tg[0, [

icin
| T [ < ™M

olacak bigimde bir M>0 sayisi varsa, bu yarigruba sinirli yarigrup denir.

1.2 Ornekler

1 2
0 alalimve C

" 0
1.2.1 Ornek: X=C?, A=(0

LB =lol+|B]

normu ile normlanmis olsun. te [0, [ i¢in

A A
T@): C*»C? | T(t)ze‘A:I+tl—|+t2'

+ ..



o Veelo o#arlo ol
o 046 ora¢l6 o
o )+lo o
o )

biciminde tamimlanan T(t) déntstmleri dogrusaldirlar. C? sonlu boyutlu

oldugu igin bu dogrusal dénlstmler streklidirler.

1 0
T(0)=(0 J=I vet se [0, o] icin

I )(1 s) (1 s+t
T(t)T(s)=[o J(O J:(O 1]:T(t+s)

oldugundan surekli dogrusal déntstmlerin { T(t) : t > 0 } ailesi C? (izerinde

bir yarigrup olusturur.

| T(t) || = sup {|a+tB[+|B|: | (o, B)l]lsl}=1+t

oldugu kolayca gosterilebilir. Buradan yarigrubun sinirsiz oldugu ¢ikar
[2,s.3].

1.2.2 Ornek: [0, « [ arali§! Uzerinde tanimli, kompleks degerli ve

surekli olan ve



lim f(x) < £

kosulunu saglayan butin fonksiyonlarin kimesini Cs[ 0, « [ ile gésterelim.
Bu kiime alisilmis toplama ve skalerle carpma islemine goére bir vektér

uzayidir. Bu vektor uzayi
I l.:C0, o[ >R , |fl,=sup{|f(x)]:xe[0 [}
normuna gdére bir Banach uzayidir. Her birt> 0 igin
TH): C[0, 0] > Ce[0, o[ , [TH)(X)=F(x+t) , x>0 (1.1)

bigiminde tanimlanan T(t) déntstmlerinin olusturdugu { T(t) : t > 0 } ailesi bir

Co-yarigrubudur [1, s.10].

ispat: T(t) dénusimlerinin dogrusal olduklari, tanimdan, agiktir. Her

birt>0 ve her feCJ 0, [ i¢in saglanan

| Ty, = sup{ | (TN | x €[0,00] J=sup { | £t+x)]: x e[0,00] } < £,

esitsizligi, T(t) dontsimunin sinirll oldugunu verir.  Burada || f], <1

kosulunu saglayan f fonksiyonlari (zerinden sup alinarak
HOIES

bulunur. | T(t) | <1 ve Cs[ 0, [ uzayinin bir 6gesi olan
f: [0, >C , f(x)=1

fonksiyonunun normunun 1 olmasi

| Tt | =1



olmasini gerektirir.

H‘er xe [0, [ igin
[ T(O)f ](x) = f(x+0) = f(x) = (1 )(x)

dir. Bu, T(0) = I esitligini verir. Hers,t € [0, o [ ve her xe [ 0, « [ igin
[T(t+9)f](x) = £(x + (2 +9) =[T(R)f] (x +8) = [T TOF](x) = [T®)T()E](x)

olmasindan T(t+s)=T(t)T(s) ¢tkar. Bu iki sonug, (1.1) bigiminde tanimlanan

{T(t):t=0}ailesinin Cs[ 0,00 [ Gzerinde bir yarigrup oldugunu gdsterir.

Simdi de bu yarigrubun Cg-yarigrup oldugunu gdsterelim.  Bir

feC4[0,0[ alalim. Eger

lim | T()f-£]_ =0

oldugunu kanitlarsak, f keyfi alindijindan, bu bize { T({t) : t = 0 }

yarigrubunun Ce-yarigrup oldugunu verir. fe C4[ 0,0 [ oldugundan

)l(% f(x)=a
olacak bigimde bir o €C sayisi vardir. Bu nedenle, keyfi bir € >0 sayisina
karsilik

asx = [f(x)-a|<g/2 (1.2)
olacak sekilde € sayisina bagl bir a sayisi vardir. x > a ve t > 0 olmasi,

x+t>a olmasini gerektirir. Her x > a igin x+t > a olmasive (1.2),

| (TA)D)x) - AO) [ =] £(x+ 1) = F(x) | | fx+ 1) -0 [+]o ~ F ()| < &



olmasini gerektirir. Buradan, her t > 0 igin

éup{ |f(x+t) -f(x) | 1 x e [a, o[} <e

bulunur. f fonksiyonu [0, a+1] kapali araliginda, strekli oldugundan, diizgn
sureklidir. Bundan dolayi yukaridaki € > O sayisina karsilik her x € [0,a] ve
hert e [0, 8] igin

| fix+t) -f(x) | <e
olacak sekilde ( a ve ¢ sayisina bagli ) bir 6 > 0 sayisi vardir. Buradan da
sup { | f(x+t)-f(x) |: x e [0,a] }<e (1.4)

olur. (1.3)ve ( 1.4) denklemierinden
0<t<d = || TWF - £ =sup { | fx+t) -f(x) | :x [0, [} <e

elde edilir. Bu
lim |Te-£], =0
demektir.

1.2.2 Ornek ‘te tanimlanan yarigruba kaymalarin yarigrubu adi verilir.

1.2.3 Ornek: C,[ 0, » [ Uizerinde ( 1.1 ) ile tanimlanan kaymalarin

yarigrubu, dtzgtn strekli yarigrup degildir.

Ispat: Keyfi bir t>0 igin

10



1, t<x

seklinde tanimlanan f; fonksiyonunu gézéniine alalim. fie C4[ O, « [ olup,

£(0)=0, fu(t) =1, | £, =1 dir.
[ T J(x) - fi(x) = e (x+) - fi(x)
olmasi,
[ T(t)f (0) - f: (0) ] = fy(t) - f (0) = 1
olmasini gerektirir. Bu nedenle,
| T, - £, =sup{ | (TORIO-f(x) [ :xel0,0[}21=]f |,
olur. O halde
|10x, - £,z 2], =1
olacak sekilde bir f, € C4[ 0, oo [ vardir. Buradan
CEMES
olur. Buy,

lim | T() - 1] =0

olmasini gerektirmez. Bundan dolayr C0, oo Uzerindeki kaymalarin

yarigrubu, dizgin surekli yarigrup olamaz.

1.2.4.0rnek: 1 < p <  olmak tizere

11



[’]0,0[ = {f: f:10,0[ »C, Tlf(x)lpdx<oo}

dogrusal uzayi,

)}

WH;U]Qw[—+R~,ka=(fkﬂﬂr¢4 - (1.5)
normuna gére bir Banach uzayidir. Her bir t>0 igin
T(): L?]10, o[ > L ]0,0[ , [TMHfIx)=f(x+t) , x=0

bigiminde tanimlanan T(t) dénlastmlerinin olusturdugu { T(t) : t > 0 } ailesi bir

Co-yarigruptur [1, s.11].

ispat.: T(t) dénastmlerinin dogrusal olduklari tanimdan aciktir. Her

birt>0 ve herfeL”?] 0, [ igin

[ Twel; = [ ltec+ P ax = [ £ [ay< [ [£9) [ay =1 £
0 t 0

olur. Buradan

| Tofl, <l£l, (1.6)
bulunur. Bu esitsizlik, T(t) dénlstmlerinin sinirl oldugunu verir. Bu ailenin
1?10, « [ Uzerinde yarigrup oldugu 1.2.2 Ornek 'teki gibi gosterilir. Eder bir
fe1”]0, [ igin

F%WHOf—ﬂh=O (1.7)

oldugunu gbsterirsek bu yarigrup, tanim geregince bir Co-yarigrup olur.

12
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N n’b (

*'f T
Her mertebeden turevi olan ve kompakt dayanakli batin f‘io w[—)C

fonksiyonlarinin ailesi C; 10,0 ile g&sterilir( f fonksiyonunun dayanagm;wf*ﬁ*“
dayf={x:f(x)¢0}' olarak tanimlanir). 1< p < « olmak Gzere, C; ]0,o],

L?]0,0] iginde yogundur [4, 18.34 Sonug].

fe C;]0,0o[ oldugunu varsayahm. f kompakt dayanakli oldugu igin
x ¢[a,b] = f(x)=0 olacak bigimde a ve b (O<a<b<w) sayilari vardir. te[0,a/2]
almak, genelligi bozmaz. Bu durumda [a /2, b] disinda f(x+t)-f(x) sifirflanir. f
slrekli ve tlrevlenebilir oldugundan, ara-deger teoremi geregince, bir
xefa/2,b] ve t €[0,a/ 2[ igin

f(x+t) -f(x) =tf'(x+61)
olacak sekilde bir 6 € ]0,1] sayisi vardir. Burada 6, x ve t noktalarina

baghdir. x+0te[a/2, b+a/2]igin | f’(x) | <M olacak bicimde bir M sayisi

vardir. Bunlar, t €[0,a/ 2[ igin

o » \ b yA
[j | fx+1) - f(x)] dx] = [I,f(x+t) X f(x)lde]

3
2

b Aol %
= [ j |tf' (x+6t) ]"de S(J'(tM)deJ =tM(b-a/2)"
% %

olmasini gerektirir. Buradan, f € C;’] 0, « [ olmasi durumunda

lim | T@) - £],=0

cikar.

13



Simdi herhangi bir f € 1F] 0, o [ igin ( 1.7 ) esitliginin saglaﬁdigilm_;‘

gésterelim. C210, o[, 1?10, o [ (1 <p < ) iginde yodun oldugundan, ™"

C; 10, « [ iginde
lim |f, - £] =0

n—w

olacak bigimde bir (f,) dizisi vardir. Verilen bir ¢ > 0 sayisina karsilik bu dizi

icinden
[ £ - £] <e/2 (1.8)

olacak sekilde bir fy fonksiyonunu secelim (yukaridaki yakinsama nedeniyle
bu segim yapilabilir.). fy fonksiyonuna, énceki durumda oldugu gibi, karsilik
gelen sayilar a, b, M olsun. Béylece te [0, a / 2[ igin, Uggen esitsizligi,

6énceki durum, ( 1.6 ) ve ( 1.8 ) kullanilarak,
[ Tyt - £l, <[ 1wt - T |+ | TOR - £, + £ - 1],
<|T0 € - D], +tMb-2a/2)"+ |5, - ],
<|f- ] +tMp-as2)®+| g, - £],

<g+tM(b-a/2)"
elde edilir. Buradan

lim | Tt - £ <=

bulunur. Bu, € keyfi oldugundan

lim | Tf - £],=0

olmasini gerektirir.
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2. VEKTOR DEGERLi FONKSIYONLARIN TﬁREVLERi VE INTEGRALLER]

Tanim kimesi IR ya da bunun bir alt kimesi ve degerler kiimesi bir
normlu uzay ya da bir Banach uzayi olan vektér-degerli bir fonksiyonun
tirevi ve integrali tanimlanabilir. Bu bélimde énce bdyle bir fonksiyonun
tarev tanim verilecek ve tdrevin bazi ézellikleri gézden gegirilecektir. Sonra
bdyle bir fonksiyonun integrali tanimlanacak ve integralin temel 6zellikleri

incelenecektir.

2.1 Vektor Degerli Fonksiyonlarin Tiirevleri

Bir Y normlu uzayi ile —o<a <b <w olmak tzere bir f : [a, b] »Y

fonksiyonu verilmig olsun. Bir ce [a,b] igin Y uzayi icinde

lim f(c +h)-f(c)

h—0 h

limiti varsa f fonksiyonuna ¢ noktasinda ttrevienebilir bir fonksiyon denir. Bu
durumda limite f fonksiyonunun ¢ noktasindaki tirevi adi verilir ve f ‘(c) ile
gbsterilir. Eger f fonksiyonu [ab] araliginin her noktasinda
threvlenebiliyorsa, f fonksiyonuna [a,b] Uzerinde tirevienebilir fonksiyon
denir. Ornegin, X bir Banach uzayi ve { T(t) : t 20 }= B(X) guglt surekli bir

yarigrup olmak Gizere, xeX yardimiyla,
(Px : [Ovb] 4 X 1 (Px (t) = T(t)x

biciminde tanimlanan ¢, fonksiyonu ek kosullar altinda [0,b] Uzerinde
threvlenebilirdir. Bunun ispati 3. Bélimde verilecektir.
Bir feC( [ab], IR ) fonksiyonu Ja,b[ Uzerinde tirevienebilir bir

fonksiyon ise

15
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f(b) -f(a) =f'(c) (b - a)

olacak bigimde bir ce ]Ja,b[ sayisi vardir. Buna gergel-degerli fonksiyonlar
icin ortalama deger teoremi denir. Vektér-degerli fonksiyonlar igin bunun

benzeri yoktur.
f:[0,2%]—IR* , f(t)=(-1+Cost, Sint)

fonksiyonu bunun igin bir érnektir. Vektdr-degerli ya da soyut fonksiyonlar

icin ortalama degder teoreminin asagidaki bigimi kullanilir.

2.1.1 Teorem: X bir gergel Banach uzayi olsun. feC( [a,b], X ), f
fonksiyonu ]a,b[ Gzerinde turevlenebilir ve ' tirevi ]a,b[ Uzerinde sinirli ise,

yani her te[a,b] igin | £'(t)] < K olacak bigimde bir K sayisi varsa
| fb) -f@) | < K (b - @)

olur [5].
Ispat: Hahn-Banach Teoremi 'nin bir sonucu geregince
|El=1 ve F(f(b)-f(a) )=| b)-£(a) |
olacak bigcimde bir FeX fonksiyoneli vardir. Bunun yardimiyla
g:[ab]>IR , g(t)=F(f(t))

bigiminde gergel-degerli bir g fonksiyonelini tanimlayalim. F fonksiyonelinin

dogrusalhigini kullanarak

g(t+h)-g () F(f(t+h))-F(f(t)) _F(f(t+h)—f(t))
h - h B h

16



X B R
yazilabilir. Buradan, F sUrekli ve f'(t) tirevi var oldugundan, te]a,b[ igin gi(t)- - -~ " ..

tarevinin var ve g'(t) = F( f '(t) ) oldudu ¢ikar. Sarekli iki fonksiyonun
bilegkesi olan g fonksiyonu ]a,b[ Uzerinde tlrevlenebilir oldudu igin, klasik

ortalama deger teoremi geregince

g(b) -g(a) =g'(c) (b - a)

olacak bicimde bir ce]a,b[ vardir.
| f(b)-f(a) |=| F(f(b)-f(a)) |=| F(f(b))-F(f(a)) |=| g(b)-g(a) |=| g'( c ) |(b-a)
= F(f’(¢) (b-a) < | F || £'(c) ] (b-a) < K(b-a)

bulunur ve ispat tamamlanir.

2.1.2 Sonug: X bir gercel Banach uzayi olmak tzere xeC( [a, b], X )

ve her te[a, b] icin x '(t)=0 ise x, sabit bir fonksiyondur.

2.2 Vektor-Degerli Fonksiyonlarin integralleri

Vekiér-degerli ya da soyut Riemann integralinin gergel Riemann
integraline benzer Ozellikleri vardir.  Kaynaklarda bunlarin ispatlarina
rastlanmamaktadir. Bu kesimde Soyut Riemann integralinin tanimi
yapildiktan sonra, [6] ve [7] no ‘lu kaynaklardaki gercel Riemann integralinin
6zelliklerinin ispatlarindan esinlenerek bunun bazi ézellikleri kanitlanacak ve

Co-yarigruplari ile olan iligkisi belirlenecektir [bkz. 2.2.6 Sonug, 2.2.9 Sonug].

X bir Banach uzayi olmak Uzere [a, b] arali§i Gzerinde tanimli X-

degerli bir fonksiyon f olsun. [a,b] araligini
aztp<ti<th<..<ti<.. <tuy<t=b

noktalart ile alt araliklara bélelim ve

17



P={totits . tar, tn } Ve p(P)=maks { t-tu: i=1,2, 5,0} -

%00
%,
n,
R

i "

diyelim. P kuimesine [a, b] araliginin bir bélantasi ve u(P) sayisina bu P

béluntistnin normu denir. k=1, 2, 3, ..., n igin sxe[ 4, i] alarak

S, P)= Y £65,) (14 o)

toplamini olusturalim. s, noktalarinin secimine bagl olmaksizin X Banach

uzayinin bir 6gesi olarak

lim S P)

K(P)—0

limiti varsa, f fonksiyonuna [a, b] Uzerinde integrallenebilir fonksiyon ve
limite de f fonksiyonunun [a, b] Uzerinde glgli ya da Soyut Riemann

Integrali denir. Bu limit,

b

[eca
ile gdsterilir.

w(P)—a

lim S(f, P)= [f(ndt

olmasi, her >0 sayisina karsilik bir 8> 0 sayisinin normlari 8 'dan daha

kligtk olan butin P béluntaleri ve batan S(f, P) toplamlart igin

<€

" S(,P) - [fat

olacak bigimde bulunmasi anlamina gelir.

2.2.1 Onerme: X bir Banach uzayi olmak tzere f :[a, b] » X,

18



g:[a,b]>X fonksiyonlari [a, b] lzerinde integrallenebilir olsunlé’r;; ‘.,;Bu:

durumda f+g ve aeC olmak Gzere af fonksiyonlari [a, b] e R

integrallenebilirdir ve

[ 10 +800 1dx= [ fodx + [g(xydx |

b b
[ o f(x)dx = o] fx)dx
olur.
Ispat: € >0 verilsin. file g fonksiyonlari [a, b] tizerinde integrallenebilir
oldugundan tanim geregince, € / 2 sayisina karsilik éyle §,>0 ve &> 0

sayllan vardir ki, [a, b] araiginin p(P)< &; kosulunu saglayan her P

béluntasa ile u(Q)< 8, kosulunu saglayan her Q bélantust icin

<g/2

S(E P)- | f(x) dx

(2.1)

<g/2

S, Q- | gx) dx

olur. § =min { 8y, &, } diyelim. ( 2.1 ) kullantlarak [a, b] araliginin p(P)< §
kosulunu saglayan her P bélunttsi icin

b

S(f+g P)- | fx) dx- | g dx

<€

bulunur. Bu, & keyfi oldugundan, f+g fonksiyonunun [a, b] Uzerinde

integrallenebilir oldugu anlamina gelir ve

19



b

_[ [f(x)+gx) Jdx= J‘ f(x) dx + I g(x) dx

a

esitligini verir.

of fonksiyonunun [a, b] Uzerinde integrallenebilir ve

T of(x) dx = ocj‘ f(x) dx

a

oldugu benzer bigimde ispatianir.

2.2.2 Onerme: X bir Banach uzayi ve a<b olmak Uzere bir f :[a, b] »X

fonksiyonunun

jﬂom

integralinin var olmasi icin gerekli ve yeterli kosul her bir e>0 sayisina
karsilik normlari § 'dan daha kiguk olan butiin P ve Q bélintuleri ve butin
S(f, P), S(f, Q) toplamlari igin

ISE P -SE Q) <

olacak bigimde bir 8>0 sayisinin var olmasdir.
. b
Ispat: _[ f(t)dt

integrali var olsun. Bire > 0 alalim. Integral ya da

lim S P)

H(P)->0

limiti var oldugundan € /2 sayisina karsilik u(P)< & kosulunu saglayan her P

béluntist ve herhangi bir S(f, P) i¢in

20



<g/2

u S(F, P)- [f(t)dt

olacak sekilde bir § > O sayis! vardir. Buradan, normu 8 'dan daha kuglk

olan her P, Q bélunta cifti ve herhangi S(f, P), S(f, Q) toplamlari i¢in
| s P) - st @ <e

bulunur.

Tersine olarak kosulun saglandigini varsayalim ve bir £>0 sayisini
alahm. £/2 sayisina karsilik éyle bir 6>0 sayisi vardir ki, normu 6 'dan daha

kiigtk olan her P, Q béluntu gifti ve herhangi S(f, P), S(f, Q) toplamlari igin
IS P) - st Qf<e/2
olur. Simdi (Py),

lim p(P.) = 0

n—>w

olacak bigcimde béluntulerin bir dizisi olsun. Her bir P, bélintustne karsilik
bir ( Sa(f, Pn) ) 6zel toplamini alarak toplamlarin bir ( Sy(f, Ps) ) dizisini

olusturalim. Bu durumda
Nosn = u(Pn) <6

ve dolayistyla,

No<n, m= |S,(f, P,)-S.(f, P,) [<e/2

olacak sekilde bir NoelIN sayisi vardir. Bundan dolayi ( Sy(f, Pn) ), X iginde
bir Cauchy dizisidir. X Banach uzay! oldugundan bu Cauchy dizisi X i¢inde

bir noktaya yakinsar.

21



lim Sa(f, Pa) = x

olsun. n = Ng'yi

|

olacak gekilde alalim. O zaman p(P) < 6 kosulunu saglayan batin P

S.( P,)—x|<e/2

béluntuleri ve butan S(f, P) toplamlari igin

|+

| st P)-x | < | S, P)-S,(E P,)

S.(f, P,)-x| <e

olur. Bu, g€ > 0 keyfi alindigindan,

lim S(f, P) =x

p(P)>0

ya da

b
£t
integralinin var olmasi demektir.

2.2.3 Teorem: (X4, d1) ve (Xp, dz2 ) metrik uzaylar olsun. f: X; — X,

strekli bir fonksiyon ve X, tikiz ise f, duzgun sareklidir.

2.2.4 Teorem: Bir (X, d) metrik uzayinin tikiz ( kompakt ) bir K alt

kimesi kapali ve sinirlidir.
2.2.5 Onerme: X bir Banach uzayi ve a < b olmak Uzere, f :[a, b] —» X

surekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda f fonksiyonu [a,b] Uzerinde

integrallenebilirdir.
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ispat: 2.2.3 Teorem geregince f diizgUn strekli olacaémdaﬁ:vié'r?ileri” L “:"’;;

. %"s\- "}"‘; si s
bir & > 0 sayisina karsilik A SR

stefa,b], |s-t]<8 = |€9-f0]<;—- (22)

olacak bicimde bir 6>0 sayisi vardir. [a, b] araliginin normlar & 'dan daha
kiglk olan herhangi iki béluntast P ve Q olsun. Bunlarin bilesimi olan PuQ,

P ve Q béltuntulerinden daha ince bir béluntadar.

P={t, ti, t2 ..., tag, ta }

PUQ = { So, 51, 82, ... , Sm-1, Sm }

ve s, =t, 8, =t, .., 8, =t olsun. i=1, 2, ... , n igin rasgele bir

my 12 %m, 2 Ymg,
uie[ti, t ] noktasini ve k=1, 2, ... , m igin herhangi bir vke [Sk.1, Sk ] noktasini

alarak

S(f, P) = Z fu,) At

S(f, PuQ) = Y, f(v,) As,
k=1
toplamlarini olusturalim. S(f, P) toplamini

s(, P)=§f(ul)Ask + mz fu,) As, + .. + ijf(um)Ask

k=m,+1 k=mp.;+1

biciminde yazabiliriz. Simdi S(f, P) - S(f, PuQ) farkini olusturalim.

S(f, P) - S(f, PLQ) = i[ flu)) - f(v,)]As, + i[ fu,) - f(v )] As, +...

k=m,+1

+ D[ f(u,) - £(v,)] As,

23
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\Vg':-:_.j' ST ‘;.f"‘
Buradan iki yanin normu alinarak ve normun tiggen esitsizligi kullanilaralg i o

e A

IS¢ P)- s PUQ] < kzl | fu) - £(vo) | As, + kzz | fu,) - £(v,) | As, +...

=m,;+1

o -0l

my+1

ve buradan da ( 2.2 ) kullanilarak

€
2 (b-2)

| s p)- s PuQ] < (b-a)=¢/2

elde edilir. Q ve PUQ béluntuleri igin benzer ispat yapilirsa
IS¢ Q-S¢ PuQ)|<e/2

bulunur. Bu iki esitsizlik
| p)- s Q<e

esitsizligini verir. Bu sonug ve 2.2.2 Onerme 'den f fonksiyonunun [a,b]

uzerinde integrallenebilir oldugu cikar.

2.2.6 Sonug: (1) {T(t): t>0 }c B(X) bir Co-yarigrup ve x e X olsun.
Bu durumda, her te [0, « [ igin, X uzayinin bir 63esi olarak
b

[ Tx dt

a

integrali vardir.

(i) {T(t) : t 2 0 }c B(X) bir dizgtin strekli yarigrup olsun. Bu

durumda, her te [0, « [ igin B(X) uzayinin bir 6gesi olarak
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b
J T®at
integrali vardir [1, s.31]

ispat: (i) {T(t): t=0} Co-yarigrup oldugundan,
ox: [0, t[> X , ox()=T(t)x , te[0, o[

fonksiyonu sureklidir (1.1.2 Tanim ’dan sonra surekli oldugu gdsterildi).

istenen, 2.2.5 Onerme 'den ¢ikar.
(ii) {T(t):t=0} duzgln surekli yarigrup oldugundan
f [0, ] > BX) , ft)=T®) , tel0, «]

fonksiyonu sureklidir (1.1.4 Tanim ’dan sonra ispatlandi). Istenen, 2.2.4

Teorem 'den gikar.

2.2.7 Onerme: f : [a,b] — X fonksiyonu [a,b] Uzerinde integrallenebilir
olsun. Bu durumda a< ¢ < b olmak Gzere f fonksiyonu [a, c] ve [c, b]

araliklari Gzerinde integrallenebilirdir. Ve

c b

}mm=j@m+[mm

a c

olur.

ispat: Once f fonksiyonunun [a, ¢] tzerinde integrallenebilir oldugunu
kanitlayalim. f fonksiyonu [a, b] Uzerinde integrallenebilir oldugundan,
2.2.20nerme ’'den dolay, verilen bir ¢ > 0 sayisina karstlik éyle bir 5 >0
sayisi vardir ki, normlari 8 'dan daha kigUk olan butlin Py, Qap bolUntlleri ve
biatan S( f, P ), S(f, Qab ) toplamlari igin

25



|G P.)- SCE Qu) [<e

olur. [a,c] araliginin normlari § 'dan daha kugik olan herhangi iki béluntls(
P.. , Qac Ve bunlara karsilik gelen herhangi iki toplam S(f, Pa ) , S(f, Qac )

olsun. P, Qac bollntalerini
C=2p<Z21<23<..<Z4<zZ=Db
noktalar ile normlari 8 'dan klglk olacak bigimde [a, b] araliginin P, Q

béluntUlerine genigletelim. Her bir [z, zJ] araligi iginde bir z noktasini

alarak

S(f,P)=S(f, Py ) + Z f(z;) Az,
(2.4)

S(F, Q)= S, Q)+ 3 £5,) Az,

toplamlarini olusturalim. u(P) <6 , w(Q) <& olmasive (2.3 )ile (2.4)

| s P)-SE Q) = [8¢ P)- ¢ @ <

olmasini gerektirir. Buradan g >0, Pac,QacbolUntUleri ve S(f, Pac ), S(f, Qac)
toplamlari rasgele alindi§i igin 2.2.2 Onerme geregince, f fonksiyonunun
[a,c] tizerinde integrallenebilir oldugu ¢ikar. f fonksiyonunun [c,b] Gzerinde

integrallenebilir oldugu benzer bigimde kanitlanir.

Simdi
j ft) dt = j f(t) dt + f () dt
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Lo -
oldugunu kanitlayalim. : 4

f fonksiyonu [a,c] ve [cb] Uzerinde integrallenebilir oldugundan,
verilen bir € >0 sayisina karsilik dyle bir § >0 sayisi vardir ki, normlar & 'dan

daha kuglk olan bitin Pa. , Pe, béluntileri ve S(f, P.. ), S(f, P ) toplamlari
icin

St P,)~ [ fydt| <e/2 (25)
b
SE Py)~ [ f)ydt] <e/2 (2.6)
olur.
Pab={a=t01t1,t2| ,tn=b}
[a,b] araliginin normu & 'dan daha kagUk olan bir bélintust olsun. ¢
noktasinin [t , tw ] araligi iginde oldugunu varsayalim. Bu durumda

{tO;t']ytZ)---1tr-11citl’+11tr+2:

ot )

[a,b] araliginin Pa, béluntistnden daha ince bir bslunti olur ve bir S(f, Py )
toplami,

S(f, Pap) = Zf(sk)Atk

= Z (s, ) Aty +f(Sr1) (C - t) + f(Sw1) (tq - C) 2 fis ) At, (2.7)
k=r+2
biciminde yazilabilir. {t, t;, tz, ...

,tr.1,C}Ve{C,tr+1,tr+2,...,tn}
sirastyla [a,c] ve [c,b] araliklarinin normlari § 'dan daha kigtk olan birer

béluntlst oldugundan (2.5 ) ve ( 2.6 ) esitsizliklerinden dolayi
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<g/2

> 5,) Aty + fs)e-t,) - | KO dt

ve

Rs,)lte =0) + 3 £(s,) Aty - ['E de| <5 /2

k=r+2 ¢

olur. Bunlar ve (2.7 ),

c

S(E, P,,) - [ [ fyae + [ £ dt]

a

<e

olmasini gerektirir. Buradan e >0 keyfi oldugundan ve (P, ) < & olacak

bicimde Pg, bélUntust ile S(f , Pa ) toplami rasgele alindigindan, tanim

geregince
c b
lim S Py) = j f(t) dt + j ft) dt
yada
b c b
[fya = [foa + [
cikar.

2.2.8 Teorem: X bir Banach uzayi ve f : [a, b] — X strekli bir

fonksiyon olsun. Asagidaki 6zellikler sadlanir :

b

| £ at

a

(1)

< flmwle

(ii)F:[ab]=>X , F(t)=jf(s)ds

a

bigiminde tanimlanan F fonksiyonu [a, b] Gzerinde stireklidir.
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t

a

( iii ) Edt- J- f(S) ds = f(t) , te [a’ b] ?-""'«..:-..'*' -

dir.
ispat: (i) Bu Y=C ya da Y=IR durumunda bilinen

b

| £ dt

a

b

< [ £ at

a

esitsizliginin bir genellemesidir. [a, b] araliginin bir
a=to<ti<ty<..<t=Db

béluntusine karsilik gelen

Z £(5,) (t — 1)

Riemann toplamindan norm alinarak elde edilen

> 805) () | < Z [ £50) |t — o)

esitsizliginden w(P) — 0 i¢in limit alinirsa, istenen esitsizlik bulunur.
a: 011> IR, gi(t) =] 0]

fonksiyonu
Lo -gr(s) | = [0 - 9] T <[5 - 19

esitsizligi ve f fonksiyonunun strekli olmasi nedeniyle, strekli oldugundan

sad yandaki integral vardir.

(i ) f strekli ve [a,b] tikiz oldugundan f ( [a,b] ), X iginde tikiz olur.

Bir metrik ya da normlu uzayin tikiz bir alt kimesi (kapali ve) sinirl
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olacagindan 2.2.4 Teorem ‘den her x e [a,b] igin ” fx)| <M olaca‘ 4

bir M > 0 sayis! vardrr.

esitsizlik kullanilarak

<M|t-s] (2.8)

j f(u) du

s

|F® - Fe) | =

elde edilir. Verilen € > 0 sayisina karsihlk & =€ /M olarak secelim. O

zaman (2.8), | t-s [<& kogulunu saglayan her t, s e [a,b] igin
|5 - Fo)[<e

olmasini gerektirir. Bu e keyfi oldugundan F fonksiyonunun dizgtn strekli

ve dolayisiyla strekli oldugunu ispatlar.

(iii ) t € [a,b] alahm. € > 0 verilmis olsun. f, t noktasinda stirekli

oldugundan
0<|h|<8 , t+helab] = |ft+h) - f1)]<e

olacak bigimde bir § > 0 sayisi vardir. Bundan dolayi 0< |h |<8, t+he [a,b]

ise

<g

“ : j(f(s) (t) )ds

a a

“ % ( t]. f(s)ds - j. f(S)dS) - (1)

olur. Bu, &> 0 keyfi oldugundan

d t
(t) % [ £s) ds = ft)

demektir.
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2.2.9 Sonug: { T(t):t=0 }c B(X) bir Co-yarigrup olsun.

t

_[ T(s)xds

0

i)

< _[ | T(s)x |ds < I | Ts) [ x lds

i ) % ( j T(s) dsj = T(t)

0

t+h

N _

ii ) lim _!T(s)x ds = T(t)x
olur [1,3]

Ispat: (i) ve (ii ), 2.2.7 Teorem ‘in apagik sonuglardirlar. ( iii )
esitligindeki

t+h

.1
lim " _{ T(s)x ds

h—0

strekli olan

F:]100[ »X , F(t)= [ T(s)xds

0

biciminde tanimlanan F fonksiyonunun t noktasindaki turevidir ve 2.2.8

Teorem ( iii ) geregince

d t
—_ = t
= { T(s)x ds = T(t)x
olur. Cunku
. Fe+m)-F® 17
fim =y = lm g [ Temes

dir (Burada 2.2.6 Onerme kullaniidi.).
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2.2.10 Onerme: f: [ a,b ] — X fonksiyonu Ja,b[ tizerinde stirekli Laﬁak

S
oy

prest

tarevlenebilsin. Bu durumda a, B € ]a,b[ igin

]
[ £ @dt =1(B) - flw)

olur.

ispat: 2.2.8 Teorem,

d t ' —
d—th ® dt - f(t)} =0 ,a <t<P
olmasini gerektirir. Bu nedenle
t
[ @®dt - fr) =c (c sabit) (2.9)

olur. Buradant =a igin ¢ = - f(a) olarak bulunur. Bu deger ( 2.9) esitliginde

yerine konularak ve t = g alinarak istenen egitlik elde edilir.*
Sdrekli bir f: [ a,b ] — IR fonksiyonu igin

b

[ fwdt =f(c)b-a)

a

olacak bigimde bir ¢ € ]a,b[ sayisi vardir. Gergel degerli fonksiyonlar igin

gegcerli olan bu 6zellik, vektér-degerli fonksiyonlar icin gegerli degildir.
f:[0,n] > IR® , f(t)=(Cost, Sint)
fonksiyonu buna érnektir.

2.2.11 Onerme: X bir Banach uzayi, f, : [a,b ] - X strekli
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fonksiyonlarin bir dizisi olsun ve bu dizi dUzglin olarak f : [

fonksiyonuna yakinsasin. Bu durumda f streklidir ve X iginde
b

lim j fd = [ f@a

a

olur [5, s.10]

Ispat: (f.) dizisi f fonksiyonuna dizgin olarak yakinsadigindan,

verilen g > 0 sayisina karsilk

N<n = herte[ab]igin [f, @) - ft)| < /3 (2.10)

olacak bigcimde bir N € IN vardir. t; € [a,b] alalim. fy fonksiyonu to

noktasinda strekli oldugundan,
te[abl, |t-to (<8 = [£,@) - fi(t)] <&/3 (2.11)

olacak bigimde bir & > 0 sayisi vardir. (2.10)ve (2.11), te[a,b], |t-to] <5

kosulunu saglayan her t igin

L) - ) | < |80 - 5] + | £00® - futo) |+ | £ o) - fE) | <

olmasini gerektirir. Bu, e keyfi oldugundan, f fonksiyonunun t, noktasinda

sUrekli olmast demektir.

g >0 verilsin. (fy) dizisi f fonksiyonuna dlzgin olarak

yakinsadigindan,

Ni<n = |f, - f] <e/(b-a)
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b

T £,() dt - | £ dit

a

< [t -f]a< bf

a a

olmasini gerektirir. Bu da ¢ rasgele alindigindan

b

lim } £, de = [ fr) dt

a

anlamina gelir.
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3. SONSUZ KUGUK URETEGLER

f:[0, o[- IR

(i)f(0)=1
(ii)t, s € [0, o[ igin f(s) f(t) = f(s+t)
( iii ) [0, [ Gzerinde surekli (O noktasinda sag strekli)

olacak bigimde bir fonksiyon olsun. f fonksiyonu A bir sabit olmak tzere,
fity=e® |, te]0, of (3.1)

biciminde ifade edilebilir [1, 5.28]. Ek olarak f, [0, o« [ Uzerinde turevienebilir

(0 noktasinda sag tirevlenebilir) ise
fi(t) = Af(t)
olur. Buradan
A=f'(0) (3.2)

bulunur.

Yukaridaki 6zellik, bir {T(t): t>0 } C, - yarigrup (ya da dizgun surekli

yarigrup) i¢in, A bir dogrusal dénlisim olmak Gzere
Tt)=e" , te[0, o] (3.3)

yazilip yazilamayacaginin sorulmasina énctluk eder. {T(t) : t 20 }, (3.3)
biciminde ifade edildiginde ( 3.2 ), t=0 noktasinda
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@:[0,0[>X , oft)=T()

fonksiyonunun sag turevi olarak,
d
A= d—tT(t) t =lo

olmasini 6nerir. Bu da bizi agagidaki tanima gétardr.

3.1 Tanim: {T(t) : t >0 }< B(X) bir yarigrup olsun.

A: X5 D(A) - X
T(h)x-
D(A) = {x e X: Xiginde fim ( :‘ X limiti vardlr}
Ax = fim X=X
h—0* h

biciminde tanimlanan A déntsimine {T(t) : t 20 } yarigrubunun sonsuz
kligUk dreteci denir. A dénldsimuanun tek oldugu agiktir. D(A) alt kimesinin
X uzayinin bir dogrusal alt uzayr ve A dénusgimundn bir dogrusal déntsim
oldugu hemen gésterilebilir. Belirli 6zel hallerde sonsuz klglk Ureteg¢ her

yerde tanimlidir ve dolayisiyla sinirlidir (bkz. 3.6 Teorem).

3.2 Teorem: ) a, 2"
n=0
yakinsaklik yarigapt R > 0 ( R = o« olabilir. ) olan bir karmasik seri olsun.

f:B(O,R)>C , f(z=) a,z"

biciminde tanimlansin. X bir karmagik Banach uzayi ve | T| < R kosuluyla

Te B(X) olsun. Bu durumda
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> a,T"
n=0
serisi, B(X) uzayinin normuna gére, f(T) € B(X) 6gesine yakinsar [1, s.35].

3.3 Teorem: X bir karmagik Banach uzayi ve |T|< 1 kosuluyla
TeB(X) olsun. Bu durumda X tzerinde bir sinirli bir dogrusal dénlisim

olarak (I - T ) vardir ve

(1-T)'=> 1 (3.4)
olur [1, s.35; 8,5.475].

3.4 Ornek: f(z) = &%, zeC fonksiyonunun kuvvet serisi, yani

o

> Z"/nl

n=0
serisi, yakinsaklik yaricapi R = « oldugundan, her z i¢in yakinsaktir. 3.2
Teorem ‘den dolayi bir X Banach uzayl Gzerinde sinirh dogrusal bir T
dénisima igin

> T'/n!

n=0
serisi B(X) iginde yakinsak olur. Bu nedenle

e'=> T'/n
n=0

yazacagiz.
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0
an serisinin mutlak yakinsak, Z a, =

n=0

[Ms

3.5 Teorem:

[l
o

n:

Cn = Z a, b, (n=0,1,2,...)oldugunu varsayalim. Bu durumda
k=0

olur [6, s.65]

3.6 Teorem: X bir Banach uzayi olsun. Bir A : X — X dogrusal
déndsimunin bir dizgln strekli yarigrubun sonsuz kigtk Ureteci olmasi
icin gerekli ve yeterli kosul A dénasumunun bir sinirh- dogrusal dénasum

olmasidir [3, s.2 ].

Ispat: A bir sinirli dogrusal déniisiim olsun.

0

Tty=e®= (tA"/n! , te[0,w]

n=0

diyelim. Hert > 0 igin tA e B(X) oldugundan 3.4 Ornek ‘ten dolay! T(t)eB(X)
olur. T(0) =1 oldugu agiktir. Her z € C ve her w € C igin mutlak yakinsak

olan

> 2" /nt, D wWh/ml

n=0 m=0

serilerinin carpimina 3.5 Teorem uygulanarak

e”.e" =( i r4 /n!)(i w'/m!)= i Zn: 2w/ k! (nk)!

n=0 n=0 k=0

=> 1/n sz"w""‘= > (z+w)/n =&
n=0 k=0 n=0
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elde edilir. Buradan s, t € [0, « [ olmak lzere z yerine sA ve wzyerrne tA
alinarak ve mutlak yakinsamanin iglevi B(X) uzayindaki norma gore

e

yakinsamaya yulklenerek
T(s) T(t) = T(s+t)

bulunur. Cunka mutlak yakinsamanin islevini B(X) uzayindaki norma gére
yakinsamaya ylklemek e** ve e icin serinin yeniden dizenlenmesine izin
verir ve sA, tA dénldsUmlerinin ve bunlarin kuvvetlerinin degisme o6zelligi
oldugundan terimler yeniden gruplanabilir. Bdéylece { T(t) : t > 0 } ailesinin

bir yarigrup oldugu kanitlanmis olur.

| To - 1] =

SZ:,(tIlA”)n/n!

=t| Al Z WAl /nl <t]Al Z (AD™/ @-1)!

n=1

=t Afetrt

esitsizligi { T(t) : t 2 0 } yarnigrubunun X Uzerinde duzgun srekli bir yarigrup

oldugunu gerektirir.

“ T() - 1

o, |l el
t

'sz TR 3

Aalelal  TAlcelAly

2! 3!
=”A"( tll;!xll . (tll;xlll) . J

_uAu(t"A” LA, )

J§ 21

=[A](et?! - 1)
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esitsizliginden A dénlsimUunin sonsuz kiagtk Ureteg oldugu cikar.

Tersine olarak { T(t) : t > 0 }, X Gzerinde sinirli dogrusal dénﬂsﬂmlerinv‘

dlzgln surekli yarigrubu ve s > 0,

<1

”I - —(l;]:T(s)ds

olacak bicimde bir sayl olsun. 3.3 Teorem ‘den dolayi B(X) uzayinin bir

6gesi olan
1 o
S E[ T(s) ds

dénlsuminun ve dolayisiyla

_T T(s) ds

dénltsUmUnan tersi vardir. T(t) dénasumlerinin sutrekliligi kullanilarak

— (T - I)I T(9) ds = %U T(s+h) ds - IT(s)ds)

= % ( ‘1‘.*‘ T(s)ds - ji T(s)ds}

0

yazilabilir. Buradan
o+h

%(T(h) -1) = (% _[ T(s)ds - %!T(S)ds) (;’{T(S)dSJ

o

bulunur. Buradan da h — 0" igin limit alinarak ve 2.2.9 Sonug (iii)

“ kullanilarak, norma gére ( T(h ) -1)/h fonksiyonunun
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[}

(T(c)-l)(jr(s)ds)

0

sinirli dogrusal dénusimune yakinsadigi géralir. Bu nedenle

A=(T(c)-1) ( T T(s) dsj

dénlstmu, duzgtn surekli { T(t) : t > 0 } yarigrubunun sonsuz kugtk Ureteci

olur.

O halde dizgun sarekli bir { T(t) : t = 0 } yarigrubunun sonsuz kigUk
areteci, sinirli dogrusal bir dénusumdur. Tersine olarak, sinirli dogrusal bir
A:X—>X déntstmU duzgun sdrekli { T(t) : t = 0 } yarigrubunun sonsuz kugik
Uretecidir. Asagidaki teorem, Ureteci sinirli bir A:X—X dogrusal dénasimu

olan diizgUn surekli yarigrubun tek oldugunu anlatir.

3.7 Teorem: {T(t):t>0} < B(X) ve {S(t):t>0} < B(X) duzgln

surekli yarigruplar olsunlar. Eger

() - 1 S(1) - I
lim S0 p o gy 3O

t—0* t t—0"

ise, hert € [0, [ igin T(t) = S(t) olur [3].

Bu teorem, {T(t) :t>0} ve {S(t):t>01} yangruplarinin Ce-

yarigrup olmalari durumunda da gecerlidir [1, 5.46]

3.8 Teorem: X karmagik bir Banach uzaytve { T(t): t>0}c B(X)

bir Ce-yarigrup olsun. Bu durumda hert € [0, [ igin
|t <me™

olacak sekilde w > 0 ve M > 1 sabitleri vardir [1, s.41]
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ispat: llk is olarak her t e [0, t igin | T(t) | sinirh olacak bigimd bir to

sayisinin var oldugunu kanitiayalim. Béyle bir t, sayisinin var olmadigini™~~

varsayalim. O zamann=1, 2, 3, ... igin
O<t.<1/n ve “T(tn)“ 2n
olacak sekilde bir (t,) dizisini segebiliriz.

lim t, =0

n—»

) sinirsiz oldugundan dizglin sinirhlik teoremi

olacag! agiktir. (” T(t,)

(|| T(t,)x || ) sinirsiz olacak bigimde bir x € X noktasinin varligini gerektirir.
lirg Tt)x=x ve limt,=0
t—> n—»0

olmasindan gikar.

lim T(t, )x = x

esitligi ile gelisir. O halde her t e [0, t] igin | T(t) | < M olacak bigimde bir

M>0 vardir. | T(0) | = 1 oldugundan M > 1 olmalidir.
w=(1/t)logM

olsun. M > 1 ve t, >0 verilmig oldugundan w > 0 dir. t > O verilmis olsun.
t=nto+ s olacak bigimde bir n € IN ve 0< s < t3 sayisini bulabiliriz. Yarigrup

ozelligi kullanilarak

<M™<Me™

| T® | = | Tat, + 9| = | TG Tat,) | = | TC9) Tt )

bulunur.
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ve 0 noktasinda sag-turev ve t > 0 igin iki yanl tlrev olarak

% T(x = AT()x = T(HAx , x € D(A) (35)
olur [3, s.5]

Ispat: x € D(A) alalim. Degisme ézelligi kullanilarak,

M OES (Tx) = tim TOTOX - I1T()x

h>0* h h—>0* h

T®)Th)x - T(H)Ix

hos0* h

tip o[ T s

yazilabilir. x € D(A) ve T(t) dénisumunun surekli olmasi

T(h) - I
h

lim T(t) ( )(x) = T(t)Ax

olmasin! ve bu da

lim T(hil -1 (T(t)x)

h—>0"

limitinin varolmasini gerektirir. Bundan dolay) T(t)x € D(A) olur. Limitlerin

esitliginden

AT(x = T)AX , x e D(A) (36)

Simdi t > 0 noktasinda t — T(t)x fonksiyonunun sag tlrevini

hesaplayalim. Yarigrup 6zelligi ve ( 3. 6 ) kullanilarak,
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o TG+hx - TOX . ( .T(%'_{ ) T(t)x =AT(t)x=T§;éi

h-0* h h—0*

bulunur. Simdi de t > 0 noktasinda t — T(t)x fonksiyonunun sol-tlrevini

hesaplayalim.

lim Tt +h)x - T(t)x - Lim Tit)x - T(t-h)x

P h ho0* h

i TG-) T()x - TG-h)x

h—0* h

T(h)x - x

= Jim TC-B =

= lim T(t—h){ WO =3 Ax}+lim T(t - h)Ax

h—0* h h0*

x € D(A) olmasi durumunda [0, t] Gzerinde “ T(t - h) “ stnirh oldugundan

fim T(t-h){I@z—'x ; Ax} =0

ho0*

olur.
3.8 Teorem kullanilarak 0 < h < tigin
| T(t- h)Ax - T(®Ax || = | T(t- h)Ax - T(t-h) T(h)Ax |
<|7e-m | [ Ax - T)Ax |

<Me” ™ | Ax - T(h)Ax |

<Me" | T(h)Ax - Ax |
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esitsizligi elde edilir. Burada M ve w, 3.8 Teorem ‘deki sabitlerdirBur

esitsizlik ve glglt streklilik nedeniyle
&irg (T(h)Ax-Ax)=0
olmasi

l}ir{r)l+ T(t-h)Ax=T(t)Ax

olmasini gerektirir. O halde t — T(t)x fonksiyonunun t > O igin sol-tlrevi
T(t)Ax dir. Bdylece t — T(t)x fonksiyonunun t > O noktasinda sad ve sol-

turevlerinin var ve T(t)Ax 6gesine esit oldugu kanitlanmis olur.

3.10 Teorem: { T(t) : t > O } bir Co-yarigrup ve A bunun sonsuz kiguk

Ureteci olsun.

(i)Herbirxe Xvet>0igin

j T(s)xds  D(A) ve A (j T(s)xds ) =T(t)x-x

0

olur.
t
(ii ) x € D(A) icin I T(t)Ax dt = T(t)x - T(s)x
olur [3]
Ispat:( i) x € X alalim ve h > 0 olsun. T(h) strekli oldugundan

T - I j T(s)x ds =

0

lim
h—»0*

j (T(s+h)x - T(s)x ) ds

5 |
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yazabiliriz. Sag yandaki ifade, soyut ( gi¢ll ) Riemann integralinin‘gze

kullanilarak

t+h

% .[ (T(s+h)x - T(s)x)ds = % ! T)x du - % _! T(u)x du

t+h

= _11; I Twxdu - % I T(u)x du

biciminde ifade edilebilir. Buradan 2.2.9 Sonug (iii) kullanilarak

T - I j T(s)xds = T(t)x - X

0

lim

h->0*

bulunur. Bu nedenle

j T(s)x ds € D(A)

0

ve
A(] T@)xds ) =T(t)x-x
0
bulunur.

(ii ) 3.9 Teorem ‘den

% T(t)x = AT(t)x = T(t)Ax

oldugunu biliyoruz. Buradan s ‘ dent‘ ye integral alinarak

t

T(t)x - T(s)x = [ AT(vx de = [ T()Ax dv

s
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bulunur.

3.11 Sonug: { T(t) : t > 0 } bir Co-yarigrup ve A bunun sonsuz kugik

Ureteci olsun. x € D(A) igin

j T(s)Ax ds = T(t)x - X

0

olur.

3.12 Tanim: A, bir X Banach uzay Uzerinde tanim kiimesi D(A) olan

bir dogrusal dénlstm olsun. Eger D(A),

Ixl, = 1x] + ] Ax|

grafik normuna gére bir Banach uzayi ise A dénustimine kapali déndsum

denir.

3.13 Teorem: { T(t) : t > 0 } < B(X) bir Co-yarigrup ve A bunun sonsuz
kiiglk Ureteci olsun. A déntsimuntn D(A) tamm kiimesi, X iginde yogun bir

alt uzaydir ve A bir kapali dogrusal dénasamdar [1].

3.14 Ornek: Co[0, w [ ={f:f: [0, © [ - C strekli ve limf(x) = 0}

X—>»o0

vektor uzayl | fll,= sup { | f(x) | : x € [0, o [ } normuna gére bir Banach

uzayidir. te[0, o [ igin
T(t) : Co[0, 0 [ > Co[0, o [ , [ T(L)f J(x)= f(x+t)

bigciminde tanimlanan T(t) dénlstmlerinin olugturdugu { T(t) : t > 0 } ailesi
Co[0, o [ Uzerinde bir Co-yarigruptur (bkz. 1.2.2 Ornek ).
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Bu yarigrubun ureteci

D(B) ={f € Co[0, « [ : f trevilenebilir ve f € C[0, « [ }

olmak Uzere
d
B:D(B)— Co0, [ , Bf= E;f=f‘
déntgumudar.

Ispat: S6z0 edilen Co-yarigrubunun Ureteci A ve f € Co[0, « [ olsun.

Bu durumda x € [0, « [ igin Co[0, « [ iginde

. T - f
lim ——

h-0* h
limiti vardir. { T(t) : t = 0 } yarigrubunun tanimi yardimiyla yazilan

o Th)f(x) - f(x) - lim f(x+h) - f(x)

ho>0* h ho0* h

esitligi

b feHh) - 69

ho0* h

limitinin var ve Af(x) oldugunun yani f fonksiyonunun x > 0 noktasinda sag
turevlenebilir oldugunu, gerektirir. Simdi f fonksiyonunun x noktasinda sol

turevlenebilir oldugunu kanitlayalim.

h SR ) L £GO - fx - )

h—0" h u-50* u

(h=-u)

f(x-u+u) - f(x - u)

= lim
u—0 u
T -
= lim -ﬂu——t;(x-u) (3.7)
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L T@f - f
AT e

yazilabilir. € > 0 veriisin.

A= lim Twf-f

u—0* u
oldugundan
Tf - £

O<u<s= ”i‘)u—Af <e/2 (3.8)

yada O<u<gherbirt e [0, «o[igin
T() - f
‘( (u)u XD A |<er2 (3.9)

olacak bigcimde bir O < §; < x sayisi vardir. Af fonksiyonu x noktasinda

surekli oldugundan

te [ x-81, x+5,] = | Af(t) - Af(x) | <& /2 (3.10)

olacak bigimde bir 0 < §, < x sayisi vardir. 5 = min { 84, 8, } olsun. Her ue]0,§[

icin, u €]0,84[ ve x-u € }x-81 , x+3,[ oldugundan ( 3.9 ) ve (3.10)

(T -f) (x-v)
u

S’ (T(u)f -uf)(x-u) - (AD (x-)

- (Af)(x) l

+ [ (Af(x-u) - Af(x) | <€

olmasini gerektirir.  Bu & keyfi alindigi igin (3.7) limitinin, yani f
fonksiyonunun x noktasinda sol tarevinin var ve Af(x) oldugu anlamina gelir.
Bu iki sonugtan, yani f fonksiyonunun x > 0 noktasinda saj ve sol

tarevlerinin var ve (Af)(x) olmasindan,
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D(A) c D(B) ve Af = Bf = dixf=f‘

oldugu ¢ikar.

Ote yandan f € D(B) ise

x+h

s% [1f'@-f'®)|du

X

(T -f)(x)
h

f(x+hl)1-f(x)_ £ (x)

- ') H

esitsizligi, fe D(A) ve Af = f  olmasini gerektirir. GUnki f € Co0, [

oldugundan bir € > 0 sayisina karstlik
|X-u|<6,u,xel0, o =|f'(u)-f(x)]<e/2

olacak bigimde bir & > 0 sayisi vardir. Bundan dolayi x>0ve 0 <h <§ise

x+h

1 €
<— —du=
= J 2du e/2

X

L ') H f(’”ht)l' ) e

’ (T(uf -f)x)
h

olur. Buradan 0 < h < § olmak Uizere

<g/2<g

0

H T(h) - £
h

bulunur.

50



4. SOYUT CAUCHY PROBLEMI

Bu bdélumde homojen soyut Cauchy problemi ile homojen olmayan
soyut Cauchy problemi tanitilacak ve bu problemlerin Cq-yarigruplan ile

iligkili olan temel varlik ve teklik teocremleri verilecektir.

X bir Banach uzayi olsun. A : X o D(A) — X bir dogrusal dénasum,

xeX ve u: [0,00 [ » X bilinmeyen bir fonksiyon olmak Gzere

{u‘ (t) = Au(t) , t>0

o) (4.1)

baslangic deder problemine bir (homojen) Soyut Cauchy Problemi denir.
Burada sol yan u fonksiyonunun t > 0 noktasindaki tarevidir. Sag yan, u(t)
6gesinin A donlsim altindaki gérintist oldugundan, X uzayinin bir

ogesidir.

f: [0,00 [ = X verilen vektér-degerli bir fonksiyon olmak tzere ( 4.1 )

soyut Cauchy problemi,

{u‘ ®) = Au(t) +ft) , t>0 (4.2)

u(0) = x

soyut Cauchy problemine genellestirilebilir. Buna da homojen olmayan

Soyut Cauchy Problemi adi verilir.

u:[0,0 [ = X, [0, [ Gzerinde strekli, ]O, « [ Gzerinde strekli olarak
trevlenebilir ve t € ]0, ©» [ = u(t) € D(A) kosulu ile ( 4.1 ) problemini
saglayan bir fonksiyon olsun. Bu u fonksiyonuna ( 4.1 ) Soyut Cauchy

Probleminin bir ¢6zimd adi verilir.
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ve tek oldugunu verir.

4.1 Teorem: X bir Banach uzay, A bir { T(t) : t > 0 } Co-yarigrubunun
sonsuz klglk Ureteci ve x € D(A) olsun. Bu durumda ( 4.1 ) soyut Cauchy

probleminin bir tek u = u(t) ¢ézimu vardir ve
ut)=Tt)x ,t=0
dir [1].
ispat: x € D(A) olmak Uzere
ut)=T(t)x ,t=0

fonksiyonu ( 4.1 ) soyut Cauchy probleminin bir ¢6zUmadar. Canka {T(t ):£=0}
Co-yarigrup oldugundan u sureklidir. 3.9 Teorem 'den dolayi diger ¢ézim
kosullarimi saglar. O halde ( 4.1 ) soyut Cauchy probleminin bir ¢ézimu

vardir.

Simdi ¢bzumun tek oldugunu gésterelim. ( 4.1 ) probleminin bir

¢6zUmi u olsun ve 0 < s < tigin

T(t-s-h)u(s+h)- T(t-s)u(s)
h

4 [ Tit-s)u(s) ] = lim
ds h—0*

- lim T(t-s-h)u(s+h)-u(s)) + T(t-s-h)u(s)- Tt -s)u(s)

hos0* h

u(s+h)-u(s)

= &11%1 T(t-s- h)( -u(ﬁ—%——u(i) - u'(s)) + l}ir?+ T(t-s-h)u'(s)

52



- &irg T(t—s— h)( T(h)u(;) - u(

yazilabili. 0 < h <t - s Gzerinde | T(t-s-h)| normunun sinirli olmasi

(3.8Teorem)
hlirg T(t- s-h)( E£s+_l;1);u£sl - u’(s)) =0

olmasini gerektirir. 3.8 Teorem, 3.9 Teorem 'in son kismindaki ispat gibi

kullanilarak

&ix{){ T(t-s-h)u'(s) = T(t - s) U'(s)
bulunur. {T(t): t >0} Ce-yarigrup oldugundan, 0 < h < tigin,

T(t-s-h) (T(h) u(;)-u(s)) - T(t-s)Au(s)

T(h) u(s) - u(s)
h

T(t—s-h)( ; T(h)Au(s)) <

IA

[1-s-n] | TR0 rgpan

M ewt( ” T(h)u(sz - u(s) Au(s) | + | Au(s) - T(h)Au(s) ||)

olacak bigimde 0 <w, 1 <M sayilari vardir (bkz. 3.8 Teorem ). Bu,
T(h -
lim T(t-s-h)( M) = T(t - h)Au(s)
h—0* h
sonucunu verir. Bu sonuglar yerlerine yazilarak

Ed§+ T(t - s)u(s) = T(t - s)u'(s) - T(t - s)Au(s)

53



bulunur. 0 <s <tigin

i_T(t _s)u(s) = lim T(t-s-h)u(s+h)- T(t-s)u(s)
ds h-0 h

- lim T(t - s+ h)u(s - h) - T(t - s)u(s)

h—0* -h

( u(s) -u(s-h) ) + lim T(t - s)u(s) — T(t — s+ h)u(s)

lim T(t—s+h) b Jim N

h—»0*

T(h)u(s) - u(s) )

lim T(t-s+h)( l‘@—g(—sﬂ) - lim T(t-s)( A

h—0*

u(s) -u(s-h)
h

lim T(t-s+ h)( - u' (s)) + lim T(t-s+h) u(s)

- lim T(t_s)( T(h)U(;)-U(S) )

yazilabilir. Buradan { T(t) : t > 0 } yangrubunun Ce-yarigrup olusu ve

3.8Teorem kullanilarak,
%H T(t - s)u(s) = T(t - s)u'(s) - T(t - s)AU(S)
bulunur. Bu iki sonugtan
% T(t - s)u(s) = T(t - s)u'(s) - T(t - s)Au(s)
oldugu goéralar. u fonksiyonunun ¢ézim olmasi
%T(t - S)u(s)=T(t - s)u'(s) - T(t - s)Au(s)=T(t - s)( u'(s) - Au(s) )=0

olmasini gerektirir. Burada u(s) € D(A) olmalidir. Buradan integral alinarak

ve 2.2.10 Teorem kullanilarak
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t

°=I % T(t-s)u(s) ds =T(t -s)u(s) j)=T(t - tu(t) - T(t)u(0)

ve buradan da
u(t) = T(t)u(0) = T(t)x
bulunur.

{T(t) : t 20} < X, sonsuz klgik Ureticisi olan bir yarigrup ve

f:[0,T]— X sirekli bir fonksiyon olmak (izere

u ) =Au)+f(t) , te[O0T]|
{u ©0) = x (4.3)
soyut Cauchy problemini
u(t) = T(t)x + j T(t - s)f(s) ds (4.4)

fonksiyonu ile birlikte g6z 6nline alalim.

42 Tanim: (a)u: [0, T[> X, [0, T[ Gzerinde strekli, 10,T[
Uzerinde slrekli olarak turevienebilir ve ( 4.3 ) problemini saglayan bir
fonksiyon olsun. Bu u fonksiyonuna ( 4.3 ) probleminin bir klasik ¢ézimd

denir.

(b)) (4.4) ile verilen u fonksiyonuna ( 4.3 ) probleminin bir #imii

(mild) ¢6zimii denir.

Agagidaki teorem, bu ¢dzUmler arasindaki iligkiyi verecektir.

4.3 Teorem: (i) ( 4.3 ) probleminin en gok bir klasik ¢6ztimu vardir.

Her klasik ¢c6zim bir ithmli ¢6ztmdar.
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(4.3) probleminin bir klasik ¢ézimudar. Ozel olarak f = 0 olmasi durumundv
xeD(A) igin ( 4.3 ) probleminin bir tek klasik ¢ézimQ vardir. Bu ¢&zUm
u(t)=T(t)x bigimindedir.

(iil ) AeB(X) ise her bir xeX ve slrekli her bir f : [to, T] - X fonksiyonu
icin (4.4 ) ilimh ¢6zmu ( 4.3 ) probleminin bir klasik ¢éztmudar [4].

ispat: (i) (4.3) probleminin bir klasik ¢6ztmu ve [0, T[ aralifindan X
uzayina surekli bir fonksiyon u olsun. t < T olmak tzere
v:]Ot[ > X , v(s)=T(t-s)u(s)

biciminde bir v fonksiyonunu tanimlayalim. 3.9 Teorem 'in ispatindaki gibi

turev alinarak ve u fonksiyonunun ¢ézim oldugu kullanilarak,
V'(s) = - AT(t - s)u(s) + T(t - s)u'(s)
= - AT(t - s)u(s) + T(t - s)( Au(s) + f(s) )
= T(t - s)f(s)

elde edilir. Buradan integral alinarak

t-g

v(t-g) - v(e) = _[ T(t - s)f(s) ds

€

ve buradan da € — 0" i¢in limit alinarak

v(t) - v(0) = j T(t-s)f(s) ds

ya da

u(t) = T(t)x + j T(t - $)f(s) ds
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bulunur. Bu ( 4.3 ) probleminin u klasik ¢é6zimUndn ihmh ve tek oldu@unu

verir.

(ii)f: [0, T[> X, C' - sinifindan olsun. ( 4.4 ) ‘teki u fonksiyonunun
(4.3) probleminin bir klasik ¢6zUm{ oldugunu goésterelim. 3.9 Teorem 'den

dolay!
%T(t)x = T(t)Ax = AT(t)x

oldugundan

t

gt) = | T@t-9)fs) ds
0
bigiminde tanimlanan g fonksiyonunun ( 4.3 ) probleminin bir klasik ¢6zimu
oldugunu goéstermek yeterli olur. t - s = z degisimi yapilarak ve z integral

degiskeni s ile degistirilerek

t

g(t) = [ Tt-9)fs)ds = [ TEt-s) ds

0 0

yazilabilir. 0 <t<Tigin

9@3_—&@2 = _11; { _!; T(s)f(t + h-s)ds - _‘- T(s)f(t - ) ds}

0

= | T(s)f(Hh';)'f(t's) ds+% [ T(o)ftt +h-s) ds (45)

dir.

j T(s)(f(t-‘_h-szl- f(t's)) ds - j T()E' (t-5) ds

0
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ds<

NIT(S)[ f(t+h-sil- f(s-1) o, G-5) |

- f'(t-s)

Y| R S

esitsizligi, f fonksiyonunun [0,T[ Gzerinde C'-sinifindan olmasi ve 3.8

Teorem

lim j T(s)f(”h";’l)'f(t's) ds = [ T()£'(t-5)ds

0

olmasini gerektirir. Ote yandan 3.8 Teorem geregince
1 t+h
lim - | TR +h-3) ds = T()(O)
t
dir. Bu limitlerin var olmasi ve ( 4.5 ) g'(t) tirevinin var ve
t

g () = [ T(®)£'(t-5)ds + TA)(O0)

0

oldugunu verir. g fonksiyonunun diger ifadesi kullanilarak

A+D-60 L Pr i gras -] oo i

0 0

t+h t

= % { T(t+ h-s)f(s) ds +% ! T(t+h-s)f(s) ds -% 'E T(t - s)f(s) ds

O [ Ter dsty [ 1een-9r9 0

0 t

yazilabilir. Buradan
T(h)-1 ¢ git+h)-g® 17
3 ! - . | T(t+h-9)f(s) ds

t

T(t - s)f(s) ds=
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ve buradan da, h — 0 iken, limit alinarak

Ag(t) = Aj T(t-s)f(s) ds = @'(t) - (t)

bulunur.

(iii ) AeB(X) ve f: [0, T[ — X sUrekli olsun. Bu durumda 3.6 Teorem

geregince

Tt)=e"=> (t"/nl)A" , t=0

n=0

olmalidir. Burada hert >0 igin
> (t"/ nl) A"
n=0
serisi operatér normuna gére mutlak yakinsaktir.

V(t) = j T@t-s)f(s)ds , O0<t<T

]
diyelim. h > 0 igin

v(t+h)- vt _

. %( ! T(t+h-s)f(s) ds - | T(t-9f(s) ds)

0

t+h

(T(t+h-9)f)-Tet-)s) ) ds+ — | T(t + h-s)Es) ds
) h

t

o | =

yazilabilir. Buradan

T(h)-1
h

=l’%‘-’@% ]T(t-kh-s)f(s) ds (4.6)

t

v(t)

bulunur. f strekli oldugundan
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t+h

o1
lim ! T(t+h-s)f(s) ds

limiti vardir ve f(t) ye esittir.

2
TW-1 _A  hA

h It 21

T(h)-1
lim (h)

h—>0 h

v(x) =Av(x)

olmasini gerektirir. Cunku

Al . h]A] l1l . hlAl | B?JAF
AL, BIAP (U, ala, wlAF )

dir. Sagdaki seri yakinsak oldugundan

A hA®
+
! 21

serisi mutlak yakinsak olur. Bu iki limitin varligi ile ( 4.6 )esitliinden v

fonksiyonunun t noktasinda sag turevlenebilir ve
v.'(t)=Av(t) + (1)

oldugu ¢ikar. Av ve f strekli oldugundan v.’ streklidir. Bu nedenle v strekli

olarak tlrevlenebilir ve
v'(t)=Av(t) + f(t)
olur. v(0) =0 oldugundan, x € X icin,

u(t) = T(OX + v(t) = T + [ T(t-s)8(s) ds

( 4.3 ) probleminin klasik ¢ézUmudur.

60



%=—g— (x>0 , t0)

(4.7)

uix, 0)=g(x)  (x>0)
Cauchy problemini gézéniine alalim. ( 4.7 ) probleminin (formal) ¢6zamu
u(x, t)=g(x+t) (x>0 , t=0)
olarak verilir.
x>0, t >0 degiskenlerinin iki degiskenli bir fonksiyonu olan u=u(x, t)
yardimiyla, t >0 sabit tutularak,
w(x) =u(x, t) (x>0 , t=0) (4.8)

biciminde bir u; fonksiyonu tanimlanabilir. Bu is her bir t 20 igin yapilirsa tek

x degigkenli fonksiyonlarin bir (u,),,,ailesi elde edilir. Bu aile her bir t 20 "

bir u; 'ye esleyen, yani
ut) = (4.9)

biciminde tanimlanan, bir fonksiyon olarak dustnalebilir.  Ustelik u

fonksiyonunun belirli bir X Banach uzayinda degerler aldigi varsayilabilir. X

olarak ( Cs[ 0, o [, [I. Il,) yada ( L?[ 0, oo [, ||. |,) alinabilir. Bu durumda

(4.7) Cauchy problemi fonksiyonel analiz terimleri tiriinden

u'(t)=Au(t)

u(0)=g
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) !
biciminde ifade edilebilir. Burada A, bir deg@iskenli anlaminda, dlferanswel S

operatéradur.  u'(t), ( 4.3 ) bigiminde tanimlanan u : [ O, . [ -

dénlsimunun turevidir.
4.5 Ornek:{ T(t): >0}, (Co[ 0, o [,]| . | ) Banach uzay: Uzerinde sag

kayma grubu olsun (1.2.2 Ornek). Bunun Ce-yarigrup ve

D(A)={fe Co[0, o[:f varvef‘e Co[0, o[}
olmak Gzere

A:D(A) > Co[0, e[ , Af=f" (4.10)
dénustimunan bu yarigrubun treteci oldugunu biliyoruz (bkz. 3.14 Ornek).
(4.10) ‘daki A ve upeD(A) i¢in 4.1 Teorem geregince

u'(t) = Au(t)

u(0) = up
soyut Cauchy probleminin bir tek ¢ézimu vardir ve bu ¢6zim

u(t) =T(t)uo (t=0)
fonksiyonudur. (.4.8 ) ve ( 4.9 ) esitliklerinden dolayi, x>0 ve t > 0 igin,

U(X) = [ T(t)uo ](x) = uo(x+t)
ya da

u(x, t) = ug(x+t)

olur.
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