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OZET

FABER POLINOMLARI VE ONLARIN

YAKLASIM OZELLIKLERI
Ali GUVEN
Balikesir Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii,
Matematik Anabilim Dah
(Yiiksek Lisans Tezi / Tez Damgmani : Prof.Dr. Daniyal M. Israfilov )
Bahkesir, 2000

Bu ¢alisma ti¢ boliimden olugmaktadir.

Birinci boliimde, 6nce ilerideki béliimlerde kullanilacak olan temel tamimlar,
gosterimler ve teoremler verilmis, daha sonra yaklagimin incelendigi agirlikh
Bergman uzaylar1 tanimlannmig, yaklasimin derecesi ve en iyi yaklasim polinomu ile
ilgili gereken bilgiler verilmigtir. Bolimiin son kisminda, yaklagim teorisinde
kvazikonform déniigtimler teorisinin kullamlmasi ile yeni uygulama boyutu kazanan
kvazikonform egriler ve kvazikonform yansimalar tanimlanmugtir.

Ikinci boliimde yaklagim teorisinde yaklagan polinomlarin insasi icin
vazgecilmez bir obje haline gelmis olan Faber polinomlar1 ve genellestirilmis Faber
polinomlart incelenmistir. [k 6nce , Faber ve genellestirilmis Faber polinomlarinin
asimptotik 6zellikleri aragtirilmigtir. Bu bélimiin son kisminda Faber serileri ve
genellestirilmis Faber serilerinin yaklagim 6zellikleri, karmagik diizlemin basit
baglantili bélgelerinde incelenmistir.

Son bolimde, kvazikonform smirli bolgelerde gegerli olan, analitik
fonksiyonlarin bolge iizerinden bir integral gésteriminin dogurdugu genellestirilmis
Faber serilerinin yaklagim 6zellikleri incelenmigtir. Bu béliimde 6nce bazi gerekli
yardimecr sonuglar elde edilmistir. Daha sonra agihikli Bergman uzaylarinda
genellestirilmis Faber serilerinin yaklasim 6zellikleri ve teklik problemleri
incelenmis ve yaklasim hatas1 degerlendirilmigtir.

ANAHTAR SOZCUKLER : agirlikli Bergman uzayr / kvazikonform
yansima / yaklagimin derecesi / Faber polinomu / genellestirilmis Faber polinomu /
Faber serisi / genellestirilmis Faber serisi
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ABSTRACT

FABER POLYNOMIALS AND THEIR
APPROXIMATION PROPERTIES
Ali GUVEN
Balikesir University, Institue of Science,
Department of Mathematics
(M.Sc. Thesis/Supervisor : Prof.Dr. Daniyal M. Israfilov)
Balikesir-Tiirkiye, 2000

This work consists of three chapters.

In the first chapter, basic definitions, notations and theorems which are used
in the following two chapters are given. After that, the weighted Bergman spaces, in
which the approximation is investigated, are defined, and the necessary information
about the degree of approximation and the best approximant polynomial are given.
At the final part of the chapter, quasiconformal curves and quasiconformal
reflections used in the approximation theory by means of quasiconformal mapping
theory are given.

In the second chapter, Faber polynomials and generalized Faber polynomials
which has been used without alternative in the construction of approximant
polynomials in approximation theory are investigated. Firstly, asymptotic properties
of Faber and generalized Faber polynomials are investigated.  Secondly,
approximation properties of Faber and the generalized Faber series are considered in
the simply connected regions in the complex plane.

In the final chapter, the approximation properties of generalized Faber series
which are generated by an integral representation over a region, which is valid for
bounded regions with quasiconformal boundary are investigated. Firstly, some
necessary lemmas are obtained and then the approximation properties and
uniqueness problems of the generalized Faber series and the error of approximation
in the weighted Bergman spaces are given.

KEY WORDS : weighted Bergman space / quasiconformal reflection /
degree of approximation / Faber polynomial / generalized Faber polynomial /
Faber series / generalized Faber series
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SEMBOL LISTESI

Simge Adi

C Karmagik Sayilar Kiimesi

C Genigletilmis Karmagik Sayilar Kiimesi
D {ze C: |z|<1} kiimesi (ag1k birim disk)
D(zo,r) {ze C: |z—z| < r} kiimesi

D (zo,1) {ze C : |z—zo| £ r} kiimesi

do, Alan diferansiyeli

A A kiimesinin kapanigi

A A kiimesinin i¢i

OA A kiimesinin sinir1

CA C-A (A kiimesinin tiimleyeni)

r I egrisinin uzunlugu
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1. ON BILGILER
1.1 Temel Tanimlar ve Teoremler

Bu kisimdaki bilgiler, [3], [7], [8], [11], [12], [13] ve [15] numaral
kaynaklardan alinmigtir.

1.1.1 Tamm: Karmasik diizlemde, baglantili ve kapali bir kiimeye
kontinyum, baglantili ve agik bir kiimeye de bolge denir [13, s: 1].

1.1.2 Tanm: @' karmasik diizlemde bir egri olsun. Eger bir C ¢gemberini
I" ’ya resmeden ve C gemberinin bir komsulugunda konform olan bir déniigtim varsa
I' egrisine analitik egri denir [11, s: 20]. Eger I' egrisi bir gembere homeomorfik
ise , I' ya Jordan egrisi denir [13, s: 2].

Tammdan goriildiigii gibi her analitik egri bir Jordan egrisidir.

1.1.3 Teorem: Eger bir G bolgesinin siniri analitik bir egri ise, G bélgesinin
D’ye her konform doniigiimd, G ’yi kapsayan belirli bir bolgeye birebir ve analitik
olarak genisletilebilir. Aym sekilde G’nin simr1 analitik edri ise, CG bolgesinin
CcD ’ye olan her konform déniigiimii CG’yi kapsayan bir bolgeye birebir ve analitik
olarak genisletilebilir [13, s: 41].

1.1.4 Teorem: Eger bir G bolgesinin sir1 bir Jordan egrisi ise, G’nin D’ye
her konform déniistimii G ’ye birebir ve siirekli olarak genigletilebilir. Ayn1 gekilde,

G’nin s bir Jordan egrisi ise, CG ’nin Cﬁ’ye olan her konform déniigimii

CG’ye birebir ve stirekli olarak genigletilebilir [13, s: 24].

1.1.5 Teorem(Riemann Déniigiim Teoremi): G<C sinin en az iki noktadan
olusan basit baglantil1 bir bolge ve zoeG olsun. Bu durumda, G bélgesini D’ye,

f(zo)=0ve f'(zy)>0

kosullar aitinda resmeden bir tek f konform déniigiimii vardir [12, s: 8].



1.1.6 Teorem: EcC en az iki noktadan olugan, baglantili tiimleyene sahip,

siurh bir kontinyum olsun. Bu durumda, CE bolgesini CD ’ye

D (0) =0 ve lim(DLz) >0
z—>wo Z

kosullan altinda resmeden bir tek @ konform déniigtimii vardir [12, s: 104].

1.1.6 Teoremdeki @ fonksiyonu CE bolgesinde o« noktas1 diginda

analitiktir ve o bunun bir basit kutup yeridir. Bu nedenle, ® fonksiyonunun oo

noktasindaki Laurent agilimi,

im 22 _,

z—o Z
olmak iizere,

O(z)=az + a; + 21 + 3"2—2 + ...

z z

. . . O(z) , ol oo
bicimindedir.  lim ——==a kosulu ®'(cw)=a bi¢iminde de yazlabilir. @

5w Z
fonksiyonunun tersini ¥ ile gésterelim. Bu durumda, ¥ fonksiyonu [w| > 1

bolgesinde c noktasi disinda analitiktir ve c noktasinda bir basit kutbu vardir. ¥

fonksiyonunun co noktasindaki Laurent agilimi, ¢ = 1 olmak tizere,
a

c_ c_
¥ (W=cWw+ ¢y + - + —2 + ..., |wpl
w w
bi¢imindedir.

¢ sayisina, E kontinyumunun kapasitesi denir [6, s: 12].

R > 1 olmak iizere, merkezi 0 ve yarigap: R olan ¢gemberin ¥ fonksiyonu
altindaki gortintiistine ya da @ fonksiyonu altindaki ters goriintiisiine I' g diyelim.
Yani,

I'r={zeCE:|® 2)|=R}={¥(W):|w|=R}
olsun.

I" g egrilerine CE bolgesinin seviye ¢izgileri denir [15, s: 34].



¥ konform oldugundan, I'r kapal1 bir egridir ve analitiktir. Bu nedenle I'y
biri sinurh digeri sinirsiz olmak {izere iki bélgenin sinir1 olur. I'r egrisinin simirladig:
smurl1 bélgeyi Eg ile gésterelim. Yani,

Er={zeCE:|®(z)|<R}UE

olsun.

R=1durumunda I] =0E ve E; = ]% yazacag1z.
1.1.6 Teoremi smirli ve basit baglantili bir G bélgesinin kapanisi i¢in de
gegcerlidir. Yalmz bu durumda ® konform doniislimiiniin tanim bolgesi CG ve
R>1 igin
Tg ={2€CG :|® (D|=R}={ ¥W):|w=R}
ve
Gr={2eCG :|®0(@)|<R}UG
olacaktir.
R =1 durumunda I} =9G ve G = G yazacagiz.

1.1.7 Teorem(Lebedev-Millin): E en az iki noktadan olugan ve tiimleyeni
baglantili olan sinirh bir kontinyum ve Q, E’de analitik bir fonksiyon olsun. ¥, birim
diskin digim1 E’nin digina resmeden bir konform déniigiim olsun. Eger, Q(¥ (t))
fonksiyonunun 1 < |t|< p halkasindaki Laurent agilimi

QE M) = Sagt*+ byt
k=0 s=1
ise, E’nin Q fonksiyonu altindaki goriintiistiniin, Q fonksiyonunun Riemann

yiizeyindeki alam
® 2 2 2
SE) == ( Xklay|" - Zsbs|")
k=1 s=1
olur [15,s:170].

1.1.8 Teorem(Sinirsiz Bolgeler i¢in Cauchy Integral Formiilii): G, sonlu
uzunluklu bir Jordan egrisi ile sirlanmig sirli bir bolge ve I' bunun pozitif
y6nlendirilmis sinir1 olsun. f, CG bélgesinde analitik bir fonksiyon ise

Lj&dg _ {f(oo)—f(z);zeC_G
2nirg—z f(o0) ; zeG



olur [7, s: 486].

1.1.9 Teorem(Green Formiilii): G, sonlu uzunluklu bir Jordan egrisi ile

suurlanmug sirh bir bolge ve f, G bolgesinde f; ve f stirekli kismi tiirevlerine
sahip ve G kiimesinde siirekli bir fonksiyon olsun. Eger f; fonksiyonu G {izerinde
integrallenebilir ise

gf; do, = %aj;}f(z) dz
olur [3, s: 9].

1.1.10 Teorem(Cauchy-Green Formiilii): G smr sonlu uzunluklu bir

Jordan egrisi olan siurl: bir bolge, fise G bélgesinde siirekli kismi tiirevlere sahip ve

G ’de siirekli bir fonksiyon olsun. Eger f- fonksiyonu G iizerinde integrallenebilir

ise, her ze G i¢in,

fiz)= —— | 26 4 H s do,

27:13Gg—z

olur [3, s: 10].

1.1.11 Tanim(O Gdésterimi): f ve g bir AcC kiimesi tizerinde taniml iki
fonksiyon olsunlar. Eger her z€A i¢in [f(z)| < M |g(z)| olacak sekilde bir M>0 sayist
varsa f=0(g) yazacag1z.

1.2 Agirhkli Bergman Uzaylan
Bu kisimdaki bilgiler [6] ve [8] numaral1 kaynaklardan alinmigtir.

GcC bir bélge ve w G lizerinde bir agirhik fonksiyonu, yani G lzerinde
tanimli, hemen her yerde sifirdan farkli, negatif olmayan ve G lizerinde

integrallenebilen bir fonksiyon olsun. G bolgesinde analitik olan ve

[[[f@)|*w(z) do, <
G

kosulunu saglayan f fonksiyonlarmn kiimesini L*(G,w) ile, G bélgesinde analitik

olan ve



[l[f@)| do, <o
G

kosulunu saglayan f fonksiyonlarmin kiimesini de L(G) ile gosterelim. w=1
durumunda L%(G,1) yerine L*(G) yazacagiz.

Her a, beC ve her £, geLz(G,w) igin
laf(z)tbg(@)* < 2 (laf If2)+ble@)P), zeG
esitsizligi saglanacagindan LZ(G,w) bir vektdér uzayr olur. Bir feLz(G,w)

fonksiyonunun normunu

2

I )26, = (JlE@ v 2o,

olarak tamimlarsak, LZ(G,w) bir normlu uzay olur. L2(G,w) normlu uzayma G
bolgesi iizerindeki agirlikli Bergman uzay: denir. w=1 durumunda ise L*(G) uzayina
G tizerindeki Bergman uzay: denir.

Ayrica, bir G siurli bolgesinde analitik ve G kontinyumunda siirekli olan
fonksiyonlarin kiimesini A(a) ile gosterecegiz. A(a) bir vektor uzayidir ve
feA(G)i¢in

| £ [5=max{|f(z)| : ze G}

normu ile bir normlu uzay olur.
1.3 Yaklasimin Derecesi ve En Iyi Yaklasim Polinomu
Bu kisimdaki bilgiler [5] numarali kaynaktan alinmugtir.

1.3.1 Tanmm: X bir normlu uzay, x;, X, ... , X, bu uzay iginde n tane

dogrusal bagimsiz eleman ve xeX bunlardan farkli bir eleman olsun.

En(x) = inf{

toy, O, ... ,00€C }

n
X — Zaixi
i=1

sayisina, Xi, Xz, ... , Xg elemanlarimin dogrusal birlegimleri ile x’e en iyi yaklagim

sayisl1 ya da yaklagimin derecesi denir [5, s: 137].

1.3.2 Teorem: X bir normlu uzay, Xj, X5, ... , Xp bu uzay i¢inde n tane

dogrusal bagimsiz eleman ve xeX bunlardan farkli bir eleman olsun. Bu durumda,



En(x) =

x—3ax,
i=l
olacak sekilde a;,a;,...,o, €C sayilar vardir [5, s:137].

1.3.3 Sonu¢: GcC smirhi bir bolge, w, G lizerinde bir agirhik fonksiyonu ve

feL*(G,w) olsun. Bu durumda her n dogal say1s1 igin,

En(H) = |f - P}

LX(G,w)
olacak sekilde, derecesi n’yi agmayan bir P, polinomu vardir. Bu P; polinomuna, f

fonksiyonuna || . "Lz normunda derecesi n’yi agmayan polinomlar smifinda en

(G.w)
iyi yaklagan polinom ya da en iyi yaklagim polinomu denir.

f fonksiyonuna || . ||L2 normunda derecesi n’yi agmayan polinomlar

(G.w)

smifinda en iyi yaklagim sayisini E,(f,G),, ile gosterecegiz.
1.4 Kvazikonform Egriler ve Yansimalar

Bu kisimdaki bilgiler [1], [2], [4], [8] ve [11] numarali kaynaklardan

alinmugtir,

1.4.1 Tanim: GcC bir bdlge ve u, G’de tamml reel degerli ve siirekli bir
fonksiyon olsun. Eger, kapanisi G’de bulunan ve kenarlar1 x ve y eksenlerine
paralel olan her R dikdértgeni i¢in, u fonksiyonu R’de ¢izilen yatay ve diisey dogru
pargalarinin hemen hepsi lizerinde mutlak stirekli ise, u fonksiyonu G bolgesinde
dogrular iizerinde mutlak siireklidir denir. Bir h:G—C fonksiyonunun reel ve sanal
bilesenleri G bolgesinde dogrular tizerinde mutlak siirekli iseler, h fonksiyonu G
bolgesinde dogrular tizerinde mutlak stireklidir denir [11, s: 127].

GcC bir bolge ve z=xHy olmak iizere h(z)=u(x,y)+iv(x,y) G bolgesinde
dogrular tizerinde mutlak siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda, y=c dogrular
lizerinde u ve v fonksiyonlar1 x degigkenli fonksiyonlardir ve bu dogrularin hemen
hepsi tizerinde mutlak siireklidirler. Bu nedenle, G’de hemen her yerde uy ve vy
kismi tlirevleri vardir. Ayni sekilde, G’de hemen her yerde uy ve vy kismi tlirevleri

vardir. Bu nedenle G’de hemen her yerde



h, =%(hx ~ih,) ve h_ =%(hx +ih,)
kismi tiirevleri mevcuttur.

1.4.2 Tanim: GcC bir bélge, h:G—C bir homeomorfizm ve K > 1 olsun.
Eger agagidaki iki kosul saglamyorsa h doniigiimiine G tizerinde bir K-kvazikonform
doniigiim denir [1, s: 24].

1) h, G bolgesinde dogrular tizerinde mutlak siireklidir.

2k = K-1
K+1

olmak iizere, G’de hemen her yerde |h-|<k|h,| olur.

Bir kvazikonform doniistimiin bir yansima ile bileskesine yon degistiren

kvazikonform doniisiim ya da antikvazikonform doniigiim denir [11, s: 16].

1.4.3 Teorem: Kvazikonform doniisiimlerin agagidaki 6zellikleri vardir.

a) Konform doniigiimler 1-kvazikonformdur. Tersine, 1-kvazikonform
doniigiimler de konformdurlar.

b) K-kvazikonform bir doniigiimiin tersi de K-kvazikonformdur.

¢) Kj-kvazikonform bir doniisim ile Kj-kvazikonform bir doniistimiin

bileskesi K;K;-kvazikonformdur [1, s: 22].

1.4.4 Tamm: C ’nin kendi iizerine bir K-kvazikonform doniistimii altinda bir
cemberin goriintiisiine bir K-kvazikonform egri denir [11, s: 97].

Tanmimdan gorildigi gibi her kvazikonform egri bir Jordan egrisidir. Ayrica,
her analitik egri bir kvazikonform egridir. Bir kvazikonform egrinin 2 boyutlu
Lebesgue 6l¢timii sifirdir, 1 boyutlu Lebesgue Slgiimii ise sonlu olmayabilir, yani bir
kvazikonform egri sonlu uzunluklu olmayabilir [11, s: 104].

1.45 Tamm: I, biri smurh diferi sirsiz olan G; ve G; bolgelerini
smirlayan bir Jordan egrisi olsun. G; bolgesini G, bdlgesine, G, bélgesini G
bolgesine resmeden ve I egrisinin noktalarin1 sabit birakan bir antikvazikonform

déntigime I *ya gére bir kvazikonform yansima denir [11,s: 98].

I' bir K-kvazikonform egri olsun. I' 'min simrladigi sinirli bolgeyi G ile

gosterelim ve 0eG oldugunu varsayalim. Bu durumda, C ’nin kendi iizerine, birim



cemberi I"’ya resmeden bir w K-kvazikonform déniistimii vardir. Bu doniistim D’yi

G’ye ve Cﬁ’yi CG ’ye resmeder. Birim gembere gore j(z)=i yansimasini
z

g6zoniine alalm. Bu durumda y = we jo w1 doniigiimii G’yi CG ’ye, CG ’yi G’ye
resmeden veT ’nin noktalarini sabit birakan bir K*-antikvazikonform doniigtimdiir.
Yani, I"’ya gore bir K2-kvazikonform yansimadir.

Tersine, I Jordan egrisinin bir y kvazikonform yansimaya sahlp oldugunu

varsayalim. D’nin G’ye bir f konform doniigtimiinii alalim. Bu durumda,

h(z)={f(z) . ; ZEE
(yofoj)z) ;zeCD

doniigiimii, birim g¢emberi I'’ya resmeden, C’den C ’ye bir kvazikonform

dontisiimdiir. O halde I' bir kvazikonform egri olur.

Sonug olarak, bir Jordan egrisinin bir kvazikonform yansimaya sahip olmasi
i¢in gerekli ve yeterli kosul bir kvazikonform egri olmasidur.

G, smun kvazikonform bir I' egrisi olan simrli ve basit baglantili bir bélge ve
0eG olsun. I'’nin bir y kvazikonform yansimasina sahip oldugunu biliyoruz. Bu
kvazikonform yansima, yeterince kiiciik bir §>0 sayis1 i¢in, ¢; ve ¢, sabit sayilar
olmak tizere

1
[ye ;I <er; 8<gl<s vecel
Ve
2.1
[yeHyglseld”; < <ldyadald<d

kosullarim saglayacak , I"U{0} diginda her yerde tiirevlenebilecek ve y(0)=co, y(0)=0
olacak sekilde segilebilir [8]. Bundan sonra bu sekildeki yansimalari dogal
kvazikonform yansima olarak kullanacagiz.

Ayrica, y bir K-kvazikonform yansima ise, ; hemen her yerde tiirevienebilen

bir K-kvazikonform déniisiim olur [8].

1.4.6 Teorem: G, smir1 kvazikonform bir I' egrisi olan, sirl, basit

baglantil1 bir bolge, 0 G ve fe A( G ) olsun. Bu durumda, her zeG i¢in,



ﬁ )0

"CG c-2)*

y:(g)do,
olur. Burada y, I" ’ya gore bir kvazikonform yansimadir.

Ispat: ffonksiyonunun

F (2)= {f(z) ; ZG_G_
(foy)(2); zeCG

siirekli geniglemesini olusturalim. ffonksiyonunun hemen her yerde ?Z ve E

tiirevleri vardir ve

o f(z) ; 2eG
* T\, 2¥)@) ¥,(2); zeCG
. 0 ;2€G_
2 |(f, o @)y (2) ;2eCG

olur.

F(z)= [f(t)dt, ze G
Y

fonksiyonunu tamimlayalim. Burada y, 0 ve z noktalarim birlestiren ve tiimiiyle G

iginde kalan sonlu uzunluklu bir yaydir. F, G’de analitik, G’ de tiirevlenebilir ve
F(0)=0’dir. F fonksiyonunun,

i (2)= {F(z) ; zea_
(Foy)(z);zeCG

sirekli genislemesini gozontine alahm. F fonksiyonuC °de siirekli ve smurlidir.

F (0)=F (0)=F(0)=0dr ve FZ ve E tiirevleri vardir. Her ze G i¢in F'(2)=f(z)
oldugu agiktir.  Simdi ﬁ; eLZ(E) oldugunu gosterelim. y yansimasinin K-

kvazikonform oldugunu varsayalim. Bu durumda ; hemen her yerde tiirevlenebilir

bir K-kvazikonform doniisiim olacagindan, k= E — i olmak tizere, hemen her yerde
+

|7z
Yz

V)
Yz

<k<«l

olur. y’nin jakobiyeni J)=ly,*~Iy - |* < 0 oldugundan,



571
1
Nl do, < 3 I |J(J’)| do, =
1-k“ cG

Vs

z

1
1-k?

it |v;| dow= [ |1-
CG CG

Hdog
G

1
= —k?alan(G) <

bulunur. F G’de analitik oldugundan her zeG igin 13; =0 olur. Ayrica I' egrisinin 2
boyutlu Lebesgue 6lgiisii sifir oldugundan

ﬂ|§2‘2 dGz =0
G

elde edilir.
[ dou= 1 [Ff dou= 1|, e)v;[ do= [1[F, 00 ;[ do.
C CcG CG CG
= 0@ |y;[ do. < —— 1 f@)H0) do
CG 1-k“ cg
- P does M dog= M atan(G) <
1-k% G 1-k*G 1-k?

oldugundan F; eLz(E) olur. Burada M=max{ ]f (g)| ceG } olarak alinmigtir.

Merkezi 0, yarigap: r olan ve G’yi kapsayan bir disk alalim. Cauchy-Green

formiiltiinden, |z|]< r bigimindeki her z igin

~ 1 F 1 E
)=t | 28qc-L 5 gq,
2 |d=r6=2Z ~ Tl G—Z
yazilabilir. Buradan, her zeG i¢in
~ 1 F 1 E
fiz)=F, = — | (g)zd —~ [| —*—do,
Mg (g-2)° T Tidsr(5-2)
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elde edilir. ge CG icin ?E= Fyoy) Yo ve g €G icin ﬁa= 0 oldugundan, her zeG

i¢cin
1 F(¢) 1 (F, 2 y)y;
f(z) = dg—— —*do
@ 2w lslj=r(€*z)2 i wqgr}e c-2° °
1 F(o) de- 1 (fe Q) y; ¢ 4
i (g-2)? T Tlydsbe -2
A\~
1 Fo) 1
im dc| £ lim — max|F(c)|— [|d =
r——)ooIZTCi Id=r (G — Z)2 : 1o 27 Ig—r (Q)‘ Il Gl

olur. Ciinkii r yeterince biiylik oldugunda —;—S | ¢ —z] esitsizligi saglanir.

Ayrica r—o0 igin {¢:|¢g[< 1}—>C oldugundan, her zeG igin

” (= 3))

Tce (g— z)

y-(9)do,

elde edilir. Fakat, I" mn 6lgiisii sifir oldugundan, son esitlik

fo
U G o)) y)(G)

CGGZ

y:(©Qdo,, zeG

halini alir.

Bu teorem Belyi tarafindan ispatlanmigtic. Daha sonra bu integral gsterimi

Batchaev tarafindan agagidaki sekilde gii¢lendirilmistir [8].

1.4.7 Teorem: G, siur kvazikonform bir egri olan, sinirli,basit baglantili bir
bolge, 0€G ve f, G’de tanimli bir fonksiyon ve y 6G’ye gore bir dogal kvazikonform

yansima olsun. Bu durumda,

11



II Eo)©Q)

e g (g)dog,zeG
TG (5-2)°

olmasi i¢gin gerekli ve yeterli kosul feL(G) olmasidir.
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2. FABER POLINOMLARI VE FABER SERILERIi

Bu boliimdeki bilgiler [6], [10] ve [15] numarali kaynaklardan alinmugtir.

Bu béliim boyunca, E, en az iki noktadan olusan, simrl ve basit baglantihi bir
kontinyum olacaktir.

2.1.Faber Polinomlari ve Genellestirilmis Faber Polinomlar

w=® (z), CE bolgesini CD blgesine ® (=00 ve @'(e0)=lim 250

Z—w 7

kosullar altinda resmeden konform doniigiim olsun. ®'(e0) = lim M=a olmak

z—>>o  Z
tizere, ® fonksiyonunun co noktasindaki Laurent agiliminin
w=®(z)=az +a, + 81 a—“zl + ...
z Z
bigiminde oldugunu biliyoruz. n=0,1,2,... i¢in,
[0@] =[az+ag + =2 + 22 + ]
Z Z2
pb®  p@
= a"z" + b 2] T L N O e R
n 7z 22

esitliginin polinom kismim Fy(z) ve geri kalan kismim da —Hq(z) ile gosterelim.
Fu(z) n. dereceden bir polinomdur. Bu agilim c’un bir komsulugunda yani [z|>p ve
p’nun yeterince biyiik oldugu durumlarda gegerlidir. Fakat [® (2)]" ve Fy(2)
fonksiyonlan biitiin ze CE noktalar1 i¢in tanimli olduklarindan Ha(z) fonksiyonu da
CE bolgesinde taniml1 ve analitik olur. O halde her zeCE igin,

[@(2)]" =Fu(z) - Hu(2)
olur. Dolayisiyla, her ze CE igin

Fu(2)=[® (2)]" +Hi(2)

ve

13



Hi(2) =Fu(2) - [® (2)]"

esitlikleri saglanir.

2.1.1 Tanm: Fy(z) polinomuna E kontinyumunun n. dereceden Faber
polinomu denir.
2.1.2 Teorem: R>1 olmak iizere, her zeEy i¢in

[@(g)]“

er G-z

Fu(z) =

ve her ze CEg igin

Hy(2) = .[ [(I)(c.,)]

—Z

olur.

Ispat: zeFRr alalim. H,, CEg bolgesinde analitik oldugundan, smirsiz
bolgeler i¢in Cauchy integral formiiltinden,

L 5O pye)=0
2nir, ¢-z
olur. Buradan,
Ll 1 BO-HO, 1 (EQ, H© 4
gl ] dg=—] [ ——
mr, ¢—Z 271:11~R ¢—Z 27, g—z 27|:11~R ¢—2

=—2—IF 19 4 ~Fy(o)
TCII‘R C—Z

elde edilir. Simdi ze CE_R_ alalim. Smirsiz bolgeler i¢in Cauchy integral

formiiliinden

H
Hn( )__2 .[ (G)
T, 6-2

olur. Buradan,

=L [ BQ-[loof . __1 RGN I 1C)

2mi r, G—z 2, ¢z 2mip, ¢-z

l | [(I)(C_,)]

2m1~R ¢—z

14



elde edilir.

® doniiglimiiniin tersini ¥ ile gosterelim. c¢= 1 olmak iizere, ¥
a

fonksiyonunun [w|>1 bolgesindeki Laurent agiliminin

c_ c_
Zz=¥Y(W)=CcW+ Cy + —& + —2 4 ...
w w2

bi¢iminde oldugunu biliyoruz.
Fa(@) =[® @)]" + Hu(2), zeCE esitliginde z = ¥ (w) yazarsak,
Fal ¥ (W)] =W+ HL[¥ W] =w" + Snd®w™ | jwis1
k=1
elde edilir.

df(n) katsayilarina Grunsky katsayilar1 denir [6, s: 43].

m— n
R>1 ve zeERp olsun. €>0 olmak iizere Fy(z) = 1_ | [(D(g)] dg
omir,, $=7

oldugunu biliyoruz. Bu egitlikte ¢ =¥ (w) doniigitimii yapilirsa

_ 1 w ¥'(w) —_—
Fu(z) = = |w|=jR+8 _—_‘P(W) ~, dw ,ze Eg

w¥'(w)

elde edilir. ze Eg oldugundan
Y(w)—-z

fonksiyonu [wl>R bolgesinde analitiktir.

Son esitlikten goriildiigii gibi Fu(z) Faber polinomlar %(KP)LW)— fonksiyonunun <
W) —z

noktasindaki Laurent agiliminin Laurent katsayilaridirlar. O halde ze E; ve [wp>R

icin
w¥'(w) _ °z°: F. (2
YW)—z =0 w@
ya da

P'(w) 2 F,(2)
\IJ(W) -z n=0 wn+1

olur. Ayrica bu yakinsama [w|>R bolgesinin kompakt altkiimeleri iizerinde mutlak
ve diizglindiir.
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R>1 olmak iizere CEI bolgesinin CD bolgesine konform doniigtimii

W= Yl{—d)(z) olacagindan, ﬂ kontinyumunun Faber polinomlar1

! Fu(z)

n

Fuo(zR) =
olurlar.
Simdi Faber polinomlarina birkag 6rnek verelim.

2.1.3 Ornek: E={zeC : |z| < 1} kontinyumunu gozoniine alalim. CE

bélgesinin [w|>1 bolgesine, O(0)=c ve lim ®)
z—>o Z

>0 kosullan altindaki konform

dontisiimii ®(z) =z doniigtimiidiir. Her n dogal sayis1 i¢in

[0@)]" =z"
oldugundan
Fn(z =Zn

olur.

2.1.4 Ornek: E=[-1,1] olsun. E kontinyumunun digmnin |w|>1 bdlgesine

D(0) =0 ve lim ®@)

Z—0 7

w= 0(z)=z+Vz? -1

doniisiimiidiir. Karek6k fonksiyonunun

> 0 kosullarim1 saglayan konform déntisiimii

. z? -1
lim =1
Z—>0 z

kosulunu saglayan dalint segelim. @ fonksiyonunun tersi
z=Y(w) =l(w +i)
2 w

olur. R>1 olmak iizere,

w¥'w) _ 2 F,@)

, ZE a , [WI>R
YW)-z =0 w

oldugunu biliyoruz. Buradan,
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2_ [v o] o0
wiol _ 2R@_, 2FE)
w2 —2zw+1 1n=0 w" n=1 w?

bulunur. t=—1- denirse, [t| <1 ve
w

1-t2 @ o
2————'=1+ >t Fn(Z)
t° -2zt +1 n=l1

elde edilir.
Ote yandan T.(z)=cos(n arccosz) (n = 0,1,2, ...) biciminde tanmh
Chebyshev polinomlari igin

1-12

L =Ty@ 423, @) , <]
t° -2zt +1 n=1

agihm gegerli oldugundan [15, s:36], Fo(z)=To(2)=1 ve n=1 igin Fy(z)=2Tx(z) elde
edilir.

2.1.5 Ornek: R>1 olmak fizere, biiylik yari ekseni %(R+%), kiigiik yart

ekseni %(R - %) ve odaklar1 £1 olan elipsin i¢ bolgesini G ile gosterelim.
E =[-1,1] kontinyumunun birim diskin disina konform doéniigiimiiniin
w = O(z) =z++z? -1 oldugunu biliyoruz. &G elipsi CE bélgesinin I'r seviye

¢izgisidir ve G=Eg’dir. Bu nedenle G kontinyumunun Faber polinomlari, E’nin
Faber polinomlari Fy(z)’ler olmak lizere

Fu(z,R)= L F,(z)
R n

olurlar. Yani, Fo(z,R)=F((z)=1 ve n>1 igin F,,(z,R):inTn (z) olur.
R

® ve ¥ yukandaki gibi olsunlar. g, g()>0 kosulunu saglayan ve CE

bolgesinde analitik olan bir fonksiyon olsun. Bu durumda n= 0, 1, 2, ... igin
g(z) [(I)(z)]n fonksiyonunun o noktasinda n. dereceden kutbu vardir ve bu nedenle

oo’daki Laurent agilimi, g(e0)=b olmak {izere

p® p@
g@[e@=ba"Z +b® 27" + . +bPz+ bl + ?1 P22
YA
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bi¢iminde olur.
g(z) [(D(z)]n fonksiyonunun oo’daki Laurent ag¢iliminin polinom kismim

Fn(z,g) ve geri kalan kismim1 da —Hp(z,g) ile gosterelim. Fy(z,g) n. dereceden bir
polinomdur. Bu agilim «’un bir komsulugunda gegerlidir, fakat Fp(z,g) ve

g(2)[0(z)]" fonksiyonlari bitin CE bolgesinde tammh olduklarindan Hy(z,g)
fonksiyonu da CE bolgesinde tanimlidir. O halde her ze CE igin
8(2)[0(2)]" = Fulz.g) - Hu(z.8)

Fu(z.8) = g(@) [0(2)]" + Hu(z.g)

ve

Hu(z,8) = Fu(z:8)- @ [0@)]"
esitlikleri gegerli olur.

2.1.6 Tammm: Fy(z,g) polinomuna, E kontinyumunun g fonksiyonuna gére n.

mertebeden genellestirilmis Faber polinomu denir.

2.1.2 Teoremin ispatindaki yontem kullamlarak asagidaki teorem
ispatlanabilir.
2.1.7 Teorem: R>1 olmak iizere, her zeEy i¢in,

21' 6 [og]" &
il C—Z

Fi(z,g) =

ve her ze CE i¢in

L8 [o@)]" i

Hll(zag) =
2nip, 6-2

olur.

R>1vezeEg olsun. &>0 olmak {izere

L eeleol
c—z

Fa(z.8) =7

l_'R+s.

oldugunu biliyoruz. Bu esitlikte ¢=¥(w) doniisiimii yapilirsa
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1 w" g[¥wW)]¥'(w)
) ke ¥OO-z

ve buradan da, [w|>R i¢in g\[:;(w))]‘l’ W) fonksiyonu analitik oldugundan
z
g¥w]¥' ™) _ 2 Fa(zg)

W(w)—z =2 Y ,zeEgp , [WP>R
- oo

agilimi elde edilir. Buradaki yakinsama, [w]>R bolgesinin kompakt altkiimeleri

{izerinde mutlak ve diizgiindiir.
2.2 Faber Polinomlarinin Baz: Asimptotik Ozellikleri

2.2.1 Teorem: Fy(z)’ler E kontinyumunun Faber polinomlar1 olmak {izere,
her zeE i¢in
1
limsup| F,(z) ln <1
n—»oo
olur.
ispat: zeE olsun. £> 0 olmak lizere
1 o))"
re= - [ 1200
ZL F1+E C" -
oldugunu biliyoruz. Buradan,

el |[ ©F| 1+5)"
I dg | < —ldd = ldg|
g z l+e IC_', ZI 211: l+ IC’ Zl

[Fa (@] = l

elde edilir. I3, egrisi kapali ve E kiimesi kompakt oldugundan aralarindaki
d(T.¢ .E) uzaklips sifirdan bityiiktiir. Ayrica ¢ € I3, ve zeE oldugundan
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( l+s’E)Slg-z|

olur. Bu nedenle,

1 1 1
IFn(z)Is—z—n(l+s) mridgl —--2—7;(1+8) ( —5 I(T,,)
olur. c(¢g) = 11 I(I',.) denirse
2 d( 1+e? )
[Fa(2)| < c(e)(1+8)"

ve buradan da
1 1
Fa@)|™ < [e(e)]™ (1+e)
elde edilir. Buise

1
limsup |[Fa(z)|® < 1+¢

n—yw

oldugunu verir. & —0 olursa,

1
limsup [Fa(z)|® <1

n—w

elde edilir.

2.2.2 Teorem: Fy(z)’ler E’'nin Faber polinomlari olsunlar. 1<r<R olmak

tizere, her ze CER ve her n dogal sayisi igin

Fu@) = [0@)]" +0G")

olur.
Ispat: Her zeCEy icin
H(7) = I[<1[>(s)]
-z
oldugundan,
[ Ok d

= IG g
olur. CEg kapali ve I', kompakt oldugundan aralarindaki uzaklik sifirdan bityiiktiir.
Ayrica zeCEg ve ge I, oldugundan

|¢—2]2 d(CER,I}) = d(Tr,I})
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olur. Buradan,
1

r" 1 "
Hyz)|< - ———[ldd = = ————I(T
@) <50 d(rR,rr)I{l 9= a4
bulunur. c(R,r) = —L—;—I(F,) denirse,
2n d(Iy, 1)

| Ho(z) | S cR,) 1
yani

Hn(z) = O(rn)
elde edilir. Buise

Fo(z) = [0(2)]"+ 00"

oldugunu verir.

2.2.3 Teorem: Fy(z)’ler E’nin Faber polinomlar olsunlar. Her zeCE i¢in

. Fn+1 (Z) -
It -

olur ve yakinsama CE’nin kompakt altkiimeleri {izerinde diizgiindiir.
Ispat: 1<R olmak iizere bir ze [y alalim. r sayisim 1< r< R olacak bigimde

segelim. Bu durumda, her n dogal sayisi igin

Fi(2) = [0@)]"+ 01"

oldugundan,
n+1 n+l n
+ 1+0 d O r -0 !
Fou (@ _[0@] ‘+0(r““)=q><z)_+ & )_=(I>(z) 1+ Qo) G
F,(2) [o@)]" +0¢™) 140 ™ ) Lol i )
Rn Rn
—0(2) + O(-)
Rn
olur. Buradan

im M =®(z) ,zelr
n—>w Fn (Z)

elde edilir. Her zeCE i¢in ze I'y olacak sekilde bir R>1 sayis1 bulunabileceginden,
her zeCE igin
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. Fa(2)
e @

elde edilir.
2.2.4 Teorem: Fy(z)’ler E’nin Faber polinomlan olsunlar. Her zeCE i¢in
1
lim |F, (2)|n =|0(2)]
n—o0

olur ve yakinsama CE’nin kompakt altkiimeleri tizerinde diizglindiir.
Ispat: R>1 olmak fizere bir ze Iy alalim. Bu durumda, 1<r<R olmak , iizere

Fo(z) = [0(2)]" + O(") oldugunu biliyoruz. Buradan,

Fu(@) = [02)]" + OG") =[<1>(z>]"[‘ ool ]" [ <>][ o }

[o@]" OR")
rl’l
=@ [l + O(En—)]
elde edilir. Bu esitlikten
F, (z "
5@ ol
[o(2)] R
esitligi, buradan da
n
i(_z_)_ E, l < cr__
o] R"
ve dolayisiyla
n n
1-cl < |F (Z)| <l+c—
R" R" R"
n n

oldugu gikar. c;(R)=1- c— ,0R)=1+ c—— denirse
R" R"

ci(R) R” < [Fo(2)] € 2(R) R

esitsizligi elde edilir. Buradan

1 1 1
e R)aR<|F, @0 <fc, LR

ve bu nedenle

1
lim | F, (2)[a =R =|0(z)|
n—>w
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oldugu ¢ikar. Her zeCE igin zelR olacak sekilde bir R>1 sayist
bulunabileceginden, her zeCE i¢in

1
lim | F, (2)[a =|0(2)|
n—w
elde edilir.
Genellestirilmis Faber polinomlar: i¢in de aym asimptotik dzelliklerin gecerli
oldugu benzer yontemlerle gosterilebilir.

Fn(z,g)’ler E kontinyumunun g fonksiyonuna gore genellestirilmis Faber
polinomlar: olsunlar. Her zeE igin

1
lim sup an (z, g)IH <1,

n—w

1<r<R olmak iizere her ze CEg i¢in

Fu(z.g) = g@) [0@)]" +0G")

ozellikleri saglanir. Aynca her zeCE igin

o F,(z8)

ve

1
lim |F, (z,g)n =|0(2)
n—>w

esitlikleri gegerli olur.

2.3 Faber Serileri ve Genellestirilmis Faber Serileri

2.3.1 Tanmm: F(z)’ler E kontinyumunun Faber polinomlar1 ve Fy(z,g)’ler E
kontinyumunun g fonksiyonuna gore genellestirilmis Faber polinomlar: olsunlar. (cp)

bir karmagik say1 dizisi olmak iizere § ¢, F, (z) bigimindeki serilere E kontinyumuna
n=0

[+ o]
gére Faber serileri, Y .c, F,(zg) bi¢cimindeki serilere de E kontinyumuna gore
n=0

genellestirilmis Faber serileri denir.

2.3.2 Teorem: (c,) bir karmagik say1 dizisi ve Fy(z)’ler E kontinyumunun
Faber polinomlar1 olsunlar. Eger
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= 1
limsup|c =—<l
msupealn =R

ise, %ann (z) Faber serisi, Er bolgesinde mutlak yakinsak, Er’nin kompakt
n=0

altkiimeleri tizerinde diizgilin yakinsak ve CE; bolgesinde 1raksaktir.

1
ispat: limsuplc,|n =—lli oldugundan, her & >0 igin 6yle bir N dogal sayist
00

n—>»
vardir ki, n>N igin
-~ 1 1+eR
caln <= +¢&=
R R

eR 2
olur. g¢ = TR

denirse, n>N igin

1 1
Icnn<

R-—g
elde edilir. 1<r<R olsun. 2.2.4 Teoremin ispatindan her ze I', igin
ai(r) 1" < [Fp(2)| < ax(r) "
oldugunu biliyoruz. & sayisim 1< R—¢g; olacak sekilde alalim. Bu durumda, n=N

icin
3 n
|caFn(2)] < ax(r) ( J
R-¢ 0
olur.
q= denirse, 0<q<1 ve her ze I, i¢in
R- €

|eaFn(2)] < ax(r) ¢
elde edilir. Her zeEgr-E igin zel, olacak sekilde bir re(l,R) sayisi
bulunabileceginden bu esitsizlik her ze Ex—E igin gegerli olur.
E kompakt oldugundan ECE—r olacak sekilde bir re(1,R) sayis1 vardir. her
ze€E i¢in

= -1 1200 g
mr ¢z

oldugunu biliyoruz. Buradan,
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[Fa (@) <

elde edilir. € sayisi1 r< R—g olacak sekilde segelim. p = denirse, O<p<1 ve

her ze€E i¢in

leaFn(z)] < c(r) p°

olur. 3 e Fy (2)] serisi, oZo‘,q“ serisi yakinsak oldugundan her zeEz—E i¢in,
n=0 n=0

ozojpn serisi yakinsak oldugu i¢in de her z€E i¢in yakinsaktir. O halde ozojann (z)
n=0 n=0

serisi Eg lizerinde mutlak yakinsaktir.
F, Er’nin kompakt bir altkiimesi olsun. Bu durumda Fci olacak sekilde

bir 1<ro<R sayisi vardir. ro<r<R olmak {iizere, her zeF i¢in

1 fe@r

71711“‘_ C—Z

Fu(2) =

oldugunu biliyoruz. F ve T, kapali olduklarindan her zeF ve her ¢ eI, i¢in
lc—2=d(T;,F)>0

olur. Buradan her zeF igin

1 IT)

mar.E O

[F. (2)| <

- . .. eR?
elde edilir. Bir €>0 iging, = TveR
+€

diyelim ve & sayisim r<R-g, olacak sekilde

1 1
segelim. limsup|c,|n 1 oldugundan, n>N igin [c,|n < 1
n—w R R ~gg

olacak sekilde bir

N dogal say1s1 vardir. Bu ise, n>N i¢in ve her zeF igin

n n
a ] c(r) oldugunu verir. M, = [R d J c(r) denirse,

012

[o o] 0
> M, serisi yakinsak olacagindan Weierstrass-M testi geregince > c F,(z) serisi
n=0 n=0

F tizerinde diizgiin yakinsak olur.
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ze C]_E—R— olsun. Ro=|®(z)| denirse, Re>R ve ze Iz  olur. Bu durumda

bi(Ro)Ro" <[F, ()| <52 (Ro)Ro"

1
oldugu bilinmektedir. limsup |cn|H =% oldugundan, her €>0 i¢in (c,) dizisinin

n—»o0
1
Cn, | > L2128 lacak bigimde bir (cq, ) alt dizisi vardir. & =—1—7
(1—€R)
denirse
. i>1-—sR_ 1
M R R+g

olur. € sayisini, R +¢&; <R olacak sekilde segelim. Bu durumda,

b R ny ng
Fnk(z)|>—M—b (Ro)( ]
(R+g;)"% R+e
Ry )©
elde edilir. >1 oldugundan Z ( J serisi 1raksak olur. Buradan
R+ 81 k=0 R+ €

E c,F,(z) serisinin iraksak oldugu ¢ikar.
n=0

2.3.3 Teorem: G basit baglantili ve sinirh bir bdlge ve T' = G analitik bir

egri olsun. Bu durumda G bolgesinde analitik olan her f fonksiyonu G
kontinyumunun Faber polinomlan serisine agilabilir ve bu agihm G’nin kompakt
altkiimeleri {izerinde mutlak ve diizgiin yakisaktir.

Ispat: T analitik bir egri oldugundan, ® konform déniisiimii G’nin igine
belirli bir yere kadar analitik ve birebir olarak genisletilebilir. ® konform doniigiimii

belirli bir 0<p, <1 i¢in cép_o bélgesinde birebir ve analitik olur. Bu durumda, ¥

fonksiyonu |w| >p, bolgesinde o« noktasi diginda analitiktir ve oo’da basit kutbu

vardir.

f, G’de analitik bir fonksiyon ve zeG olsun. p, <p<l ve ze G, olacak

sekilde bir p sayisi vardir. Bu nedenle

1 £ P'(w)
f(z) = o 119 zd 2m Ipf(‘P( W) ———— Fw) -z
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olur.
P'(w)

zeG, ve |w| 2p ig¢in ¥ fonksiyonu analitik oldugundan, ————
Y(w)-z

fonksiyonu [w| >p i¢in analitik olur. Ayrica

1 W' (w)
@)= o |W|I=p Yw—z "

oldugundan, |[w| 2p igin

1 ¥w) V) _2R@
olur. f(z) = = lwLpf(‘l’(w)) Fw) 2 dw ve e Y |w| =p

esitliklerinden,
1 ) 4

2 |w|=p wn+1

an(f) =
olmak tizere
)~ Sa,(DF,(2)

yazilabilir.

ze Gpoldugundan zea; olacak bigimde bir py <1y <p sayis1 vardir.

) <1 <p olmak iizere

Fuey= L 2O 4

2miyp ¢-z

esitliginden
[Fa(2)| < o) 1"

elde edilir. |w|2p icin,

[F (z)| c(r)r” c(r) (ijn
p

' Wn+1 l n+1 p

n
@(iJ serisi yakinsak oldugundan, Weierstrass-M testi
n=0 P \P

geregince Z n( )
n=0 w"

oldugundan ve

serisi [w| =p i¢in diizglin yakinsak olur.
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O halde,

¥'(w) n()
f(z)—;ﬁ—l- Ipf( ) g —z 2m| IIpf(\P( w)l z law
- $Rel 5 | B )= $2,0R6
n=0 |w| =p W n=0

bulunur.

f(z) = Z an (f)F,(z) yakinsamasimn G’nin kompakt altkiimeleri tizerinde

n=0
diizgiin oldugunu gosterelim.
F, G’nin kompakt bir altkiimesi olsun. Bu durumda Fc G_ro olacak sekilde bir

ro<1 sayis1 vardir. ro<r<l olmak iizere her zeF i¢in

oldugundan ve F ile I', kapali olduklarindan, her zeF igin
[Fa(z)| < d(r) 1"
elde edilir.
r<R<1 bigiminde bir R sayis1 alalim. Her z€F i¢in zeGg olur. Bu durumda,

her zeF i¢in

1 f(o) 4 1 P'(w)
)= 2 5 e

oldugundan ve
Y'(w F,(z
(w) Z (z)

W)z aowr S

acilim diizgiin yakmsak oldugundan, her zeF igin,
Y(w
anl®= 5o | 20w

2mi |w=R wh

olmak tizere f(z)= OZO‘, a,(f)F,(z) olur. M=max{ lf (z)| A= 61; } olarak alinursa,
n=0

M
|an(f)| SE;

olacagindan, her n dogal sayisi1 ve her zeF igin
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n
r

lan(DFa(z)l<d(r) M (EJ

oo T n
olur. Y d(r)M [E) serisi yakinsak oldugundan Weierstrass-M testi geregince

n=0

0202 a, (f)F, (z) serisiF tizerinde mutlak ve diizgiin yakinsak olur.

n=0

an(f) katsayilarina, f fonksiyonunun G kontinyumuna gore Faber katsayilari
denir.

Bu teorem genellestirilmis Faber serileri igin de gegerlidir :

g fonksiyonu CG_p: bolgesinde analitik, g(0)>0 ve her ze CG_po icin g(z)# 0
olsun. Bu durumda her zeG i¢in

1 f(¥(W))
2 |w]=p g(F(w)) w"*!

an(f,g) =

olmak iizere f(z) = % a, (f,g)F,(z,g) olur ve bu agilim G’nin kompakt altkiimeleri

n=0

iizerinde mutlak ve diizgiin yakinsaktir. a,(f,g) katsayilarina, f fonksiyonunun G
kontinyumuna gére genellestirilmis Faber katsayilar: denir.

2.3.4 Teorem: E’de analitik olan her fonksiyon E’nin Faber polinomlar
serisine agilabilir ve bu agilim E iizerinde mutlak ve diizgiin yakinsaktir.

Ispat: f, E’de analitik bir fonksiyon olsun. E kapali oldugundan f
fonksiyonu E’yi kapsayan belirli bir bolgeye analitik olarak genisletilebilir. Bu
durumda f fonksiyonu belirli bir R>1 i¢in Er bolgesinde analitik olur.

1<p <R bi¢iminde bir p sayisi alalim. Her z€E i¢in

L IO gL | sy —W) g

f —
@ = T G2 2 i (W) -z

olur. Ote yandan, zeE ve [w]2p igin

Y'w) = F@
Y(w)-2z - 0 Wit

agilimi1 w’ye gére diizgiin yakinsak olacagindan,
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1. I f("PE:?:I)) dw
271:1]“,':,, W

an(f) =

olmak iizere, her z€E i¢in f(z) = i a,(f)F, (z) olur.
n=0

M = max{|f(z)|:ze .E—p} denirse, katsayilarin yukaridaki ifadesinden her n ve

her zeE i¢in
M
|an(f)] < Y
p

esitsizligi elde edilir.

1<r<p bigiminde bir r say1s1 alalim. Her z€E i¢in
1 Jof
Fn(Z) = — j[_ﬂ dc-,
27y, ¢—z
oldugundan,

[Fa(2)| < c(r) "

olur. O halde her n dogal sayis1 ve her z<E igin
r n
lan(f) Fn(z)| < c(r) M (EJ

r

olurr. 3 c(r)M(
n=0 P

n
) serisi yakinsak oldugundan Weierstrass-M testi geregince

io) a, (f)F, (z) serisi E iizerinde mutlak ve diizgiin yakinsak olur.

n=0
Aslinda, OEo‘,an(f) F,(z) serisi yalmz E iizerinde degil, Eg bolgesinin her
n=0

kompakt altkiimesi iizerinde mutlak ve diizgiin yakinsaktir. Gergekten, F Egr
bolgesinin kompakt bir altkiimesi ise, Fc:E_r olacak sekilde bir r € (1,R) sayis1
vardir. r<p <R bi¢iminde bir p sayis1 alalim. Her z€E igin

Fw _ 3 F,(2)

Y(W)-2z noo wi’

w|=p

ag1limi diizgiin yakinsak olur. Bu nedenle, her zeF igin
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1 fo) , 1 ¥'(w)
= 5] o2 %2 L T 2

=2LIII [ fCP(w ))z “() law = zan(f)F (2
=p

olur. Ayrica her zeF ve her n i¢in

an(®) Fa@)| < ¢ (5]
p

oldugundan Weierstrass-M testi bu agilimin F {izerinde mutlak ve diizgtin yakinsak
oldugunu verir.

Bu teorem genellestirilmis Faber serileri igin de gegerlidir :

g, CE bolgesinde analitik bir fonksiyon ve her zeCE igin g(z)# 0 olsun. Bu
durumda, 1<p <R ve

L W)
K(f.g) =
0 ooy s W™

olmak iizere her z€E i¢in f(z) = %an(f ,2)F, (z,g) olur ve bu acilim mutlak ve

n=0
diizgiin yakinsaktir. Ayrica, Er bolgesinin her kompakt altkiimesi i¢in bu agilim
gecerlidir ve mutlak ve diizgiin yakinsaktir.
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3. AGIRLIKLI BERGMAN UZAYLARINDA
GENELLESTIRILMIS FABER SERILERI ILE YAKLASIM

3.1 Baz1 Yardime: Sonuclar

3.1.1 Teorem: E, en az iki noktadan olusan, baglantili tiimleyene sahip

smirli bir kontinyum ve ® CE’nin CD’ye ®(0)=c0 ve ®'(c0)= lim %>0

zZ—w  Z
kosullar1 altindaki konform doniigiimii olsun. Fp(z)’ler E kontinyumunun Faber
polinomlar1 ve Fp(z.g)’ler E kontinyumunun g(z)=®'(z) fonksiyonuna gore
genellestirilmis Faber polinomlar: olsunlar. Bu durumda, n=0, 1, 2, ... ve her zeC

i¢in,
|
Fu(z,g) = E Fp1(2)

olur.
Ispat: R>1 biciminde bir say1 alahm. @ doniigiimiiniin tersi ¥ olmak iizere

! o F I
Piw) _ n (2) ,ze Eg ,w]>R
Y(W)—2Z n=0 wi!

oldugunu biliyoruz. Bu esitligin her iki tarafimin w’ye gore integrali alinirsa

Y(w)—z © 1 F (z)
g_()_=_z_n_n
w n=11 w

lo , ZE a ,;W>R

elde edilir. Son esitligin her iki tarafinin z’ye tiirevi alinirsa,

1 =§: 1 Fra(2)
Y(W)—z non+1 wn+l

, ZE E{ [W>R

bulunur.

g, CE bolgesinde analitik bir fonksiyon ve g(e0)>0 ise,
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g[¥(W)]¥'(w)

¥(w)—z T ,ze Ep ,|Wwp>R
- 00 W

I
M8

aciliminin gegerli oldugu biliniyor.  Ozel olarak g(z) = ®@'(z) alnursa,
1
¥'(w)

1 _2EhGEg
¥Y(W)-z p=0 w'!

gl¥(w)]= olacagindan,

, ZE ﬂ [Wp>R

elde edilir. O halde her ze ]_El? ve her n dogal sayisi igin

1 _,
Fu(z.g) = — Fp+1(2)

olur. Her zeC igin zeEg olacak gekilde bir R>1 sayis1 bulunabileceginden bu esitlik

her ze C i¢in gegerli olur.

3.1.2 Sonu¢: g(z) = ®'(z) durumunda, her n dogal sayisi ve her zeCE igin

| QR
Hy(z.g) = E Hp11(2)

olur.
Ispat: Her zeCEven=0,1,2, ... i¢in

Fu(z.g) = @ [0@)]" +H, (z.8)
oldugundan,

Fu(z8) = ¥'(2) [0@)]" +H,(z.8)
olur. Ayrica,

Fr1(2) = [0@)]" +H iy (2)
oldugundan,

1

' —d' n _1__ !
——Fu(2)=0@) [e@I" + —Hyu (@)

esitligi saglanir. Fy(z,g) = Ll F;,1(z) oldugundan
n+

E, (2.8) = 0@ [0@] +—— H}\i ()
n+1

olur. Bu esitlik ve Fp(z,g) = @'(z) [(I)(z)]n +H, (z,g) esitliginden
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1
Hu(z,8) = - n+1(2)

elde edilir.

3.1.3 Teorem: g(z) = ®'(z) durumunda, a;’lar g[‘P(w)] fonksiyonunun

|w|>1 bolgesindeki Laurent katsayilar1 olmak iizere, her n dogal sayisi i¢in

Fa(¥(w), g) fonksiyonu

oo
oy ta, wta, + YdowS

s=1

Fo(¥(w), g) = agw" +a;w » [wi>1

bi¢iminde bir Laurent agilimina sahiptir.
ispat. Fuu(@) = [0@)[]""' +H,,,(2) esitliginde z = ¥(w) doniisiimii
yapilirsa,

Fpat (F) = W™ 4 T+ D bEDw™ | jwip1
k=1

elde edilir. bg’“)’ler Grunsky katsayilandir. H_ ., (¥(w)) = 1?;)l(nﬂ) bf(n“)w"k
esitliginde w = ®(z) yazlirsa
Han()= S+ Db o]
bulunur. Buradan
Hyn(@= S b Do o'
ve buradan da
Hiz0) = — Ha (@)= —0'@) Zkb o)}
elde edilir. Burada yeniden z= W(w) yazilirsa

H, (¥(w),g) =-—(—) ;kb(’”‘) , [wi>1

bulunur. Fu(z,g) = ®'@)[@@)]" +H,(zg) esitliginde z = ¥(w) yazlir ve

H, (¥(w))= ——(3 Z k b(n+1) 1 esitligi kullamlirsa
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1 1 & @) k-1
Fo(P(w),g)=——wW"———3 kb ’w , [wi>1
A T M T et ™

elde edilir.

1
F'(w)

g[‘I’(w)] = fonksiyonu |w|>1 bélgesinde analitik oldugundan

g[‘l’(w)]W%T) = éoak w™, w1

Laurent agilimina sahiptir. Buradan [w[>1 i¢in

1 n _ < n-k _ n n-1 < n-k
—— W' = Ya W o =3,W +a;W  +..+tap  WHap+ Yagw
\P (W) k=0 k=n+1

Ve

1 3 +y k-1 _ D -k
— kb Dw k1= ve w
Y'(W) k=1 k k= k

oldugu ¢ikar. Son iki esitlikten

H, (¥(w),g) =~

-1 < n-k , < -k
+..ta,gwWHa, + Yagw  +2C W

k=n+l1 k=1

Fp (F(W),g) =agw" +a,w"

0
—agw" +a, w4+ L ra, wrayg+Yd, w w1
s=1

elde edilir.

3.1.4 Lemma: G, K-kvazikonform simira sahip siirh bir bolge olsun. Bu

durumda, derecesi n’yi agmayan her P polinomu i¢in

, e n1+k
1Pl < =517l
olur. Burada, k=—— vec, G kontinyumunun kapasitesidir [9].

K+1

3.1.5 Lemma: F,(z)’ler E’nin Faber polinomlari olsunlar. Bu durumda

| Fallg =r;1:1]§<|Fn(z)|SAn“ ,n=0,1,2, ...

olacak sekilde A>0 ve a.e (0, —;—) sabit sayilar1 vardir [10].
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3.1.6 Teorem: G, kvazikonform sinira sahip siurli bir bélge ve @ ,CG *nin

Cﬁ’ye D(e0) =0 ve O'(0) >0 kogullarim1 saglayan konform déniigiimii olsun. G
kontinyumunun g(z) = ®'(z) fonksiyonuna gore genellestirilmig Faber polinomlarini
Bun(z)(m=0,1,2,...)ile gosterelim. Bu durumda her zeG i¢in

E B (2) Wi
m=1 m+1

serisi D lizerinde analitik bir fonksiyon tanimlar.

olsun. Fp(z)ler G

Ispat: G’nin simun K-kvazikonform ve k= K-l

K+1

kontinyumunun Faber polinomlari olmak tizere B, (z) = %F{n +1(2) oldugundan
m+

BL(2)= 1 ——Fp41(2) olur. 3.1.5.Lemma geregince

|| Fm+llla = max [Py (A <A@ +D* @=0,1,2,..)

olacak gekilde A ve a <% sabitleri vardir. G kontinyumunun kapasitesi ¢ olmak

iizere 3.1.4 Lemma ve son esitsizlik kullanilarak

, e (m+D e (m+1DH- o
| Fnaa (Z)”G =K f” Finu1 "6 ok ¢ A(m+1)
esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlik ve 3.1.4.Lemma kullanilarak
1+k
" € m '
" Fra “G > 2k " | "G =2k bk (m+ l)l+k (m+D*
ez A(m+1)2(1+k)+0. <—§2——A(m+1)5
T 52k 2 T 52k 2
o2
esitsizligi bulunur. Buradan, d = T ¥ ——— A olmak iizere, her zeG igin
2
B! Fr.((z
I m(Z)l _| m+1( )| Sd(m+1)3

m+1  (m+1)>
oldugu ¢ikar.
O<r<1 olmak iizere 5(0, r) kapali diskini géz6niine alalim. Her we 5(0, r)

veherm=1,2,... i¢in
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B;n (2) Wil

<d(m+1)3 r™*!
m+1

[+ o]
esitsizligi gegerlidir. Y d(m + 1)3r™*! serisi yakinsak oldugundan, Weierstrass-M

m=l1

020: B,m (Z) wm+1

serisi D(0,r) kapahi diski fizerinde diizgiin
m=1 m+1

testi geregince

yakinsaktir. D i¢indeki her ﬁ(wo,ro) kapali diski bir B(O, r) D kapali diski igine

o B’
alabileceginden, Y —— @)

w™1 serisi D igindeki her kapali disk fizerinde

B’
diizgiin yakinsak olur. —“‘—(—? w1 fonksiyonlarinin herbiri D {izerinde analitik ve
m+

i B'm (Z) wm+1

serisi D icindeki her kapali disk iizerinde diizgiin yakinsak
m=1 m+1

oldugundan, bu serinin belirttigi fonksiyon D iizerinde analitik olur.

o0
3.1.7 Sonug: Her zeG i¢in, Y B, (z)w™ serisi, O<r<l bigimindeki her r
m=]

sayisl i¢in B(O, r) kapal diski lizerinde diizgiin yakinsaktir.

3.1.9 Teorem: G, sinirlh ve basit baglantili tiimleyene sahip bir bdlge,
@, CG ’nin CD’ye O(w0) =0 ve O'(w0)>0 kosullarim saglayan konform doniisiimii
ve ¥ bunun tersi olsun. Bu durumda, G’nin kompakt altkiimelerinden alinan z
noktalar igin

i L do, <

Plecly-z Pw
A%

olur.
Ispat: M, G’nin kompakt bir altkiimesi ve zeM olsun. 1<Rg<co bigiminde
bir Ry sayis1 alalim.
1
4
{}[ 1 1 2dow=j]£ 1 14 2dcw=cq_) It|412dct
[ P()-z Pw ¥()-z |wl [¥(t) -7 "
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1 1 1
I do= ] dou+
b [tPEm-2* i [tPEO-2  fRe|t PRy -4
1 1 1

< do, + d
1<|t|I£R0 ®O-4 | R} |t|£{0 -4
|® (Q)l @ (<;)|
= II — If
G|g z| Ro CGg, lg zl %

8 =d(M,0G) diyelim. M kompakt ve G kapali oldugundan §>0 olur. Her

ceGg, -G icind < Ig - z| olacagindan,

@
ﬂ I—@L —1- J10'(9) o -1 [fdo, = 5 n(R3—1)<°°

_G lg ZI 84 GRO -G 84 1<t|<R0

olur. Ayrica, @' fonksiyonu CGyg bolgesinde analitik oldugundan smnirhidir ve bu

nedenle c= max{|®'(g) | : ¢€ CGy } olmak iizere,

g 126l <o

O¢
CGg, |g 2 CGg, |g z|

olur.

p=d(zIg,) diyelim. M kompakt ve I’y ~kapali oldugundan p>0 olur.

Ayrica D(z,p )< GRO oldugundan,

i | ——do= [

CGr, [g— z| " oD(zp) lo— z| l~z2p [ — z|

O¢

olur. Buradan, kutupsal koordinatlara gegilerek,
2mooy dr do 27°drde 4n

I IR s
[s-7po f— Z| P
elde edilir.
2
@I
I | (g)l4 do, <o ve || ['©)” © do, < oldugundan
Gro-G |5~ 7 CGr, |s-7*
[y doy <
"9~z Pw
w
oldugu ¢ikar.
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3.2 Agirhkh Bergman Uzaylarinda Genellestirilmis Faber
Serileri Ile Yaklasim

G, smin kvazikonform bir I egrisi olan sirh bir bolge ve 0€G olsun. @,
CG ’nin CD ye @ ()= ve @'(c0)>0 kosullarim1 saglayan konform doniigiimii
olsun. ® déniigiimiiniin tersini ¥ ile gosterelim.

g, CG ’de analitik ve g(c0)>0 kosulunu saglayan bir fonksiyon ise, G
kontinyumunun g fonksiyonuna gére Fn(z.g) (m=0,1,2,...) genellestirilmis Faber
polinomlari igin

e[ w)|¥'(w) _ 2 Fnzg)
Y(w)-z m=0 wm

, Wl>1, ze G

agilmmin gegerli oldugunu ve buradaki yakinsamanin her ze G i¢in [wp1
bolgesinin kompakt altkiimeleri tizerinde mutlak ve diizgiin oldugunu biliyoruz. Bu
boliimde 6zel olarak g(z)=®' (z) alacak ve m=0,1,2,... i¢in Fi(z,g)=Bm(z) yazacagiz.

g(z)=' (z) durumunda g[ ¥ (w)]= = lw) olacagindan

1 _ 3 Bn(2)

TP-(W)——Z—m=0 ET wp>1,ze G
olur. Bu esitligin her iki tarafinin z’ye gore tiirevi alimirsa,
1 _3$Ba®
[‘P(W)— 2]2 m=1 Wm+1

elde edilir.

feL(G) olsun. 1.4.7 Teoremden y, I" *ya gore dogal kvazikonform yansima

, W>1, ze G

olmak iizere her zeG igin
fo
H &)

neG (5-2)°

——5"y;(9)do

oldugu biliniyor.
Bu boliim boyunca y, I "ya gére dogal kvazikonform yansima olacaktr.

fo
H Eo )9

> V(9 do, ,zeG
mcG (5-2)°

esitliginde ¢=Y (w) d6niigtimii yapilirsa, her zeG igin
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f(z)——— H FEW)) v [F W] (W) ¥'(w)

o
elde edilir. Buradan,
F(E W) y; [FW)]E' W) ¥'(w)

wm+1

em(D= —— 6, ,m=1,2, ...
T

CD
olmak iizere
f(z) ~ Zlcm(f)B m(2)

yazalim,
o o]
Yem(f)BL(z) serisi, bir genellestirilmis Faber serisinin tlirev serisi

oldugundan , sadelik i¢in bu seriye de f fonksiyonunun genellestirilmis Faber serisi,
cm(f) katsayilarina da f fonksiyonunun genellestirilmis Faber katsayilar1 diyecegiz.

Bu boliimde, 6zel bir w agirlik fonksiyonu igin Zcm(f )B,,(z) serisinin

m=1

feL*(G,w) fonksiyonuna G’nin kompakt altkiimeleri iizerinde diizgiin olarak

yakinsadifim1 gosterecek ve bir Zb B, (z) serisi feL%(G,w) fonksiyonuna

m=1

|| . ”Lz (G.w) normunda yakinsiyorsa, b, katsaytlarimin f fonksiyonunun genellestirilmis

Faber katsayilar olacagim ispatlayacagiz. Ayrica, en az iki noktadan olusan, sinirli,
baglantil tiimleyene sahip bir E kontinyumu igin, R>1 olmak iizere bir fe LY(Eg,w)

fonksiyonunun genellestirilmis Faber serisinin Sy(f,z)= Zcm(f)B (z) n. kismi

m=1

toplam1 i¢in | ~S, normunda f’ye

) yaklasim hatasim, ”"Lz

(E (ER ,W)

derecesi n’yi agmayan polinomlar simifindaki E,(fEr), yaklagim derecesi ile

degerlendirecegiz.
o [Bu@)|’
3.2.1 Lemma: Y ————— serisi G’nin kompakt altkiimeleri {izerinde
diizglin yakinsaktir.

Ispat: M, G’nin kompakt bir altkiimesi ve zeM olsun.
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i B}, (2) Wi

serisinin D iizerinde analitik bir A(w, z)
m=1 m+1

3.1.6 Teoremden,
fonksiyonu tanimladigim biliyoruz. A(w, z) fonksiyonunun w’ye gore tiirevi alinirsa

Aly(w,2)= SB(2) W™
m=1
1 _ = Bu@
[Ew)-zf m=t W™

elde edilir. |w]>1 igin esitligi gecerli oldugundan, her

weD icin

Al (W,2)= $BL (@) W™ =

m=]

1 2
Y(—) - Z:| w
w
olur.

0<r<1 olsun. 3.1.7 Sonug geregince oZo)B;m(z) w™ serisi 5(0, r) kapali diski

m=1
fizerinde diizgiin yakinsak olacagindan,
2
o B (z
N |A’w (w, z)|2d<sW =y L()—l— p2m+2
D(0,r) m=1 M+ 1
olur. O halde,
2
» B (z
Ty I_m(_lr2m+2 = [ 1 do,

m=1 M+ 1 D(0,r) 2

1 2
[‘P(;) - z} w

esitligi gecerli olur.
M iizerinde

s@= |f ——do,

D 1
[‘P(—)—z] W
w

fonksiyonunu tanmimlayalim.

Her zeM igin
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1 1

S@ = 5 doy, = lin{ _H 2 doy,
D 1 2 r-l D(0,r) 1 2
Y(—)-z| w Y(—)-z| W
w w
2 Bu@)’ amiz__2 B
=lim=n Y e =g Z

r»° m=t m+l m=l m+l

ve 3.1.8 Teorem geregince || ! 5 do, < oldugundan

D ' 1 2
[‘P(—) - z] W
w

2 Bu@ _s@

m=1 m+l1 T
[Bu@f . .
elde edilir. Yani Z I serisinin M {izerinde yakinsak oldugu elde edilir.
m=l m+
Boylece, M lizerinde
B, (z
f (=B _ ¥ < [Bu@” k=1,2, ...
T m._l m+ 1

bigiminde tamimlanan (fi) fonksiyonlar dizisine Dini Teoremi uygulanarak
© | By (2)
= By @

serisinin M {izerinde diizgiin yakinsak oldugu goriiliir.
m=1 m+1

3.2.2 Lemma: w, G iizerinde bir agirlik fonksiyonu ve feL*(G,w) olsun.
I'=0G’ye gore y kvazikonform yansimasinin K-kvazikonform oldugunu

—1 olmak lizere
K+1

varsayalim. Bu durumda k =

2
< ” f ”Lz(G,w)

2
F()| -(9)| d
JLEORICOITE .

olur.

ispat: y bir K-kvazikonform doniigiim oldugundan,

’ysl l_c‘sk 1
bl

olur. y’nin Jakobiyeninin J(y) = |y | 2—| y; | 220 oldugu g6zoniine alinarak,
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-1

2
2 Y

Il FOOwr@)|p; @ dog = [ FOEI e —|—g|—2 )l do

CG CG

s

<

L oPwirien o do
1-k* cG

1
1-k2

" f ”12}(G,w)
1-k?

£|f(z)|2w(z) do, =
bulunur.

3.23Lemma: m,n=1,2,... igin

' l N =
c"(Bm)={0 ;$¢E

olur.

Ispat: Green formiili ve Cauchy integral teoremi kullamilarak ve y’nin

I ’nin noktalarini sabit biraktig1 gézoniinde bulundurularak,

1. BaOEO) y [EwW]¥w) ¥'w)
cn(Bm)=_; H_ witl do,,
Cbh

' . (Bm(y(‘P(w»)‘P'(w)} o,
T Cp awl_ Wn+1

L Ba(YM)YE) (o
27l le=1 Wn+1

L Bp¥M\¥®)

27 [w|=R>1 wht

esitligi elde edilir.

B, (¥(w))= F;‘—VS w™ +H_ (¥(w),g) oldugundan

m !
1. [ 1 dw+L_ i Hm(‘P(W),f)‘I’(W) dw
27 fw)=r>1 W 271 | w|=R>1 wh

cn(B;n) =

olur. H_ (¥(w),g)¥'(w) fonksiyonu [w| > 1 bolgesinde analitik oldugundan

smursiz bolgeler i¢in Cauchy integral formiilii geregince
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1 Hp(PW¥™)

— : 0
2mi |w|=R>1 Wn+
olur. Bunedenle
1 w™ l1;m=n
c.(B' )= dw ={ >
»Ba) =0 wjr>1 W™ 0;m=#n

esitligi saglanir.

3.24 Lemma: P, n. dereceden bir polinom olsun. Bu durumda,

+1

P(z) = nz Cq (Pp) B (2) ve m =n+2 igin c,(P) = 0 olur.

m=1

Ispat: P, n. dereceden bir polinom oldugundan

n+l ,
P(z) = kZIak By (2)

bi¢iminde yazilabilir. Buradan,

1 POOEW)) v [FwW)]¥' ) ¥'(w)

Cp(P)=—— -U_ m+1 Ow
Tcp
n-1 —
[ X2 B o) ]y [¥en] ¥ ¥'w)
= H k=l 1 dow
TP Wm+
e B (y(¥(W))) y-[F(w)]¥'(w) ¥'(W)
= Zlak[ _lﬂ_ : : m+1 dcw ]
k= Tcp w
= nila k cm (Bi( )

elde edilir. Bu esitlik ve 3.2.3 Lemma kullamlarak m=1, 2, ... , n+1 i¢in cp(P) = an
+1

bulunur. Buradan P(z) = nZ ¢y (P) By, (z) oldugu ¢ikar. Bu esitlik m > n+2 igin
m=l1

cm(P) = 0 oldugunu verir.

gz) = ®'(z) konform doniistimiinii ve I'’ya gore y kvazikonform

yansimasim kulanarak G tizerinde
1

 ls@)P

w(z)



fonksiyonunu tanimlayalim ve [[w(z)do, <o oldugunu varsayalim. Bundan sonra
G

agirlik fonksiyonu olarak bu w fonksiyonunu kullanacagiz.

3.2.,5 Teorem: Bir fel?(G,w) fonksiyonunun GZO) cn)BL(@)

m=I
genellestirilmis Faber serisi, G’nin kompakt altkiimeleri iizerinde bu fonksiyona
diizgiin olarak yakinsar.
Ispat: y yansimasimin K-kvazikonform oldugunu varsayalim.

Once feL(G) oldugunu gosterelim. 1<R< oo bigiminde bir R sayis1 alalim.

2
He@)do, = [ [a@)* )| do = [ |g(g)|2ﬂy;] —|yg|2]dcg
G CG CG

2| |2 2| |2 2| |2
< [ |e) }y;’ do. = [f_lg(c)| ‘yg‘ do. + I |g(<)] ’yg’ do,
CG Gr-G CGg
R’yi 6yle kigiik segelim ki, d(I, I’z ) <1 olsun ve 8 =d(I',Iy) aldifimizda her
ceGgr - G icin 8 < |g| < % olsun. Bu durumda, c sabit bir say1 olmak iizere

e |+[y§ I< ¢ kosulu saglanacagindan

2
I _le@ly;| =e® i le@[ldog=c? i_[ofdo,

Gr-G Gg-G Gp=G
1 2
= [ |—— [#w)do, =c? [jdo, =c*n(R? -T)<wo
I<|w|<R ¥'(w) I<w|<R

elde edilir. k= E;; ve m=max{|g(¢)| : ¢ €CGr} olmak iizere

-1
2
2 2 b4
Il le@ |y <m? i || dog=m? [ 1_% )l do
CGg CGr CGr y-
S

-1

2
yg m2 m2
<m? || 1—u I do, < —— [[ J(»)|do, =——[[do,
cG |ygl 1-k“ cg 1-k“ G
2
=2 alan(G) <o
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bulunur. O halde H|g(y(z))|2dc , <o olur. Holder esitsizligi kullamlarak,
G

1
f(z)|do, = [f|f —— do,
g [f(2)do, g [f(2)||e(r(2)| RO@) c

1

1 2

lg(y(2))|

~ 1
2
<! e —— doz} [mg<y<z»|2doz}
_G G

1 1

i 2 2 2
-| e weorco, | ecierras, |

LG G
esitsizligi elde edilir. Bu egsitsizlik, [f |g(y(z))|2dcsZ <o esitsizligi ve feLX(G,w)

G
olusu [f lf (z)| do, < oldugunu yani feL(G) oldugunu verir.
G

Holder esitsizligi kullanilarak, her zeG igin,
2

@)~ 20 (DB (2

1

=\'l ILEGE)) v B0 ¥'(W) - —— do,
mg R [¥(w)~z]

n
— Z |
m=l{ T cp w

1 fOEE)) v [N W) ¥'(w)
- H m+1 de B;n(z)

2
1

==L f(J’(lP(W)))yg[‘I’(W)]‘I”(w)T'(W)[ ! 3 B;n(z)] do,,
CD

T [¥(w) - z] et w

1 2 BL@
[‘"P(W)—Z]z m=l wm+1

<3| ey y;[lv(w)]w—'(w)ww)fdcw}E i
| CD

CD

2
do,,

esitsizligi elde edilir.
3.2.2 Lemma kullanilarak,

_— 2
Il [f 2w y; [T ¥'ow)| do,,
CD
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—_2
FO @) y; BT

= 3 do,
CD g(F(wW))|
2
MO RIAG! : |
| G dog = [] OO W@ do, <—G2
2 S 2
CG lg()| cG 1-k
bulunur.
l1<r<p olsun. Bu durumda,
1 Bin(Z)l © B (2)|
do, > do
r<|v;'[|<p‘ ‘P(W) Z]2 m=1 wot l r<|£|<p m=n+ w v
= 11 1 ). . 2
=“m§n+l‘n;(rz—m‘ﬁJ B (2)
’ 2
<4x § |Bm(z)|
m=n+1 m+1

esitsizlii saglanir. r — 1,p — oo igin bu esitsizligin her iki tarafinin limiti alinirsa,

2

© |B (z

1 ()dcw_4nz (@)

CD [\P(W) Z] m=] Wm+ m=n+1 m+1

elde edilir.
O halde her zeG i¢in,

4||f||L2(Gw) Bu @

mal 7 1-k? minn m+l
Bu@®
esitsizligi saglanir. Boylece, 3.2.1.Lemma geregince Z 0 serisi G’nin

m=l m-+

kompakt altkiimeleri {izerinde diizgiin yakinsak oldugundan, Zcm (f) By, (z) serisi

G’nin kompakt altkiimeleri tizerinde f fonksiyonuna diizgiin olarak yakinsar.

3.2.6 Teorem: (by) bir karmagik say1 dizisi olsun. Eger Zb B, (z) serisi,

m=]

|| . ||L2 (G,w) Tormuna gore feL*(G,w) fonksiyonuna yakinsiyorsa, by, katsayilari f

fonksiyonunun genellestirilmis Faber katsayilar1 olur. M@m
7L

JB l
mm» 3 ha
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. ) +1
Ispat: Y by B, (z) serisinin S, (z) = nZ by By (2) n. kismi toplamin alalim.
k=1 k=1

3.2.3.Lemma kullamlarak, m =1, 2, ... i¢in

1 Sa(FW)) y; [F)]¥' (W) ¥'(W)

lim —— do,,
n© T op whtl
ot |1 BROEe) v W] ) ¥w) }
= lim >by|-— [f 1 doy,
n—>0 -] T cp wot

n+l
=lim Y, byc, (By)

n—» k=]

=b m
bulunur. Holder esitsizligi ve 3.2.2 Lemma kullamlarak, m =1,2,... i¢in
1 FO) ¥ W) ¥ ) ¥'(w)

em(®=bal=-— I o do,, ~bp,

Ly (F =S ) (F W) y; [F(w)] ' (W) ¥'(w) ;
=|-— o
T Cp Wm+1 W

1 SaGE@W)) v [FW)]¥'(wW) ¥'(w)
a ; CI]_) m+] Ow

_bm

2
<

1
T

2
{H 1 dcw} {le(f—Sn)(y(‘P(W))) v; [‘P(w)]ww)ww)lzdcw}
C 61)}

= 2m+2
D [w]

1 SaGFOW)) v [FW]¥' (W) ¥'(w)
_;Cﬁ m+1 Ow ~Om
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1
.
= l\/E [ IL|€ - SR y[FEWF@ ¥ do, ] i

1 Sa((EW)) y: [FW)]F' (W) ¥'(w)
—— G —
T C]—)‘ wm+1 w m

L] €SO0y
& do

T | 06 | &) e

1 Sa (W) v [FW)]¥' (W) ¥'(W)
o -

- L_ w m

1
=#{ 1L - S )OO w) @) do F
Jmm | cG ' ¢ ¢

1 SaGEW)) v [FW]¥' W) ¥'(W)

- Ow —Om

1 SaEW)) ¥ [FW]T W ¥'W)

- Ow —DOm
T Cﬁ W m+l

<c|f- Salizm

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlikten ve n — o igin " f-S, ”L2 Gy 0ve

1 SaOCEW)) y [FW]¥' W) ¥'(w)
-— [ — do,, = by, oldugundan, m=1,2, ...
Tcp w

i¢in ¢, (f) =b,, elde edilir.

E, en az iki noktadan olugan, baglantili tiimleyene sahip sinirli bir kontinyum
ve Bn(z)’ler E kontinyumunun g(z) = ®'(z) fonksiyonuna gére genellestirilmis Faber
polinomlart olsunlar.

3.2.7 Lemma: 1<r<R ve M; = max{|g(z)| : zeCE;} olmak iizere

r2n+4

' 112
020: ” Bmle(E) < nMrz
men+2 mRZ® 12 -1 R2+D(R2 _12)

olur.

Ispat: a’lar g[‘P(W)] fonksiyonunun |w| >1 bolgesindeki Laurent katsayilari

olmak tizere 3.1.3.Teoremden,
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Q0
B (P(w)=a,w™ +a,wl+. . +a__w+a, +2dw™,
m 0 1 m-—1 m 1s
S=

w|>1

oldugunu biliyoruz. E’nin By, altindaki gériintiisiiniin B,,’nin Riemann ytizeyindeki
alan1 Sp(E) olsun. Lebedev-Millin teoremi kullanilarak

Sm(E)=n[m|a0|2 =Dy 4t s - §1s|ds|2}
s=
< fmfaof + @Dyl + -t fomal?]
<m|faof? +[arf? + -t fomal?]

esitsizligi elde edilir. a, =51—_ [ e[#(w)]w dw (k=0,1, ...) oldugundan,
T

[wl=r
k-1
M,

Tr— fldw| =M, r*

1 k-1
ap|<— YwW)|w] [dw| <
ol 55 [afroollvl st

bulunur. Bu nedenle,

S EB)<mm[ M2 +M2r? + .+ M2 2 D= m M2 [1+ 1% +..+ 12D

) _p2m 5 r2m_1 5 r2m
=nmM; =nm M; —Z—Sanr 5
l-r rc -1 r° -1

olur. Ayrica,
S, (E) = g'B;n (Z)Izdoz = B;n"IZ}(E)
oldugundan,

) 1.2m
<tmM; ——

” B r? -1

2
||L2(E)

esitsizligi saglanir. Buradan,

y 112
°2°: ||Bm"L2(E)< © 1 m M2 r2m _an ® (rz Jm
- . 2 =

m=n+2 mRzm —m=n+2mR2m r? -1 r2 —1 m=n+2 F
+2
2
_ an R? _ M2 p20+4
r2 _1 1 i r2 __1 R2(n+l)(R2 _r2)
— =

elde edilir.
R>1 olmak {izere, ['y analitik bir egri oldugundan kvazikonform bir egri olur.

IR, I'g "ye gore Kr-kvazikonform yansima ve
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w(z) = — zeER
sk @)

olsun.

+1
3.2.8 Teorem: 1<t <R, feL’(Er,w) ve S, (f,2) = nzlcm(f) B'.(2),f
m=

fonksiyonunun § ¢, (F) B}, (2) genellestirilmis Faber serisinin n. kismi toplamy
m=1

olsun. Bu durumda, M; = max{|g(z)| : zeCE,} ve kg = IIER : olmak iizere

R
M. R t n+2
f — S, () 2,00 < L (—) E,(f,Er)y
" b Ja-kBR? -2 -1 \R :

olur.

ispat: P,, f fonksiyonuna |.{ . Ex) normunda derecesi n’yi agmayan

polinomlar sifinda en iyi yaklasan polinom, yani

En(f:ER)w =nf_P1': LZ(ER W)

olsun. 3.2.4 Teorem, 3.2.5 Sonug, Holder esitsizligi ve 3.2.3 Lemma kullamlarak, her

z€E icin
)-8, 6.9 =| Ten®Br(@)
| Eon®-cnh]Bn@
o | 1 E=PDORE@)YR [F@W]E )P (W) ,
=l 3 [-= 0 o do,, |B'Yy(2)
m=n+2| 7 |wp>R w
® * I B
1R 1 @ —BD0oR @) ye BT v 22 o,
T Im=n+2|w|>R W

51



[~ P0r FoN) v FWIF@ ¥ 5 Pn@aq

|w >R m=n+2 W
2 2
=l {IR (£ =PV (B(W) yx. [‘P(w)]\P'(w)‘P'(w)] do,,
1
’ 2
x[ if § Bm(zl) d(sw}2
|w|>R m=n+2 w2

1

‘ ] 2|2 1
-P, E B’ 2
_1 I} 5 do, {n 2 | (Z)I 1

1
| ) 5 2 2
-1 g [ -Phor@)f wor@]e @ o
| CEg ;

1

o [Ba@|?
X[n 2 B ]

m=n+2 M R2m

1

' 2 |3
” 5 B (2)|” |2
h k2 LZ(ER ) | m=n+2 mR*™
elde edilir. Buradan her zeE igin

[E,(.Ex), [ e B, (2|
2m
n(l- k3 g) m=n+2 mR

If(z) - S, (F, ) <

oldugu cikar. Son esitsizligin her iki tarafinin E tizerinden integrali alinir ve 3.2.7

Lemma kullanilirsa

([EaER),P 2 [Ba 22,
(E) x(1-k%) men+2 mR>™
LEaEER), P RPME HZ“*“
I-kg  ®R*-1’)*-1)

bulunur. Buradan da

|_n

® =

M, R (r
) R

n+2
e En(fsE )w
Ja-kHR? -r2)a? -1 j )
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elde edilir.

Bilindigi gibi, fonksiyonlarin Faber serisine agilimi, genel olarak Cauchy
integral formiilii yardimiyla verilir (bak: [6], [15]). Fakat Cauchy integral formiilii
sadece sonlu uzunluklu egrilerle sinirl bolgelerde gegerlidir. Bu ¢aligmada ise
fonksiyonlarin Faber serisine ag¢ilimi igin kvazikonform sinirh bélgelerde gegerli olan
bir integral gosterimi kullanilmigtir. Kvazikonform sinirli bélgelerin smirlar1 6zel
halde yerel sonlu uzunluklu bile olmayabilir. Bu agidan baktigimizda bu béliimde
elde edilen sonuglar daha 6nce [4] ve [8] ¢aligmalarinda Faber serilerine agilim ve bu
serilerin yaklagim &zellikleri ile ilgili elde edilen sonuglarin devami niteligindedir.
Elde edilen sonuglar ayn1 zamanda [6] ve [15] numaral1 kaynaklarda sonlu uzunluklu
egrilerle sinirli bolgelerde aragtiriimig uygun problemlerin kvazikonform smurl
bolgelere genellesmesidir. Bu béliimiin ana sonuglari olan 3.2.5 Teorem, 3.2.6
Teorem ve 3.2.8 Teorem’in ifadelerinden de goriildiigii gibi bu béliimde yaklagim
problemlerinin incelenmesinde ve yaklasan polinomlarin ingasinda ¢ok 6nemli olan

1
¥'(w)

durum, g fonksiyonunun g[‘{’(w)] = ile verildigi durum aragtirilmigtir. Bu

durum yukarida ad1 gegen [4] ve [8] ¢aligmalarinda aragtirllmamigtir. Elde edilen
sonuglar agirlik fonksiyonunun bu 6zel durumunun dogurdugu genellestirilmis Faber
serilerinin uygun agirhikli Bergman uzaylarinda yeterince iyi yaklasim 6zelliklerine

sahip oldugunu gostermektedir.
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