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OZET

DEGISKEN KATSAYILI DIFERANSIYEL DENKLEMLER

Engin BOZACI
Balikesir Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii,

Matematik Anabilim Dal

Yiiksek Lisans Tezi / Tez Danigsmani : Prof.Dr. Mehmet SEZER

Balikesir, 2000

Bu c¢alismada, ytiksek mertebeden degisken katsayili lineer adi diferansiyel
denklemlerin verilen kosullara gore analitik c¢Oziimleri ile ilgili metodlar

aragtirilmustir.

Bu ¢alisgma 9 boliimden olusmustur. Birinci béliimde degisken katsayili
yiiksek mertebeden diferansiyel denklemlerin belli yontemlerle ¢6ziimleri; ikinci
boliimde Riccati Denkleminin déniigiim yontemi ile ¢oziimii arastirlmistir. Ugiincii
bolimde Laplace Doniisim yontemleri ile ¢oziim aranmasi, dérdiincii ve altinci
béliimde sabit katsayili hale déntigtiirme, besinci béliimde 6zel ¢6ziim y6ntemleri,
yedinci boliimde Frenet Benzeri diferansiyel denklem sisteminin 3.mertebeden
degisken katsayili lineer diferansiyel denkleme doniisiimii, sekizinci boliimde

uygulamalar ve dokuzuncu béliimde sonug ve tartisma verilmigtir.
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ABSTRACT
DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH VARIABLE COFFICIENTS

Engin BOZACI
Balikesir University, Institute of Science,

Department of Mathematics
M.Sc. Thesis / Supervisor : Prof. Dr. Mehmet SEZER
Balikesir-Turkey, 2000

In this study,the different techniques of analytical solution have been
examined and presented in the higher order linear ordinary differential equations

with variable coefficients under the given conditions.

There are totally 9 chapters. The first chapter deals with the known solution
methods of the higher order differential equations with variable coefficients. In the
second chapter, the solutions are developed by means of transformation method of
Riccati Equation. In the third chapter, the methods of Laplace transformation are
used to solve. Fourth and sixth chapters are related with the reduction of linear
differential equations to equations with constant coefficients. In the fifth chapter, the
solution methods which depend on special conditions are studied in detail. Some
examples and solution procedures are also included by considering the main
application areas. In the seventh chapter, the transformation of Frenet like
differential equations to third order differential equations with variable coefficients
are given. The next one deals with the application of above methods. Results and

discussions can be found in the last chapter.
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1. TEMEL KAVRAMLAR

1.1. GIRIS

Yiiksek merteBeden degisken katsayili lineer diferansiyel denklemler fen,
miihendislik ve matematigin birgok dalinda matematiksel bir model olarak karsimiza
¢ikmaktadir. Bunlarin analitik (tam) ¢6ziimlerini bulmak genellikle zordur. Hatta
imkansizdir. En basit denklemlerden birisi olan y" + f(x) y =0 tipindeki denklemler
dahi belli kosullar altinda genellikle ¢oziillemez. n. Mertebeden genel lineer homojen
denklem halinde de genel ¢6ziim ydntemleri agik olarak mevcut degildir. [20] Bu
durumda problemlere agik bir yaklagim, verilen denklemi sabit katsayili hale
dontistlirecek olan bir bagimsiz degisken degisimi bulmaya ¢alismaktir. Bu alanda
Berkovic [1-3] ve Breuer-Gotlieb [20] tarafindan 6nemli ¢aligmalar yapilmgtur.

Yiiksek mertebeden degisken katsayili lineer diferansiyel denklemleri ¢ézmek igin,
sabit katsayili denklemlerdeki gibi genel yontemler yoktur. Bazi 6zel hallere
uygulanabilecek 6zel yontemler vardir. [10-12] Bunlardan bazilan “Mertebe diisiirme,
Parametrelerin degisimi, Sabit katsayili hale diigiirme ve Bazi 6zel yéntemler” olarak
siralanabilir. [10,11,29,33]

Bu galismada, genellikle uygulamali bilim dallarinda kargimiza ¢ikan yiiksek

mertebeden degisken katsayili lineer diferansiyel denklemlerin ¢6ziim metotlar

incelecek ve degisik alanlardan rnekler sunulacaktir.

1.2. YUKSEK MERTEBEDEN DEGISKEN KATSAYILI LINEER
DIFERANSIYEL DENKLEMLER

n. mertebeden lineer diferansiyel denklem

Br (Y™ + br1(x) YD + bpa(¥) y @2+ .+ by(x)y" + bi(x)y' +bo(x)y =g(x) (1.2.1)



bigiminde yazlabilen bir denklemdir. Burada bj(x), = n, n-1, n-2, ..., 2, 1, 0)
katsayilann ve g(x) fonksiyonu bir I araliginda x’in siirekli ve tek degerli
fonksiyonlar: farz edilecektir. g(x) = 0 olmasi halinde (1.2.1) denklemi homogen

veya indirgenmis denklem ismini alir. (1.2.1) denklemi igin varlik teoremi su sekilde
ifade edilebilir.

Teorem 1.1.

bn(X), bp-1(X),...,.02(x), bi(x), bo(x) ve g(x) fonksiyonlar bir I afallglnda stirekli
ve tek degerli fonksiyonlar olmak iizere, (1.2.1) denkleminin 8yle bir (ve yalmz bir)
y = y(x) ¢oziimii vardir ki, bunun kendisi ve ilk (n-1) tiirevi [ araliginda stireklidirler

ve I araliginda bir x = x¢ degeri i¢in [12]

V(%) = Yo, Y'(x0) = Y15 V' (%) = Y3 5eees Y (%) = Yoy (1.2.2)
degerini alirlar.

Teoremin ifadesindeki yo, yi, ..., Yn1 Sayilari verilmis degerlerdir ve baslangi¢

sartlarini teskil ederler.

n. mertebeden bir diferansiyel denklemi elde etmek i¢in n tane keyfi sabit
ihtiva eden bir fonksiyon ile bu fonksiyonun ilk n tiirevi arasinda keyfi sabitlerin
yok edilmesi gerekir. Tersine olarak n. mertebeden bir diferansiyel denklemi
gercekleyen ve n keyfi sabit ihtiva eden bir fonksiyona bu diferansiyel denklemin
genel ¢6zlimii denir. [12] Buradaki keyfi sabitlere verilen n 6zel deger yardimiyla
elde edilen ¢oziim bir OZEL COZUM ismini tasir. Béyle olmakla beraber;
diferansiyel denklemin her ¢6ziimiine mutlaka genel ¢6ztimtine dahil bulundugunu
veya diger bir deyimle genel ¢oziimiin ihtiva ettigi n keyfi sabite 6zel degerler
vermek suretiyle diferansiyel denklemin biitiin ¢oziimlerinin elde olunabilecegi
zannedilmemelidir. Genel ¢6ziime dahil bulunmayan ¢6ziimler de mevcut olabilir;
bunlara “SINGULER COZUM?” adi verilir. Bunun bir érnegi Clairaut denkleminde

gortlebilir.



(1.2.1) denkleminin her iki yanin by(x) (bp(x)=0) ile bolelim:

b(x) . g(x)
aj(x)=;):7 (]211,7’1—1,...,2,1,0) vef(x)= E("x—)'
(1.2.3)
olmak tizere
Yy O+ an ®)y D +anax)y "D+ A x) yrax) y = f(x) (1.2.4)

seklinde yazilabilecegi goriiliir. Ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklemin,

by (x) y"+ b (x) y'+ by(x)y = g(x), b,(x)=0 (1.2.5)
bigiminde yazilabileceginden baska;

y*+a; (x)y'+a, (x)y = £(x) (1.2.6)
bigiminde de yazlabilecegi goriiliir.

fx)=0 (1.2.7
olmasi halinde denkleme ikinci mertebeden indirgenmis (homogen) denklem denilir.
Ba() ¥ +br1() Y™ + bra(®) yUP + .+ ba(x)y" + bax)y' + bo(x)y =g(x)

denkleminde [10]

g(x)=0 olmak tizere,
L= ba(x)y™ + by (X) Y™V + bra(x) y2 + ... + by(x)y" + by(X)y" + bo(x)y

Loy =0 (1.2.8)



in n- lineer bagimsiz ¢6zimii y,y2,¥3,...,.¥n ise genel ¢oziim

y=ciyiteayztczyst..teayntys (1.2.9)

olur.

1.3. LINEER DiFERANSIYEL OPERATOR

aj(x) G =n,n-1, ..., 2, 1, 0) katsayilar1 I aralikta siirekli fonksiyonlar olmak

lizere, L ile gosterilen Lineer diferansiyel operator

d" dn—l d2 d
L= F +a,, (JC) ?ixT"-l- ..t a, (X)EZ— +a, (X)E + ao(x)

(1.3.1)
L) =y"+ a,,x)y"" +.+a,(x) ¥ +a,(x)y" +a,(x)y

bi¢imlerinde yazilir. Yukaridaki tanimdan sonra, homogen olmayan denklem;
L(y) = f(x) (1.3.2)
ile ifade edilebilir. f(x) = 0 alinirsa, yani
L(y)=0 (1.3.3)
ise indirgenmis (homogen) diferansiyel denklemi gosterebilecektir.

Simdi 6nemli olan su sonuglar1 verelim:

i) Eger u = u;(x) fonksiyonu,
L(y)=0



homogen denkleminin bir ¢6ztimii ise, C keyfi bir sabit olmak tlizere
u=Cu (x)

elde edilir. Bu da C.u;(x) in,

L(y)=0

denkleminin ¢6ziimii oldugunu gosterir.

ii) Eger u=u;, u=uy, ..., u = u, fonksiyonlar: (1.3.3) denkleminin n ¢dziimii ise,

Cy, Cs, ..., C, keyfi sabitler olmak iizere,

u=Cruy +Cuup +...+Chu, (1.34)

fonksiyonu da bu denklemin bir ¢6éziimudiir.

Gergekten (1.3.3) in birinci tarafina u fonksiyonunu uygularsak;

L(Ciu+Caupt...+Chuy) = Cy L(u))+Cy L(up)+...+Cpy L(uy) (1.3.5)
C1(0)+Cy(0)+... +C(0) (1.3.6)
L(Ciu+Couy+...+Chuy) = 0+0+..+0=0 (1.3.7)

bulunur. Bu da fonksiyonunun homogen denklemin ¢6ziimii oldugunu verecektir.

iii) Homogen denklemin genel ¢6ziimii u = u(x) fonksiyonu ise, y = y6
fonksiyonu da ikinci tarafli (1.2.1) denkleminin bir 6zel ¢6ziimii ise,

(1.2.1)denkleminin genel ¢dziimii;
y(X) = u (x) + ys(x) (1.3.8)
dir.

Gergekten (1.2.1) denkleminin birinci tarafinda y yerine

5



(%) = u(x) + ys(x)

L[y] = L[u+ys] = L{u] + Lys] = f (x) (1.3.9)

L[u] + L[ys] = f(x) (1.3.10)

L(w) =0 ve L(ys) = f(x)

oldugundan
L(u) + L(ys) = f(x) (1.3.11)
0 + f(x) = f(x)
oldugundan,
f(x) = f(x)

bulunur. [12]

_ Gériiliyor ki, (1.2.1) seklinde ikinci tarafli bir denklemin genel ¢ziimiiniin
aranmasi iki ayr problem olarak ortaya ¢ikmaktadir. Birincisi, ikinci tarafsiz veya
indirgenmis (homogen) denklemin genel ¢6ziimiiniin bulunmasi; ikincisi de ikinci

tarafli denklemin 6zel ¢6ziimiiniin bulunmasidir.



1.4. LINEER BAGIMLILIK ve BAGIMSIZLIK

1.4.1. Wronskian [10]

Y15 Y2 .-, ¥n ler ortak I araliginda tamimli ise ve (n-1) kez tiirevleri alinabilir n

tane reel fonksiyonlar olsun.

yl y2 oo yn
L R,

W(isy2seeyn) = (1.4.2)
yl(n—l) ygn—-l) y'(’n—l)

determinantina n fonksiyonunun Wronki’ si denir.

W(y1, ¥2, ..., yn) I araliginda taniml bir reel fonksiyondur ve x deki degeri
Wy 1(X), y2(X), .., ya(X)) ile gosterilir.

Teorem 1.2.

(1.3.3) homojen denkleminin y;, y2, ... , ¥a ¢6ziimleri ancak ve ancak bu
¢6ziimlerin Wronskian’ si I da baz1 x ler igin sifirdan farkli ise Lineer bagimsizdirlar.
Yani baz1 x i¢in;

W(yi(x), y2(%), ... ,¥a(X)) # 0 ise y1, ¥2, ¥3, ..., ¥n lineer bagimsizdir.

Tanim

Y1, Y2, ..., ¥n fonksiyonlari lineer bagimsiz ¢oziimler olmak tizere

W(yi1(x), y2(%), ..., ya(X)) # 0 ise T = {yi(x), y2(X), ..., yn(x)} kiimesine temel ¢6ziim

kiimesi denir.



Genel Coziim

T = {y1,¥2,...,.¥n} temel ¢dziim kiimesi ve ¢; i=1,2,3,..., n keyfi sabitler olmak

uzere

y=cyi(X) + 2 y2(x) + ... + ca¥n(x) (1.4.3)
ifadesine (1.3.3) iin genel ¢oziimii denir.

Teorem 1.3 v, n. Mertebeden (1.2.1) homojen olmayan denklemin bir ¢6ziimil, u ise
bunun homojen kismunin bir ¢6ziimii olsun. O zaman
y=u+v .

(1.2.1) in ¢oziimudiir.
Ispat
(1.2.1)denkleminde y = u + v koyalim.

n n-1

b, dixT(u+v)+b1 —L-i—x—,;:(u+v)+...+b,,_1 %(u+v)+b"(u+v)=g(x)

(1.4.4)

dn u dn—l u dnv dn—] v
[bo e +b1 dx””l +...+b,,u}+{bo ﬁ+b‘ W'I‘...'i‘b"V:I:g(X)

u + v denklemin ¢oziimiidiir.
Y, homojen kismin genel ¢bziimii, ys (1.2.1) denkleminin 6zel ¢dzimii (6zel

integrali) ise

y = ¥h + Yo genel ¢oztimdiir.



Diferansiyel Denklemin Kurulmasi [10]

Teorem 1.4,

W[y, ¥2, .o, Yal # 0 ise T = {yi, y2, ..., Ya} olan n ci mertebeden homojen lineer

diferansiyel denklem vardir.

Wyi(x), y2(x), ..., ¥a(X),y] = 0 yazlabilir.

Ispat

) y® . y,(x) oy
yx) y; (x) o oy () Y
=0 (1.4.5)

yOx) yOx) .. yOx)  y®

olarak acip yazarsak;
ap(x)y @ +a1(x) YU + 2,0 y" P + .. +ax) y=0
lineer denklemi elde edilir.

Béyle n.mertebeden homojen bir diferansiyel denklemin genel ¢6ziimii

T={y1,2,Y3,...¥n} temel ¢6ziim kiimesi olduguna gére ,
y=cyitcryst..tcyyn

seklindedir. Keyfi sabitlerin yok edilmesi kosulu ,yani yy,y2,y3,....ya fonksiyonlarin

lineer bagimli olmasi kosulu



y=ciyitcay2t..+tCnp¥n

y=ciy1+tcay2t..tcayh
y®= ¢ y1 O+c 372 ey
sisteminden (1.4.1) kosulunun gergeklesmesidir.
Teorem 1.5. [10]
Abel 6zdesligi (Liouville formiilti): yi, y2, ..., yn | aralifinda (1.3.3) homojen

lineer denkleminin n lineer bagimsiz ¢oziimleri olsun. W bu ¢dziimlerin Wronski’

sini gostersin. xgel olsun. O zaman Vxel igin;

W, = W(xo)exp[— J'Z'—Egdt] esitligi var. (1.4.6.)

x 0
ispat

Lineer Bagimsiz Coziimlerin Wronskian’ st

»n) ¥, () e Y, (%)

n @y, ® .y ®
W(x) =

2y () e ()

10



yl (x) yz(x) yn(x)
@ vy oy,
W'(x)= . 1.4.7)

y(x) () .y (x)

(n) I( ) (n—l) . an (x)
yi(x) = 0() (x) - .. 0()1()
(n) — ] ( ) (n-l) _ an (x)
Yy (x)= 0() (x) - 0()2()
(1.4.8)
(m) al( ) (n—-l) _ an (x)
Vo ()= 20 (2) Yo (X)= .. 2. () Vu(x)
W!(x) determinantinin son satirinda yerlerine konulup diizenlenirse;
o a® L)
W'(x) = ao( )W(x) vey 0( )W 0 (1.4.9)
“a,(t)
W(x)= - |L=ar
x)=c exp{ ,j!‘ O ]
X = Xo alimrsa ¢ = W(xo) oldugu goriiliir.
W(x)= W(x,) exp |- j“'—(’) dt (1.4.10.)
Xy aO (t)

11



1.5. GRAMIYENLER

Yukarida kurulan teoremlerden su énemli sonug ¢ikmaktadir. n fonksiyonun
Wronskian’inin 6zdes olarak sifira esitligi bu fonksiyonlarin Lineer bagimlilhig1 igin
gerek bir sarttir; dolayisiyla Wronskian’in sifirdan farkli olmasi bu fonksiyonlarin

Lineer bagimsizlig1 i¢in yeter sarttir.

uj, W, ..., Uy gibi n fonksiyonun lineer bagimli olmasi i¢in gerek ve yeter sart,
GRAMIYEN ismi verilen determinant yardim ile ifade edilebilir. Bir kapali (a, b)

arahiinda stirekli olan u)(x), ux(x), ..., un(x) fonksiyonlarinin Gramiyeni [12]

b b b

2
J‘u‘ dx  (uu,dx .. Iulu”dx
a

[ a
b h b
fwwas fulds .. fu,u,dx
a a a

G=|. (1.5.1)

n

b b b

2
Iunu]dx u,u,dx ... Iu dx
a a

a

determinantindan ibarettir.

Asagidaki teoremin ifadesini vermekle yetinecegiz. Ispati determinantlar

teorisine dayanir.
Teorem 1.6.
uj, Uy, ..., Uy fonksiyonlarinin I araliginda Lineer bagimli olmalar: i¢in gerek

ve yeter gart

G = 0 olmasidir.

12



1.6. SABITLERIN DEGISiM METODU

n. mertebeden degisken katsayili ve ikinci tarafli Lineer

n n-l1 : 2
9 e (x)d—§+...+a2(x)9—f+al(x)dl+a0(x)y=f(x) (1.6.1)
dx" dx" dx dx

denklemini g6zoniine alalim. Homogen denklemin n tane Lineer bagimsiz uy,uy,...,un
¢oziimiiniin bilindigini farz edelim.  Ikinci mertebeden denklemler halinde
yaptigimiz gibi sabitlerin (parametrelerin) degisimi metodu ile ikinci tarafli
denklemin 6zel bir ¢6ziimiinii ve dolayisiyla bu denklemin genel ¢6ziimiinii
arayacagiz. Homogen denklemin genel ¢6ziimii [12-]

y = Cru+Coupt.. +Chu, (1.6.2.)

olsun. C; (i=1, 2,...,n) sabitlerini x in fonksiyonlar1 gibi diisiinerek bu C; sabitlerine

su sartlan yiikliiyoruz.
u, .C| + u,C;, +..+u,C, =0
u, C, + uy C; +..+u, C, =0

(1.63)
u"DC +ul AL L +uDC =0

(n=1) v (n-1) ' (n-1) .
"™ .Cl +uy N .Cy o 4u, 7 C, o= f(x)

Diger taraftan (1.6.2.) den tiirev alarak (1.6.3.) sartlarim1 gdzoniinde bulundurarak

13



¥y =Cu +..+C,u,

non

y'=C . +...+C,u,

n h

(1.6.4.)

y 0 =Caul 4.+ C,ul""

14 n

y® =Cu® +..+Cul +ul"C +..+ul""C,

n n

denklemleri yazalim. Simdi y’nin (1.6.2) degeri ile tiirevlerinin (1.6.4) degerlerini
(1.6.1) denklemine gotiirelim. Elde edilecek denklemde C;, C,...,C, li terimlerin
bulunmayacagi agikardir. Ciinkti w (i=1, 2, .., n) fonksiyonlann (1.6.1) in

¢oztimleridir ve sadece
u"C] +..+u"NC, = f(x) (1.6.5.)

kalacaktir. Diger taraftan (1.6.3.) ve (1.6.5.) den ibaret sistem Ci(i =1, 2, ..., n) lere
lineer sistem olup, bunlarin katsayilar1 determinanti yan1 W(uy, uy,...,us) determinanti
hipotez geregince sifirdan farklidir. O halde bu sistem ¢&ziilebilir ve
C(i=1,2,..,n)igin;

Ci =fi(x) , C2=H) ... Ca=fu(X)
gibi degerleri verir; buradan f; (i = 1, 2, ..., n) fonksiyonlan u(i = 1, 2, ..., n) nin ve
bunlarin n-1 inci mertebeye kadar tiirevlerinin yani X in belli fonksiyonlaridir. Bu

degerler, integrasyondan sonra, (1.6.2.) esitligine gotiiriilerek
y=w jfi(x) dx +uy | H(x) dx +... + up. | fu(x) dx (1.6.6.)

elde edilir. Aranilan 6zel integralin bulunmasi igi bdylece n kuadratiire indirgenmis

olur.
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1.7. LINEER BiR DENKLEMIN MERTEBESININ DUSURULMESI

Bu yontem hem sabit ve hem de degisken katsayili denklemlere
uygulanabilir. Coéziim i¢in ancak L,y = 0 homogen kisminin bir 6zel ¢6ziimiiniin

bilinmesi gerekir.
Teorem 1.7.

L,y = 0 homogen denkleminin bir 6zel ¢6zliimil y; = f(x) ise y = f(x) u(x) doniistimii

ile denklem v = u'(x) bagimli degiskenli (n-1).mertebeden bir denkleme déniisiir.

Bu yéntem 3. ve daha yiiksek mertebeden denklemler igin elverisli degildir.
Ciinkii doniisiim sonucu elde edilecek denklem yine 2 veya daha fazla yiiksek
mertebeli olacagindan yine sorunla karsilagilacaktir. Halbuki 2.mertebe diferansiyel
denklemlere bu yontemi uyguladifimizda denklem 1.mertebeye doéniisecegi igin

¢oziim kolayca bulunabilir.

Yukaridaki teoremi 2.mertebeden degisken katsayili homogen denkleme

uygulayalim;

L,y =ao(x)y"+a;(x)y'+a,(x)y =0 (1.7.1)

Homogen denkleminin bir ¢6ziimii
y=f@)

olarak bilindigine gore
y=fx)ux)

doniistimii yapalim.

y'= i+ fu
O haldey=fuve
yll=fu"+2flul+fllu

15



tiirevlerini (1.7.1.)’de yerine koyarsak;
ag fu"+[2ap f '+a, flu'+{ao { "+a; f'+a flu=0 (1.7.2)

denklemi elde edilir. f, (1.7.1) nin bir ¢6ziimii oldugundan v’ nun katsayisi sifirdir

ve bdylece son denklem;
a, fu"+[2a0 fHa f ] u' = 0 haline indirgenir.
v = u' alarak bu denklem,;
a, fv'+Payf +af ]v=0 | (1.7.3.)

birinci mertebeden homogen lineer denklemine doniigtir. Bunun genel ¢6ziimii;

__ [2 ACIN “'(")} dx (1.7.4)
v f(x)  ay(x)

Inv=~In [f()] - .[?%)) dx +Inc
0

oo 1)
fG&)

olur.

v=-—

Burada 6zel ¢6ziimii segerek (c=1) 6zel halini ve v =u' oldugunu hatirlayarak tekrar

integralin sonucu;

exp|:— IM dx

_ J‘ a,(x)
[f@f

elde ederiz. y=f(x) u oldugundan;

Lx+k (k =0) (1.7.5)



exp[— J‘fl_(i) dx}
dx

ay (%)

- (1.7.6.)
[f(»)]

y=g(x)=f&.]

sonucuna variniz. Bu ifade (1.7.1.) denkleminin bir ¢6ziimiidiir. O halde f ve g

wronskian determinantt [10]

f(x) g(x)

PR O

wf.g] (x)=

(1.7.7)
= exp [— dex] #0

a,(x)

oldugundan y;=f(x) ve y,=g(x) ¢oziimleri lineer bagimsizdirlar. Sonug olarak

(1.7.1.) homogen denkleminin genel ¢6ziimii
y=ciftcg =ciyitery;

olur.

Sonug¢

ay(x)y"+a;(x)y'+a,(x)y =0 homogen denkleminin bir lineer bagimsiz

¢coziimii y; verilmisse diger y, lineer bagimsiz ¢6ziimi;

(1.7.8)

(x)
exp[—- ja'— dxi\
I a,(x) dx

yZ =Y 2
Y

formiiliinden bulunur.
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exp [—- de:!
y=nif y?°(x) de+k (1.7.9.)
_ e
exp [ Iao ) dx:I
y=cy | ; dx + ky, (1.7.10)

Y

ifadesiyle verilir. Burada y; verilen ¢6ziimdiir.

Teorem 1.8.

Homogen olmayan 2.mertebeden lineer;

L,y =a,(x)y"+a,(x)y"+a,(x)y = B(x) (1.7.11.)

diferansiyel denkleminin L,y = 0 homogen kisminin bir ¢oziimii

y1 = (%)
ise denklem
y =1(x). u (x)

doniistimli ile birinci mertebeden bir lineer denkleme déniigiir.  (1.7.11.)

denkleminde,

y=fu
y'=futflu

yll:__ fu"+2flu’+fllu

ifadeleri yerine koyup gerekli diizenlemeyi yaparsak
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L2y=0

i¢in yapilan islemler gibi ve

v =u' alirsak
a, (x)F(x)v'+[2a 0 ()f'(x) +a,(X)f (x)]v = B(x) (1.7.12.)
veya
’ f'x) a(x)|  Bx
v+{2 0 +a0(x)}v_ao(x)f(x) | (1.7.13.)

1.mertebe lineer denklemini elde ederiz. Buradan hareketle genel ¢6ziime ulagilir.

Uyari : (1.7.11.) denkleminin homogen kisminin genel ¢6ziimi

Yyn=ciy1tcy:
bulunursa (1.7.11) lin ys Ozel ¢Ozlimii parametrelerin degisimi yOntemiyle de

bulunabilir.

1.8. INTEGRASYON COZUMLERI

° n

d"y 3
1. " = f(x) (1.8.1))

tipindeki bir denklem ardigik n integrasyon yardimiyla ¢6ziiliir.

Ornegin: x, degiskenin keyfi bir degeri olmak tizere;

19



dx"] [f(x)dx+c
‘;::, [a [+ Cox-x0) 4 C,

X Xo

(1.8.2)

Co(x—x,)"" C(x=x,)""
y= jdxjdx xjf(x)dx - + 2 +.+C,

elde edilir. Burada Co, Cy, ..., Cp. integralin ve ilk (n-1) tiirevinin x = X, da aldig

degerlere esit olan keyfi sabitlerdir.
2. y’ yi ihtiva etmeyen denklemler;

F(x, y®, y&, . y™) =0 (1<k<n) (1.8.3)

Bu denklemde y* = u konulursa mertebesi n-k ya diiger. Eger elde edilen v’ lu

denklemin integrasyonu yapilabilirse, y’nin degeri ardigik integrasyonlarla
bulunabilir. [12]

Eger x ve u = y® bir yardimeci t parametresi cinsinden ifade olunabilirse;

x = f(t) ; y¥=00

denklemleriyle y fonksiyonu t parametresi cinsinden bulunabilir.

3. Bagimsiz degiskeni ihtiva etmeyen denklemler;

F(v.y, 9" y™)=0 (1.8.4)

tipindeki bir denklemde y bagimsiz degisken ve x bilinmeyen fonksiyon olarak

alinir.

20



4, I A AR L (1.8.5.)

ye nazaran homogen denklemler;  Homogenlik derecesi m olmak iizere, béyle bir
denklem;

seklindedir.

Ixc

y=e * Jarzedilirse denklemin mertebesi bir diiser. Gergekten,
(1.8.6.)

V' =u. ej"'d'; y'=(u +u2)eju'dx;...

oldugundan genel bir tarzda y® tiirevi u, u, ..., u*"" e nazaran bir polinom ile e v
in ¢arpimuina esitti. Bu degerler verilen denkleme nakledilerek mertebesi bir

diislirlilmiis olur. [37]
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2. RICCATI DENKLEMI ve COZUMLERININ ARASTIRILMASI

2.1. Riccati Denklemi

Anali';ik ¢6zlimii kolayca bulunmayan;

ARX)Y +BX)y+C(X)y’=D(x) a<x<b (2.1.1)
Riccati denklemini ve genel

cuy(a) + Bry(b) + 11y(e) + c2y’(a) + B2y’ (b) + 12y*(c) = 1 (2.12)

kosulunun verildigini kabﬁl edelim. Once asagidaki yontemle bu tip problemlerin

¢cozlimlerini aragtiralim.

Bu tip denklemlerin analitik ¢oziimlerinin bulunabilmesi i¢in en az bir 6zel
¢Oziimiin bilinmesi gerektigini (dolayisiyla Lineer veya Bernoulli denklemlerine
donustlirtilerek ¢6ziilebildigini) biliyoruz. [11].

2.2. Doniisiim Yontemi

(2.1.1.) Riccati denklemini lineer hale déniistiirmek igin

y=u'v, y=pu!'viu+quv¥'v (2.2.1.)
doniiglimiinii yapalim. O zaman (2.1.1.) denklemi

Aput'Viu+AquP v v +BuPvi+Cu?v¥=D

haline gelir. Burada
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AquPv¥v+Cu® V=0

Apu!'viu+BuPvi=D

secelim ve

Agv'
Cv

ufv! =~

pu”'viu' D, Bgv
A Cv

alalim. Bunlar1 kullanarak

r C P, g+t
Vv =—"1u’v
=Ty

V=gt T 4

elde ederiz. Burada q = -1 segilerek, denklemin non-lineerligi ortadan kaldirlabilir.

O zaman Riccati denklemi

v”+(—————+—~) v'+?v=0 (2.2.2)

u’ = —4v'
C

olur.

Boylece, gerekli doniisiim, g = -1 i¢iny =u” v oldugundan;

AV
== 2.2.3.

Y=3z5 (2.2.3)

olur.
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(2.2.3.) ifadesindeki v fonksiyonu, ikinci mertebeden lineer (2.2.2)
diferansiyel denkleminin genel ¢oziimiidir. Eger (2.2.2.) denkleminin genel

¢oziimii, ¢, ve c; keyfi sabitler olmak iizere,

v=Cvy +Cva (2.2.4)

olarak bulunmugsa, 0 zaman (2.1.1.) Riccati denkleminin genel ¢6ziimii, (2.2.3.) ve
(2.2.4.) den;

y= Avl +kv2 (k=£l_) (225)
Cv, + kv, c,
olarak elde edilir.

2.3.Tam Olmayan (axy + b)dx + (axy + B)dy = 0 Denkleminin Riccati

Denklemine Doniistiiriilmesi

(axy + b)dx + (axy + B)dy =0,
a
a,b,a,p=0 ; -;;t—- (2.3.1)

diferansiyel denkleminde;

o”(axy+b)=ax daxy+p) _

N a
5y 5% Y

ve ax # ay kosulu saglandigindan (2.3.1) denklemi tam olmayan bir diferansiyel
denklemdir. Bunun analitik ¢6ziimiinii bulmak pek miimkiin degildir. Bu amagla,

denklemi Once;

xy(adx+ady)+(bdx+pdy)=0 (2.3.2)
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haline getirelim.

(2.3.1.) denkleminde ax + ay =t doniiglimiinii yaparsak, denklem x bagimli t
bagimsiz degiskenli

(aﬂ—ba)%—tx+ax2 =f (2.3.3)
Riccati denklemine veya y bagimli t bagimsiz degiskenli;
dy 2 _
(aP - ba) g yrey = -b (2.3.4.)

Riccati denklemine doniigiir.

Eger (2.3.1.) diferansiyel denkleminde

axtoy=u

bx +By=v (2.3.5.)
dontistimii yaparsak

_ Pu-oav _av-bu 936

X—aB——bOt ’ y_aB—bOL 236

olduguna gore, denklem v bagimli u bagimsiz degiskenli
 dv 2 2
(ap-ba) du + (ap + ba)uv —aav” = bpu (2.3.7)

lineer denklemine doniigtir. Uygun ¢6ziim aranir.
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3. LAPLACE DONUSUMLERI [12,13,26]

Dogrusal diferansiyel denklemler, integral dontistimleri yardimiyla da
¢oziilebilir. Verilen bir f fonksiyonunun bir integral yardimiyla yeni bir fonksiyon
tanimlanmasi, bir integral doniistimiidiir. Ornegin, f bilinen bir fonksiyon olmak

lizere,
b
F(s) = [K(s, t)f(t)dt (3.1)

bigiminde tanimlanan F fonksiyonu f nin déntistimiidiir. K fonksiyonuna déniigtimiin
¢ekirdegi denir Doniisiimden amag, f bilinmeyén fonksiyonuna bagli olan bir
diferansiyel denklemi, daha kolay c¢oziilebilen ve F ye bagh olan bir probleme
déniistirmektir.  Bu boliimde integral doniiglimlerinden Laplace doniigiimii
incelenecektir. Bu amagla 6nce Laplace doniistimlerin 6zellikleri verilecek ve bazi

uygulamalar: incelenecektir.

t > 0 i¢in tammlanan f(t) fonksiyonunun L{f(t)} veya F(s) ile gdsterilen

Laplace doniigiimii;
L{f(t)} = F(s) = ?e-“f(t)dt (s >0) (3.2)
0

denklemi ile tamimlanir. Laplace doniisiimii, sonsuza uzanan bir aralik {izerinde bir
integral ile tammlandifindan, genellestirilmis integrallerin temel 6zelliklerini
hatirlamak yararli olacaktir. Sinirsiz bir aralik tizerindeki genellestirilmis integral,
sonlu bir aralik tizerindeki integrallerin limiti olarak tanimlanir. A pozitif bir gergel

say1 olmak iizere

© A
| f(t)dt=Lim [fmydt (a<A) (3.3)
dir.
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Sagdaki limit varsa, genellestirilmis integral yakinsaktir. Yakinsak degilse
iraksaktir denir.

Bir I aralig1 tizerindeki sonlu sayidaki sonlu sigramalari diginda stirekli olan
bir f fonksiyonuna, I aralid1 lizerinde kismi stireklidir, denir. F fonksiyonu I aralif1

tizerinde kismi siirekli ise,
A
[f@ydt (3.4)

integrali vardir. Buna ragmen,

O].f (t)dt (3.5)

integralinin yakinsak olmadiina drnekler verilebilir.

Bir f(t) fonksiyonu i¢in,

e [t <M (t2T) (3.6.)
éergeklesmek tizere a, M ve T sabitleri (M>0, T>0) bulunabilirse, f fonksiyonuna

t > o i¢in a. Mertebeden iistel mertebelidir, denir ya da kisaca listel mertebelidir,

denir a<p iken
ePf(t)|<M  (t2T) (3.7.)

Teorem 3.1.

f(t) kismi stirekli ve tistel mertebeli ise,
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F(s) = L{f(t)} = ?e“-“f(t) dt (3.8.)
0

ile tanimlanan F(s) Laplace d6niistimii var ve mutlak yakinsaktir.
ispat

Teoremin ispat1 i¢in,
b b
. —st T —st
Lim Oﬂe f(t)ldt-%gg 0j|f(t)|e dt (3.9.)

integralinin varlig1 gosterilmelidir. f(t) tistel mertebeli oldugundan, M;, T keyfi

pozitif sabitleri ve keyfi bir a sayisi, her t > T i¢in,
e |f (1) < M, (3.10)

gergeklesmek {izere vardir. f(t) kismi stirekli oldugundan, 0 <t < T sonlu arali

lizerinde sinirhdir. Béylece, 0 <t < T igin,

IF(t) < M, = (M,e™*")e™! (3.11.)
esitsizligini gergekleyen bir M, pozitif sayis1 vardir.

max(M;, My, M, *T) =M
ise her t > 0 igin,

[ £(t) [<Me™ (3.12)

gerceklenir ve
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b b b
I= [|fOle™de < [Me™'e™dr = M [e™dr (3.13.)
0 0 0

= (1- )

olur. I integrali b nin artan bir fonksiyonudur. s > o ise, son ifade artandir ve

b — « igin M/ (s-ot) degerine yakinsar. Bu nedenle,

dir ve b —> coigin I sonlu bir limite yakinsar. Elde edilen sonuca gore,

Y t i t M
tye™dt| < ||f(t)|e ™ 'dt<—— 14.

0jf()e 0j| (Bfe™des— (3.14.)
olur. Teorem3.1 in sonucu olarak asagidaki teorem ifade edilebilir.[13]
Teorem 3.2.

f(t) kasmi siirekli ve iistel mertebeli ise, her s ve o igin;

M
L) < — G>a) (3.15.)

dir. Buradaki M sabiti s ye bagli degildir.
Sonug

f(t) kismi siirekli ve iistel mertebeli ise

LimL{f(t)} = 0 dur.

§—>00
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Laplace doniigiimiiniin dogrusalligini ifade eden agagidaki teoremin ispati,

integral hesabin temel 6zelliklerinden gikar.

Teorem 3.3.

fi ve £, sirasiyla

S>0 ves>ady

i¢in Laplace doniigtimleri var olan iki fonksiyon olsun.
s> max {a, 02}

ve ¢; ve ¢ keyfi sabitleri igin

L{c fi(t) + c; K1)} = c1 L{fi(t)} + c2 L{f2(t)} (3.16.)

dir.[13]

Cizelge 1. Laplace Doniisiim Cizelgesi

f(x) F(s)
s
X" n!
EER n bir dogal sayidir.
eax 1
s—a
x'e” n!
———, n bir dogal sayidir.
(s—a)
e™cosbx s—a
(s—a)* +b?
a~'sinbx b
(s—a)’ +b?
chax S
_ 2 _g2
shax a
s?—a’
F(x)/x -
[ Fuydu
0 SF()s™ R0)s" 2 '(0)-...™(0)
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Laplace Doniisiimiiniin Diferensiyel Denklemlere Uygulamasi [ 12,26]

Laplace doniistimiinii;

n-1
bn(x) F+b 1(x) .+ by (x) Y by (x)y = g(x)

(3.17)
diferensiyel denklemi ve
y(0)=Co y(0)=Cj ,..., " P(0)=Cy.,

baslangi¢ sartlar ile verilen bir baslangi¢ deger problemin ¢oziimiinde uygulamak

suretiyle ayr1 bir yontem olarak verilebilir.
L{y(x)}=Y(s)

ile gosterilmek iizere eger y(x) ve (n-1) tiirevleri x>0 I¢in stirekli ve iistel mertebeden

ise;
L@} Y(6)s" y 052y 00"y 0)-.y(*(0)

yazilabilir. Yukarida verilen baslangi¢ sartlart uygulanirsa
n
L {Zx—,}{} =s".Y(s)-s"".Co-s"2.C;-s"2.Cam..-Ciy (3.18.)

bulunur. Bu sekilde diferansiyel denklemde bulunan tiirevler hesaplanarak ve
{Lg(x)} ile birlikte diferansiyel denklemde yerlerine gotiiriilerek Y(s) fonksiyonu

bulunur. Daha sonrada

y(x)=L"{g(x)} (3.19)

doniistimii ile diferansiyel denklemin ¢6ziimii elde edilir.
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Ikinci mertebeden bir diferansiyel denklem g6z 6niine ahmnirsa baslangic

degerleri ile verilirse;
y"+ary'+apy=g(x) ,y(0)=Co , y'(0)=C,

denklemine Laplace doniisiimii uygulanirsa;
L{y}=Y(s), L{y'}=s .Y(s)-y(0) , L{y"}=s>.¥(s)-sy(0)-y'(0)
ve L{g(x)}=G(s) degerleri yerlerine yazarsak.
L{y"}+a; L{y'}+ap.L{y}=L{g(x)}

elde edilir. Baglangi¢ deger sartlarinin uygulanmasi ile
sz.Y(s)-s.Co-C1+a1(sY(s)-Co)+ao.Y(s)=G(s)

bulunur. Buradan;
sz.Y(s)-s.Co-C1+a1sY(s)-a1Co+a 0 Y(s)=G(s)

_ G(s)+sCot+aC+C
s2+as+a,

Y(s)

(3.20.)

Y(2)=L" {G(s)+sC0+alCo+C, }

s2+a s+a,

¢oziimii elde edilir.[12]

32



4. CAUCHY-EULER DENKLEMIi

4.1. Denklem ve Coziim Metodu

Degisken katsayili n. mertebeden genel lineer denklemler sabit katsayililara
gére ¢ok daha degisik bir konudur. Buna ragmen bazi 6zel durumlarda kapali
formda yaklagik ¢oztimleri gikartilabilir. Dikkate deger pratik 6neme sahip 6zel bir
durum Cauchy-Euler denklemi (esit boyutlu denklem) dir. Bu tiir denklemler,bir

bagimsiz degisken degistirilmesiyle sabit katsayil: bir denkleme indirgenir.
a x"y™ +a; x" 1y D+ +axy +a,y=F®X) 4.1.1.)
seklindeki denklemlere Cauchy Euler denklemi denir.

Burada ay, a;, a, ..., a, sabitlerdir. Bu denklemin karakteristik 6zelligi sudur: Sol

taraftaki her bir terim
x* y® 4.12)
formundaki ifadenin bir sabitle ¢arpimidir.

Tzimm

x

(Cauchy-Euler denklemi) Her bir terimi x* y® ifadesinin bir sabitle ¢carpimi
arp

seklinde olan

2o x"y® +ax™ y(™"V + . +a, xy' +a.y =b(x) (4.1.3)
tipindeki n. mertebeden degisken katsayili diferansiyel denklemlere Cauchy-Euler
denklemi denir. Burada ay, a,..., a, ler sabitlerdir. Degisken katsayili lineer

denklemlerin 6zel bir hali olan bu tip denklemler bir bagimsiz degisken degisimi ile

sabit katsayili hale indirgenerek ¢oziiltir. [9 - 15]
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Teorem 4.1.

(4.1.3) ile verilen Cauchy-Euler denklemi x = ¢' t>0 bagimsiz degisken degisimi ile

sabit katsayil1 bir lineer denkleme déniigiir.

Ispat:
x=¢' , t=Inx doniisiimii ile (4.1.1.) denkleminin her bir terimini bagimsiz

degiskenine goére yazalim.

d _d 1y _ & P

y dt
Yy __ 4.1.4.
D kT wd xd Cam (4.1.4.)
b)
d’y _ i(d_y ez): dzy,(z)z LD dt
det de\dt dx) dt* \dx dt dx?
_(1)2 Ly ldy_1(dy dy
x) drr x*dt x*\ dr* dr
24y Ly &
2 2
dt dt
4.1.5)
dy_d(dy)_1(dy &y b
dx®  dxl dx? 3\ d? dr? dt
c) (4.1.6.)

Ayni gekilde x* (d*y/dx* Yterimleri bulunur. kolay olmasi agisindan
d“/dt* = DX tiirev operatoriinii kullanirsak (4.1.4.), (4.1.5.), (4.1.6.) ve devami su
sekilde olur;
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dy
Z_-p
xdx Dy

2 =

d )
sz’x_y Dy —Dy=(D*-D)y=(D-1)Dy

3
X3 ?bc_i} =D’y -3D’y+2Dy=(D-2)(D~1)Dy (4.1.7.)
nd'y
xS =(D=n+)(D=n+2)...(D-2)D-1Dy

Bunlar (1) denkleminde yerine konacak olursa;
[ag D(D-1)...(D-nt+1)+a; D(D-1) ... (D-n+2) + ... + a5.; D+a,] y(t) =B(t)  (4.1.8.)

sabit katsayili lineer denklemi elde edilir.

4.2. Legendre Lineer Diferansiyel Denklemi [10, 12]
an, ap.1, ..., 22,41, ag, C, d sabitler olmak iizere

" n-1

+a,_ (cx+d)"" 4

n-l

a,(cx+d)" +..+4a (cx+d)%+a0(cx+ d)y =q(x)

dx"
(4.2.1)

bigimindeki denklemlere Legendre denklemi denir.
cx+d = e’

doniistimii yapilirsa ve gerekli tiirevlere gegilirse
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& =£Ji,£z-,gz=——?—.Q,(cx+d)Dy=c£‘]—/-=cD y
dz dc' dx cx+d dz dz

2 2 2 2
d_2y=i(ﬂ),d Yo & 14V B rrayDy=cD(D-1)y
dx  de\dc) dx* (ex+d)*\dz* dz

n n-1
" %(gx—yJ =(ex+d)' D'y =c"D (D ~1y..AD=n+1)y

(4.2.2))

olarak olur. Bu tiirev degerleri Legendre denkleminde yerlerine gotiirtiliirse

la,e"D(D -1)(D-n+1)+a,,c"'D(D ~1)(D-n+2)+..4a,]y=q [ez —dJ
C

(4.2.3)

bigiminde sabit katsay1li diferansiyel denklemine déniisiir.
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5. BAZI PRATIK ve OZEL YONTEMLER

Ikinci mertebeden degisken katsayili Lineer denklemler eger homogen kisminin
bir ¢6ziimii bilinirse birinci mertebeye indirgenerek ¢oziilebilir. Daha yliksek
mertebeden denklemler de ¢oziim yOntemi bilinen bir diigikk mertebeden denklemlere
indirgenerek ¢oziilebilir. Bu nedenle verilen bir denklemin homogen kismim
saglayan bir ¢6ziim gerekli olur. Burada bu tip 6zel ¢6ziimleri bulmak igin bazi
pratik yollar verip bunlar1 genel ¢oziimii elde etmek i¢in kullanacagiz. Aym

zamanda baz1 6zel duruma sahip denklemler igin 6zel yontemleri verecegiz. [10]
Degisken katsayili lineer homogen olmayan
Loy =20 y™ +a; y*V + ..+ ap1y + ay = b(x)
denklemini g6z6niine alalim.

S51.ap; (x) +xa, (x)=0isey;=x

fonksiyonu L, y = 0 homogen denkleminin bir ¢éziimiidiir.

y = yju doniigtimii ile Lny = b(x) denklemi bir mertebe diigiiriiliir ve ¢6ziilebilir.

52.a0taj+a+..+a,=0isey;=e¢",

L,y = 0 denkleminin bir ¢6ziimiidiir.

Diger yol: y; = € homogen kismin bir ¢6ziimii oldufuna gére verilen
denklem

y=yu=e'y,
u'=v

doniigiimii ile birinci mertebeye indirgenir ve genel ¢6ziim bulunur.
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53.ap+ a; + a4+ ...+ ay =a; +az+ ..+ ay, ise yani ¢ift mertebeli ve tek
mertebeli tiirevlerin katsayilar esit ise y; = ¢ homogen kismm lineer bagimsiz

¢oziimlerinden biridir.

5.4.y =x" ve tiirevleri Lny = 0 homogen denkleminde yerine konuldugunda bu
denklemi saglayan meR degeri bulunabilirse, yani L, (x™) = 0 yapan meR
degeri varsa

y =x™ homogen denkleminin ¢ziimiidiir.

5.5. y = ¢™ ve tiirevleri verilen denklemin L,y = 0 homogen kisminda yerine
konuldugunda bu homogen denklemi saglayacak m sabiti bulunursa y = e™

L,y = 0 denkleminin bir ¢oziimiidiir.

5.6. Bir lineer diferansiyel denklem y-bagimh degiskenini veya y ile beraber

kiiciik mertebeli bazi tiirevlerini icermezse yani denklem;

a0(x) Yy + a1(x) y" P+ + 2@ y¥ =b(x) k=1,2,3,...,n-1
seklinde ise

y = x*! homogen kismm bir ¢iziimiidiir.
Denklem y® = p dontistimii ile p bagimli degiskenli (n-k) mertebeli bir
denkleme indirgenip ¢oziilebilir. Ozel olarak k = n ise yani;

ay(x) Y™ = b(x), y™ = b(x)/ag(x) seklinde ise genel ¢oziim, n defa ardisik

integral alarak

y= ”I()dxd .dx

a,(x)

seklinde bulunur.
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5.7.20(x) y" ta(x)y' +ax(x)y=0

ikinci mertebe denkleminde (ag/az) = 2(a;/a;) kosulunu saghyorsa

t = Ie I""(") dx veya t = .[(Zz g;) dx bagimsiz degisken degisimi ile denklem sabit
0
katsayui hale doniigiir.
Ispat
dy _dydt d a
& _dd & [
dc  dt dx  dt a,

e N e

Bu ifadeleri denklemde yerine koyarsak;denklem

a d’
a, exp[— 2 J;j dx} dz‘g}

a, = 22_[_] kullanarak;
2

a, —— o +a,y= 0:>‘;:y +y=0 a, #0 elde edilir. Bunun ¢oziimii

y =c,Cost +c,Sint verilen denklemin genel ¢oziimii
y=c¢,Cos [exp(— Iﬂ dx) dx:l +¢,Sin J‘exp(— Jidx) dx olur.
a4 a,

Not: Eger denklem homogen degilse parametrelerin degisim yontemi kullanarak 6zel

¢Oziim aranir.
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5.8. ag(x) y" +a;(x) y' +ay(x) y = 0 diferansiyel denkleminde;

!

2
_61_2_1[9.‘_] ——1-(3-‘-) =k sabit ise denklem;
a, 4\aq, 2\ a,

y=u exp[—%jﬁl'—dx} bagwmh degisken degisimi ile;
a

2

y+ku=0

2

sabit katsay1l1 hale gelir.

Genel olarak;

y =exp I:—— 1 IEL dx} [Ae'ﬁ’ + et
27a,

5.9. Carpanlara Ayirma Yoéntemi [26]

[P(x) D*+R(x) D+S(x)]y = Q(x)

ifadesinin sol tarafini, (D) ve F»(D) seklinde iki lineer operatére ayirmak miimkiin

olabilir:

[F\(D) . F2aD)]y = F1(D) [F2(D)y] = [P(x) D* + R(x) D + S(x)]y = Qx)

Bundan sonra, Fo(D)y = v konulursa, denklem F{(D) v = Q(x) gibi birinci

mertebeden lineer bir denklem sekline donistlirtilmiis olur.

Bu boliimdeki ¢arpanlara ayirma, bir kere buradaki ¢arpanlar x- bagimsiz

degiskenini ihtiva etmektedirler. Ayrica komiitatif degildirler (yani ¢arpanlarin

yerleri degistirilemez) ve garpanlara ayirma D nin bir degisken olarak diigiiniilmesi

halinde farklidir. Mesela;
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[XD*-(x*+2)D+x]y = [(xD-2)(D-x)]y,

¢linkii;

[(xD-2)(D-x)]y =(xD- 2)(% - x)y=(xD -2)(y' - xy)=(x% - 2)(y' —xp)

=x(y' ~y—x") =2y —xp) = xy"(x* +2)y' + xy =[xD* — (x* +2)D + x]y.
Carpanlarin yerleri degistirilemez. Clinkd;
[(D-x)(xD-2)]y = (D-X)(xy'-2y)=xy"+y"-2y"-X'y"+2xy=
= xy"-(x>+1)y'+2xy = [xD*(x*+1) D + 2x] y.
Nihayet, D bir operatérden ziyade bir degisken olarak nazar itibare alinirsa;
[(xD-2)(D-x)Jy=[xD*-(x*+2)D+2x]y.

n n-1

5.1.0. L,= a(,(x)%—+al X)—=+..+ a,,_,(x)gx—+a,,(x)

n dxn—l

Degisken katsayili bir lineer diferansiyel operatdrii olduguna gore bir
Lay=b(x)

diferansiyel denklemi (n-1). mertebeden bir

Fny = B(x)+c denkleminin tiirevlerinin alinmasiyla elde edilebiliyorsa bdyle

denklemlere tam diferansiyel denklemi denir.
Yani;

d.fn—ly =

d .
o ?d_x—(B(x)-l— c) = L,y = b(x) ise
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L,y=b(x)
tam diferansyel denklemdir.
Bu tip denklemlerde

a,-a,  +a, ,+.+(=1)"a" =0

n-1
kosulunu saglar. [10]
5.11. Tam (Exact) Denklemler [31]
Eger sadece
P,—P,+P, =P +P} =0
ise
Po(x)y" + Py (x)y"""+P, (X)y"+P; (x)y'+P, (x)y =0

in tam oldugunu gosterebiliriz.

Verilen diferansiyel denklem, agagidaki ifadenin tiirevi alinarak elde edilmis

olsun.

Ro(x)y""+R | (X)y"+R, (X)y'+R;(x)y = C,

Tiirev islemi yapilirsa;

Roy" +(Ro + Ry "R, +Rp)y"+(R; +Ry)y+R3y =0

bulunur. Dolayisiyla;
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P =R, +R,
P, =R +R,,
P, =R, +R, ve
P, =R,

Buna gore;

P,—P;+P, P +Py' =R; —(R; +R3)+(R; +R;)—(RY +R])+RY =0
olur. Buna mukabil;

P,—P,+P, — P + P’ =0 kabul olunsun.

%[Poy”'+(1’, - B )y"+(P2 -R+R )J"+(P3 ~P+F -F )y]=

[)Oylv +P]y”'+P2y"+‘P3y’—("P3‘ +P2" +[)lm +P°lv)y=

— })Oy’V + Plyll'+P2yll+P3yl+P4y

oldugundan verilen diferansiyel denklem tamdir.
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6. LINEER ADI DIiFERANSIYEL DENKLEMLERIN SABIT KATSAYILI
DENKLEME INDIRGENMESI

Bu ¢aligmada, n. Mertebeden lineer homogen adi diferansiyel denklemlerin
bir bagimsiz degisken degisimi ile sabit katsayili bir denkleme doniistiiriilecek

sekilde katsayilar {izerine gerek ve yeter kosullar elde edilmistir.

Déniigiim tayin edilmis ve ¢6ziimler agikga verilmistir.  Daha ileri

uygulamalar salinim teoremleri 1le ilgili konularda karsilagilir.
6.1. Giris

y"+f(x)y = 0 basit diferansiyel denklemin genellikle kapali formda
¢oziilemez. Belli kosullar altinda agik olarak ¢6ziimiine yol gosteren gesitli
doniisiimleri aramaya gotiiriir. Burada genel ¢6ziim yontemleri agik olarak mevcut
degildir. Probleme agik bir yaklasim, verilen denklemi sabit katsayilara sahip yeni
bir denkleme doniistiirecek olan bir bagimsiz degisken doniisiimii bulmay:

denemektir.

Tesebbiis edilen yaklasim (6zellikle yazilan Berkovi¢ Raporlar Serisi [1], [2]
ve [3]) orijinal denklem n lineer operatoriin bir ¢arpimina ddniistiirmek ve bu ¢arpimi
cesitli bilinmeyen incelikleri sunarak sabit katsayili n lineer operat6riin bir ¢garpimina
cevirmeyi denemektir. Fakat yontem higbir belirli formiillere yol g6stermez ve
basarist ¢ok kiigiik n i¢in bile iyi tahmine baglidir.

6.2. Denklemlerin Temel Ozellikleri

Burada ilgilenecegimiz denklem

YPx  y¥=0 (6.1.1)
k=0
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formundadir. Reel eksen iizerindeki bir [x;, x»] aralifinin varligini kabul edecegiz ki
bu aralikta Pi(x)’ ler reel ve siireklidir. Genelliginden bir sey kaybetmeksizin bu
araligin her tarafinda Pyo(x) # 0 ve Pn(x) > O kabul edebiliriz. Ayrica [x;, X3]

aralifinda n-1 defa siirekli olarak diferansiyellenebilir olacak olan

1

P n
Box) fonksiyonuna gerek duyariz.
P, (x)

Bu n .kokiiniin herhangi bir tayini biri digerinden en gok birimin n. kékiiniin
bir kuvveti kadar fark eder . n-defa siirekli diferansiyellenebilir olan ve (6.1.1)%i
saglayan bir y = y(x) fonksiyonunu (6.1.1)’ in ¢6ziimii olarak diisiinebiliriz.

Simdi asagidaki tammlar yapacagiz.

Tanim 6.2.1.

(6.1.1) tipindeki denklem ,eger bir J  [X), X»] alt araliginda

&= [a(x)ax (6.1.2)
formundaki bir x bagimsiz degisken degisimi yardimu ile sabit katsayili bir denkleme

dontstiirtilebiliyorsa A 6zelligine sahip oldugu soylenebilecektir; burada a(x), J* de

n-1 defa stirekli diferansiyellenebilirdir.
Tanim 6.2.2,

(6.1.1) tipindeki bir denklem denklemin eger [x;, x2] de,

y,x)=[f)]" i=1,2,3,..,n (6.1.3)
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formundaki n lineer bagimsiz ¢oziimlere sahipse B ozelligine sahip olacagi
soylenebilecektir. Burada f(x) bir fonksiyonda ve a,; reel olmasi gerekmeyen farkli
sabitlerdir.

Simdi de A ve B ozellikleri arasindaki ilgiyi gosterecegiz.

Teorem 6.1.

(6.1.1) denklemi B 6zelligine sahip olsun. O zaman bu denklem A 6zelligine
sahip olur.

Ispat

Tanim 6.2.2.” den (6.1.1)” in (6.1.3) formunda n lineer bagimsiz ¢6ziimii vardir

Stireklilikten j < [x1, X2] ve f(x)>0 olmak tizere (6.1.3) denklemini;

y.(X)=exp {oci f ff((:)) dx:| (6.1.4)
formunda yazabiliriz.
Simdi
S'®
a(x)= m (6.1.5)

tanimlariz ve a(x)’i (6.1.5)" de tanimlandig1 gibi kullanarak (6.1.2) doniisiimiinii
uygulaniz. Bu doniistim (6.1.1) denklemini (6.1.4)’ e gore ¢bziimlerin agik¢a lineer
bagimsiz olan y,(£)=e** i=1,2, 3, ...,n ile verilen bir denkleme déniisiir. Boyle
bir denklem sabit katsayili denkleme esittir. Bu da ispati tamamlar. Genelde agiktir

ki teo. (6.1) in tersi dogru degildir. Bu da ispat1 tamamlar.
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dx
&= J.—x— =Inx doniisiimii

(6.1.6)
xlyn_xyv_l_y=0

denklemini;
Y"@)—ZY' (§)+ Y=0 ) (6.17)

denklemine doniistiiriir. (6.1.7) sabit katsayilara sahiptir; fakat (6.1.6),
yix)=x,
y>=x Inx

Lineer bagimsiz ¢6ziimlerine sahiptir. Bunlarin higbir kombinasyonu (6.1.3)

formunda ifade edilemez.

6.3. n. Mertebeden Denklemler

Bizim bu bélimdeki amacimiz, (6.1.1)’ in A ve B 6zelliklerine sahip olacak
sekilde Pi(x) katsayilar ile ilgili gerek ve yeter kosullari tiiretmektir. Bunun igin

Faade Bruno formiilii olarak bilinen asagidaki sonucu verebiliriz.

Yardimci teorem

&= Ia(x)dx (6.1.8)
olsun. a(x) ,bir aralikta k-1 defa siirekli diferansiyellenebilir ise k>1 i¢in

J

dat ¢ d
Wiz.q)kf(x) 7 (6.1.9)
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Pl /R3] Vil il

n k! k a(i*l)(x) i
Dy (¥)=),— T ,H{ (6.1.10)

(n; negatif olmayan bir tamsayilar),

i}’l,-=j (6.1.11)
il
p
;in, =k (6.1.12)
kosullar1 saglaniyor.
Bundan sonraki sonug , Yardimci Teorem 3.1." den agikca ¢ikar.
Yardimmci Teorem 3.2bi . ¢y k(x), (6.1.10) daki gi tanimlansin. O zaman
dik(x) = [a)]* (6.1.13)
@, (k-1 = g%[a @] (6.1.14)
olur.
ispat
(6.1.11)’ de j =k koyalim ve (6.1.12)" den ¢ikaralim.
k
2.(=1, =0 (6.1.15)
i
elde edilir. Burada ni>0 oldugunda n; = n3 = ...=nx = 0 a sahip oluruz ve

boylece (6.1.12) den n;=k olur. Bu sonucu (6.1.10) i¢inde koyarsak (6.1.13) elde
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edilir.(6.1.14) ispat etmek i¢in j=k-1 yazalim. (6.1.11)’ de bu sonucu (6.1.12)’ den

¢ikararak

k

2.1, =1 (6.1.16)
elde edilir.
Onceki gibi ny=1, n3= ... = nx = 0 oldugu ve (6.1.12) den ni=k-2’ oldugu sonucunu

cikariniz. n;’ in bu degerlerini (6.1.10).denkleminde yerine yazarsak (6.1.14) i elde
ederiz. Simdi A ve B &zellikleri igin kosullar1 vermek durumundayiz. ik olarak A
6zelligini tartisalim.

Teorem 6.3.1.

(6.1.1 in A ozelligine sahip olmasi gerek ve yeter kosulu Pyy(x)

katsayilarinin agagidaki n denklemini saglamasidir:

DO, ()P ()=5,Py(x), j=12,.n (6.1.17)
k=j

Burada B sabitlerdir, P, =1 ve

a(x) {%’;—ﬂ" (6.1.18)

denklemidir. Py(x) katsatilidir.
ispat
(6.1.1) Denklemi A 6zelligine sahip olsun. O zaman (6.1.1)’ i sabit katsay1li

bir denkleme gétiiren bir (6.1.2) doniigiimii vardir. Y(€)=y(x) tammlariz ve

Yardimci teorem 3.1 kullanarak (6.1.2)’ yi (6.1.1)" e koyalim. Sonug
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n n k
0= P (x) y‘“(x)=; P, (x)Zlcbk,, ()Y (& + P, (x) V(&)
M ST (6.1.19)
= Z[Z P.(x).®,, (x)} YO+ Py(x) V(&) =0

=1 k=j

(6.1.19 )un sagindaki biitiin ifadeler sabit katsayili bir denkleme esit olmalidir ve
bodylece (6.1.17), B; katsayih ¢ikar. Dolayisiyla genelligi bozmaksizin B,=1 koyarak
j=nigin (6.1.17),

@p 1 =Pn(x)=Po(x) (6.1.20)
ye doniistir.

Boylece Y.Teo.(3,2) yardimiyla (6.1.1) i elde ederiz. Ispatin gereklilik sartini
tamamlar. Yeter gart ispatlamak igin (6.1.1) denklemine (6.1.2) d6niisiimiinii

uygulaniz. a(x), (6.1.18) denklemi- ile verilmistir. (6.1.1) e, (6.1.21) doniigiimiini
uygulayarak (6.1.22)’ ye doniisecektir:

P(x) n
6.1.21
¢ = f[ (x)} (6.1.21)
Z{Z P (0D, (x)}Y DE + A XY (E) =0 (6.1.22)
Jel L k=j
Burada;

D@y (6.1.10) ile verilmistir. Fakat (6.1.17)" den ve Po(x)20 oldugu igin (6.1.22)
denklemi

n-1
Y(n)(§)+ZPjy(j)(§)+Y(é-’)=0 (6.1.23)
=1

denklemine indirgenir.
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Burada B’ ler sabitti. Bu Teorem (3,1) in ispatim1 tamamlar. Agiktir ki Po(x) ve
Py(x) in istenilen ve isaret gereksinimlerine gdre segilebildigi agiktir. O zaman
(6.1.18) a(x)’ iolusturur. Py(x), Pn(x) ve a(x) fonksiyonlarina (6.1.10) ve (6.1.13)" i
kullanarak ve (6.1.17)’ in yapisina dikkat ederek (6.1.17)’ de yerine koyarak ve
J=n-1, n-2,...,3,2,1 i¢in (6.1.17)’ yi hesaplayarak sirasi ile

Pp-1(X), Pp2(X), ..., P1(x) elde ederiz.

Simdi B 6zelligine dénelim.
Teorem 6.3.2.
(6.1.1)’ in B dzelligine sahip olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosullar;

i) Pi(x) katsayilar1 (6.1.10)-(6.1.17)-(6.1.18) i saglar.
n—1 )

i) m"+Y 8, m +1=0 (6.1.24)
J=1

denklemi n farkh m;; kokiine sahiptir. B;” ler (6.1.17)’ de verilmistir.
Ispat

Teorem 2.1 den, B 6zelligi A 6zelligini saglar.
Teorem 6.3.1."e gore (i)’ nin A 6zelligi igin gerekli kosullar1 gosterdigini ve boylece
B 6zelligi igin gerek kosullan sagladigint goriiriiz. Bununla birlikte (ii) kosulu tutarls
olmadiysa saglamasi ¢ikmamis (6.1.24), m=m iki katli koke sahip olacak ve

(6.1.23), bir Y(&)=&e™  gozlimiine sahip olacaktir. Fakat o zaman (6.1.1) B

ozelligine sahip olamazdi. Bu gereklilik ispat: tamamlar. Yeterliligi ispatlamak igin

(6.1.17) tutarli ise (6.1.21) doniistimiiniin (6.1.1)’i (6.1.23)’ e déniistiirdigiine dikkat

g

ederiz ki bunun ¢oziimleri ¥, (£) = e™* ile verilir. m; ,Teorem 6.3.2.” nin (i)’ ye gore

(6.1.24)’ {in farkli kékleridir. Simdi (6.1.1)" in ¢6ziimlerini (6.1.21) sayesinde
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1
Fy(x) ;dx
P, (x)

yi(x)=exp|m, [ [ i=1,2,3, ... .. (6.1.25)

olarak ifade edebiliriz.

Agiktir ki, (6.1.25)” deki y i(x) lineer bagimsiz ve(.6.1.3) formundadir. Gerektigi

gibi bu da Te06.3.2.nin ispatin1 tamamlar.

Sonug 6.3.1.(6.1.1) B 6zelligine sahipse, bunun tek temel ¢oziimleri (6.1.3) formuna
sahip olan (6.1.25) ile verilir.

Bu B 6zelliginin A 6zelligini ifade etmesinden Teorem 6.2.1.° den ve (6.1.21)

doniigtimiiniin tek olmasindan gikar.

Sonug 6.3.2.Eger (6.1.1), A 6zelligine sahip ise fakat B 6zelligine sahip degilse, o
zaman (6.1.24)’ iin k; katlar herhangi bir m; kokiine karsilik (6.1.1);

1 )

I
P n ki~ P n
v, (x) = exp| m, j[—}%ﬁﬂ dx Z_:AJ j{}%ﬁ’%} dx (6.1.26)

¢ozlimiine sahip olur. Burada A; keyfi sabitlerdir. Béyle bir m;’ ye karsilik (6.1.23),
k-1 ‘
Y(&)=e"" ) 4, (6.1.27)
=0

¢oziimiine sahip olur ve (6.1.21); (6.1.27)’ yi (6.1.26)’ ya gotiirtir.

Sonug¢ 6.3.3. (6.1.1) denklemi A &zelligine sahip olsun. B(n-1) #0. B;’ ler (6.1.17).
denklemde tarif edilmigtir. Bununla birlikte,P(x) ve Pn-1)(x) katsayilan
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n

P_ (x) >

P, (x) (6.1.28)

i saglasin. O zaman (6.1.1) denklemi B &zelligine sahiptir. (6.1.25) denklemi;

} m12f,,

y,(x)={P, )P (x) i=1,2,3, ... (6.1.29)

denklemine indirgenir.
(6.1.1), B 6zelligine sahip degilse (6.1.26) denklemi;

J

P,(x). Py (x)} (6.1.30)

5, ={ B, B @) 3B, {log

ye doniistir. B;’ ler sabit katsayilardir.
ispat
Belirtilen kosullar altinda

1

A1
el

ye sahip oldugumuzu géstermek agik¢a yeterdir. Buna gore J=n-1 i¢in (6.1.17)’ yi

P,(x). By (x) (6.1.31)

hesaplariz.
D p-1(X) Pp(x) + Dpt, n-1(X) Pr-1(X) = Bn-1 Po(X) (6.1.32)

elde ederiz. Fakat (6.1.13) ile k=n-1, (6.1.14) ile k=n i¢in (6.1.32) denklemi;
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gf’» ®.La"' )] + P, (x).a"" (x) = B, Py (%) (6.1.33)

denklemine indirgenir. (6.1.28)’ i kullanarak (6.1.33);

SR @)= AR ) | (6.1.34)

ye indirgenir. (6.1.18)’ den a(x)’ i (6.1.34)’ de yerine koyarak;

d n-1 ,l_,__z_
A AO) )] == frBr(®) (6.1.35)

elde edilir.

Sonug olarak;
! Py (x)

() | -
J{}"T);)—] & =J.[Pn (x)Pon—I (x)]n

2
n _ﬂn—lf)()(x)dx
=—— |2 , (6.1.36)

2 [, (B ()]

dx

" oglp, (v (o)

n-1
olur. Fakat (6.1.36), (6.1.35)" e esdegerdir. Boylece ispat tamamlantr.

Sonug 6.3.4. Sonug 6.3.3 sartlarini kabul edelim. B,.;=0 olmasi hari¢ ve D sonradan

tanimlanacak bir sabit olsun. O zaman eger (6.1.1), B 6zelligine sahip ise (6.1.25);
v, (x) = exp[Dmi [P, (x)dxl i=123,..n (6.1.37)

e indirgenir. Bu esnada (1), B 6zelligine sahip degilse (6.1.26);

54



k-1
yi(x)=exp[Dm,- jPo(x)dx] >4, {D.Iﬂ)(x)dx}j (6.1.38)

e indirgenir.
Ispat
Sonug (3,4) i¢in kosullarin;

1

[Po(x)]" - DB (6.1.39)

P, (x)
oldugunu géstermek agikca yeterlidir.

Burada D sabittir. Agikea;

1

PO (X) n _ n-1 "%
[ﬂx—)} = P,(0)[P,(x). P} (0] (6.1.40)

oldugu dogrudur. Bununla birlikte B,.;=0 1, (6.1.35)’ de yerine yerlestirerek
Pa(x) . Po™! (x) =D™ (6.1.41)
D sabiti tamimlamr. (6.1.41)’ i (6.1.40)’ da yerine koyarak (6.1.39)’ a ulasilir.

Agikga (6.1.38) toplamindaki D sabiti, A;” de yutulur. Fakat bu simetri nedenleri igin
burada birakilmaktadir.
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7. FRENET-BENZERI DIFERANSIYEL DENKLEMLER

7.1. Frenet-Benzeri Diferansiyel Denklemler

Normal formdaki diferansiyel denklem sistemleri sik sik diferansiyel
geometride karsimiza ¢ikmaktadir. Bunlardan birisi E* de kiiresel egrileri karakterize

eden diferansiyel denklem sistemidir ve

= —pf (7.1.1.)

formunda verilmektedir. [16, 17] Burada, s egrinin yay elemani, p(s)=1/y(s) egrilik

yarigap; ¥, T ve p egrilikler ve f(s), g(s) fonksiyonlar1 C? sinifindan fonksiyonlardir.
E” de sabit genislikli egrileri karakterize eden sistemler de bu tiptedir ve

da dp

LA W s, Lo 7.12
ot ag T AP TP (7.1.2.)

olarak verildigi bilinmektedir. [18, 19] Burada 0(s)= J.x(s) dsdir ve A(6), pu(0) ve
0

d(0) fonksiyonlar egriyi belirleyen katsayilardir. Ayrnica,

s B s B 713
R A (7.1.3)

Frenet-Serret formiilleri,
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Koordinat doniisiimleriyle, (t, nj, by), (t2, nz, b2), (13, n3, bs) lineer bagimsiz ¢6ziimler

olmak {izere,

¢ ¢
o T2 Ty =THO T, =10, (7.1.4)

diferansiyel denklemler sistemi kurulabilir. [21].

Bu, bir uzay egrisinin kapalilig1 (periyodikligi) ile ilgili bir kriteri ortaya
¢ikarmakta kullanilir.

Yukarida bahsettifimiz (7.1.1), (7.1.2) ve (7.1.3) normal sistemlerin hepsi de

ayni tip olduguna gére, bunlar1 genel olarak,

dx dy dz
i a(t)y, - —~a(t)x + b(t)z, e -b(t)y (7.1.5.)

formunda yazabiliriz. Bu tip bir sisteme Frenet-Benzeri diferansiyel denklemler
sistemi adini verecegiz. Burada a, b, x, y, z fonksiyonlar1 ve tiirevlerinin kapali bir
aralikta siirekli oldugu kabul edilmektedir. Buradaki amag, (7.1.4) sisteminin ¢6ziim
kiimelerinin integral bagintis1 formunda bulunabilecegini ve sonuglarin (7.1.1),
(7.1.2), (7.1.3) gibi sistemlere uygulanabilecegini gdstermektedir.

7.2. Diferansiyel Denklemlerin ve integral Bagmntilarin Kurulmasi

Once (7.1.5.) sistemini gézoniine alalim. Burada;

dx dy dz
—+y—+z—= 2.1
th+ydt+z (7.2.1.)

oldugundan bunun ¢6ziimi;
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X2 +y? + 22 = R%, (R keyfi sabit) (7.2.2)

olarak elde edilir. Buradan, (7.1.5.) sisteminin {x(t), y(t), z(t)} ¢6ziim kiimesinin
gosterdigi egrilerin, yani Vtel igin (I bir aralik) tiim (%, y, z) noktalannin, xyz-

koordinat sistemindeki (7.2.2.) kiiresi iizerinde oldugu gozlenir.

Simdi (7.1.4.) ve (7.1.5.) denklemlerini ele alalim ve z' yi keyfi alarak
{X,y, z} ¢6ziim kiimesini bulalim. Bu durumda, y' yi yok ederek elde edilen;

d({1dx

a(; —CE) +ax=bz (7.2.3.)

diferansiyel denklemini, [20] de verilen & = fa dt bagimsiz degisken degisimi ile,

sabit katsayili hale getiririz. Bunun ¢6ziimil,
x = [A - [bzSin [adt dt] Cos Jadt + [B + Jbz Cos [adt dt] Sin Jadt (7.2.4.)
olarak bulunur. Aym yolu izleyerek,

y = [B + [bzCos Jadt dt] Cos fadt — [A - fbz Sin Jadt dt] Sin fadt (7.2.5)
g
bagintistm elde ederiz. Bulunan (7.2.4.) ve (7.2.5.) bagmtilarim (7.2.3.)' deiyerine

koydugumuzda, yalmz z' ye bagh olan

[A - Joz Sin Jadt dt]* + [B + [bz Cos fadt dt]* + 2 = R® (7.2.6)
integral bagintisini elde ederiz. Burada A. B ve R keyfi sabitlerdir. Eger. z. (7.2.6.)
bagintisini saglayacak sekilde secilirse (7.2.4.), (7.2.5.) ve (7.2.6.) beraberce (7.2.3.)

sisteminin bir ¢6ziim kiimesini olusturur. Diger yandan, (7.2.3.) de x ve y' yi yok

edersek asagidaki 3.mertebeden lineer diferansiyel denklemini elde ederiz:

_l_[l_,-'J LA N (7.2.7.)
a\b a b
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veya

PO 7"+ PI 7" + P2 7 + P3 z=0 ; (7.2.8)

(7.2.9.)

Ayni zamanda, (7.2.8.) denklemi, (7.2.7.) integral bagintisindan A, B ve R keyfi
sabitlerinin yok edilmesiyle elde edilen diferansiyel denklem oldugundan, (7.2.7.)
integral bagmtisinin (7.2.8.) denkleminin kapali formdaki bir ¢6ziimii oldugunu
goriirliz. Ayrica (7.2.5.), (7.2.6.) ve (7.2.7.) takaminun (7.2.3.) sistemini sagladigin: ve

boylece buna esdeger oldugunu gozleriz.

(7.12)) ve (7.1.3.) denklemler giftinden, yukarnidaki paragraftaki yol

izlenerek;

y = [C - JaxCos Jbdt dt] Cos Jbdt + [D - JaxSin [bdt dt] Sin fbdt (7.2.10)
z=[D - [axSin [bdt dt] Cos Jbdt + [C - faxCos [bdt dt] Sin Jbdt (7.2.11)
x* = [C - JaxCos [bdt dt]* + [D - JaxSin [bdt dt]* = R (7.2.12)

elde ederiz. Burada C, D ve R keyfi sabitlerdir.
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(7.2.3.) den y ve Z' nin yok edilmesiyle x bilinmeyenli agagidaki 3.mertebeden lineer
denklem elde edilir:

veya

QO X'"+Ql X" +Q2 X'+Q3 X=O; (7213)

Diger yandan, (7.2.12) den C, D ve R keyfi sabitlerini yok edersek (7.2.13)
diferansiyel denkleminin elde edildigini ve bdylece (7.2.12)' nin (7.2.13)' iin kapal1
formda bir ¢6ziimii oldugunu gozleriz. O halde (7.2.3.) sistemine esdeger olan diger

bir takimin (7.2.10), (7.2.11) ve (7.2.12) Gigliisii ile verilebilecegini séyleyebiliriz.

Simdi 6zel olarak (o, y, 0) noktasindaki durumu inceleyelim. O halde (7.2.5.),
(7.2.6.) ve (7.2.7.) den

A Cos Jadt + B Sin Jadt=0

B Cos Jadt — A Sin fadt =y (R) (7.2.14)
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A*+B’=R’ve

tg Jadt =-A/B ; A2+ B?=R?
Ayrica (7.2.10), (7.2.11) ve (7.2.12)' den

D Cos fbdt - C Sin fbdt =0

C Cos Jbdt —D Sin Jbdt =y (R)

C’+D*=R’ve

tg Jbdt=D/C ; C2 + D* =R?
BunoktadayaA=C,B=DyadaA=D,B=C'dir.
A=C,B=Diken (7.2.15) ve (7.2.17) den

tg Jadt, tgfbdt = -1 veya Jadt - [bdt = krt + n/2;
A =D, B=Ciken,

tg Jadt + tg [bdt = 0 veya Jadt + [bdt = = + kn

O halde ad: gegen noktada (7.2.18) veya (7.2.19) bagintilar1 mevcuttur.
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8. UYYGULAMALAR

1.
y"+py'+qwy =0 denkleminin y; +y; =1 kosulunu saglayan iki lineer
bagimsiz ¢Oziimiiniin olabilmesi ig¢in p ve q fonksiyonlar1 arasindaki bagintiy:

bulunuz.
y1 = Cosx ve y,=Sinx alalim. Bunlarin denklemi saglamasi kosulu 6 i¢in;

6% = q(x), -8"/6' = p(x) bulunur.
Bu ikisi arasinda © yok edilirse, 2 p(x) q(x) + q'(x) =0 ¢ikar. Aranan kosul budur.

Bu kosul varsa Q(x) = _[ vJq(x)dx olup genel ¢6ziim;

Y=oy, +6),

= ¢,Sin |([yaGas )|+ e,Cos [[[JaGax)) otur.

Not: apy" + a;y' + a;y = 0 denklemi i¢in su sonuglar elde edilir.

aa, a2 l
2———+ =0 ve genel ¢oziim;

yec Sm[ j\/— d} COS[ = dx}

2.
p(x) fonksiyonunu &yle belirtiniz ki y"=y'/x + p(x) denkleminin y,.y, = 1 kosulunu

saglayan iki ¢6ziimii mevcut olsun.

Bu halde genel ¢6ziimii;y; ve y; icin yazilacak denklemlerden birincisi y;
ikincisi y) ile ¢arpilip toplanirsa

yiy=l1,
(Y1.y2)' = 0 oldugundan
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y2y1"+y2".y1 = 2p, (y1.y2)" = 0 kargilagtinlmasindan
y1'.y2' = p oldugu goriiliir.

p'=2p/x olur. p(x) = cx’

Genel Coziim;

y=c, exp[— I - p(x)dx] +c, exp I,/— p(x)dx olarak elde edilir.

p(x) y" + q(X)y'+y = 0 denkleminin t = f(x) gibi doniigiimle sabit katsayili bir
denklem haline gelebilmesi igin p(x) ve q(x) arasindaki bagnts;

t =f(x)

p(x) (fi)* d’y/de + [p(x)f" + q(x)f] dy/dt +y = 0

p(x) (f)* = sabit = k;

p(x) f' + q(x) f' = sabit =k,

Birincisi tliretilerek ikincisinde yerine yazilirsa;

k
a0=2524 22 59

t X)
R ; k
——=——"—=—2 kosulu saglanir. (k = sabit)
Vp(x) k,
; arc Sinx x| <1 £ 1
t=f(x)= t=1(x)="
(x) arc chx x> 1 ) X

{c, Cosat +c, Sinat [x/<1
y:

= + !
c,Chat +c, Sinh at |x|>1}y e+ cy)e
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ao(x)y": + a;(x)y' + ax(x)y = 0 denkleminin iki ¢6ziimii y;(X) ve y2(x) olsun. ¢;
ve ¢, keyfi sabitler olmak iizere y = cpyi(x)+cay2(x) fonksiyonunun bir ¢6ziim

oldugunu ispatlayinz.

b (X)) a(x)
@) Tam Y

[D2 LA a;(x))y= .

ay(x) ay(x)

(az * :Eg)(a " %Z%] = (e-y,)(a-y,(0)=0

@ y,® oy
v.(x) y,(x)  y'|=0
Vi(x) Y,y

y1(X)=Y, y2(X)=y ¢6zlim ise bunlar denklemi saglar.

. a,(x) a,(x
yi )+ 220 4 23 (4 g
ay(x) ay(x)
Y=oy ) )
, coa(x)  ,  a,(x
Y=ean ey t——=ey +==0p, +¢y, =0 olmal,
e a® " T 5@
Y =)

! a, (x) ' a, (X) _
C![yl (x)+ ag(x) » (%) +"ao(x) yl (x)j =0

¢,.0=0
0=0

c, %0

Aynen c,y, icin ¢oziiliir.



4.

Asagidaki denklemin genel ¢6ziimiinii bulunuz.

xy"-y'=
y'=py'=p
y=c, +c,x’ - 2Inx
p
Xp P—x
1.4
p xp—xz
1 I
—| ~=dx —dx 4
p=¢e < '[ef"d — dx
X
p=x4(_—2)+k,
p=-2x"+kx
dy -2
—=-—+k
dx x

dy=-2Inx+k,x* +k,

y=c,x’ +¢, —2Inx

S.

y" + f(x)y' + g(x)y = F(x) denkleminin genel ¢6ziimiinii arastiriniz.
y=ciy1 tcay2

y = ci(X) y1(X) + €2(X) y2(x)

y' = ci(®) i1 (%) + 2(x) y2 (%) + €1 (¥) y1(x) + €2 (X) y2(¥)

o1 (%) y1(%) + ¢2(%) y2(%) = 0

Y =c1(%) y1 (%) + c(x) y2 (%)

y"=ci1(x) y1 (%) + ca(x) 2 "(X) + €1 (%) Y1 (X) + ¢2 (%) y2(X)
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veya

ci(yr" + fyi'+gy1) + ca(y2"+Hy2'+gy2) + ity + o'y = F(x)

y1i" + fx)y1'+gx)y: = 0 ve y2"+H(x)y2' + g(x)y2 =0

cr'y1tcr'y2=0

c'yl' + &'yr' =F(x)

Ny
Wy ={, ~°, |#0
BT
0 y, ‘
LGN Ne
! Y W WYy =YW
yoo»
» O
, W F(x) »F(x)
¢, = =

W) Ny =N

¥, (x)F(x)dx
Y (xX)yy (x)=y,(x)y) (x)

cl(x)'—_—J' 1

Y ()F (x)dx
Y1(¥)yy ()=, ()y; (x)

¢ (x)=- 2

F
Y=yt y, vt _["—,—yl——,_
W2 =V
seklinde bulunur.
6.

Asagida verilen diferansiyel denklemi ¢dztliniiz.

x3yn + va —y= el/x, x>0
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x3y" + xyl _y —_ O

y(x) = xu(x)
y'=xu+u
yll —_ XI,I" + 2ul

X (xu" + 2u') + x(xu' + u) — xu = xXu"+ 23+ =0

x‘w = -(2x3 + xz)w,

w_Z@ecrxh) 2 1
W x* T ox x?

In|w| = —2In|x| + 1, In|C, |
x

u=C, Iel/xx‘zdx=—C]e'/" +C,
x = xv,(x)+xe'" v, (x)
’ 1/x 0
xv, +xe vy =0

1 _
vll +(1___ el/.\'v; =x Sellx
X

X xe
xjq_ _ _plix
W[x,xe ]_1 1___1_ e/* =-€
X/
x
X xe -3 3/x
o= 1 . ZIX € el
1 _--— _ ===
’_el/x x 3e|/x (1__)e|/x _eI/x
X
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yp (x) = x(_el/.\') +xel/x(x-l) — (1 _x)ell,\'

1/x 1/x

y(x)=Cx+Coxe " +(1-x)e

7.
X"(£)-X'()-6x(t) = -2

x(0)=1, x'(0)=0

yukarida verilen kosullara bagh kalarak diferansiyel denklemi ¢6ziimleyiniz.
s2<{x(t)} — sx(0) — X'(0) - s<{x(t)} + x(0) - 6<{x(t)} = -2/s

(s*-5-6)<{x(t)} — s+1 =-2/s

(s2-5-6)<{x(t)}= s*-5-2/s

<{x(t)} = s*-s-2 / s(s*5-6)
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s2-s5-2 1(1) 4( 1 ) 2( 1 )
— e =+ — +=
s(s?—s-6) 3\s) 15\s-3) 5\s+2

- i) EH)

x(t) = 1 +ie3’ + -2—e"2’
3 15 5

3{x()} = X (s)
) , 2 4 2 , ,
8. (x* +x)y'""—(x" +3x+ 1)y"+(x +4+ ;)y'—(l + < + ;T)y =3x"(x+1)"

degisken katsay1l1 diferansiyel denklemin ¢6ziim kiimesini bulunuz.
(KHXOV"-(x22)V"-(x+2)v'=3x(x+1)?

(U -(x*-2)u'-(x+2)u=3x(x+1)

u=e*w, u'=e", w'+e*w, u"=¢"w"+2e*w'+e*w

(KW HEH2x+H2)w' = 3xe (x+1)?

(x*+X)Z+H(x*H2x+2)z = 3xe™ (x+1)?
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( z_x )z e (x+1)

X
I3x dx=x’+K,
d x+1
—E=z=x(x+1)e'x +K,—,—e'x
dx x*
e"‘X

—u‘—=w=—x2e'x -3 +C,—+C,
e’ X
dv

C,
—=u=-x" -3x-— 3+—+Ce
dx X

4

3
y=xv=—x?—-2-x3 -3x* + C,xInx + C,xe* + C,x

9.
Xy +5x’y"+H2x-x )y -(2+x)y = 40x°-4x°

denkleminin ¢6ziim kiimesini bulunuz.

x™ seklinde bir entegrasyon ¢arpamna sahip olup olmadifimi anlamak igin x™ ile

carpalim.

xm+3 "y 5xm+2yu + (2xm+1 m+3)y (2Xm + xm+2)y = (40x3 _ 4x5)xm

-2x™ + x™2) — 2(m+1)x™ + (m+3)x™2 + 5(m+2) (m+1)x™ — (m+3)(m+2)(m+1) x™ =
(m+2)x™? + (m+2)(m-m>x™ = 0 (x’ in bitin degerleri i¢in) x bir entegrasyon

carpandir. Bunu kullanarak,
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® [N

—x)y'—-(—zz-ﬂjy = 40x ~ 4x’

xy" +5 y"+(
x

.x))" x:})’” + y"

4y"+(g—x)y' —(—27+1)y

x x°

4y'+(-2-—xjy 4y"+(g—x)y'—(%+l)y
x x x

xy"+4y' +(%—xjy =20x? -x* + K

y= 2 ile denklem

2

Vv =(D? 1w =20x" —x’ + Kx
sekline indirgenir ve tam ¢oziim :
v=x’y=Ce C,e™ —(1+D* + D* + D® +...)(20x" - x° + Kx)

Ce* +Cre™ +Cyx+x°

10.

(x°’D*+6x’D*+7xD+1)y = In x

denklemini sabit katsayil1 denkleme indirgeyiniz ve genel ¢6ziimiinii bulunuz.
X=e t=In x

xDy(x) = Diy(®), .. X’D’y(x) = Di(D1-)(D1-2)y (1

(Di+1)’y =t

u = (coteit + coth)e?
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1

v= t=[1-3D, +3D*+D})+.Jt=t-3
143D, +3D} + D} 1=GD, D

y=(c, +ct+cyt)e™ +1-3
y=[c, +¢,Inx+c,(Inx)*]x™ +Inx -3
11.

x(x+)y"+H2-x%)y - (2+x)y = (x+1)* denkleminin tamamlayic1 fonksiyonu

y =c1e* + cox”' olduguna gére 6zel ¢oziimiinii bulunuz.
y' =cie* + cx?
- X -2 1.X 1-1
y =cie"—CX tcpe +erxX

cr'e’+e'x =0

y" =ce* + 2cx7> + ¢1'e* — cr'x?
f:,'ex ~c'x 2 =x+1/x

cl=¢e C) =-X
=€ 7, =-x*/2
v =-(x+2)/2
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12. Asagida verilen degisken katsay1l difaransiyel denkleminin ¢6ziimiinii bulunuz.

2xy"+(1 - 4x)y'+(2x - Dy = €™
y'=e*(u+u'), y"=e*(u+2u'+u")
2xu"+u'=1
2xv'+v =1

dv  dx

v-1 2x
1
ln(v—1)=§lnx+lncl

v=cl\/;+l
u'=c,\/§+1

2
u= I(c,&+ Ddx +c, =§cl\/;?+x+ &)
13.
ty"+(t-1y"- y=0,
y(0)=5,y'(0)=0.  baslangi¢ deger problemini ¢dzliniiz.

Denklemin her iki yanina Laplace doniisiimii uygulanirsa

L{ty"}+L{ty'}-L{y'}-L{y}=0 olur.

L{y"}=s’Y(s)-sy(0)-y'(0)=s>Y(s)-5s- a ve (D) dzelliginden
L{ty"}= 4 (*Y(5)-55- 0)=-25Y-s’Y*+5

Elde edilir. Benzer halde ,

L{y'}=sY(s)-y(0)=sY-5

L{ty'}=- Hd's_ (sY-5)=-Y-sY' bulunur. Buradan ,Y(s) ye gore birinci basamaktan
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L 3s42 v _ 10
Y+ ¥ = 554D

dogrusal denklemi elde edilir . Bu denklemin ¢6ziimii ,

Y- e[ -1)

dir. Béylece verilen denklemin genel ¢dziimii,

yO=L Y@} =(S+enl g7 I+ el (g - el { )
y(t)=(5+ci)e™ e (t-1)
bi¢iminde bulunur.
14.
7. béliimde elde edilen sonuglar: 6nce E* de kiiresel egrileri karakterize eden (7.1.1)
sistemine uygulayalim. Busistem, (7.1.4) inx=p,y=f, z=g,a=1,b=p,t=s
konulmasi halidir. O halde (7.1.5), (7.1.10), (7.1.11), (7.1.12) ve (7.1.13)' den,
p? +2+g? =R’
f=[C - [tpCos | uds ds] Cos Ju ds + (D - JxpSin Juds ds) Sin Ju ds
g =[D - JtpSin | pds ds] Cos Ju ds - (C - JtpSin fuds ds) Sin Ju ds

ve

p’+[C- ftpCos Juds ds> + [D - ftpSin fpds ds]’ = R?
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elde edilir. Sonug olarak bu denklem, R yarigaphh kiire tizerinde bulunan ve
yukaridaki integral bagintisim1 gergekleyen E* kiiresel egrilerini karakterize eden
diferansiyel denklemdir. Aynica buna ,E' kiiresel egrilerinin  integral

karakterizasyonu denir. [17].

Simdi de uzayda sabit genislikli egrileri karakterize eden (7.1.2) sistemini
g6zoniine alahm. Bu sistem, (7.1.4) sisteminin
x=Ay=U,z=38,a=1,t=0,b=pr konulmasi hali oldugundan, (7.1.4) i¢in elde
edilen (7.1.5), (7.1.6), (7.1.7), (7.1.8) ve (7.1.9) bagintilarindan agagidaki sonuglari

elde ederiz:

A =[A - Jptd Sin® do] Cos6 + [B + Jptd Cos® db] Sinb,
i = [B - [pts Cos6 d0] Cosb - [A - [ptd Sinb d6] Sinb,
[A - [pt8 Sin® d8]* + [B + [pt8 Cosb d6]* + 8% = R*

1) 1
[(——8') + pTS} +—38'=0
pT pt

Béylece, yukaridaki denklemi saglayacak sekilde segilen & i¢in A; p ve R
bulunarak sabit genislikli egri belirlenebilir. Ayrica, gerektiginde (7.1.5), (7.1.10),
(7.1.11), (7.1.12) ve (7.1.13) bagintilar1 da kullamilarak egri belirlenebilir.

15.

Basit gibi g6riinen y’=x2+y2 , ¥(0) = 1 Baslangi¢-deger problemini ¢6zelim.
(Doniisiim Yontemi)
Kesim (2.2). de verilen yontemle asagidaki sonuglari elde ederiz:

y=uPv?

doniislimiinii yapariz ve q = -1 segerek denklemi
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V' +xiv=0 )

lineer hale getiririz ve y ¢6zlimiinii de;

y=-V'/v (2)

olarak elde ederiz; burada v, (1) denkleminin ¢6ziimiidiir.

N

Simdi vyi v= Zanx“ formunda bir seri ¢oziimii olarak aradigimizda
n=0

lineer bagimsiz ¢dzlimleri;

v =lo—xt 4 1 x*+
: 43 8743
1 5 l 9
VvV, = X—;4_X + 9854X +...

olarak elde ederiz ki bunlar 0 < x < 1 i¢in yakinsaktirlar. Genel ¢6ziim, v igin,

Vi =cvyt+Cva (c1 ve ¢, keyfi sabit) olur. Béylece y icin genel ¢6ziim;
V' ¢V, +c,V. c v, +kv.
y=——=———"—22% veya k=— olmak iizere y=—— 2
v C,V, +C,V, c, v, +kv,

olarak elde edilir. y(0) = 1 kosuluna gére k = -1 olur. Béylece,

. v, —V, _ 1 3)
itVa x’ . x* % N
STt T

elde edilir. x—1 iken y — o oldugu elde edilebilir[7]. Bu a¢iklama x’ in 1” €

yakin degerleri igin 6nceki yontemlerin hatali davranigim gosterir.
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16.

Fizikte yoriinge hesabinda karsimiza ¢ikan;

(xy+ Ddx+(xy—1)dy=0

diferansiyel denklemini gozoniine alalim ve ¢6ziimiinii aragtiralim.

Bu denklemin analitik ¢6ziimiinii bulmak miimkiin olmamigtir. Doniisiim

yolu izleyerek denklemi Riccati denklemine doniistiirlip ¢6ziimiinii arastirabiliriz.
Simdi kesim 2.2 deki y6ntemi kullanalim.

q = -1 olmak tizere v = UPV"' déniisiimii ile Riccati denklemi ikinci mertebeden, V

bagimli u bagimsiz degiskenli;

2

v,
16~ +u’V =0

lineer diferansiyel denklemine déniigiir. Bu denklemin u = 0 civarinda;

V= a,u" formunda

n=0
ut " u
V,=1- + — 5+
: 34.16 34.78.16> 34.781112.16° *
v —u u o’ "

2 =T Y506 4589.167  45891213.16°

gibi iki tane lineer bagimsiz seri ¢6ziimiinii elde ederiz. Genel ¢6ziim ise;

V=c¢iVi+cV;
olacaktir.
v, +kv. c
v=—4—1—2 (k = —L keyfi sabit)
v, +kv, C,

olur. Buradan sonuglandirilir.
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17.

Asagidaki denklemi 6zel yontemlerden yararlanarak ¢dziiniiz.

-X

e

(e +1)y"~(x = 1)y'—2xy= denkle min de

x+1
a,+a, =x+1-2x=1-x
a, =—(x-1)
agtaz=a;

~ oldugundan y;=e¢™ homogen kismin bir ¢6ziimiidiir.

y=e™.u doniisiimii ile verilen denklem

-X

+1

[(x +Du"+H(-3x - l)u']e'X = : veya

u'=v , u"=v' alinarak

, 1
(x+1).v-Bx+Dv= —

, 3x+1v_ 1
x+1 (x+1)?

lineer denkle min e indirgenir ve ¢6ztiliir.

S D R
T T T )

Genel ¢o6ziim;

S| — + 83xd+
y=e 3(x+1)?  xa)? [RTC

]dx +c?
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18.
x-2)y" - (4x-7)y' + (4x-6)y = (x-2)* denkleminin homogen kisminin y = e™

formunda ¢6ziimlerini arayiniz.

y= emx y'=m emx yn =mz emx

ifadelerini homogen denklemde yerine koyalim.

(x-2)m? e™ — (4x-7) m €™ + (4x-6)e™ = 0 e™ 0

(m*-4m+4)x + (-2m*+7m-6) = 0

m’-4m+4=0 (m-2)*=0

2m*+7m-6=0 (m-2) (2m-3) = 0 sistemini ayn1 anda saglayan m degerleri i¢in
yeni m=2 igin saglanir. O halde lineer bagimsiz ¢éziimlerden birisi y,=e® tir.

Vo = cre¥+cy(x-2) e

ys = &> (x*/3 — x%) seklinde elde edilir.
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9. SONUC ve TARTISMA

Bu c¢alismada, tam ¢Oziimleri bulunabilen yiiksek mertebeden degisken
katsayili lineer diferansiyel denklemler ve bunlarin ¢6ziim yéntemleri uygulamalari
ile birlikte gozoniine serilmistir. Ayrica, daha ileri ¢alismalarda ve miihendislik
problemlerinde ortaya ¢ikan, ¢oziilemeyen diferansiyel denklemlere yardimcei

olabilecek doniigiim yontemleri de sunulmugtur.

Fen ve miihendislikte sik¢a karsimiza ¢ikan “Tam Olmayan ve Riccati
Denklemi” gibi lineer olmayan diferansiyel denklemlerin analitik ¢oziimleri
bulunamamakta ya da zorluklar bulunmaktadir. Bu ¢aligmada, bu tiir denklemler
degisken Kkatsayili diferansiyel denkleme doniisim yo6ntemleri ile indirgenip
¢oziilebilmektedir. Fizikte yoriingelerin bulunmasinda ortaya ¢ikan analitik olarak
¢oziilemeyen diferansiyel denklemlerin bazi doéniisiimlerle Riccati denklemine ve
bunun da 2. Mertebeden degisken katsayili lineer diferansiyel denklemine déniistiigii

ve dolayisiyla verilen yoOntemlerle sayisal olarak ¢oziilebilir hale geldigi

goriilmektedir.

Diferansiyel geometride karsimiza ¢ikan ¢ogu yiiksek mertebeden lineer
diferansiyel denklemlerin agik bir ¢oziimii heniiz bulunamamigtir. Ancak, kapali
formda ¢oziimleri olan, (7.1.8 )ve (7.1.12) de oldugu gibi, integral bagintilar1 olarak
elde edilebilmistir. Eger, a sabit, b sabit ise ya da a/b oram sabit ise, bagimsiz
degisken degisimleri ile sabit katsayili hale getirilerek agik ¢6ziimler bulunabilir [20]
Bolim 7 de verilen yontemler, bazi simrlamalar getirildiginden (yani x, y veya z
lizerine baz1 kogullar konulmak zorunda oldugundan) 6zel durumiar i¢in dolayisiyla
bazi 6zel egriler icin, oldukga yararlidir. Ornegin, uygulama kesiminde verilen
kiiresel egriler ve sabit genislikli egrilerin yamisira, sabit genisli egrilerin bir 6zel hali
olan Bertrand egrileri i¢in de (7.1.14)-(7.1.19) bagintilar1 yararli olabilir. Ozellikle,

X, y veya Z' nin biri i¢in bir kosul verilmesi halinde islemler olduk¢a kolaylasir.

Kesim 7.3' de E* kiiresel egrileri igin verilen formiillerde, g = 0 (ve aym
zamanda p = 0) aliirsa p* + [C - [pt ds]* = R? - D? (=K?, K keyfi sabit) integral
bagintisi elde edilir. Bunun diferansiyel denklemi, (1/1 p')' + tp = 0 dir ki bu, uzayda
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kiiresel egrileri karakterize eden diferansiyel denklemdir. [6] O halde p’[C - Jpt ds]?
= K? bagntis1, uzayda kiiresel egriler igin bir integral 6zelliktir. Aym zamanda,
bilinen p = A Cos jt ds + B [t ds agik .¢6ziimii ise (7.1.6) bagintisindan kolayca elde
edilir.

Kesim 7 2' de karsilasilan R, [adt, fbdt ile kiiresel kutup koordinatlan arasinda bir
ilginin var oldugunu sezgisel olarak sdyleyebiliriz. Diger yandan, burada sunulan ve
diferansiyel geometride 6nemli bir yer tutan , ti¢lincii mertebeden degisken katsayili
bir denklem olan, sabit genislikli egrilerin ve kiiresel egrilerin diferansiyel

denklemleri heniiz analitik olarak ¢6ziilememigtir.
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