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OZET

YUKSEK MERTEBEDEN LINEER
INTEGRODIFERANSIYEL DENKLEM SiSTEMLERININ
YAKLASIK COZUMU IiCiN TAYLOR SIRALAMA YONTEMI

Aysen KARAMETE

Balikesir Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii,
Matematik Egitimi Ana bilim Dali

Doktora Tezi / Tez Danismani: Prof. Dr. Mehmet SEZER

Balikesir, 2001

Bu galismada, diferansiyel denklemlerin ve integral denklemlerin ¢6ziimii
icin [1,2] de verilen “Taylor Siralama YOntemi”; yiiksek mertebeden, degisken
katsayil1 integrodiferansiyel denklem sistemlerinin verilen karigik kosullara gore
Taylor polinomlar1 cinsinden yaklagik ¢6ziimlerini bulmak igin gelistirilmistir.
Yontemin ilk asamasinda verilen sistemler matris denklemine doniistiiriiliir; ardindan
da Taylor siralama noktalar yardimiyla bilinmeyeni sadece Taylor katsayilar matrisi
olan yeni bir matris denklemi olusturulur. Daha sonra kosullarin matris formu Taylor
katsayilarina bagh olarak elde edilir ve iki sonug birlestirilerek yeni bir denklem
sistemine ulagilir. Bu sistem dogrusal cebirsel bir denklem sistemine karsilik gelir.
Buradan Taylor katsayilari kolayca bulunarak Sonlu Taylor Seri Yaklagimi elde
edilir.

Caligmanin ilk boliimiinde, konunun anlagilmasim saglayan temel kavramlar
ve konuyla ilgili daha 6nce yapilan calismalar verilmistir. Ilerleyen boliimlerde
sirastyla diferansiyel, integral ve integrodiferansiyel denklem sistemlerinin ¢oziimleri
i¢in Taylor siralama y6ntemi sunulmustur. Son béliimde ise bunlarla ilgili érnekler

verilmis ve sonuglar tartigilmigtir,

Anahtar kelimeler: Siralama noktalari, Taylor polinomlari, Diferansiyel denklem

sistemleri, Integral denklem sistemleri, Integrodiferansiyel denklem sistemleri
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ABSTRACT

A TAYLOR COLLOCATION METHOD
FOR APROXIMATELY SOLUTIONS OF SYSTEMS OF HIGHER ORDER
LINEAR INTEGRODIFFERENTIAL EQUATIONS

Aysen KARAMETE

Balikesir University, Institute of Science,
Department of Mathematics Education

Ph. D. Thesis/ Supervisor: Prof. Dr. Mehmet SEZER
Balikesir, 2001

In this study, “Taylor Collocation Method”, which is given for the solutions
of differential and integral equations in [1,2], is developed, in order to find the
aproximate solutions of higher order linear systems of integrodifferential equations
with variable coefficients, in terms of Taylor polynomials, with respect to given
mixed conditions. In the first step of this method, given systems are transformed into
the matrix equations, and then, by means of Taylor collacation points, a new matrix
equation, whose parameter is a Taylor coefficients matrix, is formed. Following this,
depending on the Taylor coefficients, the matrix form of the conditions is obtained,
and so is a new equation system is combining these two results. The system
corresponds to a system of linear algebraic equation. Hence, by finding the Taylor

coefficients , the finite Taylor series approach is obtained.

In the first chapter of this study, some basic concepts and literature review
studies on the same topic are revised. In the following chapters: Taylor collocation
method has been submitted for the solution of differential, integral and
integrodifferential equations respectively. In the final chapter, examples about those

have been given and results are discussed.

KEY WORDS: Collocation Points, Taylor Polynomials, System of Differential
Equations, System of Integral Equations, System of Integrodifferential Equations.
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BOLUM 1

TEMEL KAVRAMLAR
1.1 GIiRiS

Degisken katsayili, lineer diferansiyel denklemler, integral denklemler ve
integrodiferansiyel denklemler, miihendislik ve matematigin birgok dalinda bir
matematiksel model olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Ozellikle, baslangig ve smnir-deger
problemlerinde sik sik bu denklemlerle kargilagiimaktadir. Birgok uygulamal: bilim
dallarinda baz problemler tek bir denklem ile ifade edilemezler. Bunlar gok sayida
bilinmeyen fonksiyon igeren diferansiyel, integral ya da integrodiferansiyel
denklemlerin bir kombinasyonu olarak ifade edilirler. Bu sekildeki denklem
sistemleri birgok fizik ve miithendislik dalinda goriilmektedir.

Ormnegin diferansiyel denklem sistemleri; Elastikiyet teorisi [3], Dinamik [4],
Akigkanlar mekanigi [5], Devre problemleri [6], Salinim problemleri [7,8], Kuantum
dinamigi [9] gibi konularda, integral ve integrodiferansiyel denklem sistemleri ise
Elektromanyetik teori [10], Termoelastikiyet [11], Biyoloji [12], Mekanik [13,14],
Dalga Kirnima [15], gibi alanlarda karsimiza gikar.

Sistemlerin ¢6ziimii igin su ana kadar sunulmus genel bir yontem yoktur.
Sabit katsayili diferansiyel denklem sistemlerinin ¢dziimii bulunabilmekte; ancak
degisken katsayili diferansiyel denklem sistemleri, integral ve integrodiferansiyel
denklem sistemlerinin ¢6ziimii ile ilgili literatiirde pek fazla ¢aligma yoktur. Bu
nedenle fizik ve mithendislik alanlarinda 6nemli bir yeri olan bu tip sistemlerin

yaklagik ¢6ziimlerinin bulunmasinin yararli olacag: diistintilmiistiir.

Ikinci ve daha yiiksek mertebeden degisken katsayili diferansiyel, integral ve
integrodiferansiyel denklemlerin analitik ¢oziimlerinin bulunmasi oldukga giigtiir. Bu
yiizden yaklasik ¢oziimlere gerek duyulmustur. Bu tip denklemler normal formdaki
diferansiyel denklem sistemlerine doniistiirlilerek ¢6ziimler arastinnlmistir. Bu
nedenle sistemler konusunda yapilan ¢alismalarin hemen hepsi birinci mertebeden

sistemlere iliskindir. Bunlarin ¢6ziimii i¢in Runge-Kutta, Euler gibi birkag¢ standart



yontem mevcuttur. Ancak yliksek mertebeden diferansiyel denklem, integral ve
integrodiferansiyel denklem sistemleri ile ilgili ¢6zlim yontemleri mevcut degildir.
Bu tiir sistemler igin yapilan aragtirmada yiiksek mertebeden integrodiferansiyel
denklem sistemlerinin incelendigine rastlanmamustir. Genellikle birinci mertebeden
sistemler incelenmis olup, bunlarda da ¢oziimlerin asimptotik davraniglar [16,17],
kararlihk [18,19], periyodik ¢oziimler [20], ¢oziimlerin varhigi [21,22], gibi teorik
konular ele alinmigtir. Sadece birinci mertebeden diferansiyel denklem sistemleri i¢in
sayisal  yontemlerden bahsedilmistir. Son olarak, yiiksek mertebeden
integrodiferansiyel denklem sistemlerinin Chebyshev polinomlar1 yardimiyla
yaklagik ¢coziimleri i¢in bir yéntem [23] tarafindan verilmistir.

1.2 PROBLEM

Bu c¢ahigmadaki amag, daha Once diferansiyel denklemler ve integral
denklemlerde kullandigimiz Taylor Siralama Yonteminin [1,2] genel olarak

b

m k
> ey, ) =00+ [Ky(x )y, (0d; j=1.2....k

n=0 i=0
seklinde tamimlanan yliksek mertebeden lineer degisken katsayili sistemlerin

m_l o . .
Y ey @+b,y ) +ey P @)=2, agcsh, i=12,.m-1

=0

kosullarina gére, x=c noktasi civarinda
N o @ )
y;(x)= ZL.-'@(X—C)’; i=1,2,...k
=0 J:

sonlu Taylor serisi formunda yaklagik ¢dzlimleri igin gelistirilmesi, uygulanmasi ve
Onemli 6zelliklerinin belirlenmesidir. Yontem siralama noktalar1 yardimiyla sistemin
bir matris denklemine doniistiirtilmesine dayanir. Bu matris denklemi bilinmeyen
Taylor katsayilarindan olugan bir cebirsel sisteme karsilik gelir. Boylece cebirsel

sistemin  ¢6ziimiinden bulunan Taylor Katsayilar1  kullamlarak, verilen



integrodiferansiyel denklem sisteminin sonlu Taylor seri formunda yaklagik ¢6ziimii

bulunmus olur.
1.3 TAYLOR SIRALAMA NOKTALARI
Problemin tamm aralii olarak verilen a < x <b araliimn,

a=t, <t <..<ty=b
olmak tizere, t,,t,,...,t noktalar ile N esit pargaya boliindiigiinde elde edilen

a

t =a+2= i, i=0,1,...N (1.1)
N

1

noktalarina, “siralama (collocation) noktalar1” denir [1,2].



BOLUM 2

LINEER DiFERANSIYEL DENKLEM SiSTEMLERININ
TAYLOR SIRALAMA YONTEMI ILE YAKLASIK
CcOzUMU

2.1 GiRiS

Burada ilk olarak £ bilinmeyenli normal formdaki diferansiyel denklem
sistemlerinin, daha sonra da ikinci mertebeden k bilinmeyenli standart formdaki

sistemlerin ¢dziimii Taylor siralama yontemi ile bulunmaya ¢alisilacaktir.

Bu bélimde incelenecek olan tiim sistemlerin ¢6ziim fonksiyonlarmin

a <t <baralifinda t=c noktasi civarinda (N serinin kesme sinir1 olmak iizere)

N @ )
y,0=Y 21 De_oy; i=12,..k @1
=0 )

formunda sonlu Taylor agilimimin varoldugu kabul edilecektir.

2.2 TEMEL MATRIS GOSTERIMLERi
Burada, baz1 fonksiyonlarin temel matris gésterimleri sunulmustur.
2.2.1 Bir f(t) Fonksiyonunun Matris Gosterimi

Bir f(t) fonksiyonunun t=c noktasi civarinda kesilmis Taylor serisi formunda

yazilis1

f-Y 2@ (C) oy

=0

seklindedir. Bu fonksiyonun matris gésterimini bulmak i¢in



- i
i} i 20 0 0
AL o
y(l)(c) 0 I 0 .. 0

A=l LTo=) t-c (-of . @PlM=|, o1

. 2
LY(N)(C)_ 0 0 0 L
L NI

matrislerini tammlayalim. Burada A (N+1)x1, T(t) 1x(N+1) ve My (N+1)x(N+1)
tipindeki matrislerdir. Boylece, yukarida kesilmis Taylor seri formunda yazilan f(t)
fonksiyonu

f)=THOMA 2.2)
gibi matris formunda yazilabilir.

2.2.2 Bir f™(t) Fonksiyonunun Matris Gésterimi

Benzer sekilde f(t) fonksiyonunun tiirevleri de matris formunda yazilabilir.

Bu fonksiyonun m. mertebeden tiirevinin kesilmis Taylor seri agilimi

£ (1) = im(t —c) ™

o (J—m)!
bicimindedir. Burada f%(c) bilinmeyen Taylor katsayilaridir. Bunlarin meydana
getirdigi siitun matrisine A® denildiginde, tiirev fonksiyonu
£ (1) = T A ™ 2.3)
seklinde yazilabilir. Buradaki A® matrisi ile (2.2) de yer alan A matrisi arasinda
A™ —M,A

bagintisi vardir. M, asagidaki gibi tammlanan (N+1) boyutlu bir kare matristir.



0 0 1y oT
o!
0 0 0l 0
|
M, = 1
0 0 0
(N—m)!
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 |

Bu bagint1 yardimiyla (2.3) diizenlenirse;
7 (t)=THOM,A 24
elde edilir. [1,2]

2.2.3 Bir y(t) Matrisinin A Matrisi Cinsinden ifadesi

Benzer diisiinceyle (2.1) de verilen fonksiyonlar, (2.2) bagintist kullamlarak

v, =TOMyA;, i=12,..k (2.5)

matris formuna doniistiiriilebilir; burada A, matrisi

A=20 v0© - vPe]

olup, T(t) matrisi ise (2.2) deki gibidir.

Bu fonksiyonlarmn olusturdugu matris bulunmaya ¢ahsildiginda

y.®] [ToM,A, T [T® 0 .. 07]M, 0 .. 0]FA;]

Y.(t) | | TOM,A, 0 T® .. 0| 0 M, .. 0]|A4,
yio=| - |= . = . .

v ®] [TOMA, ] [0 o .. To®lo o M, |lA]
y(t) matrisi



2.6)

y(©) = HIM A

bi¢iminde A bilinmeyen Taylor katsayilar matrisi cinsinden yazilabilir. Buradaki

At), 9(0 ve A matrisleri

‘T(t) O 0] M, O 0]
0 TE® .. O 0 M, 0
o) = : 9mo= : >
| 0 0 T() |, | 0 0 M |
A
A2
A=| .
_Ak_kXI
seklinde tamimlanir.

2.2.4 y'(t) Tiirev Matrisinin A matrisi Cinsinden Ifadesi

y; (t) fonksiyonlarimin birinci mertebeden tlirevlerinin matris gosterimi (2.4)

de m=1 alinarak

yi (1) =T(HM, A, 2.7)
bigiminde bulunur. Burada y'(t) tiirev fonksiyonlarinin olugturdugu matris

yiy] [ToM,A,7 [T® o0 .. 0 ][M, 0 0 TA,

y,(t) | | T®OM,A, 0 T® 0 || 0 M 0 || A,
yi=| - |= . . .

yi@®] [TOMA ] [0 0 TW| 0 0 M, |[ A

A katsayilar matrisi cinsinden

y'(t)= @t)mlA

2.8)




bulunmus olur. Burada O, matrisi

™M, 0 .. O]

0 M, .. 0
9\'(1=

0 0 .. M,

olarak alinmistir.
2.2.5 y™ (¢) Tiirev Matrisinin A matrisi Cinsinden ifadesi

yi(m) (t) tiirev fonksiyonlarimin sonlu Taylor seri agilimlari

6)}
AOE Zy‘ (C)(t —c)™, i=0,L..,k,a<t<b

j=0
bi¢iminde yazilabilir. (2.4) denklemi yardimyla
v ™) =T(OMpA, 2.9)

matris denklemi elde edilir. Bilinmeyen fonksiyonlarin m. mertebeden tlirevlerinin

olusturdugu matris, (2.9) ifadesi kullanilarak elde edilebilir. Dolayisiyla,

™M, 0 .. 0]
0 M, .. O
mm =
0 0 .. M|,
olmak {lizere y(m) (t) matrisi
y ™ (1) = M A (2.10)

olarak bulunur.



2.3 NORMAL FORMDAKI DIFERANSIYEL DENKLEM SISTEMLERI iCiN
TEMEL MATRIiS BAGINTISI

Bu kisimda y,,y,,..., ¥ bilinmeyen fonksiyonlardan meydana gelen

v =110y +12(0)y +. 1 (V) y + (1)
Ya =11 ()y; + 1 (1)ys +..+ 1 )y + 5 (1)

Yk =Ta (V)Y + I ()Y +.+ 19 (H)yy + £ (1)

lineer diferansiyel denklem sistemini g6z Oniine alalim. Burada i,j=1,2,....k olmak

lizere f;(t) ve r;(t) bilinen fonksiyonlarin [a,b] araliginda tanimh olduklari kabul

edilmistir.
Yukarida tammlanan diferansiyel denklem sistemi
[yi(t)] 0,1 () . )] [y, ®] [f()]
v, (1) (1) () o 1y (1) y,(t) f,(t)
H = . o . o J 5 —+ .

_yL.(t)_ _rkl.(t) rkz.(t) rkk.(t)_ _yk.(t)_ _fk.(t)_

bi¢iminde yazilabilir. Béylelikle normal formdaki bir diferansiyel denklem sistemi;

[y, (t) | 1,(t) () .. 1y (1) ] £,(t) ]

¥, (1) (1) (1) . (D) £,(t)
yt=| . |, r®=| . ) ol fo=| .

_Yk.(t)_ | 1 .(t) rk2.(t) . rkk.(t)_ | £y .(t)_

gosterimleri kullanilarak
Y'() =r@®y®+£(t) (2.11)

matris formunda yazilabilir.

Simdi bu sistemin [a,b] aralifinda Taylor polinomlar1 cinsinden yaklasik
¢Oziimlerini bulmaya calisalim. Bunun igin, bir 6nceki kisimda y(t) ve y'(t) nin
Taylor katsayilar matrisi cinsinden bulunan (2.6) ve (2.8) denklemleri (2.11) de

yerine yazilir ve diizenlenirse,



(DM, —rOTH , JA =10 @12)

matris denklemi elde edilir. Burada bilinmeyen sadece A matrisidir, parantez

icindeki ifade ise t* nin fonksiyonudur. Parantezdeki ifadeye W(t) denilirse denklem
WA =1(1) (2.13)

haline gelir. W(t) kIN+1)xk(N+1) tipinde bir kare matristir.

Amag, A matrisini bulmak oldugundan (2.13) denkleminde Taylor siralama
noktalar yerlestirildiginde;

(W) £t )]

Wit ) f(t)
W = , O =

Wt )| 1)

oW, k(N+1) boyutlu bir kare matris ve &, k(N+1)X1 lik bir matris olmak iizere

WA= (2.14)

ifadesini elde edilir. Buradan A matrisini bulmak oldukga kolaydir.

(2.14) ifadesini daha agik bulmak i¢in siralama noktalar1 (2.12) de
yerlestirildiginde,

(@t M, -r(t)Dt M)A =1tt,)
@t M, -r(t)DE M)A =1(t,)

.o

(@tN )9(1 "r(tN)@tN)ml )A =1(ty)

elde edilir. Bu ifade tekrar matris formunda yazilmak istendiginde, tanimlanan

10



RIN) r(t,) 0

5“1) 0 r(t,)
Q= . R_=

D (ty)] 0 0

matrislerini yardimiyla sistem,

(0N, -RON, JA=TF

bigimini alir. Bu ifade (2.14)’¢ denktir. Burada yer alan Q), 9\(1, 9{0 ve R_

r(ty )_

2.15)

matrisleri k(N+1) boyutlu kare matrisler, A ve O ise k(N+1)X1 tipindeki

matrislerdir.

2.4 iIKINCI MERTEBEDEN STANDART FORMDAKI DIiFERANSIYEL
DENKLEM SISTEMLERI iCIN TEMEL MATRIS BAGINTISI

Bu kisimda g6z 6niine alinan 2. mertebeden £ bilinmeyenli denklem sistemi

k
Z P (Y7 (1) +q,; Oy (D) +1, (D)y; (D =1£,(t)

ZPZi Oy{®)+q, Oy (D +r,; Dy (O =1,(1)

i=1

zpki Oy (D) +q, Oy () +1, D)y (1) =1, (1)

i=l

bigiminde verilebilir. Bu sistemin matris formunda yazihsi;

pOY'®)+q®)y'®) +rOy®) =1

dir. Burada yer alan matrisler

Fpll ® pp(®)
Pu(t) pxn(®)
p()=

| Pua ® P®

Pk (t)_
Px(t)

>, q(t)=

P (t)_

11

—qn(t) q;2(t)
A (® qp®)

K 1 q)

(2.16)

ik (t)_
qx (1)

LS o (t)_



5, 15,0 . 5] [y, ()] [vi(t)] [yIt)]

L (t) (1) .. 1, (1) y,(t) y5(t) y5 (1)
r@®=| - S - Ly®=| - [LY®=| - |YO=| -

er].(t) rkz.(t) rkk‘(t)_ Lyk'(t)_ _y{(.(t)_ _Y'ﬁ.(t)_

olarak tanimlanir. (2.16) denklemi katsayilar matrisi cinsinden

(PODHM, +aOTM  +rODWM  JA =10

formunda yazilabilir. Burada siralama noktalarin denklemde yerlestirildiginde temel

denklem bulunur. (2.16) denklemine siralama noktalarim yerlestirelim:

P(to)y"(to) +a(t, )y (to) +r(ty)y(t,) =£(t,)
p(t)y"(t) +a(t,)y'(t) +r(t)y(t,) = £(t,)

P(ty)y"(tx) +a(ty )y () +r(ty)y(ty) = f(ty)
Bunun matris formunda yaziligi;

g)Y\(Z) +QY(1) +([{Y‘ =9 (2.17)

dir. Buradaki matrisler;

pt,) 0 .. 0 qt,) 0 .. 0 ]
0 pt) .. O 0 qt) .. O
P- Q-
L0 0 .. p(ty)] 0 0 .. qty)]
r(t) 0 .. 01 Ty(t)] [¥'(t)]
0 rt) .. O v(t,) ¥'(t,)
R = Y= . |, Yo .|
0 0 . or(ty)] _y(t.N)_ _y'(iN)_
-y"(toﬂ
y'(t))
Y= .
_y”(.tN)_

12



seklindedir. Simdi Y, Y'® ve Y® matrislerinin Taylor Kkatsayilar matrisi A
cinsinden ifade etmeye galisalim. Bunun igin (2.2) de buldugumuz (2.6), (2.8) ve
(2.10) ifadelerini kullanalim.

(Y(toﬂ _aTtO)MoA- _6“0)_
(t,) it M oA o ()
Y = T o 9( =l IMLA= Y =OMLA (2.18)
Yt (Bt [T ()]
[¥(t)] [FtKAT [3(t0)]
't t M A t,
Y- y(.l) _|® ’.9‘ = 6)'( )N,A:> YO=-M,A (219
Yt [BtGA| [ )
¥(t)] [t AT [§t)]
”tl tl 2A tl
Y@= y(. ) = R ’9‘ - 5( ) MLA = Y O=0M A (220

(o] [t MGA] ()
Bu ifadeleri (2.17) de yazilip diizenlendiginde;
(PN, +QINM , + RONM JA-TF 221)

denklemini elde edilir.

2.5. m. MERTEBEDEN k BILINMEYENLI DOGRUSAL DIFERANSIYEL
DENKLEM SiSTEMLERI iCIN TEMEL MATRIS BAGINTISI

m. mertebeden & bilinmeyenli dogrusal degisken katsayili standart formdaki

diferansiyel denklem sistemi

mX (@)@ :
n=0i=0

seklinde yazilabilir. Bu ifade biraz daha ac¢ildiginda;
k
2 PO yiO+pP Oy O+ (1) v O +...+pF (1) v () =£;(1)
i=0

13



yazilabilir. Buradan (2.22) sisteminin matris formunda yaziliss;

pOY®) +p,OY' D) +P, QY ®) +... + P, Oy ™ © =£(1)

seklinde elde edilir. Biraz daha kisa olarak

> 0 OY° O =1() 2.23)

i=1

bigiminde yazilabilir. Burada yer alan matrisler;

Ph® PL® - P (yit)] £.(0)]
Pa® P® - Pa®| yh () f,(t)
pO=| - - - . |.yo= . | fo=]
PO Pa® .. P o] L)
seklinde tanimlidar.

(2.6), (2.8) ve (2.10) da verilen sonuglar (2.23) de yerine yazildiginda,

denklemin Taylor katsayilar matrisi cinsinden ifadesi

> ODHM A =10) (224)

i=0
bulunur.

(2.22) denklemine ait temel matris bagintisimi bulabilmek i¢in (2.23)

denklemine siralama noktalarim yerlestirelim:

p(to)y(ty)+p, (te)y'(tg) + Pz(t())y”(to)"' weetPy (t())y(m) (ty) =1(ty)
p(t) y(t)+p,(t) Y (t)+p,(t)y"(t) + .. + P, (L )y(m) (t,)=1(,)

P(t)y(ty) +p;(t )y (1) + P, (N )y (ty) + e + P (ty )y(m) (ty)=1(ty)

Boylece, (2.17) de oldugu gibi
1 m .
PY+P YO+ +P Y = ;jg?iY‘(‘) - (2.25)

ifadesi elde edilir. Burada;

14



_pi (to) 0 0 } -y(i)(to)j —f(to)_
0  pt) .. 0 yO(t,) f(t,)
93 = s YO = . . g = .
0 0 . pty)] ¥ () £(t) ]

dir. Burada yer alan Y, Y'® ve Y® matrislerinin A matrisi cinsinden ifadesi

(2.18), (2.19) ve (2.20) de bulunmustu. Benzer bicimde (2.10) kullamlarak Y@ nin

A matrisi cinsinden ifadesi,

Y O = Mi A (2.26)

bigiminde bulunur. Bu ifadeler (2.25) de yerine yazilirsa;

>POM A=TF @27)

temel matris bagintisi elde edilir.
2.6. COZUM YONTEMI

Diferansiyel denklem sistemlerinin [a,b] aralifindaki ¢dziimii i¢in bulunan
(2.21) ve bunun genisletilmisi olan (2.27) temel matris bagmntilarim (2.14)
denkleminde oldugu gibi kisaca

WA=F (2.28)

bi¢ciminde yazabiliriz. Bu k(N+1) bilinmeyenli k(N+1) denklemden olusan bir
cebirsel denklem sistemidir. Bilinmeyen A matrisi ile g6sterilmis ve & daha &nceki
kisimlarda tammlanmigtir. W matrisi ise genel bigimde (2.22) de verilen denklem

sistemi i¢in

W=3 PN, =[w,]. ij=0.L,...ka¥+1)

seklinde gosterilebilir. W, k(N+1)X k(N+1) tipinde bilinen bir matris oldugundan
(2.28) denkleminin ¢6ziimiinii bulmak oldukga kolaydir. Eger [OW|= 0 ise

A=W

15



denkleminden A elde edilir ya da dogrusal denklem sisteminin ¢oziimii

Wi Wis Wi k(N+1) s (L)
Wi W W km+) 3 (L)
: : ‘ ;
[ W =g]= Wi Wi Wi kN+1) s T (ty)
Wasntd  Waan2 - Waanxeey 2 f . (t)
| Wi Weaun2 o Wiraunkaney > £ (ty )_

artinlmig matrisi kullamilarak bulunabilir. Boylece (2.22) diferansiyel denklem
sisteminin ¢6ztimii i¢in gereken Taylor katsayilar matrisi bulunmus olur. Bu (2.6) da
yerine yazilirsa, y(t) bilinmeyen fonksiyonlarin olusturdugu matris elde edilir. Eger
diferansiyel denklem sistemi homojen, yani 3=0, ise bulunan ¢6ziim keyfi sabitlere
bagli olarak bulunan genel ¢oziimdiir. Eger homojen olmayan bir sistem ise y(t)

matrisi 6zel ¢6ziimil gosterir.

Genellikle diferansiyel denklem sistemlerinin belli kosullar altinda ¢6ztimleri
aranir. Bu kogullan saglayan bir ¢6ziim takimi bulmamiz istenir. B6yle bir durumda
(2.28) den faydalanarak bulunan ¢dziim bu kosullar1 saglamaz. Bunun i¢in verilen
kosullarin matris formlar1 bulunarak (2.28) denklemi ile birlestirilir. Boylece

olugturulan yeni sistemden istenilen ¢6ziim elde edilir.

Oncelikle (2.11) formunda verilen birinci mertebeden denklem sisteminin
y(0)=2x (2.29)
kosulu altinda ¢6ziimiinii arandigini diisiinelim. Burada,

[ v,(0)] A, ]
¥,(0) A,
y@)=| . :

LYk (0) Jsy [ M

JkX1

16



dir. Ik olarak (2.29) un Taylor katsayilar matrisi cinsinden ifadesini bulmaya
¢aligalim. Bunun i¢in (2.6) denkleminde t = O alindifinda

YOO M A 230
olur. Burada
TO) 0 .. 0] (A, ]
0 TO .. 0 A,
o= - - - | LA ] TO=] 0 . Oxau
0 0 .. TOl, |Adw
seklindedir.

Simdi bulunan (2.30) kogulunu (2.14) denklemi ile birlestirelim. Bunu da ‘W
matrisinin son k satir1 yerine T(0) matrisi ve & nin son k satin yerine de A matrisini
yerlestirerek yapabiliriz. Boylece yeni bir dogrusal denklem sistemi elde edilir.
Sistemin ¢6ziimii de bize (2.11) denkleminin y(0) =A kosulu altindaki 6zel ¢dziimil

verir.
Benzer sekilde (2.30) kosulunu (2.14) denklemi ile birlestirelim.
yO) =2, yO=p

kosullan verildigini diigiinelim. y(1) ve u matrisleri asagidaki gibi tammlidur.

_yl (1)— Hy

y,(D) R,
y(l) = ’ ’ p’ = ’

EXO I

(2.30) da oldugu gibi t=1 i¢in
y=0) M A 2.31)

yazabiliriz. Daha sonra (2.11) sisteminin ¢6ziimiinde oldugu gibi (2.21) denklemi
icin bulunan W matrisinin son 2k satir1 silinerek yerlerine T(0) ve T(1) matrislerinin

elemanlarini, F matrisinin son 2k satir1 silinerek de yerlerine A ve p matrislerinin

17



elemanlan yazilir. Béylece elde edilen yeni sistemden 6zel ¢6ziim i¢in gerekli olan A
matrisi bulunur.
Bu durumu (2.22) formunda verilen m. mertebeden denklem sistemlerini

inceleyelim. Once kosullarin genel ifadesini yazalim.

m. mertebeden £ bilinmeyenli denklem sisteminde en ¢ok mk tane kosul
bulunur. Bunlar her bir bilinmeyen fonksiyon i¢in ayr ayr1 karisik formda kosullar
olarak asagidaki gibi ifade edilebilirler.

m-] . . .
) Ly, (@) + bly, O (b) + cly, @ (@) )=
J:

m-1 ] . .
> b3r:0@+ 63,0 )+ dya0 @)= 1y
j=0

m-~1 . . .
2 [y @+ by () + oy O @)=
J:

a<c<b, i=1,2,....m-1

Bu ifadeleri matrisler haline getirmeye ¢alisalim.

m-1 . . .

> a}ylﬂ)(a)+b§y1(”(b)+c}y1“)(c)]= M
§=0

My G 2. () 2. ()

2 @iyr” (@) +bjy P (b)+ciy; (C)]=7~2 (2.32)
§=0

molf . .
_Zo[a}‘yl‘”(a)+b§-‘y1(1)(b)+c}‘y1‘”(c)]=xk
J:

burada yer alan matrisler i=1,2,....k olmak iizere asagidaki gibidir.

- -

i [ 1.i [ i
Aio Ao; by; Coj
i i i
A . ay; . bj; Cy;
—_ 1 _ i_ i__
Kl - ‘ L) aJ - . Y bj - . ’ CJ -
A. i i i
| “Mhm-l {hxy _am—l,ijx1 _bm—l,j_“nx1 _Cm—l,j_le

(2.32) sistemi matris denklemi olarak

18



m-1 . . .
ZO a jy(J) (a)+b jy(J) (b)+c jy(J) (c)]= A (2.33)
J:

seklinde yazilabilir. Burada,

a, 0 .. 0 b, 0 .. 0
0 aj .. 0 0 b .. 0
a; =|. ,bj= . .
0 0 a! 0 0 b}
L Jxexx L J Lkxk
¢l 0 .. 0] o
0 2 0 ¥ (©)
] o ) (.i)(c)
o= - - ] .y00=|"
. . . . (J)
C
0 0 .. ¢ - ¥ ()

bigiminde tanimlanmigtir. Boylece karisik kosul ile problemimiz kisaca,

EO piOyYO® = £

m-1 . c c
> by @@ +by P +eyPe-a
j=0

seklinde yazilabilir. Sistemimizi (2.28) de oldugu gibi

WA=
formunda yazms olduk. Ikinci adim olarak yukarida verilen kosullarm A katsayilar
matrisi cinsinden ifadesi

OA=A

seklinde bulunmaya ¢aligilacaktir. Buradaki () matrisini aragtiralim.

y"O-00M A

burada t yerine a, b, ¢ alinarak y(i)(a), y(j)(b), y(j)(c) matrislerinin Taylor katsayilar
matrisi cinsinden ifadesi bulunur. Bulunan bu ifadeler (2.33) de yerine yazilir ve

diizenlenirse,
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m-1
b, @+b,0 B+ @I jA =A (2.34)
0
elde edilir. Parantezin igine U; denildiginde

m-1

S UM A=A (2.35)

j=0

haline doniigiir. Boylece yukarida bahsedilen () matrisi

(O=§Ujmd

=0
bigiminde bulunur. Burada ), mkXk(N+1) ve A, mkX1 tipindeki matrislerdir.

Son olarak, 6nceden ifade edildigi gibi, bulunan () matrisinin elemanlar1 W
matrisinin son mk satir1 ile A matrisinin elemanlar1 da &7 matrisinin son mk satin ile

yer degistirildiginde,

WA =3 (2.36)

denklem sistemi elde edilir. Burada

Wi Wiz WLk(N+1) - £(t,) .
0
Woi W Wi k(N+1) £(t,)
1
Wi Wi WK k(N+1) f(t,)
WiN-mal)l  WkN-m+1),2 ** Wk(N-m+1)k(N+]) f(tym)
Vi Vi Vk(N+1) M
Vo1 Vi V2 k(N+D) Ay
.
| Vimk.1 Vmk 2 Vink k(N+1) | KON+T)XK(N+)
seklindedir.

Yeni elde edilen (2.36) sisteminin ¢dziimiinden bulunacak A matrisi
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y(©) =M LA

denkleminde yerlestirildiginde, ¢oziim matrisini elde edilmis olur. Ya da Taylor
katsayilar matrisi A nin elemanlari, (2.1) de tammlanan her bir fonksiyonda yerine
yazildiginda, ¢oziim fonksiyonlarinin Taylor polinomlar: cinsinden yaklagik

¢oziimleri

N @
yi(t)=z}’i,—'(c)(t—c)j; i=12,..k, a<t<b
: !

=0
elde edilir. Buradaki N pozitif tamsayisi i¢in bir sinirlama olup olmadigina bakalim.

m. mertebeden k bilinmeyenli denklemde en ¢cok mk tane kosul olabiliyordu.
Dolayisiyla silinen en fazla satir sayis1 mk tane olur. Toplam k(N+1) satir
oldugundan

k(N+1)-mk>0
olmalidir. Buradan
N>m-1

olmasi gerektigi sonucu ¢ikar.
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“ BOLUM 3

LINEER iINTEGRAL DENKLEM SISTEMLERININ
TAYLOR SIRALAMA YONTEMI ILE YAKLASIK
CcOZUOMU

Integral denklemler, simrlarina gére Fredholm ve Volterra olmak {izere iki tiir
denklemden olusmaktadirlar. Bu iki denklem arasinda fark; Fredholm integral
denkleminde integralin sinirlarmin sabit, Volterra denkleminde tist simrin degisken
olmasidir Bu boliimde Fredholm integral denklem sisteminin sonlu Taylor seri
¢oziimlerini elde edebilmek i¢in Taylor siralama yo6ntemi sunulacaktir.

3.1 FREDHOLM INTEGRAL DENKLEM SISTEMi ICIN TAYLOR
SIRALAMA YONTEMIi

k bilinmeyenli £ denklemden olusan dogrusal Fredholm integral denklem
sistemi

b
P (X)Y; (X)) + P, (XY, (X) + ..+ P Xy, (X) =1, (X) + J-(Kn (X 1)y, (1) + K (X, 1)Y, (1) + oo + Ky (X, 1) Y (t))it
b
Po (XY, (X) + P (XY, (X) + .o+ P Xy, (X)) =, () + JI(KZI (X% 1Y, (1) + Ky (X, )Y, (1) + ...+ Ky (X, 1)y (t))it

b
P ()Y, (X)+ P, ()Y, (X) +... + P Xy, (X)) =, () + I(Kk1 (X, )Y, (1) + Ky, (X, )Y, (1) + ... + Kig (X, )Y (t))it
seklinde tanmimlanir. Bu sistem kisaca,
k b
iji Xy, () =1;(x)+ IKji (x, )y (t)dt; j=1,2,....k 3.1
i=1 a

seklinde yazilabilir.

Burada gekirdek fonksiyonlar1K ;(x,t), katsayi fonksiyonlarip;(x)ve f;(x)

fonksiyonlar bilinen fonksiyonlardir. Bu bélimde (3.1) probleminin

N Q)
7= 3oy i=12,..k (32)
=0 J:



formunda sonlu Taylor yaklagimi  aragtirilacaktir. Bunu  yaparken,

K ; (x,t) fonksiyonlarinin Taylor seri agilimlarinin var oldugu farz edilecektir.

(3.1) denklem sisteminin matris formunda yazilisi:
b
POOY(®) =£(x)+ [K(x,y(x)dt (3.3)

dir. Burada yer alan matrisler

[y,(%)] [Pu(X) Pp(®) .. pu()] _fg (%)
¥,(x) Pu(X) pr(X) . pu(x) £, (x)
y®={ - [,p®=| - - - = -

LY(®) ] Pu(®) Po® - Pu®)] £ (%)
K, (x,1) K,xt) .. K x1)]
Kyt Kt .. Kyxt)

K(x,t)=

Ky (-x,t) K, &x,t) K éx,t)_

bigimindedir. Simdi bu sistemin integral kismina
b
I(x) = jK(x, t)y(x)dt

denilirse, (3.3) sistemi
PX)y(x) =f(x)+1(x)

seklini alir. Simdi bu sisteme (1.1) de tanimlanan Taylor siralama noktalarim

yerlestirelim:

P(Xo)y (%) =1(x,)+1(x,)
P(x)y(x,) =f(x,) +1(x,)

PX)y(xy) =f(xy) +I(xy)
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Bu sistem de

—p(xo) 0 0 _y(xo)_ _f(xo)_ \-I(XO)_
0 p&x) - 0 y(x,) f(x,) I(x)
@ = > T = ° b g = ° H I = *
0 0 .. P&y _y(>.<N)_ _f(éN)_ _I();N)_
olmak iizere
PY =5 +1 (3.4)

bi¢iminde yazilabilir. Bu denklem (2.18) kullamlarak

PONM =9 +1 (3.5)

seklini alir. Burada yer alan I matrisini de A cinsinden yazmaya ¢aligahm. (3.3)

sistemi i¢in tanimlanan I(x) matrisinin satir elemanlar

bk
L= YKty (hdt, =12,..k

s il

seklinde olacakti. $imdi bu denkleme x_, s=0,1,...N seklindeki Taylor siralama
noktalarini yerlestirelim:

b
I,(x,)= IZKji(xs,t)yi(t)dt, i=1,2,...k (3.6)

a i=1
Buradaki K ;(x,,t) fonksiyonu artik sadece t’ ye baghidir. Dolayisiyla,

4K (x5 1()

_ J M. —
Kﬁ(xs»t)—g — (-9 m=12,..k 3.7

tek degiskenli Taylor serisine agilabilir. Béylece (3.7) ifadesinin matris formunda

yaziligi

K (x,,1) =K (x,)T(t)" (3.8)
olur. Burada

K,(x)=[ki(x,) Kix) ki) .. K,
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seklindedir. k! (x,)elemanlar ise,

N 1dK¢
K'x,)=——"2> ,r=0,1,...N
r! dtf
X=Xg
seklinde hesaplanmistir.

y;(t)icin de daha dnceden belirlenen matris gosterimini kullanacak olursak,

(3.6) denklemi
b K
I(x,)= [ K(x,)T'TM,Adt, j=12,..k
a i=l

haline gelir. Integral toplamin igine alinirsa;

k b
I(x,)=>K;(x,) [T'TaMA,, j=12,..k
i=1 a
seklini alir. Buradaki integral

H= [T"Tdt= [t]TiTj dt] =[n, ], i§=0,1,..N

a

olarak yazilabilir [24,25]. Bu matrisin elemanlar1 da

o (b _ c)i+j+] _ (a _ c)i+j+1

h; —
i+j+1

seklinde hesaplanir. Boylece (3.6) ifadesi
k
I, (xs)=ZKji x, HMyA,, j=12,..k 3.9
i=1

halini alir. Bunu agik olarak yazalim:

I (x,) =K, (x )HM A, + K, (x, )HMA, +..+ K, (x, )HM,A,
IL(x,)=K,,(x, ) HM A, +K,, (x, )HM, A, +..+ K, (x,)HM A

IL(x,)=K,,(x,) HM A, + K, (x, )HM A, +...+ K, (x, )HM A
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Boylece (3.9) denkleminin matris gosterimi

I(x,) =

K (x,)HM A

olur. Burada yer alan matrisler

(3.10)

[1,(x,) ] [K,(x) Kp(x) o Ky (x,)]
I,(x,) Ky(x) Kp(x) o Ky
I(xs) = * ,K(Xs) = * * ) s
LIk (Xs)_ _Kkl (Xs) Kk2 (xs) "'. Kkk (XS)_kxk
H 0 0] ™M, 0 .. 0]
0 H 0 0 M, .. 0
H-=| - ’ mo =
|0 0 H] | O 0 Mo_m

seklinde tammlanir. A ise (2.6) daki gibidir.

(3.4) ifadesinde yer alan I matrisinin Taylor katsayilar matrisi cinsinden

ifadesini bulmak igin, (3.10) ifadesi I matrisinde yerine yazilirsa;

-I(xo)—
I(x,)

16x,)

(K,=

[K(x, ) HM LA |
K(x)HM A

[ K(x, )—
K(x,)

K(xy))]

K ) HMA |

—K(xo)q
K(x,)

K(x,))

[HM A] = T=KHM A,

ve bulunan ifade (3.5) denklemine yerlestirilirse;
POM A =T + KHMA

sonucu elde edilir. Bu ifade diizenlendiginde;
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(PONM - KHNM JA=F (3.11)

(3.1) de tanmimlanan Fredholm integral denklem sistemi i¢in temel matris bagintisi

bulunur.

(3.11) ifadesindeki parantez igindeki matris degerleri bilinmektedir ve
islemler sonucunda k(N+1) boyutlu bir kare matris elde edilir. Bu matris B6liim 2’
deki gibi ‘Wile gésterilirse (3.11) sistemi kisaca;

WA =3 C(3.12)

seklini alir. Bu k(N+1) bilinmeyenli k(N+1) denklemden olugan lineer bir sistemdir.
Bu sistemin ¢6ziimii Taylor Kkatsayilarim verir. Bu katsayilar (3.2) de
yerlestirildiginde Fredholm integral sisteminin Taylor polinomlan cinsinden yaklagik

¢ozlimii elde edilmis olur.
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BOLUM 4

LINEER INTEGRODIFERANSIYEL DENKLEM
SISTEMLERININ TAYLOR SIRALAMA YONTEMI ILE
YAKLASIK COZUMU

Integrodiferansiyel denklem; bilinmeyen fonksiyonun hem tiirevierinden hem
de integralinden olusan bir denklemdir. Yani, diferansiyel ve integral denklemin
toplamindan olusur. Benzer sekilde integrodiferansiyel denklem sistemi de
bilinmeyen sayisi birden fazla olan integral, diferansiyel ve integrodiferansiyel
denklemlerin bir karigimi olarak diisiiniilebilir. Bu boliimde Fredholm integral
denklem sistemlerinden bahsedilecektir. Boliim 2 ve Bélim 3’ teki sonuglar

birlestirilerek integrodiferansiyel denklem sistemlerinin

N @
y;(x) = Z)’i.—'((:)(X—c)j; i=1,2,.,k,a<x<b
PO L

formunda ¢6ziimleri arastirilacaktir.
4.1 FREDHOLM INTEGRODIFERANSIYEL DENKLEM SISTEMi ICiN
TAYLOR SIRALAMA YONTEMIi

m. mertebeden £ bilinmeyenli lineer Fredholm integrodiferansiyel denklem

sisteminin genel hali

m k

b
> Py V0 =£,00+ [K(x,0y,(0dt j=1.2,...k @.1)

n=0 i=0

seklinde verilebilir. Burada pg?)(x), f(x), ve K;(xt) fonksiyonlan [a,b]

araliginda tanimli, y,(x) ise Taylor serisine agilabilen bilinmeyen fonksiyonlardir.

Aynca K (x,t) fonksiyonlarinin da Taylor ag¢ilimlarimn var oldugu kabul edilmigtir.

Yukanida tanimlanan sistem;



b

> b,y P =£00+ [Kexty@® de (42)

i=0

seklinde matris formunda yazilabilir. Burada yer alan p;(x), y(i) x) ve f(x)
matrisleri (2.23) denkleminde, K(x,t) matrisi de (3.3) denkleminde tanimlanmistir.

(4.2) Fredholm integrodiferansiyel denklem sisteminin

mi[w‘” @)+by®(b)+cy® (@)=

1=0
kogullariyla birlikte verildigini diisiinelim. Bu matrisler (2.33) de tanimlanmagtir.

(4.1) sisteminin ¢6zlimii i¢in gereken temel matris bagintisi, (4.2) sistemine
siralama noktalar yerlestirilip diizenlendiginde bulunabilir. Gereken diizenleme

yapildiginda

i(pﬂ(‘ﬁ) = +1 (4.3)

i=0

denklemi elde edilir. Burada I integral kismi temsil etmektedir. Y® ve I
matrislerinin Taylor katsayilar matrisi A cinsinden ifadeleri sirasiyla (2.26) ve (3.11)
denklemlerinde verilmigtir. Bu ifadeler (4.3) denklemine yerlestirildiginde (4.2)

sistemine ait temel matris bagntist

[ZSPE»TEM —(KSHQ\(OJA=§ (4.4)

olarak bulunur. Burada yer alan matrisler, kosullarin tanimlanmasindan sonra elde

edilmigtir.
Yukarida tanimlanan kosullar i¢in ise (2.35)’ te bulunan

mz_lUigxﬁiA =A (4.5)

i=0

ifadesi gegerlidir. Burada yer alan U, matrisi ise su sekildedir:
U =20 @+, ®)+¢Q ©
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Son olarak (4.4) temel matris bagitis1 ile, kosullarin Taylor katsayilar

matrisine bagl1 ifadesi olan (4.5) bagintis1 birlestirilirse, (4.1) sisteminin ¢6ziimii
bulunur. Temel matris baZintisindaki matrisler agik olarak asagidaki gibi

tanimlanmglardir.

[T, (tg) Ty (tg) - Ty (tg)
0

0

To (ty) To(ty) - Ty (ty)
0

To(tn) To(ty) - Ty (ty)
0

0

Ty (tg) To(ty) -

Ty (1)) To(t) .-

0

Ty (ty) Tolty)

Ty (tg)

Ty (ty)

Ty (ty)
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Ty (tg) To(tg) - Ty (tg)
0
0

Ty (ty) To(ty) - Tn(t;)

To(tn) To(ty) - Tty )_

K(N+1)xk (N+1)



Asagida tammlanan (K matrisinin, K i (x,) elemanlann denklem (3.8) de
1x(N+1)’ lik matrisler olarak ifade edilmisti.

~Ku("o)
K, (%)

K (xq)
Ky (xp)
K, (x1)

Ky (xy)
Kj(xx)
Koi(xn)

| K (xy)

K (xp)
Ky (xg)

Ky (%)
K (xy)
Ky (x))
Ko (%)
K (xy)

Ky (xy)

Kz (xy)

Kk (xoﬂ
Ko (Xo)

K (X0)
K (xy)
Ko (%)

Ko (xy)

K (xy)
Ko (xy)

Ky (Xy) |
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K(N+1)xk

K(N+)x1

[ £,(ty) |
f2(t0)

£ (to)
£ (t)
)

£, (t,)

f(ty)
£, (ty)

_fk (tN )J

k(N+1)x1



i i i
P“(to) p12(t0) Plk(to)

i i i
P2](to) P22(to) P2k (tg) O

pkl(to) pkz(to) pkk(to)

i i i
t ty)..p (t
pu(l)plz(‘) plk(l)

0 p21(t1) P22 (ty) . P2k (t))

p;l(t,) "Lz“l) p;k (ty)

i i i
t t t
p“(N)pu(N) plk(N)

i i i
t t t
pZI(N)p22(N) ka(N)

pkl (ty) sz (ty) - pkk (ty)

Jk(N+1)xk(N +1)



00 01 ON

h10 h“ th 0 0

h h ..
NO NI NN

h h .. h
NO N1 NN

h h ..h
NO NI NN Jk(N-+1)xk(N+1)
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BOLUM 5

UYGULAMALAR

Bu c¢alismada sunulan Taylor siralama yontemi; diferansiyel, integral ve
integrodiferansiyel denklem sistemlerinin yaklagik ¢6ziimlerini bulmakta kullanilir.
Yontemin uygulanabilir oldugunu gostermek i¢in bazi 6rnekler verilmistir. Yontem
uygulanirken iglemler Mathcad 7 Professional ve Derive programlar yardimiyla
yapilmustir.

5.1 SABIT KATSAYILI DIiFERANSIYEL DENKLEM SiSTEMi iCIN
ORNEKLER

Burada, iki ve ii¢ bilinmeyenli homojen ve homojen olmayan diferansiyel

denklem sistemleri i¢in 6rnek uygulamalar yapilmstir.

Ornek 5.1.1 Baslangigta, normal formda verilen

x'=3x-y

5.1
y' =9x -3y (5.1)

homojen denklem sistemini ele alalim. B&yle bir sistemin nasil ¢oziilecegi Béliim 2’

de anlatiimisti. Buna gére bu sistem i¢in temel matris bagintisi

(O, -RONM JA=F
bi¢iminde (2.15) de verilmisti.

(5.1) sisteminin ¢oziimiine t=0 noktasi civarinda 2. dereceden kesilmis Taylor
serisiyle yaklasalim: N=2 olup,
2

G ) 2 O .
x®=% .fo) ) y(t)=ZZ$tJ

=0 J:

ve (2.15) denkleminde yer alan matrisler N=2 i¢in agagidaki gibi hesaplanabilir:



-1

0 0 0 0 3

-1 10 0 O

1

0 0 01

1

0 00 0 O

-1

1

0 0
0 0 O

0 0 01

1

0 0 01

1

1_6X6

1

-1 035
-2 05

4 -25 1
-45 3

-3
-9 9

-05 1 1 05

-2
-9 -9 -45 3

4 25

3
=)
—
2,
5]
>
e
1

o o 0o o — © h.m
(]
c o o0 — o © o
cooc o o o g
v
o -0 o o o )
Q
- o O o o © Mb
o o o0c o o o w
L i | .IIh__
11 M
4 5

Q T
g
o
bl (0]
- 1 =2
oo c © o—|N O
o
o0 o O - O o
—]
C 0O ~ O O o~
A
=t
c o-lNe © © m
o - o oo o .m
- o o o © g
L ] m
Il _—
? 5

L
3 %
3
p—(
o
,m
)

olarak bulunur. Burada OW tekil bir matristir. Gereken eclemanter operasyonlar

yapildiginda

-1/9 0
-1/3 0

-1/3

1 00

0

0

0
|0 0 0

0

bulunur. Buradan elde edilen sistem,;
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1 1
a5 _Eazo ”5321 =0

1
A _’3"321 =0
a, =0
ay =0

seklinde, 6 bilinmeyenli 4 denklemden olusan lineer bir sistemdir. C6ziim iki keyfi
sabite bagli olacaktir.

819 =€y, 8y =C;
olarak alinirsa, ¢ziim

x(t)=c, + (3°1 =G, )t
y®©)=c,+ (931 —3c, )t

seklinde bulunur. Bulunan gdziimler denklem sistemini saglamaktadur.
Ornek 5.1.2 Birinci mertebeden standart formda verilen

X' —=x+y' =2t+1

5.2
2x +x+2y' =t (>2)

diferansiyel denklem sisteminin
x(-1)=1/3, y(0)=0

kosullan altinda ¢6ziimiinii arayalim. Bu (2.16) formunda bir sistemdir. Burada;

O R Y R e B e 22
q()—z zar()_ 1 03 ()" t

bi¢imindedir. (5.2) sistemi igin temel matris bagintisi

(QON, +RIN JA=TF
dirr. Bu  sistemin  ¢Oziimiinii N=2 i¢in inceleyelim. = Buradaki

Q. R M Mo, F matrisleri

37



) LI | L
o O O O O O OO O O O— N
coc oo 7 — OO O O
o ©
o o o o o o ©c o e -
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1 ) 1 —1 ]

seklindedir. Buradan

-1 2 -15 0 1 -1}

1

-15 0 2 -2

1

01 1

-1 0 05

325 02 2

1

bulunur. Bu sistemin verilen kosullar altinda ¢dziimiinii bulabilmek i¢in (2.36) ile

ifade edilen denklem sistemini elde etmeliyiz. Bunun i¢in kosullarin matris formlar:

bulunarak W ve O matrislerinin son iki satirina yerlestirilir.
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-1 2 -15 0 1 -1] -1
1 1 =150 2 =2 -1
~ -1 1 0 01 0 ~ 1
W = 1 2 0 02 0 o (1)
1 -1 05 0 0 0 3
0 0 0 10 0] 0 |

matrislerini elde ederiz. Aradigimiz A matrisini

A=WIF
bagintis1 yardimiyla
__ 3_
3
-1
A0
0
4
3
— 1 -

seklinde buluruz. Bu katsayilan Taylor serisinde yerine yazarak,

x(t) = —%—t

4 1,
t)=—t+—t
y(t) 343

tam ¢dzimiinii elde ederiz.

Ornek 5.1.3 Baslangig kosullan ile verilen

dx dy ~t
—+—+y=t-e x(0) =1
a at 0
dx dy

—+4-—"L+x=1+2e" 0)=0
dat ' de yO)

diferansiyel denklem sisteminin Lablace Yontemi kullamilarak elde edilen tam
¢Oziimil

L
x(t)=e" +3e * -3
t

1 — 3 Y
ty=——e" +=e 3 -1+t
y(t) > 5
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seklindedir. Boliim 2.4 de sunulan y6ntem izlenerek bu sistemin N=2, 3, 4 igin

sistemin Taylor polinomlar1 cinsinden bulunan yaklagik ¢oziimiiniin Chebyshev

siralama y6ntemi [23] ve tam ¢6ziimiin kargilagtirilmas: Tablo 1° de yapilmustir.

TABLO 1: Omek 5.1.3 x(t;)iin sayisal ¢6ziimii ve tam ¢6ziimii ile karsilagtiriimast

x(t;)
ti Chebysev
N=2 N=3 N=4 Siralama Gergek
(N=5)

0.1 0.81012 0.809 0.8064 0.806574 0.806486
0.2 0.64048 0.63 0.6249 0.625573 0.625252
0.5 0.253 0.152 0.1446 0.147333 0.145976
0.8 0.04768 -0.271 -0.2525 -0.250841 -0.252886

1 0.012 -0.542 -0.475 -0.480167 -0.4852527

TABLO 2: Ornek 5.1.3 y(t;)iin sayisal ¢oziimii ve tam ¢oziimii ile karsilastirilmas:

y(t)
G Chebysev
N=2 N=3 N=4 Siralama Gergek
(N=5)

0.1 0.09694 0.097 0.0984 0.098383 0.098405
0.2 0.18776 0.192 0.1940 0.193739 0.193895
0.5 0.42350 0.464 0.4671 0.465793 0.466457
0.8 0.60416 0.732 0.7238 0.723221 0.724228

1 0.69400 0.918 0.8869 0.889690 0.890857

Ornek 5.1.4 Ug bilinmeyenden meydana gelen standart formdaki

X'+y' =2t+2 x(0)=0
x'—z'=2t+1 y(0)=0
X'+z=t z(0)=0

diferansiyel denklem sisteminin N=2 i¢in ¢6ziimiinii bulmaya ¢alisalim Burada k=3

oldugundan W matrisi 9X9 luk bir matris olacaktir. Verilen sistem igin

11 0 000 2t+2
q)=|{1 0 -1{, r)=[0 0 0], f(t)=|2t+1
10 0 00 1 t

bigimindedir. N=2 i¢in Taylor siralama noktalari
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tg=-1, t;=0, tp=1

dir. Bu degerler yardimiyla O ve OW kolayca hesaplanabilir. Kosullarin matris

formlar bulunur ve bu matrislerin son ti¢ satir1 bulunan degerlerle degistirilerek

01 -101-1020 0 ; O]

01 -100 0 0 -1 1 ; -1

01 -100 0 1 -105; -1

o 01001000 0 ; 2
[WV£§}==01 0 00 0 0 -1 0 ; 1
01 000 010 0 ; O

100 00 0 00 0 ; O

00 010000 0 ;0

00 000 01 0 0 ; O]

sistemi elde edilir. Buradan aranan A matrisi
A=po 0 2 0200 -1 0
olarak bulunur. Béylece sistemin ¢dziimii

x(t) = t2
y(t)=2t
z(t)=—t

bulunur ki bu tam ¢éziimdiir.
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5.2 DEGISKEN KATSAYILI DiFERANSIYEL DENKLEM SISTEMI iCiN
ORNEKLER

Burada, degisken katsayili iki ve ii¢ degigkenden meydana gelen degisik

formlarda verilen diferansiyel denklem sistemi rnekleri incelenmigtir.

Ornek 5.2.1 Asagidaki sekilde verilen degisken katsayili

-tx'+y' =1
-tx+y=0

[26] denklem sistemini N=2 i¢in ¢dzmeye ¢aligalim. Bu sistemin matris gosterimi

-t 1|[x N 0 Ofx| |1
0 ofly'| |-t 1{|y]| |0
bi¢imindedir. Ve siralama noktalar

to=-1 t;=0, ty=1

olacaktir. Sistem i¢in temel matris bagintist

(QON,+ RN, JA=TF

olur. Siralama noktalar1 yardimiyla bu matrisler hesaplanir ve yapilan islemler

sonucunda
0 1 -1 0 1 -1] 1]
1 -1 05 1 -1 05 0
0 0 0 0 1 0 1
W = 0 0 0 1 0 O O = 0
0 -1 -1 0 1 1 1
-1 -1 =05 1 1 05 0]

bulunur. Buradan aranan A matrisi
A=t 0 0 0 1 of

seklinde bulunur. Boylece

x(t)=1
y(t)=t
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¢oziimiinii elde ederiz ki bu tam ¢dziimdiir. Higbir kosul verilmedigi halde, ¢6ziimiin
keyfi sabitlere bagli olmadan tek bir ¢6zlimiin bulunabilmesi ve bunun sunulan
yontemle de aym sekilde bulunmast ilging bir noktadir.

Ornek 5.2.2 Degisken katsayili homojen

2tx'—3x+y=0
2ty'+x -3y =0

denklem sistemi
x() =1, y(1)=-1

kosullar altinda ¢oziilmek istenirse, N=2 i¢in temel matris bagintist
(QEN, +RIN, A=

olur. Gereken islemler yapilip, kosullar matris formu yerlestirildiginde; bulunan

-3 1 05 1 -1 05 ; 0]
1 -1 05 -3 1 05 ; O
o -30 0 1 0 O0 ; O
[CW Yo } ={1 0 0 -3 0 0 ; 0
1 1 v 0o 0 0 ; 1
2
0 0 o0 1 1 1 ; —1
L 2 J
artirilmis matrisi yardimiyla

A=[0o 0 2 0 0 -2
Taylor katsayilari bulunur. Béylece

x=t
y=-t

6zel ¢oziimii elde edilir.
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Ornek 5.2.3

-3x"+3y" =te™" —3cost
tx"—y' =sint

diferansiyel denklemini ve x(0)=-1, x'(0)=2, y(0)=4, y'(1)=0.3692359

kosullarim1 g6z 6niine alalim. Bu sistemin tam ¢dziimiiniin

2t* +5t-2—¢™"
X =
3
_ 2t +8+e " +te” +3cost
3

oldugu biliniyor [27]. Bu ¢oziim ile, Boliim 2’ deki yontemin N=2, 3, 4, 5 i¢in
uygulama sonucu elde edilen degerler, tam sonug degerleriyle ve [23] ile Tablo 3 ve
Tablo 4 de karsilagtirilmagtir.

TABLO 3: Ornek 5.2.3 x(t) ¢6ziimii igin sayisal ¢oziimii

x(t)
ti Chebysev
N=2 N=3 N=4 N=5 Siralama Gergek
(N=5)
-1 -2.4205 -2.66417 -2.4868 -2.582 -2.593337 | -2.572761
-¥2 | -1.8551 -1.9 -1.8682 -1.885 -1.885943 | -1.882907
0 -1 -1 -1 -1 -1 -1
Yo 0.1449 0.1208 0.1473 0.126 0.130388 | 0.131156
1 1.5795 1.515 1.6374 1.515 1.542318 | 1.54404
TABLO 4: Ornek 5.2.3 y(t) ¢6ziimii igin sayisal ¢5ziimii
y(t)
ti Chebysev
N= N= N=4 =5 Siralama Gergek
(N=5)

-1 4.3616 3.9048 3.9625 3.895 3.860595 | 3.873636
-2 4.1199 4.0214 4.0019 3.991 3.981051 | 3.985703
0 4 4 4 4 4 4
72 4.0019 3.9678 4.0242 4.016 4.014222 | 4.0114181
1 4.1255 4.0522 4.1408 4.113 4.118903 | 4.118889
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Ornek 5.2.4 Ug bilinmeyenli, homojen, degisken katsayili normal formda

verilen
d 2 2
N ) 2 10=0
d 1 1
R () 2 n0=1
dy, 2 1
3 _ Ly = 1) =1
a1 Y1 th ys(D)

diferansiyel denklem sisteminin ¢6ziimiinii aragtiralim. Bu sistemin genel ¢dziimi

daha agag bir sisteme indirgenerek bulunmustur [27].

Goriildiigii gibi =0 noktasi katsayi fonksiyonlarini tanimsiz yapmaktadir. Bu
ylizden N secimine dikkat edilmelidir. Ciinkii temel matris bagintisinda yer alan 4R _

matrisi siralama noktalarina baglidir. N’ nin ¢ift degerleri i¢in siralama noktalarinda

mutlaka sifir degeri yer alacagindan, N’ yi tek say1 olarak almaliyiz.
N=3 i¢in ¢dziimii aragtiralim. Bu durumda siralama noktalar
1
to==l t=-3, =g ;=1
olur. Sistem i¢in temel matris bagintisi
(0N, - RN, JA=F

bi¢imindedir. Burada & sifir matrisidir. Gereken matris degerleri hesaplanip iglemler
yapildiginda ve bulunan W matrisinin son ii¢ satir1 silinip yerine kogullarin matris

formlarn yerlestirildiginde
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-1 0 0.167 -3 3 -1.5 0.5
-1 05 -0167 -2 3 -2 0833
-1 05 -0167 -1 1 -0.5 0.167

0 0.019 -7 2333 -0.389 0.043

-1 0167 -0.019 -4 2333 -0.556 0.08

1 -1 0.5 -0.167

1

0

1

1
-1 0.167 -0.019 -3 1 -0.167 0.019 0 1 -0.333 0.056

1

1

0

0

0

-1 0.5 -0.167
1 -1 0.5

W W N = =N
|
—

=
I

-6 -1 0 0.019 1.667 0278 0.031

5

-3 -1 -0.167 -0.019 2 1.667 0444 0.068

-3 -1 -0.167 -0.019 3 1 0.167 0.019 1 0.333 0.056
0 0 0 0
1

0 0 0

0 0

S N~

1
2
0

1 1
2 6
olarak elde edilir. Buna gore bulunan Taylor katsayilari

a=2, a;,=-2, a,=0, a,;,=0
8y =2, 8y =-1, a5 =0, a,=0

a3 =2, a5 =-1, a;=0, a;=0,
olarak hesaplanir. Ve bu degerler kesilmis Taylor serisinde yerine yazilarak

y, =2-2t
Y, =2-t
ys =2t

¢Ozlimii elde edilir. Bulunan bu ¢6ziim sistemin verilen kosullar altindaki
¢cOziimiidiir.

Ornek 5.2.5

Moy =0

t
ddyt e +1 (5.3)
d—,::}’l y,(0)=1

diferansiyel denklem sistemini ¢6zelim. Bu sistemin matris formu;
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bigimindedir. 2.3 deki yéntem probleme kolaylikla uygulanabilir. N= 4 i¢in yéntem

uygulandifinda ¢6ztimler;

bulunur.

x(t) = 0.5t —0.122t? + 0.04284t> — 0.020458t*
y(t) =1+0.2475t* —0.424t> —0.01875t*

Diferansiyel denklem sisteminin Euler Y6éntemi yardimiyla h=0.1 alindiginda

elde edilen yaklagik ¢6ziimiiniin [28], N=2, 3 ve 4 alinarak bulunan sonuglar Tablo 5

da verilmigtir.

TABLO 5: Omek 5.2.5’in sayisal ¢8ziimii

v, (t) y,(t;)
t; Chebyshev Chebyshev
N= N= N=4 Siralama Euler | N= =3 N=4 Siralama Euler
(N=8) (N=8)

0 0.000 0.000 0.000 0.0000 |0.0000 | 1.000 | 1.000 1.000 1.0000 | 1.0000
0.1 | 0.047 0.048 0.049 0.0488 {0.0500{ 1.004 [ 1.003 1.002 1.0025 | 1.0000
0.2 | 0.090 0.093 0.095 0.0953 0.0977 | 1.015 ] 1.011 1.010 1.0097 | 1.0050
0.3 ] 0.127 0.137 0.140 0.1395 0.1434 | 1.034 | 1.023 1.021 1.0215 ]1.0148
04| 0.159 0.180 0.183 0.1819 [0.1872 | 1.060 | 1.039 1.037 1.0376 |1.0291
0.5 0.187 0.222 0.224 0.2226 [0.2293 | 1.094 | 1.058 1.058 1.0579 |1.0478
0.6 | 0.209 0.263 0.263 0.2617 |[0.2697 | 1.136 | 1.080 1.082 1.0821 |1.0708
0.7 0.226 0.304 0.300 0.2993 0.3086 { 1.184 | 1.105 1.111 1.1102 |1.0977
0.8 | 0.238 0.346 0.335 0.3354 10.3460 | 1.241 | 1.132 1.143 1.1420 |1.1286
0.9 | 0245 0.388 0.369 0.3702 |0.3821 | 1.305 | 1.161 1.180 1.1774 }1.1632

1 0.247 0.432 0.400 0.4040 [0.4168 { 1.376 | 1.191 1.221 1.2161 |1.2014
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5.3 INTEGRAL DENKLEM SiSTEMI iCiN ORNEKLER

Burada, Bolim 3° te anlatilan yOntemin daha iyi anlagilabilmesi igin
Fredholm integral denklem sistemleri ile ilgili 6rnekler verilmigtir.

Ornek 5.3.1 iki bilinmeyenli, homojen
1

=0

-1

1 1

[tyat- [y,mat=0

-1 -1

Fredholm integral denklem sistemini géze alalim. Bu, (3.3) ile verilen formda bir

sistemdir. Bu sistemi

1 0Ty, dt_0
At -y, ] o

seklinde de ifade edebiliriz. Burada yer alan matrislerin

_[00] keenft O7 nof®
p(x)_o 09 (xs)_t _19 (x)‘o

oldugu agik¢a goriilmektedir. Bu sistem i¢in temel matris bagintisi

(PON - KHN  JA=TF
seklindedir. Burada (P ve ¥ sifir matrisidir. Boylece denklemimiz

KHM A =0

seklini alir. N=2 i¢in siralama noktalari,
X, =-1, x,=0, x,=1

olacaktir. Yontem,
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1
]

_— O = O =
—_ O = O =, O
o
o O 0 o O
il
O O oW O N
o O o cowvw o
S O oOuih O W

o O O O O O
|
| )
o O O O O O
W O N O © O
QW O O O ©
uhy CWNh O o ©

o 1010 of

matrisleri hazirlanarak uygulandiginda ve gereken islemler yapildiginda

204+ 0 00
020 -20 -1
2 01 0 o0 0

_ 3
C\Vo%o-zo-%
2041 0 00
2 1
050 -20 -3

matrisi hesaplanmis olur. islemler sonucunda

1
2a10 +§a12 =0

2 1
—a;; —2a,, _5322 =0

sistemi elde edilir. Buradan Taylor katsayilar1

81y =C;, a;;=C,, a,=—6¢,

8 =C3, 8y =Cy, 8y =2¢,—6C;
olarak bulunur. Bu katsayilar yardimiyla sistemin ¢6ziimii

v, () =c¢, +c,t—3c,t?
Yo() =c; +c,t+(c, —3c,)t?

elde edilir. Bulunan ¢6ziimler denklem sistemini saglamaktadir.

Ornek 5.3.2

1 1
Xy, +y, =x" 3t J'[tyl —t3y2]dt
-1

1
Y _XZY2 =-x’ +x—'§'+ ﬂ(t+2)}'1 _Wz]dt
a
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degisken katsayili Fredholm Integral denklem sisteminin ¢oziimiinii arayalim.

Sistemin matris formunda yazilis1
x>+ l 1
, = 5 | t
1 -x"|vy, _x2ax-2] alt+2 -t]y,
3
seklindir. Bu sistemin N=2 ve N=3 i¢in ¢oziimleri yapilmigtir. N=3 i¢in yapilan

islemleri gézden gecirelim. Bunun igin (3.11) temel matris bagintisindaki matrisleri,

X, =-1, x, =—-%, X, =%, X, =1,

siralama noktalarindan faydalanarak hesaplayabiliriz. dir. @ ve O matrisleri

-1 1.0 0 0 0 0 0] [ 4/3 ]
1 -1 0 00 0 0 0 -8/3
00 -1 0 0 0 0 4/9
P- 0 01 -0 0 00 T ~10/9
00 0 o + 100 4/9
00 0 0 1 -300 —4/9
00 0 0 0 0 1 1 4/3
00 0 0 0 0 1 -1 | -2/3

seklinde hesaplanir. Diger matrisler ise

1
i

20200000 10000000
02020000 01000000
20200000 004 0000 0
%zo%o%oooog\(:ooo%oooo
0000203% 0’ ™ 00001000
00000 %20 2 0000010 0
00002020 0000004 0
00000 % 0 % 000 0000 4
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1
T(xz)_[l 3
T(x)=[1 1 1 1]

olarak hesaplanir ve

FKn(xo)
K (Xo)
K, (x,)
Ky (xy)
K, (x,)
Kau(x3)
Kp(x3)

_K21 (x3)

Kﬁlé (xo)ﬂ
K (Xo)
K, (%))
Ky ()
K (x,)
Ky (x;)
Kp(x3)

K» (x3)_

K,x)=

Kp&;)=

Ku(x;)=

Kypx)=

(PONM - KHN  JA=TF

denkleminde yerlerine yazilirsa W ve A matrisleri

1 -03333 -05 0.1 ]
_3 16667 —0.1667 -02333 -1
~03333 —-05556 —0.0199 —0065 1
ow-| 3 1 —06111 —-0.0073 —0.1111
~03333 —0.5556 —0.0199 —0.065 1
~3  -03333 —06111 -006 -0.1111
1 —03333 0.1 I
| -3 -03333 -01667 0. -1
[_8.549.107
1
5.121.107
A =|-8697.107
1
8.639.107%
~3.497.10~%
~0.015

bulunur. Denklemin [23]de verilen ¢6ziimii
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[0 1 0 0]

[0 0 0 -]

[2 1 0 0]
[0 -1 0 0]

-0.6 0.5
1.667 -0.5
0.067  0.056
0.704 -0.0061
0.733 0.056
0.63 -0.0061
1.4 0.5
-0333 -05

~0.119]]
0.233
0.041
0.067
0.054
0.066
0214
~0.1 |




v, (=t
¥, () =1

seklindedir. N=2, N=3 bulunan ¢dziimlerin tam ¢dziimle karsilagtirilmasi Tablo 6 de
verilmisgtir.

TABLO 6: Ornek 5.3.2° nin sayisal ve tam ¢6ziimlerinin kargilagtirilmasi

¢ N=2 N=3 Chebyshev Siralama
' yi(t) ya () v, () ¥a(t) yi(t) ¥a(t;)

0 |-2.858.10™ 1 -8.549.10" 1 0 1
0.1 0.1 1 0.0999 1 0.1 1
0.2 02 1 0.1999 1 0.2 1
0.3 0.3 1 0.2999 1 0.3 1
0.4 04 1 0.3999 1 04 1
0.5 0.5 1 0.5 1.001 0.5 1
0.6 0.6 1 0.6 1.001 0.6 1
0.7 0.7 1 0.7 1.001 0.7 1
0.8 0.8 1 0.8 1.001 0.8 1
0.9 0.9 1 0.9 1 0.9 1

1 1 ] 1 1 1 1

Fredholm integral denkleminin N= 2 ig¢in ¢Oziimiinii arastiralim.

Ornek 5.3.3 Degisken katsayili, dogrusal

¥, (X) —2xy,(x) =22x +3+3 j(x+t)y1(t) dt+3lj(x—t)y2(t) dt

5y1(x)+y2(x)=—x+9+3ljx2y,(t) dt+3 [(xt+12 )y, (® dt
-1 1

bagintisindaki

matrisleri ve

S O O O W =

S O O O = BN

S O W = O O

o O = O O O

WM = O O O O
S O O O

[-19]
10

25
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1

O = O O

S = O O O

Temel matris

S = O © O -

_0 = O = O

-0 O O

—_ O O O = O




Kll(xi)=[3xi 3 0] Klz(xi)=[3xi -3 0]

KZI(xi)=[3xi2 0 0] K12(xi)=[0 3x, 3]

matrisleri yardimiyla
-3 3 0 -3 -3 0]
3 00 0 -33
0 30 0 -30
K=o 00 0 0 3
3 30 3 -30
|3 00 0 3 3]

matrisi bulunur. FF ve OM , matrisleri Ornek 5.3.1° deki gibidir. Bundan sonra

(PN, -KHNK JA=TF

denkleminde islemler yapildiginda A bilinmeyen Taylor katsayilar matrisi

3.1107™ |
seklinde bulunur. Yaklagik ¢oztimler ise,

y,(x)=1+2x>
y,(x)=-4+x+1.55107" x°?

seklinde elde edilir.
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5.4 INTEGRODIFERANSIYEL DENKLEM SiSTEMI iCIN ORNEK
Bu kisimda, Fredholm integrodiferansiyel denklem sistemi igin bir 6rnek
sunulmugtur.

Ornek 5.4.1
4 1
Yi(0+xy3(x)+3y, (x) = 24 +2x7 + Zx 43+ flex-thy, @+, ®]at
A1
1
XYL (0= Y509+ x3, () +7,0) =T ~6x* ~8x =2+ [y, 0+ (1 ~axy, 0]t
A

Fredholm integrodiferansiyel denklem sistemini g6z oniine alalim. Integral simrlan
a=-1, b= 1 olarak verilmigtir. Ve sistemin c¢=0 noktas: civarinda ¢ozlimii

aranmaktadir. Bu sistemi (4.2) formunda yazacak olursak burada yer alan matrisler

1 x 0 3 x-t x°
pl(X)=|:X2 _1:|9 po(x)_[x ljla K(X,t)—[ 3t t2—4x]

24x3 +2x? +%x+3

7x3 —6x° —8x—12

f(x)=

seklindedir. Bu sistem i¢in temel matris bagintis1 ise

(POM +P N -KHN JA=TF

olacaktir. Bu matrislerin nasil hesaplanacagi Bolim 4.1 de verilmisti. Sistemin
¢ozlimiine t=0 noktasi civarinda N=3 alarak, 3. dereceden Taylor serisiyle
yaklasalim. Bu durumda siralama noktalar;

1

X, =-1, x1=—§, X, ==, X;=1

3

olacaktir. Bu siralama noktalar1 yardimyla, temel matris bagintisinda yer alan
matrisler hesaplanip gerekli islemler yapildiginda A Taylor katsayilar matrisi
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[-6.799.107 ]
3.004
2.015

~0.016
~1.002
~4.696.107
1.426.107
23.995

seklinde hesaplanir. Aranan ¢6ziim fonksiyonlar

y,(x) =0.006799 +3.004 x +1.0075 x> —0.002667 x*

y,(X) = -1.002 +0.004696 x + 7.14.10* x* +3.9991 x*

seklindedir. Tablo 7° de bulunan ¢6ziimlerin Chebyshev Siralama Yontemiyle

karsilagtirilmasi verilmistir.

TABLO 7: Omek 5.4.1 in sayisal ve Chebyshev Siralama Yontemiyle bulunan

¢Ozlimiiniin karsilastiriimasi

r N=3 Chebyshev Siralama
l yi(t;) ¥, (%) v, (t) ¥, (t;)

0 [-6.799.10° | -1.002 0 -1
0.1] 0.3037 -0.9985 0.31 -0.996
0.2] 0.6343 -0.9709 0.64 0.968
0.3 0.985 -0.8954 0.99 -0.892
0.4 1.3558 -0.7478 1.36 -0.744
0.5] 1.7467 -0.5043 1.75 -0.5
0.6 2.1577 -0.1408 2.16 -0.136
0.7] 2.5888 0.3668 2.59 0.372
0.8] 3.0398 1.0422 3.04 1.048
0.9 3.5109 1.9097 3.51 1.916

1 4.002 2.9931 4 3
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SONUCLAR

Bu ¢alismada, yiiksek mertebeden, lineer, degisken katsayili diferansiyel,
integral ve integrodiferansiyel denklem sistemlerinin [a, b] arahigindaki ¢6ziimlerini
bulabilmek i¢in bir y6ntem sunulmustur. Yontemde, bilinmeyen fonksiyonlarin
verilen aralikta Taylor seri agilimlarimn var oldugu kabul edilip, bu agilimdaki

bilinmeyen Taylor katsayilarinin bulunmasi amaglanmistir.

Bolim 2’ de degisken katsayili lineer diferansiyel denklem sistemleri igin
gelistirilen Taylor siralama y6ntemi normal ve standart formdaki sabit katsayili
denklem sistemlerine de uygulanmigtir . Burada hem genel hem de tam ¢ézlimlerin

bulunmasiyla ilgili 6rnekler verilmis ve sonuglar kargilagtirilmigtar.

Boliim 2’ de degisken katsayili denklemler igin verilen Taylor siralama
yonteminin oldukga iyi sonuglar verdigi 5.2 deki drneklerden agik¢a goriilmektedir.
Tablo 3, Tablo 4, Tablo 5 de yaklasgik c¢ozlimler, gercek ¢oOziimler ile
karsilagtirilmagtir.

Béliim 3 ve 4 de Fredholm Integral ve integrodiferansiyel denklem sistemleri
icin geligtirilen y6ntemin, yaklasik ¢6ziimlerin bulunmasinda 6nemli rol oynadigt
5.3 ve 5.4 deki 6rneklerden anlagilmaktadir.

Taylor Siralama yontemi hem genel hem de 6zel ¢dziimlerin bulunmasinda
kullamlan bir yontemdir. Verilen sistemler homojen ise, hicbir kosul gerekmeden

genel ¢6ziim bulunabilmektedir.

Coziim fonksiyonunun polinom oldugu durumlarda, N kesme simn
¢ozlimdeki en yiiksek dereceli polinomun derecesi (ya da daha biiyiik) alindiginda
analitik ¢oziime ulagilmaktadir.
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Béliim 4 de integrodiferansiyel denklem sistemlerinin ¢oziimiinde verilen
yontem, aslinda hem diferansiyel hem de integral denklem sistemlerinin ¢6ziimiinii
kapsamaktadir. Genel olarak

b

3 0y D 0+ p(x)Y(x) =£(0) + . [K (%, )y, (1)t

i=1

sistemini diigiinelim. Burada A sabit, digerleri matris fonksiyonlaridir. Bu sekilde bir
sistem igin gelistirilen y6ntem, bir¢ok problem tiiriiniin ¢ozliimiinii icerir. Tiirev
fonksiyonlarinin katsayis1 p,(x)=0 alindiinda sistem integral denklem sistemine,
A=0 alindiginda diferansiyel denklem sistemine doniismektedir.

Yontem, p;(x), ve f(x) fonksiyonlarinin [a,b] araliinda tammh, K(x,t)
¢ekirdek fonksiyonlarinin bu aralikta Taylor seri a¢ilimlarimin varoldugu durumda
gegerlidir. Ayrica g¢ekirdek fonksiyonlarmin hizli yakinsamasi durumunda y6ntem

daha iyi sonuglar vermektedir.

Sistemin en iyi yaklasik ¢6ziimiinii elde etmek igin, Taylor agilimindaki N
kesme smirimin, dolayisiyla siralama noktalarimin sayisimn tayini ¢ok Onemlidir.
Yukarida da belirtildigi gibi eger ¢oziim, polinom seklindeyse, N’ nin polinomun en
yiiksek derecesi olarak segilmesi durumunda, yontem bizi tam ¢dziime
gotirmektedir. N’ nin segimi yi(x) (i=1,2,...,k) fonksiyonlarinin hassasligim belirler.
N ‘in kiigiik alinmasi durumunda bulunan ¢6ziim, ¢dziimii istenilen dogrulukta temsil
etmeyebilir. N sayis1 ne kadar biiyiik alinirsa ¢dziime o kadar iyi yaklagilmig olur.
Fakat N biytdiikge (N+1)x(N+1) boyutundaki matrislerle islem yapmak
gerektiginden veri girisinde hata yapma olasilig1 artmaktadir.

Yukarida belirtilen dezavantaji ortadan kaldirmak igin, Pascal, C gibi
programlama dillerinden yararlanarak, Taylor katsayilarimi tanimlanan sekilde
hesaplayan programlar yapilmasi diigiiniilmektedir. Tasarlanan programlar
yapildiginda, N sayisinin biiyiik segilmesi durumunda yapilabilecek islem hatalar
olmayacaktir.
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Yontem Volterra tiirti integral ve integrodiferansiyel denklem sistemlerine,
kismi diferansiyel ve integrodiferansiyel denklem sistemlerine, lineer olmayan
integrodiferansiyel denklemlere ve integrodiferansiyel denklem sistemlerine, tekil
integral ve integrodiferansiyel denklemlere ve denklem sistemlerine gelistirilebilir.
Bunlari daha sonraki aragtirmalarimiza birakiyoruz.
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