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OZET

GRAFLARI NUMARALAMA YONTEMLERI

Seving MERT UYANGOR

Balikesir Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii,

Matematik Egitimi Anabilim Dali

(Doktora Tezi/ Tez Damismani:Prof.Dr. Mehmet ARISOY)

Balikesir,2001

I'; birlestirilmis, buklesiz, kath aynitsiz, sonlu ve yonlendirilmemis tim
graflarin kiimesini gostersin. Tepeler kiimesi V ={v,,v,,..,v,}, n=3 ve ayntlar
kimesi E ={e,,e,,...,e,}, m>2 olmak tizere I kiimesine ait bir graf G=(V,E) ile
gosterilsin. G grafinin aynitlari 1,2,...,m sayilan ile numaralanabilirse 6yle ki her
tepeye baglantili olan ayrit numaralarinin toplami, a,d €N" olmak izere
(a,at+d,at+2d,...a+(n-1)d) bigiminde n terimli bir aritmetik dizi olugturuyorsa bu grafa
(a,d)-terssthirli graf denir. Bu tezde, P, yolunun, C, ¢evresinin, P(n) prizma
grafinin ~ dogrusal  diyofant  denklemleri  kullamilarak  (a,d)-terssihirli

numaralanmalarinin var oldugu ispatlanmig ve tek dereceli tepelere sahip tarak

graflar i¢in (a,d)-yan-terssihirli numaralanma tanimlanmigtir. Bunlarla birlikte,

ii



graflarin (a,d)-yan-terssihirli ve (a,d)-terssihirli numaralanmalart ile Misirsal

numaralanmalar arasindaki bagintilar ortaya konulmustur.

ANAHTAR SOZCUKLER: Graf/(a,d)-yari-terssihirli numaralanma/(a,d)-terssihirli

numaralanma/Misirsal numaralanma.
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ABSTRACT

LABELLING METHODS OF GRAPHS

Seving MERT UYANGOR

Balikesir University, Institute of Science,

Department of Mathematics Education

(Ph. D. Thesis/ Supervisor:Prof.Dr. Mehmet ARISOY)

Balikesir, TURKEY, 2001

Let T denote the set of all connected, finite and undirected graphs without
loops and multiple edges. A graph which is belong to I has been shown as G=(V,E)
with vertex set V={v,,v,,..,v,}, n=3 and edges set E={e,,e,,...e,}, m>2. 1f
G=(V,E) is a connected graph of order n= | \" | >3 and size m= l E | >2, then G is said
to be (a,d)-antimagic iff there exist a bijection fE—{1,2,3,...,m} and two positive

integers, a,de N such that the induced mapping g, defined by

gf:{V—>N+ v g (V)= D f(e)

ecl(v)

iv



is injective and has image set g,(V)={a, atd, at+2d, .., a + (n-1)d}, where

I(v)={ecE | e is incident to v}, forveV.

In this thesis, (a,d)-antimagic labellings of the path P_, the cycle C, and the
prism graph P(n) are proved, and the comb T, which degree of its vertex is odd have

been defined (a,d)-semi-antimagic labelling. However, the relations of between

antimagic labellings and Egyptian labelling of graphs have been given.

KEYWORDS: Graph / (a,d)-semi-antimagic labelling / (a,d)-antimagic labelling /
Egyptian labelling.
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ONSOZ

Insanligin en bityiik arzusu hig¢ kuskusuz iyiyi, gizeli, dogruyu bulmaktir.
Insanoglu daima ¢ogunlugun kabul ettigi, mikemmele yaklasan ilke ve bilgilerin
pesinde kosmustur. Evinde, igyerinde, ¢evresinde iyi iliskiler iginde olan birey bu
buiyiik hedefe 6nemli 6lgiide yaklagmigtir denilebilir. Ancak bir ¢irpida séylenildigi
kadar kolay degildir iyiyi, giizeli, dogruyu bulmak. Her seyden 6nemlisi emek ister,

sevgi ister, fedakarlik ister.

Yukarnidaki paragrafta aktardiklarim tim g¢alisma hayatim boyunca bana
rehberlik etti ve amacim daha iyiyi, daha giizeli ve daha bilimsel ¢aligmalan ortaya
¢ikarmak oldu. Ancak bunlan bir insantn tek bagina yapmast ise ¢ok zor. Bu nedenle
bilim bir birikim ve yardimlagma ile gelismekte ve gittikce daha bilimsel bilgi ile

donanik toplumlar olusmaktadir.
Caligmalarim esnasinda beni yénlendiren damigman hocam Prof Dr. Mehmet
ARISOY’a, yasamimin her asamasinda benim igin higbir fedakarliktan kaginmayan

anneme ve tanidigim andan itibaren yanimda olup beni destekleyen ¢ok sevdigim

esim Nihat UYANGOR ’e tesekkiirler.

Balikesir, 2001 Seving MERT UYANGOR
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1. GIRIS

Birlestirilmig bir G=(V,E) grafinin, tepe sayist |V]=n 23 ve ayrit sayist
|E | = m>2 olsun. Bu grafin ayritlar1 1, 2, 3, ..., m sayilar ile numaralanabilirse yle
ki derecesi 1°den farkli olan p tane tepenin her birine baglantili olan ayrt
numaralarimin toplam: a,d € N* olmak iizere (a,at+d,a+2d,...,at+(p-1)d) bigiminde p
terimli bir aritmetik dizi olusturuyorsa, boyle grafa (a,d)-yar: terssihirli graf denir.
m ayntli G=(V,E) grafinin aynitlan 1, 2, 3, ..., m sayilan ile numaralanabilirse 6yle ki
her bir tepeye baglantili olan ayrit numaralarinin toplamn a,d € N* olmak tzere
(a,a+d,a+2d,...,.a+(n-1)d) bi¢iminde n terimli bir aritmetik dizi olusturuyorsa boyle

bir grafa (a,d)- terssihirli graf denir.

Literatiirde goriilen bazi graf numaralamalan;, yan-sihirli [1], sihirli[2,3],
stiper sihirli [4,5], zayif terssihirli [1], terssihirli [1], (a,d)-terssihirli [6] ve Misirsal

sihirli [7,8] numaralamalardir.

(a,d)-terssihirli numaralama yontemi ile, m aynth bir grafin ayntlan
{1,2,3...,m} ile numaralanirken bu ayrit numaralama ile elde edilecek tepe
numaralart; (a, a+d, a+2d, ..., a+(n-1)d) seklinde bir aritmetik dizinin elemanlan olur.
Benzer yontem izlenerek, derecesi 1 olan tepeleri de bulunan tarak graflarin (a,d)-
yari-terssihirli numaralanmas: gosterilecektir. Aym zamanda graflann (a,d)-yan-
terssihirli ve (a,d)-terssihirli numaralanmalari ile Misirsal numaralandirma arasindaki

iligkiler ortaya konulacaktir.



2. TANIMLAR VE ON BILGILER

Tamm 2.1 Graff V ile E aynk iki kime ve V#Z olsun.
v; € V(i=1, 2, ..., n) tepeler ve ¢, € E(k=1, 2, ..., m) ayntlar olmak iizere,
her bir e, ayrntim bir {vi,vj} tepe ¢iftine esleyen bir g bagintisi varsa; (V,E) ikilisine
bir graf denir ve G=(V,E) ile gosterilir. v;,v ; tepelerine ¢, ayritinin son noktalart
denir. e, = {Vi,Vj} ayrit1 son noktalar ile baglantihidir. Bir G grafindaki tepelerin

sayist n= V]| ve ayritlarin sayist da m= |E| ile gosterilerek, n tepeli m ayritli bir

graf kisaca G(n,m) bigiminde de belirtilir.

Tammm 2.2 Kath Aynt: Herhangi iki tepe ¢ifti arasinda birden fazla aynt
varsa, boyle ayritlara katli ayrit denir.

Tamm 2.3 Bukle: Baslangi¢ ve son noktalar1 ¢akigik olan ayntlara bukle

denir.

Tamm 2.4 Bir Tepenin Derecesi: Bir G grafinin bir v; (i=1,2,...,n) tepesine
baglantili olan G nin aynitlarinin sayisina v; tepesinin G grafina gére derecesi denir

ve bu d(v;,G) ile gosterilir.

Tammm 2.5 Regiler Graf: Her v, (i=1,2,...,n) tepesinin derecesi esit olan

grafa regiiler graf denir[9].

Tanmm 2.6 n-uzunluklu Aynit Katan: Bir G grafindan i#j igin ¢; #¢; ve
e, ={v,,v,,} (=1,2,..,n) olmak iizere alinan (e, €, ..., €,) ayrt dizisinin
olusturdugu altgrafa G nin n-uzunluklu ayrit katart denir. v, vev,,, tepelerine bu
ayrit kataninin son noktalari, v,, vs, ..., v, tepelerinden her birine de birer i¢ tepe

denir. Son noktalan gakigik olan aynit katarina kapali ayrut katari, aksi durumdaki
ayrit katanina da agik ayrit katar: denir[10].



Tanmm 2.7 Yol ve Cevre: Her bir i¢ tepesinin derecesi iki olan n ayritli agik
ayrit katarina yol denir ve bu P, ile gosterilir. Her bir i¢ tepesinin derecesi iki olan n

ayrith kapalr ayrit katarina gevre denir ve bu da C_ ile gosterilir [10].

Tamm 2.8 Birlestirilmis Graf: Her tepe ¢ifti arasinda en az bir yol bulunan

grafa birlestirilmisg(baglantily) graf denir

Bu calismada; birlestirilmig, buklesiz, kath ayritsiz ve yoénlendirilmemis
graflarin numaralanmalar incelenecektir. Bir graf denildiginde, bu 6zellikteki graflar

anlagilacaktir. Asagida referanssiz olarak verilen tanimlar tarafimizdan sunulmustur.

Tamm 2.9 Tam Graf birbirinden farkli her tepe ¢ifti arasinda bir aynt
bulunan grafa tam graf denir ve n tepeli bir tam graf K ile gosterilirf11]. Sekil 2.1

de K,,K, ve K, tam graflan gosterilmistir.

KI KZ K3

Sekil 2.1 K,,K, ve K, tam graflan

Tanmm 2.10 Prizma Graflar: Tepeleri u,,u,,...,u, ve v,,v,,...,v, olmak

lizere 2n tepeli ve 3. dereceden regiiler grafa bir n-prizma grafi (n>3) denir ve bu

P(n) ile gosterilir. u,,u,,...,u, tepeleri n uzunluklu bir gevre olustururlar, benzer

sekilde v, v,,...,v, tepeleri de n uzunluklu bir diger gevre olustururlar ve prizmanin
geriye kalan aynitlart {u,v,} (i=1,2,...,n) seklindedir [10]. Sekil 2.2 de P(4) prizma

grafinin a) R*’ te b) R?” de gosterilisi verilmistir.

vi v u, u,

V4 i % Vi V)

I
“1/]_ 4 __J. ¥4 i
2
Uy - u3 He "
(2) (b)
Sekil 2.2 P(4) prizma grafi



Tanmm 2.11 Tarak Graf: (nt+1) uzunluklu P,,, yolunun v, baslangic ve
V.., son tepesi disinda arada kalan n tane v,,v,,..,v_,, tepesine birer ayrit

eklenmesiyle olusan grafa tarak graf denir ve T, ile gosterilir. T, tarak grafi 2n+2

tepeli ve 2n+1 aynithdir[1]. Sekil 2.3 de T, tarak grafi gosterilmistir.

V9 vio v vi2 Vi3 vy

vi vy V3 vy Vs Ve vy vg

Sekil 2.3 T, Tarak Grafi

Tamm 2.12 Yan Sihirli Tarak Graf: 2n+1 aynth bir T, tarak grafimin

ayritlari eger 1, 2, 3, ..., 2nt+1 sayilan ile numaralanabilirse 6yle ki derecesi 1 den

farkli olan her tepedeki aynt numaralarimin toplami ayni ise boyle bir T, grafina
yari-sihirli tarak graf denir. Sekil 2.4 te T, tarak grafimn yarn-sihirli numaralanmasi

gosterilmistir.

Sekil 2.4 T, tarak grafinin yan-sihirli numaralanmasi

Tanimm 2.13 Sihirli Graf: m aynith bir grafin ayrnitlan eger pozitif dogal sayilar
ile numaralanabilirse Gyle ki her tepedeki ayrit numaralarinin toplami aym ise boyle
grafa sihirli graf denir[2,3]. Sekil 2.5 de G(6,8) grafinin sihirli numaralanmasi

gosterilmistir.

Sekil 2.5 G(6,8) sihirli graf



Tamm 2.14 Siiper Sihirli Graft m aynth bir grafin ayntlan eger 1,2,...,m
sayilar1 ile numaralanabilirse 6yle ki her tepedeki ayrit numaralarinin toplam: ayni
ise boyle grafa siiper sihirli graf denir[4,5]. Sekil 2.6’ da G(6,8) grafimin sihirli

numaralanmasi gosterilmistir.

Sekil 2.6 G(6,8) stiper sihirli graf

Tamm 2.15 Zayif-Ters Sihirli Graf: : m ayritl bir grafin aynitlan eger pozitif
dogal sayilar ile numaralanabilirse oyle ki her tepedeki ayrit numaralarimn toplam

birbirinden farkli ise boyle grafa zayif ters-sihirli graf denir[1].

Tamm 2.16 Yan Terssihirli Tarak Graf: 2n+1 aynth bir T, tarak grafinin

ayritlan eger 1,2,3,... 2n+1 sayilan ile numaralanabilirse oyle ki derecesi 1 den farkh

olan her tepedeki aynt numaralarinin toplami birbirinden farkl: ise boyle bir T,
grafina yari-terssihirli tarak graf denir. Sekil 2.7’ de T, tarak grafinin yan terssihirli

numaralanmasi gosterilmistir.

W

Sekil 2.7 T, tarak grafinin yan terssihirli numaralanmasi

Tanm 2.17 Terssihirli Graf: m ayrith bir grafin ayritlar eSer 1, 2, 3, ..., m
sayilart ile numaralanabilirse oyle ki her tepedeki ayrit numaralarinin toplamu

birbirinden farkli ise boéyle grafa terssihirli graf denir[1]. Sekil 2.8’ de C,

gevresinin terssihirli numaralanmasi gosterilmistir.

R 7
4

3 d

Sekil 2.8 C, gevresinin terssihirli numaralanmas:



Tanmm 2.18 (a,d)-Yan Terssihirli Tarak Graf: n= | \" | 23 ve m= | E | >2 olan
bir T, tarak grafimin ayntlan 1, 2, 3, ..., 2n+1 sayilan ile numaralanabilirse dyle ki
derecesi 1°den farkli olan p tane tepenin her birine baglantili olan ayrit numaralarinin
toplam: a,d € N* olmak {izere (a,a+d,at+2d,...,at(p-1)d) bi¢ciminde p terimli bir
aritmetik dizi olusturuyorsa boyle grafa (a,d)-yari terssihirli tarak graf denir. Sekil

2.9 da T, tarak grafinin (11,2)-yan terssihirli numaralanmasi gdsterilmistir.

Sekil 2.9 T, tarak grafinin (11,2)-yar terssihirli numaralanmasi

Tamm 2.19 (a,d)-Terssihirli Graf: n=| V|>3 ve m=|E|>2 olan birlestirilmis
bir G=(V,E) grafinin aynitlan 1, 2, 3, ..., m sayilart ile numaralanabilirse 6yle ki her
tepeye baglantili olan aynt numaralarimin toplami a,d € N* olmak iizere
(a,atd,at+2d,...,at(n-1)d) bigiminde n terimli bir aritmetik dizi olusturuyorsa boyle
grafa (a,d)- terssihirli graf denir[6]. Sekil 2.10° da G(8,12) grafinin (9,3)-terssihirli

numaralanmasi gosterilmigtir.

Sekil 2.10 G(8,12) grafinin (9,3)-terssihirli numaralanmas:

Tamm 2.20 Kesirsel Numaralama Fonksiyonlan: U = {lla eN",a> 1} pay1
a

1 olan 6zel birim kesirlerin bir kiimesini ve I' da buklesiz, katli ayritsiz, sonlu ve
yonlendirilmemis tiim graflarin kiimesini gostermek iizere G=(V,E)eI de tepe sayist
2’ den buyiik olan birlestirilmig bir graf olsun. Bu grafin, U nun elemanlart olan
ozel birim kesirlerle bir ayrit numaralamasi fE—U bire-bir igine fonksiyonuyla
tanimlansin. Bu durumda f aynt numaralamasimin V tepeler kiimesi lizerinde

dogurdugu g, fonksiyonu



g V>Q' 1 vog ()= Y fe) 2.1)

ecl(v)
seklinde olsun. Burada ecl(v); v tepesi ile baglantili olan e ayritlarinin kiimesini ve
f(e); e ayritinin 6zel birim kesirlerle bir ayrit numaralamasim ifade eder. U ya birim
kesirler kiimesi, f ve g, fonksiyonlarina da kesirsel numaralama fonksiyonlart denir
[12].

Tammm 2.21 Misirsal Numaralama: Birlestirilmig bir graf G=(V,E)eI olsun.
Bu grafin 6zel birim kesirlerle bir f ayrit numaralamasi goz oniine alinsin. Bu f ayrt
numaralamasinin dogurdugu g, tepe numaralamasinin; V=V(G) tepeler kiimesi
iizerinde tammlanan bire-bir igine fonksiyon olmasindan dolayr g, (V)c U
bagintisin saglar ve g, (V) =1Im g,ile gosterilir. Boylece 6zel birim kesirlerle f aynt

numaralamasina G grafinin bir Miswrsal numaralanmas: denir[12]. Sekil 2.11° de

C, c¢evresinin Misirsal numaralanmasi gosterilmistir.

1/14 112
1/21

1/42 B

1/84
128 1221

Sekil 2.11 C, ¢evresinin Misirsal numaralanmasi.

Tanum 2.22 Misirsal Sihirli Numaralama:G=(V,E)eI birlestirilmis bir graf

olsun. G grafinin bire-bir igine f ayrit numaralamasi
f:E->U: e—>fle) (2.2)

olsun ve bu f fonksiyonunun dogurdugu g, tepe numaralamasi

g :Vo>Q 1 vog(v)= D fe) 2.3)

esl(v)
Img, c U ile sabit bir fonksiyon oluyorsa;, f ayrit numaralamasina G grafinin

Miswrsal sihirli numaralanmast denir[7,8]. Sekil 2.12° de G(6,8) grafinin Mistrsal

sihirli numaralanmasi gosterilmisgtir.



Sekil 2.12 G(6,8) grafinin Misirsal sihirli numaralanmasi

Tammm 2.23 Misirsal (a,d)-terssihirli Numaralama: n= | V|23 ve m=|E|>2
olan birlestirilmis G=(V,E) grafinin ayntlan U birim kesirler kiimesinin
elemanlariyla numaralansin. Burada a,d € U olmak iizere her tepede elde edilecek
ayrnt numaralarimin toplami; n terimli (a,atd,a+2d,...,a+(n-1)d) aritmetik dizi

olusturuyorsa boyle grafa Miswrsal (a,d)- terssihirli graf denir. $ekil 2.13” de P,

yolunun Misirsal (3—1),%) -terssihirli numaralanmasi gosterilmistir.

1/10 1/15

130 1/12 1/20

Sekil 2.13 P, yolunun Misirsal (;—0,%) -terssihirli numaralanmasi

Tamm 2.24 Misirsal (a,d)-yari-terssihirli Tarak Graf: n= |v] 23, m= |E|>2
olan 2n+1 aynth T, tarak grafinin ayntlan; a,d € U olmak tizere U birim kesirler

kiimesinin elemanlariyla numaralanabilirse 6yle ki derecesi 1° den farkli olan p tane
tepenin  her  birine  baglantili olan aynt  numaralarimin  toplami;
(a,atd,at+2d,...,a+(p-1)d bigiminde bir aritmetik dizi olusturuyorsa boyle bir grafa

Miswsal (ad)-yari-terssihirli tarak graf denir. Sekil 2.14° de T, tarak grafinin

1 1 e qe e .
Misirsal (—,%) -yari terssihirli numaralanmasi gosterilmistir.

1772 1/90

1/360 1/180

1145 1740

1/120

Sekil 2.14 T, tarak grafimin Misirsal (215—’.3%6) -yar terssihirli numaralanmasi



Tammm 2.25 k ile Genisletilme: G=(V,E)eI baglantili bir grafve fE—>Q", G

grafinin bir ayrit numaralamasi olsun. keU U N* olmak iizere G grafinin

f®:E>Q*: e—kifle) (2.4)

ayrit numaralamasina, f ayrit numaralamasinin & ile genisletilmesi denir[12].

Tanmm 2.26 n>3 | m>2 olmak tlizere birlestirilmis bir G=(V,E)eI’ grafinin
(a,d)-terssihirli oldugunu varsayalim. g.(V)e{a,a+d,at+2d,...,at(n-1)d} i¢in n

tepenin degerleri toplanirsa
ata+td+a+2d+..+a+(@m-1)d=2(1+2+3+..+m) (2.5
her iki tarafi 2 ile ¢arpilirsa
2na + n(n-1)d = 2m(m+1) (2.6)

elde edilir. Yukandaki (2.6) denklemine bilinmeyenleri a,d € N* olan dogrusal
diyofant (Linear Diophantine) denklemi denir.

Teorem 2.1 iki degiskenli ax+by=c seklindeki bir dogrusal diyofant
denkleminin ¢oziimiiniin olmasi igin gerek ve yeter kosul, d=o0.b.e.b.(a,b) olmak

tizere d nin ¢ yi bolmesidir[13].

Teorem 2.2 d=o.b.e.b.(a,b) ve d|c olmak uzere ax+by=c seklindeki bir

dogrusal diyofant denklemi verilsin. Eger x, vey, bu denklemin bir ¢oziimii ise,

denklemin her x ve y ¢oziimil te Z olmak tizere

b a
=x +—t =y, ——t 2.7
X=X+ ve Y=Yo~g (2.7)

seklindedir[13].



3. GRAF NUMARALAMALARI ARASINDAKI iLISKILER

Yardimci Teorem 3.1. G=(V,E) eI bir graf ve f:E(G) > Q" : e—f{e)

fonksiyonu, G grafinin pozitif rasyonel sayilarla bir ayrit numaralanmasi olsun. Bu f

aynt numaralanmasi yardimiyla tammlanan tepe numaralanmasi

g V(G)=>Q :vog (v)= ) f(e)

ecl(v)

olsun. Herhangi bir keUUN"* igin f fonksiyonunun k ile genisletilmesi olan f®

fonksiyonu dikkate alinsm, f® fonksiyonu yardimiyla tammlanan g, tepe

numaralanmasi her ve V(G) i¢in
8w (V) =k.ge (V) (3.1
esitligini saglar[11].

Ispat: G grafinin rasyonel sayilarla bir f aynt numaralanmasimin k ile

genisletilmesi; herhangi bir keUUN* sayist igin £® ise £® nin tammindan ve £®

yardimiyla tamimlanan g ,, tepe numaralanmast V v € V(G) i¢in

g = D fPe)= Y kf(e)=k D f(e)=kg(V)

ecl(v) ecl(v) ecl(v)

olur. Buradan g, tepe numaralanmasinin da V(G)’den Q" ya bir fonksiyon oldugu

ve bu fonksiyonun V v € V(G) i¢in
gew (V)= kg (V)
esitligini sagladig: gorulir.O]

10



Teorem 3.2 G=(V.E) € I mertebesi > 3 olan birlestirilmis bir graf olsun.

(a) Eger £E(G)—> N*, G nin zayif-terssihirli numaralanmasi ise, V k € N” i¢in

nin f® genigletilmesi de zayif terssihirli bir numaralanmadir[11].

(b) Eger £fE(G)—> N”, G nin sihirli numaralanmas: ise, V k € N” igin f nin f®

genisletilmesi de sihirli bir numaralanmadir[11].

(¢) Eger £E(G)— U, G nin Misirsal numaralanmas: ise, V k € U igin f nin f®

genisletilmesi de Misirsal bir numaralanmadir[11].
Ispat:

(a) G grafimin zayif-terssihirli numaralanmas: £E(G)—> N ve ke N” olsun. f
nin f®:E(G)> N* : £®(e)=k.f(e) bi¢iminde tanimlanan f® genisletiimesinin bire-
bir ve icine fonksiyon oldugu agiktir. Yardimci Teorem 3.1 ‘den VveV(G) igin
8w (V) =k.g(v) esitliginin saglandig1 ve buradan g, (V) = N™ oldugu goriilir ki
bunun anlami g, : V(G) >N :v =g, (v) =kg,(v) fonksiyonunun da bire-bir

i¢ine fonksiyon oldugudur(Sekil 3.1).0J

24 4.

34 6 68 12

Sekil 3.1 C; ¢evresinin zayif terssihirli numaralanmasi ve bu numaralanmanin 2 ile

genigletilmesi.

11



() G grafimin sihirli numaralanmast f: E(G) > N* ve k € N olsun.
Tanim.2.13 te bu f ayrt numaralanmast yardimiyla tanimlanan

g, V(G >N :vog.(v)= Z f(e) tepe numaralanmasinin sabit bir fonksiyon
ecl(v)

oldugu belirtilmisti. f®:E(G)—»> N* :e »f®(e)=k fle) bigiminde tanimlanan f®
genisletilmesinin bire-bir igine bir fonksiyon oldugu agiktir. Bu f® aynt
numaralanmast yardimiyla g, :V(G) > N":v—>g, (v)=kge(v) bigiminde
tanimlanan g, tepe numaralanmas: da sabit fonksiyon olur, yani g, (V)=c

dir(Sekil 3.2).0

Sekil 3.2 G(6,8) grafinin sihirli numaralanmasi ve onun 3 ile genisletilmesi.

() G grafinin Misirsal numaralanmasi £E(G)— U olsun. Boylece f aynt

numaralanmasi yardimiyla tammlanan g, : V(G) - U tepe numaralanmas: bire-bir
icine  fonksiyondur ve Img, c Udir. Keyfi bir keU igin,
f® :E(G) > U:e > f®(e)=kf(e) bigiminde tammlanan f® genisletilmesinin de
bire-bir igine fonksiyon oldugu agiktir ve Inf® c U dir. Buradan G grafimin basit
birim kesirlerle genisletilmesi £® dir denir. Yardimc: Teorem 3.1 den ve V(G) igin
g (V) =kge(v) esitliginin saglandigi biliniyor. Madem ki g, bire-bir igine
fonksiyondur o zaman g, da bire-bir igine fonksiyon olacaktir. Buradan V k € U

sayist igin Misirsal numaralanmamin % genigletilmesinin de bir Misirsal

numaralanma oldugu sonucuna vanlir. Sekil 3.3 de C, g¢evresinin Misirsal

1 4. . o e e
numaralanmasi ve onun k=5 genisletilmesi gosterilmistir. O

12



1/14 112 1128 1724
721 1/42

/42 1/28 1/84 1/56

1/84 1/168

Sekil 3.3 C, ¢evresinin Misirsal numaralanmasi ve onun k=—;— genisletilmesi

Teorem 3.3 G=(V,E) € I" mertebesi > 3 olan birlestirilmig bir graf olsun. G
nin Misirsal sihirli numaralanmaya sahip olabilmesi igin gerek ve yeter kosul G nin

sihirli numaralanmaya sahip olmasidir{11].

Ispat: G sihirli bir graf olsun. Bu durumda G igin fE(G)—> N™ bigiminde
tammlanan bire-bir i¢ine fonksiyonu vardir 6yle ki bu f aymnt numaralanmasi

yardimiyla tamimlanan tepe numaralanmast g,:V—>N" : g/ (V)= Zf(e)

ecltv)

seklindedir ve sabit bir fonksiyondur. Uygun bir k genisletilmesi yapmak igin

k' =2gem(fle, ), fle, ), ..., f(e, ), 8¢ (V1)) (3.2)

. . 1
seklinde bir k" sayis1 tammlansin. O zaman k' yardimiyla tanimlanank ZFE U

sayist kullamlarak yapilan £® genigletilmesi G nin basit birim kesirlerle bir ayrit

numaralanmasi olacaktir 6yle ki g . fonksiyonu da sabit olur ve Imgfm c U dir.
k' nin segimine dikkat edilecek olunursa f® :E(G)—>Q"* oldugu agiktr.
f®(E)c Q" olur, yani f®; G nin basit birim kesirlerle bir ayrit numaralanmasidir.
k'niin segimine gore g co :V(G)—> Q" igin gwcU olur. Madem ki g, nin sabit
bir fonksiyon oldugu biliniyor o halde g =k.g; de sabit olacaktir. Buradan G

grafi Misirsal numaralanmaya sahip olur.

13



Simdi G nin Misirsal numaralanmaya sahip oldugu farz edilsin. O zaman G

nin basit birim kesirlerle f: E(G)>U ayrit numaralanmas: vardir 6yle ki

g:: V(G) > Q" fonksiyonu, Img, — U olan sabit bir fonksiyondur. Bu durumda

1 11
fle,) fle,)” "flen) 8:(vy)

fonksiyon oldugundan f® =kf seklinde tanimlanan f® genisletilmesi de bire-bir

ise k=gcm( J olarak segilsin. f bire-bir igine

icine olacaktir. k min segimine gore Imf® < N* dir. Madem ki g, sabit bir
fonksiyondur g =k.g; ile tammlanan g, < N sabittir ve G grafi da sihirli

numaralanmaya sahip olur. Sekil 3.4 de G(6,8) grafimin sihirli ve onun Misirsal

sihirli numaralanmasi gosterilmistir. [

12

Sekil 3.4 G(6,8) grafinin sihirli ve onun Misirsal sihirli numaralanmasi

Teorem 3.4 G =K, olmak tizere her bir birlestirilmis graf zayif terssihirli

numaralanmaya sahiptir[11].

Ispat: G =K, olmak tzere G=(V,E) birlestirilmis bir graf ve |E|=m ve

| V| =n>3 olsun. Asagidaki sekilde tanimlanan f ayrit numaralanmasinin
f:E—->N':e —>fle;))=2" i=12,.,m (3.3)

bire-bir igine oldugu agiktir. Bu f fonksiyonu yardimiyla tanmimlanan tepe

numaralamasi

g V>N :vog (v)= D fe) (3.4)

eck(v)

14



da bire-bir olacaktir. Ciinku, V tepeler kiimesindeki her tepenin g, (v) tepe numarasi
2 nin farkl kuvvetlerinin toplamidir ve buradan g, (v) dogal sayilarin ikili temsilleri

gibi yorumlanabilir ve tektir. (3

Teorem 3.5 K,’den farklt her birlestirilmis G=(V,E) grafi Misirsal

numaralanmaya sahiptir[ 11].

Ispat: G =K, ve G=(V,E) baglantili graf olsun. G grafi igin Teorem 3.4 ile

verilen zayif terssihirli numaralanmas: segilsin ve onun tepe numaralanmasi goz

Oniine alinsin.

k' =2gem(f(e,), fle, ), .., (e, ) 8¢ (v1),8¢ (V1 )5-,8¢ (V) (3.5)

seklinde k' sayist segilsin. O zaman k' yardimiyla tammlanankz%eU sayist

kullanilarak yapilan f® genisletilmesi G nin basit birim kesirlerle bir aynt
numaralanmasi olacaktir. Madem ki f bire-bir igine fonksiyondur f® =k f de bire-bir
igine fonksiyon olacaktr. k' nin se¢imi f®(E)cU ya baghdir
Yardimeir Teorem 3.1 den g, (v) =k.g;(v) oldugu bilinmektedir. Madem ki g,

bire-bir dir, g da bire-bir olacaktir. k nin se¢imine gore Img,, < U olacaktir ve

f® G grafimn Misirsal numaralanmasidir.  Sekil 3.5 de C, cevresinin zayif

terssihirli numaralanmasi ve onun k=72 genisletilmesi gosterilmistir.

16 nz 12
/18 4

19 1136 8 2

172 1
1/8 1724 9

Sekil 3.5 C, cevresinin zayif terssihirli numaralanmasi ve onun k=72 genisletilmesi
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Asagidaki iki teorem tarafimizdan sunulmus ve ispatlanmistir.

Teorem 3.6 G=(V,E) e I', mertebesi > 3 olan birlestirilmis bir graf olsun ve
G grafinin (a,d)-yan-terssihirli numaralanmasi var olsun. (a,d)-yari-terssihirli
numaralanmaya sahip her G grafinin aym1 zamanda bir Misirsal (a,d)-yan-terssihirli

numaralanmasi da vardir.

Ispat: m ayntl, n tepeli G grafinin (a,d)-yani-terssihirli numaralanabilmesi

i¢in £ E(G)—>{1,2,...,m} bire-bir orten fonksiyonu olmalidir 6yle ki derecesi 1°den

farkli olan p tane tepedeki ayrt numaralarimin toplami; a,d € N* olmak iizere
(a,atd,a+2d,...,a+(p-1)d) bigiminde p terimli bir aritmetik dizi olusturmalidir. Uygun
bir k genigletilmesi yapmak igin

k'=okek(12,3,.,maa+da+2d,..,a+(p-1)d) (3.6)

seklinde segilen k’ sayist alinsin. O zaman k' yardimuyla tammlanankzil-;eU

sayisi kullamlarak yapilan £® genisletilmesi G nin basit birim kesirlerle bir ayrit
numaralanmast olacaktir. f®(E)c U oldugu agiktir. k'’niin segimine gore;
8w V(@) —>Q i¢in g.(V)cU olur Buradan, (a,d)-yari-terssihirli

numaralanmaya sahip G grafi Misirsal (a,d)-yan-terssihirli oldugu sonucu ortaya

¢tkar.O

Teorem 3.7 G=(V.E) € I' mertebesi > 3 olan birlegtirilmis bir graf ve G
grafinin (a,d)-terssihirli numaralanmasi var olsun. (a,d)-terssihirli numaralanmaya

sahip her G grafinin ayn1 zamanda bir Misirsal (a,d)-terssihirli numaralanmasi vardir.

Ispat: m ayntly, n tepeli G grafinin (a,d)-terssihirli numaralanmasinin olmasi
i¢in fE(G)—>{1,2,...,m} bire-bir orten ve a,d € N* pozitif tamsayilarinin olmasidir

Oyle ki f aynt numaralamasi yardimiyla tanimlanan g, tepe numaralamast
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g, :V—>N* :v;—>gf(v)= > fle)

ecl(v)

da bire-birdir 6rten ve gorinti kiumesi g (V)= {a +a+2d,.,a+(n- l)d} dir.

Uygun bir k genisletilmesi yapmak igin

k'=o0k.ek(1,2,3,.,maa+d,a+2d,.,a+(n-1)d) 3.7)

seklinde segilen k’ sayist alinsin. O zaman k' yardimiyla tammlanank=%eU

sayist kullamlarak yapilan £f® genisletiimesi G nin basit birim kesirlerle bir ayrit
numaralanmasi olacaktir. f®(E)c U oldugu agiktir. k' niin segimine gore;
g0 V(G)—>Q igin g (V)< U olur. Buradan (a,d)-terssihirli numaralanmaya

sahip G grafi Misirsal (a,d)-terssihirli oldugu sonucuna varilir. O
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4.T, TARAK GRAFININ (a,d)-YARI-TERSSIHIRLI NUMARALANMASI

n>2 olmak uzere T, tarak grafi 2n+1 ayrith ve 2n+2 tepelidir. Bu grafin tek

dereceli tepelerinin sayis: ise n+2 dir ve bu tepelerin numaralan T, tarak grafinin
yari-terssihirli numaralanmalarimi bulabilmek igin olusturulan dogrusal diyofant

denkleminde yer almaz. T, tarak grafinin 2n+1 ayritindan n+2 tane aymt

2n+1 | '
numarasinin - segimi C( ) 2n+1)! (2n +1)!

= = farkli
n+2 @n+1-(m+2)(n+2)! (n-D!(n+2)!

sekilde  yapilabilirr  Dolayisiyla T tarak  grafinin  yan-terssihirli

numaralanmalarindan bir kismini bulabilmek i¢in bu se¢imler keyfi olarak yapilir.

Segilen tek dereceleri tepelerin kiimesi V,_,, ile gosterilir.

Teorem 4.1 V., ={1,2,...,n+1,2n+1} olmak tzere 1 <d <3 igin T,

tarak grafinin (a,d)-yar-terssihirli numaralanmast vardir.

Ispat: 2n+1 aynth ve 2n+2 tepeli T, in her ayrit numaras: iki tepede
goriinseydi o zaman 2n+2 tepede elde edilecek toplam
2(1+2+ .. +2n+l) 4.1)

olurdu. Ancak V,, = {1, 2,..,n+1,2n +1} seklinde secilen tek dereceli tepelerinin

numarasi (4.1) toplaminda yer almaz. Bu durumda, T, tarak grafinin dogrusal

diyofant denklemi
2(1+2+.. 2n+1)-((1+2 +...+n+1)+2nt+1)= a+at+d +..+a+H(n-1)d

ve buradan

2((2:1 +1)(2n+1+ 1)) _((n +)n+2) (2n +1)) et @ —2 Dn , 4.2)

2 2

ve buradan da
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7n’ +5n n(n-1)

na + d (4.3)
- « . . n(n-1)
olur. Teorem 2.1 den, (4.3) dogrusal diyofant denkleminde ob.ebj n, 5 =n
7n’ +5n .. e reee -
ve n——— oldugu icin bu denklemin ¢6éziimi vardir. (4.3) esitliginin her iki

<~

tarafi n (n=0) ile sadelestirilerek

Tn+5 (n-1)

5 a+ d (4.4)

elde edilir. Teorem 2.2 den, (4.4) denkleminin d=7 i¢in bir 6zel ¢6zimi (a,d)=(6,7)

dir ve genel ¢oziimii de a, :6+(n;1)t ve d, =7-t dir. Elde edilen bu

4

sonuglarda, (a,d)-yari-terssihirli graf tanimindaki a,d € N™ g6z 6niine alinir ve ayrica
T, tarak grafimin 3.dereceden regiiler kism: (4.4) dogrusal diyofant denkleminde yer
aldigindan, bu regiiler kisimda elde edilecek en kiigiik tepe numarasi 1+2+3=6 olur,

yani a>6 dir. Tiim bu verilenlerden

a :6+£n———l)-t26 ve d, =7-t>0 (4.5)
® 2

esitsizlikleri bulunur. T, tarak grafinin tammindan, n>2 oldugu g6z 6niine alinarak

buradaki ilk esitsizlikten t>0 ve ikinci esitsizlikten de t<7 sonucu elde edilir.

Boylece t €[0,7) olur. Teorem 2.2 den, (4.4) denkleminin genel ¢6zimii igin

t=0,1,2,3,4,5,6 tamsayilan kullamlirsa sirasiyla (a,d) ikilileri (6,7), (n;“ﬁj,

3n+9 Sn+7

(n+5,5), ( ,4), (2n+4,3), ( ,2) ve (3nt3,1) olur. Elde edilen (a,d)

ikililerine dikkat edilirse (a,d) yari-terssihirli graf tamm: geregi, d=2,4,6 i¢in sirasiyla

5n+7 3n+9 n+11
bulunan a= )

sayilarinin tamsay: olabilmesi i¢in n in tek sayi

>
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olmasi gerekir. Tum bu bilgiler kullanilarak yukandaki durumlari igeren T, tarak

grafinin (a,d) yari-terssihirli numaralanmasi asagidaki gibidir:

a) T, Tarak Grafinm (a,d)=(3n+3,1)-yari-terssihirli Numaralanmasi:

T, tarak grafimin f aynt numaralanmasi

¢ e, >n+1,n+2n+3,..2n2n+1 1=123,. . nn+l .6)
' i=n+2,n+3,n+4,..,2n2n +1 ‘

e, »>nn-1,n-2n-3,.32]1
ve bu ayrit numaralanmasi yardimiyla elde edilen tepe numaralanmas:
g (V)={3n+3,3n+3)+1.1,(3n+3)+2.1, ....,3n+3+(n-1).1} (4.7)

olur. Asagida T,,T, veT,; tarak graflannin sirasiyla (9,1), (18,1) ve (27,1) yari

terssihirli numaralanmas: verilmistir.

~

18 19 20° 2

Sekil 4.3 T, tarak grafinin (27,1)-yan-terssihirli numaralanmasi
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Sn+7

b) n tek say:r olmak iizere, T, Tarak Grafinin (a,d)=( ,ZJ-yan-terssihirIi

Numaralanmasi:

T, tarak grafinin f ayrit numaralanmasi

[ei—>n+1,(n+“T+l)+1,n+2,(n+3;’—1)+2,n+3,(n+“—;“—1)+3,...,(n+“T“),2n+1 i=12,.n+1
f:
Iei —1,2,3,...,n-1,n 1=n+2n+3n+4,..2nA+1
(4.8)
ve bu ayrit numaralanmasi yardimiyla elde edilen tepe numaralanmas:
~ 5n+7 5n+ +7 5n+7
g (V)= {Z N7 1228 an OB 2 (4.9)

2 7 2

olur. Asagida T,,T, veT, tarak graflanimin sirastyla (11,2), (16,2) ve (26,2) yar
terssihirli numaralanmasi verilmistir.

1

6 7

n 13 15

4

Sekil 4.4 T, tarak grafinin (11,2)-yan-terssihirli numaralanmasi

16 18 20 a2 24

Sekil 4.6 T,tarak grafinin (26,2)-yan-terssihirli numaralanmasi
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¢) T, Tarak Grafinin (a,d)=(2n+4,3) -yari-terssihirli Numaralanmast:
T, tarak grafimin f ayrit numaralanmasi

e, —»n+l,n+2n+3,n+4,.2n+1 i=1,2,..,n+1
f: (4.10)

ei—>l,2,3,...,n-l n i=n+2,n+3,n+4,..,2nn+1

k4

ve bu aynit numaralanmasi yardimiyla elde edilen tepe numaralanmasi
g:(V)={2n+4,2n+4)+13,(2n+4)+23, ...,(2n+4)+(n-1).3} (4.11)

olur. Asagida T,,T; veT,, tarak graflanmn sirasiyla (8,3), (14,3) ve (24,3) yari

terssihirli numaralanmasi verilmistir.

Sekil 4.7 T, tarak grafimin (8,3)-yari-terssihirli numaralanmas:

2 3 4 5
7 8 9 10 11
20

14 17 23 26

1

6

Sekil 4.8 T, tarak grafinin (14,3)-yari-terssihirli numaralanmas:

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21
24 27 30 33 36 39 Y} Fe a8 31

Sekil 4.9 T,, tarak grafinin (24,3)-yan-terssihirli numaralanmasi

22



3n+9

d) n tek say: olmak iizere, T, Tarak Grafinin (a,d)=( ,4)-yan-terssihirli

Numaralanmasi:

Vdm1)={l,2,...,n+l,2n+1} olmak tzere T, tarak grafinin (a,d)-yan-
terssihirli numaralanmasinda elde edilebilen en kiigiik ve en bilyiik tepe numarasi
sirastyla n+5 ve 5n+2 dir, yani a>n+5 ve at(n-1).d < 5n+2 olur. Buradaki

'm+9,d =4 sayilan yerlerine yazilirsa; ilk esitsizlikten n>1 ve

esitsizliklerde a =

“

ikinci esitsizlikten n<3 bulunur, bulunan bu iki esitlikten de 1<n<3 elde edilir. T,
tarak grafi tammindan n>2 oldugu ve numaralama yonteminde n nin tek say: oldugu

3n+9

g6z oniine alinirsa; T, igin (a,d)=( ,4) -yari-terssihirli numaralanmasi yalnizca

n=3 i¢in bulunabilir. Bu durum Sekil.4.10 da gosterilmistir.

2 4

-
2

5 7

13 17

1

Sekil 4.10 T, tarak grafinin (9,4)-yan-terssihirli numaralanmasi
e) T Tarak Grafinmn (a,d)= (n +5,5) -yari-terssihirli Numaralanmasa:

Viey = {1,2,...,n +1,2n+1} olmak tizere T, tarak grafinin (a,d)-yan-
terssihirli numaralanmasinda elde edilebilecek en kiigiik ve en biiyiik tepe numarasi
srrastyla n+5 ve 5n+2 dir, yani a>n+5 ve a+(n-1).d < 5n+2 olur. Buradaki
esitsizliklerde a =n+5,d = 5sayilan yerlerine yazilirsa; ilk esitsizlikten n+52n+5
(ki bu durum her n i¢in saglanacaktir) ve ikinci esitsizlikten n<2 bulunur, T, tarak
grafi tammindan n>2 oldugu bilindigine gore; T, igin (a,d)=(n+5,5) -yari-terssihirli

numaralama yalnizca n=2 igin bulunabilir. Bu durum $ekil.4.11 de gosterilmistir.

Sekil 4.11 T, tarak grafinin (7,5)-yan-terssihirli numaralanmasi

23



f) T, Tarak Grafinin (a,d)=(6,7)-yari-terssihirli Numaralanmasi:

Vdﬂ(,)={1,2,...,n+1,2n+1} olmak iizere T, tarak grafinin (a,d)-yan-
terssihirli numaralanmasinda elde edilebilecek en kiigiik ve en bilyiik tepe numarasi
sirastyla n+5 ve 5n+2 dir, yani a>n+5 ve at(n-1).d < 5n+2 olur. Buradaki
esitsizliklerde a=6, d=7 sayilan yerlerine yazilirsa; ilk esitsizlikten n<1 bulunur ki bu
T, tarak grafimn tammmna aykindir. Dolayisiyla T, tarak grafinin (6,7)-yan-

terssihirli numaralanmas: yoktur.

Teorem 4.2 V., = {i,n+1,n+2,.,2n +1} olmak tizere 1 <d <3 i¢in T,

tarak grafimin (a,d)-yari-terssihirli numaralanmasi vardir.

Ispat: 2n+1 ayrith ve 2n+2 tepeli T, tarak grafinin her aynt numarasi iki

tepede goriinseydi o zaman 2n+2 tepede elde edilecek toplam (4.1) den 2(1 +2 + ... +

2n+1) olurdu. Ancak V., = {l,n +1,n+2,..,2n +l} seklinde segilen tek dereceli
tepelerinin numarast (4.1) toplaminda yer almaz. Bu durumda, T, tarak grafinin

dogrusal diyofant denklemi

2(142+.. +2n+1)-(1+n+1+n+2+, +2n+1)= ata+d +.. +a+(n-1)d

ve buradan

_5_n_17_n=na+_n(_n—_1_)d (4.12)

olur. Teorem 2.1 den, (4.12) dogrusal diyofant denkleminde o.b.e.b(n, n(n2— 1)) =n

5n® +7n
n_—_——-

ve oldugu i¢in bu denklemin ¢oziimi vardir. (4.12) esitliginin her iki

4

tarafi n (n=0) ile sadelestirilerek

sn+7_ (oo, (4.13)
2 2
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elde edilir. Teorem 2.2 den, (4.13) denkleminin d=5 igin bir 6zel ¢6ziimii (a,d)=(6,5)

(n-1)

2

-~

dir ve genel ¢oziimii de a, = 6+ t ve d, =5-1t dir. (a,d)-yan-terssihirli graf

tanimindan a,d € N oldugu biliniyor. Ayrica T, tarak grafinin 3.dereceden regiiler

kismu (4.13) dogrusal diyofant denkleminde yer aldigindan bu regiiler kisimda elde

edilecek en kiigiik tepe numaras: 1+2+3=6 olur, yani a>6 dir. Tiim bu verilenlerden

ag=6+@—;1—)t26 ve d,=5-1>0 (4.14)

esitsizlikleri elde edilir. T, tarak grafi tanimindan, n>2 oldugu géz 6niine alinirsa,

buradaki ilk esitsizlikten t>0 ve ikinci esitsizlikten de t<5 sonucu bulunur.
Boylece t €[0,5) olur. Teorem 2.2 den, (4.14) denkleminin genel ¢oziimii i¢in

n+11

t=0,1,2,3,4 tamsayilan kullamlirsa sirastyla (a,d) ikilileri (6,5), ( ,4), (n+5,3),

<

(m 9 ,2) ve (2n+4,1) olur. Elde edilen (a,d) ikililerine dikkat edilirse, (a,d)-yan-
e s .. o 3n+9 n+11
terssihirli graf tammi geregi d=2,4 icin sirasiyla bulunan a= n

sayilarinin tamsayi olabilmesi i¢in n in tek say: olmasi gerekmektedir. Tim bu
bilgiler kullanilarak yukaridaki durumlan igeren T, tarak grafinin (a,d) yan-

terssthirli numaralanmasi asagidaki gibidir:

a) T, Tarak Grafinin (a,d)=(2n+4,1)-yari-terssihirli Numaralanmas:
T, tarak grafinin f ayrit numaralanmasi

e. —1,2,3,..,n-1,n,n+1 i=1,23,.,nn+l
{ ‘ " o (4.15)

le, =>2n+1.2n2n-1,...,n+3,n+2 i=n+2,n+3,n+4,.2n2n+1

ve bu aynt numaralanmasi yardimiyla elde edilen tepe numaralanmasi
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g:(V)={2n+4,(2n+4)+1.1,(2n+4)+2.1, ...,2n +4+(n-1).1} (4.16)

olur. Asagida T,,T, veT; tarak graflarimin sirasiyla (8,1), (14,1) ve (20,1) yan

terssihirli numaralanmasi verilmistir.

4

~

8 )

Sekil 4.12 T, tarak grafinin (8,1)-yan-terssihirli numaralanmas

Sekil 4.13 T, tarak grafinin (14,1)-yari-terssihirli numaralanmasi

17 16 15 14 13 12 11 10

Sekil 4.14 T, tarak grafinin (20,1)-yari-terssihirli numaralanmasi

3n+9

b) n tek sayr olmak iizere, T, Tarak Grafimn (a,d)=( ,2) -yarn-terssihirli

Numaralanmasi:

T, tarak grafinin f aynit numaralanmasi

e. 51 At o Bl s n¥l g ntl o BHl bl i=12.n+l

1 2 2 2 2 2 (4 17)
f:

e —>n+2,n+3,.,20n-1,2n2n+1 i=n+2,n+3,..2n2n+]

ve bu aynit numaralanmasi yardimiyla elde edilen tepe numaralanmasi
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3n+9 3n+9+ 3n+9 3n+9

2

gf(v)z{ " 2 9 ” 9 ? 7

+(n-1).2} (4.18)

olur. Asagida T;,T, veT, tarak graflarimin sirasiyla (9,2), (12,2) ve (18,2) yan

terssihirli numaralanmasi verilmistir.

s

~

1 4

>
9 n 13

Sekil 4.15 T; tarak grafinin (9,2)-yari-terssihirli numaralanmasi

11

[

6

12 13 16 18 20

Sekil 4.16 T, tarak grafinin (12,2)-yari-terssihirli numaralanmasi

1 12 13 14 15 16 17 13 19

1 6 2 7 3 8 4 9 N 10
18 20 22 24 26 30 32 34

[

Sekil 4.17 T, tarak grafinin (18,2)-yari-terssihirli numaralanmasi

c) T, Tarak Grafinmn (a,d)=(n+5,3) -yan-terssihirli Numaralanmasi:

T, tarak grafinin f aynt numaralanmasi

e —1,2,3,..,n,n+1 1=1,2,.,n+1
f- (4.19)

e —->n+2,n+3,..,2n,2n+1 i=n+2,n+3,n+4,.,2n,2n +1

ve bu ayrit numaralanmas: yardimiyla elde edilen tepe numaralanmasi



g (V)={n+5Mn+5)+13,(n+5)+23, ..,(n+5)+(n-1).3} (4.20)

olur. Asagida T,,T, veT,, tarak graflanimin sirasiyla (7,3), (10,3) ve (15,3) yan

terssihirli numaralanmasi verilmistir.

3

2
7 10

1

Sekil 4.18 T, tarak grafinin (7,3)-yari-terssihirli numaralanmasi

)

10 13 16 19 22

Sekil 4.20 T,, tarak grafinin (15,3)-yari-terssihirli numaralanmas:

n+11

d) n tek say1 olmak iizere, T, Tarak Grafinin (a,d)=( ,4j-yarl-terssihirli

Numaralanmasi:

Vierty = {l,n +Ln+2,...,2n +1} olmak iizere T, tarak grafinin (a,d)-yarn-
terssihirli numaralanmasinda elde edilebilecek en kiigiik ve en biiyiik tepe numarasi

sirasiyla n+4 ve 5n+1 dir, yani a>n+4 ve aH(n-1).d < 5n+1 olur. Buradaki

esitsizliklerde a = n+11

,d =4sayilan yerlerine yazilirsa; ilk esitsizlikten n<3 ve

ikinci esitsizlikten n>1 bulunur, T, tarak grafi tammindan n>2 oldugu bilindigine
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gore ikinci esitsizlikten bulunan n>1 sonucu 2 den biiylk veya 2 ye esit olan her n
i¢in saglanir. Boylece ilk esitsizlikten bulunan sonugla T, tarak grafi tanimindan,

n+11

2<n<3 elde edilir, n nin tek say1 oldugu goz 6niinde alindiginda (a,d)=( 4) -

et

yan-terssihirli numaralama yalnizca n=3 igin bulunabilir. Bu durum Sekil.4.21 de

gosterilmistir.

4 6 7

1 2 3 s
7 11 13

Sekil 4.21 T, tarak grafinin (7,4)-yari-terssihirli numaralanmasi
e) T, Tarak Grafinin (a,d)=(6,5) -yan-terssihirli Numaralanmasi:

V,

det) = {l, n+lin+2 ... 2n+ 1} olmak iizere T, tarak grafinin (a,d)-yan-

terssihirli numaralanmasinda elde edilebilecek en kiigiik ve en biiyiik tepe numarasi
sirastyla n+4 ve 5n+1 dir, yani a>n+4 ve aH(n-1).d < 5n+l olur. Buradaki
esitsizliklerde a = 6,d = 5sayilan yerlerine yazilirsa; ilk esitsizlikten n<2 ve ikinci
esitsizlikten 1>1 (ki her durumda 1=1 dir)bulunur, T, tarak grafi tammindan n>2
oldugu bilindigine gore ilk esitsizlikten bulunan sonugla yalmzca n=2 igin T, tarak
grafinin (a,d)=(6,5) -yari-terssihirli numaralanmas: elde edilir. Bu durum Sekil.4.22

de gosterilmistir.

w

6 11

Sekil 4.22 T, tarak grafinin (6,5)-yan-terssihirli numaralanmasi
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5.P. YOLU ve C, CEVRESININ (a,d)-TERSSIHIRLI NUMARALANMASI

Teorem 5.1 n>2 ve n ¢ift say1 olmak lizere, her P, yolunun (%,1) -terssihirli

numaralanmasi vardir.

Ispat: n-ayntly, n+1 tepeli P, yolunun dogrusal diyofant denklemi;

2(1+2+.. +tn)=a+(a+d)+(a+2d)+..+(atnd) 5.1
burada
1+2+3+...+n=n—'(—n§l12 (5.2)

esitliginden faydalanarak ve gerekli sadelestirmeleri yaparak
2n(n+1)=2(n+1)a+n(n+1)d (5.3)

bulunur. Teorem 2.1 den (5.3) dogrusal diyofant denkleminin ¢6ziimii igin
0.b.e.b(2(n+1),n(n+1)) | 2n(n+1) olmalidir. 0.b.e.b(2(n+1),n(n+1))=n+1 ve
n+l |2n(n+l) oldugundan (5.3) denkleminin ¢6ziimii vardir. (5.3) esitliginin her iki
tarafi n+1 (n20 ve n+120) ile sadelestirilerek bu denklem

2n=2a+nd 5.9

seklinde yazilir. Teorem 2.2 den, (5.4) denkleminin ¢6ziimi (a,d)=(%,1) dir ve
tektir:a=% ve d=1 (5.4) denklemini saglar. Bu denklemin genel ¢oziimi ise
_n

a, = 5 +nt ve d, =1-2t olur, (a,d)-terssihirli graf tanimindan a,d € N* dir, o halde

%+m>o ve 1-2t >0 (5.5)
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olmalidir. Burada ilk esitsizlikten t > —-']; ve ikinci esitsizlikten t<— olur, vani

r4 e

1 1 .. e qens .
-5 < t <5 dir. Bu esitsizligi saglayan bir tek teZ tamsayis! vardir ve bu tamsayi

t=0 dir. Bu sonug a, ved, de yerine yazilirsa :a =% ve d=1 in tek oldugu gorilir.

N o . .. n .
(a,d)-terssihirli graf tanimi geregi a,d € N° olmasi igin a = min tamsay1 olmast

yani n in ¢ift tamsay1 olmas: gerekir.

Boylece n ¢ift sayi olmak tizere P, yolunun (%lj -terssthirli numaralanmasi

asagidaki gibidir:

P_ yolunun f ayrit numaralanmasi

e, »>o 2 12 223 21 =135,
2’2 2 72
f:4 (5.6)
e — n,n—l,n—2,n—3,...,§+2,%+1 i=2,46,..

ve bu ayrit numaralanmasi yardimiyla elde edilen tepe numaralanmas ise

nn n n nn n n
V)=d2 2112412, 2@ -1 ={=,=+1,=+2,—+n} (5.7
8:(V) {2 5 2 2 (n+1)-1) } {2 L 2 } (5.7)

olur,

Asagida P,, P,, P, ve P, yollanmn sirastyla (1,1), (2,1), (4,1) ve (6,1)

terssihirli numaralanmalan verilmistir:



Sekil 5.2 P, yolunun (2,1)-terssihirli numaralanmasi

Sekil 5.3 P, yolunun (4,1)-terssihirli numaralanmasi

Sekil 5.4 P,, yolunun (6,1)-terssihirli numaralanmast
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+3,1)_

Teorem 5.2 n>3 ve n tek say1 olmak lizere, her C, gevresinin (n

terssihirli numaralanmasi vardir.
Ispat: n-aynitly, n tepeli C, cevresinin dogrusal diyofant denklemi;
2(1+2+. .. +n)=a+(a+d)+(a+2d)+ ..+ (aH(n-1)d) (5.8)

burada (5.2) esitliginden faydalanarak ve gerekli sadelestirmeleri yaparak

n(n+1)=na +—(—Il:21—)—lld (5.9

bulunur. Teorem 2.1 den, o.b.e.b(n,@—%lﬁ)kn ve n|n(n+l) oldugundan (5.9)

dogrusal diyofant denkleminin ¢6ziimii vardir. (5.9) esitliginin her iki tarafi n (n#0)
ile sadelestirilerek elde edilen denklemin bir 6zel ¢6ziimit Teorem 2.2 den, d=2 i¢in

(a,d)=(2,2) dir. Bu denklemin genel ¢éziimii ise; a, = 2+(n—;Qt ve d, =2-t olur,

(a,d)-terssihirli graf tanimindan a,d € N* dir, o halde

2+(“;)t>o ve2-t>0 (5.10)

bulunur. Buradaki ilk egitsizlikten t > ——i—] ve ikinci egitsizlikten t<2 elde edilir.
n -—

C, cevresinin tanimindan n>3 oldugu ilk esitsizlikte yerine yazilirsa t>-2 bulunur.

Boylece t €(-2,2) olur. Teorem 2.2 den (5.9) denkleminin genel ¢6ziimii igin

t=-1,0,1 tamsayilan kullanilirsa sirasiyla (a,d) ikilileri (S—Tnﬁj ,(2,2) ve (n ;3 ,1)

olarak bulunur.

(a,d) terssihirli numaralanma taniminda f£E—{1,2,...,n} olmak iizere C,
cevresinin her tepesinin derecesi birbirine egit ve der(v;)=2 i=1,2,...n dir.

Numaralama iglemi ile herhangi bir tepede elde edilebilecek en kiigiik numara 1+2=3
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Numaralama islemi ile herhangi bir tepede elde edilebilecek en kiigiik numara 1+2=3

-1 >3 ise

olur yani a>3 tiir. Bu ise t= -1,0 durumlanyla ¢eligmektedir( t=-1 igin

buradan n<-1 olur. t=0 ise a=2 dir, yani a=2>3 olamaz). Sonug olarak t=-1,0 i¢in C_

cevresinin (a,d)-terssihirli numaralanmasi yoktur.

. . +3 e
C, ¢evresinin [HT,lj-terssmlrh numaralanmas: vardir. Ancak (a,d)

+3
2

&~

e N* olacagindan; n tek sayi

e s " n
terssihirli numaralanma tanimi geregi a=

. . +3 ey
olmalidir. Boylece n tek say1 olmak tzere, C, gevresinin (HT,l) terssihirli

numaralanmasi asagidaki gibi olur:

C, cevresinin f ayrit numaralanmasi;

e, 123,022,022 =135,

£:d (5.12)
e, >3 B¥3 B3 o on-Ln i=246,.
\ 2 72 2

ve bu ayrit numaralanmasinin yardimiyla elde edilen tepe numaralanmas ise

n+3 n+3 n+3 n+3
V)= +1.1, +1.2,...,—

+(n—1).1} (5.13)

olur.

Asagida C,, C,, C, ve C, cevrelerinin sirastyla (3,1), (4,1), (6,1) ve (8,1)

terssihirli numaralanmalar: verilmistir:



3
5 2

Sekil 5.5 C, gevresinin (3,1)-terssihirli numaralanmasi

Sekil 5.8 C,; cevresinin (8,1)-terssihirli numaralanmasi



6. P(n) PRIZMA GRAFININ (a,d)-TERSSIHIRLI NUMARALANMASI

Teorem 6.1 n>3 olmak iizere, her P(n) prizma grafinin (a,d)-terssihirli

numaralanmasi vardir.

Ispat: | v|=2n tepeli ve |E|=3n ayrithh P(n) prizma grafinin dogrusal

diyofant denklemi;

2.(1+2+.. +3n)=a+a+d+at2d + at3d+ ..+ at+(2n-1)d (6.1)
dir ve burada 1+2+3+..+3n= &321”2 esitliginden faydalanarak, gerekli
sadelestirmeleri yaparak

3n(3n+1)= 2na+n(2n-1)d (6.2)

elde edilirr Teorem 2.1 den (6.2) dogrusal diyofant denkleminin ¢dziimii igin
o.b.e.b(2n,n(2n-1))|3n(3n+1) olmalidir. o.b.e.b(2n,n(2n-1))=n ve n|3n(3n+1)
oldugundan (6.2) denkleminin ¢6ziimii vardir. (6.2) esitliginin her iki tarafi énce n

(n20) ile sadelestirilerek ve sonra 2 ile boliinerek

2n—1d

3
—@Bn+l)=a+
S Gn+1)

seklinde yazilir. Yazilan bu esitlikten ve Teorem 2.2 den (6.2) denkleminin d=4 igin

n+7 2n-1
+
2

n+7
t ve

bir 6zel ¢oziimii (a,d)=( ,4] dir ve genel ¢oziimii de a, =

d, =4—t olarak bulunur. P(n) prizma grafinin tanimindan P(n) nin 3.dereceden

regiiler graf oldugu biliniyor ve dolayistyla P(n) de elde edilebilecek en kiigiik tepe
numarast 14+2+3=6 olur. Ayrica (a,d) terssihirli graf tammindan a,d € N* oldugu da

dikkate alinirsa
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d ; 7, 2“; li>6 ve 4150 (5.3)

n e
ve ikinci esitsizlikten

esitsizlikleri elde edilir. (5.3) deki ilk esitsizlikten t > P
2n-

t<4 bulunur. Hipotezde n =3 oldugundan, bulunan ilk esitsizlikte n— igin limit

alinirsa

lim t = lim

e nsx 9n —

bulunur. Béylece t € {—%,4) olur. Teorem 2.2 den (6.2) denkleminin genel ¢6ziimii

. . . T 7 3
i¢in t=0,1,2,3 tamsayilan kullanilirsa, sirastyla (a,d) ikilileri (n; ,4), (.m; 6 ,3),

(S(H;I),Z) ve (7n2+4,1j olarak bulunur. Burada; n;—7,5(n7+1) rasyonel

o~

. .. . . 3n+6 7n+4
kesirlerinin tamsayi olmasi ig¢in n nin tek sayr olmasi gerekir ve )

rasyonel! kesirlerinin tamsay olmast i¢in de n nin ¢ift say1 olmasi gerekir. Yani, P(n)
prizma grafi igin; eger n ¢ift say: ise d tek sayidir, eger n tek say: ise d ¢ift sayidir
sonucuna ulasilir. Yukandaki durumlan igeren P(n) prizma grafinin (a,d)-terssihirli

numaralanmalar: agagida verilmigtir.

. n+4 N
a) n cift say1 olmak iizere, P(n) Prizma Grafinin [%,lj-terssmlrh

Numaralanmasi:

P(n) prizma grafinin [7n+4’1) -terssihirli numaralanmas: n=0 (mod 4) ve

n=2 (mod 4) olmak tizere iki durumda incelenir:

w
~



1.Durum. n=0 (mod 4) olsun:
P(n) prizma grafinin n uzunluklu i¢ gevresinin {v,v,,v,vs,..,v v,} ayntlar

kiimesinin elemanlan v,v, den baslayarak pozitif yonde

<

It 2 A1) 20H(—-2),.. 2042, 2n+l, 2o wt, 2Rag, 2R Ryy, 222
2 2 2 2 2 2 2

seklinde’ numaralansin. P(n) prizma grafimin n uzunluklu dis ¢evresinin

{u,uz,uzus,...,unul} ayritlar kiimesinin elemanlart u,u, den baglayarak pozitif

yénde

n Sn n _ Sn n _ 5n n ) n _ Sn n
—, —+2, —2, —+f —4 —+6. —-6,....2.3n.1,3n-1, 3,30-3. 5. ..., —-5, —+5.  —.3
2 2 2 2 2 2 2 2 2
5n n _ Sn
—+3, —-1, —+1

2 2

seklinde numaralansin. P(n) prizma grafinin i¢ ve dis g¢evresini birlestiren

{u,v,,u,v,,...,u,v, } ayntlar kiimesinin elemanlar: ise u,v, den baslayarak pozitif

y6énde

24, i L
2 2 2

9 cer y -

D2 v ar(Ro1), nH(2-2), ..., 02, n+]
277 2 2

seklinde numaralansin. Boyle bir numaralama islemi ile P(n) prizma grafinin

tepelerinde
) =7n+4+n.l,vn :7n+4+(n+l).l,vn =7n+4+(n+2).1,”_’
22 —+3 4 2
2 2 2

v, = Tn+d +(2n-2)1,v, = 7n+4+(2n-1)-1, A

ve



Tn+4 n+4 In+4 n+4
u, = u, = +2

, Uy = +1,u, = +4
: 2

t
t

_ 7n+4+(n—1).l u = Tn+4

+2

0, +(n-3).1,..,vb

ra <

[SAN]

toplamlar elde edilir ki bu toplamlar n ¢ift say1 ve n=0 (mod 4) olmak iizere P(n)

. n+4 s 8 .
prizma grafinin .1 |-terssihirli numaralandi@ini gosterir.

Sekil 6.1 ve Sekil 6.2 de sirasiyla P(4) prizma grafinin (16,1)-terssihirli ve

P(12) prizma grafinin (44,1)-terssihirli numaralanmas gosterilmigtir.

19 12 18
6 4
22 9 23
1 7 10 2
20 8 21
5 3
17 11 16

Sekil 6.1 P(4) prizma grafinin (16,1)-terssthirli numaralanmasi

Sekil 6.2 P(12) prizma grafinin (44,1)-terssihirli numaralanmasi
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2.Durum. n=2 (mod 4) olsun:

P(n) prizma grafinin n uzunluklu i¢ gevresinin {v,vz,v2v3,...,vnv,} ayntlar

kiimesinin elemanlan1 v,v, den baglayarak pozitif yonde

n n n n n

—+2n, —+(2n-1) , —+(2n-2), ... ,—+[2n-(n-2)] ,—+[2n-(n-1
5 2()2() 2[()]2[()]

seklinde numaralansin.  P(n) prizma grafinin n uzunluklu dig gevresinin

{u u,,u,u,,.,u,u,} ayntlar kiimesinin elemanlani u,u, den baslayarak pozitif
yonde
Sn S5n Sn n Sn

DMy By Mg B4 330-1,1,3n,2,30-2,4, ., 243 D 24y
272 7272 72 2 2 7 2

seklinde numaralansin. P(n) prizma grafinin i¢ ve dis g¢evresini birlestiren
{u,v,,u,v,,..,u v, } ayrtlar kiimesinin elemanlari ise u,v, den baslayarak pozitif

yonde

D, B B3 Do), o), 24
2 2 70 2 2 2

seklinde numaralansin. Boyle bir numaralama islemi ile P(n) prizma grafinin

tepelerinde
v, =4 a1, v, = B an-2) 1, v, = B an3y
ot n-@-11, v, = 2 2nn)
n+4 n+4 7n +4
u, = , U, = +2,u;=— +1,..,
2 2 2
_7
u = 7“4 +(n-1)1, N4 n-2)1.
T.C. YOKSEXOCRETIM KURULD

BOKDMANTASYON MERKEZ]
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toplamlari elde edilir ki bu toplamlar n ¢ift say1 ve n=2 (mod 4) olmak Gzere P(n)

. Tn+4 e s N e
prizma grafinin .1 |-terssihirli numaralandigim gosterir.

Sekil 6.3 ve Sekil 6.4 de sirasiyla P(6) prizma grafinin (23,1)-terssihirli ve

P(14) prizma grafinin (51,1)-terssihirli numaralanmasi gésterilmistir.

Sekil 6.4 P(14) prizma grafimin (51,1)-terssihirli numaralanmast
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5
b) n tek sayi olmak iizere, P(n) Prizma Grafimin [ (n2+l),2)-terssihirli

Numaralanmasi:

P(n) prizma grafinin n uzunluklu i¢ ¢evresinin {vlvz,vzvs,...,vnvl} ayrtlar

kiimesinin elemanlar1 v,v, den baslayarak pozitif yénde

1 n +1+1,2, n +1+2,37 n +1+3,..., n+1 1n, n+1
2 2 2 2
seklinde numaralansin.  P(n) prizma grafimin n uzunluklu dis cevresinin

{u,uz,uzus,...,unu,} ayritlar kiimesinin elemanlari u,u, den baslayarak pozitif
yonde

n+1 n+1i n+l n+1 n+l

nt+1, n+1+ ,n+2 n+2+ N3 n+3+——,  n-1+ ,2nn+——
2 2

seklinde numaralansin. P(n) prizma grafinin i¢ ve dig gevresini birlestiren
{u,v,,u,v,,.,u,v,} ayntlar kiimesinin elemanlar ise u,v, den baslayarak pozitif

yonde
2n+1,2n+2.2n+3,...,5n-3,3n-2,3n-1,3n

seklinde numaralansin. Bdyle bir numaralama ile P(n) prizma grafinin tepelerinde

v, :5(n+1) v, :5(n+1)+2 , Vs 25_(13+_1)+2'2 , Vy :5(n+l)+3‘2,
2 : 2 2
v, =20D gy
2
A%~
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_ 5(n+1)

5
u, =——=+n2 , u, 5 +(n+1).2, u,= (n

T+l)+(n+2).2,

-
3

u =§51‘;J+(2n-1)7

2Baq 5 Lo, Uy z

toplamlan elde edilir ki bu toplamlar P(n) prizma grafinin (

5(n2+ ) ,2) -terssihirli

numaralandigini gosterir.

Sekil 6.5 ve Sekil 6.6 da sirasiyla P(3) prizma grafinin (10,2)-terssihirli ve

P(9) prizma grafinin (25,2)-terssihirli numaralanmas: gosterilmistir.

Sekil 6.5 P(3) prizma grafinin (10,2)-terssihirli numaralanmasi

Sekil 6.6 P(9) prizma grafinin (25,2)-terssihirli numaralanmasi



. . . 3n+6 e g
¢) n ¢ifi sayr olmak iizere, P(n) Prizma Grafinin (—nz—,3)-terssﬂurh

Numaralanmasi:

3n+6

P(n) prizma grafinin [ j -terssihirli numaralanmasi n=0 (mod 4) ve n=2

(mod 4) olmak tzere iki durumda incelenir:
1.Durum. n=0 (mod 4) olsun:

P(n) prizma grafinin n uzunluklu i¢ gevresinin {vlvz,v2v3,...,vnvl} ayntlar

kiimesinin elemanlan v,v, den baslayarak pozitif yonde
3n-1, 3n-3, 3n-5, ..., 3n~(n-1), 3n-(n-2), 3n-(n-4), ... , 3n-4, 3n-2, 3n

seklinde numaralansin.  P(n) prizma grafinin n uzunluklu dis ¢evresinin

{u,uz,uzus,...,unu,} ayrnitlar kimesinin elemanlann u,u, den baslayarak pozitif

yonde
ELNTEL NS B SR IS . WP B L e
2 72 72 2 72 72 2 72

seklinde numaralansin. P(n) prizma grafinin i¢ ve dig ¢evresini birlestiren
{u,vl,uzvz,...,unvn} ayritlar kiimesinin elemanlan ise u,v, den baslayarak pozitif

yonde

Motz P34, 30as 6, BBy, B oon By 202, B3 s,
2 2 2 2 2 2 2

2

3044330
2 2

2

seklinde numaralansin. Bdyle bir numaralama islemi ile P(n) prizma grafinin dig

cevresinin tepelerinde



3n+6 3n+6 _, 3n+6 . 3n+6 ., 3n+6 -
+1.3, +2.3, +3.3,.., 5 +(n-1).3

2 7 2 2 2

toplamlari ve P(n) prizma grafinin i¢ ¢evresinin tepelerinde

3n+6 3n+6 L 3n+6 -3n+6 3n+6
+n3, ——+@+1)3, +(M+2)3,7—>+(n+3)3,...,

?

&~ A

toplamlari elde edilir ki bu sonuglar n ¢ift say1 ve n=0 (mod 4) olmak iizere P(n)

b d

. an+
prizma grafinin

6 - < o
,3 | -terssihirli numaralandigin1 gosterir.

Sekil 6.7 ve Sekil 6.8 de sirastyla P(4) prizma grafinin (9,3)-terssihirli ve

P(12) prizma grafimin (21,3 )-terssihirli numaralanmasi gosterilmistir.

18 4 9
8 2
30 10 21
6 12 9 3
24 11 27
1 7
12 5 15

Sekil 6.7 P(4) prizma grafinin (9,3)-terssihirli numaralanmasi



Sekil 6.8 P(12) prizma grafimin (21,3)-terssihirli numaralanmasi

2.Durum. n=2 (mod 4) olsun:

P(n) prizma grafinin n uzunluklu i¢ gevresinin {v,v,,v,v,,..,v.v,} ayntlar

kiimesinin elemanlan v,v, den baglayarak pozitif yonde
3n-1, 3n-3, 3n-3, ..., 3n-(n-1), 3n-(n-2), 3n~(n-4), ..., 3n-4, 3n-2, 3n

seklinde numaralansin.  P(n) prizma grafinin n uzunluklu dis ¢evresinin

{uluz,uzus,...,unu,} ayritlar kiimesinin elemanlart u,u, den baslayarak pozitif

yonde
mg3ng 3 Dy R, R, G,y
2 2 72 2

seklinde numaralansin. P(n) prizma grafinin i¢ ve dis g¢evresini birlestiren

{u,v,,u 2vz,...,u“vn} ayritlar kiimesinin elemanlan ise u,v, den baglayarak pozitif

yonde
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-

irl+]’2,££+3’4’ .’_n_+5’ 6’ AR B-l’ 2“9 Ea zn-17 2-2, Zn-3’ B‘4> ey 37 _-’_r_l_+2,1
2 2 2 2 2 2 2

seklinde numaralansin. Béyle bir numaralama iglemi ile P(n) prizma grafinin dig

¢evresinin tepelerinde

3n+6 3n+6 __ 3n+6 . 3n+6 ., 3n+6 .
s +1.3, +23, +33,..., +(n-1).3
2 2 2 2 2

toplamlan ve P(n) prizma grafinin i¢ ¢evresinin tepelerin de

3n+6 3n+6 3n+6 3n+6 3n+6
+n.3 5 +(n+1).3, > +(n+2).3, +(n+3)3,..,

+(2n-1).3

had
o £ <

toplamlan elde edilir ki bu sonuglar n ¢ift say1 ve n=2 (mod 4) olmak {izere P(n)

-

. on+
prizma grafinin

6 . . .. ' - y &
,3 |-terssihirli numaralandigin1 gdsterir.

Sekil 6.9 ve Sekil 6.10 da sirastyla P(6) prizma grafinin (12,3)-terssihirli ve

P(14) prizma grafinm (24,3)-terssihirli numaralanmas: gosterilmistir.

Sekil 6.9 P(6) prizma grafimin (12,3)-terssihirli numaralanmasi
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Sekil 6.10 P(14) prizma grafinin (24,3)-terssihirli numaralanmasi

7
d) n tek say1 olmak iizere, P(n) Prizma Grafimin (%,4)-terssihirli

Numaralanmasi:

Teorem 6.1 den P(n) prizma grafinin (a,d)-terssihirli numaralanmasinda a igin

elde edilebilen degerlerin a>6 oldugu biliniyor. Bu deger (a,d)= (n_—;ZA) de yerine

n+7

yazildiginda, 26 ve buradan n=5 igin her P(n) grafinin (n +7,4)-terssihirli

numaralanabilecegi sonucu gikar. n=5 i¢in P(5) grafinin (6,4)-terssihirli numaralama

yontemi asagidaki sekilde yuritilir:

P(5) grafinin ayntlar kiimesi E(P(5))={1,2,3,...,15}tir ve bu grafin
(6,4)terssihirli numaralamasinda elde edilen tepe numaralanmin kiimesi de
V(P(5))={6,10,14,18,22,26,30,34,38,42} olur. O halde ilk tepe numaras1 a=6 y1 elde
etmenin bir tek yolu; ayritlar kitmesinin en kigik elemanlan olan 1,2 ve 3 sayilaninin

kullanilmasidir. Boylece a=1+2+3=6 tepe numaras1 elde edilir. Bu sayilar P(5)
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grafinin v, tepesinde elde edilmek iizere, bu tepeye bagh 3 tane aynta yazilir. P(5)
prizmasimn 10 sayisi ile numarali tepesini elde etmek i¢in grafin ayntlarindan 3
tanesi, tepeler kiimesinde geriye kalan {4,5,6,..,15} elemanlar veya bu kiimedeki
elemanlarla daha once v, tepesine baglantili ayritlara yazilan 1, 2, 3 ile numaral:

aynitlar kullanilir. {4,5,6,..,15} kiimesindeki elemanlarla elde edilebilen en kiigiik
tepe numarasi 4+5+6=15 tir, o halde 1,2,3 ile numarali ayrntlarla baglantil tepelerde
10 sayis1 elde edilebilir. Bunun ise bir tek yolu ; 1 ile numarali ayritin bulundugu

tepeye baglantilli diger iki ayritin 4 ve 5 ile numaralanmasidir. Boylece v,

tepesinde 10 numarasi1 da elde edilir. P(5) grafinin 14 ile numarah tepesini elde
etmek igin tepeler kiimesinden geriye kalan {6,7,8,...,15} kiimesinin elemanlan ile
Sekil 6.11 den de gorildugi gibi 2,3,4 ve 5 sayilarindan biri kullanilmalidir.
{6,7,8,...,15} kuimesinin elemanlan ve 2,3,4,5 sayilarindan birisi ile elde edilebilen
en kii¢iik tepe numarasi 15 tir yani bu grafta 14 numarali tepeyi elde etmek miimkiin
degildir. Boylece P(5) grafinin (6,4)-terssihirli numaralamas: yoktur. Teorem 6.1 de

prizma graflarin diyofant denkleminin ¢oziimiinden n tek say1 olmak iizere her P(n)

grafinin (n +7 ,4) -terssihirli numaralanabildigi elde edildi, numaralama yontemi ile

P(5) in bu duruma uymadigt bulunur. Sonug olarak;(6.2) diyofant denkleminin bir

I 9 n+7 A .
¢Oziimii olmasina ragmen ,4 |-terssihirli numaralamaya sahip olmayan en az

bir tane prizma graf vardir. O halde her P(n) prizma graflaninin (nZiAJ -terssihirli

numaralamast i¢in genel numaralama yéntemi yoktur.

Vi 5

Sekil 6.11 P(5) prizma grafinin (6,4)-terssihirli numaralanmasi yoktur
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7. CESITLI GRAF SINIFLARININ MISIRSAL NUMARALANMASI

Teorem 3.6 da (a,d)-yarni-terssihirli graflarin ayni zamanda Misirsal (a,d)-yar-
terssihirli ve Teorem 3.7 de (a,d)-terssihirli graflann da Misirsal (a,d)-terssihirli

numaralamaya sahip oldugu ispatlandi. Bu béliimde, Teorem 3.6 nin T, tarak

graflarina uygulanmas: ve Teorem 3.7 nin de P, yoluna, C_, cevresine ve P(n)

prizma graflarina uygulanmas: incelenmisgtir.

7.1 T, Tarak Graflarimin Misirsal (a,d)-yari-terssihirli Numaralanmas:

711V,

dert) = {1,2, e +1,2n+ 1} icin T, Tarak Grafinin Misirsal (a,d)-

yari-terssihirli Numaralanmasi:

Vaety = {1, 2,...,n %1, 2n +1} olmak iizere 1 < d < 3 i¢in 2n+1 ayrith ve 2n+2

. . 5
tepeli T, tarak grafinin (3n+3,1), n tek sayr ise ( n+7’2J ve (2n+4,3) yari-

terssihirli numaralanmalan 4.Bolimde Teorem 4.1 ile ispatlandi ve &rneklerle
gosterildi. T, tarak grafinda uygun bir k genislemesi yapmak i¢in (3.6) esitligini
kullanarak

k'=o0.k.ek(1,2,3,....2n+1,a,atd,at+2d,...,a+(n-1)d)

. . 1
seklinde segilen k’ sayis1 alinir. O zaman k' yardimiyla tanimlanank = v €U sayisi

kullanilarak yapilan f® genisletilmesi T, tarak grafimin basit birim kesirlerle bir
ayrt numaralanmast olur ve f®(E(T,))cU oldugu agiktir. Boyle bir aynt

numaralanmasi yardimiyla elde edilen tepe numaralamast ise g : V(T,) > Q igin
8.0 (V(T,)) < U olur. Buradan (a,d)-yan-terssihirli numaralanmaya sahip T, tarak

grafinin Misirsal (a,d)-yan-terssihirli oldugu sonucu ortaya gikar.
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Sekil 7.1, 7.2, 7.3, 7.4, 7.5 ve 7.6 da, 4 Bolumde; sirasiyla Sekil 4.1, 4.2, 4.4,
4.5, 4.7 ve 4.8 de (a,d)-yan-terssihirli numaralanmalari gosterilen tarak graflarinin,
uygun bir k genisletiimesiyle elde edilen Misirsal (a,d)-yan-terssihirli

numaralanmalari verilmigtir:

190 1180

1’60 145 136
1720 1718

Sekil 7.1 T,tarak grafinin; (9,1)-yari-terssihirli numaralanmasinda k=$

genisletilmesi  yapilarak elde edilen Misirsal (%O,Eaj-yan-terssmlrh

numaralanmast
1°105336 1131670 11755560 263340 1:526680
187780 1775240 1/65835 158520 1/52668 1/47880
1729260 127720 1726334 1725080 1123940
. ey e s 1
Sekil 7.2 T tarak grafinin (18,1)-yan-terssihirli numaralanmasinda k=
526680
genigletilmesi yapilarak elde edilen Misirsal , -yari-terssihirli
29260 526680
numaralanmast
1760060 130030 1:20020
1/15015 1/10010 1712012 13580
1/5460 1/4620 1/4004
. o g 1
Sekil 7.3 T,tarak grafimn (11,2)-yar-terssihirli numaralanmasinda k=m

genisletilmesi yapilarak elde edilen Misirsal L,—l—— -yari-terssihirli
5460 60060

numaralanmasi
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113860 111088

‘55430 27720 118480
19230 116160 17920 1554 16930 1’5040
13465 1/3080 12772 12520 172310
. N 1
Sekil 7.4 T tarak grafinin (16,2)-yan-terssihirli numaralanmasinda k=—55440

-yari-terssihirli

genisletilmesi yapilarak elde edilen Misirsal ] —
3465 55440

numaralanmasi

11320 1660

17165 1120

Sekil 7.5 T,tarak grafimin (8,3)-yari-terssihirli numaralanmasinda k=1ﬂ20
J

genisletilmesi  yapilarak elde edilen Misirsal ——,—— |-yarn-terssihirli
C e 16571320
numaralanmast
1140900760 170450380 1/46966920 135225190 1/28130152
123433460 1720128630 1717612595 1'15655640 114090076 1/12809160
1/10606434 1/8288280 177045038 176126120 1/5419260

1

Sekil 7.6 T, tarak grafimn (14,3)-yari-terssihirli numaralanmasinda k=————
) 140900760

1 1
10064340 140900760

genisletilmesi yapilarak elde edilen Misirsal ( J-yan-terssihirli

numaralanmasi

U
o



712 Vo, = {l,n +1,n+2,...,2n+ l} Icin T, Tarak Grafimn Misirsal

(a.d)-yari-terssihirli Numaralanmasi:

Viety = {i,n+1,n+2,...2n+1} olmak iizere 1 < d < 3 igin 2n+1 ayrith ve

: i +
2n+2 tepeli T, tarak grafinin (2n+4,1), n tek say: ise (3n 9,2) ve (n+5,3) yarn-

terssihirli numaralanmalan 4.Bolimde, Teorem 4.4 ile ispatlandi ve o6meklerle

gosterildi. T, tarak grafinda uygun bir k genislemesi yapmak igin (3.6) esitligiyle
verilen k’ sayist alimir. O zaman k' yardimiyla tammlanank=£7eU sayisi

kullarnlarak yapilan f® genigletilmesi T, tarak grafinin basit birim kesirlerle bir
ayrit numaralanmast olur ve f®(E(T,)cU oldugu agiktir. Béyle bir aynt
numaralanmasi yardimiyla elde edilen tepe numaralanmasi ise g : V(T,) > Q igin
g.0(V(T,)) c U olur. Buradan (a,d)-yari-terssihirli numaralanmaya sahip T, tarak

grafinin Misirsal (a,d)-yan-terssihirli oldugu sonucu bulunur.

Sekil 7.7,7.8,7.9, 7.10, 7.11 ve 7.12 de 4. Boliimde, sirastyla Sekil 4.12, 4.13,
4.15, 4.16, 4.18 ve 4.19 da (a,d)-yan-terssihirli numaralanmalar1 gosterilen tarak
graflarinin, uygun bir k genigletilmesiyle elde edilen Misirsal (a,d)-yan-terssihirli

numaralanmalart verilmigtir:

1772 1/90/

17360

1180 1/120

1/45 1/40

Sekil 7.7 T, tarak grafimn (8,1)-yan-terssihirli numaralanmasinda k=—3%6

genisletilmesi  yapilarak elde edilen Misirsal (%,%) -yari-terssihirli

numaralanmast



1/85680 1/94248 1/104720 17117810 V134640

1/942480 1/471240 1/314160 1/235620 1/188496 1/157080
1/67320 1/62832 1/58905 1/55440 1/32360

1
942480

Sekil 7.8 T, tarak grafinin (14,1)-yari-terssihirli numaralanmasinda k=

genigletilmesi yapilarak elde edilen Misirsal -yari-terssihirli

(67320’942480)

numaralanmasi

1/36036 1/36030 125740

1/180130 1/60060 1/96090 1/43043

172002 1/16380 1/13860

1
180180

Sekil 7.9 T, tarak grafinin (9,2)-yan-terssihirli numaralanmasinda k=

genisletilmesi yapilarak elde edilen Misirsal (——1—— —1—) -yari-terssihirli

2002090090
numaralanmast
1/7920 176930 1/6160 1/5544 1/5040
V55440 1/13860 1127720 1/11088 1/18480 179240
14620 1/3960 113465 1/3080 12772
Sekil 7.10 T, tarak grafinin (12,2)-yari-terssihirli numaralanmasinda ngza
genisletiimesi yapilarak elde edilen Misirsal | ——,——— |-yan-terssihirli
462027720

numaralanmast
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1:210, 1168

1340 1/420 1,280

1/120 1784

Sekil 7.11 T, tarak grafinin (7,3)-yan-terssihirli numaralanmasinda k=§%

genisletilmesi  yapilarak elde edilen Misirsal L,L -yari-terssihirli
120" 280

numaralanmast
11956240 11711710 171521520 171369368 11244380
1713693680 16846840 1/4564560 113423420 12738736 142282280
1/1369368 1/1053360 1/85383%8 17720720 1/622440
) e 1
Sekil 7.12  T; tarak grafinin (10,3)-yan-terssihirli numaralamasinda k=————
13693680
genisletilmesi yapilarak elde edilen Misirsal — -yari-terssihirli
1369368 4564560
numaralamasi
72 P, Yolu ve C, Cevresinin  Misirsal  (a,d)-terssihirli
Numaralanmasi-

7.2.1 P, Yolunun Misirsal (a,d)-terssihirli Numaralanmasi

Teorem 3.7 de (ad)-terssihirli graflanin Misirsal  (a,d)-terssihirli

numaralanmaya sahip oldugu ispatlandi. n uzunluklu n+1 tepeli P, yolunun (%,1) -

terssihirli oldugu Teorem 5.1 de elde edildi ve 5.Boliimde omeklerle gosterildi. P,

yolunda uygun bir k genislemesi yapmak i¢in Teorem 3.7 de verilen (3.7) esitligi
kullanilarak

kK'=okek(1,23,.n2, 241, Bin1, 231, B
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seklinde segilen k' sayis1 alinir. O zaman k' yardimiyla tanimlanan k =£17e U sayisi

ile yapilan f® genigletilmesi P, yolunun basit birim kesirlerle bir aynt
numaralanmast olur ve f®(E(P,))cU oldugu agiktir.  Boyle bir aynt
numaralanmasi yardimiyla elde edilen tepe numaralanmasi ise g4 : V(P,) = Q igin
8.w(V(P,))c U olur. Buradan (a,d)-terssihirli numaralanmaya sahip P, yolunun

Misirsal (a,d)-terssihirli oldugu sonucu ortaya ¢ikar.

Sekil 7.13 ve Sekil 7.14 te 5.Bolimde sirasiyla Sekil 5.1 ve 5.3 de

(a,d)-terssihirli numaralanmalan gosterilen P, ve P, yollarninin, uygun bir k segilerek

elde edilen Misirsal (a,d)-terssihirli numaralanmalan verilmisgtir:

Sekil 7.13 P, yolunun (1,1)-terssihirli numaralanmasinda k=% genisletilmesi

yapilarak elde edilen Misirsal (%,é] -terssihirli numaralanmasi

12310 172772 173465 1/4620

1/6930 1/2520 1/3080 1/3960 1/5544

Sekil 7.14 P, yolunun (4,1) terssihirli numaralanmasinda k=—2—7;? genisletilmesi

yapilarak elde edilen Misirsal (L

, ~terssihirli numaralanmasi
693027720



7.2.2 C, Cevresinin Misirsal (a,d)-terssihirli Numaralanmasi

Teorem 3.7 de (a,d)-terssihirli graflarin Misirsal  (a,d)-terssihirli

numaralanmaya sahip oldugu ispatlandi. n uzunluklu n tepeli C, cevresinin n tek
. n+3 S o -
say1 olmak {izere (T,l)-tersmhlrh oldugu Teorem 52 de elde edildi ve

5.Bolumde drneklerle gosterildi. C_ gevresinde uygun bir k genislemesi yapmak igin

Teorem 3.7 de verilen (3.6) esitligi kullanilarak

k'=o.k.e.k(1,2,3,...,n,n;’ , n+> +1, nro +2.1, .., 1

3
+(n-1).1
2 2 2 (n-1).1)

seklinde segilen k’ sayis1 alinir. O zaman k' yardimiyla tammlanank = 117 € U sayisi

f® genisletilmesi C_ cevresinin basit birim kesirlerle bir aynt

n

ile yapilan
numaralanmast olur ve f®(E(C,))cU oldugu agiktr. Boyle bir ayrt
numaralanmasi yardimiyla elde edilen tepe numaralanmasi ise g : V(C,) > Q
igin g ,(V(C,))cU olur. Buradan (a,d)-terssihirli numaralanmaya sahip C,

¢evresinin Misirsal (a,d)-terssihirli oldugu sonucu ortaya gikar.

Sekil 7.15 ve Sekil 7.16 te 5.Bolimde, sirasiyla Sekil 5.5 ve 5.7 de
(a,d)-terssihirli numaralamalann gosterilen C, ve C, cevrelerinin, uygun bir k

genisletilmesi ile elde edilen Misirsal (a,d)-terssihirli numaralanmalar verilmistir:

1/13

1720 1/60

120

112 1730

Sekil 7.15 C, ¢evresinin (3,1) terssihirli numaralanmasinda k=gl—6 genisletilmesi

yapilarak elde edilen Misirsal (21—0’—616) -terssihirli numaralanmasi
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1/32760 136036
1120120

1/45045

1/45045

1/60600
1
360360

Sekil 7.16 C, ¢evresinin (6,1) terssihirli numaralanmasinda k=

1
60060 360360

genisletilmesi  yapilarak elde edilen Misirsal ( )-terssihirli

numaralanmas:
7.3 P(n) Prizma Grafinin Misirsal (a,d)-terssihirli Numaralanmas:

Teorem 3.7 de (ad)-terssihirli graflann Misirsal  (a,d)-terssihirli

numaralanmaya sahip oldugu ispatlandi. 2n tepeli ve 3n ayrithi P(n) prizma grafinin

1<d<3 igin (a,d)-terssihirli oldugu Teorem 6.1 de elde edildi ve 6.Bsliimde
orneklerle gosterildi. P(n) prizma grafinda uygun bir k genislemesi yapmak i¢in
Teorem 3.7 de verilen (3.6) esitligi kullamlarak

k'=okek(1,2,3,..,3na+1.dat2.d, ..., a Hn-1).d)
seklinde secilen k’ sayist alinir. O zaman k’ yardimiyla tanimlanan k :% e U sayis
ile yapilan f® genisletilmesi P(n) prizma grafinin basit birim kesirlerle bir ayrit

numaralanmast olur ve f®EPM))cU oldugu agiktir.  Boéyle bir aynt

numaralanmast yardimiyla elde edilen tepe numaralanmasi ise g, : V(P(n)) - Q
igin g (V(P(n))c U olur. Buradan (a,d)-terssihirli numaralanmaya sahip P(n)

prizma grafinin Misirsal (a,d)-terssihirli oldugu sonucu ortaya ¢ikar.
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Sekil 7.17, Sekil 7.18 ve Sekil 7.19 te 6.Bolimde, sirasiyla Sekil 6.1, 6.5ve
6.7 de (a,d)-terssihirli numaralanmalar1 gosterilen prizma graflarinin uygun bir k

genisletilmesiyle elde edilen Misirsal (a,d)-terssihirli numaralanmalan verilmistir:

121677040 1/22881320 1722881320
1768643960 1/102965940
1/45762640
1/18721080 1/17307120
1/411863760 1/58837680 1/41186376 1205931880

1/19612560 1/19612560

1/51482970
/82372752 1/137287920

1/24227280 25741485
1:37442160

1

ekil 7.17 P(4) prizma grafinin (16,1)-terssihirli numaralanmasinda k=———F———
3 @ = ( ) 411863760

1 1
25741485 411863760

genisletilmesi yapilarak elde edilen Musirsal ( )-terssihirli

numaralanmasi

17252

1/1008

1/504

1/5040

1315 1/280

1/1260

Sekil 7.18 P(3) prizma grafinn (10,2)-terssihirli numaralanmasinda k=§614_0

genisletilmesi yapilarak elde edilen Misirsal —1—-,——1— -terssihirli numaralanmas:
5042520
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1/4620

113860

1/6930

1/20790 1/9240
1/10395 1/41580
1/8316
12772 173960
1/6930 1/9240 1127720
173465 1/3080
177560
/83160 1/11880
1716632 1/5544
. . - et 1
Sekil 7.19 P(4) prizma grafinin (9,3)-terssihirli numaralanmasinda k=———
83160
1 N~
——— ,———— |-terssthirli
9240° 27720

genisletilmesi  yapilarak  elde edilen Misirsal (

numaralanmasi
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8. YONTEM

Graflarin (a,d)-yan-terssihirli ve (a,d)-terssihirli numaralanmas: igin ortaya
atilan teoremlerin ispatlanmasinda, numaralanacak graflarin dogrusal diyofant

denklemlerinin ¢6ziimlerinin var olup olmadig: aragtirild.

2n+1 ayrth ve 2nt2 tepeli T, tarak grafimin, (a,d)-yan-terssihirli

a

numaralanmasini aragtirrken, Tanim 2.18 geregi bu grafin tek dereceli tepelerinin

ihmal edilmesi gerekir. Ihmal edilecek tepe numaralarim belirlemenin
2n+1 !

C . = _ @u+Dl tane farkh yolu olabilecegi ortaya konuldu. Bulunan bu
n+2 (n—-D!(n+2)!

saymin olduk¢a biiyiik olmasi dolayistyla, T, tarak grafinin (a,d)-yari-terssihirli

numaralanmalarinin bir kismin: bulabilmek i¢in tek dereceli tepelerin se¢imi keyfi
olarak yapildi. Bu durumlar i¢in, tarafimizdan Teorem 4.1 ve Teorem 4.2 ifade ve

ispat edilerek bulunan sonuglar 6rneklerle gosterildi.

P_ yolunun (a,d)-terssihirli numaralanmast igin, olusturulan dogrusal diyofant
denkleminin bir tek ¢éziime sahip oldugu bulundu ve n>2 ve n ¢ift say1 olmak tizere
her P, yolunun (g,lj -terssihirli numaralanmasinin var oldugu Teorem 5.1 ile
ispatlandi. Benzer yontem izlenerek, n=3 ve n tek say1 olmak izere, her C,

.. n+3 e s 9 .
cevresinin de (T,lj-tersmhlrh numaralanmasimnin varligi Teorem 5.2 ile
ispatlandi.

n>3 olmak iizere, her P(n) prizma grafinin; n tepeli iki ¢evre ve bu gevrelerin
karsilikli tepelerini birbirine baglayan n tane ayrttan olustugu goz oniine alindi

Buradan P(n) prizma grafinin tiim (a,d)-terssihirli numaralanmalarim bulabilmek i¢in

tarafimizdan ifade edilen Teorem 6.1 ile dogrusal diyofant denkleminin ¢6ziimleri
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elde edildi ve C_ cevresinin (a,d)-terssihirli numaralanmas: temel alinarak P(n)

prizma  graflarnn, (3n2+6’3} (5(_n+_l)’2) ve (7n2+4,1j -terssihirli

2

numaralanmalani 6rneklerle sekiller gizilerek gosterildi. Ancak dogrusal diyofant

denkleminin ¢oziimii olmasina ragmen P(n) prizma grafinin (%1,4) ~terssihirli

numaralanmaya sahip olmadig: karsit bir 6rnek verilerek gosterildi.

(a,d)-yari-terssihirli graflarin aym zamanda Misirsal (a,d)-yan-terssihirli ve
(a,d)-terssihirli graflarin da Misirsal (a,d)-terssihirli numaralamaya sahip oldugunu
gostermek i¢in, R.Bodendiek ve G:Walther’in “On The Relations Between Certain
Graph Labelings” adli makalesinde kullanilan yontemlere benzer yontemleri

kullanarak, T, tarak graflarina, P, yoluna, C, gevresine ve P(n) prizma graflarina

uygulanmasi orneklerle gosterildi.
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9. SONUC VE TARTISMA

Bu c¢alismada;herhangi bir grafin (a,d)-yan-terssihirli ve (a,d)-terssihirli
numaralanmaya sahip olabilmesi igin oncelikle, bu grafin dogrusal diyofant

denkleminin ¢6ziimiiniin olmas: gerektigi gériildii.

Tek dereceli tepelere sahip graflarin en genig sinifini olusturan tarak graflar

igin; Vg, = {1, 2,..,n+1,2n+ 1} ve Vi = {1, n+1ln+2 ...,2n+ l} seklinde
segilerek; 1<d<3 icin T, tarak grafinin, (a,d)-yar-terssihirli numaralandigini

gosteren iki teorem ispatlandi. Bu yontem; tek dereceli tepelere sahip diger graf

siniflarina da uygulanabilir.

n>2 ve n ¢ift sayr olmak iizere her P, yolunun [%,1) -terssihirli

. +3
numaralandif), n>3 ve n tek sayr olmak iizere, her C_ gcevresinin de (HT,IJ-

terssihirli numaralandig ispatlandi.

5
n>3 olmak tzere, her P(n) prizma grafinin, , (—3-2;—6,3), ( (n2+ D ,2) ve

4 e g .
(7n2+ ,1) -terssihirli numaralanmalarinin var oldugu ispatlandi. Ayrica dogrusal

diyofant denkleminin ¢dziimii olmasina ragmen P(n) prizma graflarinin (n ; 7,4)-

terssihirli numaralanmasimnin olmadigi karsit bir drnekle ispatlandi. P(n) prizma
grafinin dogrusal diyofant denklemi ayni zamanda, tiim 2n tepeli ve 3n aynth
graflarin da dogrusal diyofant denklemidir. Bu yiizden, Petersen graflan ve gevresel
kiibik graf gibi 2n tepeli ve 3n aynth graf smiflannin da (a,d)-terssihirli

numaralanmalan bulunabilir.
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Tarak graflanin (a,d)-yari-terssihirli, yollar, ¢evreler ve prizma graflarin
(a,d)-terssihirli numaralanmalari dogrusal diyofant denklemlerinin ¢oziimlerinden
faydalamlarak bulundu. Yani, bir grafin (a,d)-yan ve ya (a,d)-terssihirli
numaralanabilmesi igin dogrusal diyofant denkleminin ¢6ziimiiniin olmasi gerek
kosuldur. Carklar ve yelpaze graflarinin dogrusal diyofant denklemlerinin ¢ozimii

olmadigi igin, bu graflarin (a,d)-terssihirli numaralanmalan yoktur.

Uygun bir k genigletilmesi yapilarak; (a,d)-yari-terssihirli graflarin ayni
zamanda Misirsal (a,d)-yari-terssihirli ve (a,d)-terssihirli graflarin da Misirsal (a,d)-
terssihirli numaralamaya sahip oldugu iki teoremle ispatlandi. Boylece herhangi bir
numaralanmaya sahip graflarda, uygun bir k genisletilmesi yapilarak, bu graflarin

aym zamanda Misirsal numaralanmaya da sahip olduklan gosterilir.
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