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OZET
KUBIiK REZIDULER

Dilek NAMLI

Balikesir Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisi,
Matematik Efitimi Ana Bilim Dali

Doktora Tezi / Tez Damigmant: Dog. Dr. ismail Naci CANGUL

Balikesir, 2001

Bu tezin amaci kuadratik rezidiiler igin literatiirde genis bir sekilde yer alan
sonuglari, kiibik rezidiiler igin elde etmek ve bunlar yardimyla iigiincii dereceden
denklemlerin ¢6ziimleri ile ilgili yontemler ortaya koymaktir.

Bu galigma yedi bolimden olusmaktadir. Birinci béliimde daha sonraki
bolimlerde gerekli olacak bazi onbilgiler hatirlatilmastir.

Ikinci bolimde kiibik denklemlerin tarihgesi ve bunlan ¢ozme amaciyla
ortaya atilmis olan yontemler verilmistir.

Ugtincii bolimde kuadratik rezidiler ile ilgili sonuglar bir araya getirilmis,
dordincii bolimde ise kibik rezidiler ele alinmistir. Bu bélimde D=Z[w]
halkasindaki asallar simflandinlmis, ve kiibik rezidii kavrami ele almmustir. Cesitli
formiiller elde edilmis, degisik asal say1 tipleri i¢in kiibik rezidii karakterinin nasil
hesaplanacag belirlenmigtir. Kiibik Indirgeme Yasas: verilmistir.

Besinci boliimde 6zel bazi kiibik denklemlerin ¢éziimiinde kiibik rezidiilerden
nasil faydalanilabilecegi ile ilgili sonuglar elde edilmistir. Dérdiincii ve besinci
boliimdeki tiim sonuglar orijinaldir.

Altinc1 boliim, kiibik denklemlerin yaklagik koklerini bulma ile ilgili yontem
lere aynlmigtir.

Yedinci ve son boliimde ise tezde neler yapildigi belirtilmistir.

Anahtar kelimeler: Kuadratik rezidii, Kiibik rezidii, Rasyonel asal,Kompleks asal,
1.tip asal, Indeks.
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ABSTRACT

CUBIC RESIDUES

Dilek NAMLI

Balikesir University, Institute of Science,

Department of Mathematics Education

Ph. D. Thesis/ Supervisor: Dog. Dr. Ismail Naci CANGUL
Balikesir, 2001

The aim of this thesis is to determine the methods for calculating cubic
residues and the methods used in solving cubic equations by means of cubic residues,
similarly to the ones given in literature for quadratic residues.

This work consists of seven chapters. In the first chapter some preliminary
information used in succeding chapters are given.

In the second chapter the history of cubic equations and the methods given
for solving these are mentioned.

In the third chapter, results for quadratic residues are collected. In the fourth
chapter cubic residues are investigated. In this chapter, first, the primes in the ring
D=Z[w] are classified, and then the notion of cubic residue is introduced. Several
formulae are obtained to calculate cubic residue character for several types of primes
in Z[w]. Cubic reciprocity law is given.

In the fifth chapter, some results concerning the solutions of some specific
cubic equations by means of cubic residues are given. All results in chapters fourth
and fifth are original.

The approximation methods for finding the roots of a given cubic equation
are recalled.

At the final chapter, the conclusion and summary of what has been done at

the thesis is given.

KEY WORDS: Quadratic residue, Cubic residue, rational prime, complex prime,

primary prime, Index.
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ONSOZ

Oncelikle ¢ahigmalanm sirasinda beni destekleyip giidiileyen,
deneyimieriyle yonlendiren ve pozitif yaklasimiyla giiglikler karsisinda da
rahatlamam saglayan damsman hocam Dog. Dr. Ismail Naci CANGUL’e, yine her
zaman her konuda destek olarak yanimda oldugunu hissettiren hocam
Prof. Dr. Turgut BASKAN’ a, her zaman oldugu gibi tezimin yazim asamasinda da
yardimlarim esirgemeyen Recep SAHIN’e ve ¢alismalanm siiresince emegi gegen
basta Aysen KARAMETE olmak izere tim Matematik ve Matematik Egitimi

Bélumiindeki arkadaslarima sonsuz tesekkiirler ediyorum.

Ayrica dostga yaklagimlarindan dolayr Uludag Universitesi Fen Fakiltesi
Matematik Bolimindeki tim hocalarima ve arkadaslanma bu vesileyle tesekkiir

ediyorum.

Cocuklanmn egitimi igin gii¢ kosullarda bile hi¢ bir fedakarliktan
kaginmayan sevgili anneme, babama ve her zaman ve her konuda yammda oldugunu
hissettigim kardesim Ipek’ e igten tesekkiirlerimi sunuyorum.

Ve hayatima girdigi andan itibaren bana hep mutluluk veren, herseyi

paylastigim sevgili, giizel esim sana ne diyebilinm ki her zaman, her yerde oldugu
gibi tezimi hazirlarken de yamimda oldugun i¢in tesekkiirler...

Kasim, 2001 Dilek NAMLI
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1. GIRIS

Kiibik denklemlerin ¢o6ztlebilmesi problemi yaklasik 4000 yildir
calisiimaktadir.  Ozellikle Tartaglia, Cardano, Viéte tarafindan bazi metodlar
gelistirilmigtir.  Bu tezde, bu galigmalar ve ek olarak bu denklemlerin yaklagik

¢oziimleri ile ilgili sonuglar verilmistir.

Kuadratik rezidi kavrami matematigin bir ¢ok alaminda karsimiza
cikmaktadir. Ornegin, ikinci derece denklemlerin belli bir modda ¢oziimleri, bazi
gruplann altgruplannin bulunmast ve ilkel koklerin bulunmasi bunlann

baslicalandir.

Kibik rezidii kavrami, Gauss tarafindan ele alinmis olup G.Eisenstein
tarafindan bazi sonuglar elde edilmigtir. Ozellikle Kiibik Indirgeme Yasasi bunlar
arasindadir. Bu tezde kiibik rezidii kavramiyla ilgili literatiirde bulunan az sayida
sonug bir araya getirilmis ve bunlann daha aynintili ele alinmasiyla ¢ok sayida sonug

elde edilmigtir.

Kiibik rezidiileri ¢alisirken birimin ilkel kokii olan o = elemaninin

-1+4-3
2

tamsayilara katilmasiyla elde edilen Z[w]= {a+ bo)‘a, be Z} halkas1 kuilanilmaktadir.

Bu halkadaki asal sayilar ile ilgili literatiirde olmayan siniflandirma teoremleri elde

edilmis ve Z[w] mn bir U.F.D.oldugu belirtilmistir.

_Kibik rezidii karakteri, kuadratik rezidiiler i¢in varolan Legendre semboliine
benzer olarak tamimlanmaktadir. Aslinda ® min p=l (3) oldugunda Z, nin bir
eleman: olarak dasiiniilebilecegi ispatlandigindan, p=1 (3) oldugunda Z[w] mn tim
elemanlanim Z, de digiinebiliriz. Bu sayede, modun a+bw gibi bir kompleks say1

olmast durumunda yine bir tamsayr modu gibi disiiniilebilecegi gosterilmigtir.



Kubik rezidi karakterinin hesaplanmasi ile ilgili gesitli sonuglar elde edilmistir.
Kibik rezidilerin, kiibik denklemlerin belli bir modda ¢oziilebilmesi problemiyle

iligkisi ortaya konulmustur.
1.1 Lineer Kongriians Denklemleri

Burada lineer kongriianslann ¢oziilebilme kosullarindan bahsedecegiz.

1.1.1Tapim: neN olsun. Bu durumda ¢ (n) ile gésterilen ve

q)(n)zfr!f{kez+ (k,n)=1, 1Sk<n}

seklinde tanimlanan fonksiyona Euler-¢ fonksiyonu denir.
Ozel olarak n asal oldugunda @(n)=n-1 olur.

1.1.2 Tanim: a, beZ ve m, a’y1 bélmeyen bir say1 olmak iizere
ax=b (m)

seklindeki denklemlere lineer kongriians denklem denir.

1.1.3 Teorem: (am)=1 i1se ax=b (m) kongriansimin bir tek ¢Oziimil

vardir,[1].C

1.1.4 Teorem: (a,m)=]1 olmak Uzere ax=b (m) lineer kongriilansimn
¢Ozimi
x=a"""b (m)

dir, [1].0

1.1.5 Teorem: (a,m)=d olmak {izere ax=b (m) lineer kongriansinin
¢6zimiinin olmas igin gerek ve yeter sart dl b olmasidir. Bu durumda tam d tane

¢O0ztim vardir, [2].C



1.1.6 Teorem: ax+by=c (m) lineer kongriansimin ¢6ziminin olmast igin

gerek ve yeter sart d = (a,b,m)‘ ¢ olmasidir, [1]._

1.1.7 Teorem(Polinomlar i¢in Lagrange Teoremi): p bir asal say1 ve a_ p
modunda stfira denk degilse,
P(x)=a x"+a, x""'+..+a,=0(p)

kongriiansinin koklerinin sayisi en fazla n tanedir, [1].Z

1.1.8 Teorem(Fermat’ 1n Kii¢iik Teoremi): p asal ve (a,p)=1 ise

2™ =1 (p)
dir.
Euler, bu sonucu tim dogal sayilara genellestirmisgtir:
1.1.9 Teorem (Euler Teoremi): (a,m)=1 ise
a‘P(m) =1 (m)
dir.(J
1.2 Z,, de Birimler

p asal ise ab=0 (p) iken a=0 veya b=0 (p) dir. Bu sayede Z, nin aritmetigi, Z
ninkine benzerlik goésterir. Ancak bu 6zellik mod bilesik say: iken gegerli olmaz.
Eger n=ab, l<a<n ise a.b=0 (n) olmas: durumunda a ve b n modunda sifira denk
olmayabilir. Bu gibi problemler sebebiyle asal moddan birlesik moda gegerken daha
dikkatli olmak gereklidir.

Omegin, Fermat’mn Kigik Teoremindeki p asalim n birlesik sayis: ile
degisti-rirsek a"'=1 (n) genelde dogru olmayabilir, ~ Bu durumda Euler

teoremindeki gibi a’nin ¢(n) inci kuvvetini almak gerekir. Yani a®® =1 (n) dir.

[F8)



1.2.1 Tanm: aeZ, in carpmaya gore bir tersi, ab=1 olacak sekildeki bir
beZ, dir. Z,de carpmaya gore tersi olan bir elemana birim (unit) denir ve Z, deki

birimlerin kiimesi U, ile gosterilir.

1.2.2 Yardimer Teorem: ae Z, in birim olmast igin gerek ve yeter sart
(a,ny=1 olmasidir.

ispat: a bir birimse a.b = I, yani a.b=1 (n) olacak sekilde bir beZ, vardir. O
halde ab=1+qn, qeZ yazabiliriz. Bu durumda, a ve n yi aym anda bélen bir say1, 17 i
de bolecektir. O halde (a,n)=1 olmahdir.

Tersine (a,n)=1 ise 1=ax+ny olacak sekilde x,yeZ vardir. O halde ax=1(n),

yani X, a nin ¢arpmaya gore tersidir._

1.2.3 Ornek: Zs deki birimler 1, 3, 5 ve 7 dir. Cinki 1.1=1, 3.3=1

| U, |=o(n) dir.

1.2.4 Tanim: geZ olsun. é U, vi iiretiyorsa g ye n modunda bir ilkel kok

denir. Bu durumda g nin 0 ile n-1 arasindaki tiim kuvvetleri farklidir ve U, deki tiim

elemanlan verir,

1.2.5 Ornek: mod 5 te 2 ve 3 ilkel koklerdir. Cinki Us= {i, 5 32} ve

=2,2"=4,2 =3,2 =1,
3=33=43=23=I,
4 =34 =1

dir.



1.3 indeks Kurallari ile Lineer Kongriianslarin Céziimleri

1.3.1 Tamm: g Z, de bir ilkel kék olsun. Eger (a,m)=1 iken
0<k<o(m)-1 ve g"=a(m) olacak sekilde bir k tamsayis1 varsa, k ya a mn

indeksi denir ve k=I(a) ile gostenlir.

Indeks fonksiyonunun ozellikleri, logaritma fonksiyonuna benzerlikler
gosterir:

1) I(ab) =)+ 1(b) (o(m)

2) [(a®)=nl(a) (p(m)), n2Tligin

3) [(D=0, [g) =1

4) [(-)=¢(m)/2, m>2ise

5) &', Zy, de g den farkh bir itkel kok ise I, (a)=1,(g")1,(a) ((p(m))

6) (a,b)=1 ise I{a/b)=1(a)-I(b) (¢(m))

Indeks fonksiyonu, ax=b (c) seklindeki lineer kongriianslan ¢6zmek igin
¢ok kullanighdir.

Omegin; 5x=3 (13) lineer kongriiansim diisiinelim. p=13 asal oldugundan
U;5={1.2,34,5,6,7,89,10,11,12} dir. (p((p(13))=(p(12)=4 tane ilkel kok wvardir.
12=2%.3 oldugundan, mod 13 teki ikinci ve tgiincii dereceden rezidiileri bulacagiz.
Ikinci dereceden rezidiiler; 1, 3, 4, 9, 10, 12 ve {igiincii dereceden rezidiiler; 1, 5, 8 ve
12 dir. Geriye 2, 6, 7, 11 olmak tzere dort eleman kalir, bunlar ilkel koklerdir.

Bunlardan birini segelim. Mesela g =2 olsun ve indeks tablosunu olusturalim:

a ’2'4 ‘8 }3 |6 |12’11’9|5 |1o,7 11
I_(a)’l ‘2 '3 ’4 ‘5 ;6 {7 ]8 t9 ’10[11]12

Simdi tekrar 5x=3 (13) kongriiansina donelim.
1(5x) =I(3) (¢(13))



I(S)+I(x)=l(3) (12)

dir. ve tablodan faydalanarak,
9+I(x) =4 (12)
I(x)=7 (12) ve x=11 (13)

bulunur.

1.4 Diger Sonug¢lar

1.4.1 Tanum: Eger bir { polinomunun en biyiik dereceli teriminin katsayisi 1

ise f ye monik polinom denir.

1.4.2 Tamim: f(X)=a X" +a_ X" +..+a,

seklindeki bir polinomda, a,_, = 0 ise bu polinoma indirgenmis polinom denir.

1.4.3 Yardimc1 Teorem: Eger f(X)=a X" +a_ X" +..+a, ise X yerine

x - 2ol yazilarak f (x)=f (x—an_I /n) indirgenmis polinomu elde edilir. Ustelik
n

eger u, f (x) in bir kokii ise, u— B , f(X) 1n bir kokidur.”
n

Genel kubik denklem; A,B,C,DeR veya C ve A#0 olmak iizere
Ax® +Bx’+Cx+D=0 (1.1)

seklindedir. (1.1) denklemi A ile béliniirse, §= b, —E—z c ve —E—= d olmak tzere ,

X’ +bx’*+cx+d=0 (1.2)
igiinctt derece monik polinomu elde edilir. Bir kiibik denklemdeki ikinci derece
terimin yokedilebilecegini 1.4.3 yardimci teoreminden biliyoruz. Gergekten, (1.2)
denkleminde x = y+k yazlirsa,

(y+k)’ +b(y +k)* +c(y+k)+d =0

v’ +(Bk+b)y? +(3k* +2bk +c)y +k’ +bk* +ck+d =0



denklemi elde edilir ki, bu denklemde y: li teimin yokedilmesi i¢in k:—g
J

secilmelidir.  Dolayisiyla, eger (1.2) denkleminde x:y~2— yazilirsa ikinci
2

dereceden terimi olmayan, tgiincii dereceden x° + mx+n =0 denklemi elde edilir.

1.4.4 Tamm: n>1 tamsayisinin kendisinden ve 1 den baska pozitif béleni

yoksa bu saytya asal sayi denir. Rasyonel asal say1 denildiginde de bu sekildeki asal

sayilar anlayaca@iz.

Rasyonel asal sayilar ile ilgili asagidaki iy1 bilinen sonu¢ bu ¢alismada

sik¢a kullamilacaktir.

1.4.5 Teorem: a, beZ olmak izere p=a’—ab+b® seklindeki tim

rasyonel asallar 6 modunda 1’e denktir.

1.4.6 Tanim: o= olmak tzere m=a+bw sayisi, c+do ve e+fo

~1+4-3
2

seklindeki birimden farkli iki sayiin g¢arpimi olarak yazilamiyorsa m ye kompleks

asal say1 denir.

1.4.7 Teorem(Euler Kriteri): p=1 (k)bir asal say1 ve k>2 bir tamsay1

pl
olsun. x* =a (p) kongritansimin ¢oziilebilmesi igin gerek ve yeter sart a * =1 (p)

olmasidir.



2. KUBIK DENKLEMLERIN COZUM YONTEMLERI

Kiibik denklemler, Babilliler (M.O 2000) zamanindan beri ¢ahsiimaktadir.
Her ne kadar kokleri hesaplamak i¢in kullandiklan yontem, tam olarak a¢ik olmasa
da Babilliler kiibik kokleri tablolar yaparak hesapladilar. Neugebauer’e gore bir

iterasyon metodu kullandiklanna dair giglia deliller vardir. Babilliler karekokler,
kareler, kiipler ve istelik x’ +x* ler igin de tablolar yapmuslardir. Neugebauer’e
gore, x’+bx’+cx+d polinomunu basitlestirmek igin, ardigtk yerine koyma

yontemleri uyguladiklanna iliskin de giiglii deliller vardir.

Cin’de de yiiksek dereceli denklemlerin koklerinin yaklagik degerleri i¢in
¢oziim yontemleri uzun zamandir biliniyordu. Jiuzhang’in 6nemli problemlerinden
bin, bir kiipkokii bulabilmek ve yazabilmekti. Cin’de, iigten daha yiiksek dereceli
sayisal denklemler igin ilk olarak M.S.1245 civarinda Q.IN.Jiushao tarafindan
calismalar yapildi.

Araplar da baz1 kiibik denklemleri cebirsel olarak g¢ozdiller ve geometrik
yorumunu verdiler. Bunu bir denklem igin Tabit ibn Qorra (836-901) ve al-hasan ibn
al-haitham (965-1039) yapti. Umar al-Khayyami (Omar Khayyam) (1048-1125)
genel kiibik denklemleri ¢ozmek igin konik bolgeleri kullandi. Khayyami,

x’+Bx=C (2.1)
seklindeki 6zel kibik denklemlen asagidaki gibi ¢ozmiistiir:

B=p’veC=p’q
olmak dzere, (2.1) denklemi

x’ +p’x=p’q (2.2)
seklinde yazilir. x* =py denklemi ile bir parabol ve x*+y? =gx denklemi ile bir

cember ¢izilirse, (2.1) denkleminin pozitif bir ¢6ziimi bu iki egrinin arakesitidir.



—

Omegin; x’+4x=16 alimrsa, burada B=p’ veC=p’q oldugundan
p=2 ve q=4bulunur. Buradanx’=2y parabola ile x*>+y’>=4x, yani
(x=2)*+y* =4 cemberi elde edilir. Dikkat edilirse x=2,y=2vex=0,y=0 her
iki egri denklemini de saglar. Pozitif ¢6ziim, her iki denklemin ortak ¢6ziimii
oldugundan x =2, x* +4x =16 mn ¢éziimidir.

Kiibik denklemlerin ¢oziimii konusunda Leonardo Pisano Fibonacci (1170-
1250), matematikgileri harekete gegirmede onemli bir rol oynamis ve 6nemli

caligmalar yapmugtir. x> +2x?+10x =20 denklemine ondalik notasyonda, yani
yaklagik bir ¢6ziim bulmugtur.

Batili matematikgiler literatiiriinde, ilk kez Gerardi kiibik denklemler igin
yanlis da olsa genel ¢oziimler vermigtir:

2
ax’ =bx+N denkleminin ¢oziimiiniin, x = E+(—;—) +2a oldugunu
a \2a

iddia etti. Dikkat edilirse, bulduu ¢oziim ashinda ax® =bx+N ikinci derece
denkleminin ¢éztimudir. Cozimind kontrol etmedigi i¢in ¢dzim tekniklerinin
hatali sonuglar verdigini kabul etmedi. Ashinda, Gerardi’ nin kurallari, problemieri
ve hatta hatali formiilleri 1340°lardan Pacioli’ nin zamanina kadar kullamlmist:.

Scipione dal Ferro (1465-1526) nun 1500-1515 arasinda ve muhtemelen

1504’ te, ax®+bx=c kiibik denkleminin ¢6zimiinde basanh oldugu bilinir. dal

Ferro sadece x’+mx=n gseklindeki kiibik denklemlerin ¢Oziilebilecegine inandi,

gergekte bunun tiim kitbik denklemlerin goziillebilmesini gerektirdigini biliyoruz. dal
Ferro’ nun, x* + mx=n denkleminin ¢6ziimii gu sekildedir:

(a-b)’ +3ab(a—b) =a* —b* oldupundan m=3ab ve n=a> — b’ denirse x=a-b,

3
x’+mx=n nin bir ¢6zimiu olacaktir. a®-b*=n, a® -—Gp—) =n seklinde yazihp
a

3

duzenlendiginde ise a®—na® -—I;—7= 0, yani a** e gore ikinci derece denklemi elde



2 3 2 3
edilir ve sonug olarak; x =3 AL L —3\/1fn—~4~m——E bulunur. dal Ferro,
2 4 27 4 27 2

bu kiibik denklemi ¢ozdikten sonra, 6grencist Antonio Fiore bu ¢oziimiy, 1526 da
tam Ferro’ nun o6limiinden 6nce agikladi. O zamana kadar dal Ferro, galismasim

tamamen gizli tutmustu.

1530” da bir matematik yansmasinda, Brescia® dan Tonioni da Coi isimli
bir matematik¢i Fiore’e meydan okudu. Fiore tarafindan ileri siiriiten problemler,
dogal olarak kubik denklemlerdi. Da Coi bu problemleri ¢6zmeyi basaramadi ve
yardim almak igin Tartaglia’ ya bagvurdu. Kiibik denkiemleri ¢6zebildigi hakkindaki
sOylentileri igitmesine ragmen, Fiore Tartaglia’ va meydan okudu.

Tartaglia’ nin kiibik denklemleri ¢6zme yontemi su sekildedir:
Lol ' 1 g2 7 |
x=p? +q> segelim. O zaman x’ =p+3p3q’ +3piq? +q=p+3(pq)3[p3 +q3J+q
1 1 1

bulunor ve x= ps + q3 oldugundan, x’= p+3(pq)5 X+q olur. Boylece,

1

x* =3(pq)*x—(p+q) =0 olur. Burada, c= —(pq)”3 ve d=-(p+q) denirse;
x* +3cx+d=0 (2.3)
elde edilir. Buradan, dp=-p” —pq, yani p®+dp-c’ =0 bulunur ki, bu denklemin

—d+vd*+4c¢’ |

> dir. ¢ =——f/—3 oldugu dikkate alimirsa, (2.3) in
p

¢O0zimi p=

¢Ozumil;

_3\/—d+\/d2+4c3 _ c
2 3\[—d+\/d2+4c3

2

-

seklinde bulunur.

Simdi Ferro ve Tartaglia’ nin metodlarini bir 6rnekle agiklayalim:
x’+9x=6 denklemini alalim. x=a-b yi denklemde yerine yazalim.

(a-b)’+9a-b)=6 ve a’-b’-3abla-b)+9%a-b)=6 dir. ab=3 diyelim. O

10



zaman a’-b*=6 olur. Burada, a’=pveb’=q dersek, p-q=6 ve ab=3
oldugundan, pq=27 olur. p-g=6 ise pq—q® =6q olacagindan ve pq=27
oldugundanq® +6q—27=0 ikinci derece denklemi elde edilir. Buradan ¢=3, p=9
bulunur. O halde, x* +9x =6 denkleminin ¢6zimi,

x=a-b=3p-3q =49 -3

seklinde bulunur.

Cardano, Tartaglia’ min bagansim duydu ve bulduklanm kendisiyle
paylagmasini rica etti. Bunun iizerine Tartaglia metodunu bir giirde gizleyerek
yolladi. Cardano bu siirsel agiklamay anlamad: ve Tartaglia’ dan daha fazla yardim
istedi. Sonra Cardano, cebir iizerine ilk Latin ¢aliymay: yapt1 ve 1545 te galigmasim

“Ars Magna” isimli kitapta yaymnladi. Once, x> +6x =20 denkleminin ¢6zimini
3
gosterdi. x° + mx = n denkleminde, m ve n pozitif sayilar, t-u=n ve tu= (—;l) olmak

tizere, x=3¥t-u oldugunu iddia etti. Sadelestirmelerden sonra ortaya gikan ikinci

2 3 2 3
derece denklemi ¢o6zerek, t= (9—) +(ln—) +2 ve u= (P-) +(_r_n_) N elde
2 3 2 2 3 2

etti ve boylece x degerini buldu. Cardano bu metodunu geometrik olarak yorumlad:.

Cardano; heniiz negatif bir sayimin karekokiinii alamadig igin, formaltinii
bazi kibik denklemlere uyguladifinda negatif sayilanin karekokii ile karsilaginca
biraz sagirdi. Ancak daha sonra, Raphael Bombelli (1526-1573), sanal sayilar ile
ilgili tammlamalar yapt1 ve dal Ferro/Tartaglia metodunu kullanarak a¢iincii derece
denklemlerin ¢6ziimiinii genellestirdi.

Ars Magna’ dan sonra, matematikgilerin ¢ofu liglincii ve dordiincii derece
denklemlerin ¢6zumleri igin farkh yontemler ileri sirdiiler. Bu matematikgiler
arasinda Frangois Viéte (1540-1603), Thomas Harriot (1560-1621), René Descartes
(1596-1650), Ehrenfried Walter von Tschirnhauss (1651-1708) ve Leonhard Euler
(1707-1783) i sayabiliriz.

11



1591 de Viéte, q° <p” oldugunda
x’ =3px+2q (2.4)
kubik denklemi i¢in agagidaki ¢éziimii dnerdi:
x=kcosz
olsun. O zaman (2.4) denklemi,
k’cos’ z—3pkcosz =2q (2.5)
sekline gelir. Burada k’=4p yazilir ve cos3z=4cos’z—3cosz oldugu dikkate

alinirsa  (2.5) esitliginden kpcos3z=2q elde edilir. Yani;

b

cos3z=g—q= 2 4

—————q =
kp p.2ﬁ p3/ 2

J dir. Diger ¢6ziimler de buna bagli olarak bulunur.

olur. Boylece (2.4) denkleminin bir ¢6zimii,

1 q
x=24p cos(garccos;ﬁ

Gottfried Wilhelm von Leibnitz (1646-1695), dal Ferro’ nun formiillerini
dogrulamayi denedi. Cebirsel bir ispat verdi ve bu ispati Mart 1673’ te Christian
Huygens (1629-1695)’ a gonderdigi bir mektupla belgeledi.

Alexandre Théophile Vandermonde (1735-1796) ve Joseph-Louis Lagrange
(1646-1716) birbirlerinden bagimsiz olarak kiibik denklemlerin ¢6ziimi igin

yontemler verdiler.



3. KUADRATIK REZIDULER

Bu bolimde amag, kuadratik kongrians denklemlerinin ¢6ziimlerini
bulmaktir. Bunu belirlemede en ¢ok kullamlan y6ntem bir sayimn verilen bir
modilde tam kare olarak ifade edilip edilemeyeceginin belirlenmesidir. Bu da
“Kuadratik Rezidiiler” bashg altinda incelenir ve sayilar teorisinin en énemli

konulanindan bindir.

3.1 Kuadratik Kongriianslar

Ikinci derece denklemlerin ¢6ziimiinde oldugu gibi, ikinci derece

kongritanslann ¢oziimiinde de koklerin bulunmasi 6nemlidir. a, b, ceR veya C

olmak tzere
ax’+bx+c=0 (3.1
denkleminin koklerini veren x= P, 2b prc bagintisim ele alalim. Bu
a

a,b,c e Z, durumuna uygulanirsa 2a ile bolmeyi, yani 2a nin tersinin oldugunu

garantilemek gerekir. O halde 2a mod n de bir birim olmalidir. Bu durumda

—l— eZ, olur.
2a

Simdi n tek ve ae U, olsun. O zaman 4a e U, olup (3.1) denklemi,
4a*x* +4abx +4ac=0 (3.2)
sekline doniisiir.
(2ax +b)* =4a’x* + 4abx + b’
oldugundan (3.2) denklemi
(2ax +b)* =b* ~4ac
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olur. O halde b®~4ac nin Z, deki tim karekoklerini bulabilirsek, 2ax+b=s veya

> olacak sekildeki tim xeZ, ¢oziimlerini de bulabiliriz.

denk olarak x=
2a

Normalde iki tane olan karekdkler bazen yaniltict bir sekilde farkli sayida olabilir.

Omegin Z;s te lve4 nin her birinin dorder tane karekokd vardir. 1 in

karekoklerinin ¥1ve ¥4, 4 nin karekoklerinin de T2 ve F7 oldugu agiktir.

3.2 Kuadratik Rezidiilerin Grubu

3.2.1 Tamm: Bir ae U, verilsin. Eger a= §2 olacak sekilde bir se U, varsa

a ya mod n de bir kuadratik rezidii denilir ve bu sekildeki kuadratik rezidilerin

kiimesi Q, ile gosterilir.

3.2.2 Ornek: Kigiik n ler igin U, deki tim sayilann kareleri alinarak Q,
belirlenebilir. Omeginn=7 i¢in 1> =1,22=4,32=2,4=2,5"=4,6"=1 (7)

oldugundan Q, = {1,2,4} tir. =8 igin Us={13,5.7} ve 1 =1,32=1,5* =1,7* =1

olup Q; = { i} dir.

3.2.3 Yardumcar Teorem: k, n sayisim bélen farkli asallarin sayist olsun.

ae Q, ise t* =a olacak sekildeki t € U, lerin sayisl

2% n=0(8)
N={2" n=2(4)
2% aksi halde

seklindedir, [1].C

3.2.4 Teorem: |Q,|=@(n)/N dir.

Ispat: Herhangi bir n sayis1 i¢in U, nin @(n) tane eleman (birim) vardir.
se U, birimi bir a e Q, karesine sahiptir. 3.2.3 geregi her bir ac Q_, U, de N
tane karekoke sahiptir. O halde,

14



Q,|=e(n)/N

dir. _

3.2.5 Ornek: n=8 ise Q, = {I} yani ngl =1 dir. Gergekten, ¢(8)=4 olup

N=2"=2" =4 ve |Q(8)]=4/4=1 dir

3.3 Legendre Sembolii

Burada verilen bir ae U, biriminin bir kuadratik rezidii olup olmadigim

belirleyecegiz. Modun asal olmas: durumunda islem kolaydir. n=2ise Q, = {i} dir

ve bir kuadratik rezidiidir. O halde n =p nin tek asal olmasi durumuyla baglayalim.

3.3.1 Tamm: p tek asal sayisi igin bir a tamsayisinin Legendre semboli

0 ,plaise

(3} 1 ,aeQ,ise
P -1 ,aerdegilise

seklindedir.

3.3.2 Ornek: p=7 ise

0 ,a=0(7)ise
(3): 1 ,a=12veyad(7)ise
-1 ,a=3,5veya6(7)ise

dir.

3.3.3 Sonug: p tek asal ve g, p modunda bir ilkel kok ise

g
P

dir.

15



ispat: Hem [g—J hem de (—1)i ya +1 dir ya da —1 dir. [g_] =1 olmasi igin
P p

gerek ve yeter sart i nin ¢ift say1 olmasidir. Bu ayni zamanda (-1)' nin de +1 olmas:

icin gerek ve yeter sarttir._
3.3.4 Teorem: p tek asal ise Va,beZ i¢in
p P/\P

Ispat: pl a veya pl b ise iki tarafta sifirdir. O halde a,be U, alabiliriz. p asal

dir.

oldugundan Uy={1,2,..,p~1} dir. gilkel kok olmak iizere a=g' veb =g’

yazabiliriz. Oyleyse ab=g™ dir. 3.3.3 geregi,

-
p P/\P

olur.s

3.3.5 Ornek: p=17 olsun. (%7] = +1dir. Cinkii 1=1 dir. Aymi zamanda

~1=4%(17) olup (1_—71)=+1 dir. O halde vieup i¢in (%jz[—;—;j dir, yani

aeQ,, & -aeQ, dir. Mesela 13eQ=>-13=22€Q,, dir.

3.3.6 Uyar1: Genelde (iJ ile -(E] farkli olabilir. Omegin; (1——71)=+1

p P

dir, ancak — (Lj =—1 dir.
17

3.3.7 Sonug: a,a,,...,a, €Z igin

B

dir.

16



3.3.8 Teorem: a =b(p) olmast igin gerek ve yeter sart (E) = (Ej olmasidir,
p p

Ispat: Legendre semboliniin tammindan gorilir.~
3.3.9 Teorem (Euler Kriteri): p tek asal say1 ise VaeZ icin

(3] =a"""* (p)
P

Ispat: pia ise agikardir. O halde ae U, olsun. O halde g ilkel kok olmak

dir.

lizere a=g' yazilabili. h=g®"? tanimlayalm. h?>=g"' =1(p) olur. O zaman

h=F1(p) dir. g ilkel kok olup, mertebesi ¢(p) = p-1 dir. p—1>p—2—l ve p-1 en

kigiik mertebe oldugu igin g * =1 (p) olamaz. O halde h=1 (p) olamaz, yani
h=-1 (p) dir. O halde,

p P

olur.”

3.3.10 Sonug: p tek asal olsun. -1€Q, olmasi igin gerek ve yeter sart p=1 (4)
olmasidir.

Ispat: Euler Kriterinde a =—1alinirsa
- 1 —1)/2
(——j =(=1""" (p)
P

olup ancak 22:1 cift iken (ij =+1 olur. Buise keZ olmak iizere pT—l =2k iken,

p
yani p=1(4) iken dogrudur.”

3.3.11 Uyan: -1eQ, olusu VaeZ igin (—_a_] = (3) olusunu gerektirir.
p p
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3.3.12 Teorem: p modundaki kuadratik rezidiilerin sayisi, kuadratik rezidi

olmayanlarin sayisina esittir.

Ispat: a bir kuadratik rezidii ise Legendre semboliiniin tanimi geregi EEJ =1

dir. O halde Euler Kriteri geregi 2" ? =1(p) yazabiliriz. Bu denkligin Polinomlar

i¢in Lagrange Teoremi geregt %1 tane ¢6ziimi vardir. Yant p_;l tane kuadratik
rezida vardir. Dolayisiyla kuadratik rezidii olmayanlarin sayis p—l—pT_l-zp—;l
dir._

3.3.13 Teorem: iki kuadratik rezidimiin ve iki kuadratik rezidii olmayan
elemanin ¢arpimi bir kuadratik rezidii, bir kuadratik rezidi ile kuadratik rezidii
olmayanin ¢arpimut ise bir kuadratik rezidii olmayan elemandir.

Ispat: Legendre semboliiniin tammindan goriliir.

3.3.14 Uyan: mod p deki kalan simiflan 6,1,...,p——_1 olup U= {i,i,...,ﬁ}

dir. U, yi bazen iki altkiimeye ayirmak yararli olacaktir:
P= {1’2)" ,Ri} veE N= {"' 1"—2,-..’—2__1}
2 2
olsun.

Omegin; p=19 ise P={12,..9} ve N={1-2..,-9} dur. Vaell, isin
aP={ax[xeP}={a,2a,...,p7—la}cU? tammlayalm. Omegin; N=-1.P dir. Bu

tanimlamadan faydalanarak kuadratik rezidiler i¢in Gauss tarafindan verilmis olan

bir testi verebiliriz.

"3.3.15 Teorem: p tek asal sayi, ae W, olsun. p= ‘aP N N| olmak iizere

o
p

diir, [1].0
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3.3.16 Ornek: p=19, a=11olsun. 11P= {— 8,3,—5,6,—2,9,1,—7,4} olup -8, -5,

-2 ve —-7eN dir. O zaman p=4 tir. Dolayisiyla [11—1j =(-1)* =1dir. Gergekten de

11=72(19) dur.

3.3.17 Sonug: p tek asal ise

(gj = (-0
P

dir. Denk olarak, 2eQ;, olmas: igin gerek ve yeter sart p =F1 (8) olmasidir.
Ispat: 3.3.15 de a=2 alimrsa aP =2P={2,4,6,...,p-1} olur. ilk olarak

p=1 (4) oldugunu varsayalim. Bu durumda, 2P = {2,4,6,...,%—1,13—;2,...@—1} olur.

Buradaki 2_2__1 tane elemanin yarisi, yani Ei—l tanesi P de, diger %;—l tanesi de N

dedir. Oyleyse ‘2Ple=pT—1 tiir. 3.3.15 geregi;

[Z) — (_1)(p—1)/4 - ((_1)(;7-1)/4)(9*-1)/2 ( _1:7_;-_1 tek sayldlr)
P

=(-1)""""* olur.

Ikinci olarak p=3=-1 (4) olsun. Bu durumda,

p-3 p+l }
20 =¢246,. . ,—,—,. ,p-1
P { 2 g P
4. P—3 p-3 . . p+1 p+1
olup ilk e eleman 24, ..., — P dir ve geriye kalan e eleman 5

5 e g

p-1eN dir. Boylece p= pT+1 olur ve buradan,

[Z]:(—l)‘p“”"“ 2((_1)@”),4)(;7—1)"2 ( B—;—l tek sayidir)
p

- (_1)(p2—l)/8

bulunur,

19



Teoremin ikinci kismui igin ise, 2€Q, olsun. O zaman, [— =1 olur. Buise
p

2

p- -1

birinci kisimdan dolay, in gift olmasini gerektirir. O halde 16, p* -1’1, yani

(p-1).(p+1) i bolmelidir. O halde 8, ya p-1"i ya da p+1’i béler. Yani p=+1 (8) olur.

Tersi de benzer sekilde gortlir.—

3.3.18 Ornek: mod 7, 17, 23, 31, ... igin 2 bir kuadratik rezidudir. 3, 5, 11,
13, 19, ... modlannda ise 2 kuadratik rezidi degildir.

3.4 Kuadratik Indirgeme Kurah

Bir a tamsayisinin bir p modunda kuadratik rezidii olup olmadigim

anlayabilmek igin (3) sayisim1 hesaplamamiz gerekir. Bunu da tiim a tamsayilan
p

i¢in bulmak yerine, yukandaki sonuglar geregi sadece ii¢ 6zel durumda yani (-1/p),
(2/p) ve q tek asal say1 olmak iizere (q/p) durumlannda bulmak yeterli olacaktir.

3.4.1 Teorem (Gauss’un Kuadratik indirgeme Kural)): p ve q farkh tek

asal sayilar ise

—(RJ ;p=q=3(4)ise
CRISS.
P (B) ; aksi halde
q
dir.

Denk olarak;

(BIE) = (__ 1)(p—1)(q—l) 4
qAP

olarak da bilintr, [1].=



- 15 3Y(5 -
D)= (== =]=-D.(-)=+1 dir.
3.4.2 Ornek 1)(7j [7j(7j (-D.(-)=+ Ir
73 :
D2y
(B
S .

-
N
TN
\ll-h
Lo}
S
1]

(41=1(8) oldugundan)
Gergekten, 41=625=25" (73) tir.

( 1)(103-1)(83 H4

(183]< =0 )-e(5))
(2 ](?j( b
=(—1).1.(-853j

=(~1).@ - 1)( )( pye-e-s

2 T o1
=(—1).(3j (D=1

...
=
=
A
TN

e
om
oW
\___/
/—\
k.
I R
Eadl RvsS
\.__/

=(-1)

dir.
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4. KUBIK REZIDULER
4.1 Giris

3. Bolimde x° =a(p) denkliginin hangi p asallan igin ¢oziilebileceginden

bahsedildi. Bu bolimde x° =a (p) denkliginin ¢6ziilebilme kogsullan incelenecektir.

Gauss meshur “Theorie der biquadratischen Reste [, II” makalelerinin
girisinde, kuadratik rezidiler teorisinde yapilacak daha fazla higbir seyin
kalmadigim, ancak kiibik ve dordiincii derece rezidiiler teorisinin ¢ok daha zor

oldugunu iddia eder.

Bu béliimde, ®=(-1++/—3)/2 birimin 3.dereceden kokii ve Z tamsayilar
kiimesi olmak iizere, Z[w]= { a+ bco| a,be Z} halkasinda galisacagiz ve Z[w] y1 D ile

gosterecediz. o =a+bw sayilarma Eisenstein tamsayilan denir ve Kiibik Indirgeme

konusundaki ¢aligmalarda Eisenstein tarafindan kullanilmustir.

4.1.1 Tanim: o=a+bweD ise o mn normu o o seklinde tamimlanir ve Na ile

gosterilir.

4.1.2 Teorem: a=a+bweD nin normu Na=a’ —ab +b? dir.
Ispat: a=a+bweD olsun. O zaman No=a o oldugunu biliyoruz.
Na=a&=(a+bm)(€1b70)
= (a+bco)(a+b5)
=a? +abo +abw + b*eo
=a’+ab(o+m)+b>.1

=a’-ab+b’
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dir (Burada w=———l+—7——3 oldugundan, m_cS:[(olz:l dir ve w+w=2Rew

olacagindan O+o= 2.—71 =-1 olur.)._

4.1.3 Sonug: Na pozitif bir tamsayidir.

4.1.4 Teorem: aeD nin bir birim olmas: i¢in gerek ve yeter sart No=1
olmasidir. D deki birimler ¥ 1, Fo ve Fo* dir.
ispat : Na=1 olsun. No=a o =1 dir. o €D oldugundan o bir birimdir.
aeD birim ise af=1 olacak sekilde bir feD vardir. Béylece N(af)=1 ve
buradan
N(af)=Na NB=1
olur ki Na ve N pozitif tamsayilar oldugundan Na=1 dir.
o=a+bw bir birim olsun. O zaman Na~=1 dir. Yani
al—ab+b’=1 (4.1)
dir. (4.1) denklemini 4 ile garparsak
4a’ —4ab+4b* =4
yani,
(2a-b)* +3b* =4
elde edilir. Burada iki durum s6z konusudur.
1) (2a-b)=F1 ve b=7FI
i) (2a-b)=F2 ve b=0
Once (i) durumunu ele alalim:
a) 2a—b=1 veb=1 ise a=1 bulunur ve o= 1+o olur.
b) 2a-b=1 ve b=-1 ise a=0 bulunur ve a.=-o olur.
.¢) 2a-b=-1 ve b=1 ise a=0 bulunur ve a=w olur.
d) 2a-b=-1 ve b=-1 ise a=-1 bulunur ve a=-1-w olur.
®’ =1 oldugundan ©* -1=0 ve ®’ —1=(o-1)(®> +®+1) =0 olacagindan
o’ +®+1=0 dir. Boylece, ®® =—1-w dir. Yani (a) durumunda a = -o* ve

(d) durumunda da a =’ olur.



Simdt (11) durumunu inceleyelim. Bu durumda da,
2a-b=2veb=01sea=1 ve a=1 bulunur.

2a-b=-2veb=0ise a=-] ve a=-1 bulunur._

4.1.5 Tanim: ueD bir binm olmak izere a=Pu olacak sekildeki o ve B

sayilarina denktir (associate) denir ve o ~f ile gosterilir.

~1+4-3

4.1.6 Teorem: p=1(3)bir asal say1 olsun. = _T— sayst Z, nin bir

elemamdir.

Ispat: Once v-3€Z, oldugunu gosterelim.  Yani ~3=k*(p) olacak

sekilde bir k>0 tamsayisimun varligim gostermek istiyoruz. Bunun igin (ij =+1
p

oldugunu gostermemiz gerekir. Burada (:) Legendre semboliini gostermektedir.
[}

-GG

(1) [g]

Burada p>2 asal olup p-1 gifttir ve ayrica p=1 (3) oldugundan (g—] = (-;-) =+1 dir.

Boylece (——3) =1 olur.
p

- Ikinci olarak, (2,p)=1 oldugunu ve bu durumda 2 nin mod p de ¢arpmaya gore
bir t tersine sahip oldufunu biliyoruz. Oyleyse v-3 €Z, oldugundan -1++/-3 €Z,

ve boylece ~;—(—1+ V-3 )= t(-1+v¥=-3)eZ,olur"
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4.1.7 Sonug: p=1 (3) asal iken ®° eleman da Z, nin bir elemamdir.

4.1.8 Ornek: 7 modunda o =

_1+\/—__JE—I+\/Z=1—__-_§E4 (7).olur.
2 2 22

®° =-1-0 oldugundan w’=-5=2 (7) yani 0,®’ eZ,dir.

~1+4=3 _-1+436 _18
2

13 modunda, o= =—
2 2

=9(13) ve ®°=3 (13) olup

o, €Z,; bulunur.

4.1.9 Uyari: 3 modunda 1’ e denk olmayan asallar igin o, mzelp olmaz.
Omegin, p=5 i¢in +-3 e€Zs degildir. Gergekten de —3+5k sayilann 2 ve 7 ile
biteceginden bir tam kare olamaz. Ancak bu bir kisitlama degildir. Cinki ilerde

goérecegimiz gibi D de normu 3 modunda 2 ye denk olan kompleks asal yoktur.

4.2 D deki Asallar

4.2.1 Tanim: T=at+bweD olsun. c+dw ve e+fw birimden farkli olmak tizere
m=(c+do)(e+fw) olacak sekilde c, d, e, f tamsayilan bulunamiyorsa n ye D de asaldir

denir. Degilse nt ye D de birlesik say1 denir.

IIk olarak Z deki rasyonel asallardan hangileri D de asaldir sorusunun

cevabint arayacagiz.

4.2.2 Teorem: p rasyonel ise Np= p* dir.

Ispat: Tamumdan gorilir.C

'4.2.3 Teorem: p rasyonel asali D de asal degilse biimden farkhi tam 2
¢arpam vardir. Bu garpanlardan her birinin normu p dir.
Ispat: p bir rasyonel asal olup D de asal degilse en az iki tane garpami vardir.

Bu garpanlara a,,a,,...,a, dersek



ve

oldugundan

p®>=Na, Na,. .. Na,
elde edilir. O halde sagdaki sayilardan sadece biri p* digerleri 1, ya da ikisi p,
digerleri 1 olmak zorundadir. Ilk durumda normu 1 olmayan (yani birimden farkh)

sadece bir ¢arpan oldufundan, p nin D de asal oldufiu sonucu gikar, ki bu bir
¢eligkidir. O halde iki garpan olmalidir ve bu ¢arpanlann normu p dir.[]

4.2.4 Teorem: p =1(3) rasyonel asal ise p, D de asal degildir.
ispat: p=1(3) rasyonel asal ise, p=1(6) yazabiliriz. 6 modunda 1 e denk
olan asallarn ise p= a*> —ab +b® seklinde oldugunu biliyoruz.
p=a’-ab+b’
=a’-ab+b’(-0+n+1)
=a’ —ab-wb? +@b? +b?
=2’ -ab-ab® +b*(1+ )
=a’ ~ab-ob’ -be’
=a’ —ab-wb’ -~ b’e? +abo —abo
=(a+bw)a—b~bw)
yazilabilir. Burada c=a~b ve d=-b denirse p=(a+bw).(c+dw)olur. Dikkat
edilirse N(a+bw)=N(c+do)= a*> —ab+b? =p olur. Bu nedenle a+bw ve c+do birim
degildir. O halde p D de asal degildir.0)

4.2.5 Uyan: p=(a+bwo)(ctdw) yazilabiliyorsa,
Np = p? = N(a + ba).N(c +dw)
dir. 4.2.3 Teorem gerepi,
N(a+bw)=pveN(c+do)=p
olmak zorundadir.
N(a +bo)=a®-ab+b* =p
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oldugundan c+dw mn normu da a’—-ab+b’ olmalidir. Bu kosulu sagladif1 igin
424 Teoremde c=a—b ve d=-b alabiliriz. p nin baska sekillerde de ¢arpanlara

aynilabilecegi agiktir.

Son olarak p=3 ise,
3=(2+0)(1-0)
yazilabilir. O halde 3, D de asal degildir. Tim bunlann sonucu olarak, asagidaki

teorem elde edilir.

4.2.6 Teorem: p rasyonel asal say1 olsun. p nin D de asal olmasi i¢in gerek ve
yeter sart p=2 (3) olmasidir.

Ispat: p rasyonel asali D de de asal olsun ve p=2 (3) olmasin. O zaman ya
p=1 (3) ya da p=3 tir. Ancak bu iki durumda da p nin D de asal olamayacagin:
gostermistik. O halde bu p nin D de asal olusu ile gelisir. Yani p=2 (3) tir.

p=2 (3) olsun. O zaman p = 2,5 (6) olur. Tersine p nin D de asal olmadigin
varsayalim.

p=(a+bw)(c+dw)
olacak sekilde D nin birimden farkli a+bw, c+do elemanlan vardir.
p>=Np=N(a+bw).N(ct+dw)
olacagindan
N(atbw)=N(c+tdw)=p
yani a’-ab+b*=c?’-cd+d’=p olmalidir. Halbuki p asal olup a’-ab+b’
seklinde ifade edilebilen tiim asallar 6 modunda bire denk oldugundan bu p=2 (3) ile
celisir. O halde p D de asaldir._

Boylece, D deki rasyonel asallan belirlemis olduk. $imdi de, D deki
kompleks asallan belirleyelim.
"Burada n=a+bweD, b0 olacaktir. Ilk olarak r nin normu 3 olsun. Yani
a’—ab+b’=3
olsun. O halde,
4a’ —4ab+4b* =12
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(2a—b)* +3b* =12 (4.2)

olur.

(4.2) denkleminin, tiim tamsay1 ¢6ziimleri bulundugunda, bu 6zellikteki tiim
n sayilannin 1-0, -1+, 1+20, -1-20, 2+ ve -2-0 oldugu kolayca hesaplanabilir.

Bunlar aslinda 1-» nin (veya herhangi birinin) denklendir.

4.2.7 Teorem: Normu 3 olan tim sayilar D de asaldir.
Ispat: 1-0 nin D de asal oldugunu gésterirsek diger 5 eleman da 1-® min
birimle ¢arpimi oldugundan asal olur.
Tersine 1-o D de asal olmasin. O zaman,
-0 =(a+bo).(c+dw)
seklinde birimden farkl: iki elemann garpim: olarak yazilabilir. Buradan,
N(1-w)=N(a+bw).N(c+dw)
3=N(a+bw).N(c+dw)
elde edilir. 4.1.3 Sonug geregi sagdaki ¢arpanlar birer pozitif tamsay:1 oldugundan
biri 1 olmalidir. Yani karsilik gelen eleman D de birimdir. Bu ise a+bo ve ¢c+do nin
birimden farkli olusu ile gelisir. Yani 1-@ D de asaldir. O halde normu 3 olan tiim

elemanlar D de asaldir.C]
Simdi 3 modunda normu 2 olan saytlann asalligint inceleyelim:

4.2.8 Teorem: D de normu Nn=2 (3) olan higbir t=a+bweD asal yoktur.

Ispat: a=0 (3) ve b=1 (3); a=1 (3) ve b=0 (3); a=b=1 (3); a=b=2 (3); a=2 (3)
ve b=0 (3); a=0 (3) ve b=2 (3) durumlaninda, Nn=1 (3) olmaktadir. Aynca a=b=0(3);
a=2 (3) ve b=l (3) ve son olarak, a=1 (3) ve b=2 (3) durumlaninda da Nz=0 (3)
oldugundan mod 3 te mimkiin olan tim dokuz durumda da Na=2 (3) elde

edilemez.C

4.2.9 Teorem: k > ! olsun. D de normu 3k olan higbir asal yoktur,
Ispat: 4.2.8 Teorem geregi, m=a+bw nin normu 3 modunda sifira denk ise iig

1htimal vardir ;



i) a=0=b (3) : Bu durumda n=a+bw, 3 iin kat1 olacagindan asal degildir.
i) a=2 (3), b=1 (3) : Burada a=3k+2, b=3m+1, k, meZ alinirsa
N(a+bo)=3[3k* +3k-3km+3m’+1]

olur. D de normu 3 olan elemanlarin varlifin: biliyoruz (Aym zamanda bu 6 eleman
asaldir). Gostermemiz gereken D de normu, 3k’+3k-3km+3m’®+1 olan bir
elemanin var oldugudur. D de normu 6 modunda 1 e denk olan elemanlarin mevcut
oldugunu biliyoruz. O halde 3(k?+k-km+m?)+1 deki k?+k-km+m? ifadesinin gift
oldugunu gosterirsek, a+b® y1 normu 3 ve normu 6 modunda 1 e denk olan iki
elemanin garpimi olarak yazabilmis oluruz, ki bu a+bm nin asal olmadigim gosterir.

a) k ve m tek ise

b) k ve m ¢ift ise

c) k tek ve m gift ise
basit bir iglem ile k?+k-km+m? nin gift oldugu goriiliir.

d) k ¢ift ve m tek ise a=3k+2 ve b=3m+1 ¢ift olacagindan 2 | olup & asal
olamaz.

iit) a=1 (3), b=2 (3) durumu da ii) ye benzer sekilde gosterilir.

O halde D de normu 3 iin kat1 olan higbir asal say1 yoktur (normu 3 olanlar
harig).lJ

4.2.10 Teorem: p rasyonel asal ve Nn=p=1 (3) ise D de asaldir.

Ispat: Tersine n D de asal olmasin. O halde a+bw, c+de D de birimden
farkl1 elemanlar olmak iizere n=(at+bow)(c+dw) yazilabilir. Béylece

p=Nn=N(atbo).N(c+dw)

olup N(a+bw)=1 veya N(ctdw)=1 olmalidir. Bu ise a+bw ve c+do nmin birimden
farkl: olusu ile gelisir. Ustelik Nn=1 (3)tiir. Gergekten nt=(a+bw)(c+dw) daki a+bw
nin birim oldugunu varsayalim (ct+do igin de aym ispat yapilabilir). O halde
p=Nn=N(c+dw) olacagindan c+de® normu 6 modunda 1’ e denk olan bir sayidir. []

O halde D de iig tip asal oldugu agiktir:
1) p=1 (3) rasyonel asal olmak iizere Nt=p olan tiim t=a+bweD sayilar,

2) t=q=2 (3) seklindeki tiim rasyonel asallar
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ve
3) == 1-0 min denkleri

D de asaldir.

4.2,11 Tanmm: a) 1) deki asallardan a=2 (3) ve b=0 (3) olanlarla sik¢a
kargilacagiz. b=0 6zel halinde ise 2) deki rasyonel asallar elde edilir. Bu iki tiir asala
1.tip asallar (primary primes) denir.

b) 1) deki asallardan 1.tip olmayanlar

a=1 (3), b=0 (3)
a=1(3),b=1(3)
a=0 (3), b=1 (3)
a=2 (3),b=2 (3)
a=0 (3), b=2 (3)
seklindedir. Bunlara da 2.tip asallar (secondary primes) diyecegiz.

¢) 1-o min denklerine de 3.tip asallar diyecegiz.

4.2.12 Uyari: Z deki bazi asallann D de asal olmadiklanina dikkat
edilmelidir. Ornegin
7=(3+0)(2-0)
ve
19=(5+30)(2-30)
olup 7 ve 19, D de asal degildir. Bunlar 3 modunda bire denk olan rasyonel

asallardir.

4.2.13 Ornek: a) Normu 7 olan 2+3®, normu 13 olan —1+30 ve normu 19
olan 5+3w, 1.tip asallardir. Aym zamanda 2, 5, 11, 17, ... gibi rasyonel asallarda D de
1.tip asallardir.

b) Normu 7 olan 1+3w, normu 13 olan 3+4® ve normu 19 olan 2+5w, 2.tip
asallara ornektir.

¢) 3. tip asallar toplam 6 tane olup 1-o, -1+o, 120, -1-20, 2+ ve —2-o dir.

D deki sifir veya birim olmayan her bir elemamin D deki asallann ¢arpimi
olarak bir tek sekilde ifade edilebilecegi bilinmektedir. Dolayisiyla D bir U.F.D dir.
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4.2.14 Teorem: n, D de asal ise p rasyonel asal olmak iizere Nn=p veya
Nr=p® dir.

Ispat: Nn=n>1 denilirse fr=n yazabiliriz. n rasyonel asal sayilann bir
carpimidir. Boylece bir p rasyonel asali igin 7 | p olur ve yeD olmak tizere p=mny
yazabiliriz. O halde N(ry)=Np ve buradan Nz Ny= p* olur. Boylece ya Nu=p* ya
da Na=p dir.J

4.2.15 Sonug: 1) m, 1. tip asal ise, = kompleks asal iken Nn=p=1 (3), =
rasyonel asal iken Nn=p?=1I (3) olacak sekilde bir p rasyonel asali mevcuttur.

2) m, 2. tip asal ise Nr=p=1 (3) olacak sekilde bir p rasyonel asali mevcuttur.

3) =, 3. tip asal ise N =3 olup asaldir.

4.2.16 Teorem: p rasyonel asal ve neD olmak lizere Nn=p ise n, D de
asaldir. Yani normu rasyonel asal olan her eleman D de asaldir.

Ispat: 7 nin D de asal olmadigini varsayalim. O halde, No,, NB>1 olmak
Uzere m=oaf yazabiliizz Buradan p=Nn=Noa.NB olur. Ancak p, Z de asal
oldugundan bu dogru degildir. O halde &, D de asaldir._

Bu teoremin tersi dogru degildir. Ciinki 6megin a=0, b=2 (3) seklindeki
n=a+bo elemanlan D de 2.tip asal olup Nx=b’ bir rasyonel asal degildir. Yani D
de normu asal olmayan asallar da vardir. (Hatta bunlann normu 4.2.14 geregi p

rasyonel asal olmak tizere p” dir.)

4.2.17 Teorem: neD asal ise onun denkleri de D de asaldir ve Nn=p ise n
nin denklerinin normlan da p ye esittir.
Ispat: n=a+bw olsun. n asal ise Nt = a’ — ab + b®=p rasyonel asaldur.
1) 1.wigin N(1.t)=N(1).N(n)=1.p=p dir.
11) -1.7 igin N(-1.7)=N(-1).N(n)=1.p=p dir.
iii) @.7 igin N(0.7) =N(@).N(r) dir.

-1+v-3
2

ve No=w.® =1 oldugundan, N(o.n)= 1.p=p olur.

1v) -0.7 1¢in N(-0.7) =N(-0).N(r) =p dir.
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v) o 1 icin N(@®.7)=N(©? ).N(x) dir ve ©° =-1-0= oldugundan

1-v=3
2

N(®?)=1 olur ve N(©*.1)=p dir.
vi) -0 migin N(-0® .1)=N(-»* ).N(t)=p olur.
1), i), iii), ,iv), v), vi) geregi D deki bir x asalinin denkleri de D de asaldir.—

Simdi p=1 (3) rasyonel asal ve Nr=p olmak iizere n=a+bw seklindeki
asallan belirleyecegiz.
p=1 (3) rasyonel asallan ile galisacagimizdan, p=1 (3) yerine p=1 (6) alarak,

asal olmayan say1larin bir kismini elemis olacagiz.

4.2.18 Teorem: p=! (6) rasyonel asal olsun. Eger p-1 sayisi ardigik iki
saymnin ¢arpimi  olarak yazilabiliyorsa, yani p-1=6k=n(n+1) 1se 0 zaman
n=n+(n+1)o ve A=1+(n+1)o mn denkleri D de asaldir.

Ispat: p=1 (6) Z de asal ve p-1 =6k=n(n+1) olsun. Bu durumda p=n*+n+1
dir. Nr=n’-n(n+1)+(n+1)? =n’+n+1=p ve p rasyonel asal oldugundan =, D de
asaldir. 4.2.17 Teorem geregi 7 nin denkleri de D de asaldur.

NA=1*=1.(n+1)+(n+1)*> = n’+n+1=p ve yine p rasyonel asal oldugundan
A ve 4.2.17 Teorem geregi denkleri de D de asaldir.

4.2.19 Teorem: p=1 (6) rasyonel asal olsun. Eger p-1 ardisik iki sayimin

carpimu degil, fakat E—;—l ardigik iki saymin garpimi ise, yani n>0 olmak tizere

p_3—_l = n (n+1) ise m=n+1 i¢in, 7=n+(m+n)o ve A=m+(m+n)o nin denkleri de D
de asaldir.

_Ispat: p=1 (6) rasyonel asal olsun. B;—l =n(n+1) oldugundan p=3n*+3n+1
dir.

n=nt(m+n)o oldugunda

Nr= n’-(m+n)n+ (m +n)?

[9%)
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=n’-(n+1+n)n+(n+1+n)°
=3n’+3n+1=p
olur ve p rasyonel asal oldugundan = ve 4.2.17 Teorem geregi n nin denkleri de D de
asaldir.
A=m+(m+n)o ise
NA = m?-m(m+n)+(m +n)°
= (n+1)’-(n+1)(n+1+n)+ (n + 1+ n)°*
=3n’+3n+1=p

olur ve bdylece A ile 4.2.17 Teorem geregi A min denkleri de D de asaldir.—

4.2.20 Iddia: p=1 (6) rasyonel asal ise her p i¢in D de tam 12 tane & asah

vardir,

4.2.21 Ornek: p=13=1 (6) olsun. p-1=12 ve 12=3.4 ardigik 2 sayinn
¢arpimi olarak yazilabiliyor. O halde 4.2.18 Teorem geregi n=3+4w, A=1+40 ve
4.2.17 Teorem geregi denkleri D de asaldir. Gergekten, n=3+4® mn normu
Nr=nn=a’-ab+b? oldugundan, Nx=9-3.4+16=13 olur ve dolayisiyla &, D de
asaldir. A=1+4® mn normu, NA=1-1.4+16 oldugundan, A da D de asaldir. Denkleri
de 4.2.17 Teorem geregi D de asaldr.

4.2.22 Ornek: p=19=1 (6) olsun. p-1=18 ve 18 ardigik 2 sayimn garpimi
degildir. p_;l_ =6 ve 6=2.3 ardisik iki saymin garpim1 olarak yazilabiliyor. Oyleyse

4.2.19 Teorem geregi t=2+50 ve A=3+5w D de asaldir. Gergekten
Nn=4-10+25=19 ve NA=9-15+25=19 oldugundan n ve A D de asaldir. Denkleri
de 4.2.17 Teorem geregi D de asaldir.



4.3 Kiibik Rezidii Karakteri

4.3.1 Tanim: =, D de asal ve n+ 1-® ise (yani Nnt#3) o nin mod 7 deki kibik

karakteri (EJ ile gosterilir ve
3

n
(a) _]o , T o y1boliyor ise
n/); (o™ (modn),n o y1bélmiyorise

seklinde tammlamr. Burada o™ ® 1 modunda 1, ® veya ®* ye denktir. Bu

karakter kiibik rezidii teorisinde, Legendre semboliiniin kuadratik rezidii teorisindeki

gorevini yapar. Literatiirde (2) yerine bazen y, (o) da kullanilir.
/3

43.2 Tanm: (9‘-) =1 ise o ya = modunda bir kiibik rezidu, aksi halde
T3

kiibik rezidii olmayan (non-rezidii) denir.

tane kiibik

p=1 (3)iken pT+1 tane birbirinden farkh kiibik rezidii ve 2p3—1

rezidii olmayan, q=2 (3) iken tam q tane birbirinden farkl: kibik rezidii vardir.

4.3.3 Sonug: iki kiibik rezidiniin ve farkl: tirdeki kiibik rezidi olmayan (o
ve o) iki elemanin garptmu bir kiibik rezididiir.

Ayrica bir kibik rezidi ile bir kiibik rezidii olmayanin (o veya o’ ) ¢arpimi
ve aym tipteki iki kiibik rezidii olmayanin (o ve ® veya ®® ve ®°) ¢arpim bir kiibik
rezidii olmayandir.

Bu durumun kuadratik rezidiilerden farkh olduguna dikkat edilmelidir.

Ispat: Kibik rezidii karakterinin tanimindan gorilir.C

4.3.4 Teorem: n D de asal ve Nn=p olsun. x’=a(p) cozilebilir ise
x* =a(n) ¢ozilebilirdir.

Ispat: p=nn olusundan gorilir.
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4.3.5 Uyarr: 4.3.4 geregi, uygulamada © modu yerine Nn=p modu almabilir.

5+7co) =
3

4.3.6 Ornek: (
1+30

Nr=1-3+9=7 ve Na.=25-35+49 =39 dur. O halde;

7-1

(22 -
=39% (7)
=4% (7)
=2 (7)

elde edilir.
®°=2 (7) oldugundan

(5+7m) 5
=@
1+3m /5

dir. O halde 5+7® 1+3® modunda bir kiibik rezidii degildir.

4.3.7 Ornek: o.=2+4wm, t=3+4am olsun. (ﬁ) =9
/3

N(@(@+4mw)=13 ve N2+40)=4-8+16=12 oldugundan

13-1
(2+4co) _12° (13)
3

3+40
=(-1)* (13)

=1 (13)
olur. O halde 2+4w, 3+4®» modunda bir kiibik rezidiidiir.

4.3.8 Ornek: a=5+8» ve m=1+30 olsun. N(a)=49 ve N(n)=7 dir. 7 |49

oldugundan tanim geregi (ﬁ) =0 dir. Gergekten,
T

3
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=0 (7)

bulunur.,

4.3.9 Teorem: i) (ﬁﬁ) =(9.) (E)
T /3 \T/3\T/3

ii) a=P (m) ise (91) =(E)

TJ)3 \TJ;

dir.
ispat: l) (Q_ﬁ_) = (aB)(Nx—l)/I! = a(Nn—l)/S.B(Nzt—l)B = (g-_) (_B_)
T /3 T3\ /;
olur.
ii) a=B (m) ise (_0_‘_) = qNeD/3 - gD/ (E) )
olur.J
o a) (o
4.3.10 Teorem: i) (—) = (._) = (__J
T); \T/)3 T ),
ve
1i) (9_‘_) =[g-]
/3 T 4
dir.

Ispat: Kiibik rezidii karakterinin tamminda (2) , 1, 0 veya o ye esittir ve
n/3

bu sayilarin her birinin karesi eslenigine esitti. N7=Nn olacag da, goz oniine

alinirsa i) ve i) gortiliir.(]

4.3.11 Teorem: n, D de asal ve Nn#3 olsun. O zaman (_—lj =1 dir.
T J3

Ispat: 7 asal ise, p=1 (3) rasyonel asal olmak tizere Nx=p dir. p=1 (3) ise
p=3k+1, keZ dir ve p asal oldugundan k ¢ift sayidir. O zaman

(_—_l) =(__1)(Nn'-l)/3
T J3
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oldugundan, Nn-1=p-1=3k+1-1=3k ve dolayisiyla

1 3
('—j =(-1?* ="
T /3

olur. k ¢ift say1 oldugundan,
(-_1) _1
T Js3

Eger =2 (3) ve q rasyonel asal ise q D de asaldir. Nq=q. a =q’ oldugundan

olur.

Ng-1=q%-1 dir. g=2 (3) ve asal oldugundan q tek sayidir. O zaman Ng-1 ¢ift sayidir

ve dolayistyla Nq3—1 bir gift sayidir. O halde [_—1) = (-)MNaD3
q /s

olur. (I

4.3.12 Uyar: -1 in her ® modundaki kiibik karakterinin 1 olacagi, (-1 =-1

oldugundan da gorildr.

p-l
p=1 (3) asal ve Nn=p olmak fizere a * =1, o, ®’ (p) oldufunu biliyoruz.

Yani Z;-{0} 1n elemanlarinin pT—l kuvvetleri, 4.1.6 Teorem geregi 1, o, ° ye Z,

de denk olan elemanlardir. Dolayisiyla p-1 tane elemam, 3 grupta toplamis oluyoruz.

Her bir grupta P—;—l eleman vardir.

K,={k | k, p modunda sifirdan farkl bir pT—l rezida }

seklinde tammlayalm. Yani K, Z;-{0} daki elemanlarin !%1 kuvvetlerinin p

modundaki degerlerinden olugmaktadir.

4.3.13 Teorem: K ,, Z, deki ¢arpma iglemine gore bir gruptur ve aslinda Z;
1n bir alt grubudur.
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ispat : K, =1 1,0,0° } alabiliriz.
1) Va,b,ce K igin a(bc)=(ab)c oldugu goriiliyor.
i) 1, K, nin birim elemanidir.
iii) 1.1=1, ®. ®* =1 oldugundan 1 in tersi |, ® nin tersi ®* ve ®* nin tersi de © dir.
1), i1) ve 1i1) den K, ¢arpma islemi altinda bir gruptur.

Simdi Va,be K, nin ab™' e Z; oldugunu gosterelim.

Lom=lo’=0cZ;, L0 =lo=0eZ],

0.0 =0 0’=leZ], . (0*)™ =o.0=0’cZ;,

L1 =11=1eZ; ve o' .(0’)'=0’eZ;
dir. O

4.3.14 Ornek: K, ve K, i olusturalim. p=7 ve _p%l =2 dir. 7 modunda

12=1,2%=4,32=2, 4 =2, 5" =4, 6* =1 ve 0=4 (7), ®*=2 (7) oldugundan
K,={124}={lL0,0}

Simdi p=13 olsun. pT‘1=4 olur. 13 modunda, 1* =1, 2* =3, 3* =3, 4* =9,

5*=1,6*=9, 7 =9, 8 =1,9*=9,10* =3, 11* =3, 12* =1 ve ©=9 (13), 0*>=3
(13) oldugundan
K, ={139}={L0,0"}
olur.
3k+1-1

4.3.15 Uyarr: p=1 (3) asal oldugunda p3—1= 3 =k olur. p asal

oldugundan, k ¢ift say1 olmalidir. Dolayisiyla p_;l_ ifttir. O halde a, p_;l kuvvet

ise, -ada 33;1 kuvvettir._
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Simdi “Kibik Indirgeme Yasasi'ni verecegiz. Bu teorem ilk kez G.

Eisenstein tarafindan ispatlanmustir.

4.3.16 Teorem (Kiibik indirgeme Yasasi): n, ve m, 1. tip, Nn,, Nn,#3 ve

Nn,#Nnr, olsun. O zaman

22

tar, [3].0

4.3.17 Teorem: Eger n=a+bw ve n=2 (3) ise (2) = 3 tir [4].C
nJ3

4.3.18 Teorem: Eger n=a+bw ve n=2 (3) ise (1 — co) = 2D tir, [4].2
T /3

4.3.19 Teorem: =, 1.tip rasyonel asal ise (gj =1 dir. Yani n=q>2 l.tip
/s

rasyonel asal olmak fizere, 2 her @ modunda bir kiibik rezididiir.

ispat: m=q rasyonel asal olsun. q=2 olamaz, ¢iinkii o zaman 2|2 ve

(g) =0 olur. g=2 (3) rasyonel asal iken q modunda q tane kiibik rezidinin
9/

oldugunu yani q modunda her a sayisimn kibik rezidi oldugunu biliyoruz.
Dolayisiyla 2, mod q da kiibik rezididiir.(J

4.3.20 Teorem: mn=atbw, l.tip kompleks asal 1se x’ =2 (x) nin
coziilebilmesi igin gerek ve yeter sart m=1 (2), vani a=1 (2) ve b=0 (2)

olmasidir.

“Ispat: x’ =2 (n) ¢ozilebilir olsun. O zaman, (g) =1 olur. 2 ve & nin ikisi
T3

de 1.tip asal oldugundan, Kibik Indirgeme Yasasi geregi (gj :[%) yazabiliriz.
/s

3
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a3 (2) ve N(2)=2"=4 oldupundan, (gj =n (2) dir. Dolayisiyla,

3

3

(gj =1 olmas: igin (g] =x=1 (2) olmast gerekir. Tersi de benzer sekilde
3

oA

goralur. -
4.3.21 Ornek: x’ =2 (5+60) denkligi ¢ozilebilir midir?
n=5+6w hem l.tip yani n=2 (3) ve hem de n=1 (2) seklinde oldugundan,
4.3.20 geregi (%} =1, yani x’ =2 (5+60) denkligi ¢oziilebilirdir. Gergekten
® /3

4.3.16 kullanilarak,

N(2)-1
( 2 ):(5*"6@} =(5+60) 7 =5+60(2)
3 3

5+60 2

bulunur.

Gauss, p=1 (3) ise 4p=A?+27B? olacak sekilde A ve B tamsayilanimn

varoldugunu ve bu A, B tamsayilanmin isaretlen hari¢ bir tek sekilde

belirlenebilecegini gosterdi.

4.3.22 Teorem: n=a+baw, 1.tip asal ve Nr=p=a’—ab+b? olsun. p=1(3)
ise x’=2 (p) nin ¢ozilebilmesi i¢in gerek ve yeter sart p=C?+27D? olacak
sekilde C ve D tamsayilarinin bulunabilmesidir.

ispat: x’=2 (p) ¢ozilebilirse, o zaman x> =2 (n) ¢ozilebilir ve 4.3.16

geregi m=1 (2) dir. p=a®-ab+b? ise 4p=4a*—4ab+4b* =(2a-b)* +3b? olur.

Burada 2a-b=A, g—z B denirse, a tek ve b ¢ift oldugundan A ve B ¢ifttir. O halde

D= 123— veC =% yazilabilir ve boylece p=C? +27D* elde edilir.
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Simdi p=C®+27D? olacak sekilde C ve D tamsayillanmn varoldugunu
kabul edelim. O zaman, 4p=(2C)?+27(2D)* olur. Buradan, B=7F2D bulunur.
yani B ve dolayisiyla b ¢ifttir. O halde n=a+bw=1(2) elde edilir (a=0 (2) olamaz,

¢lnkii 0 zaman =0 (2) olur.) ve 4.3.20 den sonug gériliir.

4.3.23 Ornek: p=19 alalim. psayist C? +27D? seklinde
yazilamayacagindan, x* =2(19) ¢ozillemez. Gergekten

(1%) = 2(NID-DB 210211 (19) ve ©=11 (19) oldugundan (%) =o (19) elde
3 3

edilir.

Simdi de Nn=19 olan, n=5+3® 1.tip asalim alalim.

N(2)-1
( 2 )=(5+3"°j =(5+30) 7 =5+3o=1+0(2)
5+3w ), 2

ve
l+o=-0°=(-1).0?(2)
=10’ (2)
oldugundan

2 2
(5+3co)3 =07 (@)

elde edilir ve bu nedenle x* =2 (5+3w)¢ozilemez.

Buna karsibk p=31 sayis1 2°+27.1=31 seklinde yazilabildiginden
x’ =2(31) ¢ozilebilirdir. Gergekten
(i) = 2NV 2 93021 (31)
31),
oldugu-ndan, x*> =2(31)denkligi ¢ozilebilirdir ve x=4 (31) olacag kolayca
goriilebilir. Buradan diger kokler x0=20 (31) ve x0’=7 (31) olarak bulunur.

Simdi Nr=31 olan, n=5+6w 1.tip asalin1 alalim.
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2 5 v
(5+-6(0J =(3+760] =(5+6w)" M =54 60=1(2)
3 3

P

olur ve boylece 2, 5S+6@ modunda bir kiibik rezididiir.

p=! (3) iken weZ, oldugundan biz, D deki n=a+bw asal modundaki kibik
rezidiilerden ¢ok p modundakilerle ilgilenecegiz. k>1 tamsay: olmak tizere p=3k
iken ve p=2 (3) iken D de normu p olan higbir t=a+bw asali bulunmadigindan ve
kiibik rezidii kavrami Nn#3 iken tanimli oldugundan herhangi bir kisitlama séz
konusu degildir.

4.3.24 Tamm: x’ =a (p) olacak sekilde bir xeZ varsa acZ ye p modunda
bir kiibik rezidii denir.

4.3.25 Uyan: Dikkat edilirse 4.3.7 Omekte x® =2+4w (3+40) dir. Gergekten
normlarini disiinirsek Nx =4, N(2+4®)=12 ve N(3+4®) =13 oldugundan
4% =12 (13) olur.

4.3.26 Teorem: p rasyonel asal ve p=1 (3) olsun.x’ =a (p) denkliginin

(p-1/3

¢Oziilebilmesi igin gerek ve yeter sart a =1 (p) olmasidur.

Ispat: Bu teorem Euler Kriterinin k=3 igin 6zel halidir.C

3
4.3.27 Teorem: p rasyonel asal ve aeZ olmak iizere [a_) =1 dir.
P J;

3 3
Ispat: [a—J = (ij yazilabilir. (EJ 1, ® ya da o ye esit olabileceginden
PJ; \PJs P/

a’ aY
(—) = (—-—) =1 olur.
PJ); \PJ
2

7-1
4.3.28 Ornekler : 1) (—3-) = (—J =23 =27 =4(7)
3 3
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o’ =4 (7) oldugundan (—3—) =’ dir ve bu nedenle 9, mod 7 de kibik rezidit
3

degildir.

7-1
2) (l;j s(%} =13 =1"=1 (7), dolayisiyla 15, mod 7 de bir kiibik rezididir.
3 3

Yani x° =15 (7) denkligi ¢ozilebilirdir. Gergekten, x° =15=1 (7), x=1, x=0 ve

—1++4/-3
P

x=®" bu denkligin kokleridir. © = =4 (7) ve ®° =2 (7) oldugundan bu

denkligin kokleri x=1 (7), x=4 (7) ve x=2 (7) dir.

3) x® =41 (73) ¢oziilebilir mi?
73-1

(ﬂ) =413 =41*(73)
73),

41* = (41912 =22 =8 (73)

©=8 (73) oldugundan (%) = dir ve dolayisiyla x° =41 (73) ¢ozillemez.
3

o)

4.3.29 Teorem : q =2 (3) asal ve a, (a,q)=1 olacak sekilde pozitif bir tamsay:
ise a mod q da bir kiibik rezididiir.
Ispat: q =2 (3) bir asal ve a, (a,q)=1 olacak sekilde pozitif bir tamsay1 olsun.
q =2 (3) ise q=3k+2, keZ yazabiliriz. Bu durumda
Ng=q.q =(3k+2)(3k+2) = 9k > +12k+4 ve

Na-1_ gi2igpe

tir. (a,q)=1 olmak tizere

. 2
aNa-D/3 _ 3k dkel

dir. Fermat’in kigiik teoremi geregi,
a®™ =1(q)
oldugunu biliyoruz. O halde
g il = g3kl _ g3kl _ g (@)
olur. Boylece;

a(Ng-D/3 _ a3k2+4k+1 = g Bk+ kD
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olur._

4.3.30 Sonug: Eger g=2 (3) asal ise mod q da birbirinden farkli tam q tane
kibik rezidi vardir. Yani Zg nun tiim elemanlan kiibik rezididir.
Ispat: q=2 (3) ise {1, 2, ..., q-1} kiimesinden bir a elemamm ve {0, 1, ...,g-2}
kiimesinden de bir k sayisin, g ilkel kok olmak iizere,
“=a(p)
olacak sekilde segelim. (3,g-1)=1 oldugundan,
3x'+(g-D)y' =1
olacak sekilde x', y' tamsayilan bulunabilir. O halde x= x'k ve y= y'k tamsayilan
I¢in,
Ix+(g-1)y=k
seklinde yazabiliriz. Bu durumda g™ =1 (p) olusu kullanilirsa,
a=g" =g™ 9V = (g*)’(g%) =(g*)’ (@)

olur. Yani a, ¢ modunda bir kiiptir. Ayrica 0=0’ (p) oldugu bilindiginden, p
modunda farkli tam q tane kiip oldugu sonucu bulunur.

4.3.31 Ornek: p=11 olsun. 0=0°, 1=13, 2=7°, 3=9%, 4=5%, 5=3°,
6=8, 7=6°, 8=2, 9=4°, 10=10% (11) dir ve Z,, deki tim sayilar kibik

rezidtidiir.

4.3.32 Teorem : p=l (3) rasyonel asal ise p modundaki farkli kiibik

rezidiilerin sayisi P ;2 tiir.

Ispat: p=1 (3) ise {3, 6, 9, ..., p-1} kimmesinin her bir k elemam teZ olmak
tizere 3t seklindedir. O halde,

gk = g3l =(gt)3
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olup bir kuptiir. g ilkel kok oldufu igin, bunlarin hepsi farkhidir. O zaman p
p_.

- 1 tane sifirdan farkli kﬁp’vardxr. Bu 6zellikteki her bir
D

modunda en azindan

a=b’ (p) kiipi, Fermat’in kiigiik teoremi geregi,

p-1

a’ =b""=1(p
yazilabilir. Polinomlar Igin Lagrange Teoremi geregi,

p~I

x3 ~1=0(p)

denkliginin en gok p_3—_1 koki oldugundan, B;—I sayist ayni zamanda p modundaki

p-1

J

kiiplerin toplam sayisi igin bir iist sinirdir. O halde tam tane sifir olmayan kiip

vardir. Sifin da sayarsak, p modunda P ;1 +1=2 ; 2 tane kip vardir.J]

4.3.33 Teorem: p tek asal say1 ise —a = a olmasi igin gerek ve yeter sart
a=0 (p) olmasidir.

Ispat: a = -a (p) < 2a=0 (p) ve (2,p)=1 oldugundan a=0 (p) dir.

4.3.34 Sonug¢: Z, deki kibik rezidiler:

3 3
03,13,23,33,...,(—%—1-) ,[B;—IJ ..(p-1) dir ve burada (p-1)* =-1 (p) dir.

4.3.35 Sonug: Bir a tamsayisimn Z, de kiibik rezidia olmasi igin gerek ve
yeter sart —a nmin Z, de kiibik rezidii olmasidir.

Ispat: x’ =k (p) nin bir ¢oziimi x =a (p) ise a’ =k (p) dir.
(-a)’=-a’=—k (o a’=k (p)

oldugundan x=-a (p)da x’ =k (p) nin bir ¢éziimiidir.

4.3.36 Teorem: q=2 (3) asal olsun. x’ =a (q) denkligini saglayan kiibik

rezidiilerin toplami q modunda sifira denktir.
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Ispat: q=2 (3) iken tiim kubik rezidiler farklidir ve bunlar 0, 1, 2, ..., g-1 dir.

Toplamlan ise,

(g-1)q q-1
+142+. +g-1= =
O+1+2+.. +g-1 5 5 q

dir.
q asal ve g#2 oldugundan g-1 ¢ift sayidir. O halde keZ olmak iizere, g-1 =2k

yazabiliriz. Bu durumda,

i_—__l_:.&:kez
2 2

yani, a-1 €Z olur. O zaman,

O+1+2+..+g-1= %-—l .q=k.q=0 (mod q)
olur.

4.3.37 Teorem: p=1 (3) asal olsun. x’ =a (p) denkligini saglayan kibik

rezidilerin toplam: p modunda sifira denktir.

ispat: p=1 (3) asal iken p;—2 tane farklt kiibik rezidi bulundugunu

gormistik. p=1 (3) ise keZ olmak tizere p=3k+1 yazabiliriz ve p asal oldugundan
p+2 3k+1+2 p+2
3

burada k ¢ift sayidir. =k+1 ve dolaystyla tek sayidur.

Kibik rezidilerden biri sifirdir. a; =0 olsun. O zaman %—2—-1 = -93;1 farkl1 kiibik

rezidi vardir. Ustelik a, Z, de kubik rezidi ise, —a nin da kibik rezidit oldugunu

biliyoruz. Bu durumda kiibik rezidiilerin toplami,

3 6 6

ao +a1 +...+ap_l =ao +(a1 ‘+‘a2 +.+ap_1)+(_a[ "'az _..._ap_l)

=0 (p)

dir.”

4.3.38 Teorem: x’ =a (m) denkliginin ¢oziimlerinden biri x ise digerlen xo

ve x? dir.
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ispat: x’ =1 (m) nin ¢ozimlerinix =1, xo=1.0, x0* =l.0> (m), seklinde
disiniirsek, a#1 i¢in de x* =a (m) nin ¢oziimlerinden biri x, = xise X, =X.0 ve
X, =x.0’ (m) olur. Gergekten de x ¢6ziim oldugundan
X3 = (xo) =x’0’ =x’ =a(m)

ve benzer sekilde x3 =a (m) bulunur.”

4.3.39 Teorem: x’ =a (m) denkliginin ¢6ziimlerinin toplami, m modunda
sifira denktir.

Ispat: x,, x’ =a (m) nin ¢6zimlerinden biri olsun. Bu durumda x,=x,® ve
X, =X,0° oldugundan
X, + X, +X; = X, +X,0+X,0°
=X, +X,0+X,(-1-®)
=0

bulunur.’]

4.4 Indeks Kurallan ile Kiibik Rezidiileri Belirleme

Burada x’ =a(p) seklindeki kitbik kongriianslari 1.bolimde verilen indeks

kurallanm kullanarak ¢6zecegiz.

4.4.1 Teorem: p bir asal say1, acZ, sifir olmayan bir eleman ve d=(3,p-1)
olsun. x’=a(p) kongriansimn gozilebilmesi i¢in gerek ve yeter sart dl I(a)
olmasdir.

Ispat: x’> =a(p) kongriians: yerine denk olarak,

© 3I(0=1a) (p-1)
yazilabilecegini biliyoruz. Bu bir lineer kongriiansdir ve sadece (3,p-1)=dlI(a)
durumunda ¢ozilebilir.[S

Burada iki durum sé6z konusudur. d=(3,p-1) oldugundan d=1 ya da d=3

olabilir.
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d=1 1se p-1, 3 ile bolinemeyeceginden keZ igin p-1#3k, yani p 3 modunda
1’e denk degildir. O halde ya p=2 (3) ya da p=3 tir. Yani bu iki halde kongrians
¢oziilebilirdir. Yani her a elemam bir kibik rezidudiir.

d=3 ise p-1, 3 ile bolunebileceginden keZ igin p-1=3k, yani p=1 (3) olur.
p+2

Bu durumda tam tane kiibik rezidii oldugunu ve a nin bunlardan biri olmas:

durumunda kongriiansin ¢ézilebilecegini biliyoruz. Sonug olarak asagidaki teoremi

verebiliriz;

4.4.2 Teorem: p bir asal say1 ve (3,p-1) =1 olsun. O zaman x’=a(p)
kongriians: hera € Z, igin ¢ozilebilir.

Ispat: (3,p-1)=1 oldugunda p=2 (3) ya da p=3 olacagim biliyoruz. p=3 ise
Zy te 0°=0, 1°=1, 2°=2(3) yani her acZ; bir kibik rezididir. p=2 (3) ise p
modunda, p tane farkl kitbik rezidii bulundugundan her a € Z  bir kiibik rezididir.

4.4.3 Ornek: p=7 alalim. u7= {1,2,3,4,5,6} ve 3 ve S ilkel koklerdir. g=3

alip, indeks tablosunu olusturursak,

a |3t2 '6 |4 )5 ‘1
I(a)ll '2 13 [4 ‘5 [6

bulunur. d=(3,6) oldugundan d=3 tir. O halde x’=a(7) kongriiansi 3|I(a)
durumunda ¢o6zilebileceginden I(a)=6 veya I(a)=3, yani tablodan a=1 veya a=6
dir. Dolayistyla mod 7 de sadece 1 ve 6 kiibik rezididiir. Gergekten; x* =1(7) nin
¢oziimil, 3.I(x)=I(1) (¢(6)) kongriansimn ¢6ziimidur. Tablodan degerler bulunup
yerine yazilirsa,

3.I(x)=6 (6)

3.1(x)=0 (6)

[(x)=0 (2)
bulunur. Boylece [(x)=2,4,0 (6) ve buradan sirasiyla x=2,4,1 (7) olur.
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Simdi, x’=6(7)yi dusinelim. 3.I(x)=I(6) (6) kongriianst igin tablodan
degerler bulunup yerine yazilirsa,
3.1(x)=3 (6)
I(x)=1(2)
bulunur. Buradan I(x)=1,3,5 (6) ve boylece x=3,6,5 (7) bulunur. Her iki durumda da
kokler toplaminin sifir olduguna dikkat ediniz.

4.4.4 Ornekler: 1) x* =10 (37) ¢ozilebilir midir?

37241 37241
(LQ =(3.5 23 .53 (37)
37), \37), R

37
=10.26 (37)
=260 (37)
=1 (37)

oldugundan x* =10(37) ¢oziilebilirdir.

2) 6, 19 modunda bir kiibik rezidii miidiir?

19%-1  19%-]
(i) (ij (3) =27 35 (19)
19), \19),119),

19
= 2120.3120
=11.11 (19)
=7 (19)
bulunur. ®” =7(19) oldugundan, (%) =’ olur ve bu nedenle 6, 19 modunda bir
3

kiibik rezidii degildir.

3) x’ =2+2m (5+60) kongriansi ¢ozilebilir midir?
N(2+20)=4 ve N(5+60)=31
oldugundan

31-1
(2"‘2(0) 54—3_ =4|0
5+6w /;

=1 (31)
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bulunur. Bu nedenle x* =2+ 2 (5+6w) kongriians: ¢ozilebilirdir.

4) x* =8(13) kongrilansinin ¢6zimiini bulunuz.

3
(—8—) = (2—) yazilabilir. (3) iin 1, ® ya da o’ ye esit olacagim biliyoruz. Bu iig
13); \13), 13,

durumda da, (1—83-) 1” denk olacaktir ( 1’=1, w’=1 ve (0> =1 dir.). O halde
3

x* =8(13) g¢ozilebilirdir.

Simdi bu denkligi, indeks yontemiyle ¢ozelim: Burada p=13 ve
Ui3=1{1,2,3,4,5,6,7,89,10,11,12} dir. @(p(13))=¢(12)=4 tane ilkel kok vardir.
Burada 12=2%3 tir. O halde 13 modundaki kuadratik rezidiiler 1,3,4,9,10,12 ve

kiibik rezidiiler 1,5,8,12 dir. Geriye 2,6,7 ve 11 olmak iizere 4 eleman kalir. Bunlar

ilkel koklerdir. g=2 segelim ve indeks tablosunu olugturalim:

a '2'4 |8 |3 I6 '12'11[9 '5 |10|7 |1
I(a)’l '2 13 |4 Is |6 |7 Is |9 ,10'11]12

p=13 oldugundan, d=(3,13-1)=3 tir. d=3 durumunda, x’ =a(p) denkligi sadece
3|I(a) oldugunda ¢ozilebileceginden, I(8)=3olup x’=8(13) denkligi
¢ozilebilirdir. O halde
x* =8(13) ise
3.1(x)=I(8) (o(13))
yazabiliriz. Simdi tablodan degerleri bulup yazalim.
3.1(x)=3 (12)
Ix)=1 4)
I(x)=1,5,9 (12)
ve
x=2,6,5 (13)

bulunur.
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5) x’ =24(73) kongriiansinin ¢dziimiinii bulunuz.
-5 -G
73), \ 73 ), \73),\73);

yazabiliriz. Burada (%J =1 (73) olacaktir. O halde (%) 1t bulmak yeterlidir.
3

3

3

(i) E3(73—1)/3 = 1 (73)
73 ),

tiir. Dolayisiyla,

24)
(El =1(73)

oldugundan x* =24 (73) ¢oziilebilirdir.
Simdi bu kongriiansi indeks yontemiyle ¢ozelim:
p=73 oldugundan, d=(3,73-1)=3 tir. d=3 durumunda, x> =a(73) denkligi
sadece 3| I(a) oldugunda gozillebileceginden, Ek A daki p=73 igin indeks tablosuna
bakilirsa 1(24) =30 oldugundan x* =24 (73) denkliginin ¢oziilebilecegi goriliir.
x’ =24(73) ise
31(x)=1(24) (9(73))
yazabiliriz. Simdi tablodan degerleri bulup yazalim.
3.1(x)=30 (72)
I(x)=10 (24)
ve
=50 (73)
bulunur. ©=8 (73) ve ©v’=64 (73) oldugundan 4.3.38 geregi diger kokler,
x0=50.8=35 (73)
ve
x0’=50.64=61 (73)
tir. Bu kokler I(x)=10,34,58 (72) denkliginden de bulunabilir.

6) x’ =37(83) kongriiansinin ¢dziiminii bulunuz.
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83=2(3) oldugundan 4.3.29 geregi 37€Zsg; bir kibik rezidadir. Yani bu
kongriians ¢o6ziilebilirdir.
x* =37(83) ise
31(x)=1(37) (9(83))
yazabiliriz. Simdi Ek A daki p=83 igin verilen indeks tablosundan degerleri bulup
yerine yazalim.
3.1(x)=20 (82)
3.1(x)=102 (82)
I(x)=34 (82)
ve
x=59 (83)
bulunur. d=1 oldugundan tek ¢éziim vardir. Zaten ® ve @’ nin p=2 (3) iken Z,de

olmadigim da biliyoruz.
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5. KUBIK DENKLEMLER iLE KUBIK REZIDULER ARASINDAKI
ILisKi

5.1 Giris

Bu bélimde genel kibik denklemlerin kiibik rezidiler yardimiyla tamsay:

¢oOziimlerini arayacagiz.

Once a, b, ¢, deZ olmak iizere

ax® +bx’ +cx+d=0 (5.1)
denkleminde b=0 6zel halini alalim. O zaman (5.1) denklemi
ax’ +cx+d=0 (5.2)

olacaktir. Burada a|c ve a|d durumunda (5.2) denklemini
=9 (E) (5.3)

a

seklinde kongriians denklemi olarak disiinebiliriz. Bu durumda (5.3) kongriiansinda

d c )
r=—— ve s=— denirse
a a

=1 (s)

yazilabilir. O halde x’=r (s) goziilebilirse, yani (i) =+1 ise, ax’ +cx+d=0
3

denklemi de ¢oziilebilirdir.

ikinci olarak (5.1) denkleminde a=1 ve b=0 ozel halini digsiinelim. Bu
durumda (5.1) denklemi
x’ +cx+d=0 (5.4)

seklinde olur. Bu durumda ise x’=d (c) ¢ozilebilirse, yani (2) =+1 ise,
C/3

x* +cx+d =0 denklemi de goziilebilirdir.
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Simdi (5.1) denkleminde b0 oldugunu disiinelim. x yerine y - gl—)— yazilirsa,
a

(5.1) denklemi
V' +ry+s=0 (5.5)

c—b? 9abc-27a%d +2b°
ve s=

- dir.
3a 27a*

denklemine d6ndsiir ve burada r =

r,seZ” ise (5.5) denklemi
y'=s (1)

haline gelir. Eger y’ =s (r)kongriiansi ¢ozilebilirse, yani (3) =+1 ise, (5.1)
r

3

denklemi de ¢6ziilebilirdir.

r bir tamsay1 fakat s tamsayr degilse s bir rasyonel sayr olacaktir.

p.qeZ,q#0 ve (p,q)=1 olmak tlizere s=E diyelim. seZ, olmasi i¢in gerek ve

yeter sart s =E=p.l= p.t olacak sekilde q nun r modunda bir t tersinin mevcut

olmasidir. Bu ise (q,r)=1 iken miimkindiir.

Son olarak r bir tamsay: degilse,
y’=s (1)

anlamsizdir.

5.1.1 Ornekler: 1)2x’ +10x+4=0 (p) kongriiansim uygun bir p modunda

c6zZiniz.
2x° +10x +4 =x*> +5x +2 =0 dir. Buradan

x*=-2 (5)
yazabiliriz. O halde p=5 modunda ¢6ziim arayabiliriz.

x*=3 (5) (5.6)
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dir. [—;—] =303 =38 =1 (5) oldugundan, (5.6) kongriians ¢oziilebilirdir,
3

Simdi bu kongriiansi ¢6zelim.
x’=3 (5)
31(x)=1(3) (o(5)
dir. Indeks tablolarindan degerler bulunup yazilirsa

31(x)=3 (4)
I(x)=1(4)
x=2 (5)
bulunur.  x=2 (5) degeri 5 modunda 2x’+10x+4=0 denkleminin de

cozimidar.
2) x’ +14x-1=0 (p) kongriiansim uygun bir p modunda ¢oziniiz.

x*=1 (14)
yazilabilir. p=2 (3) oldugundan, 4.3.29 Teorem geregi bu kongrians ve denk olarak
x’+14x-1=0 (14)

¢Oziilebilirdir.

Simdi x’> =1 (14) kongriiansim ¢ozelim.
x*=1 (14)

3I(x)=1(1) (o(14))
dir. Indeks tablolarindan degerler bulunup yazilirsa

3I(x)=6 (6)
I(x)=2 (2)
I(x)=0,2,4 (6)
ve buradan

x=1911 (14)
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bulunur. Bu x degerleri Zste x' +14x~1=0 denkleminin de ¢6ziimleridir.

3) 4x’ +6x* +6x+7=0 (p) kongrizansin: uygun bir p modunda ¢oziiniiz.

Once denklemi 4 ile bolelim. O zaman

, 3., 3 7
X'+ =X +=X+—=
2 2 4

elde edilir. Simdi son denklemde x yerine y —% yazalim.

3 5
T4ly+ =0
AR

bulunur. Buradan
4y* +3y=~5
ve baylece
4y’ =-5 (3) yani
y'=1(3)
yazabiliriz.
Simdi y’ =1 (3)kongriiansim ¢ozelim.
31y =1I(1) (o(3))
3(n)=2 (2
3iyn=0 (2)
I(y)=0=2 (2)
y=l (3)

bulunur. O halde x=y —% oldugundan x=%52 (3) olur ve dikkat edilirse bu deger

Z; te 4x’ +6x* +6x+7 =0 denkleminin de ¢oziimdilr.
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6. KUBIK DENKLEMLERIN YAKLASIK COZUMLERI

Bu bolimde, kibik denklemlerin yaklasik ¢ozimlerini veren sayisal

yontemlerden bahsedecegiz.

Bu yontemlerin hepsinde once verilen fonksiyonun kékinin i¢inde oldugu
bir [a,b] aralifn se¢mek gerekir. f(x) fonksiyonu [a,b] araliginda siirekli ve
f(a).f(b)<0 ise bu aralikta f(x)=0 denkleminin en az bir kokii vardir. Ustelik f(x)
[a,b] de monoton ise, denklemin bu aralikta tam bir tane kokii vardir. f'(x)>0 iken,

f(a).f(b) <0 ise f(x) in kokii [a,b] dedir. Aksi halde bu aralikta kék yoktur.

6.1 Sabit Nokta iterasyonu:

Bu yoéntem kisaca f(x)=0 denkleminden x’ i ¢ekerek asagida belirtilen
ozelliklere sahip olan bir g(x) fonksiyonu yazabilmek olarak 6zetlenebilir.

1) g(x)ve g'(x) segilen aralikta sirekli,
2) Araligin her noktasi igin

g'(x)| <1,
oluyorsa aralikta rastgele secilmis olan bir x, baslangi¢ degeri ile sabit nokta
iterasyonunda koke yaklagilir.

Kiibik denklemlere yontemi uygularsak, x’+mx=n denklemini

—-x*+n

distinmeliyiz. Bu denklemden segilecek g fonksiyonu ya g(x)=

ya da

g(x)=3n-mx seklinde olacaktir.

6.2 Newton-Raphson Yontemi:
Bu yontem segilen aralikta fonksiyona teget ¢izilmesiyle koke yaklagma

yontemidir. Bu 6zelliginden dolay1 teget yontemi olarak da bilinir. f{x) in tirevinin

kolayca hesaplanabildigi durumlarda kullamilan bir yontemdir.
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Koke yaklagik degerler kiimesi olan [a,b] araliginda f(x), f{x),f1x) var,
surekli ve gercek kok olan o noktasinda f{a)#0 olsun. Eger ilk yaklagim degeri olan
Xo, [a,b] araliginda segilmig 1se

X =X 1)
f'(x;)

formiila bizi gergek koke yaklastinr.
6.3 Kiriy Yontemi:

Bu yontem, Newton ~Raphson yontemine benzerlikler gosterir. Burada, koke
yaklagmak i¢in,
_ xf(x) = xf(x,)

i f(x;)-f(x,))

formiili kullanulir.
6.4 Teget-Kiris Yontemi:

Teget ve Kirls yontemlerinin birlikte kullanildigr bir yontemdir. Burada da
verilen fonksiyonun kokinin bulundugu, ve sirekli oldugu [ab] aralif

belirlendikten sonra,

_q _ f(b,)
ast = Dg b, (6.2)

_b,f(a,)a,(,) 63
n+l f(a,)-f(b,) |

formiilleri kullanilarak koke yaklagilir.

f(a).f(b)<0 ise
1) f(a)f"(a)<0 ise bu durumda, b noktasinda teget yontemi, yani (6.2), a

noktasinda ise kiris yontemui, yani (6.3) uygulanur.
2) f(a)f"(a)>0 bu durumda, b noktasinda kiris yontemi, yani (6.3), a

noktasinda ise teget yontemi, yani (6.2) uygulanir.
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6.5 Yarilama Yontemi:

Kiris yontemine benzer, ancak kiri yontemine goére koke yaklasmada daha

yavas ¢alisir.

Bu yontemde, m=a;;-£ olmak iizere, f(a,)f(m)<0 ise kok [a,,m]

araligindadir.  Aksi halde kok, {m,b;] araligindadir. Bu algoritma, istenen adim
kadar uygulanarak koke yaklasilir.

6.6 Ornek: f(x)=x’-5x+3 denklemini alalm ve tim yontemleri bu
fonksiyona uygulayarak koke yaklagalim.
x=0 igin f{0)=3 ve x=1 i¢in f(1)=-1 ve bu durumda f{0).f{1)<0 oldugundan [0,1]

araligini segebiliriz.

X’ +3

Ik olarak g(x)= 3

secerek Sabit Nokta Iterasyonu yontemini

uygulayalim:

2

) g'(x)= 3% olup g ve g’ fonksiyonlan sireklidir.

2) Dikkat edilirse, Vx €[0,1] igin

g'(x)| <1 oldugu gorilir.

O halde g fonksiyonunu segimimiz dogru demektir. Simdi iterasyonu uygulayabiliriz.
Xy =0
X, =g(x,)=0.6
X, =g(x,)=0.6432

bulunur.

Ikinci olarak Newton-Raphson yontemini uygulayalim:

f(x,
ve
f'(x)=3x*-5
oldugundan,

X, =0
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%, =%~ g6 01296 4 56603
£'(x,) 2

bulunur.
Uglincii olarak ta, kirig yéntemini uygulayalim:

X . = X (%)= x,f(x,)
- f(xi)—f(xi)
oldugundan,
X, = Xof(xl)—xlf(xo) _ 0f (1)-1f(0) _ -3
’ f(x,)-£(x,) - f(1)-£(0) T _.1-=3

=0.75

bulunur.

Simdi de, teget-kiris yontemini uygulayalim:
f’(x)=6x oldugundan f(0)£f"(0)=0 olur. Bu yontemi uygulayabilmemiz igin
f(a)f"(a) sifirdan kiigikk ya da bityiik olmaliydi. Segtigimiz aralifi degistirirsek
sorunu ¢6zmils oluruz. a=1 ve b=2 segelim. Bu durumda f{1)=-1, f(2)=1 ve
f{1).f(2)<0 oldugundan [1,2] aralifinda da kok vardir. Simdi tekrar y6ntemimize
donelim. f(D)f"(1)=-6<0 dir. O halde, b=2 noktasinda teget a=1 noktasinda kirig
yontemlerini birlikte uygulayacagiz.

b, =b, —f,(—b‘)-=2—l=1.8528
f'(b,) 7
_bf@)-af(b) _2M-1Q2)_3_,
tofa)-f(b)  fM-f2) 2
bulunur. Boéylece kokin bulundugu [1,2] aralig:, [1.5,1.8528] seklinde darald:.

Adim sayisim arttirdifimizda, a, b, € gakigik gikacaktir. Bu durumda bulunan a, =b,

degeri verilen fonksiyonun kokudir.

Son olarak f{x)=x’-5x+3 fonksiyonuna yarilama yontemini uygulayalim:
Bu fonksiyonun [0,1] araliginda koki oldugunu biliyoruz. O halde
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modotby O+l .
2 2

ve
f(0.5)=0.625

olup f(0.5).f(1)<0 oldugundan denklemin kékii [0.5,1] araligindadir. Yontemi bir

adim daha uygularsak,

a,+b, 05+1
m= =
2 2

=0.75

ve
f(0.75)=-0.328125
olup f{0.5).f{0.75)<0 oldugundan denklemin kokii [0.5,0.75] araligindadur.

Tam yontemlerde adim sayisi arttinldik¢a koke daha fazla yaklagilacaktir.
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7. SONUCLAR

Bu galismada, kuadratik rezidiiler igin bilinen sonuglan kibik rezidiilerde
elde etmek ve kubik rezidiler yardimiyla igiincti derece denklemlerin ¢oziimleri ile
ilgili yontem belirlemek amaglanmigtir. Z[w] nin yapis1 ve kibik rezidiler ile ilgili
pek ¢ok sonug elde edilmistir. Bazi kitbik denklemler kongriians seklinde yazilarak
bu denklemlerin Z,, de koklerinin bulunabilme sartlan belirtilmis, indeks yontemiyle

denklemlerin ¢oziilebilecegi gosterilmis ve drnekler verilmisgtir.

Bundan sonraki aragtirmalanimizda, bazi kiibik denklemler icin belirlenen
¢6ziim kosullan, genel kibik denklemler igin gelistirilip, indeks yontemiyle genel
kiibik denklemlerin ¢6ziimleri aranacaktir. Ayrica kiibik rezidilerin diger uygulama

alanlan belirlenecektir.
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61

I(a)

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

I(a)

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

)

43

I(a)

45

46

47

43

49

50

51

52

53

54

55

56

57

58

59

60

61

62

63

64

65

66

I(a)

67

68

69

70

66




p=73 i¢in:

25

52

41

I

10

50

31

45

30

20

27

62

18

17

12

60

40

54

36

24

47

16

35

29

72

68

48

21

32

14

70

58

71

63

23

42

64

67

69

53

46

11

55

56

61

13

65

33

19

37

39

49

26

57

66

38

I(a)

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

I(a)

23

24

25

26

28

29

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

4]

42

43

I(a)

45

46

47

48

50

51

53

54

55

56

57

58

59

60

61

62

63

65

66

I(a)

67

68

69

70

72

p=79 i¢in:

27

18

54

12

36

29

24

72

58

16

48

65

37

32

17

51

74

34

23

69

49

68

46

59

19

57

13

39

38

35

26

78

76

70

52

77

73

61

25

75

67

43

50

71

55

21

63

31

14

42

47

62

28

15

45

56

10

30

11

33

20

60

22

66

40

41

53

I(a)

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

I(a)

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

43

I(a)

45

46

47

48

49

50

51

52

53

54

55

56

57

58

59

60

61

62

63

64

65

66

I(a)

67

68

69

70

71

72

73

74

75

76

77

78

p=83 i¢in:

16

32

64

45

14

28

56

29

58

33

66

49

15

30

60

37

74

65

47

11

22

44

10

20

40

80

77

71

59

35

70

57

31

62

41

82

81

79

75

67

51

19

38

76

69

55

27

54

25

50

17

34

68

53

23

46

18

36

72

61

39

78

73

63

43

12

24

48

13

26

52

21

42

I(a)

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

I(a)

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

43

44

I(a)

45

46

47

48

49

50

51

52

53

54

55

56

57

58

59

60

61

62

63

65

66

I(a)

67

68

69

70

71

72

73

74

75

76

77

78

79

80

81

82

67




p=89 i¢in:

a

9

27

81

65

17

51

14

42

37

22

66

20

18

54

73

41

a

13

39

28

84

74

40

12

36

19

57

68

78

56

79

59

88

a

86

80

62

24

72

38

25

75

47

52

67

23

69

87

71

35

16

48

55

a

76

50

61

15

45

46

49

58

85

77

53

70

32

21

11

33

10

30

I(a)

2

10

11

12

13

14

16

18

19

20

21

22

I(a)

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

40

41

42

43

44

I(a)

45

46

47

48

49

50

51

52

53

54

55

56

57

58

60

62

63

64

65

66

I(a)

67

68

69

70

71

72

73

74

75

76

77

78

79

80

82

85

86

87

88

p=97 icin:

a

5

25

28

43

21

40

30

53

71

29

48

46

36

83

27

38

93

77

94

82

22

13

65

34

73

74

79

35

78

10

50

56

86

42

16

80

12

60

45

31

58

96

92

72

69

54

76

89

57

91

67

26

33

68

49

51

61

14

70

59

4

20

15

75

32

63

24

23

18

62

19

95

87

47

41

11

55

81

17

85

37

88

52

66

39

I(a)

1

2

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

I(a)

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

43

I(a)

45

46

47

48

49

50

51

52

53

54

55

56

57

58

59

60

61

62

63

64

65

66

I(a)
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68

69

70

71

72

73

74

75

76

77

78

79

80

81
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I(a)
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EK B ASAL OLMAYAN n<20 SAYILARI iCiN iNDEKS TABLOLARI

n=4 i¢in: n=18 i¢in

a (31 a |5|7]|17|13]11]1

I(a)[1}2 I(a)| 1123|456

I(a)| 3 Ia)| 7 (8|9 |10(11]12
I(a){13{14|15|16|17

n=6 igin

a 5|1

I(a)[1]2

I(a)|3|4

I(a)| 5

n=9 igin

a |2|4|8]|7|5]|1
I(a)|1{2]|3({4|5|6
I(a){7]8

n=10 igin

a [3][9]7]1
Ka)|1]2]3]4
I(a)|5]6]78
a)|9

n=14 igin

a |3 |9[13[11]5[1
@) 1(2[3[4[5]6
)| 7 |8] 9 [10[11]12
Ia)[13

NOT: n=8, 12, 15, 16, 20 igin ilkel kok
bulunamadigindan indeks tablolar elde
edilemez.
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EK C D DEKI Nr=p<500 ve p=1 (3) SEKLINDEKI

n=a+bo ASALLARI
L p=7 p=13 p=19 p=31 p=37
1430 1+40 2+50 1+60 370 |
L 2+30 3+4e 3+50 5+60 4+70
[ 3+oe 4+@ 5+20 6+ 7+3 :
320 4+3@ 5+30 6+50 THo
| -1-3® -1-40 -2-50 -1-60 370 |
L 2430 -3-40 3-50 -5-60 470 |
| -3-0 4-© -5-20 -6-m -7-30 ‘
-3-20 -4-30 -5-30 -6-50 740
2-0 3-0 2-30 5-0 340
2+ 3+ 2430 S+ 3+do |
1-20 1-30 32w 1-50 4-30
-1+20 -1+30 -3+2m -1+50 4+30
p=43 p=61 p=67 p=73 p=79
6+7w 4+9w 2+9® 1% 3+10w
7+6® 5+9@ 7+9%m 8+%w 7+10®
7+® 9H+4w H7w 9+n 10+30
+70 9+5w 9+2m 9+8m 10+7w
-6-7® “4-9am -2-90 -1-90 -3-100
-7-60 -5-9® -7-9%0 -8-9» -7-100
-7-m 940 9-70 9-m -10-3w
-1-70 -9-5w -9-2m -9-8w -10-70
6-0 4-50 2-70 8-o 7-3@
-6+® “4+5@ 2+70 -8+o -7+3m
1-6® 5-4m 7-20 1-8w 37w
-1+6w -5+4@ -7+2 -1+8w 3+70
| p=97 p=103 p=109 p=127 p=139 |
11+30 2+11lw 5+120 6+13w 10+130
11+8w 9+1le 7+120 7+13w 3+130 |
3+11 11+20 12+56 13+6@ 13+100 |
8+11w 1119 12+7w 13+7w 13+30 |
-11-3w 2-11® -5-120 -6-130 -10-13w |
-11-8w -9-11o 7-120 -7-130 -3-13
-3-11o -11-20 -12-5w -13-6w -13-100
-8-11w -11-90 -12-7w -13-7w -13-3w
3-8 9-2m 7-50 7-6® 10-3w
-3+8w 9+2m -7+50 -7+60 -10+3m
8-3® 2-90 5-7o 6-70 3-100
-8+3w -2+90 -5+7w -6+7® -3+100
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p=151 p=157 p=163 p=181 p=193
L S+14e 1+13 3+14m 4+150 7+160
. 9+l4e 12+130 11+14w 11+150 9+160
- 14+50 13+® 14+3m 15+40 16+7w
- 1449 13+12e 14+11o 15+11e 16+9c
- -5-140 -1-13w -3-140 -4-150 -7-160
. 9-l40 -12-130 -11-14e -11-150 9-160
- -14-50 -13-» -14-30 -154w -16-70
 -149 -13-120 | -14-1lo | -15-lle -16-9w
. 95w 12- 11-3w 114w 9-7®
L 9+5m -12+o -11+3w -11+4w -H+70
L 590 1-120 3-11lo 4-110 790
-5+9%@ -1+12w 3+lle “4+1lo -7+9%0
p=199 p=211 p=223 p=229 p=241 |
13+150 1+150 6+17@ 5+17w 1+160 |
2+150 14+150 11+17 12+170 15+16®
15+130 15+w 17+6w 17+50 16+w
152w 15+14w 17+11o 17+120 16+150
-13-150 -1-15@ -6-170 -5-17® -1-16®
-2-15@ -14-150 -11-17w -12-17w -15-160
-15-130 -15-0 -17-60 -17-50 -16-
-15-20 -15-140 -17-11 -17-120 -16-150
1320 14-0 11-6@ 12-5 15-0
-13+20 -14+0 -11+6® -12+5w -15+w
2-130 1-140 6-11w 5-120 1-15
2+13® -1+14w -6+11la -5+120 -1+150
| p=271 p=277 p=283 p=307 p=313
10+19%@ 7+19% 6+19» 1+18w 3+19w
9+190 12+19® 13+19 17+18w 16+19w
19+10w 19+7w 19+6® 18+® 19+30
1949 | 19+120 | 19+13e0 | 18+170 | 19+16e |
- -10-1%90 -7-19%@ -6-190 -1-18w -3-190 |
o -9-190 -12-190 -13-190 -17-18w® -16-190
-19-100 -19-70 -19-6 -18-0 -19-30
-19-9@ -19-12m -19-130 -18-17w -19-16®
10-9 12-70 13-60 17-0 16-3w
-10+90 -12+70 -13+6® -17+o -16+3w
9-10w 7-12w 6-130 1-17® 3-16®
-9+10w -7+120 -6+130 -1+170 -3+16w
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p=331 p=337 p=349 p=367 p=373
L 10R21e 8+21w 3+200 9+220 44210
 11R21e 13210 17+200 13+22 1721
- 21+100 21+8w 20+30 22+9@ 21+40
C 2l+lle | 21+130 | 204170 | 22+130 | 21+170
-1021e -8210 -3-200 9220 421
. -1121e 13210 -17-200 -13-220 -17210
- 21-100 21-80 220-30 2290 214w
| 2llle | 21130 | 20-170 | -22-130 | -21-170
- 10-11w 13-80 17-3@ 13-9@ 1740
. -10+11lo -13+80 -17+3@ -13+90 -17+40
- 11-100 8-13® 3-170 9-130 4-170
I -11+10w -8+13® 3+170 9+13® “4+17w
p=379 p=397 p=409 p=421 p=433
15+220 11+230 8+23m 1+21e 11+240
7+220 12+230 15+23® 2021 13+240
22+150 23+11e 23+80 21+@ 24+11e
22+70 23+120 23+15@ 21+20 24+13@
-15-220 -11-230 -8-230 -1210 -11-240
7120 -12-23@ -15-230 20210 -13-240
22-150 23-11e 23-80 21-0 24-11e
22-70 23-120 23-150 -21-20@ 24-13@
15-7® 12-11o 15-8w 20-0 13-11e
-15+70 -12+11e -15+8® 20+0 -13+11e
7-150 11-120 815w 1-20® 11-13w
7+150 A1+120 | -8+15@ -1+200 -11+130
p=439 p=457 p=463 p=487 p=499
18+230 17+240 1+220 2+230 7+250
5+23m 7+24© 21+220 21+230 18+25w
23+180 24+170 22+ 23420 25+70
23+50 24+7w 22+21o 23+21o 25+18w
-18-230 -17-24w -1-220 2230 7250
-5-230 -7-240 2120 21230 -18-250
23-180 24-170 22-0 2320 2570
-23-50 2470 22210 23210 25-18w
18-5® 17-70 21-o 2120 18-70
-18+5w -17+70 21+0 2120 -18+70
5-18m 7-170 121® 2-21® 7-18w
-5+18w 7+170 -1 21w 2121w 7+18w
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