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OZET
GRAFLAR, GRUPLAR VE YUZEYLER UZERINE

_ Ozden KORUOGLU
Balikesir Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii,
Matematik Egitimi Anabilim Dal

(Yiiksek Lisans Tezi / Tez Damigmam : Yrd. Dog. Dr. A. Sinan CEVIK)

Balikesir, 2001

Bu tezde genel olarak, I-kompleksler (graflar), 2-kompleksler ve gruplar
arasindaki iligkiler incelenmektedir. Bu incelemeyi iki kisma aymabiliriz. Ik
kisimda, I-kompleksler ve 2-kompleksler yardimiyla tanimlanan gruplar {izerinde
durulmaktadir (bak. Béliim 2 ve 3). Ikinci kistmda ise herhangi bir gruptan elde
edilen graflar sayesinde baz1 grup cesitleri ve 2-kompleksler tanimlanmaktadir (bak.
Bélim 4).

Bu yiiksek lisans tezi dort boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde, diger boliimler igin gerekli tamimlamalar, teoremler,
ornekler ve sonuglar verilmistir.

Ikinci bolimde, 2-komplekslerden elde edilen Star kompleksler iizerinde
durulmaktadir.  Star komplekslerin 6zellikleri ile buradan tanimlanan gruplar
lizerindeki gerekli teoremler ve 6rnekler incelenmektedir.

Ucitincti boliimde, 2-komplekslerden yararlanarak, T(6) kompleksler ve

X-gruplar tammlanmaktadir. Ayrica T(6) sunuslari, bilinen gruplar iizerinde
uygulanmaktadir.

Son béliimde ise bir gruptan elde edilen Cayley graf ve Cayley kompleksler
izerinde durulmaktadir. Buradan elde edilen bazi 6zel gruplar, detayli olarak
incelenmektedir.

ANAHTAR SOZCUKLER: serbest grup / grup sunusu / graf / 1.Temel
grup / 2-kompleks / Star kompleks / T(6) kompleks / X-grup / T(6) sunusu / Cayley
graf / Cayley kompleks
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ABSTRACT
ON GRAPHS, GROUPS AND SURFACES

Ozden KORUOGLU
Balikesir University, Institute of Science,
Department of Mathematics Education

(M. Sc. Thesis / Supervisor : Yrd. Dog. Dr. A. Sinan CEVIiK)

Balikesir-Turkey, 2001

In this thesis, the relationships among I-complexes, 2-complexes and
groups have been studied. We can devide this thesis into two parts. In the first part,
the groups which are related to I-complexes and 2-complexes are investigated (see

Chapters 2 and 3). In the second part, some group varieties and 2-complexes are
defined by means of the graphs obtained in any group (see Chapter 4).

This work consists of four chapters.

In the first chapter, it is given that the definitions, examples and the results
which are used for the other chapters.

In the second chapter, the Star complexes that is obtained in 2-complexes are
investigated. The properties of Star complexes and the sufficient theorems and
examples on the groups defined by means of Star complexes are studied.

In the third chapter, T(6) complexes and X-groups are defined by means of
2-complexes. Besides of that, T(6) presentations are practised on the known groups.

At the final chapter, Cayley graphs and Cayley complexes which are obtained
by a group are investigated. Some special groups defined by these are studied
throughout.

KEY WORDS : free group / presentation of group / graph / first fundamental
group / 2-complex / Star complex / T(6) complex/ X-group / T(6) presentation /
Cayley graph / Cayley complex
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1. GIiRiS

Bu boliimde tamimlanan bilgiler standarttir ve [3], [6], [10], [11], [13], [15],
[17] gibi kaynaklarda bulunabilir.

1.1 Serbest Gruplar

X bos olmayan bir kiime olsun. Bu kiime ile x <> x" (xeX) eslemesinden
yararlanarak X kiimesini tanimlayalim ve X* =XUX™ olsun. X* kiimesinin her bir

elemanina harf denir. nelN, x €X, € =t1 ve 1 </< n olmak iizere,

E & £
X" x,2 %" 1.1

ifadesine X iizerinde bir kelime denir ve w ile gosterilir. w kelimesinin baslangig

& &
harfi (w)= xl’ ve bitis harfi de ©(w)=x,"” olur. Burada »=0 ise bos kelime clde

edilir ve lw ile gosterilir. (1.1) deki bos olmayan bir kelime i¢in (n>0) € =+1

oluyorsa w kelimesine pozitif kelime denir. Bir w kelimesinin tersi

—-& -& ; —8’
n n-
X, "X, %

kelimesi olarak tanimlanir ve w' olarak gosterilir.
(1.1) de verilen w kelimesinin uzunlugu, w i¢indeki harflerin sayis1 olarak

tanimlamr ve [(w) olarak gosterilir. w kelimesindeki herhangi bir x harfinin

uzunlugu da Z]e,.l olarak hesaplanir ve Ly(w) ile gosterilir.

X kiimesi tizerinde verilen iki kelime w ve u olsun. w ve u kelimelerinin
carpmni, w kelimesinin arkasina u kelimesini getirip yan yana koyarak elde ederiz

ve bu ¢arpum wu ile gosterilir.

Kelimeler Uzerindeki Islemler:

(1) e=*1 olmak tizere, herhangi bir kelime i¢indeki xEx®

ciftleri varsa
silinir. Bu yapilan igleme, kelime {izerindeki indirgeme islemi denir.

1



(1)? =11 icin, herhangi bir kelime iizerinde x %x € seklindeki ters harf
ciftleri eklenebilir. Bu isleme de kelime lizerinde ekleme islemi denir.

X kiimesi iizerindeki iki kelime w ve w’ olsun. Eger bu kelimelerden biri,
digerine yukaridaki (1) ve (1)” islemlerinin sonlu uygulamasiyla elde ediliyorsa bu
iki kelimeye serbest olarak esit denilir ve w ~ w' ile gésterilir.

~ olarak gosterilen serbest olarak esitlik, bir denklik bagintisidir. Herhangi
bir w kelimesini igeren serbest denklik sinift [w] ile gosterilir. X kiimesi iizerinde
tiim kelimelerin serbest denklik simiflarinin kiimesi F(X) ile gosterilsin. FHX)
tizerindeki ¢arpma iglemi

[w] [u] = [wu] 1.2)
olarak tanimlanir ve bu ¢arpma igleminin iyi tamimli oldugu kolayca gosterilebilir.

1.1.1 Tamm: F(X) kiimesi iizerinde (1.2) de tammlanan isleme gore, olugan
gruba X iizerindeki serbest (free) grup denir ([10], [13]).
F(X) serbest grubu i¢in
X, ={[x]:xeX} 1.3)
bu grubun bir irete¢ kiimesidir. Agikea gorilliir ki X kiimesinin eleman sayis1 X
kiimesi ile aymdir.
X kiimesi iizerinde herhangi bir kelime, x ®x € (xeX, e=+1) ¢ifti icermiyorsa

bu kelimeye indirgenmis kelime denir. Ayrica (1.1) de verilen bir kelime igin

& —~&
X,'#x, " ise bu kelimeye devirsel indirgenmis kelime denir.

1.1.2 Teorem: G herhangi bir grup olmak iizere
$,:X,> G
herhangi bir déniistim igin
0: FX)> G

¢, doniistimiiniin uzantist olan bir tek grup homomorfizmas vardir ([10]).0

1.1.3 Tamm: X kiimesi {izerinde tanimlanan F(X) serbest ¢arpim grubu i¢in

X kiimesinin eleman sayisina F(X) grubunun rank: denir ve [X] ile gosterilir.



Verilen herhangi sonlu X ve Y kiimeleri iizerinde tammlanan serbest gruplar
F(X) ile H(Y) olsun. Bu gruplann iireteg kiimeleri X , Y, ve ranklan sirastyla [X] ile
|Y] olmak tizere,

1.1.4 Teorem: X ve Y kiimeleri lizerinde tanimlanan serbest gruplar i¢in,

XI=Me fX)=HY)
dir.
Ispat: Ik 6nce [X| = [Yj=n iken F(X) = F(Y) oldugunu gésterelim.
0,: X, = FV
x1[,]
(xeX,yeYvei=l,2, .., n)birebir Srten doniislimii i¢in 1.1.2 Teoremden,
o : FOO > FY)
¢, doniigimiindi uzantisi olan bir tek grup homomorfizmasi vardir. Aym gekilde
0,=0,": ¥, FX)
birebir 6rten doniisiimii i¢in de yine 1.1.2 Teoremden,
¥ HY) > FX)

¢, doniistimiiniin uzantis1 olan bir tek grup homomorfizmasi vardir. Biz burada ¢
veya ¥ doniisiimlerinden herhangi birinin birebir ve érten oldugunu gosterirsek ispat
bitmis olur. Bunun i¢in bu iki déniligiimiin birbirinin tersi oldugunu gosterelim.
Herhangi bir [w]le F(Y) icin [wl=[y,y,.y, ] (veY,i=1,2, ..., m)olmak iizere,
oY ([wD= 0¥y Iy, - Iv,)

=0(¥([y,) ¥ly,D -- ¥y, 1)

=0(¢," Ly, ¢,y D) - ¢, Ly, D)

=0,9, Ly, $,9,°Ay,D - 0,6, Ay, D)

STAlAPA A

=ly,y,..v,]

=[w]
olarak bulunur. Aym sekilde [u]le HX) igin W([ul)=[u] esitligi de kolayca
gosterilebilir. Bu egitlikler bize ¢ =¥ veya W = ¢’ oldugunu verir. Yani ¢ ve ¥



birebir 6rten homomorfizmadir, dolayisiyla izomorfizma olurlar. Sonug¢ olarak
FX) = HY) bulunur.
Ispatin ikinci tarafi i¢in varsayalim ki F(X) = HY) olsun. C={1,t} olan 2

mertebeli devirli grubunu alalim.

$,: X —>C
olacak sekilde 2™ tane doniigiim vardir. 1.1.2 Teoremden, her d6niisiim i¢in

0: FX)>C
olacak bigimde 2! tane homomorfizma bulunur. Aym sekilde

¢,: Y >C
olacak bigimde 2" tane doniistim vardir ve 1.1.2 Teoremden de her doniigtim igin

Y. FWh->C
olacak bigimde 2M tane homomorfizma bulunur. Burada F(X) ve F(Y) gruplar

izomorf oldugundan 2™=2" dolayisiyla [X| = |Y| bulunmus olur.[]

1.2 Grup Sunuslan

X bir kiime (lirete¢ sembollerinin kiimesi) ve X kiimesi {izerindeki devirsel
indirgenmis kelimelerden olusan bostan farkli bir kiime R (bagint1 kelimelerinin
kiimesi) olsun. Bu durumda,

P=<X;R> 1.4)
ikilisine bir grup sunusu denir ([10]). X ve R kiimelerinin her ikisi de sonlu ise P

sunusunun da sonlu oldugunu séyleriz.
X kiimesindeki kelimeler iizerinde, yukaridaki (1) ve (1) islemlerine ek
olarak asagidaki islemleri kullanarak, P sunusu ile bir grup tamimlariz. Bunun i¢in X

kiimesi {izerinde bir kelime w olsun.

(2) w kelimesi ré (reR, €=x1) seklinde bir alt kelime igeriyorsa bu alt

kelimeyi sileriz.



(2)! w kelimesi i¢inde herhangi bir yere ré (reR, €=*1) alt kelimesini
ekleriz.

X kiimesi tizerinde iki kelime w, ve w, olsun. Eger w, kelimesinden w,
kelimesine sonlu (1), (2)il tipindeki iglemler ile ulagilabiliyorsa, w, ve w,
kelimelerine P sunusuna bagl olarak denk kelimeler denir ve bu denklik w~_w, ile
gosterilir. Buradaki ~ bagmtis1 X kiimesi iizerindeki biitiin kelimelerin kiimesi
tizerinde bir denklik bagmtisidir. w kelimesini igeren denklik sinifini [w], ile
gosterelim. Bu denklik sinifi {izerinde ¢arpma iglemi

[w,], [w,],=[w,w,],
seklinde tammlanir ve bu ¢arpma igleminin iyi tanimli oldugu kolayca gosterilebilir.
Bu ¢arpma islemi altinda tiim denklik simflarimin kiimesi bir grup olur. Bu grup P
ile tammlanir ve G(P) ile gosterilir. G(P) grubunun birim elemam [I], dir. [w],
yerine ¢ogu zaman w kullamlir.

Eger G = G(P) ise G grubu P ile sunuluyor (ya da tammlaniyor) denir.
Ayrica N, { [r] : reR } kiimesinin normal kapanisi olmak tizere asagidaki teorem

elde edilir.

1.2.1 Teorem:
G(P)= AX)/N
Ispat: P sunusu ile tammlanan G(P) grubu ve X kiimesi i¢in,
0,: X —> G(P)
x > [x],
déniigtimiinii tammlayalim. 1.1.2 Teoremden, bu doniistimiin geniglemesi olan
0: FX) - G(P)
[w] = [w],
bir tek homomorfizmasi vardir ve O|x = © . dir. Buradaki © homomorfizmasi
ortendir. Ayrica CekO=N dir. Dolayisiyla 1. izomorfizma teoremi ile (bak. [8])
G(P) = FX)/N

bulunur. O



Bir G grubu (1.4) de verilen sunusa sahip olmak iizere ve herhangi bir A

grubu igin
& & £
w=x,"x,2 ... X,/
X kiimesinde bir kelime olsun.
0:x>ay
(aeA) olacak bigimde
& & &
Ow=a'a? ..a"
X X

X
1 2 n

doniigiimiinii tamimlayalim. Bunlardan yararlanarak agagidaki teoremi verebiliriz.

1.2.2 Teorem:
0:Go>A
X - ax
olacak bigimde bir grup homomorfizmasi vardir ancak ve ancak V re R igin 0(r)=1,
dir.
Ispat: Varsayalim ki V re R i¢in 8(r)=1 ,Olsun. 1.1.2 Teoremden,
¢: AX)~>A
[x] - ax

olacak bigimde bir tek grup homomorfizmasi vardir. Burada dikkat edilirse

H(Iw)-Ow=a ' a ? . ar
1 2 n

dir. N={[r] : reR } c Cek¢ olarak bulunur. Ciinkii ¢([r])=0(H)=1, dir. Ayrica
{ [f] : reR } kiimesini igeren en kiigiik normal alt grup N oldugundan, buradan da
N c Cek¢ yazabiliriz. Simdi de

¢ : FX)/ N> A

o«((WIN)=d([w]) (=B(w))
olarak tammlayalim.

[w,IN = [w]IN i¢in [w]" [w,]JeN c Cek¢ oldugundan ¢([w,]" [w,)=1,

bulunur. Dolaysiyla o([w,)=0([w,]) esitliginden de os([w,]N)=¢+([w,]N) bulunur
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ki bu bize ¢+ doniigiimiiniin iyi tammliliim verir. Ayrca ¢« doniigiimiiniin bir grup
homomorfizmasi oldugu kolayca gosterilebilir. Bundan baska
¢+(X) = ¢=(xN) = §([x]) = B(x)= ax
esitligi de saglanmis olur.
Simdi de ispatin diger tarafi igin, bdyle bir ¢ homomorfizmasimn oldugunu

varsayalim. reR i¢in

[[IN=1_
oldugunu biliyoruz.
g & &
r=x,"x,2 ... X"
olmak {izere

& £ & & &
[7IN=[x]1 TN [x,] 2N .. [x] "N=%"%;? .. X"
oldugundan

_8 __6‘ _8
o(x," X7 ... X,/ )=‘I’(1c)=1,4
bulunur.

X.

(> a

X,
I

déniisiimii homomorfizma oldugundan

& & & & € £
X, 'X,2 ...X"y=ala? ..a"=0(r
1 2 n x X X
1 2 n

olarak bulunur ki bu da bize V re R i¢in 6(r)=1, oldugunu verir.0

1.2.3 Teorem: X kiimesi iizerindeki serbest grubun sunusu P =< X ; >
seklindedir ([10], [13]).

Burada dikkat edilirse bagint1 kelimelerinin kiimesi olan R =& dir.[J

1.2.4 Teorem: Bir t elemam tarafindan iiretilen sonsuz mertebeli devirli
grubun sunusu P=<t; > seklindedir.
Ispat: Sonsuz mertebeli devirli grupta, sonlu mertebeli bir eleman

olmadigindan R = olur.00



1.2.5 Teorem: Sonsuz mertebeli devirli gruplar, serbest gruptur.

Ispat: 1.2.3 Teoremden sonug goriiliir.0

1.2.6 Sonug: (Z, +) grubu ([8]), rank: 1 olan serbest gruptur.
ispat: Bu grup 1 elemam tarafindan iiretilen sonsuz mertebeli devirli grup

oldugundan 1.2.5 Teoremden, istenen sonug ¢ikar.[]
1.2.1 Direkt Carpim Grubu

Bu grup ile ilgili ayrintil bilgiler [8], [10], [13] gibi kaynaklarda bulunabilir.

A ve B gibi herhangi iki grup verilsin. A ve B gruplari iizerindeki islemler
yardimiyla G =AxB kartezyen ¢arpim kiimesi iizerinde yeni bir islem tanimlayarak,
G kiimesinin bu islem altinda bir grup oldugunu séyleyecegiz ve bu grubun sunusunu
verecegiz.

A ve B carpma iglemi altinda tammli iki grup olsun. (a, b), (a', b')eG
herhangi iki eleman ise, bunlarin ¢arpimi

(a,b) (@', b')=(aa’, bb') (1.5)
(a, a' €A, b, b’ € B) olarak tammlayalim. Bu carpimdaki aa’ bilegeni A grubundaki

isleme gore, bb' bileseni B grubundaki isleme gére hesaplanmigtir.

1.2.1.1 Tamm: G kiimesi (1.5) ile tanmimlanan isleme gore bir gruptur. Bu
gruba A ve B gruplarinin direkt ¢arpim grubu denir ve AxB ile gosterilir. A ve B

gruplarmnin her ikisinin de degigmeli olmas: halinde G grubunu da degismeli olacag:

agiktir. Sonug olarak kartezyen carpimdan dolay1
|Gl=lal |8l
dir.



1.2.1.1 Direkt Carpim Grubunu Sunusu

A ve B herhangi iki grup olmak iizere bu iki grubun direkt ¢arpim grubunun
sunusu [10], [13] kaynaklarinda agagidaki gibi verilmigtir.

1.2.1.1.1 Teorem: A ve B gruplan sirasiyla
P,=<X;8> ve P =<Y;T>
sunuslartyla verilsin. Bu iki grubun direkt ¢arpim grubu olan G nin sunugu
PG=<X,Y;S,T,R> (1.6)

seklinde tammlanir. Burada R = { xyx'y' : xeX, yeY } dir.
1.2.2 Serbest Carpim Grubu

Serbest garpim grubu ile ilgili detayl: bilgiler [3], [10], [13] kaynaklarinda

bulunabilir.

G ve H gibi iki grup verilsin. aeG (va da H), i =1, 2, ..., n, n21 olmak
lizere,

L7

a,a,..a
bigimindeki ifadeye G ve # lizerinde bir kelime denir.

i) =0 ise bu kelimeye bog kelime denir ve 1 ile gosterilir.

ii) (1.7) ifadesi a, a,, ..., a_elemanlarinin sonlu bir dizisidir.

iii) (1.7) ile verilen kelimenin tersi a " ...

az" a," kelimesidir. Burada a.e€G
(va da #f) ise a,*' eleman, 4, elemaninin G (ya da 1) grubu icindeki tersidir.

Biz daima G ve # gruplanm farkli kabul edecegiz.

Kelimeler Uzerinde Islemler:

(D) Bir kelimenin g, terimlerinden bazilan G ya da # grubunun birim elemani
iseler bu kelime iizerinden g, elemanm sileriz.
(D" Yukandaki islemin tersini yapabiliriz. Yani, 4 terimi G ya da #

grubunun birim elemani olmak {izere bu g, elemanim bir kelimeye ekleyebiliriz.

9



(I) Bir kelime igindeki a , g, , ardigik terimlerinin her ikisi de G (ya da )
grubu iginde ise bu iki terimi G (ya da H) grubu igindeki garpimlar olan tek bir
eleman ile degistirebiliriz.

(I yukaridaki (II) isleminin tersini yapabiliriz.

G ve H gruplan iizerinde iki kelime u ve u’olsun. Bu iki kelimeden biri,
digerine yukaridaki iglemlerin sonlu sayida uygulanmasindan elde ediliyorsa bu iki
kelimeye denk kelimeler denir ve u ~ v’ ile gésterilir.

Not: uve v’ kelimeleri {izerinde tamimlanan ~ bagintis1 bir denklik
bagintisidir.

u ve v, G ile T gruplar tizerinde birer kelime olmak iizere, v kelimesinin

denklik smifi [4] ile gosterilir. Bu denklik siniflart iizerindeki ¢arpma iglemi

[u] [v] = [uv] (1.8)
ile tammmlanir. Tanmimlanan bu ¢arpma islemi iyi tanimhidir.

1.2.2.1 Teorem: Denklik simuflarmin kiimesi (1.8) ile tanimlanan islem

altinda, birim elemam [ 1] ve herhangi bir [u] elemanimn tersi [4”] olan bir grup olur

(bak. [10]).0

1.2.2.2 Tanmm: 1.2.2.1 Teorem ile tanimlanan gruba G ve # gruplarmin

serbest ¢carpim grubu denir ve G+ ile gosterilir.
1.2.2.1 Serbest Carpim Grubunun Sunugu

A ve B herhangi iki grup olmak {izere bu iki grubun serbest garpim
grubunun sunusu asagidaki gibi tanimlanmusgtir.

1.2.2.1.1 Teorem: A ve B gruplan sirasiyla
P, =<X;8> ve P,=<Y;T>
sunuslariyla verilsin. Bu durumda A ve B gruplarinin serbest ¢arpimi olan G = A+B
grubunun sunusu
P.=<XY;§T> 1.9)

seklinde tanimlanur ([10], [13]).0
10



1.2.3 Kanisimh Serbest Carpim Grubu

A ve B herhangi iki grup olsun. C<A alt grubu verilsin. ¢ : C — B birebir

homomorfizmasi igin A ve B gruplarmin C alt grubu ile tammladiklar karigimli
serbest ¢arpim grubu ile ayrintili bilgiler [3], [10], [13] kaynaklarinda bulunabilir.
Bu grup G=A+_B ile gosterilir ve sunusu asagidaki gibidir.

1.2.3.1 Teorem: A ve B gruplan sirasiyla
P, =<X;8> ve P =<Y;T>
sunuglariyla verilsin. C<#A alt grubunun tireteg kiimesi Z olmak iizere G = A+ B

grubunun sunugu
P,=<X,Y;S T, {027 : 22} > (1.10)

seklinde tamimlanir.[]

1.3 I-Kompleksler (Graflar)

Bu béliimle ilgili ayrintil bilgiler [3], [6], [9], [15] kaynaklarinda bulunabilir.

V ve T birbirinden ayrik iki kiime ve
ESV ,t:E5YV, T ESE
bu kiimeler arasinda, her ec € igin, W(e)=t(e”), 1(e)=1(e"), (¢')'=e ve exe’ kosullarin
saglayan ii¢ fonksiyon olsun. V, E kiimelerinden ve 1, 1, ' fonksiyonlarindan olusan
V., E, 1 ") yapisina 1-kompleks (graf) denir ve I' ile gosterilir (Genelde
gruplarla ilgili konularda I-kompleks olarak adlandirilir). Burada V (W)
kiimesine kése kiimesi, T (Z(I')) kiimesine kenar kiimesi, 1 fonksiyonuna baslangig
fonksiyonu, t fonksiyonuna bitiy fonksiyonu, ’ fonksiyonuna da ters fonksiyon
denir. Ayrica eeT igin 1(e) kdsesine e kenarinin baglangig kosesi ve t(e) kdsesine

de e kenarinin bitis kosesi denir.
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Bir graf ¢iziminde 1(e)=u ve t(e)=v olan bir e kenar1 u kosesinden baglayip, v
kdsesinde biten yonlii bir dogru pargasiyla temsil edilir. Bu e kenarinin tersi olan e’
kenar1 da, v kdsesinden baslayip, u kdgesinde biter ve ters yonde yonlendirilir. Sekil
olarak,

ile gosterilir.

1.3.1 Ornek: Asagida verilen I' grafimin koseleri ve kenarlar
V={1,2 3}, E={a,a',b,b',c,c',d d', e e’}

seklindedir.

Sekil 1.2

Buradaki grafta d kenan igin W(d)=3, 1(d)=2 dir. ¢’ kenan i¢in 1(c’)=3,
1(c")=1 oldugu goriilmektedir. ¢
T kenar kiimesindeki e, e’ kenar ¢iftlerinden sadece birinin segilmesiyle

olusturulan kiimeye I' grafinin yonlendirilmis kenar kiimesi denir ve e’ ile
gosterilir. Kenar kiimesi " olan grafa yonlendirilmis graf denir. 1.3.1 Ornekte,
e'={a, b, c, d, e } olarak verilebilir.

Bir ec T kenari i¢in 1(e)=t(e) oluyorsa bu kenara halka denir ve gekil olarak

12



v
Sekil 1.3

ile gosterilir. 1.3.1 Ormekteki a kenan bir halkadur.

Bir I grafinda, e , e e £ igin, (e )=u(e,) ve 1(e,)=1(e,) icin e =e, oluyorsa, bu
[ grafina basit graf denir. V, £ kiimelerinin her ikiside sonlu ise I' grafi da
sonludur.

e, e, .. ,e kenarlann sonlu bir dizisi olmak iizere, i =1, 2, ... ,n-1 i¢in

t(e)=ue,,) oluyorsa, e e, .. e dizisine I' grafinda bir yol denir. Bir yoldaki

kenarlarin sayisina yolun uzunlugu denir ve (o) ile gosterilir.

Sekil 1.4

e e, .. e yolunda, y(e)=t(e ) olan bir yol ise kapali yol , her 1 < i < n i¢in,
W(e) koselerinin hepsi birbirinden farkhi olan bir yol ise basit yol denir. V
kosesindeki bir v kosesine bos yol denir ve 1 ile gosterilir. Bu bos yolda kenar
olmadig: ve her veV igin, 1(1 )=y(1)=vve 1 =1""dr. 1.3.1 Ornegine bakilirsa acd
bir yol, acdb’ kapali bir yoldur.

V kiimesinin bir alt kiimesi V' ve E kiimesinin bir alt kiimesi de £’ olsun.
Herhangi bir e’ € £’ eleman igin,

ue), 1(e)eV’,

ii) (e')'eT’
sartlan saglaniyorsa, V' kose kiimesi, £’ kenar kiimesinden olusan I" grafina I’

grafinin alt grafi denir.
13



Bir I' grafi i¢indeki herhangi iki késeyi birlestiren bir yol varsa, bu I grafina
baglantih graf denir.

Bir I" grafinin igindeki herhangi bir e, e, ... e yolunu alalim. Bu yol i¢inde
ee’ olacak sekilde yan yana iki kenar yok ise bu yola indirgenmis yol denir. 1.3.1
Ornekte acd indirgenmis yol fakat ace’ed yolu indirgenmis bir yol degildir.

Baglantili olan ve iginde bos yol hari¢, indirgenmis kapali yol olmayan bir I"
grafina agagc (tree) denir. Ayrica baglantil bir I" grafinin T gibi alt grafi,

i) T bir agag,

ii) T nin koge kiimesiyle, I grafinin koge kiimesi ayni,
sartlarim sagliyorsa bu T gibi alt grafa maksimal agag denir. 1.3.1 Ornek igin Sekil
1.5 deki alt graf, bir maksimal agagctir.

2

Sekil 1.5

1.3.1 Graflar Arasindaki Doniigiimler

r'V,E,v,t, H)ve I'(V', T',1, 1, ") olarak iki graf verilsin. Koseleri
koselere, kenarlart kenarlara doniigtliren
¥Y:Ir->TI"
dontistimii,
i) ¥(Ue)) = (¥(e))
ii) ¥(t(e)) = (¥(e))
iii) W(e') =¥(e)’

kosgullarinm sagliyorsa ¥ doniistimiine graflarin bir doniisiimii denir.
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s r /X“\
. /\/V ¥(u) - W)
\6 - -

e’ Y(e)
Sekil 1.6

1.3.1.1 Ornek: Asagida Sekil 1.7 de verilen graflar i¢in ¥ doniistimii, graflar

arasinda bir doniistimdiir.

|

Sekil 1.7

Y:I'->1I"
I1—=4 25 355

ax (@), byWby), ez (' 2,ds(d—>s)0

Bir
Y:r->1I'
graflarin doniistimii icin ve V(') olmak iizere W(v)=v' ise v kdsesine v’ ilizerine
uzaniyor denir. o', I"'iginde bir yol ve y(a’')=v' olsun. ael olmak iizere, v kosesi

’

v’ lizerine uzamyor ve W(a)=0' ise o yoluna, a' yolunun v kdsesindeki ortiisii

denir.
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1.3.2 Starlar

Bir I' grafi verilsin. T grafinin veV kosesi igin, baslangi¢ kosesi v olan
kenarlarin kiimesine v kdgesinin Star kiimesi denir ve Star(v) ile gésterilir. Bu kiime
bagka bir deyisle,

Star(v) = { eeT : We)=v}
seklindedir. 1.3.1 Ornegine dikkat edilirse

Star(1)={b, c, a, a'}, Star(2) = {d"’, e, b’'}, Star(3) = {d, e’, ¢’}
olarak bulunur.

Bir veV kosesinin Star kiimesine ait olan elemanlarin sayisma v kdsesinin

derecesi denir ve d(v) ile gosterilir. Toplam kenar sayisi |E]| olan bir I" grafi i¢in

[E= D.d(v)
veV

oldugu agiktir.
Bir I' grafindaki bir v kdsesi i¢in Star(v) kiimesinin eleman sayisi 1 ise o

koseye u¢ kose denir.

1.3.3 Graflarm Yerel Doniisiimleri

Graflarin,
Y:ro>TI
seklinde bir doniistimii verilsin. Bu graflarin Star kiimeleri i¢in W d6niigiimiiniin
Star(v) — Star(¥(v))
olan W|sy kisitlanmig doniisiimiine graflarin yerel doniigiimii denir. Bir yerel

dontigtim birebir 6rten ise W doniistimii yerel birebir drtendir denir.

1.3.3.1 Ornek: Sekil 1.8 de verilen graflar i¢in
Star() = {a,a’, b, b '} ve Star(*)={a, a’,b, b’}
dir.
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Bu graflar i¢in
¥Y:I'->1'
0,1,-1,.. >*
at>a
b—b

doniisiimii yerel birebir 6rtendir. ¢
1.3.4 1.Temel Gruplar
Bu boliimle ilgili ayrintih bilgilere [4], [13] kaynaklarinda rastlanabilir.

Bir I" grafi, tek koseli ise kenarlar1 harf olarak alip, yollari da bir kelime
olarak alabiliriz. Bu I' grafindan, kenarlar ve yollar ile 1.1.1 Tammdaki, serbest
grubu elde edebiliriz. [o] seklindeki yollarin denklik siniflar T” tizerinde tanimlanan
serbest grubun elemanlaridir. T" grafi her zaman tek koseli olmayabilir. Bunun igin

asagidaki tanimlar1 verecegiz.

Yollarin Carpima:
a ve B, I' grafinda herhangi iki yol olsun. Bu iki yol i¢in t(a)=1(B) ise bu iki
yolu biz af} seklinde yan yana yazarak yeni bir yol elde etmis oluruz.

o

— N

Sekil 1.9
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Bu sekilde iki yol yan yana yazilabiliyorsa bu igleme yollarm ¢arpimi denir.
Bundan sonraki aff ¢arpimlar i¢in, T(a)=yp) kosulunu sagladigini kabul edecegiz.

Yollar Uzerindeki Islemler:

(1) =%l olmak tizere, herhangi bir yol igindeki e®e® ciftleri varsa silinir.
Bu yapilan isleme, yol {izerindeki indirgeme islemi denir.

(1) e=t1 i¢in, herhangi bir yol iizerinde e®e® seklindeki ters kenar ¢iftleri
eklenebilir. Bu isleme de yol tizerinde ekleme islemi denir.

[ iginde iki yol a ve o olsun. Eger bu yollardan biri, digerine yukaridaki (1)
ve (1) islemlerinin sonlu uygulamasiyla elde ediliyorsa bu iki yola birbirine
denktir denir ve o ~ o' ile gosterilir.

~ olarak gosterilen denklik, bir denklik bagintisidir. Herhangi bir o yolunu
bulunduran denklik sinifi [at] ile gosterilir.

1.3.4.1 Ornek: Sekil 1.10 ile verilen I grafi igin
dea’'ac’'b’'b ~ dec’'b'b ~ dec’ ~ dee’'e ¢’

oldugundan dea”ac’'b'b ve dee’'e ¢’ yollar1 denktir.

3
0 Sekil 1.10

Yollarin denklik simiflar igin agagidaki ¢arpma islemini tammlayalim.
[a] [B] =[] (1.11)
o~ o ve B ~ B olmak tizere af ~ a' B’ oldugu kolayca gosterilebilir.
Buradan da (1.11) de tanimlanan iglemin iyi taniml1 oldugu goriiliir.

Bir I grafi iginde bir v kogesi verilsin. Bu kégedeki
{[a] : (a)=t()=V} (1.12)
18



kapal1 yollarin denklik siniflarinin kiimesini alalim.

1.3.4.2 Teorem: (1.12) kiimesi, (1.11) seklinde tanimlanan igleme gore bir
gruptur.

Ispat: A= {[a] : Wa)=t(at)=v } seklindeki kiimenin (1.11) islemine gore grup
6zelliklerini sagladigimi gosterelim.

i) Kapahhk: [a], [BleA i¢in o ve B, v kosesinde iki kapali yoldur.
Dolayisiyla aff yolu da v kosesinde kapali bir yol olur ki bu bize [a] [B]leA
sonucunu verir.

ii) Birlesme: [o], [v], [B]eA i¢in,

([e] [vD (IBD = (foeyD) (IBD) = [(oy) BI = [ex (vB)] = ([a]) ([yBD = ([ex]) (I¥] [BI)
esitligi bulunur.

iii) Birim eleman: 1 ile gosterilen v kosesindeki bos yoldan elde edilen [1]

denklik smifi birim elemandir. Gergekten [a]eA igin,
[a] [Z]=[1][a]=[a]
esitligi saglanir. Ciinkiial ile I o yollar1 o yoluna denktir.
iv) Ters eleman: nelN, ecE(I'), € =t1 ve 1 <i< nolmak iizere,

£ € & —-€ —-& -&
o =¢' e,? . e," seklinde v kdgesindeki bir kapali yolun tersia’=e, " e,,” " .. ¢, !

olarak bulunur. Gergekten [ao’] = [a’a] = [1 ] dir. Sadece [o'a] =[1 ] esitligini,

a'a~ 1 olarak asagidaki sekilde gosterebiliriz.

—-& = £ -& & & = &

1,0 % 1o, 2 %
n n- n o n n- n o nog,n,,
e, "e" e Tl el e ~e, e, e, %% e ~ e, e~ 1

Béylece grup olma 6zelliklerinin hepsi saglanmis olur.0)

1.3.4.3 Tammm: 1.3.4.2 Teoremdeki gruba v kdsesindeki 1.Temel grup denir
ve I1 (T, v) ile gosterilir. Grubun birim eleman v ksesindeki bos yolun [1,] denklik
siifidir. Herhangi [a] elemanin tersi de [o'] dir.

Sekil 1.10 da goriildugu gibi buradan IT (T, 1), I1 (T, 2) ve I1(T', 3) olmak

tizere li¢ tane 1.Temel grup elde edebiliriz.
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1.3.4.4 Teorem: u ve v bir I grafinda birbirine bir yol ile bagh iseler
T, w)=I1(T, v)
dir.
Ispat: Varsayalim ki y, u ve v koselerini baglasin. o, u kdsesinde bir kapali

yol olmak iizere kabaca bu yollar su sekildedir.

Sekil 1.11

Sekilden de gériiliiyor ki y'ay , v késesinde bir kapali yoldur. o ~ o' iken
Y'ay ~ y'a'y oldugu gériiliir ki bu bize asagida tammlanan doniigtimiin iyi
tanumliliFinm verir.
¥ IL (T, w) > IL(T, v)
[a] - [y'oy]
doniigiimii bir homomorfizmadir. Gergekten
¥([a] [B]) = F([aB]) = [y opy]

Y([aDPABD = [y"ay] [y'Byl = [y oyy'By] = [y'aBy]
esitlikleri vardr.

a’, v kidsesinde bir kapali yol olmak tiizere kabaca su sekli ¢izebiliriz.

Sekil 1.12
¢: TV > I I u)
[o' ] [ya'y']
d6niisiimiiniin de homomorfizma oldugu kolayca gdsterilebilir.

a, u késesinde herhangi bir kapal: yol olmak iizere [a] eleman: i¢in,

OF([a]) = [y 'oyD = [y(y'oey)y”] = [a]
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oldugundan bu iki doniistim birbirinin tersidir. Tersi olan bu homomorfizmalar
birebir 6rten olacagindan izomorfizmadirlar. Sonug olarak,

I, uy=ILT, v)
bulunur. O

I" bir graf ve G bir grup olmak iizere
0:E>G (1.13)
e g,

dontisimii igin g =g " olarak tanimlaniyorsa, I" grafinin kenarlan, G grubunun
-1 e

e

elemanlan tarafindan temsil edilmis olur.

1.3.4.5 Ornek: Sekil 1.10 da verilen I grafi ve G = < t >, 7 mertebeli devirli

grubu igin,
9= 1 ga"= 1
9,7t g9,=t
gC=t4 gC-’=
g d=t3 g d"=t’
ge=t3 ge"=1'a

olarak I" grafinin kenarlarin1 G grubunun elemanlariyla temsil etmis oluruz.¢
a=e, e,... e birI" grafii¢inde bir yol olmak tizere (1.13) deki déniistimii

9(oc)=ge g, -9, (1.14)

1 2 n

olarak tanimlayalim. 1.3.4.5 Ornekteki abc®b” yolu igin
O(abcb =1t ()Y’ t'=8=1t

olarak bulunur.¢

1.3.4.6 Onteorem: (1.14) ile tammlanan 6 déoniisiimii i¢in o ~ o’ olmak
tizere 6(a) = 0(a’) dir.

Ispat: Ilk 6nce 6zel durum igin ispat: verip, daha sonra genellestirelim.

Ozel durum: Varsayalim ki a’yolu a yolundan ekleme islemi ile elde edilmis

olsun. O halde
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oc—e, ez elem en

olmak iizere

[ — -1
o' =eee,..eee’e ..e
seklindedir. Buradan da

%a')y=9, 49, ..9,9,9 9, -4

1 2 i e’ ei+l en
= = -1
9,9, 4,9, -4, (9 =g,)
1 2 i i+1 n e
=6())

Genel durum: o~ o denkligi
=0, Oy oo am=a'
sonlu zinciri ile elde edilmis olsun. Burada o, o den indirgeme veya ekleme
islemi ile elde edilmistir (0, 1, ... ,m). Ozel durumdan biliyoruz ki G(aj)=6(ocj+,)
idi. O halde bunu genellestirirsek,
8(0) =6(a) =6(a ) =...=6(ax ) =6(0')
bulunur.O]
G herhangi bir grup olmak iizere, (1.14) déniisiimiinden yararlanarak
: T[T, V> G (1.15)
6 ([a])=6(c)
doniigtimiinii tamimlayalim. Bu doniigiim 1.3.4.6 Onteorem ile iyi tammbidir. 6

doniigiimiiniin  (1.14) tammundan yararlanarak, 0 dontistimiiniin  bir  grup
homomorfizmast oldugu kolayca gésterilebilir. Sonug olarak, herhangi bir 1.Temel

gruptan bir G grubuna (1.15) seklinde bir homomorfizma tanimlayabiliriz.

1.3.5 1.Temel Gruplarm Ozellikleri

Bu alt béliimde 1.Temel gruplarin tirete¢ kiimesini bulup, 1.Temel grubun
serbest grup oldugunu gosterecegiz.

1.3.5.1 Onteorem: I' baglantili bir graf ve T de bu grafin maksimal agaci

olsun. o, T agac1 iginde bir kapali yol olmak tizere [a]=[ 1] dir.
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Ispat: Agac tanimunda indirgenmis kapali yol yok idi. a, kapali bir yol ise
indirgeme iglemleriyle 1,q) bos yoluna denk olacaktir. Bdylece istenilen sonug elde
edilir.00

" baglantih graf, T bu grafin maksimal agaci olsun. o , I grafinda bir kése
olmak tzere I (I',0) grubunu alalim. y , o kosesini v kdsesine T de baglayan en
kisa yol (geodesic) olsun. I' nin bir e kenari igin

t=[ 27", (1.16)
o da kapali yol olan Vi@ y"t( o dan yararlanarak t denklik simifini tammlayalim.

Buna gore,

1.3.5.2 Onteorem: Bir ec T igin t=[1 ] olur.

Ispat: ec T oldugundan t=[y, e T, o) denklik simfi igindeki y, e T, o kapali
yolu T iginde bir kapali yol olur. Aga¢ tammindan ¥, o v y - 1, olmak
zorundadir. Dolayisiyla t=[1 ] bulunur.0

1.3.5.3 Onteorem: I1 (T',0) grubu igindeki ¢ denklik smfi i¢in ¢ y =te" dir.

e

Ispat: t"=ln,e v " = e, = [v e’y ] =t olarak

ey el e !

bulunur.[]

1.3.5.4 Teorem: II (I',0) grubu, segilen bir T igin e¢ T olmak iizere t
elemanlarinin olusturdugu kiime tarafindan tiretilir.

Ispat: Bu ispati yapabilmek igin IT(I,0) grubunun herhangi bir [o]
elemaninin { ¢ : e¢ T } kiimesinin elemanlarinin ¢arpim seklinde yazilabilecegini
gostermeliyiz.

a=e, e, ... e seklinde o kdgesindeki herhangi bir kapah yol olsun. $ekil 1.13
den goriiliiyor ki v,=v =0 kosesidir. Bu yiizden y,,o , y,,” yollar1 0 kosesindeki bos

yollardir. o yoluna denk olan su kapali yol vardir:

-1 -1 -1 -1
o~y e,'Yv Yv eZYv Yv e3YV e Yy e,,'Yv
0 1 1 2 2 3 n-1 n
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Dikkat edilirse y, , v, bos yollarinin yam sira i=1, 2, ..., n igin v, vy, ¢iftleri de
0 n i i
eklenerek a ya denk olan bu yol bulunmugtur. O halde

[al=[v, v, 117 &7/ 17 vy 1. (v, ey ]
0 1 1 2 2 3 1 n

n-

olarak bulunur.

Sekil 1.13

O

1.3.5.5 Teorem: Herhangi bir IT (I",0) 1.Temel grubu, serbest gruptur.

Ispat: Verilen I i¢inde T bir maksimal agag ve F, {x,: ec e', ez T} harflerin
kiimesi tarafindan tiretilen serbest grup olsun. Biz

¢: F—I1,T0)
o(Ex D=,

(ece', e¢ T) doniisiimiiniin izomorfizma oldugunu gosterirsek ispati bitirmis oluruz.
1.1.2 Teoremden, ¢ dontisiimiiniin bir homomorfizma oldugunu goriilmektedir. Bu ¢
doniglimiiniin  tersi olacak gekilde IT(T,0) — F olacak sekilde bir grup
homomorfizmast bulursak ¢ doniigiimiiniin izomorfizma oldugunu gostermis oluruz.
Simdi I' grafinin Kkenarlarini segilen T agac1 yardimiyla F serbest grubunun

elemanlariyla su sekilde isaretleyelim:
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ecTiseer> 1
ece’ veeg Tise e [x ]
e'ee' veeg Tise er> [x ]
olsun. (1.14) de tanimlanan 6 déniiglimiinden yararlanarak
6 (0> F
8 ([o)=6(c0)
déniisiimiinii tammlayalim. Bu doniigtimiin grup homomorfizmas: oldugu (1.14)
deki, 6 tammindan agiktir. Ayrica 6 , ¢ dontiglimiiniin tersidir. Gergekten
96 (1) = (8 (e ')
=0(0(11,2 V<))
= o([x,])
=t
bulunur. Béylece IT(T,0) grubunun iirete¢ kiimesinin elemanlar1 olan t, lerden
yararlanarak ¢é bileske doniistimiiniin, IT(T,0) mn birim doniisimi oldufunu
gOstermis olduk. Ayn sekilde,
0 o(1x,) = 6 (1)
=0([1, eV, D
=[x]
bulunur. Buradan da 6 ¢ doniiglimiiniin F grubunun birim déniisiimi oldugunu
gOstermis olduk. Tiim bu sonuglardan ¢ ve ) d6niistimlerinin birbirlerinin ters
déniistimii oldugu gortiliir. O halde
IITo)=f

dir. Yani herhangi bir 1.Temel grup, serbest gruptur.(]

1.3.5.6 Onteorem: Bir T agacindaki bir u¢ kdse v olsun. Star(v) kiimesine
ait olan tek e kenar i¢in T-{v, e, ¢} grafi da bir agagtir.

Ispat: T bir agag¢ oldugundan baglantili graf ve indirgenmis kapali yolu
yoktur. Sekil 1.14 deki T agac1 ve v, ug kosesi igin, goriiliiyor ki t(e)=u kosesidir. T
agaci baglantili oldugundan u késesinin bagli oldugu v den farkl bir w kosesi vardir.
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T'=T-{v, e, ¢'} grafinda u kogesi w kdgesine bagh olacagindan ve indirgenmis

kapal1 yol bulunmayacagindan T'agag kosullarini saglar.

T:

w
u
v
Sekil 1.14
a
1.3.5.7 Onteorem: m koseye sahip bir T agaci, tersleriyle birlikte 2(m-1)
kenara sahiptir.

Ispat: Bu ispat1 tiimevarim y6ntemi ile verelim.
m=1 ise aga¢ tammundan T,
7-2 [ ]
Sekil 1.15

seklinde olacaktir. Buradan da 2(1-1)=0 esitligi gergeklenir.

Varsayalim ki m-1 késeli bir T'agac1 2(m-1-1)=2(m-2) kenara sahip olsun.
Bu T'agacina bir kose daha eklenirse T seklinde m kééeye sahip olur. Eklenen kose
u¢ kése olmak zorundadir. Varsayalim ki yle olmasin. O halde Sekil 1.16 daki
sekil ortaya ¢ikar.

Sekil 1.16
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v u¢ nokta olmadigindan Star(v) nin eleman sayisi en az 2 olur. y, T’
agacinda 1(e) kosesini t(f) kosesine birlestiren en kisa yol olmak iizere eyf
indirgenmis kapal1 yol olur ki bu aga¢ tamimina aykiridir. O halde v kdsesi, bir ug
koésedir. Yani Star(v)={e} seklinde bir elemana sahiptir. O haldeT"' agacina e ile e’

kenarlar1 eklenmis olur. Varsayimumizdan da T afacimn  kenar sayisi

2(m-2)+2=2(m-1) olarak bulunur.C]

1.3.5.8 Teorem: Bir I" grafi m kdse ve tersleriyle birlikte 2n kenara sahip
olmak tizere bu graftaki herhangi bir o kogesi i¢in, IT (I',0) 1.Temel grubunun ranki
n-m+1 dir.
Ispat: ' grafimn bir maksimal T agacim segelim. 1.3.5.4 Teoremden,
I (T',0) serbest grubu
A={t :e¢T} (ece’)
kiimesi tarafindan tretilir. 1.3.4.4 Teorem ile herhangi bir kdse i¢in I (I',0) 1.Temel
grubunu alabiliriz. 1.3.5.7 Onteoremden, segilen T agaci tersleriyle birlikte 2(m-1)
kenara sahiptir. O halde T agacinda olmayan kenar sayist,
2n-2(m-1y=2n-2m+2
bulunur. Sonug olarak A, iirete¢ kiimesinin eleman sayisi, yani IT (T',0) 1.Temel

grubunun ranki
n-m+1

olarak bulunur.[]

1.4 2-Kompleksler

Bu boliimle ilgili detayl: bilgilere [6], [13] kaynaklarinda rastlanabilir.

I" bir graf ve p, (AeA), bu graf igindeki bazi kapal1 yollarin kiimesi olsun.
K=<TI;pr(AeA) > 1.17)
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seklinde tanimlanan ¢ifte 2-kompleks denir. Buradaki p; kiimesi, bagint1 yollar1
kiimesi olarak adlandirilir, A kiimesi de baginti yollarinin sayisidir. K, i¢indeki I'
grafi baglantili ise, (1.17) deki 2-kompleks baglantihdir denir.

1.4.1 Ornek:

a

K=< m ; (ab"y?, &, a'bdc’ bd? >

Verilen K, 2-kompleksi baglantilidir ve bagint1 yollarinin kiimesinin eleman

sayis1 3 tiir.

Yollar Uzerindeki Islemler:

(I) e=%1 olmak tizere, herhangi bir yol i¢indeki e®e® ciftleri varsa silinir.
Bu yapilan isleme, K 2-kompleksinde yol lizerindeki indirgeme islemi denir.

(D' e=t1 i¢in, herhangi bir yol iizerinde e e ¢ geklindeki ters kenar ciftleri
eklenebilir. Bu isleme de K 2-kompleksinde yol iizerinde ekleme islemi denir.

(Il) £=%1 igin, herhangi bir o yolu, pep,® (AeA) seklinde bir alt yol
igeriyorsa bu yol silinir. Bu isleme K 2-kompleksinde bagnti yolunu silme islemi
denir.

! e=+1 igin, herhangi bir a yoluna, pep;® (AeA) seklindeki bir alt yolu
ekleyebiliriz (burada eklenecek kismin bitis kosesi 6nemlidir). Bu isleme de K
2-kompleksindeki bagnt1 yolu ekleme islemi denir.

K iginde iki yol demek, aslinda I' i¢inde iki yol demektir. o ve o' I' grafi
icinde iki yol olsun.

=, o, ..., 0 =0
sonlu bir zincir ile o’ yolu o yolundan yukaridaki islemlerle elde ediliyorsa iki yola
K iginde birbirine denktir denir ve o ~. @' ile gosterilir.
~, olarak gosterilen denklik, bir denklik bagintisidir. Herhangi bir o yolunu

iceren denklik simfi [a], ile gosterilir. Bu denklik simflarindan yararlanarak, denklik
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smiflarimin ¢arpma islemini tammlayalim. Burada tamimlanan iglemin iyi tanumh
oldugu kolayca goriilebilir.
[a], [B, = [aB], (1.18)

Bir K 2-kompleksi i¢inde bir v késesi verilsin. Bu kdésedeki
{la], : Wa)y=r(a)=v } (1.19)

kapal1 yollarin denklik siniflarinin kiimesini alalim. Buna gére,

1.4.2 Teorem: (1.19) ile verilen kiime (1.18) deki isleme gore bir gruptur.
Grubun birim elemam v kosesindeki bos yolun [1 ], denklik simfidir. Herhangi [o]

K

elemanin tersi de [a'], dir. Bu grup IT (K, v) ile gésterilir.
1.4.1 2-Komplekslerin Doniisiimleri

K=<T';pn(heA) >ve K'=<T"; p}, (A € A") > seklinde iki 2-kompleks

verilsin.
¢: K-> K 1.20)

dontgtiminiin  2-komplekslerin bir d6niiglimii olmas1 igin, asagidaki iki sarti
saglamalidir.

)¢ :I" > I'" graflarin bir d6niigiimi,

if) K igindeki her baginti yolunun, bu doniigiim altindaki gorintiisi, K’
2-kompleksinin baginti yollar1 kiimesine ait olmalidir. Diger bir deyisle XK', bagint:
yollar1 kiimesinin elemanlarinin 6rtiileri, K nmin bagint1 yollar1 kiimesine ait olmalidir.

(1.20) ile verilen 2-komplekslerin doniigiimiinde, ¢ : ' — I graflarn
doniisiimii yerel birebir orten ise (1.20) deki doniigiime de 2-komplekslerin yerel

birebir 6rten doniisiimii denir.

1.4.2 Bir K 2-kompleksi Tarafindan Tanimlanan Gruplarin Ozellikleri

(1.17) de verilen 2-kompleks ve G herhangi bir grup olmak tizere, K nin

kenarlarim (I" min kenarlar) igin,
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0:ET>@G 1.21)
e>g,

doniigiimiinii tanimlayalim. Bu doniistim g 7 =ge" ile bagint1 yollar1 kiimesinin her
e

p seklindeki elemam i¢in, 0(p)=1  sartlarim sagliyorsa K 2-kompleksini kenarlar1, G
grubunun elemanlar tarafindan temsil edilmis olur.
a=e e, ... e yolu, K 2-kompleksi i¢inde olmak {izere
0(a)= g, 9, -4, (1.22)
1 2 n
d6niisiimiinii tanimlayalim. Bu déniiglimiin iyi tanimli oldugu agiktir.
G herhangi bir grup olmak iizere, (1.22) doniigiimiinden yararlanarak

0:II(K,v—> G (1.23)
8 ([ )=0(c)
doniligtimiinti tamimlayalim. Bu doniisiim 6 donilisimii ile tanimlandigindan iyi

tammlidir.  Ayrica (1.22) doniiglimiiniin tanimindan 9 doniigiimiiniin bir grup

homomorfizmasi oldugu kolayca gosterilebilir. Yani,

[a],, [BLeTL(K,v) igin B([opl)=0 ([l ) (IB],)
dir.
(1.17) ile verilen 2-kompleksi baglantili ve T buradaki I" grafinin maksimal

agaci olsun. o, I' grafinda bir kose olmak tizere IT (K,0) grubunu alalm. vy , o
kosesini v kosesine T de baglayan en kisa yol (geodesic) olsun. K nin bir e kenan
i¢in

t=[1,e e, )] (1.24)

o da kapal1 yol olan, v, e Y « dan yararlanarak t denklik stmfini tammlayalim.

1.4.2.1 Teorem: Herhangi bir baglantili IT (K,0) grubu, e¢ T olmak tizere

(1.24) seklinde tamimlanan denklik siniflarinin kiimesi tarafindan tretilir.

Ispat: 1.3.5.4 Teoremin ispatina benzer olarak kolayca goriiliir.0
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(1.17) seklinde verilen baglantih bir 2-kompleks alalim. T, buradaki I"

grafinin maksimal agaci olmak tizere

P

K, T,

+=<x (ece’,eeT); R, (peh)> (1.25)
seklinde bir grup sunusu tanimlayalim. Buradaki R, baginti kiimesinin elemanlar1 su
sekilde olugturulur. € =+1 ve 1 << nolmak iizere, K 2-kompleksindeki

81 82 &
=e'e< ..,e"
P 1 2 n

8' g' . 8- - . .
bagint1 yolu i¢in, e ' <> xe’ eslemesi ile xe’ seklindeki harflerden, kelimeler elde
I
i i

edilir. K 2-kompleksinin bu bagint1 yolundaki, ef” seklindeki baz1 kenarlar segilen

&
T agacinda ise bunlarla eslesen xe’ harfleri silinerek olusturulan kelimeler, ’RP

[}

bagint: kiimesinin elemanlarin olustururlar.Oregin,

e
b
K=< d ;abé’d’, dc'dba’ >
a
T. "
a
Sekil 1.17

2-kompleksi igin T agaci yukaridaki gibi segilirse,
= R S -1
PK,T,e+ SXLXLX XXX XX,

olarak bulunur.

1.4.2.2 Teorem: Baglantili bir K 2Z-kompleksinden elde edilen IT (K,0)

grubu ve (1.25) seklinde tanimlanan sunus, G(PK’ +. ;) grubunu temsil ediyorsa

Hl(K’O) = G(Pk, T, &)
dir.
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Ispat: Biz grup sunuslarindan biliyoruz ki (1.25) deki sunus igin, F
{x; (ece’, e¢T )} harfler kiimesi tarafindan tretilen, N ise {[R)] : peA }
kiimesinin normal kapanig1 olmak tizere G(P, . +) = F/Nidi. G(P, , +) grubunun
[x ]N elemamm X, ile temsil edelim. t elemanlan (1.24) deki tammina gore,
1.4.2.1 Teoremden, IT (K,0) grubunun iirete¢ kiimesiydi. Ttim bunlara gore,
¢:{x :ece’,eeT} >II(Ko0)

déniiglimiinti her peA i¢in, o(x)=t ve @(R)=[1] olacak sekilde tanumlayalim.
1.2.2 Teoremden,

¢: 6P, . »>I(K o)

X, t

seklinde bir homomorfizma vardir.

ecTisee> 1

ece ve eg Tise e X,

e'ce’ veeg Tise et X, !
olarak K 2-kompleksinin kenarlarim isaretleyelim. Bu sgekilde (1.22) den
yararlanarak

0: K v) > GP, L)

6 ([l J=0(e)

doniislimiinii alalim. 6 nm bir homomorfizma oldugunu biliyoruz.

(1.23) deki doéniisiimden,
6:I1(K.0) > G(P, .. »)
6 ([o],)=6(c)
olacak sekilde grup homomorfizmasi tanimlayabiliriz. 0, ¢ doniigiimiintin tersidir.

Gergekten,
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Ayrica,
(8 ()= (ner’,D
= 001,27,
= §(%,)
=t

e

bulunur. Buradan da sonug olarak,
H,(KO) E G(PK, T, e+)

yazabiliriz.(]

1.4.2.3 Sonug: (1.17) ile verilen K 2-kompleksindeki I" grafi tek kogeli ise
IT(K,0) grubunun 1.4.2.2 Teoremdeki, izomorf oldugu grubun sunusunda, treteg

kiimesi K nin kenarlar1 ve bu sunugun bagint1 kiimesinin elemanlarim, K mn baginti
yollarinin kiimesi olarak alabiliriz.
Ispat: T grafi tek koseli ise buradan segilecek olan T agaca Sekil 1.15 deki

gibi sadece bir késeye sahiptir. Buradan da agik¢a goriiliiyor ki T agacinda higbir
kenar olmadigindan PK’ ;, o+ sunusunu olusturur iken K 2-kompleksindeki hi¢bir

kenar silemeyiz. Bu sekilde ispat tamamlanmis olur.[]
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2. 2-.KOMPLEKSLERIN BAZI UYGULAMALARI

Bu boliimde tammlanan bazi materyaller ve sonuglar standart olup, [6] da
bulunabilir. Bununla birlikte 2.1.5, 2.1.6, 2.1.7, 2.1.8, 2.3.15 Sonuglar: ile 2.3.8,
2.3.10 ve 2.3.12 Teoremleri su ana kadar herhangi bir kaynakta bulunamamusgtir.

2.1 Star Kompleksler

Bir
K=<TI;pr(AeA)> 2.1
seklinde 2-kompleks verilsin. p; elemanlarindan olusan bagmti yollar1 kiimesinin
devirli déngiilerinden olusan R(K) kiimesini alalim. (y"ep, (neZ-{0}) seklinde
bagint1 yollar1 var ise, bu durumda 2-kompleksin baz1 uygulamalarinda vy, y2,..., Y,
y" lerin birbirinden farkli devirli dongiileri alimir). Verilen K 2-kompleksinden

yararlanilarak,

Koseler : E(K) kenarlar kiimesi,

Kenarlar : R(K) kiimesinin elemanlari,
kiimelerinden olusan grafa Star kompleks denir ve K* ile gosterilir. Burada y, K*
nin bir kenar1 ise bu kenarin tersi y'e R(K) olan K 2-kompleksindeki y kapali
yolunun tersidir. K** de bir kenar olan y nin baglangig kosesi 1*(y), bitis kdsesi t%(y)
ile gosterilir ve 1(y); K daki y yolunun baglangi¢ kenan, t(y) ise; K daki y kapal
yolunun son kenarimn tersi olarak tamimlanir. Ornegin X da R(K) nin bir elemant
olarak abc’ab geklindeki kapalt bir yol olsun. Burada abc’ab, K* de bir kenardir ve
de 1'(y)=a, t(y)=b' dir. K** nin tanimli olabilmesi ig¢in R(K) min elemanlarinin
terslerinin kendisine egit olmamasi gerekir. Ciinkii y=y’olur ise, K* kompleksi
1-kompleks (graf) olamaz. Omegin R(K) nin aba’ seklinde bir elemam var ise K

kompleksini tanimlayamayiz.
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Bir y=e,e,...e e R(K), K nin bir kenar1 ise agik¢a goriiliir ki 1"(y”")=t"(y)=e,’
ve 1(y)=t"(y")=e, dir. Ayrica y#y’ olarak K**yi tammladigimzdan, K 1-kompleks
sartlarini saglamaktadir.

2.1.1 Ornek: Bir K 2-kompleksi,

a

K=< W s (ab")?, &, a'bdc’ bd* >

P

Cc

olmak iizere, K* kompleksinin kdse ve kenar kiimeleri sirastyla
VIKN={a,a',bb',c,c',d d"},
EKN={ ab’, b'a, ab'ab’, b'ab’a, d, &, &, a'bdc'bd®, bdc'bd a’,
dc'bd?a’b, c'bda’bd, bda’'bdc’, da’'bdc’b, da'bdc’'bd }

dir. Buna gore K** nin geometrik ifadesi agagidaki gibidir.

Kst :

3

Sekil 2.1

2.1.2 Ornek: Asagida verilen
K=< % s a'bPab?>
2-kompleksinden elde edilen, K** kompleksinin kise ve kenar kiimeleri
V(KY={a,a',b b},
E(KH={ a’b’ab®, b’ab>a’, bab3a’'b, ab>a’'V?, b>a’'b’a, b’a’b’ab’, b'a’'b’ab?}
seklinde olugturulur. O halde K* nin grafigi agsagidaki sekildedir.
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K

2.1.3 Ornek: Verilen

K=< s abca'b'c’>
d
2-kompleksinden , K** kompleksinin kése ve kenar kiimeleri
VIKNY={a,a',b,b',c,c',d d'},

EHKY={ abca'b'c’, beca'b'c'a, ca'b’'c'ab, a'b'c’abc, b'c'abca’, c'abca'b’}

olarak bulunur. Bu durumda K* kompleksinin geometrik yorumu agagidaki gibidir.

C—I

N
Ny

2.1.4 Ornek:

K=< b ; abcbla’ >
C

ile verilen 2-kompleksi igin, K* kompleksinin kdse ve kenar kiimeleri
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VKN={a,a',b, b, c,c'},
EHKN={ abdb?a’, b?b’a’ a, b’a’ ab, cb’a’ abe, b’a’ abc, ba' abc’b, a’abcb? }

olmak iizere, K* kompleksi

Kt b a’

sekliyle ifade edilir.¢

Herhangi e® e E(K) (e=*1) kenarim1 alalim. Bu durumda K* nin bir ksesi
olan bu kenar i¢in asagidaki soru diigtiniilebilir.

Soru: Acaba bu e®eW(K*) kosesine hangi f8 eE(K) (e=t1) kosesi

baglidir?
Bu soruya asagidaki sekilde cevaplar bulunabilir:

2.1.5 Sonug: e®veya e®, py (AeA) bagmti yollar1 kiimesinin hicbir
elemaninda yer almiyorsa, K* de bu e®kosesine higbir kenar bagli olamaz.

Dolayisiyla K* 1-kompleksinde sadece

oea

seklinde, hicbir kenar bagl olmayan, bir kése olacaktir. 2.1.3 Ornekteki
d, d’ e V(K*) koselerini drnek olarak gosterebiliriz.

2.1.6 Sonug: e®veya e™® kenarlarindan en az biri py (AeA) bagint1 yollar

kiimesinin bir elemammnda yer aliyorsa, K** nin e®kosesine mutlaka bir kenar bagh

olacaktir ve bagli olan bu kenar, e®ile K da aym Star kiimesine ait olacaktir.
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Ispat: Varsayalim ki e®, p) kiimesinin bir elemaninda yer alsin. O halde y, K
da bir yol olmak tizere esyfg' e E(K*) (e,€ =t1) seklinde bir kenar vardir. Oyleyse
e®kosesi bu kenarin baglangic kosesidir. Yani 1"(eayf8’ Y=e® dir. Diger taraftan u, K
da bir kése olmak iizere, y(e®)=u olsun. Burada esyfsl kenart K da kapah bir
yoldur, yani 1(e® )=1:(fe' Y=uolur. Aynica K I-kompleks oldugundan,

We)UF® )=
bulunur. Yani e®ve f e , Star(u) kiimesinin elemanlaridir. X* nin tammindan
esyfe’ e E(K*) kenarmnin baglangig kdsesi e® ve bitig kosesi f . dir. Buradan ¢ikan
sonug; e®kosesine K da aym Star kiimesine ait d bagl olur.

Varsayalim ki e™®, p) mn bir elemaninda yer alsin. O halde B, K da bir yol

olmak iizere g% Be® eE(K™) (g, € =+1) seklinde bir kenar vardir. Bu kenarin, Star

¥

kompleks tammina gore, K** de bitiy késesi e®dir. Yani (g Be®)=e®olur.
Bununla beraber g* Be™®, K da bir kapali yol oldugundan, 1(g% )=t(e’®) ve de

1-kompleksin tamimindan

ye® )=l(ge" y=u

olur. Buradan K* de e® kogesi, buna bagl olan g% kosesi ile , K da aym Star
kiimesinde yer alir.

Bir bagint1 yolunda, e®ve e"® kenarlan birlikte bulunsun. Ayrica bu kenarlar,

ait olduklar1 bagint1 yolunda ardi ardina gelmesin. Bu durumda v, ve y,, K da birer
yol olmak iizere, e ey, , e® ey, olmak sartiyla esy,fe' , gen v, e seklinde K** nin
iki kenar1 vardir. Yukaridaki sonuglardan ¢ikarilabilecegi tizere, e®na bagl olan
f e ve gan koseleri ayn1 Star kiimesinin elemanlaridir. Diger bir durum y, K da bir

yol olmak iizere bir baginti yolunda e ® ve e®kenarlar1 ard1 ardina geliyorsa, e®vye
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seklinde K* nin bir kenar: olacaktir. Bu e®ye™ kenarnin baglangig ve bitis kogesi

e® dir ve asagidaki sekil ile gosterilebilir.

efye®

eS

Sekil 2.5

Her e® eE(K) icin, e®veya e®dan biri bagnt1 yollarinda yer aliyorsa, e®
kosesine bir kenar bagh olacaktir. Ozel olarak e®ye™® seklinde bir kenar yok ise, e®

kosesine, e® kosesinden farkli h® kosesi baghdir ve e® ile h® , K da aym Star

kiimesinin elemanlaridir. O halde;

2.1.7 Senug: K nin farkli u, ve u, kogeleri igin, e® eStar(u), he eStar(u,)
kenarlar1 K* de késedirler ve bunlar bir kenar ile birbirine baglanamaz. Daha genel
olarak, m>2 koseli K kompleksi i¢in m tane farkli Star kiimesi vardir ve bu Star
kiimelerinin elemanlari, K** de farkli birer késedir ve de bu kdseler bir kenar ile

birbirine baglanamaz.

2.1.7 Sonucuna bagli olarak;

2.1.8 Sonug: m>2 koseli K kompleksi i¢in, K* birbirinden ayrik en az m tane
1-kompleksten olugur. O
Bir K** kompleksinin e ve e’ kdselerine bagh kenar sayisi esit olsun. Bu

durumda, Star(e) ve Star(e’) kiimeleri arasinda su sekilde birebir, 6rten doniiglim

vardir:
y: Star(e) — Star(e”)

eo b e'a’
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olmak lizere, bir yeStar(e) i¢in o, K de bir yol iken y=ea seklinde ifade edilebilir.
Buradan e’o’ eStar(e”) bulunur. Benzer olarak, herhangi bir ye Star(e”) igin, y=¢'B
seklinde yazilabilir. Buradan da ef”e Star(e) elde edilir. Dolayisiyla tanimlanan y
donligimil 6rtendir. Aynica e'a”’, e'a,’e Star(e’) icin, e'a, '=e’a,’ alalm.

Buradan o, "=a.," ve a =a., elde ederiz. Bu da y déniisiimiiniin birebirligini gdsterir.

2.2 Star Graflar

K** kompleksinde,

ya v(y1)=1%(v2) ve T(y1)=T(y2) veya vi(y1)=1"(v2) ve v (v2)=t"(11) 2.2)

kosullarim1 saglayan kenarlar1 tek bir kenarla temsil ederek olusturulan grafa Star
graf denir ve I'(K*) ile g6sterilir. 2.1 Boliimde verilen 6meklerdeki K
komplekslerinin Star graflar1 agagidaki sekildedir.

2.1.1 Ornekten elde edilen Star graf, K kompleksinden (2.2) deki kosullar

saglayan kenarlari, bir kenar ile temsil ederek elde edilmistir ve sekli asagidaki

gibidir.
r(K):
a b b—l a-l
¢ d d’ ¢’
Sekil 2.6
0

2.1.2 Ornekten elde edilen Star graf, K kompleksinde, (2.2) de belirtilen
ozellikteki {i¢ kenar, bir kenar ile temsil edilir ve grafigi asagidaki gibidir.
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rC(K*):

b-l
Sekil 2.7

2.1.3 Ornekten elde ettigimiz Star grafi ¢izerken, K** kompleksinden higbir

kenar1 silmeyiz. Ciinkii (2.2) de belirtilen 6zellikleri saglayan kenarlar yoktur.
Dolayisiyla 2.1.3.0mek ile aym olur. Diger bir deyisle,

r ( K*): c c!
| A / a-, /\h d. d:’
Sekil 2.8
seklindedir.¢

2.1.4 Omekten elde edilen Star graf, K** kompleksinden yine higbir kenar

silinmeyerek elde edilmigtir ve

T (K*):

a
C—l

Sekil 2.9
olarak bulunur.0
Dikkat edildigi iizere, K* den I'(K*) ye gegerken, (2.2) kosullarimi saglayan

kenarlar silinir ve bunlar1 temsil eden bir kenar ¢izilir. Bununla, kenarlar ve bunlarin
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yonleri de silineceginden bazi bilgiler kaybolur. Bu gegiste degismeyen ise, I'(K*)
1-kompleksinin

e——f
seklindeki bir kenarinda, K nmin baz1 badint1 yollar1 iginde f ' den once e nin

gelmesidir.

2.3 Star Komplekslerin Genislemesi

(2.1) seklinde bir K 2-kompleks verilsin. Bu K dan elde edilen K*

kompleksinden yararlanarak,

Kogeler : E(K) kenarlar kiimesi ve
Kenarlar: (A, €, v) (Ae A, e=%1, y bagint1 yollar1 ve terslerinin, devirli
dongiisii)
olarak tanimlanan grafa, K kompleksinin genislemesi denir ve K*" ile gosterilir.
Burada (A, €, 7), K’ nin kenar1 ve y=e.e,...e olmak iizere, 3T, €, ) fonksiyonu y
nin ilk kenarini, (A, €, ) fonksiyonu y nin son kenarinn tersini tammlar ve
(A &,7)"= (Mg, ) 23)
esitligi saglanir. Bunlara bagl olarak,
a) (A, -€,7")=e " ve T(A, €, 7) = ¢’ olup, 1*'(A, €, 1) =1V(A, &, ) dir.
b) (A, &, 7)=e ve T(A, -€,7") = ¢, olup, 17(X, &, v) = T(A, €, v)” dir.
Ayrica bu (A, €, y) kenar igin,

5,7 = &) "= 8 7)
esitlikleri de saglanir. Bu son esitliklerden ve (2.3) dende, (A, €, v)" # (A, €, 7) oldugu
goriiliir. Ciinkii bu Kkenarlarin 2. koordinatlar1 farklidir. Bu sonuglardan K*7,
1-komplekstir ve K kompleksinin bir geniglemesidir. K* nin tanimli olabilmesi igin
e R(K) i¢in y#y" olmas: gerektigini belirtmigtik. Dolayisiyla K* her zaman taniml
olmayabilir fakat K" her zaman tamimlidur.
(2.1) ile verilen bir K 2-kompleksi, I' grafi tek koseli ise I' min kenarlari

grubun iireteg kiimesi olmak iizere, grup sunusu olarak alinabilir. Ornegin

42



a b
K=< CNFD savar’>

2-kompleksi, 1.2 Boltimdeki grup sunuglarindaki gibi, P = < a, b; a'b?ab>> sunusu
olarak verilebilir. Asagida P sunusu ile verilen 6rnekler aslinda tek kdgeli birer dzel
2-komplekstirler ve bunlari yukarida belirttigimiz gibi bir grup sunusu olarak

gosterebiliriz.

2.3.1 Ornek: P =< a, b, ¢ ; abcc'b'a’ > ile verilen2-kompleksi i¢in, P*

kompleksi ve bunun geniglemesi olan 7 yi bulalim. Burada

Sekil 2.10

dir. Bununla birlikte $** tamimlanamaz. Ciinkii (abcc'b’a’)y'=abcc'b'a’ dir ve bu da

Star kompleksin tanimina aykiridir.¢

232 Ornek: P =< a, b ; ab, ab > bir 2-kompleks olmak iizere, P

kompleksini ve bunun geniglemesi olan £*7 yi bulalim. Burada
P57
Sekil 2.11

dir. Bununla birlikte P* de agagidaki sekildedir.
P

A 4
Ql

a > b’ b
Sekil 2.12
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Eger K* tammml ise, asagidaki sekilde graflarin (1-komplekslerin) bir
dontisiimii vardar.
n: K= K*
koseler arasinda birim déniigiim ve kenarlar arasinda da K" nin (A, €, y) kenarini, K*
nin y kenarna gétiiren bir déniistim tanimlanir ise, bu 1 déniigiimiiniin 6rten oldugu
agtktir. Dolayisiyla n nin bijective (birebir ve 6rten) olmasi igin kenarlar arasindaki

dontiglimiin birebir olmas1 yeterlidir. Ciinkii kogeler arasindaki birim déniigim

birebirdir.

2.3.3 Tanmm: (2.1) deki gibi bir K 2-kompleksi i¢in, K** tamimh ve

n: K= K* doniigiimii birebir, 6rten ise K ya ince 2-kompleks denir.

2.3.4 Teorem: Asagidaki ifadeler birbirine denktir.

(1) K bir ince 2-komplekstir.

(2) K 2-kompleksi agagidaki iki durumu saglar:

(@) A, pe A igin, A#p ise py ; pa° (e=t1) nin devirli déngiilerinden biri
degildir,
(ii) R(K) nin elemanlar olan p;, lar aa’ seklinde degildir.

Ispat: (1=2) Varsayahm ki K ince 2-kompleks olsun. A ve p, A nm
birbirinden farkli elemanlar1 ve y da p,® (e=t1) mn bir devirli déngiisii olsun. Biz
y£p. oldugunu gosterecegiz. (u, 1, py) ve (A, €, ¥), K nin iki kenandir ve 1.
koordinatlar1 farkli oldugundan birbirlerine esit degillerdir. K ince 2-kompleks
oldugundan, tanimlanan n doniisiimii birebir ve ortendir, dolayisiyla (u, 1, p,) ve
(A, €, v) nin goriintiileri olan y ve p, de birbirinden farkl1 olacaktir. Yani y=p, dir.
Ayrica, yine K ince 2-kompleks oldugundan, K** tanimlidir ve tersi kendisine esit
olan p, elemam yoktur. Dolayisiyla p, lar aa”’ seklinde degildir.

(2=1) Varsayalim ki (i) ve (ii) kosullar saglansin. (ii) den R(K) mn hi¢bir

elemaninin tersi kendisine esit degildir. Boylece K* tanimlidir. Ayrica (A, €, ) ve

A e, y'), K’ nin birbirinden farkli iki kenar1 olsun. Amacimiz n déniisiimii altinda
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bu kenarlarin gériintiilerinin birbirinden farkli oldugunu géstermektir. 7y, p.° nmn

devirli bir dongiisii ve y de px® mn bir devirli dongiisii olsun.

A#A icin (ii) den y;ty' oldugunu biliyoruz. Buradan (A, €, y) # (7\.', £, y') icin
y#y' dir.

Varsayalim ki A=\ olsun. Eger e=¢ ise yzy dir. Cimkii (A, €, y) ve
(7»', s', y'), K*" nin birbirinden farkli elemanlar1 oldugundan, 3. koordinatlar olan y

ve y' birbirinden farkli olmalidir.

Son olarak A=A ve e=-¢ olsun. Eger y=y' ise, p) nin bir devirli dongilisii de
py”’ dir. Bunun olabilmesi igin p, mn bazi devirli déngiilerinin aio”’ seklinde olmast
gerekir. Buda (ii) ile geligir.

Biitiin bu sonuglardan (A, €, v) # (A, € , ) i¢in, bunlarin n: K- K=
doniisiimii altindaki gorintillerini y#y olarak buluruz. Yani v doniisimi birebir,

ortendir ve K ince 2-komplekstir.[]

2.3.5 Ornek: Bir P=<a, b, ¢ ; abcc'b'a’ > sunusunu alalim. Burada
abcc'b'a’ bagint yolu (abc)(abc)’ olarak yazilabilir. O halde 2.3.4 Teoremden, oo’
seklinde bir bagint1 yolu bulundugundan, P sunusu ince 2-kompleks degildir.

Bu sunus,

P=<a,b,c;abcc’'b’a>
seklinde olsayd1 bir ince 2-kompleks olurdu.o

2.3.6 Ornek: Bir P = < a, b ; ab, ba > 2-kompleksi verilsin. Bu sunusta
pa=ab ve p,~ba dir. Burada p,° (e=%1) nin devirli bir dongiisii olan ba, p, ye esittir.
Dolayisiyla 2.3.4 Teoremden, verilen P ince 2-kompleks olamaz.

Bu ornekte bagmnti yollar1 kiimesi, py=ab ve p,=ba’ elemanlarindan

olugsaydi, 2.3.4 Teoremden, P ince 2-kompleks tanimini saglardi. ¢
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2.3.7 Ornek: Bir P=<a, b ; a'b*ab®> seklindeki sunug i¢in, tek bir bagint1
yolu oldugundan, A#p igin p,° (e=%1) niin bir devirli donglisii p,, ye esit olamaz.
Ayrica oo’ geklinde baginti yolu da yoktur. O halde bu 2-kompleks incedir.

Bu 6rnekte baginti yolu a”' b?b2a seklinde verilseydi, bu yol oo’ olarak

yazilabileceginden, yine 2.3.4 Teoremden, P sunusu ince 2-kompleks olmazdi.o

23.8 Teorem: (2.1) seklinde K 2-kompleksi verilsin. Burada K
1-kompleksi tamimli ve bir e E(K) (e=%1) i¢in, € ile ¢® bu pp (AeA) bagnti
yollarinda sadece bir kez e°ye”® geklinde yer aliyorsa, K* nin e° kdsesindeki Birinci
Temel grubu, (Z, +) ile izomorftur. Diger bir deyisle

(K, &)= (Z,+)
dir.

Ispat:

K.

ee

Sekil 2.13

olmak iizere, K,* diger kose ve kenarlardan olusan, varsayim geregi de K, *ye bir yol
ile bagh olmayan 1-komplekstir. O halde K nin Star kompleksi birbirinden ayrik K *
ile K * nin birlesiminden olusur. Yani K*= K *u K, dir. Hipotezimizden e ile e®
sadece e"ye® kapali yolunda bir kez yer aldifindan, €® kdsesine bagh e*ye® ve
(e°ye®)’ kenarlan hari¢ bagka bir kenar yoktur. Verilen K* i¢inde e® kosesindeki
1.Temel grubun elemanlarim bulurken sadece Kl“ grafim kullamnz. Ciinki
baslangi ve bitis kosesi e olan kapah yollar K * de yoktur. Bu K * grafindan
yararlanarak Temel grubun firete¢ kiimesini bulmak i¢in, T agacim su sekilde

secebiliriz:
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eB,Y e-S

Kst:

eS

Sekil 2.14

1.3.5.4 Teoremden, grubumuzun tireteg kiimesinin eleman sayist birdir ve bu
eleman, h=e*ye® olmak lizere, t = [1. (e’ye®) 1.7] = [1 ¢ (e°ye®) 1] = [(e*ye®)]
denklik simifidir. 1.3.5.5 Teoremden, 1.Temel gruplar serbest grup olup, 1.2.6
Teoremden, bir iiretegli serbest gruplar; (Z, +) ye izomorftur. Diger bir deyisle,

HI(KSta ee) = (Za +)
dir.0

2.3.9 Ornek: Verilen

K=< ; abc’b’a’ >
C

2-kompleksinde, ae E(K) kenari 2.3.8 Teoremin kosullarimi saglamaktadur.

st . st.
K K

Sekil 2.15

K= K u K I-kompleksinin, a kosesindeki 1.Temel grubun tireteg
kiimesi, /=abc’b’a’ olmak tizere, t, = { [abc’b’a’] } dir. 2.3.8 Teoremden,
(K" a)=(Z, +)

bulunur.¢
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2.3.10 Teorem: (2.1) seklindeki K, ince 2-kompleks ve bundan elde edilen
K* baglantili 1-kompleks olsun. Bu 2-komplekste her e E(K) (e=t1) kenan, py
bagint1 yollarinda sadece ¢° olarak bir kez yer aliyorsa, K nin herhangi bir
kosesindeki 1.Temel grup, (Z, +) ya izomorf olur.

Ispat: Bu K kompleksi icin Star kompleks baglantili olarak verildiginden,
1.3.4.4 Teoremden, K* nin her kogesindeki 1.Temel grup birbirine izomorftur.
1.Temel grubun rankim hesaplamak igin K* nin kése ve kenar sayilarim
hesaplamamiz gerekmektedir. 2.1 Boliimdeki Star kompleks tammindan W(K®)
ktimesi, K min E(K) kiimesidir. Dolayisiyla V(K*) kiimesinin eleman sayis1 E(K)
kiimesinin eleman sayisina esittir. Bu sayiya m diyelim. Burada E(K*) kiimesi, 2.1
Bolimde K nin tammmindan p, (A€A) baginti yollarinin, devirli dongiileri ve
terslerinden olusur. Her p; bagint1 yolunda, tiim e°e E(K) kenarlar1 sadece bir kez yer
alacagindan elde edecegimiz toplam devirli dongii sayist £(K) kenar kiimesinin
eleman sayisina esit olacaktir. Ayrica bu kenarlarin tersleri de olacagindan K* nin
kenar sayisi, E(K) kiimesinin eleman sayis1 m oldugundan, 2m olacaktir. 1.3.5.8
Teoremden, herhangi e V(K*) igin 1.Temel grubun rank1

m-m+1 =1
dir. 1.3.5.5 Teorem ile, IT (K*, ¢°) aslinda serbest gruptur ve 1.2.6 Teoremden (Z, +)

ye izomorftur.[]

2.3.11 Ornek: Bir P=<a, b, ¢ ; abc’, a'b’c> 2-kompleksi i¢in, verilen her
kenar, bagint1 yollarinda bir kez yer almigtir. O halde, 2.3.10 Teoremden, herhangi
¢® kenan igin

IT1(K*, &) = (Z, +)

bulunur.¢

2.3.12 Teorem: (2.1) seklinde verilen K 2-kompleksinde, p; bagmnti yollari

kiimesinde, birbiri ardina gelen iki kenar sirasiyla e°, f° (s,s'=il) olsun. Bu
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durumda K** kompleksi tammli ise e™® ve f° koselerindeki 1.Temel gruplar birbirine

izomorftur.
Ispat: v, P verilen K da iki yol olsun. Bu durumda, varsayim geregi, bir

bagint1 yolu px=yesfsl B seklinde olur. 2.1 Boliimdeki Star kompleksin tanimindan,
o nin bir devirli dongiisii olan f° Bye®; baslangic késesi f° , bitis kogesi e olan bir
kenardir. Dolayisiyla K* de e™® ve fe , koseleri frs Bye® kenart ile birbirine baglhidir.
O halde 1.3.4.4 Teoremden,

IT,(K%, e™®) = IT,(K*, )

saglanir.[]

2.3.13 Ornek: Bir P=<a, b, ¢ ; abc, a'bc’ > sunugunda, a'bc’ bagint1
yolunu 6rnek alirsak, b kenari, ¢’ kenarindan once gelmektedir. Buradaki a’bc’
kapali yolunun bir devirli dongiisii olan ¢’a’b, P de ¢’ ve b’ kogelerini birbirine
baglayan kenardir.

cla'b
c’! b!

Sekil 2.16

2.3.12 Teoremden,
H,(K", cN=z I'I,(K", b
dir.¢

2.3.14 Sonug: (2.1) seklindeki K 2-kompleksi i¢in, K** tanimli olsun. Bu

durumda & e EH(K) (8'=il) seklindeki bir kenar iki bagint1 yolunda da yer aliyor ise

ve bu kenardan once €%, g° (e, g =+1) seklinde kenarlar geliyorsa,

"

I1(K*, e®)=T1 (K%, g% )
dir.
Ispat: 2.3.12 Teoremden,
IT (K", e®) =TI (K, f€ ) ve I (K%, g° ) =TI (K*, € )
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olur. Ama izomorfizim bir denklik bagmtist oldugundan,
H,(Kst’ e-S ) = H’(K“, g-S )

sonucu bulunur.C3

2.3.15 Ornek: Tanimlanan P=<a, b, ¢, d ; abc'd, a'c'd’ > sunusunda, ¢’
iki bagmt1 yolunda da yer almig olup, sirasiyla b ile a’ kenarlarindan sonra
gelmektedir. 2.3.14 Sonugtan,

I1,(P*, b") =T1(P*, a)
izomorflugu bulunur.0

2.4 Star Komplekslerin Doniisiimleri

K ve L birer 2-kompleks olsun ve
¢:K>L
seklinde 2-komplekslerin bir doniigiimiinii alahm. ¢ doniigiimiinden yararlanarak K*
ve L igin,
ot K> L 2.4)
gibi 1-komplekslerin bir doniigiimii elde edilir. Bu d6niistim su sekildedir.
Bir eeV(K*) kosesini, ¢(e)e E(L*) nin ilk kenarma gotiiriir ve yeE(K™)
kenari i¢in ¢*(y)=¢(y) seklinde tanimlanir.
Bir ecE(K) (i =1, 2, ... ,n) kenarinin ¢ altindaki goriintiisii bir yol olabilir.

(Kimi zaman, bu yol tek bir elemandan olugabilir. Bu durumda gorintii bu tek

elemandir). Bu yolun igindeki toplam eleman (kenar) sayisim r(i) ile gosterelim.
1=ee,..e eE(K*) alalm. ¢(e) = f,...f,, olmak tizere, ¢$*(1*(y)) = ¢*(e) =T, yani ¢(e,)

irth)

in ilk kenandir. Bununla beraber 1*(¢*(y)) = v*(¢(e,)...9(e)) = f,, esitliginden de
v(97()) = ¢"(+*(y)) bulunur.

Aynca $(0) = §%(e) = £, @D = T @Cen...9(en) = £, olup,
buradan da T(§"()) = $"(c"()) esitligi bulunur ve de ¢°(1”) = 4(r') = )" = ¢"(1)"
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oldugundan, tim bu sonuglardan ¢** nin I-komplekslerin bir doniistimii oldugu
kolayca anlagilir.

2.4.1 Ornek: Bir
¢:K=<a, b c;abc>—> L=<a, b, c;ab’c>
dontistimii
aBa,b—>b,cH
seklinde verilsin. Bu doniisiimden yararlanarak, bir
ot Kt L
ar»>a,b—>bcca—>a,b'—>b,c'—c
(koseler arasindaki doniigiim),
ab’c = a*b’c , bca > b*da’, becab = bc’a’b , cab’ - ca*b?

(kenarlar arasindaki déniistim),

dontigiimii elde edilir. Burada K** ve L komplekslerinin sekilleri asagidaki gibidir.

al b

K': g > c’ L

b > a' a b
\'4

b’ > c c >

Sekil 2.17

0
2.4.2 Ornek: Bir

0:K=<a,bcd;abcd>—> L=<a,b,c d; abcd>
doniiglimii
abab,br>bc,ct—>cd,dw—da

seklinde verilsin. Bu doniistimden yararlanarak,

aba,b—b,c>c,d—d,a—b ,b—>c,c—>d,d —a
(koseler arasindaki doniisiim),

abcd © @’b*cd? , beda \«— bPcd?a’ , cdab — ;da*y? , dabc — d*a’b*c
(kenarlar arasindaki doniigtim)
olmak tizere,
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¢st: Kst - Lst

doniigtimii elde edilir. Yine burada K** ve L* komplekslerinin sekilleri agagidaki

gibidir.
1

a—>—d’ Z b

Kt L
b——>—g a b
c—>—p ' c
d —>——c ) Z

Sekil 2.18
0
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3. T(6) KOMPLEKSLER VE UYGULAMALARI

Bu boliimdeki temel tanimlar ve bu tanimlara bagl olan bazi sonuglar [6] da
bulunabilir. Ama 3.1.10, 3.2.6, 3.2.8, 3.2.9, 3.2.10, 3.2.11 Teoremleri ile 3.1.11,
3.2.7 Sonuglar1 su ana kadar herhangi bir kaynakta bulunamamis olup, ispatlar
tarafimdan yapilmigtir.

3.1 T(6) Kompleksler ve X-Gruplar

Bir
K=<T;pr(AeA)> 3.1)
seklinde 2-kompleks verilsin. Bu 2-kompleksteki p; (AeA) bagint1 yollan, devirsel
indirgenmis (baslangi¢ ve bitig kdseleri birbirinin tersi olmayan) ve L(p;) >3 olsun.
Burada K dan elde edilen K* Star kompleksinde, 3< L(y) <q (9 Z") olacak sekilde y
indirgenmis kapal1 yolu yok ise, (3.1) deki 2-komplekse T{(g) kompleks denir. Ozel
olarak g=6 igin T(6) kompleks elde edilmig olur. O halde bir 2-kompleksin T{6)

olabilmesi i¢in bagmnti yollarinin elemanlar: devirli indirgenmis ve uzunluklarinin 3
veya 3 den biiyiik; ayrica buradan elde edilen Star kompleks iginde 3,4 ve 5
uzunluklu indirgenmis kapali yol olmamalidur.

3.1.1 Ornek: Verilen

2-kompleksi igin K** kompleksi,
b—l

Y

a

Sekil 3.1
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seklindedir. p,=ab’ igin L(p )=3 olup, dikkat edilirse K** de 3< L(y) <6 zelliginde
indirgenmis y kapal1 yolu yoktur. O halde bu 6rnekteki K , bir T(6) komplekstir.0

3.1.2 Tamm: Bir I' grafi agagida verilen ti¢ maddeyi sagliyor ise, bu I" ya
trisected denir.

1) T nin kogeleri bos olmayan, ayrik iki kiimeye ayrmlmustir. Burada e’
olarak, her elemanina 2 kenar bagl olan birinci kogeler kiimesine ¢esif(2) kiimesi
denir. 2 ve 2 den farkh kenar bagh olan kdselerin olusturdugu diger kiimeye ¢esit(Z)
kiimesi denir. Iki kenar bagh olan kése gesit(Z) kiimesine ait olabilir. Fakat bir
koseye 2 den farkli kenar bagli ise o kise gesit(Z) kiimesindendir.

2) ' I-kompleksindeki kenarlar (1,2) ve (2,2) olmak tizere iki kiimeye
ayrilmistir. (1,2) kenarlarin bir késesi ¢egit(Z) kiimesine, diger kosesi de gegsit(2) ye
aittir.  (2,2) kenarlarimin ise her iki kosesi de ¢esit(2 kiimesine aittir. Bir
vegesit(Z) igin Star(v) kiimesine ait elemanlar (1,2) kenardir. Eger vecesit(2) olur
ise tammmdan dolay1 bu késeye iki kenar bagh olacaktir ve Star(v) nin elemanlarindan
birisi (1,2) kenar, digeri (2,2) kenardir.

3) I' I-kompleksinde, indirgenmis ve uzunlugu 3 olan higbir kapali yol
yoktur.

Ozel olarak herhangi I" grafindan trisected graf elde etmek i¢in E(I") kenarlar
kiimesinin elemanlarimn her birini {i¢ kenara bolerek yeni bir I-kompleks elde edilir.
Bu sekilde bulunan graf trisected olur. Sekil 3.2 de bir I' grafimn her kenarim 3
kenara béliinerek elde edilen T trisected 1-kompleks goriilmektedir.




3.1.3 Sonug: Trisected I-komplekste indirgenmis kapali yollarin uzunlugu 3
{in bir katidir ve bu uzunluk en az 6 olur.

Ispat: Herhangi T’ trisected I-kompleksi igin, veUT) kosesindeki
indirgenmis y seklindeki bir kapal1 yolu diislinelim.

1) vegesit(Z) olsun. Star(v) nin her elemam (1,2) kenar oldugundan, y
kapali1 yolunun ilk kenarinin bitis késesi ¢esit(2D ye aittir. Bu kose v olsun. Star(v')
kiimesinin eleman sayis1 2 dir. Biri (1,2) digeri (2,2) kenar oldugundan, y
indirgenmis kapali yolunun ikinci kenar1 (2,2) olmak zorundadir. O halde ikinci
kenarin bitis kosesi de ¢esit(2 ye aittir. Bu koseye de v diyelim. Star(¥') nin ayni
sekilde (1,2) ve (2,2) kenar1 vardir. (2,2) olan kenar ¥ kosesinden ¥ kdsesine
bagli kenar oldugundan, y indirgenmig kapal1 yolunun iigiincii kenari (1,2) olmalidir.
Bu iigiincli kenarin bitis késesi baslangictaki vegesit(Z) kosesi olabilir. Oyleyse 3
uzunluklu bir yol oldugu gériilir. Eger degilse, aym iglemler tekrar edildiginde,
indirgenmis y seklindeki kapali yolun uzunlugunun 3 iin bir kat: oldugu goriiliir.

2) vegesit(2) olsun. O halde bu késeye bagh kenarlardan biri (1,2) digeri
(2,2) dir. Varsayalim ki, y indirgenmis kapali yolunun ilk kenar1 (1,2) olsun. O
halde bu kenarin bitis késesi 7 egesit(Z) olur. Star(¥) nin biitiin elemanlar1 (1,2)
oldugundan y nin ikinci kenarimn bitis kdsesi ¢esit(2D ye aittir. Bu késeye V
diyelim. Star(v') kiimesinin (1,2) ve (2,2) kenar olacak sekilde iki kenar1 vardur.
Eger y mn tigiincii kenar1 (2,2) ise bu kenarin bitis kosesi v olabilir. Oyleyse 3
vzunluklu indirgenmis yol olur. Fakat y min diglincii kenar1 (1,2) ise bitis kosesi
¢egit(Z) kiimesine ait olacaktir ve 1) maddesindeki ayni iglemler takip edilirse, yine
indirgenmis y seklindeki kapali yolun uzunlugu 3 in bir kat1 olur. Benzer olarak y
nin vegesit(2 kosesinden baglayan ilk kenarmmin (2,2) oldugu diigiiniilerek de
istenilen sonuca ulagilir.

Ayrica 3.1.2 Tanimin son maddesinden, bos olmayan ve indirgenmis

herhangi bir kapal1 yolun uzunlugu en az 6 olur.0
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3.1.4 Tanmm: K, (3.1) seklinde baglantili bir 2-kompleks olsun. Eger K i¢in,
i) K* trisected I-komplekstir,
ii) Her e, e’e W K*) koseleri aym gesit( ) (gesit(1) veya gesit(2)) kiimesine
aittir (ee E&(K)),
iii) K mn her bagint1 yolunun uzunlugu 3 tiir,
ozellikleri saglanmiyorsa, K ya bir X kempleks denir. Bu 2-komplekse izomorf olan
gruba da X-grup denir.

3.1.5 Sonug: Her X-kompleks, T(6) komplekstir fakat tersi dogru degildir.
Ispat: K min her baginti yolunun uzunlugu 3 oldugundan 7(6) kompleks

olmasinin ilk sart1 saglanmig olur. Ayrica K** trisected 1-kompleks oldugundan,

indirgenmis kapali yollarin uzunlugu en az 6 olur. Tiim bunlardan da istenen sonug
elde edilir.
Bagint1 yollarinin uzunlugu 3 ten farkli olan T(6) kompleksler, X-kompleks

tanimm saglamaz. Yani her T(6) kompleks, X-kompleks degildir.[]

3.1.6 Onteorem: Verilen
¢:T>T
1-komplekslerin yerel birebir orten doniigimii icin, eger I' trisected ise I de
trisected olur.
Ispat: T mn 3.1.2 Tanimim sagladigim gosterelim.
1) Burada (77 )e V(T') kosesi, gesit(1) veya gegsit(2) nin elemant olmak iizere,
7 eWT') kosesi ¢esit(l) veya gesit(2) nin elemam olsun. Amacimiz ¥ e¢egit(2)
iken, ¥ ye bagli kenar sayisinin 2 oldugunu gésterecegiz. O halde ¥V egegit(2) olarak
alirsak, 3.1.2 Tanimdan, W(V )e¢esit(2) olur. I" trisected oldugundan, bu koseye
bagli kenar sayisi 2 dir. ¥ yerel birebir 6rten oldugundan da,
Star(v' ) — Star(‘W(v))
déniiglimii birebir 6rtendir. Dolayisiyla bu bize, ¥ kdsesine bagh kenar sayisinin 2

oldugunu verecektir.
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2) T i¢inde ¢esit(1) kiimesine ait bir # kosesini alalim. Simdi Star(#F ) nun
her kenarimin aslinda (1,2) kenar oldugunu géstermeliyiz. O halde & eStar(i ) olsun.
Buradan

‘(e )eStar(‘¥ (7))
dir. W(#)egeyit(l) oldugundan, (¥ (e ))e¢esit(2) bulunur. Ayrica I-kompleks
tanimindan,

T(¥(2)) =¥((e))
esitligi saglanir. Dolayisiyla W(t(€ ))ecesit(2) ve de t(€ )egesit(2) olur. Boylece
€ eStar( ') kenarmin baglangic kosesi cegit(1), bitis kosesi de ¢egit(2) kiimesine ait
olur. Yani & kenan (1,2) dir. Benzer olarak, I" nin w e¢egit(2) i¢inde Star(# ) nin
bir kenan (1, 2) ise diger kenar1 (2,2) oldugu kolayca gosterilebilir.

3) B, ' de indirgenmis kapali yol olsun. ¥ yerel birebir drten oldugundan,
Y( ﬁ ) yine bir indirgenmis kapali yol olur. I trisected oldugundan, 3 uzunluklu
kapali yol yoktur. O halde £ yolunun uzunlugu da 3 degildir. Yani L( 8 )3 tiir.

Tiim bu yapilanlar bize I' nin trisected oldugunu gésterir.]

3.1.7 Teorem: 2-komplekslerin, yerel birebir ve 6rten bir
$: K>K
doniigiimi icin, eger K X-kompleks ise K da X-komplekstir.
ispat: K mn X-kompleks oldugunu gostermek i¢in, 3.1.4 Tanim
uygulayalim.  Varsayimda, ¢ 2-komplekslerin yerel birebir orten doniisiimii
oldugundan, 1.4.1 Bolimdeki tanimdan, K 2-kompleksinin bagint1 yollari, K nin
bagmt: yollarinin 6rtiileridir. K daki her bagint1 yolunun uzunlugu 3 oldugundan,
K 2-kompleksinin bagmt1 yollarinin uzunlugu 3 olur.
Simdi de K * 1-kompleksinin trisected oldugunu gésterelim. 2.4 Béliimde
belirtildigi iizere,
o KoK

yerel birebir 6rten doniisiimii igin, 1-komplekslerin
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p: K> K
yerel birebir ve 6rten doniistimii vardir. 3.1.4 Tamim ve 3.1.6 Onteoremden, K nmn
trisected oldugu sonucu ¢ikar. ¢*nin tanimindan (bak. 2.4 Bolim),

0(2)=4(E =e, $(&T)=0(2 =e”
dir. K bir X-kompleks oldugundan, K de e ve e aym g¢esif( ) kiimesine aittir.
Aym1 zamanda, ¢* yerel birebir orten oldugundan, € ile € ' koseleri de ayni gegiz()

kiimesine ait olur. Biitiin bu sonuglardan, K nn X-kompleks oldugu bulunur.00

R, (3.1) de verilen 2-kompleksteki bagint1 yollarim1 gosteren kiime olmak

lizere,

3.1.8 Teorem: Bir
K=<T;R>
2-kompleksi verilsin. Bu komplekste, her bagint1 yolunun uzunlugu 3 olmak iizere,
asagida verilenler denktir.
i) K bir X-komplekstir.
ii) K su 6zelliklere sahiptir:
1) K mn kenarlari, bos olmayan birbirinden ayrik ve ters elemanlarin da
ayni1 kiimede oldugu, A ile B gibi iki kiimeye ayrilmigtir.
2) Bagint1 yollarinin formu aba seklindedir (a ,d €A ve b €B).
3) Her a €A kenari, RUR’ kiimesinde bir kez sagda ve de bir kez solda
olmak iizere, tam iki kere yer alir.
4)Egeraba, aba , ab,a,c RUT T ise b,;tb;' dir.
Ispat: Ilk 6nce i) den ii) nin elde edildigini gosterelim. Varsayalim ki, K

X-kompleks olsun.
1) K bir X-kompleks oldugundan, K* I-kompleksi trisected olur. O halde

3.1.2 Tamimdan, K** bos olmayan birbirinden ayrik, B=¢esit(1) ve A=¢esit(2) olmak
iizere, késelerin iki kiimesine aynlmigtir. Biliyoruz ki, K* nin kdselerinin kiimesi K

nin Kenarlarinin kiimesidir. Ayrica yine X-kompleks tanimindan, e, e’eE(K)
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kenarlar1 aym ¢egit( ) kiimesine aittir. Buradan da, A ve B kiimeleri her elemaninin
tersini de bulundurur. Bagka bir deyisle ters elemana gére kapalidir.

2) Bagint1 yollarinin formunun abd (a,d €A ve b eB) seklinde oldugunu
gostermeliyiz. Ilk olarak bir bagmnti yolunun en ¢ok bir b € B seklinde bir elemana
sahip olabilecegini gosterelim. Varsayalim ki, bir bagint1 yolu p=abd (a,b eB)
olsun. Bu kenarin bir devirli dongiisii olan bda , K** de bir kenardir.

bda
b -> a’

Sekil 3.3

Bu kenar Star(b) nin elemamdir. K* trisected oldugundan, bu kenarin (1,2)
kenar olmas:1 gerekmektedir. Fakat a € B (gesit(1)) oldugundan, bu bize bir ¢eliski
verir. O halde, K daki her bagint1 yolu en ¢ok bir tane B kiimesinin elemanini igerir.

Ikinci olarak bagint1 yollarinin en az bir tane b € B bulundurmas: gerektigini
gostermeliyiz. Dolayisiyla a ,d €A olmak lizere, p=aba seklindeki bagint1 yolu
i¢cin, b €B oldugunu géstermeliyiz. K* i¢inde, a €A (¢esit(2)) oldugundan, bu
késeye iki kenar bagl olacaktir. Bu kenarlar Sekil 3.4 de goriildiigii gibi, biri aba
ve digeri de xya' kenarlaridir (x, ye E(K)).

xya’ abd
X > >

N

Sekil 3.4

Burada xeg¢egit(l) olmak zorundadir, ¢iinkii Star(a) kiimesinin iki
elemanindan biri ( 1,2) digeri de (2,2) kenardir. X-kompleks tanimindan, & €A i¢in
@ ' €A dir. Dolayisiyla abd kenan (2,2) kenar ve xya' kenar1 da (1,2) kenar olur.
Bir bagint1 yolunda B (gesit(1)) kiimesine ait bir tek eleman olabileceginden, xya’
kenar i¢in yeA olur. K* i¢inde, Sekil 3.5 deki gibi a’xy ve bda kenarlar1 vardir
(¢linkii abd ve xya' kenarlarinin birer devirli dongiileridir).
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Sekil 3.5

Yine X-kompleks tanimindan a”, y’eA olacagindan a'xy kenari (2,2) dir ve
bda kenan (1,2) olmak zorundadir (glinkii Star(a”) kiimesine (1,2) ve (2,2) kenar
bagli olmalidir). Tiim bunlardan ¢gikan sonug ise, b € B (¢esit(l)) dir. Yani abad
gibi herhangi bir bagint1 yolunda, B kiimesinin en az bir elemani vardir. iki kisimda
inceledigimiz abd bagint1 yolu i¢in, a ,d €A ve b € B olmalidir.

3) Simdi de her a €A nm, RUR’ kiimesinde bir kez sagda ve de bir kez
solda olmak iizere iki kez yer aldigim gosterelim. 3.1.2 Taumdan, p=abg (a ,d €A
ve b €B) bagmt1 yolu i¢in, a kdsesine bagli kenar sayisi iki olacagindan, Sekil 3.6
da goriildiigii gibi bu kdseye p=aa b, seklinde bir kenar daha baglidur.

b aab, aba
—< - >—

! a

€[

Sekil 3.6

a ile @'eA oldugundan, p=abd devirli déngisi (2,2) kenardir.
Dolayistyla p=aa b, kenan da (1,2) kenar olur. Buradan da Sekil 3.6 da goriilduigi
gibi bu kenarin bitis k6sesi b,' ', cesit(l) kiimesine aittir. Bir baginti yolunda cesit(1)
kiimesinin eleman: bir kez yer aldigindan, a, e¢esit(2) dir. O halde aa, b, kenarindan
elde ettifimiz bagnti yolu a b a seklindedir. Boylece herhangi a €A mn, RUR
kiimesinde bir kez sagda ve de bir kez solda yer aldigin1 g6stermis olduk.

4) Varsayalim ki, a b.a , abd , G b,a.c RURT ve b,=b;’ olsun. O halde K*

icinde, Sekil 3.7 de belirtilen kenarlar vardir.

, aab, abd b,' 'azﬁ |
bl ¢ a > =1 ¢ b;
a
Sekil 3.7
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Buradan agikga goriiliiyor ki, K* i¢inde 3 uzunluklu indirgenmis bir kapali
yol vardir. Bu da K* nin trisected olmasiyla gelisir.

Simdi de ii) kosullar1 var ise i) nin saglandifimi gosterelim. Ilk olarak,
X-kompleksin gartlarindan, K* nin trisected oldugunu gésterelim.

e ii) nin 1) maddesinden, K nin kenarlar1 bog olmayan birbirinden ayrik ve

ters elemanlarin da aym kiimede oldugu, A ve B gibi iki kiimeye ayrnilmig idi.
Buradaki kiimeleri yine B=gesit(l) ve A=gesit(2) olarak alalim. O halde
3) maddesinden, g €A elemanlart RUR' kiimesinde abd ve a b a olarak bir kez
sagda ve de bir kez solda yer aldifindan, abd ile aa b, olacak gekilde bu kogelere
bagl kenar sayis1 2 olur. Bdylece K™ nin trisected olmasi i¢in ilk sart saglanmis

olur.
o Bir begesit(l) olan K* nin kogesini alalim. Simdi Star(b) nin

elemanlarimn (1,2) kenar oldugunu gostermeliyiz. Bu b kosesine bagh y=ba a,
seklindeki kenar i¢in 2) maddesinden a,, a,€A olur. Bu y kenan i¢in, t(y)eA olur
ki buradan da, Star(#) nin elemanlarinn (1,2) kenar oldugu goriiltir.

Simdi de a egesit(2) kosesini alalim. 3) maddesinden, A nin elemanlan
bagint1 yollarinda bir kez solda bir kez de sagda yer aldigindan, ab,a,, a,b,ac RUR’

bagint1 yollar1 vardir (a,, a,€A ve b, b,eB). O halde K* de Star(a) kiimesinin

elemanlan ab,a ve aap, olur.

aa_ b
, 957 aba,
% < —

—

A 4
Q

Sekil 3.8

Sekil 3.8 den gortildiigti gibi Star(a) nin ab,a, elemam (2,2) kenar ve aa b,

eleman da (1,2) kenardr.
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e K nin trisected olmasi i¢in, son sart olan 3 uzunluklu indirgenmis kapali

yol olmadigin gosterelim. Kabul edelim ki, bdyle bir kapali yol olsun. Bu kapali
yola ait ii¢ koseden ikisi ¢egit(2) kiimesine aittir biri de g¢egsit(l) kiimesindedir.
Ciinkii vegesit(l) kiimesine ait bir koge icin, Star(v) nin elemanlann (1,2) kenar
oldugundan, bitis kosesi ¢esiz(2) kiimesine ait olacaktir. Bu bitis kdsesine bagh
kenarlarin biri (1,2) digeri de (2,2) kenar oldugundan, takip eden kose yine ¢esit(2)
kiimesinin elemani olacaktir. Son olarak da bu kése v kogesine bagh olacaktir. Tiim
bunlardan Sekil 3.9 daki sekil karsgimiza gikar.

~-1
abza

N
Q

e aa b’

b

Sekil 3.9

Buradaki a,b"a, abz?i" ve b a,’ bagmt yollari igin a,E,a’,az egesit(2)
ve b, begesit(1) dir. Bu da 4) maddesi ile ¢elismektedir. Ciinkii bu gekilde bagnti

yollan var ise, b"'#b"' olmahdir fakat bu iki kenar birbirine esit oldugundan bu bir

celigkidir. O halde indirgenmis 3 uvzunluklu kapali yol yoktur. Dolayisiyla
yukaridaki maddelerle, K* nin trisected oldugu g6sterilmis olur.
Ayrica 1) maddesinden, A ve B kiimeleri ters elemana gére kapal1 idi. Bu
kiimeler igin,
HK=AUB
oldugundan, X-kompleks olmanin ikinci sart1 da saglanmig olur.
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Son olarak hipotezden, her bagint1 yolunun uzunlugu 3 olarak alindigindan, K

2-kompleksinin X-kompleks olma i¢in tiim gartlar saglanmg olur.C]

Bir kogeli I" grafindan elde edilen 2-kompleksin bir grup sunusu olarak
alinabildigini 1.4.2.3 Sonucundan, biliyoruz. Asagida verilen grup sunusu aslinda bir

kosgeli graftan elde edilen bir 2-komplekstir.

3.1.9 Ornek: Verilen
P=<cdx,y,ztuv,w,xcyyc'z',zZct, tc'v’, u'dv, vd 'x, wew >

sunusu i¢in elde edilen Star kompleksin geometrik ifadesi Sekil 3.10 daki gibidir.

Sekil 3.10

Bu P sunusu (2-kompleksi) bir X-sunusudur (X-komplekstir). Ciinkii 3.1.8
Teoreminin tiim Kosullarin1 saglamaktadir. Ayrica, yine 3.1.8 Teoremdeki A ve B

kiimeleri
A={x,y,zt,tu,v,w} ve B={cd}

seklindedir.¢

3.1.10 Teorem: Bir X-kompleks tek baginti yoluna sahip olsun. Bu
X-komplekse izomorf olan X-grubunun, minimum {irete¢ kiimesinin eleman sayis 2
ve bu grup tekilden farklidir.

Ispat: Verilen X-kompleks

K=<T;r>
seklinde olsun. Burada [(r)=3 tiir (X-kompleks tamimindan). K, X-kompleks

oldugundan, Star kompleksinin V(K*") késeler kiimesi bog olmayan birbirinden ayrik
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gesit(l) ve gesit(2) kimelerine ayrilmigtir. W(K*) kiimesinin elemanlar1 K nin
kenarlar kiimesi olan T(K) dan olugsmaktadir. 3.1.8 Teoremde belirtildigi gibi,
X-kompleksin baginti yollar: kiimesi

R={aba: a, d e¢esit(2) ve begesit(l) }
seklindedir ve her aegesit(2) bagmti yollarinda bir kez sagda bir kez de solda yer
almaktadir. K, tek baginti yoluna sahip oldugundan, r=aba seklinde olmalidir.

Bunun kapali bir yol olabilmesi i¢in secilebilecek tek graf, bir koseli olmak

zorundadir. O halde bu X-kompleks,
a b

K=< w ; aba>
seklindedir.
X-grup, bu X-kompleksin temsil ettigi gruba izomorf idi. K mmn izomorf
oldugu grubun sunugunu bulabilmek i¢in, 1.4.2.2 Teoremden, T agaci Sekil 3.11 deki

gibi bulunur.

I: a b .
@ :

Sekil 3.11

O halde X-kompleksin izomorf oldugu grubun sunusu,
P=<X_,X,;X,X,X, >
seklinde olur. Burada baginti yollari arasinda hicbir indirgeme islemi (bak. [2], [5])
yapilamayacagindan, X-grubunun minimum tirete¢ kiimesinin eleman sayist 2 dir ve

bu grup tekil degildir.00

K,, K,, ... ,K_ler birbirinden farkli tek bagint1 yoluna sahip, X-kompleksler

olmak iizere,

3.1.11 Sonug: K = K, « K, « ... + K serbest carpimu bir X-komplekstir. Aym

zamanda buna izomorf olan X-grup tekil degildir.
Ispat: 3.1.10 Teoremden, bu X-kompleksler tek koseli graftan olustugundan,

sunus olarak

7<'l=: < al ’ bl ’ alblal ~ K2= < a2 ? bZ ’ azbzaz Z s Kn= < an ? bn ’ anbnan >
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digeri de (2,2) kenardir (a4,b,, b,a,a kenarlari (1,2) ve a,b, a kenarlar (2,2) dir).
Ayrica K de uzunlugu 3 olan indirgenmis kapali yol da yoktur. Bu sonuglardan K**
trisected olur.

ii) Her ee UK*) i¢in, e ve e’ aym ¢esit kiimesine aittir.

iii) K nin her bagint1 yolunun uzunlugu 3 tiir.
i), ii) ve iii) den, K bir X-komplekstir.

(3.2) deki K X-kompleksi i¢in segilen I' grafi ve T agaci, Sekil 3.14 deki

gibidir.
T:

Sekil 3.14

Buradan da K nuin temsil ettigi grubun sunugu, 1.4.2.2 Teoremden,
P=<Xg,Xp 3 X5%Xp,X,,>
seklinde olacag1 agiktir. Bu sunug X-kompleksinden elde edildiginden, aslinda P, bu
X-komplekse izomorf olan X-grubunun sunusudur. Ayrica 1< i <n olmak iizere x ,,

ve X, ler birbirinden farkli olduklarindan, P sunusu tizerinde higbir “indirgeme”

operasyonu uygulanamaz. Bdylece P nin tekil bir grubu temsil etmedigi goriiliir.(J

3.2 T(6) Sunuslan ve Uygulamalar:

Yukaridaki boliimde, (3.1) seklinde verilen bir K 2-kompleksinin, 7(6)
kompleks olabilmesi i¢in gerekli sartlari incelemistik. Buradaki I" grafi tek koseli ise

bu 2-kompleksten 6zel olarak T(6) sunusu elde edilir. Bu T(6) sunusunu
66



verilebilir. 1.2.2.1.1 Teoremden, serbest ¢arpim grubunun sunusu,
K=<a,b ;aba (1<i<n)> 3.2)
seklinde olur. K nin X-kompleks oldugu ve temsil ettigi X-grubun tekilden farkh

oldugu 3.1.8 Teoremden goriiliir.

Bir de bu ispat1 X-kompleks taniminin, tiim kogullarim sagladigim gostererek

yapalim:

1< i <n olmak tizere, K, lerin Star kompleksi,

st,
K, . , aa, b, a, bi a bi aa,
bl ( a ; a-l ( bi
i i
Sekil 3.12

seklindedir. Buradan K mn Star kompleksi,

st,
K , a,a,b, a,b,a, b,a,a,
b; 4 ] ‘)r a b,
1 1
a,ab, ab,a, baa,
b (‘ o # 2 | b
2 a, a, 2
[ 3
L ]
: a"a"b" b"a a
ngyY n
bn <; a a a' -1 bn
n n

Sekil 3.13

olarak bulunur. Sekil 3.13 den,
i) K* nin koseleri bog olmayan, birbirinden ayrk cesit(1) ve cesit(2)
kiimelerine ayrilmigtir. Bu kiimeler
gesit(l) ={ b, b 1<i<n} ve cesit(2)={a ,a’:1<i<n}
seklindedir. Dolayistyla ve cegit(1) olmak tizere, Star(v) nin biitiin kenarlan (1,2)

kenardir. Ayrica ¥ egegit(2) olmak iizere Star(v') nin iki kenarindan biri (1,2)
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P=<X;R> 3.3)
olarak gosterelim. (3.3) teki P sunusunda, R nin eleman: olan kelimeleri (bagintt

yollar1) olusturan harflerin {isleri pozitif ise bu sunuga pozitif T(6) sunusu denir.

3.2.1 Teorem: Verilen
P =<x,X,,.,X ;R > P,=<y.,vy,,.,v;R,>,P=<z,2,.,2;R >
pozitif T(6) sunuglan i¢in,

P=<x,y,z;R,R,,R,,zyx (1<i<n)>

2-kompleksi pozitif T(6) sunugudur.

Ispat: Verilen P,, P, ve P, birer pozitif T(6) sunuslar1 olduklarindan, R,
Rz , Rs kiimelerinin elemanlarinin isleri pozitiftir. Buna ek olarak z y, x, baginti
yolu da pozitif islii oldugundan, P nin baginti yollar1 kiimesinin elemanlarinin
pozitif tislii oldugu goriiliir. Ayn: sekilde R, , R, ve R, kiimelerinin elemanlarinin
uzunluklar1 3 den biiyik veya 3 tiir ve de L(zi y, x)=3 oldugundan, P nin bagmt
yollar1 kiimesinin uzunluklar: 3 ve 3 den biiytiktiir.

P, igin Star kompleksinin (P,**) kenarlarinin baslangi¢ kdselerinin kiimesi

{x,,xz, ,xn},
bitis kosesi de
-1 -1 -1
{x7,%x,7 , ... X, }

olur. Ciinkii Star komplekste, baslangi¢ késesini bulurken baginti yolunun ilk kenari,

bitis késesi de bagint1 yolunun son kenarmin tersi olarak alintyor idi. Biitiin harfler

pozitif oldugundan bu sonu¢ bulunur. Aym iglemler P ,P Star kompleksleri

icinde gecerlidir. Kabaca P * nin grafigi agagidaki gibidir.

Sekil 3.15
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Sekil 3.15 de belirtilen bu Star komplekste, T(6) kompleks tammindan,
3< L(y) <6 olacak sekilde indirgenmis kapali yol yoktur. Benzer olarak P, ve P,
sunuslarinin Star kompleksleri igin de aym sartlar gegerlidir. Tammlanan P
2-kompleksinde, z, y, x, bagmt1 yollar1 oldugundan, P** Star kompleksi P *, P * ve
P grafiklerinin birlesiminden harig, Sekil 3.16 daki kenarlara da sahiptir.

Xz
i lyf . nyIZI . Ziylxl

Sekil 3.16

Acaba P de 3< L(y) <6 olacak sekilde indirgenmis kapali yol var midir?
Bunun igin, herhangi bir x € (P*) deki kapali yollar: inceleyelim. P nin sekli

2

Sekil 3.17

kabaca agagidaki gibidir.

x, kogesindeki en kisa indirgenmis kapali yol, Sekil 3.18 deki gibidir. Bunlan
herhangi y,, z kosgeleri i¢inde yapabiliriz. Sonug olarak, Sekil 3.18 den gdriiliiyor ki,
indirgenmis kapali yollarin uzunlugu 6 dir. Yani P de 3< L(y) <6 olacak sekilde
indirgenmis kapali yol yoktur ve P pozitif T(6) sunusudur.
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X, X,
-1

xk

Zkykxk

3.2.2 Teorem: Her Z (n23) devirli grubunun sunusu aslinda T(6) dur.
Ispat: Z_devirli grubunun sunusu,
P=<x;x">
seklindedir([10]). Burada n >3 oldugundan, x” bagint1 yolunun uzunlugu da >3
olacaktir. P 2-kompleksinin (sunusunun) Star kompleksi de

Sekil 3.19

seklindedir. Goriiliir ki, Star komplekste indirgenmis 3< L(y) <6 olacak bigimde bir
v kapal1 yolu yoktur. O halde verilen P sunusu T(6) dir.0]

3.2.3 Teorem: Devirli olmayan degismeli gruplarin sunusu T(6) degildir.
Ispat: G devirli olmayan herhangi degismeli bir grup olsun. Bu grubun
sunusu

P=<X;R>
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olmak {lizere,

R=Ru{aba’'b’:a,6beX}
dir (burada R, diger baginti yollarim temsil eden kiimedir). ¥ nin Star kompleksi
de a b a,"' b bagmti yolunun devirli déngiileri olan

{aba'b’', ba’'b'a ,a'b'ab ,b'aba’}

kenarlarina sahiptir. Buradan, Sekll 3.20 de goriilen indirgenmis kapalr yol, P~

icindedir.
aba’'b’
a, i i>i i b
i
b aba A Y, alulbl.,ai
b —< a’
a'b’ab
Sekil 3.20
O halde

=(aba’'b")(ba'b'a)(a'b'ab)(b’'aba’)

i

kapali yolunun uzunlugu 4 oldugundan, P sunusu T(6) degildir. L]

3.2.4 Uyan: Direk ¢arpim grubunun sunusu, T(6) sunuslan igin iyi tammli
degildir.

3.2.5 Ornek: Verilen 3 mertebeli iki devirli grubun sunusu
P=<x:;x’> ve P,=<y;y>
olsun. Bu gruplarin direk ¢arpim grubunun sunugu 1.2.1.1.1 Teoremden,
P=P xP,=<x,y;xX, y,xyxy’ >
olur. O halde P nin geometrik ifadesi
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Sekil 3.21

olarak bulunur. Olusturulan P nin kdselerinin kiimesi
VPY={x,y.x",y"},
kenarlarinin kiimesi ise
TPy ={x.x, %,y v,y . xyxly’ , yxTy'x , xTy'xy, y'xyx' }
seklindedir. Bu grafikten de goriiliiyor ki
7= &yxy) (xy'®) Ty xy) (V) (v 'xy )
indirgenmis kapali yolu igin L(y)=5 oldugundan, T(6) sunus tanimina aykiridir.¢

3.2.6 Teorem: Birbirinden farkli gruplar1 temsil eden
P=<X,;R,> ve P,=<X,;R,>
T(6) sunuslar igin tanimlanan, serbest ¢arpim grubunun sunugu 7(6) dir.
Ispat: 1.2.2.1.1 Teoremden, P, ve P, nin serbest carpim grubunun sunusu
P=P:P,=<X,X;R,,R>
seklindedir. Amacimiz P nin T(6) sunusu oldugunu géstermektir. O halde,
i) P, ve P, birer T(6) sunusu olduklarindan, R, ,R, kiimelerinin elemanlar:
olan bagint1 yollarinin uzunluklar1 3 den biiylik veya egittir. O halde P nin baginti
yollarimin uzunluklar: da 3 den biiyiik veya esit olarak bulunur.
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ii) P * ve P, nin 3< L(y) <6 olacak bigimde indirgenmis kapali yolu yoktur
ve
Pr=P 0 P
oldugu agiktir. Aynca P ve P," nin koseleri birbirine bagh olmadigindan, P de
P ve P," dekiler haricinde yeni bir indirgenmis kapali yol yoktur. Dolayisiyla
icinde 3< L(y) <6 olacak bigimde indirgenmis kapal1 yolu olamaz.
O halde, i) ve ii) den P nin bir T(6) sunusu oldugu bulunmus olur.D
P=<X;R,>P=<X,;R,>,..,P=<X ;R >

sunuglar1 farkli gruplan temsil eden T(6) sunuslar1 olsun.

3.2.7 Sonug: P =P « P,» ...+ P serbest carpim grubunun sunusu T(6)
olur.

Ispat: Serbest garpim grubunun tammindan, P sunusu
P=<X,X,,..,X ;R ,R,,..,R>
olur. 3.2.6 Teoremden, P, « P, sunusu T(6) dir. Aym sekilde P, « P, ile P, tin
serbest ¢arpimi da 7(6) olur. Bunu genellestirirsek,
P=Px«P,e..x P
bir T(6) sunusu olarak bulunur.[]
m, n 23 olacak sekilde
G=<x;x"> ve H=<y;y> (3.4

T(6) sunuslar olsun.

3.2.8 Teorem: (3.4) de verilen grup sunuglar1 ve I<@ tekil alt grubu i¢in
G + H grubunun (bak. [3], [10], [13]) sunusu T(6) dur.
Ispat: G » H nin sunugunu bulabilmek igin
o:I>H
olacak sekilde birebir homomorfizma bulmaliyiz. Bu da ancak

161—>1H
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doniisiimii ile miimkiindiir. Yine 1.2.3.1 Teoremden, G » IH grubunun sunusu,
G H=<x,y;x",y, 1)1 >
seklindedir. Buradan da bu sunugtan
G+H=<x,y;x",y, 117>
=<X,y;x",y">
elde edilir ki bu, G ve # nin serbest ¢arpim grubunun sunusudur. 3.2.6 Teoremden,

biliyoruz ki G « H grubunun sunugu 7{6) olur.

3.2.9 Teorem: Verilen
G=<X,;R,> ile H=<X,;R,>
T(6) sunuglan i¢in I<@ tekil alt grubu tarafindan tammlanan, karigimli serbest
carpim grubunun sunusu 7(6) dur.
Ispat: Karigimli serbest ¢arpim grubunun sunugunu bulabilmek igin
I. -1,
olmak tizere bir tek
o: I>H
doniigiimii vardir. Oyleyse G » H grubunun sunusu,
G *I’H =<X,,X;R . R,,9(1)1 >
olur ki, bu sunusu
G+H=<X,X,;R ,R,>
olarak da yazabilecegimiz agiktir. Dikkat edilirse bu sunus, iki grubun serbest
¢arpim grubunun sunusudur. 3.2.6 Teoremden, (:}*IH karigiml1 serbest ¢arpim

grubunun sunusu T(6) olarak bulunur.[]

3.2.10 Teorem: (3.4) de verilen T(6) sunuslar i¢in, G *GH karigimli serbest
carpim grubu tanimlanabiliyorsa, bu grubun sunusu da T(6) olur.
Ispat: G » GH grubu tanimlanabiliyorsa,
b:G>H
Xy’
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(0< ¥ <n-1) olacak bi¢imde birebir homomorfizma vardir. Burada
oM =y )"=1,
olur. Buradan da n| rm bulunur. O halde
rm= kn (keZ") 3.5)
yazilabilir. 1.2.3.1 Teoremden, G « GH grubunun sunusu,
G H=<x,y;x",y,0x)x">
bulunur. [2] de yer alan Tietze doniistiimlerini ve (3.5) esitligini kullanarak bu sunusu
=<X,y; X"y, y"=x>
=<y;(yO)"y'>
=<y; ¥y y>
=<y:;y'>
(en son olarak kn > n oldugundan sadece y” yi kullabiliriz) olarak buluruz ki bu 7€

grubunun sunusudur. Dolayisiyla G « GH nin sunusu T(6) olarak bulunur.]

3.2.11 Teorem: m|n olmak tizere (3.4) deki T(6) sunuslar verilsin. d|m
i¢in G nin

m,

tekil olmayan diizgiin alt grubu ([7]) igin
¢:Z->H

m L
x4y

doniistimi i¢in tanimlanan G »,# grubunun sunusu 7(6) degildir.

Ispat: mln ve dlm oldugundan d|n dir. Yani # icinde ys seklinde bir
eleman vardir ve
0:Z>H
m n
x4y
doniisiimiinG tanimlayabiliriz. G »,# grubunu tanimlayabilmemiz igin énce ¢ nin

birebir homomorfizma oldugunu géstermeliyiz.
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m n
d(xm)=¢(x? )Y =(y)=y'=1,
dir. 1.2.2 Teoremden, ¢ bir homomorfizmadir. $imdi de ¢ nin ¢ekirdegini bulalim.

o(x4 ) =(ydy - 1, o dlt

(¢tinkii » nin ;ti— kat1 olmast i¢in) bulunur. O halde

cek¢={(x%)'}={(xm)5}={1G}={1Z} & ¢ birebirdir.
Oyleyse

m m

G H=<x,y;x",y . ¢(x%)x 9>

m

n
=<x,y;X",y,y9x 4 >

olarak bulunur. Buradan G *ZH nin Star kompleksi Sekil 3.22 deki gibi olur.

Sekil 3.22

Star komplekste dikkat edilirse x kdsesinde

m n n _m
y=E"& Ty yix 1)
indirgenmis kapali yolu vardir ki L(y)=4 tiir. 3< L(y) <6 seklinde yol olmamaliyd:.
Sonug olarak G «,# sunusu T(6) degildir.0
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3.2.12 Ornek: Devirli iki grubun sunusu
G=<x;x*> ve H=<y;y°>
olarak verilsin. d=4 igin elde edilen
Z=<x%>
olacak sekilde G nin alt grubu igin
0:Z>H
X’ )
déniigtimiinii alalim. Bu doniistim altinda
G H=<x,y;x5 ¥, 6xH)x7?>
=<x,y;x%, ¥y, y=x>

bulunur. Buradan da Star kompleksin geometrik ifadesi Sekil 3.23 deki gibidir.

X
S——
S N it
y

Sekil 3.23
Bu grafikten de goriiliiyor ki

7=&) &) (') (V57
yolunun uzunlugu 4 tiir ve bu T(6) sunusunun tanimina aykiridir. ¢
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4. CAYLEY GRAFLAR VE UYGULAMALARI

Bu boliimde verilen bazi tammlamalar ve materyaller [3], [6], [15] gibi
kaynaklarda bulunabilir. Bununla birlikte, bu boliimde verilen 4.1.8, 4.1.14, 4.1.16,
4.2.1, 42.4 Teoremleri ve 4.1.11, 4.1.13, 4.1.17, 4.1.19 Sonuglarina literatiirde
rastlanamamus olup, ispatlan tarafimdan yapilmigtir.

4.1 Cayley Graflar

Verilen sonlu bir G grubu i¢in S, bu grubun tireteg kiimesi olmak iizere,
Koseler : G grubunun elemanlari,
Kenarlar : GxS ={ (g, 5): g€ G, s€ S } kiimesinin elemanlar: ve bunlarin
tersleri,
kiimelerinden olusan grafa Cayley graf denir ve C(G, S) ile gosterilir. Burada (g,s)
kenarnin baglangi¢ kosesi g, bitis kosesi gs dir. Ayrica bu (g,s) kenarmnin tersi
(gs, ') olarak tanimlamr. Yani,

ug, =9, g, s)=gs, (g,s)'=(gs,s7)
dir. Bu tammlamalardan da,
ug, 9=1(g, 9)")=g, g, =u(g, 9)=gs ve ((g, 9)")'=(gs, s")"'=(g, 5)
esitlikleri saglanir. Ayrica (g, s)#(g, s)”’ dir (Ciinkii bu kenarlarin yonleri farklidir).
Tiim bu sonuglardan C(G, S) bir I-kompleks (graf) tanimlar.

4.1.1 Onerme: G sonlu bir grup olmak tizere,

G, S =16l ve | BCG, SH|=2 Gl S
dir.
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Ispat: Bir Cayley grafta koseler, G grubunun elemanlan oldugundan
WV(C(G, S)) késeler kiimesinin eleman sayisi, G grubunun eleman sayisina egittir.
Dolayisiyla,

V@G, $)l=16l
dir. Bu Cayley grafin kenarlarinin kiimesi, GxS kiimesinin elemanlar1 ve bu
kenarlarin terslerinden olustugundan E(C(G, S)) nin eleman sayis1 GxS nin eleman
sayisinin iki katina egit olur. Yani,

[5G SHl=2 6l
bulunur.(]

Omegin bir G grubunun {iireteg kiimesinin eleman sayis1 2 ve bu grubun
mertebesi 6 ise, elde edilen C(G, S) nin kbse sayis1 6, kenar sayis1 da tersleriyle

birlikte 24 olur.

4.1.2 Onerme: Herhangi sonlu bir G grubu igin, elde edilen Cayley graf

baglantilidir.
Ispat: Bir grafin baglantili oldugunu géstermek igin her kdsesinin belli bir

koéseye bir yol ile bagh oldugunu gostermek yeterlidir. Sonlu olan G grubu,
S={s, s, ..,s, }seklinde lirete¢ kiimesine sahip olsun. O halde V geG igin,
G=Sg Sgz - Sqn (s,€S, &=t ve 1< i <n) olarak ifade edilebilir. Buradan
goriiliiyor ki, C(G, S) nin 1e G kosesi g k6sesine
p=(1, 5?1 )(5;'13 S;;) (5?1 Sg2 5?(;11-1) > 537.
yolu ile baglanabilir. Burada 1(p)=1 (bu yolun, ilk kenarmn baglangig¢ késesi) ve
&

wp)=s5) sty .. s5,=g (p yolunun, son kenarimn bitis kdsesi) olur. Bu sekilde G

grubunun her elemamim (yani C(G, S) nin her kogesini), I kosesine bu yol ile

baglayabilecegimizden elde edilen Cayley graf baglantili olur.0)

Simdi Cayley graflarin kose ve kenar kiimeleri ile ilgili baz1 6rnekler verelim.
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4.1.3 Ornek: Sunusu P=< a; a*> olan ([10]) 3 mertebeli Z , devirli grubu
i¢in, kolayca goriilecegi gibi G ={ 1, a, a* } ve S={ a } dir. Boylece C(G, S) nin

koselerinin kiimesi,

QG )= 1,a,a° }

ve kenarlarinin kiimesi de tersleriyle birlikte,

HCG, ={ (L a)", (a, a)"', (a*, a)"" }
olur. Bu gruptan elde edilen Cayley grafin sekli agagidaki gibidir.

1
a < a
Sekil 4.1
0
4.1.4 Ornek: Bir P = < a ; a" > (neZ") sonlu mertebeli devirli grubunun
Cayley grafi,

V(G S={1,a,..,a"}
koseler kiimesine ve tersleriyle birlikte,
HCG, ~{ (L a)", (@ @)"", ..., (a" a)"', (a", a)"" }

kenarlar kiimesine sahiptir. Bu grafin geometrik ifadesi,

1

seklindedir.0
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4.1.5 Ornek: Sunusu P = < g, b; @, b, aba'b’ > olarak verilen Z xZ,
grubunun ([8], [10]) Cayley grafinin kselerinin kiimesi,
VC(G, S)={ 1,a,b, ¥, ab,ab*}
ve kenarlarinin kiimesi de tersleriyle birlikte,
HAG, ={ (L @, (1, b)", (a, a)"", (a, b)"", (b, a)"", (b, b)"', (¥, a)",
(&, b)*, (ab, a)*'(ab, b)"', (al?, a)"", (al?, b)*" }
seklindedir. Buradan da bu grubun Cayley grafi,

ab . ab’

Sekil 4.3
seklinde bulunur.¢

4.1.6 Ornek: Sunusu P = < g, b; @, b’, (ab)?> > olan ([10]) S, permiitasyon

grubunun Cayley grafi su sekildedir.
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Bu graftaki kdgeler ve tersleriyle birlikte kenarlarinin kiimesi,
VG, )={ 1,a, b, b, ab, ba },
ECAG, )~ (1, )", (1, )", (a, )", (a, )", (b, @), (b, b)"", (¥, @)"",
(¥, by, (ab, a)*", (ab, b)"', (ba, a)"', (ba, b)*"}

dir.
0
4.1.7 Ornek:
o 1 a b c
1 1 a b c
a a 1 c b
b b c 1 a
c c b a 1
Sekil 4.5

Sekil 4.5 de iglem tablosu verilen Klein-4 grubu (V4) (181, [10]) igin, Cayley
graftan yararlanarak, bu grubun Z xZ , direk garpim grubuna izomorf oldugunu
gosterelim.

Tabloyu kullanarak;

a=1, v*=1, =1, ba=c, ab=c, ca=b, ac=b, bc=a, cb=a
esitliklerini elde ederiz. Burada ce V4 elemanini c=ab olarak yazabildigimizden, bu
grubun tireteg kiimesini S={ a, b } olarak segebiliriz. Bunlardan yararlanarak da, V4
grubun Cayley grafim1 Sekil 4.6 daki gibi cizebiliriz.

1

Sekil 4.6
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Sekil 4.6 da belirtilen Cayley grafin 1 kosesindeki,
p=(L, )@ @), p,~(1,b)b,b), p~(L, a)a, b)ab, a)(b, b)

kapal1 yollarimin herbir kenarinin 2. koordinatlanindan faydalanarak sirastyla r=a’,
r=V°, r=(ab)’ kelimelerini elde ederiz. Dikkat edilirse, r=1, r=1 ve r=1 dir.
Klein-4 grubunun § iireteg kiimesini alarak ve R={ r,, r,, r, } kiimesini olusturarak,

P =<a, b, &, P, (aby’* >
sunusunu yazabiliriz. Yine bu Cayley grafin I kogesindeki,

p=(1, a)(a, a), n=(1,b)(b,b), u=(1,a)a, b)ab, a')b, b")
(burada (ab, a’)=(b, a)' ve (b, b")=(1, b)") kapal yollarindan faydalanarak, benzer
sekilde

P,=<a, b, @ V’, aba'b’ >
seklinde Z xZ, direk garpim grubunun sunusunu elde ederiz. (Not: Z xZ, direk
carpim grubunun Cayley grafi da Sekil 4.6 daki ile aynidir.)

P, sunusundan (veya P, sunusundan) Tietze doniistimlerini ([2], [S], [10])
kullanarak P, sunusunu (veya P, sunusunu) elde edebiliriz. Buna gore P, sunugunu
alalim:

(ab)*=1 = abab=1
oldugundan, birinci Tietze doniigiimii ile abab =1 esitligini ekleyip, ikinci Tietze
doniisiimii ile (ab)*=1 yi silelim. Simdi,

a=1= o=a’ ve b*=1 = b=b"
oldugundan,

abab=1 = aba'b'=1
den de, yine birinci Tietze doniigimii ile abab =1 esitligini silip, ikinci Tietze
déniistimti ile aba b’ =1 esitligini eklersek, P, yi elde etmis oluruz. ¢

G, ve G, sonlu herhangi iki grup olsun. Bu gruplarin en az elemanl ireteg
kiimelerini sirastyla S, ve S, ile gosterelim. C(G,, S)), C(G,, S) swasiyla G, ile G,
nin Cayley graflar1 ve v, , v, de bu graflar da herhangi iki kdse olsun. Buna gore;
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4.1.8 Teorem: G, ve G, gruplanmin mertebeleri ile S, ve S, kiimelerinin

eleman sayilan esit ise bu gruplarin Cayley graflarinda herhangi bir kose igin elde
edilen 1.Temel gruplar izomorftur. Yani,

(C(G, S),v)=T1(C(G,, S),v)
dir.

Ispat: Kabul edelim ki, |C7', |=] Ciz|=m ve |S, |=] Szl=n olsun. 4.1.1
Onermeden, C(G, S) ve C(G,, S, Cayley graflarindaki kenar sayis1 sirasiyla
2] G, | S, | ve2] Gzl l 52| dir. Dolayisiyla bu iki graftaki kenar sayis1 esittir ve 2mn
olur. Bu gruplann elemanlar: graflarin késeleri oldugundan, C (G,, S)) in kise say1si
|G,| ve C(G,, S,) in koge sayisi |Gzl dir. Buradan da iki Cayley grafin kése
sayilart da egittir ve m dir. 1.3.5.5 Teoremden, 1.Temel gruplar serbest grup idi.
Ayrnica 4.1.2 Onermeden, C(G, S), C(G,, S) Cayley graflari baglantil1 ve 1.3.4.4
Teoremden, baglantil1 graflar da, her kdsedeki 1.Temel gruplar birbiriyle izomorftur.

Burada serbest grup olan 1.Temel gruplarin izomorflugunu inceledigimizden,
II(C(G,, S), v) ve I1(C(G,, S,), v,) gruplarmin ranklarim hesaplamaliyiz.
1.3.5.8 Teoremden, IT (C (G, S,), v,) nin ranki |X, | olmak iizere,

IX, |=mn—m+l
ve aym sekilde IT (C(G,, S,), v,) nin ranki |x zl ise,

|X2|=mn-m+1
olarak bulunur. O halde |X, |=|X2| esitliginden ve 1.1.4 Teoremden,

M(C(G, S v) =TI(C(G, S). v)
sonucu bulunur.[]

Bu teoremin tersi her zaman dogru degildir. Bunun igin varsayalim ki,
II(C(G,, S), v) =TI1(C[(G,, ), v,) olsun. 1.1.4 Teoremden, IX, l=|X2| dir.
Fakat bu esitlik, IG, |=| C—}2| ve |S, | = 52| sonuglarim1 vermez. Buradan ancak su
sekilde bir sonug ¢ikarabiliriz:

[I(C(G,; S),v)=T1(C[(G,, S), v,) ise
1G,1=1G,l = 15,1=]5,| veya IS |=15,| = 1G,1=]G,]
dir.
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4.1.9 Ornek: Klein-4 grubu ile Z XZ, direk carpim gruplarni ele alalim.

4.1.7 Ornekten, bu gruplarin sunuslarinin sirastyla
P=<a,b;ad b, (aby’> ve P=<c d;& & cdc'd’ >
oldugunu biliyoruz. Ayrica V4 = Z xZ ,oldugu bilinmektedir. Bu iki izomorf grup
icin G=V, ve G=ZxZ, olsun. O halde bu gruplarin Cayley graflar1 sirasiyla
C(G, S), C(G,, S, (bak. Sekil 4.6) ve bu iki grafin herhangi iki kosesi v,, v,
olmak iizere,
I1,(C(G, S, v) = T1(C(G,, S)), v)

dir. Cunki |G |=4, [S =2 ve |G,|=4, |S,|=2 esitlikleri vardir ve de 4.1.8

Teoremden, istenen sonug bulunur.¢

4.1.10 Ornek: S, permiitasyon grubu ile Z XZ, direk garpim grubunun
birbirlerine izomorf olmadigim biliyoruz. Bu gruplarin sunuglarini sirasiyla
P=<ab;d, b’ (ab)*’> ve Pg=<cd;d & cdc'd">
olarak alalm. Burada G=S, igin |G,1=6, |S,|=2 ve G=Z xZ_ isin | G,|=6,
| S, |=2 dir. ki grubun Cayley graflan sirasiyla C (G, S)), C(G,, S,) (bak. Sekil 4.3
ve Sekil 4.4) ve v,, v, de sirasiyla bu iki grafta herhangi iki kose olmak {izere, 4.1.8

Teoremden,
II(C(G, S, v)=T1(C(G,, S)), v,)
izomorflugu bulunur.¢

4.1.10 Ornek ve 4.1.8 Teorem bize asapidaki sonucu verir:

4.1.11 Sonug: izomorf olmayan G, ve G, gruplan i¢in, bu guplann Cayley
graflariin herhangi bir kdsesindeki 1.Temel gruplarinin ranklart esit ise,
1(C(G, S, v)=T1(C(G, S), v)
dir.

4.1.12 Ornek: Herhangi m,neZ" ve (m,n)=1 iken, Z xZ ile Z gruplari
i¢inZ xZ =Z _ olup, bu gruplarn sunuglarn sirasiyla

P=<ab;a", V', aba'b’™> ve P=<c;c™>
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seklinde olsun. Burada G,=Z xZ icin elde edilen Cayley graf C(G,, S,) olmak
tizere, v, de bu grafta herhangi bir kose iken | G, |=mn, | S . |=2 dir. Bu graftan elde
edilen 1.Temel grubun ranki ise,

| X, | =2mn-mn+1=mn+1
olur. Aynca G=Z _ i¢in de elde edilen Cayley graf C(G,, S,) ve v, de bu grafta
herhangi bir kose iken | G, | =mn, | S, |=1 olur. Boylece elde edilen 1. Temel grubun
ranki,

| XZ | =mn-mn+1=1
olarak bulunur. Dolayisiyla |X, |#|X,| oldugu goriilmektedir. O halde 1.1.4
Teorem ile 1.3.5.5 Teoremden, IT(C(G,, S)), v,) grubu ile TI(C(G,, S), v,)

birbirine izomorf olmadig1 agiktir.

4.1.12 Ornek ve 4.1.8 Teorem bize su sonucu verir:

4.1.13 Sonug: Verilen G, ve G, gruplan i¢in, G, = G, iken, gruplarin Cayley
graflarinin herhangi bir kogesindeki 1.Temel gruplarinin ranklar esit degil ise,
(C(G,S),v)ileI1(C(G, S,), v,) gruplan birbirine izomorf degildir.

Verilen herhangi sonlu G grubu igin asagidaki sonucu ¢ikarabiliriz.

4.1.14 Teorem: Urete¢ kiimesinin eleman say1si IS | =] olan sonlu
gruplardan elde edilen Cayley grafin, herhangi bir v késesindeki 1.Temel grup ile
(Z, +) izomorftur.

Ispat: Herhangi sonlu bir G grubu igin | Gl=n (neZ") olsun. Bu gruptan
elde edilen Cayley graf C(G, S) olmak tizere, kenar sayisi 2|G| |S|=2n ve kose sayis
n olur. 13.5.8 Teoremden, herhangi ve ((G, §)) eleman: icin IT(C(G, S), v)

grubunun ranki,
n-nt+1=1

dir. Buradan da, 1.1.4 Teorem ve 1.3.5.5 Teorem yardimiyla
WG, 8, v=(Z,+

sonucu bulunur.O
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Herhangi bir sonlu G grubunun

P=<§;R> 4.1)
sunusunda a, a, .. , a”eS (neZ) ve m, m, .., mneZ+ olmak iizere
a, " az"'z, ., a "n €R seklinde n tane iirete¢ kiimesinin elemam var olsun.

Bunlardan yararlanarak, 1<i<n olmak tlizere,
{La,a’.., a,m’_'}
koseleri ve
{(1,a),(a,a),.., (a,m’_’,a‘,) }
kenarlarindan olusan C(G, S) nin alt grafi olan I, alt graflarini alalm. Bu alt

graflardan yararlanarak,
n
r=Jr, 4.2)
i=1

kiimesini tanimlayalim.

4.1.15 Onerme: I kiimesi C(G, S) nin bir alt grafidir.

m;—1

Ispat: T’ mn, 1< i<n icin, { (1, a), (a, a), ..., (a,""", a) } kenarlarindan

olusan kiimenin herbir elemani aym zamanda C(G, S) nin bir elemamdir. Bu
kenarlarin herbiri igin baglangig ve bitis kégeleri olan 1,4, a2, ..., a,”""’ elemanlar,
A={ 1, a, a? .., a/"" }cV(I) olan A kiimesine ait olduklarndan, T; alt graf

tanmimimn tiim kogullarim saglar ([15]). O halde I', C(G, S) nin bir alt grafidir.

Bu durumda agagidaki sonucu elde ederiz.

4.1.16 Teorem: (4.1) deki gibi bir £ sunugunda, C(G, S) nin I' alt grafinin
herhangi bir v k6sesindeki 1.Temel grubun ranki # dir.
Ispat: T kiimesinden alinan herhangi bir I, alt grafinin geometrik yorumu

Sekil 4.7 de gosterilmigtir. Kolayca goriilebilir ki, I kiimesindeki I' ler i¢in ﬂl“,. =1

i=1

dir.
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Sekil 4.7

Ohalde [ |T'; =1 ve I'=| JT; oldugundan, I" min késelerinin kiimesi;
i i
j=1 i

-1 a
U={1,a,a?.,a"",..,a,a%..,a"™ }

1 n® n n

ve de bu kiimenin eleman sayis1

| V@) | =1+(m -1y+..H(m -1)
olarak bulunur.

Yine I grafimin kenarlarinin kiimesi tersleriyle birlikte,
+ + my-1 + + + m,-1 +

ED)={(1,a)",(a,a)",.., (a ay',..,(1,a)", (a,a)’,.., (a ™" .a) "}
ve

&) | =2(m + m+ ..t m)
dir. Elde edilen I' baglantili oldugundan, 1.3.4.4 Teorem ile herhangi ve WI)

kosesindeki 1.Temel grubu alabiliriz. Biliyoruz ki bu 1.Temel grup, 1.3.5.5 Teorem
ile bir serbest grup tanimlar ve bu serbest grubun ranki da, 1.3.5.8 Teoremden,
{(m+mt .+ m)-[1Hm-1)+.Hm-1)H1}=n

olarak bulunur.[1

Herbangi iki sonlu G, ve G, grubunun sunuslan sirasiyla
Pl =<51 ; R1> ve P2=<Sz ; Rz>
olarak verilsin. Verilen P, sunusunda a,, a,, ..., a €S vem ,m,, .., m eZ" igin
,a,7> ,a’"™ eR, ; ayrica Pz i¢cin de b, b, ... , beS, lireteg kiimesinin
elemanlar ile ¢, c,, ... , ckeZ+ olmak tizere b, c’ , b, “ »..sb G’Rz seklinde bagint1

yollar olsun. 4.1.16 Teoremin bir sonucu olarak;
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4.1.17 Sonug: GG, serbest garpim grubunun (4.2) de tammlanan I' grafi
icin 1.Temel grubunun ranki n+k dir.
Ispat: GG, serbest carpim grubunun sunusu, 1.2.2.1.1 Teoremde,
belirtildigi gibi;
P=<S§,.,5,;R,.R,>
olarak tammlanir. Bu grubun I' alt grafi, Sekil 4.8 de gosterilen I vel, lerin

birlesimidir (1<i<nve 1<j<k).

Sekil 4.8

Dolayisiyla 4.1.16 Teorem ile aranilan sonug bulunur.CI

4.1.18 Ornek: Sunusu P =<aq, b ; & ¥ aba'b’ > olan Z xZ,direk carpim

grubu igin, (4.2) de tanimlanan I'= U I'; grafinin gekli
iel
1

Sekil 4.9
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olarak bulunur. Baglantili bu graf i¢in | V() |=3 ve | T |=8 dir. 1.3.5.8 Teorem
ve 4.1.16 Teoremden, I'" nin herhangi v kdsesindeki 1.Temel grubun ranki, 4-3+1=2
bulunur.¢
Simdi m, neZ" olmak tizere G =Z xZ direk ¢arpim grubunun sunusunu
P=<a,b;a" b" aba'b’ > 4.3)

olarak alalim. Yine 4.1.16 Teoremden, agagidaki sonucu elde ederiz.

4.1.19 Sonu¢: G direk garpim grubunun, (4.2) de tanimlanan alt grafimin

herhangi bir v kogesindeki 1.Temel grubun rank: 2 dir.

Ispat: Direk carpim grubunun (4.3) de verilen sunusunda, a™, b" bigiminde,
4.1.16 Teoremde belirtilen Ozellikte iki bagmnti yolu oldugundan, yine 4.1.16
Teoreme gore, bu bagmnt1 yollarindan elde edilecek I' alt grafindaki 1.Temel grubun
rank: 2 olur.0

4.2 Cayley Kompleksler

Bu bolimde Cayley graflarin uygulamasi olarak bazi 6zel durumlarda Cayley

kompleksler tanimlanip, irdelenmistir.

Sonlu bir G grubunun P sunusu, (4.1) seklinde verilsin. P nin {ireteg kiimesi
i¢indeki baz1 a, (1< i<n) elemanlan igin, R kiimesinin iginde a™ (m,eZ+) seklinde
elemanlar (bagnti yollari) olsun. Bu a," elemanlarindan yararlanarak, C(G, S) nin
(4.2) deki I alt grafin1 alalim. Bu T grafinda, 1<i<n olmak lizere,

(1,a)a,a).. (a,m’_l, a)
kapal1 yollarini bagint1 yollari olarak alip,
K=<T;(1,a)a,a).. (a7, a)> 4.4)

2-kompleksi tanimlanabilir.
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4.2.1 Teorem: (4.1) de verilen bir P sunusu, a,”

olacak sekilde bagmti
yollarina sahip ise (4.4) de tanimlanan 2-kompleksin temsil ettigi grup, tekil gruba
izomorftur.

Ispat: Bu G grubu igin elde edilen Cayley grafin I' alt grafi Sekil 4.7 de
gosterilen T, alt graflanmn birlesimidir. I alt grafimn bir T agaci, Sekil 4.10 da

gosterilen I, lere ait agaglarin birlesimidir.

1
my;-1
a; N a
N\ i
N
AN
N
N\
\
\
2
a/
Sekil 4.10

1.4.2.2 Teoremden, (4.4) seklinde tamimlanan 2-kompleksin temsil ettigi

gruba izomorf olan grubun sunugu, t=(a ,m’”’ » @) ler olmak tizere, (1.25) den,
PK,T,e"' = <xtl ’ th >

seklindedir (¢iinkii diger tiim kenarlar agacin elemamdir). Bu grubun iireteg

kiimesinin elemanlarinin hepsi bagnt: yollar1 kiimesinin elemani oldugundan, I’e

esittir ve tekil grubun sunugudur.[]

4.2.2 Ornek Sunusu P = < a, b ; @’ V’, aba'b’ > olan G =Z xZ direk
carpim grubunun, C(G, S) Cayley grafinin, (4.2) de belirtilen I alt grafinin
geometrik yorumu Sekil 4.11 deki gibidir.
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Sekil 4.11

BuT i¢in, (4.4) deki gibi bir 2-kompleks,
K=<T; (1, a)(a, a), (1, b)(b, b)(¥’, b) >
dir. Yine bu I" grafinin bir T agac1

> bz
Sekil 4.12
seklinde segilirse, bu 2-kompleksten elde edilen gruba izomorf olan grubun sunugu,
t,=(a, a) ve t=(b*, b) olmak tizere, (1.25) den,
PK,T,e"' = <Xt7 ’ xtz » th xtz >

olarak bulunur. Buradan gériilityor ki, bu sunusg tekil grubu temsil eder.0

4.2.3 Ornek: Bir sunusu P = < a ; a°® > olan G =Z , grubu icin, (4.2) de

belirtilen I" alt grafi, bu grubun Cayley grafina esittir ve sekli asagidaki gibidir.
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. (i
Sekil 4.13

Buradan,
K=<I; (1, a)a, a(a*, a)d’, a)a*, a(a’, a) >

olup, I' nin T agaci ise

Sekil 4.14

olarak segilebilir. Bu 2-kompleksin temsil ettigi grubun, izomorf oldugu grubun
sunusu da, t=(a°, a) olmak fizere, (1.25) den,
?K,m+=<xt;xt>

olur ki, bu da tekil grubun sunusudur.¢

Verilen m, neZ" sayilan igin, G =Z xZ, direk ¢arpim grubunun sunusu
(4.3) de verilmis idi. Buradan, bu grubun tireteg kiimesi S={ a, b } dir. Bu G grubunun
Cayley grafinda,

p,=(1,a)a,a)..(a"",a) ve p=(1,b)b,Db)..(b"",b)

kapali yollarimi alahm. Cayley grafin tanimindan Wp )=1 ve t(p)=a™'a=1 dir.
Ciinkii bu yolun baglangi¢ kosesi ilk kenarinin baslangi¢ ksesi ve bitis kdsesi de son
kenarimin bitis kosesidir. Benzer sekilde, (p,)=1, ©(p,)=b"'b=1 olup, bu esitliklerden
p, ve p,nin kapali yol olduklar goriilir. Bu G direk ¢arpim grubu igin,

K=<C@G,S); (1 a)a, a) ... (@, a), (1, b)b, b) ... (b"",b)> 4.5)
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2-kompleksini tamimlayalim. Buradaki C(G, S) i¢in su sekilde bir T* agact
olusturalim:

(1, a), (a, a), ... (@™, a), (1, b), (b, b), ... (b",b) (4.6)
kenarlar1 bu T* agacinda olsun (bu kenarlara (a™', a), (b"', b) kenarlarin1 dahil

edemeyiz, ¢iinkii bu kenarlar1 da alirsak iki kapali yol elde ederiz ki, bu agag
tanimina aykaridir).

4.2.4 Teorem: (4.3) de verilen direk ¢arpim grubunun sunusu igin (4.5)
seklindeki Cayley kompleks tarafindan temsil edilen grup, (4.6) daki gibi T* olarak
alman bir agag i¢in, mn-1 rankhi bir serbest gruba izomorftur.

Ispat: 4.1.1 Onermeden, C(G, S) grafi mn kdseye ve de tersleriyle birlikte
4mn kenara sahiptir. 1.3.5.7 Onteoremden, T* agacimin 2(mn-1) kenar1 vardir. O
halde T* agacinda olmayan kenar sayis1 4mn-2(mn-1)=2mn+2 dir. Bununla birlikte

kendisi ve tersinden sadece biri secilmis kenarlar diistiniildtiiinde (orientantion),
mnt1 kenara sahiptir. (1.25) den, bu Cayley kompleks tarafindan temsil edilen
gruba izomorf olan grubun iirete¢ kiimesinin eleman sayis1 mn+1 dir. Burada mn+1

iireteg kiimesinden ikisi (a™’, a), (b™', b) kenarlarmi temsil etmektedir. Biitiin
bunlardan yararlanarak t =(a™',a), t =(b"',b) ve $=§U{x,  ,x, }olmak iizere
bu grubun sunusu, (1.25) den,

P

= < .
%7, et S; Xpp2 X

ts
dir. Bu P, _+ .+ sunusunda, iirete¢ kiimesinin elemanlari olanx,  vex, , elemanlan,
bagint1 yollar1 kiimesinin (yani R nin ) elemanlari oldugundan, bu elemanlar I’e
esittir. Oyleyse P, » .+ ye izomorf olan

P =<S,; >
sunusunu elde ederiz. Bu da tireteg kiimesi S, olan serbest grup sunusudur. Ciinkii
bagint1 yollarimin kiimesi bostur ([10]). Ayrica | S|=mn+1 oldugundan, bu S

kiimesinden x, , X,  eclemanlanm ¢ikararak, S, kiimesini elde ettigimizden,

|S, | =mn-1 olur. 1
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4.2.5 Ornek: Sunusu P =< a, b; &, b’, aba’b’ > olan Z xZ _direk garpim
grubunun Cayley grafi Sekil 4.3 de belirtilmigtir. Bu graftan yararlanarak (4.5) deki
gibi tanimlanan Cayley kompleks,

K=<G, 9 ; (1, a)a, a), (1, b)(b, b)¥*, b) >
olur. Bu grubun Cayley grafindan yararlanarak (1, a), (1, b), (b, b) kenarlarinin
bulundugu bir agac1 su sekilde secebiliriz.

1

O halde
t=(b, a), t,=(V, a), t,=(ab, a), t=(al’, a), t =(ab’, b), t=(a, a), t =(¥’, b)
olmak iizere, 1.4.2.2 Teoremden, elde ettigimiz K kompleksi tarafindan temsil edilen
grubun izomorf oldugu grubun sunusu,

P +=<Xt,,X,2,Xt3,X

X, T, e ’th’xts’x

s Xy Xe, =~

olarak bulunur. Burada iirete¢ kiimesinin elemanlarn olan x,_, X, elemanlari, baginti

kiimesinin elemanlar olduklarindan, P, . . nin temsil ettigi gruba izomorf olan
P=<Xy,Xe,Xp, s Xy, 5 Xg 3

grubunun sunusu elde edilir. Bu sunusun temsil ettigi grup ise, ranki 5 olan serbest

gruptur.
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