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OZET
GENISLETILMIiS HECKE GRUPLARI

. Recep SAHIN
Balikesir Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii,
Ortadgretim Fen ve Matematik Alanlar Egitimi Anabilim Dal

(Doktora Tezi / Tez Damgman : Yrd. Dog. Dr. Osman BiZiM)
Balikesir, 2001

Bu ¢aligmanin amaci, genigletilmis Hecke gruplari ve bu gruplarin bazi alt
gruplarimin grup yapilarini vermektir.

Bu ¢alisma bes boéliimden olugmaktadir. Girig boliimii olan birinci béliimde,
caligma tanitilmugtir.

fkinci boliimde, gahisma siiresince gerekli olan temel tanimlar, kavramlar ve
teoremler verilmistir.

Ugiincti boliimde, Hecke gruplar tanitilmis ve genel 6zellikleri verilmistir.
Hecke gruplann ve temel bolgesi tanimlanmstir. Ayrica Hecke gruplarinin ¢ift,
kamiitator, kuvvet, denklik ve temel denklik alt gruplan tanitilmig ve bunlarin grup
yapilan hakkinda bilgi verilmistir.

Dérdiincii boliim tezin ana kismudir. Once Hecke gruplarimin R(z)=1/%
yansimasi ile genigletilmesi elde edilmigtir. Sonra genisletilmis Hecke gruplan
tammlanmig, genigletilmis Hecke gruplarinin temel bolgesi ve bazi 6zellikleri
verilmistir. Ayrica genigletilmis Hecke gruplarimn ¢ift, kamiitatér, kuvvet, denklik
ve temel denklik alt gruplari tamtilarak, bunlarin grup yapilari hakkinda bilgi
verilmistir.

Besinci béliimde, tezde elde edilen sonuglar verilmigtir.

ANAHTAR SOZCUKLER : Hecke gruplan, ¢ift alt gruplar, kamiitator alt
gruplari, kuvvet alt gruplari, denklik alt gruplari, genisletilmis Hecke gruplar:.
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ABSTRACT
THE EXTENDED HECKE GROUPS

Recep SAHIN
University of Balikesir, Institute of Science,
Department of Mathematics Education

(Ph. D. Thesis / Supervisor : Asst. Prof. Dr. Osman BiZiMm)

Balikesir, 2001

The aim of this work is to give the extended Hecke groups and group
structure of the some of its subgroups.

This work consists of five chapters. In the first chapter an introduction to the
topic is made.

In the second chapter, basic definitions, notations and theorems needed later
during the work are given.

In the third chapter, Hecke groups are introduced and general properties of
them are given. Hecke groups and their fundamental regions are defined. Also, even
subgroups, commutator subgroups, power subgroups, congruence subgroups and
principal congruence subgroups are introduced and information about the group
structure of these are given.

The fourth chapter is the main part of the work. Firstly, the extension of the

Hecke groups by the reflection R(z) =é are obtained. Later, the extended Hecke
Z

groups are defined and their fundamental region and some of their properties are
given. Also even subgroups, commutator subgroups, power subgroups, congruence
subgroups and principal congruence subgroups are introduced and information about
the group structure of these are given.

In the fifth chapter is given obtained results.

KEY WORDS : Hecke groups, even subgroups, commutator subgroups,
power subgroups, congruence subgroups, extended Hecke groups,
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1. GIRIiS

Bu galiymanin amact, ayrik ve stireksiz gruplar teorisinde 6nemli bir yer tutan
genisletilmis Hecke gruplari ile bunlarin bazi alt gruplarinin grup yapilart hakkinda

bilgi vermektir.

Erich Hecke, 1936 yilinda “Uber die Bestimmung Dirichletcher Reichen
durch ihre Funktionalgleichungen” adli g¢alismasinda, A sabit bir pozitif say1 olmak

iizere,
T(z)= L ve U@Z)=z+A
zZ

kesirli dogrusal doniistimleri ile liretilen ve H(A) ile gosterilen gruplar tanitmigtir,

(1]. Burada S=T.U alinirsa

1
S(z) =———
@ z+ A

elde edilir.
Bu gruplar, H(A) bir Fuchsian grup oldugunda Dirichlet serilerinin
calisilmasinda kullanilir. E. Hecke, A > 2 ve gergel sayi ise veya q 2 3 bir tamsay:

olmak lizere

A=Ay =2c0os =, 1<h<2
q

ise H(A) grubunun bir temel bélgesinin
A
F, ={zeU: IRe 7| <5 lzl>1}

kiimesi oldugunu gostermigtir. Ayrica diger A> 0 degerleri i¢in F, kiimesinin bir

temel boélge olmadigim gostermistir. Boylece H(A) grubunun bir Fuchsian grup

olmast i¢in gerek ve yeter kosulun 4 =4, veya A 2 2 reel say1 olmas: gerektigi

goriilir. Her iki durumda da H(L) grubuna Hecke grubu denir. Bu g¢aligmada

ozellikle A<2 durumuna kargilik gelen H(A,) Hecke gruplan ile ilgilenecegiz.



H(4,) Hecke grubu, PSL(2, R) grubunun 2 mertebeli T(z) = 1 ve q mertebeli
z

S(z) =- 1 ile tiretilen ayrik alt grubudur.
z+ A

q

A=4, = ZCOSZq[-, 1 <A <2 durumuna karsilik gelen H(4,) Hecke gruplari

ve bunlarin normal alt gruplari 6zellikle [2] de ¢aligiimustir.

q=3igin A=4; = 20053;— =1 degerine karsilik gelen H(A4;) Hecke grubu

modiiler grup olarak bilinir ve bu grup literatiirde en g¢ok ¢alisilan gruptur. H(4;)

grubunun elemanlarinin tiim katsayilar rasyonel tamsayilardir.

Diger 6nemli iki Hecke grubu ise q = 4 ve q = 6 degerlerine karsilik gelen
gruplardir ki, bu halde 1, = V2 ve Ag = 3 olur, yani H(4,) ve H(4,) dir. Bu iki

halde katsayilar cismi olara rasyonel sayilar cisminin Q(\E ) ve Q(\E ) cebirsel

geniglemeleri kullanilir.

Aynica H(As) grubu da ¢ok ¢alisilan bir Hecke grubudur ve bu durumda da

yine rasyonel sayilar cisminin ikinci dereceden bir geniglemesini elde ederiz. Bu dért

Hecke grubu igin A, derecesi ligten kiigiik veya tige esit olan bir polinomun kokiidir.

H(4,) ve H(44), aralarindaki benzerlikten dolay1 ve ayrica modiiler gruptan
sonra elemanlar1 tamamen bilinen en 6nemli Hecke gruplarn olduklarindan ayn
olarak ¢alisitimigtir. Eger burada q=4 ve q=6 yazilirsa H(«/E) ve H(«/g) kiimesi
asagidaki iki tip 6geden olusur:

@ a bVm
cvm d
(ii) aym b
¢ dvm

(i) tipli elemanlara ¢ift, (i) tipli elemanlara da tek elemanlar denir. Eger bu

) m=2, 3, ab,c,deZ, ad-mbc=1,

] m=2, 3, ab.c,deZ, mad-bc=1.

elemanlarin ¢arpimim goéz Oniine alirsak agagidaki sonuglari buluruz.

tek.tek=cift.cift=gift,



cift.tek=tek.cift=tek.

Simdi q ¢ift bir say1 olsun. H(4,) Hecke grubunun nemli bir normal alt

grubunu tanimlayalim:

q ¢ift say1 oldufundan H(4,) Hecke grubunu 2 mertebeli bir devirli gruba

gotiiren bir homomorfizm vardir. Bu homomorfizm T ve S eliptik elemanlarin

grubun tretecine ve T.S parabolik elemanini da birim elemana gétiirtir.

H(4,) veya H(A) igin bu alt. grup 6zel bir forma sahiptir. Aslinda bu alt
grup H(4,) (q =4, 6) grubundaki biitiin ¢ift elemanlardan olusur. Bu alt gruba ¢ift alt

grup denir ve H_(4,) (q=4, 6) ile gdsterilir, yani

a b,
H (1) ={M= oA, d :Me H(4,)(q=4,6)}.

Genelde ise herhangi bir q ¢ift sayisi i¢in elde edilen ¢ift alt grup H_(4,) ile
gosterilir. H (4,) grubu TS ve TS?T ile iiretilir. H(4,) grubunun ¢ift elemanlarinin
kiimesi

a bl
Hc(lq)={M=_C/1q d :MeH(4,) }
ve tek elemanlarinin kiimesi de
o [adq b
H (44)={N= ¢ di, :Ne H(4,) }
bigimindedir. Buradan T¢ H (4,) oldugundan

H(4,) =H, (4,) UT.H,(1,)

bulunur.

q tek sayi oldugunda ¢ift alt gruplara sahip olmak miimkiin degildir. Aslinda

S eliptik tireteci H(4,) grubunda q mertebeye sahiptir ve 2 mertebeli bir elemana

eslenemez.

H.(4,) alt grubu sonsuz goklukta normal alt grup igerdiginden H(4,)

grubunun normal alt gruplar1 arasinda oldukg¢a dnemli bir yere sahiptir.



Calismanin ilk boliimii tezin amacini veren, tezin boliimlerinin tanitildig:

giris boliimiidiir.

Ikinci béliim olan 6n bilgiler béliimiinde ilerleyen boliimlerde ¢ok sik
kullandigimiz bazi tanmim, kavram ve teoremlere yer verilmistir. Bu béliimde, ana
hatlartyla topolojik doniigiim grubu, cisim genislemeleri, projektif gruplar, dogrusal
doniigiimler, Fuchsian gruplarla ilgili temel kavramlar, Riemann-Hurwitz formiili,
Reidemeister-Schreier metodu, serbest gruplar ve serbest ¢arpimlardan

bahsedilmigtir.

Uglincti bélimde Hecke gruplarinin tanimi ve genel ozellikleri verilmis,
Hecke gruplarinin temel bélgesi tanimlanmistir. Ayrica Hecke gruplarinin ¢ift,
kamiitator, kuvvet, denklik ve temel denklik alt gruplan tanitilmis ve bunlarin grup

yapilar1 hakkinda bilgi verilmigtir.

Dérdiincti béliimde, ﬁ(ﬂq) genisletilmis Hecke gruplarinin tamimi ve grup

gosterimleri verilmistir. Genisletilmis modiiler grup igin verilmis olan temel bolge

tanimi ﬁ(lq) genisletilmis Hecke gruplan igin verilmis ve genisletilmis Hecke

gruplarinin  izomorf oldugu grup yapisim veren bir teorem ispatlanmustir.
Genisletilmis Hecke gruplarinin ¢ift alt gruplarinin tanimi verilmis ve bu gruplarin
tireteg kiimeleri elde edilmistir. Genigletilmis Hecke gruplarimin kamiitator alt
gruplan tamitilmig, q sayisinin tek veya ¢ift olmasina gore iki teorem ifade ve ispat
edilmistir. Genisletilmis Hecke gruplarnin m. kuvvet alt grubu tamimi verilmistir.
Herhangi bir q tek sayis1 ve pozitif bir m sayist igin (q,m) nin biitlin durumlarim
inceleyen teoremler ifade ve ispat edilmistir. Ayrica 6zel olarak q=5 igin teoremler
ifade edilmistir. g=4 ve g=6 ¢ift sayilar i¢in m pozitif sayisinin alabilecegi biitiin
durumlarla ilgili teoremler ifade ve ispat edilmistir. Ayrica genisletilmis Hecke
gruplarninin temel denklik alt gruplan tanimlanmig ve q = 4, 5, 6 ve 7 igin temel

denklik alt gruplari ve bunlarin béliim gruplari elde edilmistir.

Besinci bolimde tezde elde edilen sonuglar verilmis ve Onerilerde

bulunulmustur.



2. ON BIiLGILER

Bu bélimde c¢alipmamizda kullanacagimiz bazi temel kavramlar
tamimlayacagiz ve bazi temel teoremler verecegiz. Calistigimiz gruplar birer

topolojik grup olduklar: igin 6nce topolojik doniistim gruplarini ele alacagiz.

2.1 Topolojik Déniisiim Gruplar

2.1.1 Tanmm: G hem bir grup hem de bir topolojik uzay olsun. Eger her g,
heG igin
m: G x G — G;m(g, h)y=gh,
i :G>G;i(R=g"
islemleri siirekli iseler G ye bir topolojik grup denir [3].

Omek olarak, (C, +), (R, +) gruplan iizerlerindeki ahsiimis topolojik
yapilarla birlikte birer topolojik grupturlar,  Ayrica S'={zeC:[4=1 birim
¢emberi, kompleks sayilarin garpma islemi ile bir topolojik gruptur. Topolojik
gruplarda, herhangi bir geG noktasinin komsulugu ile G nin birim eleman: olan e
nin bir komsulugu topolojik es yapili (homeomorf) olur. Yani G topolojik grubunun

birim elemaninin komsulukiar ailesi bilindiginde G nin topolojik yapisi da bilinmis

olur.

2.1.2 Tanim: G bir topolojik grup ve X herhangi bir topolojik uzay olsun.
A:Gx X X; Ag, x)=gAx
stirekli doniigtimii, eger her g, he G ve her xeX igin
(1) gA(hAx)=ghAx
(ii) eAx=x

kosullarini gergekliyorsa [G, X] ikilisine bir topolojik doniisiim grubu denir.



Ornek olarak G, R" tizerindeki tiim homojen dogrusal d6niisiimlerin kiimesi

olmak iizere [G,R"] bir topolojik doniisiim grubudur [4].
Simdi de ayrik grup tanimuni verelim. Ayrik gruplar teorisi ile ilgili kitaplar
incelendigi zaman farkli goriinen bir ¢ok ayrik grup tanimu ile karsilagilir. Burada bu

tanimlar verilip, bu tamimlarin denk olduklan belirtilecektir.

2.1.3 Tamim: G bir topolojik grup olsun.

(1) G nin elemanlarinin higbirisi G nin bir y1g1lma noktast degil ise G ye ayrik
grup denir.

(i1) G nin her g elemani i¢in {g} kiimesi g nin bir komsulugu ise G ye ayrik
grup denir.

(iii) G nin her g elemam G nin bir ayrik noktasi ise G ye ayrik grup denir.

(iv) G nin birim elemani olan e, G nin bir ayrik noktas: ise G ye ayrik grup

denir.
2.1.4 Onerme: 2.1.3. Tanmimdaki her bir ayrik grup tanimu denktir, [5].0

2.1.5 Tamm: [G, X] bir topolojik doniisiim grubu ve x, yeX olmak iizere
g(x)=y olacak bi¢imde en az bir geG 6gesi varsa x ve y noktalarina G altinda
denktirler denir. Herhangi bir X noktasina denk olan tiim noktalarin kiimesine x
noktasinin yoriingesi denir ve bu kiime G, ile gosterilir. Eger G, =X olacak bi¢cimde
bir xe X 6gesi varsa [G, X] topolojik doniiglim grubuna gegislidir denir.

Bu denklik bagintist X wuzaymm denklik smiflarina aymnr. Tim G-
yoriingelerinin kiimesi X/G simgesiyle gosterilir ve X/G ye yoriinge uzay: ya da
boliim uzay: denir. Bir

p: X = X/G, p(x)=G,
doniigiimii tammlayalm. 7, X iizerindeki topoloji olmak iizere X/G iizerindeki
topoloji

T={T, < X/G|p™(T) e Tx }

seklindedir ve bu topoloji ile birlikte X/G bir topolojik uzaydir, [4].



2.1.6 Tammm: [G, X] bir topolojik d6niigiim grubu olsun.

(i) Her bir xeX i¢in g(x)=x esitligini saglayan geG elemanlarinin
olugturdugu kiimeye x noktasinin kalimlagtiricisi (stabilizer) denir ve bu kiime S(x)
simgesi ile gosterilir. Yani

S(x)={geG : g(x)=x}
dir. Benzer olarak AcX ise
S(A)y={geG : g(A)=A}

olarak tanimlanur.

(ii) Eger geG ise g nin sabit noktalar: kiimesi
Fo={xeX: g(x)=x}

olarak tanimlanir.

2.2 Cisim Genislemeleri ve Sonlu Cisimler

Simdi bu c¢alismada ¢ok sik ihtiyag duyacagimiz cisimlerin sonlu

genislemelerinden bahsedelim.

Cisim geniglemelerine 6nce R gercel sayilar cisminden C kompleks sayilar

cismini elde etmekle baglayalim. i kompleks sayis1 R[x] de

f(x)=x*+1eR[x]
ikinci dereceden indirgenemez polinomun sifiridir ve C nin elemanlan z=a+ib
(a,beR) formunda tek bir bigimde yazilabilir. Bu R cismine tek bir i elemam

eklenmesiyle elde edilen basit bir geniglemedir. Burada i, R de olmayan fakat R[x]

polinom halkasindaki indirgenemez bir polinomun kékiidiir.

Benzer olarak herhangi bir cisim i¢in genigleme tanim agagidaki gibi

verilebilir.

2.2.1 Tamim: F bir cisim ve f, F[x] de n dereceli bir indirgenemez polinom
olsun. u, f nin bir kokii olmak iizere F ye u nun eklenmesiyle elde edilen K=F[u]

cismine F nin basit genislemesi denir. Burada u ya F tizerinde cebirseldir denir.



Ornegin 7, V2 vei sayilar1 Q iizerinde cebirseldir. Ciinkii bu sayilar x-7,

2 . el qs 18 .
x"-2 ve x*+1 polinomunun kékleridir. Burada K nin her v elemaninin
v=ag+au+..+a,_u""'; a eF

bigiminde bir gosterime sahip oldugu bilinen bir sonugtur. Ornek olarak C, R nin bir

genislemesidir.

Bir cismin basit bir geniglemesinin varligi asagidaki teoremle verilir.

2.2.2 Teorem: F bir cisim ve f, F[x] de n dereceli indirgenemez bir polinom
olsun. O zaman u nun f polinomunun kékii olarak F iizerinde cebirsel oldugu F nin

basit bir K=F[u] genislemesi vardir, [6].0

Biraz da sonlu cisimlerin yapisindan bahsedelim. p asal say1 ve n pozitif

tamsay: olmak tizere her bir sonlu cismin mertebesi p" bigiminde bir asal kuvvettir.

Tersine olarak p asal say1 ve n pozitif tamsay1 olmak iizere mertebesi p* olan sonlu

bir cisim vardir.

2.2.3 Teorem: F sonlu bir cisim ise uygun bir p asal sayisi ve n pozitif tam

sayisi i¢in F nin mertebesi p" dir, [7].0

2.2.4 Tamm: p' elemanh sonlu bir cisme p" mertebeli Galois cismi denir ve
GF(p" ) ile gosterilir.
Verilen bir p asali ve n pozitif tam sayis1 igin bir GF(p" ) Galois cisminin var

oldugu gosterilebilir. Ustelik mertebesi p" olan biitiin cisimler izomorftur. n=1 ise
Z,, mertebesi p olan bir Galois cismidir, [7].
2.3 Projektif Gruplar

Her q=p" asal kuvveti igin, izomorfizm farkiyla, GF(q) ile gosterilen q

elemanli bir tek cisim oldugunu biliyoruz. Bu q elemanl Galois cismidir. Biitiin



sonlu cisimler bu formdadir.

Simdi K, qg=p" mertebeli sonlu bir cisim, yani K=GF(q) olsun. GL(2,K) ile

gosterilen genel lineer grup,
a b
GL(2,K)={[ d)] a,b,c,deK, ad—bc;tO}
c

bi¢iminde tanimlanir. Bu grubun merkezi Z(GL(2,K)) ile gosterilir ve tiim 2x2
skaler matrislerden olusur. Ayrica bu grup GL(2,K) nin bir normal alt grubudur.
Buradan PGL(2,K) ile g6sterilen projektif genel lineer grup
PGL(2,K)=GL(2,K)/Z(GL(2,K))
olarak tanimlanir.
GL(2,K) da | determinantli matrisler bir alt grup olustururlar ve SL(2,K) ile

gosterilen bu alt gruba ¢zel lineer grup denir, yani
a b
SL(2,K)={( d)[ a,b,c,deK, ad—bc=1}
c

olur. Dolayisiyla PSL(2,K) ile gosterilen projektif 6zel lineer grup,
PSL(2,K)=SL(2,K)/Z(SL(2,K))

bigiminde tanimlanir. Burada p>2 ise Z(SL(2,K))={xI} ve p=2 ise Z(SL(2,K))={I}

dir. Tamimina dikkat edilirse PSL(2,K) nin mertebesi p>2 ise q(q-1)(q+1) ve p=2

ise q(gq-1)(q+1) olur.
SL(2,K) dan PSL(2,K) ya bir dogal homomorfizm vardir. Bu homomorfizm

b b
SL(2,K) daki bir (a d) elemanimi PSL(2,K) daki :t(a d) kosetine gotiiriir. Bu
c c

nedenle PSL(2,K) nin bir elemanini, SL(2,K) da bu eleman: indirgeyen iki matrisle
temsil edebiliriz.

Simdiye kadar sadece sonlu cisimler iizerindeki projektif gruplardan
bahsettik. Fakat genelde yukarida tanimladigimiz dort grup, K nin sonsuz bir cisim
olmasi halinde de tamimlanabilir. Bu durumda matrislerin ya da indirgenen kesirli
lineer doniigiimlerin tiim katsayilar1 bu sonsuz cisimden alimir. En ¢ok karsilagilan
ornekler PSL(2,R) ve PSL(2,C) dir. PSL(2,C) yi ¢aligmalarimizda kullandigimiz igin
2.5. Kisimda ayrintili olarak ele alacagiz.

Ayrica projektif gruplarn birimli halkalar tizerinde tamimlamakta miimkiindiir.
PSL(2,Z) 6rnek olarak verilebilir, [2].



2.4 Dogrusal Doniigiimler

C, ile gésterecegimiz genisletilmis karmasik diizlemin otomorfizmleri a, b, c,
deC ve ad-bc#0 olmak lizere

az+b
cz+d

T(z)=

bicimindeki doniistimlerdir. Bu 6zellikteki w=T(z) doniistimlerine dogrusal doniigiim
ya da Mobitis déniigiimii denir. Bu tip doniisiimler fonksiyonlarin bileskesi islemine
gore bir grup olustururlar ve bu grup Aut(C,)=PGL(2,C) ile gosterilir. a, b, ¢, deC
ve ad-bcz0 olmak tizere

az+b

U pnd
@= 2

déniisiimleri de C., un anti-otomorfizmleridir. Her bir U anti-otomorfizmi, C. un bir
otomorfizmi ile karmagik eslenigin bilesimi olarak yazilabilir. Bu dontistimlerin ikisi
de C, un kendisi iizerine topolojik es yap1 doéniisiimleri oldugundan U doniisiimii C,
un bir topolojik es yapt donisimiidir. Iki anti-otomorfizmin birlesimi bir
otomorfizm ve bir anti-otomorfizm ile bir otomorfizmin birlesimi bir anti-

otomorfizmdir. Dolayisiyla Cs un tiim otomorfizm ve anti-otomorfizmleri bir grup
olusturur ve bu giup El—t(Cw)=PG—-L(2,C) biciminde gostertlic. U bir anti-
otomorfizm olmak tizere PGL(2,C) ve UPGL(2,C), ﬁ (2.C) deki kosetlerdir, yani
[E(_}E(2,C):PGL(2,C)]=2 dir ve buradan PGL(2,C), bu grubun bir normal alt

grubudur.

U ile iist yan diizlemi gosterelim yani, U ={zeC : Im z >0} olsun. Hiperbolik
geometri icin st yar1 diizlem gosterimini kullanacagiz. Diizlem hiperbolik geometri,
Oklid geometrideki paralellik aksiyomunun degistirilmesiyle elde edilmistir. U,
asagidaki sekilde bir hiperbolik model haline getirilebilir:

Par¢ali diferansiyellenebilir bir y egrisinin hiperbolik uzunlugu

Jdx?* +dy?
lop= [———
;Y
ve 61¢ﬁlebilif bir E kiimesinin hiperbolik alani da
dxdy

uE)= [ y?
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bigiminde tanimlanir. U daki iki hiperbolik nokta arasindaki hiperbolik uzakhik bu
iki noktay: birlestiren hiperbolik dogru pargasinin uzunlugudur. Hiperbolik diizlem,
hiperbolik uzaklhk ile bir metrik uzaydr.

Bu ¢alismada kullanacagimiz gruplar hiperbolik geometrinin esmetrilerinin
gruplann oldugundan ve hiperbolik geometri i¢in ilist yar diizlem gosterimini
sectigimizden bu doniisiimlerin gergel katsayili olanlari ile ilgilenecegiz. Bu nedenle
PGL(2.C) nin baz: doniisiimlerinden olusan

az+§ ,a,b,c,deR ve ad-bc=1}

PSLQ2,R)={T| T(z) = -

ve

az+b

G0={U| U(z) = d,a, b,c,deR ve ad-bc=-1}

czZ+

bigimindeki iki alt kiimesini alalm. ve G= PSL(2,R)U G, kiimesini olugturahm. G

kiimesinin fonksiyonlarin bileske islemine gére bir grup oldugu kolayca goriilebilir.

PSL(2,R), G nin bir alt grubudur fakat G,, G nin bir alt grubu degildir. Asagidaki

teorem G grubunun U nun otomorfizmlerinin grubu oldugunu gosterir. G grubunun
her bir elemani hiperbolik dogrular1 hiperbolik dogrulara resmeder ve hiperbolik

uzunluklan korur.

2.4.1 Teorem: Herhangi bir T dogrusal doniigiimii U tist yart diizlemini kendi
iizerine resmeder ancak ve ancak TeG dir. Ustelik G grubu R (genisletilmis gergel

eksen) kiimesini de kendi iizerine resmeder, [8].0

G grubu topolojik doniisiim grubudur. G grubu iizerindeki topolojik yapi

soyle olusturulur: A={(a,b,c,d)|ad—bc =+1}c R* iizerinde R? iizerindeki alisiimig

topolojiden indirgenen alt uzay topolojisi vardir. A {izerinde (a,b,c,d)=(-a,-b,-c,-d)
6zdeslemesini yapalim, bu bir denklik bagintisidir ve bu bagintiy1 R, ile gosterelim.
Dolayisiyla A ile A/R, boliim uzay arasinda birebir ve lizerine bir dénilisiim vardir.
A tizerindeki topolojiden faydalanarak A/R, lizerindeki topolojik yap: olusturulur.

az+b
cz+d

p : A/RA—G ; p((a,b,c,d))=T, T(z)=

11



birebir, tizerine doniisiimii yardimiyla da G iizerindeki topolojik yapi olusturulur. G
topolojik grubu U iizerinde hareket etmektedir ve her TeG ve her zeU igin T(z)
siirekli bir doniisiimdiir. Dolayisiyla [G,U] bir topolojik doniisiim grubudur.

T(z) doniisiimiindeki ad-bc=A ifadesine T doniisiimiiniin determinanti denir.
Determinanti sifirdan farkh gercel katsayii 2x2 lik matrislerin grubu GL(2,R)
simgesiyle gosterilir. AeGL(2,R) ise A=det(A)=0 oldugundan A matrisinin her bir
katsayis1 \/m degeri ile boliiniirse elde edilen yeni matrisin determinantt 1 ya da -1

olur.

Gergel katsayili, 2x2 lik determinanti +1 olan matrislerin olusturdugu

S_£(2,R) matris grubu ile G grubu arasinda bir karsilik gelme s6z konusudur. Bu
karsilik gelme asagidaki gibidir.

6 : SL(2,R) > G=PSL(2,R)UG,

e(a b)__:{T:ad—bc:l

c d U:ad-bc=-1

bigiminde tanimlanan @ doniligiimiiniin bir grup homomorfizmi oldugu kolayca
goriilebilir. Ancak 0 lizerine olmasina ragmen birebir degildir. Ciinkii bir matris ile
onun negatifine ayn1 V doniisiimii karsilik gelir. Dolayisiyla

Ker(®)={zI| 1 birim matris}
olmak iizere

SL (2,R)/{+1}=G
dir.

Simdi de G topolojik doniisiim grubunun elemanlarinin sabit noktalarina gore

siniflandirmasini yapalim.

2.4.2 Tanmmr: T doniisiimiiniin sabit noktalari T(z)=z Ozelligindeki z

noktalaridir.

Once PSL(2,R) nin elemanlarinin sabit noktalarini belirleyelim. a,b,c,deR
ve ad-bc=1 olmak iizere

az+b
=2z

T(z)= =
@) cz+d

12



esitliginden cz’ +(d-a)z-b=0 elde edilir. Bu denklemin kokleri en fazla iki
tanedir ve T doéniligimiiniin sabit noktalarini verir. Bunlarin C, deki yerlerini
bulabilmek icin denklemin determinantini goz Oniine alalim.
A=d- a)2 +4dbc=(@+ d)2 —4 oldugundan agagidaki ii¢ hal s6z konusudur.
Lhal: fa+d >2 ise A>0 olacagindan T nin iki sabit noktas1 vardir ve bunlar
gercgel eksen tizerindedir. Bu 6zellikteki T déniistimiine hiperbolik doniigiim denir.
2.hal: |a+d =2 ise A=0 olur ve dolayisiyla T nin gergel eksen iizerinde bir
tane sabit noktasi vardir. Bu 6zellikteki T doniigiimiine ise parabolik doniisiim denir.

3.hal: la+d <2 ise A<O olacagindan T nin birbirinin eslenigi olan iki

karmasik sabit noktasi vardir. Bu 6zellikteki T doniistimiine eliptik doniisiim denir.

Simdi de a,b,c,deR ve ad-bc= -1 olmak lizere

U220,
cz+d

den czz + dz—-az — b = 0 elde edilir. z=x+iy olarak alinirsa
c(x>+y)+@d-ax—b=0 @2.1)
(d+a)y=0 (2.2)
esitlikleri bulunur. iki hal s6z konusudur.

1.hal: d+a=0 ise y=0 dir ki bu durumda (2.1) den
cxX +(d-ax-b=0 2.3)
esitligi elde edilir. Bu denklemin determinanti 4 =(d —a)? +4bc =(a+ d)2-4>0

oldugundan U doniigiimiiniin iki farkli sabit noktasi oldugu goriliir. Bunlar gergel
eksen tizerindedir ve bu 6zellikteki U doniistimiine kayan-yansima denir.

2.hal: d+a=0 ise (2.2) esitligi 6zdes olarak gergeklenir ve (2.1) esitligi bize U
doniisiimiiniin sabit noktalarinin kiimesinin bir gember oldugunu gésterir. a+d=0 ve
ad-bc=-1 oldugu da kullanilarak bu gemberin merkezinin (a/c, 0) ve yarigapinin da

14 oldugu kolayca goriilebilir. Bu ozellikteki U doniisiimiine yansima denir.

Buradan asagidaki sonug elde edilir.

13



2.4.3 Sonug: G grubunun hiperbolik, eliptik, parabolik, kayan-yansima ve
yansima diye adlandirilan bes tip elemam vardir. TeG olmak tizere “T nin U da sabit
noktasi vardir < T eliptik ya da yansima déniigtimiidiir”.

G nin bu bes tip elemanimin bir kanonik bigimi vardir. Bunlar, asagidaki

tabloda verilmistir.

elemanin tipi kanonik bicimi
hiperbolik z—>Az A>1)
eliptik Z> W, W_f=eiez_1,6¢2nn

W+ i Z+i

parabolik z—>ztl
kayan-yansima z—>Az A<=
yansima Z—>—Z

G nin hiperbolik, parabolik ve kayan-yansima elemanlar1 sonsuz mertebeli,
yansimalarin mertebeleri iki ve eliptik elemanlarin mertebeleri ise sonsuz ya da sonlu
mertebelidir. Eger TeG bir hiperbolik eleman ise A>1 olmak tizere T, w(z)=Az
déniisiimiine konjugedir ve A ya doniistimiin ¢arpam denir. A konjugelik sinifinin bir
degismezidir. Bir hiperbolik doniigiimiin ¢arpan bir tek sekilde belirlenebilir. Burada

anlatilanlar bir U kayan-yansimas: i¢inde gegerlidir, [5].

2.5 Siireksiz ve Ayrik Gruplar

Siireksizlik bir X topolojik uzaymin kendi tizerine birebir doniislimlerinin
olusturdugu bir grup i¢in tanimlanmistir. Burada 6zel olarak U topolojik uzay1 ve G
grubunun U iizerindeki siireksizligi incelenecektir. Once siireksizlik tammindan

baglayalim.

2.5.1 Tammm: H, G grubunun bir alt grubu olsun. Eger T,(z) - a olacak
bicimde H grubunun farkli elemanlarindan olusan sonsuz elemanl bir {T,} dizisi ve

bir ze U varsa o noktasina H grubunun bir limit noktasidir denir. Eger o bir limit

noktas: degilse o noktasina H grubunun bir adi noktasi ve H grubuna da a

14



noktasinda szireksizdir denir. Eger bir o noktas: birbirinden farkli sonsuz ¢oklukta
TeH elemanlarinin sabit noktasi ise o, H grubunun bir limit noktasidir.

Denk olarak T,(z) - a olacak bi¢imde z noktasi ve farkli elemanlardan
olusan bir {T,} dizisi yoksa H grubuna o noktasinda siireksizdir denir. PSL(2, C) nin
G alt gruplar i¢gin bu tanim §6yle ifade edilebilir: S, C nin agik bir alt kiimesi olsun.
Her zeS igin {Tz : TeG} kiimesinin S de yigilma noktasi yoksa G, S iizerinde
stireksizdir. G nin limit noktalar1,

{Tz : TeG, zeC}=G,

kiimelerinin y1gi1lma noktalaridir.

2.5.2 Teorem: H, bir T eleman ile iiretilmis devirli grup olsun.

(i) T eliptik degilse H, T dontigtimiiniin sabit noktas: (ya da noktalari) harig
her yerde siireksizdir.

(ii) T sonlu mertebeli bir eliptik eleman ise H her yerde siireksizdir.

(iii) T sonsuz mertebeli eliptik eleman ise H grubunun siireksiz oldugu hicbir

yer yoktur, [8].0

Bu teoremden, siireksiz bir grupta sonsuz mertebeli eliptik elemanin

bulunmadig kolayca goriilebilir.

Simdi ayrik grup kavramina tekrar dénelim. Siireksizlik ile ayrklik

kavramlari arasinda oldukg¢a yakin bir iligki s6z konusudur. Bu iligkiyi inceleyelim.

2.5.3 Teorem: Siireksiz bir grup ayriktir, [8].0

Ancak bu teoremin tersi her zaman dogru degildir. Ornek olarak Picard
grubu ayniktir ancak iist yar1 diizlemde siireksiz degildir, [9]. Poincaré 2.5.3
Teoremde bazi kisitlamalar yapildiginda teoremin tersinin de dogru oldugunu

gostermigtir:

2.5.4 Teorem: I', bir B diskinin ya da U iist yann diizleminin konform

topolojik es yap1 doniigiimlerinin ayrik grubu ise I', B de ya da U da siireksizdir [8].0
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Calismamizda kullanacagimiz Hecke gruplarnn ve genisletilmis Hecke
gruplar1 U nun konform topolojik es yapi doniigiimlerinin gruplar1 oldugundan bizim

i¢in ayriklik ile stireksizlik kavramlar1 denk kavramlardir.

2.5.5 Tanmm: (i) [G,U] topolojik doéniigiim grubunun ayrik alt gruplarina
Oklidyen olmayan kristallografik (non-Euclidean Crystallographic) grup denir ve
kisaca N.E.C. grup diye yazilir.

(ii)) PSL(2,R) nin alt grubu olan N.E.C. gruplara Fuchsian gruplar denir.

Simdi ayr olarak Fuchsian gruplari inceleyelim.

2.6 Fuchsian Gruplar

2.6.1 Tanim: PSL(2,R) nin (U nun konform topolojik es yap1 doniigiimlerinin
grubu) sonlu tiretegli ayrik bir I" alt grubuna bir Fuchsian grup denir.
Her I" Fuchsian grubunun agagidaki sekilde bir temsili vardir:
Uretegler : a;,by,...,a,, b, (hiperbolik)
Xpeos Xy (eliptik)

P> Py (parabolik)

hy,....h, (hiperbolik sinir elemani)
m; g T 1 u
Bagntilar : x;" =[][a;,b] ITx; ITp, [Th, =1.
i=1 k=l 1=

I" Fuchsian grubuna
(g;my,...,m;t;u) 2.4)
simgesine sahiptir denir. Burada m,,...,m, >2 sayilar1 tamsayilaridir ve bunlara I" nin

periyotlart denir. g, I' nin uzerinde ayrik olarak hareket ettigi U/I' Riemann
ylizeyinin cinsidir.

Bu gosterim asagidaki 6zelliklere sahiptir. I' min her eliptik elemam x; (1<
< 1) lerden birinin bir kuvvetine egleniktir, I' nin her parabolik eleman p, (1<k <t)

lerden birinin bir kuvvetine esleniktir ve I nin her hiperbolik sinir eleman1 h; (1 <1
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< u) lerden birinin bir kuvvetine esleniktir. Ayrica lireteglerden birinin bir diger
liretecin bir kuvvetine eglenik olan, agikar olmayan bir kuvveti yoktur [8].

Simdi herhangi bir I" Fuchsian grubu i¢in L(I'), I’ min limit noktalarinin
kiimesi olsun. L(I") gercel eksenin, asagidaki ii¢ kosuldan birini saglayan bir alt
klimesidir:

(i) L(I") en fazla iki noktadan olusur.

(ii) L(I")=R dir.

(iii) L(I"), R nin hi¢bir yerde yogun olmayan miikemmel bir alt kiimesidir.

(ii) tipindeki gruplara birinci tiirden Fuchsian gruplar ve (iii) tipinden olan
gruplara ikinci tirden Fuchsian gruplar denir. Biz asil (ii) tipli gruplarla

ilgilenecegiz.

Simdi Riemann-Hurwitz formiiliinii tanimlayalim. I', simgesi (2.4) deki gibi

olan bir grup olsun.
W(D)=2g-2+ 31~ —) +t+u
i=1
tanimlayalim. Eger w(I")>0 ise simgesi (2.4) deki gibi olan bir Fuchsian grup vardir
ve eger I, birinci tlirden Fuchsian grupsa w(I')>0 dir. $imdi I3, I nin sonlu indeksli

bir alt grubu olsun. O zaman

uI)
r.r=t
L u(@)

olur, burada u(I'}) ve u(I') sirasiyla I} ve T min temel bdlgesinin hiperbolik
alanim gostermektedir. Bu formiile Riemann-Hurwitz formiilii denir. Efer u=0 ise
yani hiperbolik sinir elemanlar1 yok ise I" nin bir temel bélgesinin hiperbolik &l¢iimii
2nu(l) dir ve Riemann-Hurwitz formiilii bunun sonucu olarak elde edilir. Eger u>0
ise bu durumda p(I')=c olup Riemann-Hurwitz formiilii Maclachlan tarafindan
ispatlanmigtir, [10].

Simdi biraz da iiggen gruplarindan bahsedelim. 1, m, n > 2 tamsayilar olsun.
Agilart 7/l, n/m ve m/n olan hiperbolik tiggeni gdz 6niine alalim. Sekil 2.1. de

goriildiigii gibi oy, o, ve o bu iiggenin kenarlarindaki yansimalar olsun.
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Sekil 2.1

Bu ii¢ yansima tarafindan tiretilen I grubunun gosterimi
['=(0,,0,,0;| 6} =0} = 62 =(0,03)" = (030,)™ = (0,0,)" =1I)
bi¢imindedir. Burada 0,0, ve o3 yon korumayan, o,0;, 0,0, ve 0,0, ise yon
koruyan elemanlardir. x=0,0; ve y=030, olarak alalim. Bu taktirde x, A kosesi
etrafinda 2n/l agilik bir donme ve y, B késesi etrafinda 2n/m agilik bir dénme olur.
Bu durumda xy ise C etrafinda 27/n agilik bir dsnmedir. Bunlarin hepsi yon koruyan

esmetrilerdir. Bu sebepten dolay1 I’ " 1n, sadece y6n koruyan esmetrilerden olusan bir
[" alt grubunu elde ederiz ve bu grup
r=(x,y| x' =y™ =(xy)" =1)
gosterimine sahiptir. Bu alt grubun bir Fuchsian grup olarak simgesi (0;1,m,n) dir ve
kisaca (1,m,n) bigiminde gosterilir. Bu gruba bir diggen grubu denir. Bu alt grubun
indeksi 2 dir ve bu nedenle bir normal alt gruptur.
Burada 1, m ve n nin biri veya hepsi o olabilir. Omegin (2,q,0) Hecke

gruplar1 Sekil 2.2 deki tiggenler {izerinde hareket ederler.

- -
\ \“\\

/g 0

Sekil 2.2



1, m ve n sayilarindan birinin 2 oldugu durumlarla gok sik kargilasacagimiz

icin (2,m,n) tiirli gruplar géz Oniine alalim. Burada m ve n sayilarina bakarak grubun

hangi ytlizey lizerinde hareket ettigini bulabiliriz. Eger L+—1—>—1— ise kiire,
m n

+-

1. 1 1. .
5 ise tor ve —+—< 5 ise iist yar1 diizlem tizerinde hareket eder.
m n

=

1
m
Kiire tizerindeki (2,m,n) tiggen gruplarinin tiimi sonlu iiggen gruplandir.

Calismamizda sik sik kargilagacagimiz igin kisaca bunlardan bahsedelim:

(i) Cy Devirli Gruplan : C, gruplarinin gosterimleri
C,=(: o = D
bi¢cimindedir. Bunlarin tiggen grubu olarak gésterimleri de her neN i¢in C,, (1,n,n)
bigimindedir. Ayrica m tek sayr olmak tizere C,, = (0L,BZOL2 =p" =1 ap =pu)
oldugundan C,, in liggen grubu olarak gosterimi (2,m,2m) bi¢iminde olacaktir.

Fakat bu tipteki devirli gruplar cinsi g>0 olan ylizeyler tizerinde hareket ederler.

(ii) D, Dihedral Gruplar : D, gruplarinin gdsterimleri
A2
D, =(op:a =p =) =D
veya
2 n 2
D,=(p:a =p =@p) =D
veya
n 2 2
D,=(p:a =p" =@p) =D
bi¢imindedir ve bu gruplar iki iiretegli gruplardir. [D,|=2n dir. D, nin figgen grubu
olarak gdsterimi (2,2,n) veya (2,n,2) veya (n,2,2) bigimindedir.
(iii) Simetrik ve Alterne Gruplar : n elemanhi bir kiimenin biitlin
permiitasyonlarimin kiimesi fonksiyonlarin bileske islemine gore bir grup olusturur.

Bu gruba simetrik grup denir ve S, ile gosterilir. Cift permiitasyonlarin kiimesi de bu

grubun bir alt grubunu olusturur. Bu gruba alterne grup denir ve A, ile gosterilir.
!
S, =n! ve |A] =% dir. Cok kargilasilan simetrik ve alterne gruplar D;=S3=(2,2,3),

A4=(2,3,3), S4=(2,3,4) ve As=(2,3,5) gruplandur, [11].
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2.7 Reidemeister-Schreier Metodu

Simdi —I-i(/iq) grubunun sonlu indeksli alt gruplarinin iireteglerini bulmakta

kullanilacak bir teknik olan Reidemeister-Schreier metodundan bahsedelim.

G, {gi} tiretegleri ile tiretilen bir grup ve H, G nin bir alt grubu olsun. Metod

once H icin bir Schreier transversali se¢mekle ve sonra da bu transversalin,
tireteglerin ve koset gosterimlerinin elemanlarinin sirali garpimlarinin alinmastyla,

asagidaki gibi uygulanir.

Bir X Schreier transversali agagidaki kosullar1 saglayan koset gésterimlerinin
bir kiimesinden olusur:
(1) IeX

(i) ¥ saf sadelestirme altinda kapaldir. Yani efer g; .g;..g; €Z ise

gi, 8, -8i,_, de Z kiimesinde olmal.

%, H igin bir Schreier transversali olsun. H nin bir Schreier tireteci agagidaki
formda olacaktir, [2].

(L nin bir elemam)x(G nin bir iireteci)x(dnceki carpimin koset gosterimi)” (2.5)

2.7.1 Ornek: A, grubunun A/, kamiitator alt grubunun tireteglerini bulmaya

calisgalim. A, grubunun gosterimi

A, =(a,b:a’ =b =(ab)’ =)
bigimindedir. A}, A, grubunun normal alt grubudur ve béliim grubu

A, /A, =(a,b:a’ =b® =(ab)’ =1, ab=ba)
gosterimine sahiptir. A} alt grubunun A, grubundaki indeksinin 3 oldugu olayca
gorilir.

0: A, oA, /A, =C,
homomorfizmi vardir. A/, grubu i¢in bir Schreier transversali olarak

Lb,b?

20



kiimesini segelim. Simdi (2.5) de formiile edilen miimkiin olan biitiin ¢arpimlar

olusturabiliriz:
Lal'=a Lb.b=l
b.a.(b)'=bab’ b.b.(b%) =1
b.a.(b%)'=b’ab b%.b.(I) =1
Burada

A, =<a, bab®, b’ab >

buluruz. Yani A}, grubu ii¢ rankl bir serbest gruba izomorftur.

2.8 Kamiitator Alt Gruplari, Serbest Gruplar ve Serbest Carpimlar

2.8.1 Tanmm: G bir grup olsun. g, heG ve [g, h]=ghg'h"' olmak iizere
([g,h]:g,h e G)

ile tamimlanan gruba G grubunun kamiitatér alt grubu denir ve G' ile gosterilir.

2.8.2 Yardimci Teorem : G/G’, G grubunun en genig degismeli bolim
grubudur. Yani G/N, G nin bagka bir degigmeli bsliim grubu ise
G'aN«G
ve bir

®:G/G'—> GN

homomorfizmi vardir, {12].0

Simdi H(4,) bir serbest carpim olarak bazi serbest alt gruplara sahip

oldugundan, bu alt gruplarin yapisin1 anlayabilmek igin bazt klasik sonuglari

hatirlayalim.

2.8.3 Tamum: Bir grubun iiretegleri arasinda bagintilar yoksa bu gruba serbes?

grup denir.
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X bir F grubunun bir alt kiimesi olsun. F, agsagidaki kosullari saglayan X
tabani ile bir serbest gruptur: Eger ¢, X kiimesinden bir H grubu igine herhangi bir
fonksiyon ise ¢ homomorfizminin F den H ye bir ¢* homomorfizmine tek bir
genislemesi vardir. Burada X’e F nin serbest taban denir.

X serbest tabaninin mertebesine F nin ranki denir. Eger |X| =n ve
X={X1,X2,...Xp } i€ F, { X{,X1,..., X, } Uzerinde serbesttir diyecegiz ve bunu F, ile
gosterecegiz.

Iki serbest grubun izomorf olmas: igin gerek ve yeter kosul ranklarinin ayni
olmasidir, [13].

0 rankli bir serbest grup agikardir ve 1 rankli bir serbest grup sonsuz

devirlidir.

2.8.4 Teorem: F grubunun bir serbest grup olmas: i¢in gerek ve yeter kosul F

nin F=<X;> bi¢iminde bir gdsterimi olmasidir, {14].0
2.8.5 Teorem: Her G grubu bir serbest grubun bir homomorfik goriintiisiidiir.CJ

2.8.6 Teorem: Bir serbest grup biikiimsiizdiir (torsion-free), yani bir serbest

grupta birim eleman diginda sonlu mertebeli eleman yoktur, [14].0

2.8.7 Teorem (Nielsen-Screier) : Bir serbest grubun her alt grubu da

serbesttir, [14].0

Bi¢im ve ozellik bakimindan serbest gruplara en yakin kavram, gruplarin
serbest ¢arpimlaridir. Burada ¢aligmamizda kullanacagimiz kadariyla serbest

carpimlarin genel 6zelliklerini [14] den yararlanarak verecegiz.

2.8.8 Tanim: A=(a,,...;R,,...) ve B=(b;,..;S;,...) iki grup olsun. A ve B
gruplarmin A%xB ile gosterilen serbest ¢arpimi,

<a| 7""bl ,...;RI ,...,S] ,...)
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gosterimli gruptur. Yani G nin {retegleri, A ve B nin Ureteglerinin tiimiinden ve

bagintilar1 da A nin R; ve B nin §; bagintilarimin timiinden olusur. A ve B ye G nin

carpanlar: denir.

Serbest ¢arpim kavram keyfi sayidaki gruplara da genisletilebilir.

2.8.9 Tanim: Eger A, =(lrA, :bag A,) ,ael gruplarn bir koleksiyonu
ise bu gruplarin G=* A, serbest ¢arpimi, lretegleri A, larin treteclerinin ayrik

birlesimlerinden ve bafintilari da A, larin bagintilarinin aynk birlesimlerinden

olusan gruptur.

Serbest ¢arpimlar vardir ve agikar degildir. Buradan asagidaki teoremi

verebiliriz.

2.8.10 Teorem: G=A*B olsun. O zaman A—>G ve B—>G eslemeleri bire-bir
eslemelerdir. A nin liretegleri ile iiretilen G nin alt grubu (A nin iiretegleri, A nin
bagmtilar1) bigiminde gosterime sahiptir. Yani A ya izomorftur. Benzer olarak B

icinde gegerlidir. Bu yiizden A ve B, G nin alt gruplari olarak diisiiniilebilir, [14].0

Bir g grubunun bir serbest ¢arpim olarak ayngip aynstirilamayacagini
belirlemek énemlidir. G i¢in verilen bir gésterimde G nin Ureteglerini, bagintilar da
ayrisacak bi¢imde iki kiimeye b6élmeye caligmak basit bir yontemdir. Yani G=(RUS;
{sadece R deki iiretegleri igeren bafintilarju{sadece S deki lretegleri iceren
bagintilar}) bigiminde yazmaya ¢alismaktir. Artik G,

G1=(R ; R deki iiretegleri igeren bagintilar)
ve
G,=(S ; S deki liretegleri igeren bagntilar)

gruplarinin serbest ¢arpimudir.
Serbest carpimlar, serbest gruplarla bir ¢ok 6zelligi paylasir. Ornegin

Kurosh’un teoremi ile, serbest gruplar i¢in verilmis olan Nielsen-Schreier teoremi

serbest garpimlara genigletilmigtir.
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2.8.11 Teorem (Kurosh): G, A, alt gruplarinin serbest ¢arpimi yani,
G=I1,A,
a

olsun. Eger H, G nin bir alt grubu ise

H=F[],B
PR

olur. Burada F bir serbest grup ve her bir B i¢in Bg, bir A, alt grubuna esleniktir

[2].0

2.8.12 Teorem: Eger G=A*B ve HcA, KcB ise H ve K ile iiretilen alt grup
bunlarin serbest ¢arpimidir. Yani (H,K)=HxK dir.(0

2.8.13 Tanim: A=(a,,..;R,...) ve B=(by,...;S;,...) iki grup, HcA, KcB has

alt gruplar ve @:H—K bir izomorfizm olsun. A ve B nin, H yi K ya birlestirerek elde
edilen serbest ¢arpimi, gosterimi

G=(a{,..;D5-; R 51,515, H = O(H))
olan G grubudur. G grubunun iretegleri A ve B nin tireteglerinin ayrik birlegimidir
ve bagintilari da A ve B nin bagintilart ile birlikte alt grup izomorfizmini veren
bagintilarin ek bir kiimesinden olugur.

H izomorfik resmi ile 6zdeslendigi i¢cin G, A ve B gruplarinin H ile
birlestirilmis serbest ¢arpimidir denir. Bu carpim G=A*y B ile gosterilir. A ile B
gruplarina G nin garpanlari denir.

Bir G grubu eger agikar olmayan bir H has alt grubu ve her ikisi de asikar
olmayan G, ve G, gruplar igin G=G,*y G; ise G birlestirilmis bir serbest ¢arpimdir.

H={1} alimirsa bir serbest ¢arpim elde edilir. Bu nedenle serbest garpimlar,

birlestirilmis serbest ¢arpimlarin 6zel halleridir.
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3. HECKE GRUPLARI

Bu béliim, bundan sonraki boliimde inceleyecegimiz genisletilmis Hecke
gruplarina gegmeden Once, Hecke gruplarimin tanitilmasi ve genel 6zelliklerine
ayrilmugtir. Hecke gruplari ve temel bolgesi tanimlanacak, ayrica Hecke gruplarinin
¢ift, komiitatér, kuvvet, denklik ve temel denklik alt gruplar tanitilacak ve bunlarin
grup yapilar1 hakkinda bilgi verilecektir. Bu béliimde [2,19,20] temel referans olarak

altnmugtir.

3.1 Hecke Gruplan

Erich Hecke, 1936 yilinda “Uber die Bestimmung Dirichletcher Reichen
durch ihre Funktionalgleichungen” adli ¢aligmasinda, A sabit bir pozitif say1 olmak

lzere,
T(z)=—l ve Uiz)=z+2A 3.1
z

kesirli dogrusal doniisiimleri ile iiretilen ve H(A) ile gosterilen gruplar1 tanitmistir,

[1]. Burada S =T .U alinirsa

S(z) = -;13 (3.2)

elde edilir.
Bu gruplar, H(A) bir Fuchsian grup oldugunda Dirichlet serilerinin
calisiimasinda kullamilir. E. Hecke, A > 2 ve gergel say1 ise veya q = 3 bir tamsay:

olmak tizere

A=A, =2cos, 1 <A <2 (3.3)
q

ise H(A) grubunun bir temel bolgesinin

F, ={zeU: |Rez|<§, ]z|>1} (3.4)
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kiimesi oldugunu gdstermistir. Ayrica diger A > 0 degerleri i¢in F,; kiimesinin bir
temel bolge olmadigim gostermistir. Boylece H(A) grubunun bir Fuchsian grup
olmasi igin gerek ve yeter kosulun A =4, veya A 2 2 reel say1 olmasi gerektigi

goriilir.

3.1.1 Tanmm: Yukaridaki her iki durumda H(A) grubuna bir Hecke grubu

denir.

Bu ¢aliymada 6zellikle A<2 durumuna karsgilik gelen H(4,) Hecke gruplan

ile ilgilenecegiz. H(4,) Hecke grubu, PSL(2, R) grubunun 2 mertebeli T(z) = 1
z

ve q mertebeli S(z) = - Il ile tiretilen ayrik alt grubudur.
zZ+

q

A=A, = 2cos£, 1 <A <2 durumuna karsihk gelen H(A,) Hecke gruplan
q

ve bunlarin normal alt gruplar: 6zellikle [2] de ¢alisiimistir.

q=3igin A=4; = 2cos§ =1 degerine Karsilik gelen H(4,) Hecke grubu
J

modiiler grup olarak bilinir ve bu grup literatiirde en ¢ok ¢alisilan gruptur. H(4,)
grubunun elemanlarinin tiim katsayilari rasyonel tamsayilardir.

Diger 6nemli iki Hecke grubu ise q = 4 ve q = 6 degerlerine karsihik gelen
gruplardir ki, bu halde 4, =2 ve Ag =3 olur, yani H(1,) ve H(Ay) dir. Buiki

halde rasyonel sayilar cisminin Q( V2 ) ve Q( V3 ) cebirsel genislemeleri kullanilir.

Aynica H(A;) grubu da ¢ok galistlan bir Hecke grubudur ve bu durumda da

yine rasyonel sayilar cisminin bir geniglemesini elde ederiz. Bu doért Hecke grubu

igin A, derecesi iigten kii¢iik veya tice esit olan bir polinomun kékiidiir.

Oncelikle Hecke gruplarimn grup gosterimlerinde de yararlanacagimiz

grubun temel bolgesini verelim.
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3.2 H(4,) Hecke Grubu I¢in Bir Temel Bilge

Bu kisma bir G grubunun temel bélgesini tanimlayarak baglayalim:

3.2.1 Tamm: F, U da agik bir kiime olsun. Eger F agik kiimesi,
(i) her bir ze U igin G(z) yériingesi ile F en az bir noktada kesisir.
(i1) her bir ze U i¢in G(z) ydriingesi ile F en gok bir noktada kesisir.
kosullarim gergekliyor ise F ye G grubu igin bir temel bdlgedir denir. (i) ve (ii) den
U= Ug(F)

geG
ve eger IzgeG ise
g(F)mF=J

oldugu goriilir.

En ¢ok ¢alisilan H(4,) modiiler grubu i¢in bir temel béige

F={zeU:|zl>1, Rez[<—;—}

kiimesidir [15,16]. Diger Hecke gruplarinin temel bolgeleri E. Hecke tarafindan
gruplarin ayrikliklar1 arastinilirken asagidaki gibi bulunmustur. R. Evans ise

asagidaki teoremin olduk¢a elemanter bir ispatini vermistir.

3.2.2 Teorem: A > 2 ve reel say1 ise veya q 2 3 bir tamsay1 olmak lizere

ﬂ=/1q =2005§-, 1<A<2
q
ise,

FA={zeU: |Rez|<%, |z[>l}

kiimesi H(A) grubunun bir temel bélgesidir ve diger A>0 igin bir temel bolge

bulunamaz [17].0
Dolayisiyla H(4,) Hecke grubu igin bir temel bdlge olarak

: 4q
F, =yzeU: |Rez[<—2—, 2> 1
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kiimesi alinabilir. Bir grubun temel bélgesinin bir tek olmadig: bilinir. $ekil 3.1 de

gosterilen F/l.. =F UF, kimesi, H(4,) grubu igin bir temel bolgedir. Bazen

uygunluk saglansin diye temel bolgeyi

1
Z+—

y)
F,’lq ={zeU: -—L <Rez<0,
2 q

/‘Lq

olarak alacagiz.

] 1 VA 1 l.
/{//l '/ / //// //‘, . (/ - // //l
”,// L Y A A V// “ / A
. p . - e
,_,/// WO ///l / '////‘
oSS VA LV F, e
s /.'l 1 /,/ _/ ‘,/' S th /
R v L e
L _: Ve, 1 J K
‘—‘;" il Vo e Vet el . T
LGN ] v o e [P ~ (7 PR e
S VTP b
%4 /// 4 }\ VN 4 I" // NN [/,’// [ % B . )
W / PYPNLG \ '/ ad // > :/" ya
1. .,-*//,—:=’,1*\==:\ 4 PRS2 b o R s
" S JiN ~J~. l/ T EAI N ~3N. I//’/
by . ,“/’ ,/ ’ 1 N N ~ I , ,/ s 1 \\ \\\\ I,,///;
N v, ‘. \ LSRN 7% /A v LN Y/
N [P [ \ NN FA ’ | \ NN YA
N Lt ’ ! \ s LT, 7 ' ) AT l,//
Yo [ ! A N ' \ VN gy,
V! ' ' Vo f 1 v
el ' 1 1 AL ! | \ N
Moo I \ o 1 : "
N 1 ) ] \ ||| ! 1 1 \ ‘U
|L i ] L oy ! ] [
— . _t — — - .
“Ag 2l A, -1 -4,12 1-4 0 - 2
W -2/, W2 1-2, Al a2 1 2aga
Sekil 3.1

3.2.3 Tammm: [G,X] bir topolojik doniisim grubu ve P=X olsun. Eger
g,.8,€G, g, #g, icin g,PNg,P = ise 0 zaman P ye bir G-paketleme denir.
Denk olarak, eger IzgeG igin gPNP=C ise o zaman P bir G-paketlemedir.

Eger P bir G-paketleme ise her bir yoriingeden en fazla bir eleman bulundurur [4].

3.2.4 Yardimel Teorem: H ve K, bir [G, X] topolojik doniigiim grubunun iki
alt grubu olsun. Eger P bir H-paketleme, Q bir K-paketleme, A = <H, K> (H ve K
gruplarinin iiretegleri ile iretilen grup), PUQ = X, PNQ = & ise 0 zaman
A=H*K
olur. Ayrica PNQ bir A-paketlemedir [18].0
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3.2.5 Teorem: H(A,) grubu 2 ve q mertebeli sonlu devirli iki grubun

serbest ¢arpimina izomorftur, yani

H(4,)=C, *C,

dir[19].0

H(4,) grubunun grup gdsterimi
H(4,) =<T,${T?>=8%=I> = C, *C,

bi¢imindedir. Bundan bagka, eger AeH(4,) ise det A = 1 oldugu kolayca

gorlilebilir.
Simdi H(4,) grubunun normal alt gruplar iginde 8nemli bir yeri olan gift alt

gruplarini tanitalim.

3.3 H(4,) Hecke Gruplarmmn Cift Alt Gruplar

H(4,) Hecke grubunun elemanlarim asagidaki gibi iki sinifa ayirabiliriz;
2 M) dber o
(a) cd,  d ad —bed, =
al
q-
(t) ( ]

Burada ﬂ.fl ye bagh polinomun a,b,c ve d katsayilarmin tiimii rasyonel tamsayilardir.

b dA? —bec=1
di, ) T

3.3.1 Tanim: (a) tipinde olan elemanlara ¢ift elemanlar ve (b) tipindeki

elemanlara da tek elemanlar denir.

Tanimlarina dikkat edilirse,
tek . tek = ¢ift . ¢ift = ¢ift
¢ift . tek = tek . ¢ift = tek

oldugu kolayca goriiliir.

29



q sayismn ¢ift olmasi halinde ¢ift elemanlarin kiimesi, H(4,) grubunun 2

indeksli bir alt grubunu olusturur. Bu alt gruba ¢iff alt grup denir ve H,(4,) ile

gdsterilir, yani

H,(4,)= {M:( 2 bﬂqJ:MeH(A )}
cd, d 4
dir. H.(4,) sift alt grubu TS ve TST ile tiretilir, yani
H,(4,)= <TS>*< TS’T>
dir. Hc(4,) ¢ift alt grubu H(4,) grubunda 2 indeksli oldugundan normal alt
gruptur. H(4,) grubunda H (4,) cift alt grubunun diger koseti tek elemanlardan

olusan

al, b
H(4)={N=|"* . [:NeH()
q

kiimesidir. Diger yandan Te H (A,) oldugundan
H(4)= H (4 VUT. H (4,)
olarak yazilabilir [20].

q sayisinin tek sayi olmasi halinde H(4,) bir ¢ift alt gruba sahip degildir.

H;(4,), H(4;) grubunun sonsuz tane normal alt grubunu igerdigi icin

Onemli bir yere sahiptir. Ayrica cift alt gruplart Hecke gruplarinin temel denklik alt

gruplarinin grup yapilarinin belirlenmesinde ve simiflandirilmasinda da kullanilir.

3.4 H(A,) Hecke Gruplarmmn Kamiitatér Alt Gruplan

H(4,) grubunun kamiitatdr alt grubu H'(4,) ile gosterilir ve H(4,)/H'(4,)
boliim grubu
T?=8%=1 ve TS=ST
bagintilarina sahiptir. Dolayisiyla
H(4,)/H'(44)=C, xC,
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bi¢iminde ifade edilebilir. Boylece
[H(2,)/H (A =24
olacagindan, Reidemeister-Schreier metodu ile H'(4,) grubunun iiretegleri olarak
a, =TSTS", a, =TS’TS*?, ..., a,, =TS*'TS
secilebilir. Bu ise H'(4,) kamiitator alt grubunun q — 1 rankli bir serbest grup

oldugunu gosterir.
Asagidaki teorem g¢ift altgruplar ile kamiitator alt gruplan arasindaki iligkiyi

ortaya koyar.

3.4.1 Teorem: q ¢ift sayr olsun. H(4,) grubunun H'(4,) kamiitator alt

grubu, H_(4,) sift alt grubunun, q indeksli, bir normal alt grubudur [20].0

3.4.2 Sonug: H'(Aq) kamiitator alt grubu sadece ¢ift elemanlardan olusur.

3.5 H(4,) Hecke Gruplarmm H™(1,) Kuvvet Alt Gruplan

3.5.1 Tamm. H(A;) grubunun tiim elemanlarnin m. kuvvetleri alinarak

tiretilen alt gruba H(4,) grubunun m. kuvvet alt grubu denir ve bu alt grup H™(1,)

ile gosterilir.

H(4;) Modiler grubunun kuvvet alt gruplart [21] de ayrintii olarak

calisilmastir,

q = 3 bir tamsay1 ve meN olsun. Hm(/lq) kuvvet alt gruplar1 tamamen

degismez olduklarindan, H(4,) i¢cinde normaldirler. Tanimdan

Hm(ﬂq) >H™ (Aq) (3.5)
(H™ (4 )"> H™(4y) (3.6)
ve buradan

31



H™(4,) . H"(A)= H™(4,) (3.7)

olduklan kolayca goriiliir. Bu esitlii g6stermeden Once bu g¢arpimin iyi tanimli

oldugunu séyleyelim. (3.5)’ den

H™ (4)2 H™(4,) . (3.8)

H™(4,)2 H"(4,) (3.9)
ve buradan

H™(4,)2 H"(4,) . H"(1,) (3.10)

bulunur.

Simdi de kapsamanin diger tarafim gosterelim. z, H(4,) grubunun herhangi

bir elemant olsun. m; ve n, tam sayillannmt m;m+n;n=(m,n) olacak big¢imde
secelim. Buradan

z™™ e H"(4,), z"" e H"(4,) (3.11)
ve dolayisiyla

™™ e H™(4,) . H" (44) (3.12)
elde edilir. Boylece

2™ e H™(44) . H" (4,) (3.13)
bulunur. Buradan

H™M(4,) < H™(4,).H"(4,) (3.14)
ve (3.10) ile (3.14)’ den

H™Y(4,) = H™(4,) . H"(4,) (3.15)
esitligi bulunur.

Burada q tek say1 olmas: halinde
H(4,) = ‘Hz(lq).Hq(lq) (3.16)

oldugu goriiliir.

Simdi q sayisiin tek ya da ¢ift sayr olmasina gore kuvvet alt gruplannr

inceleyelim.

I. Hal: q tek say1 olsun.
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3.5.1 Teorem: Hz(ﬂq) normal alt grubu q mertebeli iki devirli grubun
serbest carpimidir. Aynca

H.) /H 0] =2

H(4,) = H*(A)UT.H2(4,)
ve
H? ()= <S>*<TST>
olur. Hz(/lq) grubunun elemanlart T elemaninin isleri toplaminin ¢ift olmast ile

belirlenebilir {2].0

3.5.2 Teorem: H%(4,) normal alt grubu iki mertebeli q tane devirli grubun
serbest garpimidir. Ayrica

HO)/HO ) =4

H(1,)= HY(A4)US.H(4)uU ... US* HY(4)
ve
HY(4y)= <T>*<STS*'>x<S?TS"?>* ... x<S¥'TS>
olur. H“(ﬂ.q) grubunun elemanlar1 S nin isleri toplaminin q ile boliinebilmesi ile

belirlenebilir [2].0

3.5.3 Teorem: p tek bir say1 olsun. H™ (4,) alt grubu asagidaki biridir;

HQ),  (m2p) =1
H™(,) ={H'},), (mp)=1 ve m it
Hp(kp), m, p nin tek bir kati

Ispat: [2]’ ye bakiniz.0

Burada m bir dogal say1 olmak lizere H2m (4,) alt gruplan kalir. Bu durum

i¢in komiitat6r alt gruplarin: kullanilir.

H(4,) grubunun H'(4,) komiitatér alt grubunun q - 1 rankl1 serbest bir

‘gruba izomorf oldugu ve indeksinin de 2q oldugu 3.2 Kisimda belirtilmisti.
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3.5.1 Teorem: Hz(lq) normal alt grubu q mertebeli iki devirli grubun
serbest carpimidir. Ayrica
'H()»q) / Hz(kq)l =2
H(4,)= H*(A4)UT.H*(4,)
ve
H?(4,)=<S>*<TST>
olur. Hz(ﬂq) grubunun elemanlart T elemaninin Gsleri toplaminin ¢ift olmast ile

belirlenebilir [2].0

3.5.2 Teorem: Hq(/iq) normal alt grubu iki mertebeli q tane devirli grubun
serbest ¢arpimidir. Ayrica

lH(kq) / H‘*(xq)] = q

H(4,)= HY(4,)US.HY(4,)U ... UST . HI(4,)
ve

Hq(ﬂ,q)= <T>*<STSQ"I>*<SZTSq—2>* - *<Sq_|TS S
olur. Hq(ﬂ,q) grubunun elemanlar1 S nin Usleri toplaminin q ile béliinebilmesi ile

belirlenebilir [2].0

3.5.3 Teorem: p tek bir say1 olsun. H™ (4,) alt grubu asagidaki biridir;

H(zk.,), (m.2p) =1
H"() ={H (), mp)=1 ve m gift
H(,), m,pnin tek bir kat

Ispat: [2]’ ye bakiniz.D

Burada m bir dogal say1 olmak tlizere H 2pm (4,) alt gruplart kalir. Bu durum

i¢in komiitatdr alt gruplarini kullanilir.

H(4,) grubunun H'(4;) kamiitatdr alt grubunun q — 1 rankli serbest bir

gruba izomorf oldugu ve indeksinin de 2q oldugu 3.2 Kisimda belirtilmisti.
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Burada q tek say1 oldugu i¢in H(4, )/H? (44) ve H(45)/H a (44) bolim

gruplar devirlidirler, dolayisiyla da degismelidirler. O halde

H?(4,)>H'(4,), HY(A)>H'(4,)
ve boylece de

H?(4,)nHY(4,)>H'(4,)
olarak bulunur. H? (Aq) ve H* (44)> H(4,) grubunun normal alt grubu olduklar
icin birinci izomorfizm teoreminden

H?(4,).HY(A,)/HY(4,) = H(A))/(H*(A,)nHY(4,))
yazilir. Ancak H? (44)-H¥(1)=H(4,) oldugundan

[H () :H A NH ()| =1
ve buradan

[H? (L) H2(h) NH (L) =29
elde edilir.

Diger yandan

H(4,)>H*(4)nH(A)>H'(4,)
ve

[H(2,) - H'(A)| =[HA) t H2 () nH )| =29

olarak bulunur. Buradan agagidaki sonug elde edilir.

3.5.4 Sonug: H(A,) grubunun H'(4,) kamiitatdr alt grubu
H'(A)=H*(4))nH*(4,)

esitligini saglar.0)

Simdi H?™™ (4,) alt gruplarin ele alalim.
H?(4,)>H(4,) ve HI(4,)>H?*(4,)
oldugundan ve yukaridaki sonug geregince

H'(A4)>H*(4,)
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bulunur. H'(4,) serbest grup oldugundan H™ (44) grubu da serbest bir gruptur.
Buradan da m bir dogal say1 olmak iizere
H (A)>H*™ (4y)

bulunur. ' Béylece su sonug elde edilir.

3.5.5 Sonug : H™ (4,) alt gruplan serbesttir.0
IL. Hal: q sift say1 olsun. Ilk olarak q = 4 durumunu ele alalim.

3.5.6 Teorem : Hz(ﬂ4) normal alt grubu sonsuz devirli Z grubu ile iki

mertebeli sonlu devirli iki grubun serbest ¢arpimina izomorftur. Ayrica
H\,)/H (M) = C, x C,
H(4,)=H*(1,)UT.H*(4,)US.H*(1,) UTS. H*(4,)

ve
H2(A,)=<S*>*<TS> T>*<TSTS*>

olur. H2(14) grubunun elemanlart T ve S nin sleri toplaminin ¢ift olmasi ile

belirlenebilir [2].0

3.5.7 Teorem: m pozitif bir tek say1 olsun. O zaman
H™(4,)=H(4,).

Ispat asikardir. O

3.5.8 Teorem: m = 2 (mod 4) olacak bigimde pozitif bir tamsay1 olsun.
H™(4,) grubu sonsuz devirli Z grubu ile iki mertebeli m tane devirli grubun serbest

¢arpimina izomorftur [2]. 0

Simdi m, dordiin bir kat: olsun. H(A,)/H?(4,) bélim grubunda t* =s* =1

bagintilar1 vardir. Burada t ile s, H(4,) grubunun H(1,)/ H%(1,) bslim grubuna
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homomorfizmi altinda T ile S elemanlarinin goriintileridir. Bu bagintilardan

H™(A,) serbest bir gruptur.
Simdi de q = 6 durumunu inceleyelim.

3.5.9 Teorem : H? (1¢) normal alt grubu sonsuz devirli Z grubu ile iki
mertebeli sonlu devirli iki grubun serbest garpimina izomorftur. Ayrica
H(A) /H*(Ag)=C, xC,
H(Ag) =H>(A) UT.H*(1,) US. H? (1, ) UTS. H? (44)
ve
H?(Ag)=<S?>*<TS* T>*<TSTS’>
olur. H? (4¢) grubunun elemanlart T ve S nin {sleri toplaminin ¢ift olmasi ile

belirlenebilir [2].00

3.5.10 Teorem : H’ (4¢) normal alt grubu iki mertebeli dort devirli grubun
serbest ¢carpimidir. Ayrica
HO)/H'(A\)=C,
H(4s) = H?(44) US. H? (4,) US*. H’ (1)
ve
H3(4,) = <T>*<S§’>#<STS*>*<§* TS*>,

Ispat: [2]’ ye bakimz.O
Buradan agagidaki sonuglar elde edilir.

3.5.11 Teorem: m = +1 mod 6. O zaman H" (4¢)= H(4¢) .0

3.5.12 Teorem: m = 2 mod 6. O zaman H"(14)=W,(4,), burada
W, (4¢) ile n tane iki mertebeli devirli grup ile sonsuz mertebeli Z grubunun serbest
¢arpimina izomorf olan grubu gésteriyoruz.O
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3.5.13 Teorem: m = 3 mod 6. O zaman H™ (4,)=H>(/,) .0

Simdi sadece m sayisinin 6 ile béliinebildigi durum kalir. Bu durumda da

H™(4¢) serbest bir grup oldugu gériiliir.

3.6 H(4,) Hecke Gruplarmm Temel Denklik Alt Gruplan

3.6.1 Tammm: H(A;) grubunun n seviyeli temel denklik alt grubu

az+b
cz+d

Hn(/13)={T(z)= e H(A4y):a=d =1, bscsO(modn)}

biciminde tammlanir [22, 23]. H(A;) grubunun bir H,(A4;) temel denklik alt

grubunu igeren bir alt grubuna »n seviyeli bir denklik alt grubu denir.

H,(4;), H(4;) grubunun bir normal alt grubudur. Fakat genelde, tiim temel
denklik alt gruplar1 normal degildirler.
q =4, 6 ve p asal sayi olmak iizere, H(\/r;) (m = 2, 3) grubunun p seviyeli
temel denklik alt grubu
H,(Vm)={M e H(¥m):M = £1(modp) }

olarak tanimlanir, yani

HP(JE)={T(z) =az—+—b—‘[—‘;-~a =d=1l, bscsO(modp),ad—mbc=1}

cVmz+d
dir [24,25].
Genelde ise q > 3 bir dogal say1 ve p bir asal sayr olmak iizere, H(4,)

grubunun p seviyeli temel denklik alt grubu
H,(4,)={T € H(4,): T-= £I(modp) }

a bd,
H,(4)) = :a=d=1%l, b=c=0(modp),ad -A,bc=1
cd, d

bi¢iminde tanimlanir. Tanimdan dolay:
H,(1,) a H (4,)
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oldugu goriiliir.,

H,(4,) grubunu elde etmenin bir diger yontemi, p asal olmak iizere p
modiiliine gére “indirgeme homomorfizmi” ni g6z 6niine almaktir.
5 Z(A,) nun bir ideali clsun. O zaman
Op 1 Z(Ag) > L(A) g
dogal d6niigtimii bir
H(4,)—> PSL (2, Z( 4, ) p)
déniigiimii indirger ki bu doéniistimiin ¢ekirdegi seviyesi @ olan temel denklik alt
grubu olarak adlandirilacaktir. Simdi s, P‘: (Aq) polinomunun GF(p®) de ¢bziimii
olacak sekilde bir tamsay1 olsun. Boyle bir s sayisinin oldugunu ve
1<s<d = derP,(A,)
oldugunu biliyoruz. u, P; (Aq) nin GF(p®) de bir ¢oziimil olsun. Z[A ] dau ile
iiretilen ideali g olarak alalim. Yukandaki gibi, A,—> u ile indirgenmis
homomorfizm olarak
® p.u,q ¢ HA,) > PSL(2, p)
tanimlayabiliriz.
Kpu(Aq)=Cek (O pu.q)

olsun. K u(Aq), H(Ay) nun bir homomorfizminin gekirdegi oldugundan H(A )

da normaldir. Eger u ve v, GF(p®) iizerinde P; (Aq) nun aym indirgenemeyen f
¢arpanina karsilik geliyorlarsa o zaman
Kpu(Ae)=Kpv(Aq)
olur. Ky« (A4), H(Ay) grubunun p seviyeli bir normal denklik alt grubudur, yani
Hy(49) 2 Kpu(Ry)
dir. Buradan

Hy()s NKp(dy)

tom ular

bulunur. H,(4,) grubunun K , u (A4) icindeki indeksinin, birka¢ durum hari¢ 1 ya
da 2 oldugu goriilebilir.
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Simdi H(A;) gruplarimin H p(Aq) ve K u(Ay) gruplan ile boliim gruplarim
ve bunlarin grup yapilanm bulahm. Oncelikle H(A q) mun K p o (X)) ile béliimiinii
bulacagiz. Bu durumda H(A¢)/H,y(Ay)’ yu belirlemek daha kolay olacaktir. q = 4,
5, 6 ve 7 durumlarina bakalim [2].

q=4 igin H(v2) grubunun Kp,  (~/2 ) denklik alt gruplar ve H,(v2) temel

denklik alt gruplan ile béliim gruplan agagidadur.

PSL(2,p) ; p=xl(mod8)
H(W2)/K, 4 (¥2) ={PGL(2,p) ; p=+3(mod8)

C, ; p=2
ve
C, xPSL(2,p) ; p==%l(mod38)
H(v2)/H,(¥2) = {PGL(2,p) . p=13(mod8)
D, ; p=2
q = 5 i¢in H(/’LS) grubunun K, , (As) temel denklik alt gruplarina béliim
gruplan asagidadir.

PSL(2,p) ; p=+I(mod 10)
PSL(2,p%); p=%3(mod 10) ve p =3
5 ; p=2

A ; p=35

H(4s) Ky, u (As)=

q=6igin H(\/_3_ ) grubunun K, («/?7 ) denklik alt gruplar ve Hp(\/_3- ) temel

denklik alt gruplan ile boliim gruplan asagidadir.
PSL(2,p) ; p=z1(mod 12)

PGL(2,p) ; p#*l(mod 12) ve p=2
H(«/§)/Kp,u(~/§)s (2,p) 5 p ( ) ve p

2 ; p=3

D, ; p=2

ve
C, xPSL(2,p) ; p=+Il(mod 12)
PGL(2,p) ; pEXl(mod 12) ve p=2
(C3xCy)C, ; p=3
Dy ; p=2
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q =7 i¢in H(1;) grubunun K, , (4,) temel denklik alt gruplarina boliim

gruplar1 asagidadir.
PSL(2,p) ; p=x1(mod 7)
PSL(2,p°) ; p#+l(mod 7) ve p#2
H(A,) Ky (Ay) = (Z,p7); p ( ) ve p
PSL(2,7) ; p=7
D, ; p=2
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4. GENISLETILMIS HECKE GRUPLARI

Bu bolim ¢aligmada elde edilen tamim, teorem ve sonuglardan
olusturmaktadir. Genigletilmis Hecke gruplart tanumlanacak, genisletilmis Hecke
gruplarinin temel bolgesi ve bazt 6zellikleri verilecektir. Ayrica genisletilmis Hecke
gruplarinin ¢ift, kamiitator, kuvvet, denklik ve temel denklik alt gruplan tanitilacak

ve bunlarmn grup yapilar1 hakkinda bilgi verilecektir.

4.1 Genisletilmis Hecke Gruplan

Hecke gruplarini bir yansima ile genisletelim. Bu yansimay1
R,(z)=1/z
olarak alalim, [26,27]. Bu yansima birim g¢embere gére yansimadir ve U nun bir

anti-otomorfizmidir. Hecke gruplarinin her bir elemanim1 R, ile ¢arpalim ve elde
edilen kiimeyi ﬁ(lq) ile gosterelim. Bu kiime

H(4,)= H(4,) VR, H(4,)
bicimindedir. ﬁ(ﬂq) kiimesinin fonksiyonlarin bileskesi islemine gore bir grup

oldugu kolayca goriilebilir.

4.1.1 Tanmm: Hecke gruplarmna R,(z) =1/ z yansimasi katilarak elde edilen

E(Aq) grubuna genigletilmis Hecke grubu denir.

Hecke gruplarinin, genisletilmis Hecke gruplar i¢indeki indeksinin 2 oldugu
kolayca goriiliir. Dolayisiyla, Hecke gruplari, genisletilmis Hecke gruplarinin
normal altgruplaridir.

S ve T, Hecke grubunun tiretegleri olmak tizere

dontisiimlerini alalim.
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S(z) =- ! ve T(z)=- 1
z+ A z

q

oldugundan R; ve R3 doniigtimleri

ve R;y(z)=-z

R,(@=27
q

olur. Bu doniigiimlerin matris gosterimlerinin ise

ool ) w3 )
olduklar: gdriiliir (burada her bir A€ Z[A,] matrisi ile ~A matrisi PGL(2, Z[4,]) nin
ayni elemanina eslenir). R,, R, ve R, yansimalan genisletilmis Hecke gruplarinin
iireteleridir. Dolayisiyla genisletilmis Hecke gruplarinin grup gésterimleri

F(4,) =<R;,R;,Ry[R? =RI=RZ=(RR;) =(R;R,)? =1>
bigimindedir. Burada

RR; =R;R, =T, R|R, =8 ve. R=R;

oldugu dikkate alinirsa, genisletilmis Hecke grubunun gosterimini

H(4,)=<T,S,R[T> =89 =R? =1, TR=RT, RS=S"'R > 4.1)

bigiminde ifade edebiliriz. TR = RT ve RS=S7'Rbagntilan dikkate alinirsa
(TR)2 =1 ve (RS)? =1 bagmtlan elde edilir. Dolayisiyla genisletilmis Hecke

gruplarinin gosterimi
H(4,) =<T,S,R[T? =8¢ =R? =(TR)’* = (RS)’ =1 > (4.2)

bigiminde ifade edilebilir.

4.2 H(4,) Genisletilmis Hecke Grubu Igin Bir Temel Bolge

Ugtincii béliimde H(A;) modiiler grubu igin bir temel bolgenin nasil elde
edildiginden s6z etmistik. Bu kisimda ise genisletilmis modiiler grubun temel

bolgesini ve buradan da genisletilmis Hecke gruplarinin temel bolgesini elde

edecegiz.
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4.2.1 Teorem: F= {z € U|— 1/2 <Re(z) <0, |z| >1 kiimesi genisletilmis

modiiler grup i¢in bir temel bolgedir, [28].0

Bu teoreme benzer olarak genisletilmis Hecke gruplan i¢in asagidaki teoremi

verebiliriz.

4.2.2 Teorem: Eq = {Z eU:-4,/2<Re(z) <0, |z > 1}

kiimesi de ﬁ(ﬂq) gruplarinin bir temel bélgesi olur.

ispat : Hecke gruplari igin
Aq
F, =yzeU: |Rez|<—5-, |2 >1

kiimesinin bir temel bolge oldugunu 3.2. Kisimdan biliyoruz. Ayrica Hecke
gruplarinin, genisletilmis Hecke gruplarinin 2 indeksli bir alt grubu oldugunu da bu
boliimiin basinda belirtmigtik. Dolayistyla Riemann-Hurwitz formiilii geregi, alt
grubun temel bdlgesinin hiperbolik alanimin grubun temel bélgesinin hiperbolik
alanina orani indeksi vereceginden,

HHA,)

H(H(Ag))

olacaktir. Buna gére Hecke gruplarinin temel bélgesinin yarisini alarak genisletilmis

[, HAY) =

Hecke gruplarinin temel bélgesini bulabiliriz. Yani Sekil 4.1 de gosterilen

F, ={zeU: -2, /2<Re(z) <0, [ >1}
kiimesi de _ﬁ()iq) gruplart igin bir temel bdlge olur. O

J
!

NN

-

~
<
D
R

s -
RS

-

Sekil 4.1
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;4.2.3 Teorem: Genisletilmis Hecke gruplaninin grup yapisi
H(4,)=D,*, D,
bigimindedir.
Ispat: 4.1 Kisimda genisletilmis Hecke gruplarimin grup gosterimlerinin
H(4,) =< T,s,RlT2 =89 =R? 5(TR)?> =(RS)*> =1 >
bigiminde oldugu belirtilmisti. Burada R = R ¢zdeslemesi ile
H(4,) =<_T,R|T2 =R2=(TR)? =1>* <S,R|S" =R? =(SR)> =1 >
ve buradan da
H(4,)=D, *, D,

elde edilir.O

4.3 ﬁ(/lq) Genisletilmis Hecke Gruplarmm Cift Alt Gruplan

3.3 Kisimda verdigimiz H(4,) Hecke grubunun cift alt gruplan tanimi ile

benzer bir tanim ile baslayalim. _I-—I(/lq) grubunun elemanlar: iki sinifa ayrilirlar :
2 M) dobe? =4
(a) ci, d ad—bedy =+

b aty B dA? —be =+l
(b) ¢ di, add; —bc==%

Burada Afl ye bagli polinomun a, b, ¢ ve d katsayllarinin tiimii rasyonel

tamsayilardir. (a) tipinde olan elemanlara ¢iff elemanlar ve (b) tipindeki elemanlara

da tek elemanlar diyecegiz.

Burada ﬁ(/lq) grubunun tiim elemanlarinin tek ya da ¢ift oldugunu

gosterelim. H( Aq) grubunun ireteglerinin

o0 1) gof0 ! o (01
= = ve R =
1 o) 1 4 10

hepsi de tek elemanlardir. Tek elemanlarin kiimesi kapal: degildir. Gergekten
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0 -1) (0 1 -1 0
TR= . =
1 0)t1 O 0 1
gibi iki tek elemanin ¢arpimi ¢ift elemandir. Daha 6ncekine benzer olarak
tek . tek = ¢ift . ¢ift = ¢ift
cift . tek = tek . ¢ift = tek
oldugu kolayca gériiliir. Boylece ﬁ(lq) grubunun elemanlarinin bir parcalanigimi

elde etmis olduk. Diger yandan ﬁ(/lq) grubunun her bir M elemam iireteglerin bir

carpimu  bigiminde yazilabileceginden M elemanimin tek ya da ¢ift oldugunu

anlayabiliriz.

q sayist ¢ift iken ¢ift elemanlarin kiimesi, ﬁ(/lq) grubunun 2 indeksli bir
normal alt grubunu olusturur. Bu gruba ¢ift alt grup denir ve ﬁc(lq) ile gosterilir,

yani

. a bxlq —
H.(4,)={M = oA, d :MeH(4,)¢.

olur. Simdi _ﬁc (44) grubunun grup yapisin inceleyelim.

4.3.1 Teorem : ﬁ(lq) grubunun

— a bﬂq —
H (4)={M= oA, d :Me H(4,)

bigiminde tanimlanan ﬁc (44) cift alt grubu, ﬁ(iq) grubunun 2 indeksli bir normal
alt grubudur. Ayrica.
H(4,) = H (1)U T.H (4,
H (4,) = <ST>*<TS>*<IR>
dir. ‘
ispat : _H_c (44) grubunun ﬁ(ﬂ,q)grubu icindeki indeksi 2 oldugundan
ﬁc (Aq) cift alt grubu, ﬁ(ﬂq) grubunun bir normal alt grubudur. —ﬁc (44) igin bir

Schreier sistemi olarak {I, T} kiimesini alalim. O zaman Reidemeister-Schreier

yontemini uygularsak asagidaki ¢arpimlar elde ederiz.
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LT(T)'=1 T.T.()'=1

LS.(T)'=ST T.S.)'=TS

LR(T)'=RT TR(OD'=TR
Burada TR = RT olduguna dikkat edilirse, iiretegler ST, TS ve TR olarak elde
edilir.0

f{_(/lq) grubunda —I—Tc (44) ift alt grubunun disindaki koset tek elemanlardan

olusur. Tek elemanlar

_ al, b _
H()={N=|"" . [-NeH,)
q

bigimindedir ve T¢ ﬁc (44) oldugundan
H(4,)=H, (1) UT.H (4,)

elde edilir.

q tek say1 iken ﬁ(/lq) gruplar da bir ¢ift alt gruba sahip degildir.

4.4 _ﬁ(/lq) Genisletilmis Hecke Gruplarinin Kamiitator Alt Gruplar

ﬁ(ﬂ.q) grubunun
T2=8'=R?=1 , TR=RT,RS=S"'R
bagintilarina sahip oldugunu biliyoruz. ﬁ(/lq) grubunun kamiitator alt grubu
I_{_'(/lq) ile gosterilir. ﬁ(ﬂ.q) grubunun mevcut gosterimine iireteglerin degismeliligi
bagintist konulursa ﬁ(ﬂ.q)/ ﬁ’(ﬂ,q) b6liim grubunun gosterimi elde edilir. Yani
ﬁ(/lq )/ _PT'(/lq) béliim grubunun gosterimi

T2=8%9=R? =1, TR=RT, RS=S'R, TS=ST,RS=SR

bagintilarma sahip olur.
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Simdi q sayisinin durumlarina gére kamiitator alt grubunu bulalim. Once q

tek say1 olsun.
i) @ = 3 durumu ile baglayalim.

ﬁ(/’t3) grubunun
H(4,) =< T,s,R|T2 =$*=R?=], TR=RT, RS=S’R >
bigiminde bir gosterime sahip oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla ﬁ(%) / ﬁ'(%)
boliim grubunun gésterimi
H(L)/ H () =< T,S,RITZ =8> =R? =], TR =RT, RS =S*R,RS =SR, TS =ST >
olarak bulunur. Gosterimdeki
RS=S°R ve RS =SR
esitliklerinden S =1 oldugu goriiliir. Boylece bsliim grubu
H(4;)/H'(4;)=<T,R[T?> =R? =(TR)* =1>
gosterimine sahip olur. Bu gosterimden
H(4,)/ H'(4;)=V, =C,xC,
oldugu elde edilir. Boylece
[H(25) H(2)] = 4
elde edilir.
Simdi de T—I—'(/13) kamiitatér grubunun {irete¢ kiimesini bulalim. ﬁ'(;g) i¢in

bir Schreier sistemi olarak {I, T, R, TR} kiimesini alalim. Reidemeister-Schreier

metoduna gore miimkiin olan biitiin ¢arpimlar asagidadir:

LT(D'=1 LS.()'=8 LR.(R)'=1
T.T.()"' =1 T.S(T)'=TST T.R(TR)' =1
RT.(TR)'=RTRT  R.S.(R)'=RSR RR(D'=1

TRT.R)'=TRTR  TR.S.(TR)'=TRSRT TR.R.(T)' =1

Burada RTRT = TRTR = I, RSR = $%, TRSRT = TS'T = (TST)"' oldugu R,
S, T doniisiimlerinin tammlar1 hatirlanarak ve gerekli hesaplamalar yapilarak

goriilebilir. Boylece ﬁ'(%) grubunun iirete¢ kiimesi { S, TST } olarak bulunur.

Reidemeister yeniden yazma yo6ntemi kullanilarak _I—T'(l3) grubunun (iiretegleri
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arasinda agikar olmayan bagintilarin olmadigi goriilebilir.  Boylece _I-f’(/13)
grubunun
H'(4;) =<S,TST|S? =(TST)’ =1>=C; *xC,
bigiminde bir gésterimi elde edilir.
ii) Ikinci olarak q = 5 durumunu inceleyelim.
ﬁ(ﬂS) grubunun
H(4;) =<T,S,R[T* =§* =R? =1, TR =RT, RS=S'R >
bigiminde bir gdsterimi vardir. Buradan ﬁ(/ls) / ﬁ'(ls) béliim grubunun da

H(4s)/ H'(15)=<T,S,R|T?> =§° =R? =1, TR =RT, RS =S$*R,RS =SR, TS = ST >

bigiminde bir gésterimi oldugu bulunur. Bu gosterimdeki
RS=S*R ve RS=SR

baginulan yardimiyla, S° = S° =8% =1 oldugundan S =1 olarak bulunur. Béylece

bélim grubu

H(As)/H'(A)=<T,R|T?> =R* =(TR)* =1 >
gosterimine sahip olur. Buradan |

H(45)/ H'(A5)=V, =C, xC,
bulunur. Boylece

[H(A5)/ H'(A5)| = 4

elde edilir.

_PT’(/IS) grubunun iirete¢ kiimesini bulalim. ﬁ’(ﬂs) icin bir Schreier sistemi

olarak {I, T, R, TR} kiimesini alalim. Reidemeister-Schreier metoduna gore

miimkiin olan bﬁtﬁp ¢arpimlar asagldadlr:

LT(D)'=1 LSH)'=¢ LR(R)'=1
T.T.A)" =1 T.S.(T)'=TST TR.(TR)' =1
R.T.(TR)'=RTRT R.S.(R)y'=RSR " RR(D)'=1

TRT.(R)'=TRTR  TR.S(TR)'=TRSRT TRR.(T)' =1
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Burada RTRT = TRTR =1, RSR = S§*, TRSRT = TS*T = (TST)" olduguR,Sve T
doniisimlerinin degerleri yerine yazilarak gerekli hesaplamalarin yapilmasi ile

goriiliir. Boylece —ﬁ'(ﬂs) grubunun tirete¢ kiimesi {S, TST} olarak bulunur.
Reidemeister yeniden yazma yontemi kullanmilarak ﬁ’(/ls) grubunun {iretegleri

arasinda asikar olmayan bagmntilarin olmadigi goérilebilir.  Béylece _P_I'(/ls)

grubunun
H'(15) =<8, TST|S® =(TST)® =1>= C; * C;

bigiminde bir gosterimi elde edilir.

q tek sayisi icin agagidaki gibi bir genelleme yapabiliriz.

4.4.1 Teorem : q bir tek say1 olsun.
i) H(4,)/ H'(4)) =V, =C, xC,
ii) H'(4,) =<S,TST|S? = (TST) =1>=C, % C,.
Ispat: i) H(4,) grubunun gsterimi
H(1,)=<T,S,R[T? =8 =R% =1, TR =RT, RS=S"R >
bi¢imindedir. Dolayisiyla —I-T(/lq)/ ﬁ’(iq) béliim grubunun gésterimi
H(4)/ H(A,) =< T,S,R|T2 =S9=R?=[ TR =RT, RS=S"'R,RS=SR, TS =ST >
olarak bulunur. Boylece
RS=S"'R ve RS=SR

esitliklerinden S92 =89 =S? =1 oldugu ve q tek say1 oldugundan S = I olarak

bulunur. Béylece béliim grubu

H(1,)/ H(4)=<T,RT? =R* =(TR)* =1 >
gosterimine sahip olur. O halde

H(4s)/ H'(A)=V, =C, xC,

oldugu goriiltir.

ii) H(A,)/ H'(4,) béliim grubunun indeksi (i) den dolay1
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[H(1,)/ H(4,)| =4
olarak bulunur.
Simdi ﬁ’(/lq) grubunun {irete¢ kiimesini bulalim. _}T'(/iq) icin bir Schreier

sistemi olarak {I, T, R, TR} kiimesini alalim. Reidemeister-Schreier metoduna gére

miimkiin olan biitiin carpimlar asagidadir:

LT.(T)' =1 LS.(D)'=s LR.(R)' =1
T.T.(D) =1 T.S(T)'=TST T.R.(TR)'=1
R.T.(TRy'=RTRT R.S.(R)'=RSR RR.()'=1

TRT.(R)'=TRTR  TR.S.(TR)'=TRSRT TRR.(T)'=1

Burada RTRT = TRTR =1, RSR = §”!, TRSRT = TS'T = (TST)" oldugu R,
S ve T nin degerleri yerine yazilip, hesaplamalar yapilirsa gériiliir. Boylece ﬁ’(lq)
grubunun iireteg kiimesi de {S, TST} olarak bulunur. Reidemeister yeniden yazma

yontemi kullanilarak ﬁ'(ﬁq) grubunun iretegleri arasinda agikar olmayan

bagintilarin olmadig: goriilebilir. Dolayisiyla TI—’(Aq) grubunun
H'(4,) =<S,TST|8? =(TST)? =I1>=C, * C,

bigiminde bir gosterimi elde edilir.(]

Simdi de q gift say1 olmast halinde kamiitatér alt grubunun ne oldugunu
arastiralim.

i) Ik olarak q = 4 durumu ile baglayalim.
ﬁ(/14) grubunun

H(1,) =<T,S,R|T? =8* =R? =1, TR =RT, RS=S°R >
bi¢iminde bir gosterime sahip oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla ﬁ(&,)/ H'(4,) bolim
grubunun goésterimi
H(4,)/ H'(A4)=<T,S,RT? =8* =R? =1, TR =RT, RS =$’R,R$ =SR, TS = ST >
olarak bulunur. Bu gdsterimdeki

RS=S’R ve RS =SR

esitliklerinden S? =S* =1 oldugu goriiliir. B&ylece boliim grubu
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H(4,)/ H'(4,)=<T,S,R[T? =§? =R? = (TR)? =(TS)* = (SR)* =1 >

g0Osterimine sahip olur. Buradan da

H(A,)/ H'(1,)=C, xC, xC,
ve

[H(24)/ H'(4,)| =8
oldugu goriiliir.

Simdi de TrI—’(/L,,) kamiitatér grubunun bir tiirete¢ kiimesini belirleyelim.

H'(4,) igin bir Schreier sistemi olarak {I, T, R, S, RT, RS, TS, RTS} kiimesini

alalim. Reidemeister-Schreier metoduna gére miimkiin olan biitiin ¢arpimlar

asagidadir:
LT.(T)' =1 RT.T.R)'=1
T.T.()" =1 RS.T.(RTS)'=RSTS*TR
RT.QRT)'=1 TS.T(S)'=TSTS?
S.T.(TS)!=STS’T RTS.T.(RS)' =RTSTS’R
LS.(S)'=1 RT.S.(RTS)' =1
T.S.(TS)' =1 RS.S.(R)'=RS’R
RS.RS)! =1 TS.S.(T)y'=TS*’T
S.S.()'=¢§° RTS.S.(RT)' = RTS’TR
LR.(R)" =1 RT.R(T)"'=RTRT
T.R.RT)'=TRTR RS.R.(S)" = RSRS®
RR(D)'=1 TS.R.(RTS)" = TSRS’TR

Burada

S.R.(RS)'=SRS’R

RTS.R.(TS)' = RTSRS’T.

(STS’T)"' = TSTS?, (TRTR)' =RTRT =1, (SRS’R)" = RSRS’=(8?)"
(RSTS’TR)' = RTSTS’R = S$*TST, RS’R =(S%)", RTS’TR = (TS’T)"
(TSRS*TR) ! = RTSRS’T = TS*T
oldugu R, S ve T nin degerleri yerine yazilip, gerekli hesaplamalar yapilirsa gorilir.
Boylece ﬁ’()%) grubunun tiretegleri S?, TS’T, TSTS® ve TS’TS olarak bulunur. .

Reidemeister yeniden yazma yontemi kullamlarak —[—T’(/L,) grubunun {iretegleri

arasinda agikar olmayan bagntilarin olmadig: goriilebilir. Buradan T—I_’(24) grubunun
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H'(A,) =< S2,TS?T,TSTS?, TS*TS|(8%)? = (TS?T)? = (TSTS®)® = (TS*TS)* =1>

bigiminde bir gosterimi elde edilir.

if) ikinci olarak q = 6 durumunu inceleyelim.
ﬁ(ﬂ%) grubunun
H(%)=<T.S,R[T? =8¢ =R? =], TR =RT, RS=SR >
bi¢iminde bir gosterime sahip oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla ﬁ(/lé)/ T{_’(ﬂé) b6liim
grubunun goésterimi
H(As)/ H'(A4)=<T,S,R|T?> =S° =R? =1, TR =RT, RS=S°R,RS=SR, TS =ST >
olarak bulunur. Bu gésterimdeki
RS=S’R veRS =SR
esitliklerinden S* =S° =1, yani S? =1 olarak bulunur. Boylece béliim grubu
H(4s)/ H'(4)=<T,S,RIT* =8> =R* = (TR)* = (TS)* =(SR)* =1>
gosterimine sahip olur. Buradan
H(44)/ H'(Ag)=C, xC, xC,
ve
[H(A6)/ H'(A4)| =8
elde edilir.
Simdi de ﬁ'(/lé) kamiitator grubunun iireteg kiimesini bulalim. ﬁ'(}%) igin

bir Schreier sistemi olarak {I, T, R, S, RT, RS, TS, RTS} kiimesini alalim.

Reidemeister-Schreier metoduna gére miimkiin olan biitlin ¢arpimlar asagidadir:

LT(D!=1 RT.T.(R)'=1

T.T.()" =1 RS.T.(RTS)' = RSTS’TR
RT.RT)'=1 TS.T.(S)"' = TSTS®
S.T(TS)'=STS’T RTS.T.(RS)"' =RTSTS’R
LS.(S)'=1 RT.S.(RTS)' =1
T.S(TS)' =1 RS.S.(R)' =RS°R
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R.S.(RS)!'=1 TS.S.(T)!'=TS?T

S.S()'=¢? RTS.S.(RT)"=RTS*TR

LRER)' =1 RT.R(T)'=RTRT

T.R.QRT)'=TRTR RS.R.(S)"' =RSRS’®

RRM'=1" TS.R.(RTS)!' = TSRS’TR

S.R.(RS)'=SRS°R RTS.R.(TS)! =RTSRS’T.
Burada

(STS’T)'=TSTS’, (TRTR)'=RTRT =1, (SRS’R)"’ =RSRS’= (8%
(RSTS’TR)! = RTSTS’R = S°TST, RS’R =(S8?)", RTS*TR = (TS*T)"
(TSRS’TR) ' = RTSRS’T = TST

oldugu R, S ve T nin degerleri yerine yazilip, gerekli hesaplamalar yapilirsa goriiliir.

Boylece ﬁ'(}%) grubunun iretecleri S?, TS*T, TSTS® ve TS’TS olarak bulunur.
Reidemeister yeniden yazma yOntemi kullanilarak ﬁ'(ﬂ%) grubunun lretecleri
arasinda asikar olmayan bagintilarin olmadig goriilebilir. Buradan ﬁ'(lﬁ) grubunun
H'(As) =< S, TS*T, TSTS’, TS TS|(S?)? = (TS?T)? = (TSTS’)® = (TS’TS)” =1 >

bigiminde bir gésterimi elde edilir.
Simdi q ¢ift sayist iginde bir teorem verebiliriz.

4.4.2 Teorem : q ¢ift say1 olsun.
i) H(4,)/ H'(4,)=C, xC, xC,

i) H'(4,) =<S?, TS*T, TSTS ', TS*'TS|(8*)¥'? = (TS*T)*'?
= (TSTS*™)” =(TST'TS)* =1>
ispat : i) H(4,) grubunun grup gésteriminin
H(4,)=<T,S,R[T? =s% =R? =1, TR =RT, RS=S"R >
bi¢iminde oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla ﬁ(ﬂq )/ ?I—’(Z.q) béliim grubu da
ﬁ(/lq)/—kf'(/lq)=< T,S,R]T2 =S89 =R? =], TR =RT, RS=S"'R,RS=SR, TS =ST >

bi¢iminde bir gosterime sahiptir. Buradan

53



RS=S"'R veRS=SR
esitliklerinden S92 =S89 =1, yani S* =1 olarak bulunur. Boylece boliim grubu

H(4,)/ H'(4,)=<T,S,RIT? =8* =R? = (TR)? = (TS)* = (SR)* =1 >

gosterimine sahip olur. Buradan
H(4,)/ H'(4,)=C, xC, xC,
elde edilir.
i) H(4,)/ H'(4,) béliim grubunun indeksi (i) den
[H(2,)/ H'(2,)| =8
olarak bulunur.
Simdi de fl_’(/lq)kamﬁtatﬁr grubunun ireteg kiimesini bulalim. _Pf’(lq) icin

bir Schreier sistemi olarak {I, T, R, S, RT, RS, TS, RTS} kiimesini alalim.

Reidemeister-Schreier metoduna gére miimkiin olan biitiin ¢arpimlar asagidadir:

LT.(T)!'=1 RT.T.(R) =1
T.T.(D)"' =1 RS.T.(RTS)'=RSTS'TR
RT.RD)'=1 TS.T.(S)' = TSTS
S.T(TS)y'=sTS'T RTS.T.(RS)'=RTSTS'R
LS.(S)'=1 RT.S.(RTS)'=1
T.S(TS)'=1 RS.S.(R)'=RS*R
R.S.(RS)!'=1 TS.S(T)'=TS’T
SS.()'=¢ RTS.S.(RT)'=RTS?’TR
IRR)'=1 RT.R.(T)'=RTRT
T.R(RT)'=TRTR RS.R.(S)'=RSRS’
RR(D)'=1 TS.R.(RTS)" = TSRS'TR
S.R(RS)'=SRS'R RTS.R(TS)'=RTSRS'T.
Burada

(STS'T)'=TSTS™, (TRTR)'=RTRT =1, (SRS"'R)" =RSRS™" = (8"
(RSTS"'TR)"' =RTSTS'R = S"'TST, RS’R =($?)", RTS*TR = (TS*T)"!
(TSRS'TR)!=RTSRS™'T = TS’T
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oldugu R, S ve T nin degerleri yerine yazilip, gerekli hesaplamalar yapilirsa goriiliir.

Boylece _IT'(Aq) grubunun iretegleri $2, TS®T, TSTS*! ve TS*!'TS olarak elde
edilir.  Reidemeister yeniden yazma yontemi kullanilarak ﬁ'(/lq) grubunun
tiretegleri arasinda agikar olmayan bagintilarin olmadig: gériilebilir. Buradan T{_’(lq)
grubunun
'ﬁ"(zq) =< 82, TS?T, TSTS 4!, TS TS|(S*)¥? = (TS*T)"'?
=(TSTS"™)* = (TST'TS)* =1 >

bigiminde bir gosterimi bulunur.

4.4.3 Sonug: ﬁ(lq) grubunun ﬁ—’(lq) kamiitator alt grubu q tek say: iken

2 rankli ve 4 indeksli, q ¢ift say1 iken 4 rankli ve 8 indeksli bir alt gruptur.(]

4.4.4 Teorem: q cift say1 olsun. ﬁ(/lq) grubunun ﬁ'(/lq) kamiitator alt
grubu, _I-_IQ (44) ¢ift alt grubunun, 4 indeksli, bir normal alt grubudur.
Ispat: ﬁ'(lq) alt grubunun _H—(/lq) grubunda 8 indeksli bir normal alt grup

oldugunu biliyoruz. Ayrica ﬁ¢ (44) cift alt grubu da ﬁ(lq) grubunda 2 indeksli bir
normal alt gruptur. Dolayistyla indeksin 4 oldugu goriiliir.
ﬁ(lq) grubunun A ve B gibi iki elemanini alahm. A ve B ne olursa olsun,

komiitatérleri [A,B]= ABA™'B™! daima gifitir. Boylece elemanlarin her [A,B] cifti
icin

[A,Ble H (4,)
oldugu goriiliir. Yani

H(4y) < Hy(4,)

bulunur.0
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4.5 ﬁ(/lq) Genisletilmis Hecke Gruplarinin H™ (44) Kuvvet Alt Gruplan

4.5.1 Tanim, ﬁ(ﬂ.q) grubunun tiim elemanlarimin m. kuvvetleri alinarak

tiretilen alt gruba ﬁ(lq) grubunun m. kuvvet alt grubu denir ve bu alt grup H™ (Aq)

ile gosterilir.

q = 3 bir tamsay1 ve meN olsun. H™ (44) kuvvet alt gruplan tamamen

degigmez olduklarindan, ﬁ(/lq) nin normal altgruplaridir. Tamimdan

H™(4,) > H™(4,) (4.5)

H" (A )" > H™ (4) (4.6)
ve buradan

H" (1) H" (4)= H™ (1) (4.7)

esitligi elde edilir. Bu esitligin ispatim1 gostermeden 6nce bu ¢arpimin iyi tanimh

oldugunu sdyleyelim. (4.5) ‘den

E— —

H™M(1,)= H"(4,) (4.8)

H™(1)z H"(4,) (4.9)
ve dolayisiyla

— () — —

H™(2,)2 H™(4,) . H"(4,) (4.10)
bulunur.

Simdi kapsainamn diger tarafin1 gosterelim. z, _ﬁ(/lq) grubunun herhangi bir

elemani olsun. m; ve n, tam sayilarint m;m +n;n =(m,n) olacak bigimde secelim.
Buradan

z™™ e H™(4,), z"" € H"(4,) (4.11)
ve

2™ e {™(4,). " (4,) ' (4.12)
elde edilir. Boylece |

2™ e H™(4,).H" (4,) (4.13)

bulunur. Buradan
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H™(4,) < H"(4,).H"(4,) (4.14)
ve (4.10) ile (4.14)’ den
H™Y(4,) = H"(4,).H"(4,) 4.15)
esitligi bulunur. Burada q tek sayi iken
H(4,) = H*(4,) . H(4,) (4.16)
oldugu goriiliir.
Simdi q sayisinin tek ya da ¢ift sayr olmasina gére kuvvet alt gruplarim

inceleyelim. Once q tek say1 olsun.

4.5.2 Teorem: ﬁz(/lq) normal alt grubu q mertebeli iki devirli grubun
serbest carpimudir. Ayrica
H(4,) :H*(4,)| = 4
H(4)=H?(4,) UT.H*(1,) UR.H? (4,) UTR. H*(4,)
ve

H?(1,)=<S>*<TST>

olur. H? (4,) grubunun elemanlann T nin Gsleri toplamuun ¢ift olmasi ile

belirlenebilir.

Ispat: H(4,) grubunun grup gésteriminin
H(4,) =<T,8,RIT?> =S =R? =(TR)* = (RS)* =1>
bi¢ciminde oldugunu biliyoruz. ﬁ(/lq) grubunun goésterimine her Ke ﬁ(/lq) i¢in
K? =1 bagmtis: eklenirse ﬁ(/lq)/ H? (4q) bolim grubunun gosterimi elde edilir.
Buradan H(4,)/H?(4,) bolim grubu
ﬁ(/lq)/ﬁz(/lq)=<T,S,R‘T2 =89 =R?=8% =(TR)? = (RS)? =(TS)* = 1>

gdsterimine sahip olur. Burada S° =S% =1 ve q tek say1 oldugundan S = I olarak

bulunur. Boylece bdliim grubunun gdsterimi
H(4,)/H*(4)=<T.RT? =R? =(TR)* =1 >

bigiminde olur. Dolayisiyla
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H(4,):H*(4,)| =4
elde edilir.
Simdi H? (44) kuvvet grubunun treteglerini bulalim. Schreier sistemi olarak

{I. T, R, TR} kiimesini alalim. Reidemeister-Schreier metodunu kullanalim. Buna

goére miimkiin olan biitiin ¢arpimlar agagidadir.

LT(T)'=1I LS.(D'=S LR.(R)!'=1
T.T.()" =1 T.S.(T)'=TST T.R(TR)!'=1
RT.(TR)'=RTRT R.S.(R)'=RSR RR.()'=1

TR.T.R)'=TRTR  TR.S.(TR)'=TRSRT TR.R.(T)'=I
Burada RTRT = TRTR =1, RSR =S, TRSRT = TS'T = (TST)"! oldugu R,
S ve T nin degerleri yerine yazilip, hesaplamalar yapilirsa goriiliir. Buradan H? (49)

grubunun iiretegleri S ve TST olarak bulunur. H? (4,) grubunun elemanlarinin
teoremdeki kosulu sagladifi acgiktir.  Reidemeister yeniden yazma ydntemi

kullamfarak H? (4;) grubunun iretegleri arasinda asikar olmayan bagmtilarin
olmadig: goriilebilir. O halde H? (44) grubunun grup gdsterimi
H?*(4,) =<8, TST|S® = (TST)? =1>=C_ * C,.

olarak elde edilir.0

4.5.3 Teorem: H(4,) normal alt grubu iki mertebeli 2q tane devirli grubun
serbest carpimidir. Ayrica |
H(4,) :H(4y) =1
H(1,)=H(4)US.H'(4) U ... UST H(4,)
ve

HY(A,) =<T>*<R>*<STS"'>*<§*TS"?>x . #<S¥'TS>

*<SRS¥!'>x<S?RST %> ... ¥<S*'RS>
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olur. H® (44) grubunun elemanlar S nin Usleri toplaminin q ile boliinebilmesi ile
belirlenebilir.
ispat : H(A,) grubunun grup gosteriminin
H(4,) =<T.S,R|[T? =8* =R? =(TR)? = (RS)* =1 >
bigiminde oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla ﬁ(ﬂ.q)/ g (44) bolim grubu da
H(4,)/H%(4)=<T,S,RIT? =87 =R? =T =R?=...=1>

gosterimine sahip olur. Bu gosterimden T® =T?=R9 = R?2=1 ve q bir tek say1

oldugundan T =R =1 olarak bulunur. Béylece b6liim grubunun gésterimi
H(2,)/H(A)=<Ss* =l >=C,

bigiminde olur. Dolayisiyla
H(i,): H'(4y)|=q

elde edilir.

Burada q tek sayisi i¢in genellemeye gitmek i¢in 6nce q sayisini 3 olarak

alalim. Buna gére H? (43) grubunun ireteglerini bulalim. Schreier sistemi olarak

{1, S,SZ} kiimesini alalim. Reidemeister-Schreier metodunu kullanalim. Burada

miimkiin olan biitiin ¢arpimlar asagidadir.

LT.()'=T S.T.(S)" = STS? S2T.(SY'=S’TS
1S(S)'=1 S.S.(8H'=1 S2S(D)'=1
ILR.(D)'=R S.R.(S)" = SRS? S2R.(S? "' =S’RS

Buradan H>(4;) kuvvet grubunun iretegleri T, R, STS?, S’TS, SRS’ ve S’RS
olarak bulunur. H* (4,) grubunun grup gosterimi de
H3(4;) =< T,R,STS?,STS,SRS?,$*RST? =R?

=(STS?)? =(STS)? = (SRS?)? =(S?RS)* =1>

olarak elde edilir.
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Benzer olarak herhangi bir q tek sayist igin HY (44) grubunun ireteglerini

bulalim. Bunun i¢in Schreier sistemi olarak {I, S, ..., Sq']} kiimesini alalim.

Reidemeister-Schreier metodunu kullamlirsa HY (44) grubunun iretegleri
T, R, STS*!, $*TS*?, ..., S¥'TS, SRS, S?RS*? , ..., S¥'RS

olarak bulunur. Dikkat edilirse H¢ (44) grubunun elemanlarinin teoremdeki kosulu

sagladigi aciktir.  Reidemeister yeniden yazma yontemi kullamlarak H® (49)

grubunun iiretegleri arasinda agikar olmayan bagntilarin olmadig1 goriilebilir. O

halde grup gésterimi de
HY(4,) =<T,R,STS*",..,S¥'TS,SRS%",..,S¥'RST? =R

=(STST™H? =...=(ST'TS)? = (SRS¥™)? =...=(S¥'RS)? =1 >

bigimindedir.0

4.5.4 Teorem: p bir tek asal sayr olsun. _ﬁ’“(ﬂp) alt grubu asagidaki
durumlardan biridir:
H(4,), (m2p)=1
H™(4,)={H*(4,), (m,p)=1 ve m cift
HP (4,), m,pnin tek bir kati
Ispat : (m, 2p) = 1 oldugunda ﬁ(lp)/ ﬁm(lp) asikar gruptur ve dolayisiyla
H"™(4,) =H(A,) olarak bulunur.
Ikinci olarak m ¢ift say1 ve (m, p) = 1 olsun. O zaman ﬁ(/lp)/ ﬁm(/lp)

béliim grubu =y

= (tr)> = s = bagntilarina sahiptir ve bu bélim C, xC, ye
izomorftur. q tek oldugunda _ﬁ(/lp) grubunun iki indeksli tek bir normal alt grubu
oldugundan H™(4,) = H(4,) olarak bulunur.

Ugiincii olarak p, m nin bir tek say1 kat1 olsun. Bu durumda béliim grubu C,

ya izomorftur ve ﬁ(lp) grubunda q indeksli tek bir normal alt grup oldugundan

Hm (4,)= HP (4,) elde edilir ve bdylece ispat tamamlanir.0
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Simdi q > 3 bilegik bir tek say1 olsun. 4.5.4 Teoremdeki biitiin durumlar

saglanmaz. Omegin m sayis1 1 < (m, q) =d < q olacak bicimde bir tek say1 ise

ﬁ(ﬂq)/ ﬁm(lq) bslim grubunda r =t = §¢ = | bagintilarina sahip oluruz, yani
H(4,)/H™(4,) = C, bigimindedir. Burada
H™(4,) =<T,R,STS*",...,8%"'TS,SRS*" .. ,S*'RSIT? = R?

=(STS*")? = .. =(8*'T9)? = (SRS*")? = .= (§8*'RS)? = >
olur.

Son olarak m sayist 1 < (m, q) = d < q olacak bigimde cift bir say: ise
H(4,)/H™(4,) bolim grubu * = s* = (ts)™ bagintilarina sahip olur ve yukandaki

tekniklerden H™ (4,) hakkinda bir sey séyleyemeyiz.

Burada m bir dogal say1 olmak tizere H?P™ (4,) alt gruplan kalir. Bu durum

icin komiitatér alt gruplar1 kullamir.

q tek sayisi igin ﬁ-’(lq) kamiitator alt grubunun
ﬁ'(/iq) =< S,TSTlSq =(TST)? =1>=C_ xC,
ve H? (44) kuvvet alt grubunun
H?(4,) =<8, TST|S* = (TST)* =I1>=C, *C,

olduklarim gordiik. Bu ikisinden agagidaki sonucu verebiliriz.

4.5.5 Sonug: ﬁ(lq) grubunun ﬁ-'(/lq) kamiitat6r alt grubu
H(2,)=H*(4,)

esitligini saglar.0]

Simdi H*™ (4,) alt gruplan incelenebilir. H? (4)> H™ (44) oldugundan
yukaridaki sonug geregince

H'(4)>H*(4,)
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olarak bulunur. —I-I—'(/lq) serbest grup oldugundan H* (44) grubu da serbest bir
gruptur. Buradan da m bir dogal say1 olmak iizere

72 T2

H*(4)>H T (Ay)

bulunur. Béylece asagidaki sonug elde edilir.

4.5.6 Sonug : H2™ (1) alt gruplar: serbesttir.C]

Burada q sayis1 tek say1 iken biitlin durumlar inceledik. Buna ragmen, q =5
sayis1 6nemli bir Hecke grubunu verdigi i¢in bu durumu ayr olarak inceleyelim. g

tek say1 iken buldugumuz biitiin sonuglar ayrica q=5 i¢inde dogrudur.

4.5.7 Teorem : ﬁz(ls) normal alt grubu 5 mertebeli iki devirli grubun
serbest carptmudir. Ayrica
[FH(25): H2(25)| = 4
H(As)=H? (1) UT.H*(15) UR. H*(45) UTR. H? ()
ve
H?(15)=<S>*<TST>
olur. —ﬁz(ls) grubunun elemanlari1 T nin isleri toplamimin ¢ift olmasi ile

belirlenebilir.

Ispat, 4.5.2 Teoremin $zel bir halidir.0

4.5.8 Teorem : H’ (45) normal alt grubu iki mertebeli 10 tane devirli grubun
serbest ¢arpimudir. Ayrica
H(4s): H (45)] =5

H(A5)=H’(A5) US. H* (45) US? . H?(15) US® . H (45) US* . H’ (4s)

ve

H’(Ag) = <T>*<R>*<STS*>x<S?TS?>*<S’TS?>x<S*TS >

*<SRS*>%x<S2RS3}>x<S?RSZ>*<S*RS >
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olur. H’(As) grubunun elemanlar S nin tisleri toplamimn 5 ile bdliinebilmesi ile

belirlenebilir.

Ispat, 4.5.3 Teoremin 6zel bir halidir.0

Simdi bu alt gruplarin bir stmflandirmasini elde edebiliriz.

4.5.9 Teorem : H™ (A5) alt gruplan asagidaki durumlan saglarlar.

H(4), (m,10)=1
H™(A)=1H?(4), (m,5)=1 ve m ¢if
H’(1;), m,Sintekbirkatr O

Burada geriye sadece H'k (As) alt gruplan kalir. Bu alt gruplan tartismak
icinde 6ncelikle ﬁ'(ls) kamiitatér alt grubunu goz 6niine alalim. 4.5.5 Sonucun
Ozel bir durumu olarak _ﬁ’(ﬂ.s)=ﬁ2(ﬂ,s) bulunur. Boylece

H'(45)> H'(45) > H'™(4s)

elde edilir. Buradan agagidaki teoremi yazabiliriz.
4.5.10 Teorem : H'® (1) alt gruplari serbesttir.C
Simdi de q gift say1 olsun. Once q = 4 durumunu inceleyelim.

4.5.11 Teorem : H?(A,) normal alt grubu sonsuz devirli 2 grup ile 2
mertebeli sonlu devirli iki grubun serbest ¢arpimina izomorftur. Ayrica
H(A4,)/H?*(4,)=CyxCy xC,y
H(A,)=H?(4,) UT. H2(4,) US. H?(4,) UR. H?(4,) UTR. H? (4,)
UTS. H%(4,) USR.H%(1,) UTSR. H?(4,)
ve

H2(4,)=<S?>*<T 8> T>*<TSTS*>*<TS’TS>
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olur. H?(A,) grubunun elemanlart T ve S nin isleri toplaminn ¢ift olmast ile
belirlenebilir.

ispat: H(4,) grubunun grup gosteriminin
H(1,) =<T,S,R|T? =§* =R? =(TR)* = (RS)? =1 >
bigiminde oldugunu biliyoruz. H(1,)/H?(4,) bsliim grubu da
H(A,)/H%*(4,)=< T,S,Rh2 =8* =R? =58? = (TR)? = (RS)* =(TS)* =1>

gosterimine sahip olur. Burada S* = $* =1 bulunur. Béylece gosterim
ﬁ(/14)/ﬁ2(',14)=< T,S,R‘Tz =82 =R? =(TR)? =(RS)? =(TS)* =1 >
bigiminde olur. Yani
H(A,)/H*(1,)=C,xC,xC,
bigimindedir. Buradan
H(A,):H*(4,) =8
elde edilir. H? (44) grubunun iireteclerini bulalim. Schreier sistemi olarak {I, T, R,

S, RT, RS, TS, RTS} kiimesini alalim. Reidemeister-Schreier metoduna gore

miimkiin olan biitiin ¢arpimlar asagidadir:

LT(T)" =1 RT.T.(R)"'=1

T.T.() "' =1 RS.T.(RTS)"' = RSTS’TR
RT.QRD)'=1 TS.T.(S)" = TSTS®
S.T.(TS)!'=STS’T RTS.T.(RS)' =RTSTS’R
1S.(S)!' =1 RT.S.(RTS)' =1
T.S(TS)!'=1 RS.S.(R)'=RSR
R.S.(RS)' =1 TS.S.(T)"'=TST
S.S.()'=8? 'RTS.S.(RT)'=RTS*TR
IR®R)'=1 RT.R(T)'=RTRT
T.R.(RT)'=TRTR RS.R.(S)" = RSRS’
RR.(OD'=I TS.R.(RTS)" = TSRS’TR

S.R.(RS)'=SRS’R

RTS.R(TS)'=RTSRS’T.



Burada

(STS*T)'=TSTS®, (TRTR)'=RTRT =1, (SRS’R)"!=RSRS’= (5%’

(RSTS’TR)' = RTSTS’R = S*TST, RS*R = (§%)"!, RTS?’TR = (TS*T)"

(TSRS’TR)' = RTSRS’T = TS*T
oldugu R, S ve T nin degerleri yerine yazilip, hesaplamalar yapilirsa kolayca goriiliir.
Boylece H? (44) grubunun iiretegleri S, TS?T, TSTS® ve TS’TS olarak bulunur.
ﬁz(/14) grubundaki T ve S elemanlarinin isleri toplaminin ¢ift oldugu kolayca
goriiliir. Reidemeister yeniden yazma yoOntemi kullamlarak ﬁ2(2,4) grubunun
iiretecleri arasinda asikar olmayan bagntilarin olmadig: gériilebilir. O halde H? (A44)
grubunun
H2(A,) =< S?,TS*T,TSTS?, TS*TS|(S*)? = (TS?T)? = (TSTS*)® = (TS*TS)” =1>

biciminde bir gésterimi elde edilir.0

4.5.11 Teorem: m pozitif bir tek say1 olsun. O zaman
H™(4,)=H(4,).

[spat: H(A,) grubunun H™(1,) normal alt grubuna bslim grubunun
H(4,)/H"(1,)=<T,S,RT*=8* =R*=T" =S" =R™ =1>

biciminde gdsterimi vardir. Burada m pozitif tek say1 oldugundan T=S=R=[ bulunur.

Yani
H(A,)/H™(4,) =1
olur. Buradan da
H™(4,)=H(4,)
elde edilir.O

m = 2 (mod 4) olacak bigimde pozitif bir tamsay: olsun. ﬁ(ﬂ.4)/ ﬁ'“(/h)
bélim grubu |
H(4,)/H™(A,)=<T,S,R[T? =8? =R? =(TR)? = (SR)* = (TS)" =1 >
gosterimine sahiptir. Buradan
H(4,)/H™(1,) =C,xD,,
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olarak bulunur, yani H™(4,) alt grubunun H(A,) grubundaki indeksi
[F(2,)/H" (4| = 4m
olur. Burada m sayisinin alacagi biiyilkk degerlere karsilik indeks biiyiiyecek,

dolayisiyla hesaplamalar gok karmagsik olacaktir. Bu yiizden sadece m = 2 durumu

4.5.10 teoremde incelenmistir.

Simdi m sayisimin dérdiin bir kat1 oldugunu varsayalim. ﬁ(114)/ H?(A,)
bolim grubunda t? =s* =r? =1 bagntlan vardir. Burada t, s ve T, ﬁ(/14)
grubunun f—I_(,14)/ H?*(A,) bolim grubuna homomorfizmi altinda T, S ve R

elemanlarinin goriintiileridir, Bu bagintilardan H™ (4,) serbest bir gruptur.

Simdi de q = 6 durumunu ele alalim.

4.5.12 Teorem : ﬁz(,le) normal alt grubu sonsuz devirli Z grubu ile iki
mertebeli sonlu devirli iki grubun serbest ¢arpimina izomorftur. Ayrica
H(4s)/H?(4)=C, xCy xC,
H(4g)=H?(14)UT.H?(1,)US. H? (4) UR. H? (44 ) UTR. H? (14)
UTS. H?(4¢)USR. H? () UTSR. H?(4)
ve
H?(4;) = <82 >*<TS? T>*<TSTS’>*< TS’TS >

olur. ﬁz(xl(,) grubunun elemanlann T ve S elemanlarinin dsleri toplaminin gift

olmasi ile belirlenebilir.

Ispat, 4.5.10 Teoremin ispatina benzer olarak yapilabilir.(0

4.5.13 Teorem : H(1,) normal alt grubu iki mertebeli altr devirli grubun
serbest carpimidir. Ayrica
_ﬁ(/le)/EB (4¢) = Cs
H(A)=H>(4¢)US. H? (44)US®. H? (Jg)

ve
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H?(Ag) =<T>*<R>*<STS >*<S>TS*>* <SR S’ >*<S?RS* >

olur.

Ispat, 4.5.2 Teoremin ispatina benzer olarak yapilabilir.OJ

Yukarnidaki teoremierden agagidaki sonuglar yazilabilir.

4.5.14 Teorem: m = 1 mod 6. O zaman H™(1,)= H(4).0

4.5.15 Teorem: m = 3 mod 6. O zaman H™(4,)= H>(4¢).0

m = +2 (mod 6) olacak bigimde bir say1 oldugunda bsliim grubunun indeksi

ﬁ(/l(,)/ﬁ"‘ (4¢ )I =4m olacak ve m sayisinin alacag: degerlere gére de hesaplamalar

oldukea karigtigindan yine sadece m = 2 durumu 4.5.12 Teoremde incelenmistir.

Geriye sadece m sayisimn 6 ile boliinebildigi durum kalir. Bu durum igin

komiitator alt gruplan kullanilir.

H'(A) kamiitator alt grubunun
H'(44)=<S8?>*<TS? T>*<TSTS’>*<TS’TS>
ve H? (44) kuvvet alt grubunun
H%(15)=<S8?>*<TS? T>*<TSTS*>*<TS’TS>

olduklarimi gérdiikk. Bu ikisinden asagidaki sonucu verebiliriz.

4.5.16 Sonug: H(A;) grubunun H'(4,) kamiitator alt grubu
Hi(4g)=H?(4)

esitligini saglar.0J

Simdi m=6k ve keN olmak iizere ﬁm(lq) alt gruplan incelenebilir.

H2(4,)>H®(1,) oldupundan yukaridaki sonug geregince
q q
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H'(4)>H*(4)=H"(4,)
olarak bulunur. ﬁ’(lq) serbest grup oldugundan ﬁ'-“(lq) grubu da serbest bir

gruptur. Boylece asagidaki sonug elde edilir.

4.5.17 Sonug : H (44) alt gruplan serbesttir.0

4.6 ﬁ(lq) Genisletilmis Hecke Gruplarmin Temel Denklik Alt Gruplan

4.6.1 Tamm. H(1;) grubunun n seviyeli temel denklik alt grubu

a“z e H(4;):a=d =41, b=c=0(modn), ad—bc=il}

H,(4)= {T(z) =

cz+
bigiminde tanimlanir. ﬁ(/13) grubunun bir ﬁn (4;) temel denklik alt grubunu igeren

bir alt grubuna » seviyeli denklik alt grubu denir.

H, (4;), H(A;) grubunun bir normal alt grubudur. Fakat genelde, tiim temel
denklik alt gruplar1 normal degildirler.

Genelde, q > 3 bir dogal say1 ve p bir asal say1 olmak {izere, ﬁ(/lq) grubunun

temel denklik alt grubu
H,(4,) = {T e H(1,): T = +I(modp) ,

— a bl
Hp(ﬂq);{[ q):asdsil, bECEO(modp),ad—Z,qbc=il}
cd, d

bigiminde tanimlanir. Tanimdan dolay:
H, (1) < He(4y)
oldugu goriiliir.
H,(4,) temel denklik alt grubu ile H(4,) grubunun kesigimi, H,(4,) temel
denklik alt grubunu verir, yani
H,(14)=H,(A4)NH(4,)
bigimindedir. Dolayisiyla
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H,(4,) = H,(4,)
oldugu esitlikten kolayca gériiliir. Diger yandan _H_l (A4) =ﬁ(/1q) ve H,(4,)=H(4,)
oldugu da agiktr.

Simdi. ﬁp (44) grubunun herhangi bir A elemamim alalim. Ae ﬁp (44)
oldugundan +1 =det A =ad —/13‘ bc = 1 (mod p) yazilabilir. Dolayisiyla -1=1 (mod
p) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul p = 2 olmasidir. Eger p# 2 ise -1#1 (mod p)
olacagindan det A =1 olur. Buradan da p # 2 igin

ﬁp(’Z‘q) = Hy(4)
sonucu bulunur. Ayrica

Hy(24) 2 Hy(4)2 Hy(Ay) = Hy(dy)
oldugu da gériiliir. O halde H(A,) grubunun, bir X alt grubunun bir H,(4,) temel
denklik alt grubu icermesi demek, K alt grubunun bir H,(4,) temel denklik alt

grubu icermesi demektir. Boyle bir K alt grubuna bir denklik alt grubu denir ve K
grubunun seviyesi K = H,(4,) olacak bi¢imdeki en kii¢ik p sayisidir. Burada

genisletilmis Hecke gruplarinin sadece temel denklik alt gruplari iizerinde duracagiz.
Genisletilmis Hecke gruplarimin temel denklik alt gruplari ile Hecke

gruplarimin temel denklik alt gruplarinin p # 2 igin egit oldugu yukarida ggsterildi.

Burada p # 2 igin ve p = 2 i¢in genisletilmis Hecke gruplarmin, temel denklik alt

gruplari ile b6liim gruplar ayn olarak hesaplanacaktir.
Once p # 2 durumunu inceleyelim.

Hecke gruplarmn iireteg kiimesine bir R yansimas: katarak genisletilmis

Hecke grubunu elde etmistik. H(4,) Hecke gruby, FI(/lq) genisletilmis Hecke
grubunun 2 indeksli bir normal alt grubudur. Aynca H,(4,) grubu, H(4y)

grubunun normal alt grubudur. Dolayisiyla

H(44)/H,(44)
béliim grubunun indeksi p ise ﬁp (44)=H,(44) oldugundan

H(4)/H, (1)
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béliim grubunun indeksi de 2p olarak bulunur. Burada ﬁp (44) alt grubunun, ﬁ(/?,q)
grubunun normal alt grubu oldugu kolayca gorilir. Aynica R H(4,) oldugundan
2.6 Kisimda buldugumuz H(4,)/H,(4,) bélim gruplarinin izomorf oldugu gruplar,
C, grubu ile direkt carpilir. Boylece ﬁ(/lq)/ ﬁp (44) bolim gruplarnin izomorf
oldugu gruplar elde edilir.

Simdi q =4, 5, 6 ve 7 durumlan i¢in temel denklik alt gruplarini bulalim.

ilk olarak q = 4 halini inceleyelim. Bu halde ﬁ(\/—i) grubunun ﬁp(ﬁ)

temel denklik alt gruplar ile boliim grubu asagidadir.

— — _|€yxCyxPSL(2,p) ; p =11 (mod 8)
H(W2) /B, (2) ={C2xPGL(2,p) ; p =13 (mod 8)

q = 5 i¢in ﬁ(ls) grubunun ﬁp (As) temel denklik alt gruplarmna bélim
gruplar asagidadir.
C, xPSL(2,p) ; p=+1(mod 10)
H(15)/H,(As) ={C, x PSL(2,p*) ; p=1+3 (mod 10) ve p#3
C2 X A5 ; p = 3,5
q = 6 igin H(¥3) grubunun H,(v3) temel denklik alt gruplan ile bolim
grubu asagidadir.
C,xC, xPSL(2,p) ; p==1(mod 12)
H(3)/H,(+/3) = {C, xPGL(2,p) . p£ £l (mod 12) ve p#2
q = 7 i¢in ﬁ(/l-,) grubunun ﬁp (4;) temel denklik alt gruplarina boéliim

gruplar agagidadir.
C,xPSL(2,p) ; p=+l(mod 7)
H(4,)/H,(4;) ={C, xPSL(2,p*) ; p#%I(mod 7) ve p#2
C,xPSL(2,7) ; p=7
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Simdi de p = 2 durumunu inceleyelim. Oncelikle H,(4,) alt grubunun
ﬁ(iq) grubunun normal alt grubu oldugunu gérelim. Bunun i¢in herhangi bir
Ke ﬁ(lq) elemam iiretegler cinsinden yazilabilece§inden ve H,(4;) < ﬁ(/lq)
oldugundan sadece K =R igin

RH, (4R e H,(4,)

oldugunu gostermek yeter. Buradan

01a/1qb01_d/1qcf_l_}b
1 0J{4,c d J{1 0) (4b 2 |SH2()
oldugundan ﬁz (Ag) < f—I—(lq) bulunur. Boylece q sayisinin alacagi degerlere gore
H(A,)/Hy(4y)
béliim grubunu olusturup izomorf oldugu grubu yazabiliriz. Burada
H,(4y)2H,(4,)

oldugu bu kismin basinda bulunmugtu.

Simdi q =4, 5, 6 ve 7 durumlarimi inceleyelim.

Once q = 4 durumunu dikkate alalim. Bu durumda
H(A4)/H,(44) =D,
oldugunu biliyoruz. Burada f—I—Z (4,) = H,(4,) esitligi saglansayd: yukandaki p # 2
durumuna benzer olarak _ﬁ(lq )/ ﬁz (4,) bolim grubunun izomorf oldugu gruba
H(4,)/H,(4,) = C, x D,
bi¢iminde bir C, ¢arpan: gelirdi. Fakat ﬁz (44)=H,(1,) ve buradan
() Hy ()| <[H(Aq) / H,(4)
oldugundan bu ¢arpan gelmeyecek, bdylece béliim grubu
H(44)/H;(4) = D,
bi¢iminde olacaktir. Yani p = 2 durumunda Hecke gruplarimin temel denklik ait

gruplarinin Hecke gruplarindaki indeksi ve boliim grubunun izomorf oldugu grup

genigletilmis Hecke gruplarinda da degismeyecek, korunacaktir.
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Yukaridaki q = 4 durumuna benzer olarak, diger q = 5, 6 ve 7 durumlarinda
da p = 2 olmasi halinde, genisletilmis Hecke gruplarinin, temel denklik alt gruplarina
b6lim gruplarinin indeksleri degismeyecek, Hecke gruplarinin temel denklik alt
gruplarina boliim gruplarinda elde edilen indeks ve bélim gruplarimin izomorf
oldugu gruplar korunacaktir. Buna gore asagida q = 5, 6 ve 7 durumlan igin

genigletilmis Hecke gruplarinin temel denklik alt gruplarina bolim gruplan

verilmigtir.
D; ; q=5
H(4,)/Hy(4,) ={D¢ 5 q=6
D, ; q=7
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5. SONUCLAR

Bu calismada, q23 olmak iizere ﬁ(lq) genisletilmis Hecke gruplar ile

bunlarin ¢ift, komiitatdr, kuvvet, temel denklik alt gruplarinin grup yapilar hakkinda

bilgi vermek amaglanmigtir.

Calismanin 4.1 kisminda ﬁ(/lq) genisletilmis Hecke gruplarinin tamimi ve

grup gosterimleri verilmigtir.

4.2 Kisimda genisletilmis modiiler grup icin verilmis olan temel bolge tanimi
ﬁ(/lq) genisletilmis Hecke gruplan igin verilmis ve genisletilmis Hecke gruplarinin

izomorf oldugu grup yapisini veren bir teorem ispatlanmistir.

4.3 Kisimda genisletilmis Hecke gruplarmuin ¢ift alt gruplariun tanim

verilmig ve bu gruplarin tirete¢ kiimelerini veren bir teorem ifade ve ispat edilmisgtir.

4.4 Kisimda ﬁ(/lq) genisletilmis Hecke gruplarimin kamiitatér alt gruplan

tamtilmug, q sayisin tek veya ¢ift sayt olmasina gore iki teorem ifade ve ispat

edilmistir.

4.5 Kisimda _ﬁ(ﬂq) genigletilmis Hecke gruplarmin m. kuvvet alt grubu

tanimu verilmistir. Herhangi bir q tek sayis1 ve pozitif bir m sayis1 i¢in (g,m) nin
biitiin durumlarim inceleyen teoremler ifade ve ispat edilmistir. Ayrica 6zel olarak
=5 i¢in teoremler ifade edilmigtir. =4 ve q=6 ¢ift sayilar1 i¢in m pozitif sayisinin

alabilecegi biitiin durumlarla ilgili teoremler ifade ve ispat edilmigtir.

4.6 Kisimda ﬁ(/lq) genigletilmis Hecke gruplarinin temel denklik alt gruplari

tammlanmig ve q = 4, 5, 6 ve 7 icin temel denklik altgruplart ve bunlarin béliim

gruplar elde edilmistir.
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Caliymada g3 olmak iizere H(4,) Hecke gruplarina R,(z) = 1/z yansimasl
katilarak genisletilmis Hecke gruplan elde edilmistir. Aym yansima A>2 olmak
tizere H(1) Hecke gruplarina da katilabilir ve tezde incelenen konular H(A) Hecke
gruplan iginde incelenebilir. Ayrica 6zel olarak p=5 olacak bigimde bir asal sayi

alinarak yine ﬁ(\/; ) Hecke gruplan da ¢alisilabilir.
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