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OZET

Bu tezde diferansiyel geometrinin temel kavramlari 6rnekleriyle verilmistir. Riemann
egriligi tammmlanmis ve sabit Riemann egriligine sahip ornekler verilmistir. Kontakt
manifoldlar tanimlanmis, karakteristik vektor alanimnin varliginin kaniti verilmis,
ornek verildikten sonra kontakt metrik yap1 tensorleri ve Ornekleri verilmistir.
Sasakian manifoldlar tanimlanmistir. Bir kontakt metrik manifoldun Sasakian olmasi

R*"iizerindeki

icin gerekli ve yeterli bir kosul elde edilmistir. Bu kosul kullanilarak
standart kontakt metrik yapinin Sasakian oldugu gosterilmistir. Sasakian manifoldlar
icin @-kesitsel egriligi tanimlanmis ve bu egriligin kesitsel egriligi tamamiyle
belirlediginin kanit1 verilmistir. Ayrica sabit ¢-kesitsel egriligine sahip bir 6rnek

verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Tiirevlenebilir manifoldlar, Tiirevlenebilir fonksiyonlar, Teget
uzayi, Vektor alanlari, Riemann egriligi, Kesitsel egrilik, Tensorler, Formlar,

Diferansiyel, Kontakt manifold, Sasakian manifold, o-kesitsel egriligi



KONTAKT MANIFOLD, SASAKIAN MANIFOLD
AND CURVATURE

Sibel SUBASI OZEL

HITIT UNIVERSITY
GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES
July 2018

ABSTRACT

In this thesis, the fundamental concepts of differential geometry are given with
examples. Riemannian curvature is defined and examples of constant Riemannian
curvature are given. Contact manifolds are defined and a proof of the existence of the
characteristic vector field is given. Contact metric tensors are defined and examples
are given. Sasakian manifolds are defined. A necessary and sufficient condition for a
contact metric manifold to be Sasakian is obtained. Using this condition, it is proved
that the standard contact metric structure on R*™*! is Sasakian. ¢-sectional curvature
for Sasakian manifolds is defined and a proof is given of the fact that this curvature
determines the sectional curvature completely. In addition, an example of constant ¢-

sectional curvature is given.

Keywords: Differentiable manifolds, Differentiable functions, Tangent space,
Vector fields, Riemannian curvature, Sectional curvature, Tensors, Forms,

Differential, Contact manifold, Sasakian manifold, ¢- sectional curvature
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TESEKKUR

Bu seminer caligmasinda  kontakt manifold, Sasakian manifold ve egrilikten

bahsedilmistir.

Calismam sirasinda ilgi ve sabrinin yaninda, bilimsel anlamda bilgisinden ve
tecriibelerinden de faydalandigim, anlayisini ve destegini eksik etmeyen kiymetli tez
danigmanim Dog. Dr. Belgin KORKMAZ’a ve tez yazma asamalar1 da dahil olmak
tizere her konuda destegini esirgemeyerek yardimei olan Dog. Dr. Elif DALY AN ve
Yrd. Dog. Dr. Hiiseyin ALTUNDAG’a tesekkiirlerimi sunarim.

Akademik hayata baglangig siirecimde dahil olmak tizere tiim hayatim boyunca her
daim yanimda olan, her tirlii fedakarligin1 esirgemeyerek beni tesvik eden ve
bundan sonra da her daim kalbimde olacak olan 6rnek aldigim tek insan canim
anneme, enerjileriyle ve sabirlartyla bana hayat veren ¢ocuklarim Burak Emin ve

Melis’e sonsuz tesekkiir ediyorum.
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Simgeler

M
Cw
T,M

H(X)

SIMGELER VE KISALTMALAR

manifold

sonsuz kere tiirevlenebilir

p noktasindaki teget vektor uzayi

vektor alani

X e gore kismi tiirev

C” smifindan vektor alanlarinin kiimesi
tiirevlenebilir fonksiyonlar

Lie Carpimi1

Riemann (Levi-Civita) konneksiyonu
X vektor alanina gore kovaryant tiirev (konneksiyon)
Y nin X e gore kovaryant tiirevi
Christoffel sembolii
Riemann metrik
egrilik
kesitsel egrilik
hemen hemen karmasik yap1
Nijenhuis torsiyonu
karakteristik (Reeb) vektor alani
yatay alt demet (kontakt alt demet)
o-kesitsel egriligi



1. GIRIS

Kontakt Riemann manifoldlar farkli bilim alanlarinda da uygulamalar1 olan ve mate-
matik camiasinda genis bir kitle tarafindan c¢alisilan bir konudur. Konu hakkindaki en
onemli kaynak, David E. Blair’ in Riemannian Geometry of contact and symplectic ma-
nifolds adl1 kitabidir (Blair, 2010). Konu, simplektik geometri ve karmasik geometri ile
de yakindan ilgilidir. Kontakt formun sifir oldugu yatay alt demet iizerinde, kontakt for-
mun diferansiyeli simplektik form verir. Kontakt Riemann yapidaki tensor, yine yatay
alt demet iizerinde hemen hemen karmagik yap1 verir. Kontakt manifold tanimladiktan
sonra, genel yaklasim hemen hemen kontakt yapilar1 ¢calismaktir. Ancak bu tezde yal-
nizca kontakt metrik manifoldlar ¢alisilmig ve konu hakkindaki en temel genel bilgiler
ayrintilartyla verilmistir. Kontakt yapi iizerine fazladan kosullar konularak farkli yapilar
elde edilebilir. Bunlarin icinde en 6nemlisi Sasakian yapilardir. Kontakt metrik manifold
M ise, M x R iizerinde bir hemen hemen karmasik yap1 tanimlanabilir. Bu yap1 karmasik
ise, kontakt manifoldumuz Sasakian olur. Bir kontakt metrik manifoldun Sasakian olup
olmadigini belirleyen, kontakt metrik tensoriiniin tiirevinin saglamasi gereken bir denk-
lemdir. Bu denklemle ilgili teoremin kaniti ayrintilartyla verilmistir. Sasakian yapilar
tamamiyle belirleyen denklem elde edildikten sonra belirli egrilik kosullarini saglayan
Sasakian yapilar diisiiniilebilir. Sasakian yapilar icin p-kesitsel egriligi tanimlanmig ve
bu egriligin kesitsel egriligi tamamiyle belirlediginin kanit1 verilmistir. Son olarak sa-
bit ¢-kesitsel egriligine sahip bir ornek verilmistir. Buradaki temel kaynagimiz, Blair
(2010) dir. Sasakian manifoldlar hakkindaki ¢aligmalara 6rnek olarak Tanno (1969), Ta-
kahashi (1977) ve Alegre, Blair ve Carriazo (2004) verilebilir.

Kontakt manifold tanimlamak i¢in diferansiyel geometrideki manifold, teget uzayi, met-
rik, tensor, form gibi kavramlara ihtiya¢ duyariz. Bu kavramlar ikinci boliimde veril-
mistir. Uglincii boliimde Riemann egriligi tanimlanmus, sabit Riemann egriligine sahip
yapilara 6rnekler verilmigtir. Dérdiincii boliimde kontakt manifoldlar ve kontakt metrik
manifoldlar tanimlanmis ve ornekler verilmistir. Besinci boliimde Sasakian manifold-
lar tanimlanmig, Sasakian yapilar belirleyen denklem ile ilgili teoremin kaniti verilmis,

belirli egrilik kosullarina sahip Sasakian yapilara 6rnek verilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde diger boliimlerde kullanacagimiz bazi temel kavramlarin tanimlarindan

bahsedecegiz.

2.1. Tiirevlenebilir Manifoldlar

Tanmm 2.1. M Hausdorff ve ikinci sayilabilir (sayilabilir bir tabana sahip olan) bir to-
polojik uzay olsun. Eger R" nin acik U, C R" kiimelerinden M nin acik V,, C M
kiimelerine x,, : U, — V|, homeomorfizmalarindan olusan ve asagidaki sartlar1 sagla-

yan bir aile varsa M kiimesi n boyutlu tiirevlenebilir bir manifold olarak adlandirilir:

(1) Ua Xa (Ua) — M7

(2) Xo (Uy) Nx5 (Ug) = W # () olan her «, S ¢ifti i¢in,

(e}

X' 0Xq i X, (W) — x5! (W)
doniisiimii tiirevlenebilirdir;
(3) {(Uq,Xq)} ailesi (1) ve (2) kosullarina gére maksimaldir.

Bir p € x,, (U,) noktasi i¢in (U,, X, ) ¢ifti, M nin p noktasindaki paremetrelemesi veya
koordinat sistemi olarak adlandirilir. x,, (U, ) kilmesi de p noktasindaki koordinat komsu-
lugu olarak adlandirilir. (1) ve (2) kosullarina gore {(U.,, X,)} ailesi M de tiirevlenebilir
yapidir. Tanimdaki (3) kosulu tamamen teknik nedenlerden dolay: dahil edilmistir. (2)
kosuluna gore aslinda M {iizerinde tiirevlenebilir bir yapiy1 aldigimizda verilen yapidaki
paremetrelemelerden herhangi biriyle uyusan ((2) kosulunu saglayan) tiim paremetrele-
melerin birlesimi olarak maksimum diizeye kadar tamamlayabiliriz. Manifoldlar biiyiik
harflerle, boyutlarin1 ise manifoldu gosteren harfin tizerine kiiciik harf veya rakam yaza-

rak gosterilir. S, M°, R™ gibi.

Ornek 2.1. M = S? = {(z,y,2) € R? 22 + y? + 22 = 1} birim kiiresi olsun. Kiirenin
topolojisi, R? iin topolojisinden indirgenen alt kiime topolojisidir. Kiirenin acik yari kii-

relerle ortiilmesi i¢in 6rnek bir parametreleme yapalim.



Kiire 6 tane acik yar1 kiire ile ortiilmektedir. Ornegin,

U= {(u,v) eR% w2+ < 1} C R?

ve x; : U — S? fonksiyonunu x; (u,v) = (u, v,V1—u?— 112) olarak tanimlarsak,
Vi =x1(U) = {(x,y,2) € S? 2z > 0} agik iist yar1 kiiresi olur.

X1 : U— ‘/1
fonksiyonu siireklidir, bire-birdir ve x;* : V; — U fonksiyonu x; ' (x,y, 2) = (,y)

olarak verildigi icin siireklidir. Sonug olarak x; bir homeomorfizmadir.

Benzer bi¢imde, y; : U — S? fonksiyonunu y, (u,v) = (V1 —u® — v, u,v) olarak
tamimlarsak, V5 =y, (U) = {(z,y, z) € S? & > 0} agik 6n yar1 kiiresidir ve y, fonksi-
yonu da bir homeomorfizmadir. y;* (z,vy, 2) = (y, 2) olur.
Simdi, W =V, N Va = {(x,y,2) € S?,2 > 0,z > 0} igin,

x HW) = {(u,v) € U,u >0} = U,

ve

yi (W) ={(u,v) € Uyv > 0} = Us
olur.

-1

(o) (o) = ¥i G (o)) = 7 (w0, VI= 2= 2?)
— (oI )

elde ederiz. yl’1 oxy : Uy — U, fonksiyonunun tiirevlenebilir olmasi i¢in
1—u?—0v2>0

olmalidir. U iizerinde u? + v? < 1 oldugu i¢in bu kogul saglanir.

Kiirenin tlimiinii 6rtmek i¢in, yine U kiimesi ilizerinde X, ¥, Z1, Z2 fonksiyonlarini

Xo(u,v) = (u,v, — V1 —u?—v?),



Yo(u,v) = (= V1 —u?—v% u,v),
z1(u,v) = (u, V1 —u? —v%v),
zo(u,v) = (u, — V1 —u? —v2 0)

olarak tamimlariz. Bu fonksiyonlarin goriintiileri kiireyi acik yar kiirelerle orter. Bos
kiimeden farkli kesisimlerde koordinat degisimi fonksiyonlarinin tiirevlenebilir oldugu
yukaridaki gibi gosterilebilir. Boylece kiire iizerinde tiirevlenebilir yap1 elde ederiz ve

S? birim kiiresi, 2 boyutlu tiirevlenebilir manifold olur.

2.2. Tiirevlenebilir Fonksiyonlar

Tanmim 2.2. Tiirevlenebilir M/ manifoldu iizerinde taniml1 bir f : M — R fonksiyonuna
p € M noktasinda tiirevlenebilir diyebilmemiz i¢in, p € x (U) olacak bi¢imde bir (x, U)

koordinat komsulugu i¢in fox : U — R fonksiyonunun tiirevlenebilir olmasi gereklidir.

M iizerinde Tiirevlenebilir fonksiyonlarin kiimesini D()/) ile gosterecegiz.

En genel sekli ile, tiirevlenebilir M/ ve N manifoldlar arasindaki
f:M— N

fonksiyonunun p € M noktasinda tiirevlenebilir olmasi i¢in, p € x (U) ve f(p) € y (V)
olacak bigimde (x, U) ve (y, V') koordinat komguluklar1 igin

ylofox:U—V

fonksiyonunun tiirevlenebilir olmasi gerekir.

2.3. Teget Uzay1

Tamm 2.3. M tiirevlenebilir bir manifold olsun. Tiirevlenebilir bir v : (—¢€,¢) — M
egrisinin a (0) = p € M kosulu igin o’ (0) : D(M) — R teget vektorii

o () =12 e o

olarak tanimlanir. p noktasindaki teget vektorii, o (0) = p € M olan bir egrinin o’ (0)

teget vektoriidiir. p noktasinda M ye teget vektorlerin kiimesi 7, M ile gosterilir.



a'(0), 8(0) € T,M ise
(@'(0) + B(0)(f) = & (0)(f) + B (0)(f) ve
(e (0))(f) = ca'(0)(f), c €R,

olarak tanimlanir. Bu iglemler altinda 7), M bir vektor uzayidir ve p noktasindaki teget

uzay1 olarak adlandirilir.

x: U — M, p =x(0) parametrelemesini secersek f fonksiyonu ve « egrisini su sekilde

ifade edebiliriz. fox = fvex Lo a(t) = (z1(t),...,z, (t)) € R" igin,

o (0) () = % (F o) oo
= 2 (foxoxoa) o
_ % (Fo(x oa)) Ji=o
%(f (21 (1), 20 (1)) li=o  zincir kuralindan
:zn:x;( )gi( ) olur.

s
Il
—

0
(Ox;) = <8_) € T, M teget vektorii soyle tanimlanur:
x.
t/p

(3r) 1= o o).

Bu tanima gore,

olur. Bunu,

Zx )(0x:), € T,M

biciminde ifade edebiliriz. Boylece {(8x1) o (072),,. .., (0zy) p} kiimesi 7}, M uzayi-

nin bir tabani olur.

Yukaridaki ifade p noktasindaki « e8risinin teget vektoriiniin yalnizca x koordinat fonk-
siyonunun tiirevine bagli oldugunu gosterir. 7,/ olagan fonksiyon operasyonlart ile bir-
likte n boyutlu bir vektor uzayi olusturur. Bu dogrusal yapi, x paremetrelemesine bagl

degildir.



2.4. Vektor Alani

Tanim 2.4. M deki her p € M noktasina bir X, € T, M teget vektorii karsilik getirirsek

X doniigtimiine, M {izerinde bir vektor alam denir.

Bir (U, x) koordinat komsulugunda,

0 0 0
ory = —,000 = —,...,0x, =
= 0y 2 0o o oz,
vektor alanlart vardir. (xy, 2o, . .., z,) koordinatlari, U C R" tizerindeki standart koor-

dinatlardir. x (U) C M iizerinde
X(p) =Y ai(p) dwi (p)
i=1

olarak yazilabilir. a; : U — R, a; ler x (U) iizerinde fonksiyonlardir. Bu fonksiyonlar

C*° sinifindansa, X de C'*° sinifindandir denir.
X(M) = {M tizerinde C*° smifindan vektor alanlari }

olarak gosterilir. Biz "C'* sinifindan  yerine kisaca “tiirevlenebilir” diyecegiz.

2.5. Lie Carpmu ve Ozellikleri

Tanmim 2.5. Tiirevlenebilir bir manifold M tizerinde X, Y € X(M) igin
(X,Y]=XY -YX

vektor alani, X ve Y vektor alanlarinin Lie ¢carpim olarak adlandirilir. Burada XY €

X(M) vektor alamt XY (f) = X (Y (f)) ile verilir.

Onerme 2.1. XY, Z € X(M), a,b gercel sayilar ve f, g tiirevlenebilir fonksiyonlar

olsunlar.
(@) [X,Y] = —[Y, X], (ters degisim kuralr)
(b) [aX +bY, Z] = a[X, Z] + b[Y, Z], (dogrusallik)
© [[X,Y],Z]+v,Z],X]+[[Z,X],Y] = 0, (Jacobi bzdesligi)

@ [fX,gY] = fg[X. Y]+ [X(9)Y —gY (/) X



olur.

Kamnit. a ve b nin kanit1 tanimdan dolay1 agiktir. Simdi ¢ yi kanitlayalim.

[X,Y].Z) = [XY-YX,Z|=XYZ-YXZ—-ZXY +2YX
Y, 2],X] = [YZ-2Y,X|=YZX - 2YX - XYZ+XZY
[2,X],Y] = [ZX - XZY]=ZXY - XZY ~YZX+YXZ

ozdeslikleri taraf tarafa toplandiginda [[X, Y], Z] + [[Y, Z] , X] + [[Z, X], Y] = O olur.

Simdi d yi kanitlayalim.
[fX,gY] = fX (gY) - gY (fX)
=f9XY + fX(9)Y —gfYX —gY () X
=fglX,) Y]+ fX(9)Y —gY (f) X olur.

2.6. Riemann Metrigi

Tamm 2.6. Tiirevlenebilir bir M/ manifoldunda her p € M igin T),M teget uzayi iize-
rinde bir i¢ ¢arpim g, M iizerinde bir Riemann metrik olur. X, Y, € T, M ise g (X,,,Y,) €

R dir. Buradaki g nin metrik olabilmesi i¢in asagidaki sartlar saglanmalidur.
(1) g(X,Y)=g(Y,X), (simetrik)
(2) g(fX+hY,Z)=fg(X,Z)+ hg(Y,Z), (ikili dogrusal)
(3) g(X,X)>0 veg(X,X)=0&X=0

x:U — M, U C R", p nin koordinat komsulugunda g (Ox;, 0z;) = g;; olarak tanimla-

nan fonksiyonlar, tiirevlenebilir fonksiyonlardir.

2.7. Levi-Civita Konneksiyonu

Tamim 2.7. M, n boyutlu tiirevlenebilir bir Riemann manifoldu, g Riemann metrigi ol-
sun. V : X(M) x X(M) — X(M) fonksiyonu asagidaki sartlari sagliyorsa Levi-Civita
konneksiyonu olarak adlandirilir ve V(X,Y) = VY ile gosterilir. Konneksiyon ola-
bilmesi i¢in, X,Y, Z € X(M) ve f,g € D (M) i¢in



(1) VixigvZ = fVxZ +gVyZ,
Q) Vx (Y +2)=VxY +VxZ,
G) Vx (JY) = fVxY + X (/)Y
olmalidir. Levi-Civita konneksiyonu i¢in de V konneksiyonuna ek olarak,
4 Xg(Y,Z)=9(VxY,Z)+g(Y,Vx2),
B) [X,Y]=VxY —VyX
kosullar1 saglanmalidir.

Bu ozellikleri saglayan tek bir Levi-Civita konneksiyonu vardir. Bu 5 kosuldan, Levi-

Civita (Riemann) konneksiyonunun formiilii asagidaki sekilde elde edilir.
1
9(VxY,2) = S{Xg(Y.2)+Yg(Z X)~-2Zg(X,Y)
+9([X,Y],2) +9([2,X],Y)+9([ZY], X)}
2.8. Tensorler Ve Formlar

Tiirevlenebilir bir // manifoldunun teget vektor uzay1 7, M iizerinde

{(8x1)p7 R (axn)p}

yerel bazini alalim. Dual vektor uzay1 77 M iizerindeki dual baz,

{(dxl)pv T (dxn)p}

ile gosterilir. Bu durumda (dz;),(0z;), = d;; olur.

Tanim 2.8. Tiirevlenebilir bir A/ manifoldunda aldigimiz her p € M igin, T;M dual
vektor uzayinda tiirevlenebilir olarak bir eleman kargilik getiren fonksiyonlara 1 form
denir. Yerel olarak w, 1 form ise
w = Zwidxi , w; € D(M),
i=1

olarak yazilir. Burada w; fonksiyonlari, tiirevlenebilir fonksiyonlardir.



Her p € M noktasinda bir w, € T7M elemant w, : T, M — R dogrusal doniigtimdiir.
Yani X, € T,M ve c € Rise

wp (€Xp) = cwy (Xp)
olur. Bu durumda yerel olarak

(W (fX)), = wy(f(p)Xp)
= f(p)wp (Xp)
= (fw(X)),

olur. Sonug olarak, w (fX) = fw (X) elde edilir.

Tanmim 2.9. Tiirevlenebilir bir A/ manifoldu tizerinde (0, r) tensor, her f € D(M) ve

heri:=1,...,nigin
T(Xq,.o o fXiy. ., X)) = fT(Xq,..., X5, .., X)) (29)
kosulunu saglayan, tiirevlenebilir ve r-dogrusal
T:X(M)x...xX(M)— D(M)
fonksiyonudur. Benzer sekilde (s, r) tensor, her f € D(M) veheri =1,...,nigin
T(Xy,.o o fXs .., X)) = fT(Xy, .., X, X))
kosulunu saglayan, tiirevlenebilir ve r-dogrusal

T:X(M)x...x X(M) = X(M) x...x X(M)

N S

vV Vo
r tane s tane

fonksiyonudur.

Ornek 2.2. Tiirevlenebilir 1-formlar, (0, 1) tensorlerdir. Ozel durumda, yerel olarak dz;

olarak tanimlanan 1-form, (0, 1) tensordiir.

Ornek 2.3. Tiirevlenebilir bir M/ manifoldu iizerindeki (U, x) koordinat komsulugunda,

her 4, j i¢in dz; ® dx; tensoril, her X, Y € X(M) i¢in
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olarak tanimlanan (0, 2) tensdriidiir. Bu bigimde tanimlanan dx; ® dx; nin tensor oldu-
gunu gostermek igin

(de; @ dx;) (fX,Y) = dx; (fX)dx; (Y)
= fdx; (X)dz; (Y)
= f(dz; ®dz;) (X,Y)

ve

(do; @ dz;) (X, fY) = dx; (X)dz; (fY)
= dz; (X) fdz; (Y)
= f(dz; ®dz;)(X,Y)

olur. 2-dogrusal oldugu agiktir ¢iinkii her ¢ i¢in dx;, bir dogrusal doniistimdiir.

Ayni sekilde her € N sayisticin dz;, ® dz;, ® ... @dx;, (0, r) tensorii tanimlanabilir.
dz; ® dx; yerine kisaca dz? yazabiliriz.

Ornek 2.4. Tiirevlenebilir bir A/ manifoldu iizerindeki g Riemann metrigi de (0, 2) ten-

sordiir.

R? iizerindeki standart metrik ¢ = (dz)? + (dy)? olarak yazilabilir. Burada (z,y), R?

deki koordinatlardir.

X = adx+ boy

Y = c0r+ddy a,bc,de D (RQ)
ise,

g(adx 4+ bdy, cOx + ddy) = ac+ bd
= (dx®dx)(X,Y)+ (dy @ dy) (X,Y)
= (do)* (X,Y) + (dy)* (X, Y)

olur.
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Tanim 2.10. » € N icin bir r-form w,
w(Xy, . XL X LX) = —w (X, L XXX
kosulunu saglayan (0, ) tensoriidiir.
Bu tanima gore eger ¢ # j i¢in X; = X olursa
w(Xy, .o X X, X)) =0

olur. boyM = n ve r > n ise tim r—formlar sifirdir. Ciinkii » > n tane vektor alani

bagimsiz olamaz. Bu durumda 6rnegin X, = fX; ise
W(Xl’XQ’...,XT) == CL)(Xl,le,...,XT)
= fw(Xlqua"'7X7‘)

= 0 olur.

Asagidaki tanim, Kobayashi ve Nomizu (1963) sayfa 7 de verilmistir.
Tanim 2.11. Eger r tane 1 form wy, ..., w, varsaw; A ... A w, r formu
1
(w1 AN /\WT) (Xl, . 7Xr) = F det (wi (X]))

olarak tanimlanir. Bu formiil » = 2 i¢in

(Wi Awr)(Xy, Xp) = % {wi (X1)wa(Xa) — wi(Xo)wa (X1)}
olur.

w bir r form, (z1, ..., x,) yerel koordinatlar olarak alip, w (0z;,,...,0x;, ) = fi,.i, Ve
1 <1y <ig < ...<i, <ndiyelim. Gosterim kolayligr acisindan f;, ; yerine kisaca

fr kullanabiliriz. Bu durumda ffk € D(M) i¢in

W(Tiyyeey ) = w <Zn: fi 0z, i f20x4,, ..., i fi’;@xir>

11=1 io=1 ir=1

= Z Zﬁfﬁw(@x“,,ﬁx%)

01 yeesbr=1

= Z Qi .. i, W (8131'17 e ,81’”)

1< <e<ip<n

e Z arw (ax’i17 ‘.. Jaxir)
I
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olur.

1 1
dflj’il VANRAN d$iT (8172'1, ey 83:“) = —‘ det ([an) = —'
r r

oldugundan,

w (&xil, Ce ,8xir) = T!fh...irdxil VANRA dZEZ‘T (8xi1, e 781’1‘?«)

olarak yazabiliriz. Sonug olarak
w = Zbldxil AL ANdz;,
I

olur. Yani 1 < 4y < ... < 4, < n, b ; € D(M) foksiyonlart igin dz;, A ... A
dzx;, elemanlari tiim 7 formlar uzayi igin bir taban olusturur. r formlar uzayr Q" (M) ile

gosterilir.
boy(2'(M)) = (7) =
ve 6zel olarak boy(2°(M)) = 1, boy(Q'(M)) = n, boy(Q*(M)) = 1 dir. r > n ise

Q"(M) = 0 olur.

w bir r form, 7 bir s form ise,

ji
n = Zmdle/\...dxjs
J
WA = ZWIanxil/\.../\dxiT/\dleA...dxjs
1,7

olarak tanimlanir. Bu durumda

() (Wi +w) An=wi An+ws An
WA(Mm+m)=wAm+wAn
(fw)An=wA(fn)=f(wAn)

() wAnp=(-1)"nAw olur
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2.9. Diferansiyel

Tanim 2.12. Tiirevlenebilir f : M — R fonksiyonu i¢in df diferansiyeli, p € M ve
X, € T,M igin (df ), (X,) = X, f olarak tanimlanan 1—formdur.

Bu tanima gore (x4, . .., x,) yerel koordinatlarinda

df =) a—%dmi
=1

yazabiliriz.
Xp = Z a; (8xz)p ise
=1
X,(f) = ( ) 4 ( ) (@) (X,)
g zzl 8[@ P zzl 6@ P P P
olur.

Tiim formlar iizerindeki d diferansiyeli asagidaki kosullar1 saglayan operatordiir.

(1) (1) w bir r form ise, dw bir r + 1 formdur.
(il) wy, wy formlar r formlar ise d(w; + wo) = dw; + dws olur.
(iii) ¢ sabit, w bir r form ise d (cw) = cd(w) olur.
(iv) d? =0 dir.

(2) f € Q°(M) tiirevlenebilir fonksiyonu igin df yukaridaki tammlanan diferansiyel-
dir.

B) weQ(M),ne Q¥(M)isedwAn)=dvwAn+(—1)"wAdy dr.

f e M), w e Q(M)igin fw € Q" (M) formunu f A w olarak diisiinebiliriz. Bu
durumda d(fw) = df Aw + fdw olur.

Yerel koordinatlarda

W= Z fil...irdxil VANRAAN dxiT
1

ise,

dw = Z df“” A\ dl’il VAN dl’u
I



olur.
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Asagidaki 6nerme Kobayashi ve Nomizu (1963) Sayfa 36 da verilmistir.

Onerme 2.2. w bir r form ise

dw(Xo, X1, ..., X,) = 1Y X (X
W( 0, A1, ) ) r+1 Z0( ) (W( 0
1 i+j ~
+7«_+_]_ Z <_1) jw ([X“X]]7X077X27
0<i<j<r

dir. Bu formiil » = 1 i¢in

dw(X,Y) =

N | —

ve r = 2 i¢in

(X (w(Y)) =Y (w(X)) -

X X))
w ([X,Y]))

dw(X,Y,Z) = %(X(w(Y,Z))—Y(w(X,Z))JrZ(w(X,Y))

—-w([X,Y],2)+w([X,Z],Y) —w(lY, Z], X))

Verir.
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3. EGRILIK
3.1. Riemann Egriligi

Tanim 3.1. M tiirevlenebilir bir Riemann manifoldu, V Riemann konneksiyonu olmak
tizere her X, Y, Z € X(M) igin

R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ —Vxy|Z
olarak tanimlanan R : X(M) x X(M) x X(M) — X(M), fonksiyonuna Riemann
Egriligi denir.
Ornek 3.1. Eger M = R" ve X,Y,Z € X¥(R") i¢in R(X,Y)Z = 0 olr. Z =

(z1,...,2,) seklinde verilen Z vektor alaninin bilesenleri R nin dogal koordinatlarin-

dan geliyorsa, VxZ = (X|z], ..., X|[z,]) elde edilir. Boylece,
VyVxZ = (YX|[z)],...,YX[z])
ve buradan da basta belirtildigi gibi
R(X,)Y)Z =VxVyZ —=VyVxZ =V ixy1Z =0
elde edilir.

Egriligin tanimin1 géstermenin bagka bir yolu da p € M etrafinda {x;} koordinat siste-
8 9

mini goz Oniine aldigimizda [5, W} = 0 oldugu i¢in
4 J

o 0 o _ , . . N
R(axiaaxj>6xk— <vadeVd Vdvai) %y

Ox; Ox;
elde ederiz. Bu da egriligin, kovaryant tiirevin degismezligini 6l¢tiiiinii gosterir. Bagka
bir deyisle egrilik, manifoldun R™ 6klidiyen manifoldundan ne kadar farkli oldugunu

Olcer.
Onerme 3.1. Riemann manifoldunun R egriligi (1, 3) tensordiir. Bagka bir deyisle,
() her f.g € D (M), Xy, X5, Y1, Y5 € X(M) igin,

R(fX1+9Xo, Y1) = fR(X,Y1)+gR(X2, Y1),
R(Xy, fY1+gYs) = fR(X1,Y1)+gR(X1,Y2)

veE
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(i) her f € D (M), Z,W € X(M) igin
R(X,Y)(Z+W) = R(X,Y)Z+R(X,Y)W,
R(X,)Y)fZ = fR(X,Y)Z
dir.

Kanit. (i) Dogrudan tanimin sonucudur.

(i1) yi kamitlayalim. (77) nin ilk kismm aciktir. Ikinci kisimda ise
VxVyfZ = Vx(fVyZ+(Yf)Z)
= [fVxVWWZ 4+ (Xf)VWwZ+ Y [)VxZ+ XY [f)Z
dir. Bu yiizden

VxVy (fZ) = VyVx (fZ) = f (VxVy — VyVx) Z+ (XY - YX) ) Z

ve boylece
R(X,)Y)fZ = fVxVyZ— fVyVxZ+(X,Y]f)Z
—NxnZ = (X, Y] ) Z
— fR(X,)Y)Z
olur. 0

Aciklama 3.1. Yukarida gosterilen kanitin analizinden goriilecegi gibi egriligin tanimin-

daki V(x y1Z teriminin varhigi, egriligin bir tensor olmasini saglar.

Onerme 3.2. (Bianchi Ozdesligi) R (X,Y)Z + R(Y,Z2) X + R(Z,X)Y =0 d.

Kamnit. Riemann konneksiyonunun simetrisinden

R(X,)Y)Z4+R(Y,Z)X+R(Z,X)Y =VxVyZ -VyVxZ - Vixy|Z

+VyVzX = VzVy X — Vy 2 X
+VzVxY —VxVzY —Viz Y
=Vy [Z,X]+Vz[ X, Y]+ Vx][Y,Z]
= Vizx1¥ = Vixy)Z = ViyzX
=2 X+ 2, X, Y] + [X, [V, Z]]

=0



elde edilir. Son esitlik vektor alanlar1 i¢in Jacobi 6zdesligidir.

Bundan sonra, ¢ (R(X,Y)Z,T)=(X,Y,Z,T) seklinde gosterecegiz.
Onerme3.3. (a) (X,Y,Z,T)+ (Y, Z, X, T)+ (Z,X,Y,T) =0

(b) (X,Y,Z2,T)=—(Y,X,Z,T)

(c) (X,)Y,Z,T)=—(X,Y,T,Z)

d) (X,Y,Z,T)=(Z,T,X,Y)

Kamit. (a) Bianchi 6zdesligidir.
(b) Tammdan gelir.

(¢) sikkina gelince
(X,Y,2,2) =g (VxVvZ —VyVxZ -V ixvZ,2).

Fakat

Xg(VyZ,72)=9g(VxVyZ,Z)+g(VyZ,NxZ)
oldugu i¢in

9(VxVvZ,2) = Xg(VvZ,2) — g(VvZ,VxZ)
ve Levi - Civita konneksiyonunun 6zelliginden

9 (VixnZ7) = 5 [X.V]9(2.2)
elde edilir. Buradan
(X,Y,Z2,Z2) = Xg(VyZ,Z)—-Yqg(VNxZ,7Z)— % (X,Y]g(Z,7Z)
= SX(V(2.2)) 1Y (Xg(2.2)) - 3 [X.Y]g(Z.2)

_ %[X,Y]g(Z,Z)—%[X,Y]g(Z,Z) — 0

olur. (X,Y,Z +T,7Z + T) = 0 olarak alirsak,

(X,Y,Z,2)+ (X,Y, Z,T)+ (X,Y,T, Z) + (X,Y,T,T) = 0
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ve boylece (X,Y,Z,T)=—(X,Y,T,Z) olur. Bu da (c) yi kanitlar.

(d) yi kanitlamak i¢in (a) y1 kullaniriz.

(X,Y,Z,T)+ (Y, Z, X, T)+ (Z,X,Y,T) = 0
Y, 2, T, X)+ (Z,T,Y, X))+ (T.Y,Z,X) = 0
(Z, T, X,Y)+ (T, X, Z,Y)+ (X, Z,T.Y) = 0
(T, X,Y,2)+ (X,Y,T,2)+ (Y,T,X,Z) = 0

Yukaridaki denklemleri topladigimizda

2(Z,X,Y, T)+2(T,Y,Z,X) = 0 ve
(Z,X,Y,T) = (Y,T,Z,X) olur.

3.2. Kesitsel Egrilik

Simdi tanimlayacagimiz kesitsel (ya da Riemann) egriligi, egrilik operatoriiyle yakindan
iligkilidir. Bundan sonra agagidaki gosterimi kullanmak daha uygun olur. XY € T, M

vektorleri verilsin.

IXAY] = JIXIP Y - g (X, Y)?
IXIP = g (X, X), [Y]*=g(Y.Y)
seklinde gosterilir.

Onerme 3.4. 0 C T,M, T,,M teget uzaymn iki boyutlu bir alt uzay1 ve X,Y € o iki

dogrusal bagimsiz vektor olsun. Bu durumda

’ IXAY|?

olarak tanimlanan K (X, Y) kesitsel egriligi, X, Y € o nin seciminden bagimsizdir.

Kamit. 0 = span(X,Y) = span(Z, W) olsun. O zaman a, b, A, 11 € R sayilari i¢in

Z=aX+bY, W=AX+puY



olur. Bu durumda,

(Z, W, W, Z)

veE

1zZAw|* =

elde edilir.
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= (aX +bY, X + pY, A\X + pY,aX +bY)

= abp) (XY, X)Y) +a*1*(X,Y,Y, X)
+02NA(Y, X, X, Y) + bau(Y, X, Y, X)

= (a®p® + 02N\ — 2abA\p)(X,Y,Y, X)

— (ap—bAA(X. V.Y, X)

1ZI* W =g (2,W)*

g(aX +bY,aX +bY) g AX + pY, AX + uY)
—g(aX + bY,\X + uY)?

(a?g(X, X) + 2abg(X,Y) + b*g(Y,Y))(Ng(X, X)
+20ug(X,Y) + 129V, Y))

—(arg(X, X) + (ap + bN)g(X,Y) + bug(Y, Y))?
a*N2g(X, X)? + 2(a* M\ + Nab)g(X, X)g(X,Y)
+(a?1® + 0222 g(X, X)g(Y,Y) + dabAug(X,Y)?
+2(abp? + b’ M) g(X, Y )g(Y, V) + 0 g (Y, V)
—a*Ng(X, X)? — 2a\(ap + bN)g(X, X)g(X,Y)
—2abAg(X, X)g(Y,Y) — (ap +bN)*g(X,Y)?
—2bp(ap + bA\)g(X,Y)g(Y,Y) = 0u’g(Y,Y)?
(a1 4+ b*N% — 2abAp)g(X, X)g(Y,Y)

+(dabAp — (ap + b)) g(X,Y)?

(ap = DAP(IX I Y )P = 9(X,Y)?)

K(Z,W) =
&% W) 1ZAwW?

(ap = bA)* (X, Y, Y, X)
(ap — DA | X AY|J?
= K(X,Y)
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Sonug olarak kesitsel egriligimiz X, Y € o nin se¢ciminden bagimsiz olur. [

Ornek 3.2. Standart metrik ile diisiindiigiimiizde R" Riemann manifoldunun egriligi 0

oldugu i¢in tiim kesitsel egrilikleri de O dir.

Ornek 3.3. Egriligi sifir olmayan bir drnek verecek olursak M/ = R? tiirevlenebilir

manifoldunu
1+¢y* 0 —y
g= - 0 1 0
-y 0 1

metrigi ile diisiinelim.Bu durumda Levi-Civita konneksiyonunu hesaplayalim.

Vor0r = T'{,0x + I'?,0y + I'3,0z olarak alirsak,

9 (Vos0x,0x) =Ti g1 + T'Tgar + 151931

(149 y
T4 Ph‘%<_1>ri

elde ederiz. Ote yandan,

g (Vo 0x,0x) = % {0zg (0x,0x) + Oxg (Ox,0x) — Jxg (Ox,0x)}
1
= Eafgn =0
oldugu i¢in,
14y y
S ()=

(1+y*) Ty — gl =0

denklemini elde ederiz.

Simdi g (Vg,0x, y) terimini 6nce

9 (Vos0z,0y) = I'i1g12 4+ I'31920 + 1930

1
= _Ffl

4



sonra da
1
9(Vor0z,0y) = 5 {919 (9z,0y) + Oxg (0y, Ox) — dyg (Ox, Ox)}
1 2yl Y
2 4 4
olarak hesaplayinca, 1I'}; = —¥ ve boylece I'}; = —y olur.

Son olarak g (Vs,0x, 0z) terimini dnce

g (Voy0x,0z) = F%1913 + F%1923 + F?1933
1

Y
= ()
sonra da
1
g (Vy,0x,0z) = 5 {0zg (0x,02) + 0xg (0z,0x) — Ozg (0x,0x)}
=0
olarak hesaplayinca,
1
_%Fh + Zfi’l =0
F?l = yr%l
denklemini elde ederiz. Daha 6nce elde ettigimiz
(1+y*) T~y =0
denklemiyle birlikte ¢oziince, I'}; = ', = 0 elde ederiz. Boylece

o Vy,0r =—ydy

olur.

Benzer sekilde
y 1
2

o Vidy=Vo,dr = %8x + 0z
1
o V5,02 =Vpy,0r = 5(‘3@/
L4 Vayay =0
1 Yy
o Vy.0y=Vy,0z= —58:6 - 562

L Vazaz =0

21
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Simdi taban vektorlerine gore egriliklerimizi hesaplayalim.
e ¢g(R(0x,0y)0x,0y) = g (vaxvayax — Voy V.02 — Vigz,0,07, 83/)

2_q
) 0z — Vay, (—y) 0y, 8@/)

g(R(0z,0y)0x,0y) = g

y o —1

) V.02 + 0y + yVs, 0y, 3y)

(
(oo

_ g(_%ay+<y _1> ay+ay,ay>
S

4

2
B -y
= ( 1 )g(ay,ay)
_ 3=y
16
Benzer sekilde
3_ 2
e ¢(R(0z,dy)dz,dy) = 16y
. g(R(é’x?@y)ay,az):—%

e g(R(0x,0y)0x,0z) =0

o ¢(R(0x,0z)0x,0z) = —%
o ¢(R(0y,02)0x,02) =0

1
* g(R(9y,02)0y,02) = —1¢

Diger egrilikler de bunlara esit ya da 0 olur.

Simdi X = a10x 4+ ax0y + a30z ve Y = b10x + b0y + b30z olarak aldigimizda,

2
-3
g (R (X, Y) Y, X) = id 16 ((llbg — a2b1)2 + % ((llbg - agbl) (a2b3 — agbg)
1
+1—6 ((a1b3 — CL3b1)2 + (CLng — a362)2>
a? b
= 1_; (yb1 — b3)* + % (yay — az)”
asb
—% (a3 - yal) (b3 - ybl)
3 [1 2
_1_6 5 (a? + a% + b% + bg — (b1 — a2)2 — (bg + (11)2)
1

+E [CLl (bg — ybl) + b1 (ya1 — CL3)]2
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buluruz.
IXIP =g (X X) = 1 [a? (1 +9) — 20005 + a3 + o]
ve
VIR = g(v,Y) = 2[5 (14 42) — 2ubaby + 5+ 1]
diir.

g(X,02)=0ve |X|=1<a3=ya, a} +a>=4

oldugundan, eger X = a;0x + a20y + ya,;0z ve Y = a0x — a0y + yae0z olarak
alirsak, g (X,0z) = g(Y,0z) = g(X,Y) = 0 olur. Bu durumda X ve Y bagimsizdur.
Buna ek olarak a? + a2 = 4 alirsak, || X||* = ||Y||* = 1 elde ederiz. Boylece

(X,Y,Y,X) = I—G (a2 +a3)2 _ 5

veE

. xyvXx)
XTI 1* = g (X, Y)?

K(X,Y)

elde edilir.
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4. KONTAKT MANIFOLD

Tanmim 4.1. Boyutu 2n + 1 olan tiirevlenebilir bir M manifoldu iizerinde, n A (dn)" # 0
kosulunu saglayan n 1— formu varsa, M manifolduna kontakt manifold,  formuna da

kontakt form denir.

Kontakt manifoldun boyutu 2n + 1 ve n A (dn)" # 0 oldugu i¢in, n A (dn)" formu M

tizerinde bir hacim formudur ve boylece M kontakt manifoldu yonlendirilebilirdir.

Kontakt (M, 7n) manifoldu tizerinde 7 (X) = 0 kosulunu saglayan X vektor alanlari-
nin olusturdugu alt demet, yatay alt demet veya kontakt alt demet olarak adlandirilir ve

‘H ile gosterilir.

Ornek 4.1. M = R? ve = dz — ydz olarak alalim ve 7 nin kontakt form oldugunu

gostermek icin 7 A dn # 0 oldugunu gostermeye caligalim.

dn = —dyANdr=dzxANdy
nAdn = (dz—ydz) A (dx A dy)
= dzNdx Ndy —ydx ANdx A dy

= deNdyNdz#0
Bu durumda (M, n) ikilisi 3 boyutlu bir kontakt manifolddur.

Teorem 4.1. Kontakt (M?"*! 1)) manifoldu iizerinde, her X vektor alaniigin dn (¢, X) =

0 ven (§) = 1 olan tek bir £ vektor alani vardir.

Kamt. Once boyle bir vektdr alaninin var oldugunu gostermemiz gerekir. Yerel olarak
kontakt alt demetin asagidaki kosulu saglayan bir { X1, Y7, X5, Y5, ..., X, Y, } tabanim

bulabiliriz: Her 1 < 4,5 < nigin
dn(X;, Yi) # 0, dn(Xy, X;) = dn(Y;,Y;) = 0
veher 1 <i# j <nigin

Bunun nedeni n A (dn)"™ # 0 olmasidir. Bu tabandaki vektor alanlarindan bagimsiz bir
Z vektor alani icin
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olsun.

- bz a;
Y=Z-3 (X4 —— Y,
; (dn(Xi,Yi) T X)) )

olarak alirsak, her X vektor alani i¢in dn(Y, X) =0 olur.

Simdi bu kosulu saglayan tek bir vektor alaninin oldugunu gosterecegiz.
dn (Y, X) =dn(Z, X) = 0 kosulunu her X vektor alani igin saglayan iki bagimsiz Y, 7
vektor alani varsa, tim X7, Xo, ..., X5, 1 vektor alanlar1 i¢in

nAd))" (Y, Z, X1, Xs,...,X0,1) =0
olur. Bu da 7 nin kontakt form olmasiyla celisir. Sonug olarak her X vektor alani icin
dn (Y, X)) = 0 kosulunu saglayan tek bir Y dogrultusu vardir. Bu dogrultuda n (Y") # 0
olur. Ciinkii 1 (Y') = 0 olursa, tim X7, X5 ... X5, vektor alanlari i¢in
nA(dn)" (Y, X1, Xa,...,X2,) =0
olur ve bu da 7 nin kontakt form olmasiyla celisir.

. 1
=Y

olarak alirsak,
n(€) =1 (545Y) = s (¥) =1

Y vektor alan, istedigimiz vektor alanini verir.

olur ve £ = %)

O

Tanim 4.2. Kontakt (M, n) manifoldu iizerinde, yukaridaki teoremin verdigi £ vektor

alani, karakteristik vektor alam veya Reeb vektor alani olarak adlandirilir.
Ornek 4.2. R? iizerinde 17 = dz — ydx kontakt formu icin karakteristik vektor alaninin

¢ = 0z oldugunu gosterelim. 7 (§) = n (0z) = (dz — ydz) (0z) = 1 olur.

dn = dx A dy oldugundan, X = adzx + by + cOz vektor alani i¢in

2dn (£, X) = 2dz Ndy(§X) =dx(§)dy (X) — dy (§) du (X)
= 0b—-0.a=0
dn(€X) = 0
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olur.
Asagidaki teorem Blair (2010) Sayfa 24 de verilmistir.

Teorem 4.2. Kontakt (M, n) manifoldunun her noktasinin etrafinda

n=dz— Z yidz;
=1
olacak bigimde (xy,...,Zn, Y1, .-, Yn, 2) yerel koordinatlari vardir.

Tanim 4.3. Kontakt manifold olarak (M, n) ve karakteristik vektor alami olarak & alalim.
M iizerinde her X, Y vektor alanlari icin asagidaki kosullar1 saglayan bir g metrigi ve

(1,1) tensorii var ise (M, n,&, g, ¢) yapisina kontakt metrik yap ad1 verilir.
D) ’X =-X+n(X)¢E,
(i) ¢§ =0,
(i) g (X,&) =n(X),
(iv) g(X,9Y) = —g(pX,Y),
(v) dn (X,Y) = g (X, ¢Y).
Sonuc 4.1. (M, n, &, g, ¢) bir kontakt metrik yapr ise,
() n(pX) =0,
(i) g(pX,0Y)=g(X,Y)—=n(X)n(Y) olur

Kanit. n(pX) = 0 oldugunu gosterelim. Tanim 4.3.; madde (7i7) de X yerine pX

alip, madde (7i) ve madde (iv) it de kullandigimizda,

n(eX) = g(pX,§)
= —g9(X,¢¢)
= —g(X,0)
=0

olur.
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g (X, oY) =g (X,Y)—n(X)n(Y) oldugunu gosterelim.

Tamm 4.3.; madde (i), madde (iii) ve madde (iv) ii de kullandigimizda,
9(eX,9Y) = —g(X,¢%)
= —g(X, =Y +n(Y){)
= —[9(X,=Y) + g(X,n(Y)E)]
= g(X,Y) —n(Y)g(X,¢)
= g(X,Y)—n(X)n(Y)

elde ederiz. O]

Ornek 4.3. M = R? iizerinde ) = % (dz — ydx), kontakt formunun karakteristik vektor

alani ¢ = 20z olur.

0 (0x) = =0y, ¢ (Jy) =0x+ydz, ¢(02)=0

ve
1+9y* 0 —y
9=~ 0 1 0
-y 0 1

olarak alip (R?,7, &, g, ¢) yapisinin kontakt metrik yap1 oldugunu gosterelim.
X =a10x + b0y + 10z

Y = a0z + b0y + 20z

olarak alalim. O zaman

X = Sp(alax + blay + 6182) = b 0x — CL1ay + blyﬁz

1

n(X) = 5 (dz — ydzx) (a10x + b10y + ¢10%)
1
= 5 (01 - yal)
1
n(X)¢= 5 (c1 —yay) (202) = (c1 — yay) 0z 4.1)

olur.
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O’ X = p(pX) = ¢ (b10x — a10y + biydz)
= by (=0y) — a1 (0x + y02)

= —(a10x + 010y + 10z) + (1 — yaq) 0z

ve boylece denklem (4.1) den,

= —X+n(X)¢ elde ederiz.

g(X,&) = g(a10x + 010y + ¢102,20z)

= 2a19(0x,0z) + 2b1g (Qy, 0z) + 2¢19 (02, 0z)

= L (2a1 (—y) + 2¢1)

4
= %(01 — yay)
= n(X)
olur.
(iii)

9(X,9Y) = g(a10z + b0y + 10z, a3 (—=0y) + by (0 + y02))

= g (a10x 4+ b0y + 10z, b20x — a0y + boydz)

1
= (a1b2 (1 + yz) + a1boy (—y) — bras + 162 (—y) + cley)
1
= 1 (a1by — biay) (4.2)

g (eX,)Y) = g(bi0x — a10y + b1ydz, asdx + b0y + c202)
1
= 3 (b1a2 (1 + yz) + bicy (—y) — arbe + biyas (—y) + blycg)
= _é_l (a1b2 - blaz)
denklem (4.2) den; ¢g(X,¢Y)=—g(pX,Y) olur
(iv)
e (X) = a9 (0z) +bip (Oy) + 19 (02)

P(€) = 2(02)=20=0



olur.

(v)

oldugundan

dn(X,Y)
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1
n = 5 (dz—ydz),

DN — DN

1
(—dy N dx) = 3 (dx A dy)

1 111
5 (dr Ady) (X,Y) = 5 |3 de (X)dy (V) — de (V) dy (X))
% [dx (a10x + b10y + ¢10z) dy (a0 + baOy + ¢20%2)

—dx (a30x 4 bedy + ¢202) dy (a10x + b0y + ¢10z)]

1
Z (Glbz = b1a2)

Denklem (4.2) den; dn (X,Y) = g (X, ¢Y) elde edilir.
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5. SASAKIAN MANIFOLDLAR

Tamm 5.1. 2n boyutlu M manifoldu tizerinde J? = —1I, (J°X = —X) olan (1,1)

tensor J, hemen hemen karmagik yap1 olarak adlandirilir.

Eger M karmagik manifold ve boy-M = n ise M aym zamanda gercel manifold olur
ve boyp M = 2n olur. Bu durumda M iizerinde J : X(M) — X(M), JX = iX,
(J2X =i*X = —X) olarak tanimlarsak, J? = —T olur. Béylece karmagik manifoldlar

tizerindeki karmagik yapi, hemen hemen karmagiktir.

Tanim 5.2. Tirevlenebilir bir M manifoldu iizerindeki (1, 1) tensor alan1 7" nin, (1, 2)

tensor alam1 Nijenhuis torsiyonu [T, 77,
[T,7)(X,Y) =T?[X,Y] + [[X,TY] - T[TX,Y] - T[X,TY]
olarak tanimlanir.

Hemen hemen karmagik yapilarin karmagik yapr olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosulla
ilgili problemi Newlander ve Nirenberg (1957) cozmiisler ve asagidaki iinlii teoremi

kanitlamiglardir.

Teorem 5.1. 2n boyutlu M gergel manifoldu iizerinde J? = —1I olan J varsa, .J nin
karmagik yap1 olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul, [/, J] = 0 olmasidir. Bu durumda J

ye integrallenebilir denir.

Teorem 5.2. 2n + 1 boyutlu (M, 7, &, g, ¢) kontakt metrik manifoldu i¢in
K22 = M xR iizerinde J(X, fdt) = (X — f&,n(X)dt) olarak tanimlanan J tensorii
J? = —1 dir.

Kanmit. J(X, fdt) = (pX — f&,n(X)dt) oldudu i¢in,

JA(X, fdt) = J(eX — f&,n(X)dt)
(X — f§) —n(X)&n (pX — f§) dt)
0’ X —n(X)E, —fdt)

J? = -



31

olur. O]

Tamim 5.3. (M, ¢, £, n, g) kontakt metrik manifoldu olmak iizere, yukaridaki teoremde

tanimlanan J tensorii integrallenebilir ise M/ manifolduna Sasakian manifold denir.

Tanim 5.4. Riemann (), g) manifoldu iizerinde (1, 1) tensor ¢ nin Levi-Civita konnek-

siyonuna gore tiirevi
(Vxp)Y = VxpY —pVxY
olarak tanimlanan (1, 1) tensordiir.
Teorem 5.3. M nin Sasakian olmasi i¢in gerekli ve yeter kosul
(Vxp)Y = g(X,Y)§ —n(Y)X
olmasidir.

Kanit. Bu kanitta, ifade kolaylig1 acisindan, (X, fdt) yerine (X, f) yazacagiz. Once
[J, J] ((X,0),(Y,0)) i¢in bir ifade elde edelim.

[7.J]((X,0),(Y,0)) = J*[(X,0),

—~

Y,0)] + [J(X,0), . (Y,0)]
—J[J(X,0

~—

,(Y,0)] = J[(X,0),J (Y, 0)]
= —([X,Y],0) + [(0X,n (X)), (Y, n (Y))]
—J (X, n (X)), (Y,0)] = J[(X,0), (¢Y,n (Y))]
= —([X,Y],0) + ([pX, 0Y], X (n(Y)) — Y (n(X)))
—J([pX, Y], =Y (n(X))) = J ([X, Y], X (n(Y)))
= —([X,Y],0) + ([pX, 0Y], X (n(Y)) — Y (n(X)))
— (X, Y]+ Y (n(X)) & n([¢X.Y]))
— (P [X, Y] =X (n(Y))&n ([X,¢Y]))
= (= [X,)Y]+[pX, Y] - @[pX, Y] = ¢ [X, Y]
(=Y (X)) +X ))& eX n(Y)) —¢Y (n(X))

= ([pX,Y]) =1 ([X,¢Y]))
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[0, 0] (X)Y) = @ [X,Y]+[pX, Y] —¢[pX,Y] — ¢[X, ¢Y]
= —[X,)Y]+ (X, Y])E+ [pX, 0Y] — 0 [pX, Y]

—p[X, ¢Y] (5.1)
2dn (X,Y) = X(n(Y)) =Y (n(X)) —n([X,Y])
X)) =Y (X)) = 2dn(X)Y)+n([X,Y]) (5.2)
Denklem (5.1) ve (5.2) den;

[/, J1((X,0), (Y,0)) = (g, 0] (X, ) +2dn (X, Y) §, X (0 (V)

=Y (7 (X)) —n ([pX,Y]) = n ([X, ¥Y]))

2dn (pX,Y) = oX(n(Y)) =Y (n(pX)) —n([pX,Y]); n(e(X)) =0
= X (n(Y)) —n(lpX,Y])
2dn (X, 9Y) = X (n(pY)) =Y (n(X)) =n([X,0Y]); n(e(Y)) =0

= —pY (n(X)) —n([X,¢Y])
[J>J]<(X70)>(Y7O)) = ([QD,QO] (X?Y)+2d77(X7Y)€a2d77(90X7Y)
+2dn (X, ¢Y))

olur. Kontakt metrik oldugu i¢in dn (X,Y) = g (X, ¢Y) dir.

dn (pX,Y) = g (X, ¢Y)
dn (X, ¢Y) = g(X,¢?Y) = —g (X, ¢Y)

dn (eX,Y) +dn(X,¢Y) =0
olur. Boylece
[/, J1((X,0), (Y, 0)) = ([, o] (X,Y) + 2dn (X, Y) £,0)

elde ederiz.

M Sasakian olsun. O zaman [J, J] = 0 dir. Ozel olarak

[Jv J] ((X7 0) ) (Y7 0)) = ([90790] (X7 Y) + 2dn (X’ Y) ga()) =0
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oldugundan
[p, 0] (X,Y) +2dn (X, Y)§ = 0 (5.3)
olur.

[X,Y] = ViY — VyX,
[0, ] (X,Y) = @ [X, Y]+ [pX, oY ] = 9 [pX, V] — ¢ [X, pY]
= —[X, Y]+ (X, Y])E+ VexpY — VoypX
—oVexY + oVypX — pVxeY + ¢oVey X,
1

dn(X.Y) = 5 (X @)=Y {0 (X)) =n(X.Y]).

Ayrica Levi-Civita konneksiyonunun 6zelliklerinden,

20((Vxp)Y,Z) = 29(VxpY —¢VxY,Z)
= 29(Vx¢Y,Z)+29(VxY, 0Z)
= Xg (oY, 2)+¢Yg(X,Z)— Zg(X,pY)
+9([X, Y], Z) + g ([2. X], oY) + g ([Z,¢Y], X)
+Xg(V,0Z) +Yg (X, 0Z) —pZg(X,Y)

+9 (X, Y], 02) + g (lpZ, X],Y) + g ([¢Z,Y], X)
olur. Simdi ® = dn alirsak, d® = 0 olur. Boylece,

0=23d0 (X,Y,Z) = XO(Y,Z)+Y®(Z, X)+Z®(X,Y)
- (X, Y], Z2) -2 ([Z2. X].Y) - @ ([Y, Z], X)
= Xdn(Y,Z)+Ydn(Z,X)+ Zdn (X,Y)
—dn ([X,Y],Z) —dn([Z,X],Y) —dn([Y. Z], X)
= Xg(Y,0Z)+Yg(Z ¢X)+ Zg(X,pY)

_g([va] 7902) - g([ZvX] 790Y) - g([Y7 Z] ’SOX)
ve dolayisiyla

9@V, Z],X) = Xg(Z,¢Y)+Yg(X,0Z)— Zg(X,pY)

+9 ([X,Y],02) +g([Z, X],¢Y)
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elde ederiz. Bu esitlikte Y yerine Y ve Z yerine ¢Z alirsak,

Xg(Y,pZ) + oY g(X,Z) —pZg(X,Y) + g([X, Y], Z) + g([pZ, X],Y) =
—9(plpY, 0 Z], X) + oY (n(X)n(Z)) — Z(n(X)n(Y))
+n(Z)n([X; ¢Y]) + n(Y)n([pZ, X])

buluruz. Bu iki ifadeyi 2¢ ((Vxy) Y, Z) ifadesinde kullanirsak,

20((Vxp)Y, Z) = g([Z, Y]+ [pZ,Y] + ¢lY, Z] — pleY, ¢ Z], X)
+pY (n(X)n(2)) — pZ(n(X)n(Y))
+0(Z)n([X, Y]) +n(Y)n([¢Z, X])

= (e (Y, 2), X)

—n(X)n([eY, Z]) — n(X)n([Y, ¢Z])
+n(X)eY (n(Z)) +n(Z)eY (n(X))
—n(X)eZ(n(Y)) —n(Y)eZ(n(X))

+n(Z)n([X, oY ]) + n(Y)n(lpZ, X])

olur. M Sasakian oldugu icin [p, ¢|(Y, Z) = —2dn(Y, Z)¢ ve dolayisiyla

g([%ﬁ, @](Ya Z>790X) =0

dir. Ayrica,

n(X)(eY(n(2)) —n(leY, Z])) = 2n(X)dn(eY,2)
= 2(X)g(vY,¢Z)
= 2n(X)g(Y, Z) = 2n(X)n(Y)n(Z)

olur. Boylece,
29(Vxp)Y,Z) =2n(Z)g(X,Y) — 2n(Y)g(X, Z)

ve dolayistyla
(Vxp)Y =g(X,Y)§ —n(Y)X

olur.
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Simdi (V)Y = g(X,Y)¢ — n(Y)X olsun. M nin Sasakian oldugunu gosterebilmek
icin [/, J] = 0 oldugunu géstermeye calisalim.
[ J((X, ), (Y,g)) = [J.J]((X,0),(Y,0)) + [J, J]((X,0),(0,9))
+[,J]((0, f), (Y, 0)) + [1, J] ((0, £), (0, 9))
= [/ J]1((X,0),(Y,0)) + g[J, J] ((X,0), (0, 1))
+1J,J]((0,1), (Y, 0)) + fg[J, J] ((0,1), (0, 1))

oldugu icin,
[J, J]1((X,0), (Y,0)), [/, J] ((X,0),(0,1)), [, J] ((0, 1), (Y, 0)),, [/, J] ((0, 1), (0, 1))
terimlerinin sifir oldugunu gosterecegiz.
[0, 0] (X,Y) = @P[X, Y]+ [pX, 0Y] = 0 [pX, Y] ~ ¢ [X, pY]
= —[X,Y]+n([X,Y]) £+ VoxpY — VoypX
—pVoxY + oVypX — oVxoY + oV, vy X
= —VxV + VWX +q([X,Y]){+ (Vexp) Y
+oVoxY — (Voyp) X — oVy X + ¢ (Vyp) X
+0*Vy X — o (Vxp)Y — p*VxY
= —VxY + WX+ (X, V]){+g(@X Y)E=n(Y)pX
=9 (@Y, X)E+n(X)eY + 9 (g(X,Y){—n(X)Y) - VyX
1 (VyX)E—p(g(X,Y)E—n(Y)X) + VY —n(VxY)E
= 29(pX,Y)E=—29(X,pY) &= —2dn(X,Y)¢
oldugundan, [, ¢] (X, Y)+2dn (X,Y) € = 0 ve bdylece [J, J] (X, 0) , (Y, 0)) = (0,0)

olur.

Simdi [J, J] ((X,0), (0, 1)) terimini hesaplamak i¢in 6nce (X, 0), (0,1)] = (0, 0) oldu-
gunu gozlemleyelim. Ayrica (Vx¢)Y = g(X,Y )& — n(Y)X varsayimindan otiiri,

O[X, €] — [¢pX,6] = ¢VxE— VX —Vox&+ VepX



= —(Vx9)f+ (Vep) X — VepX + ¢°Vox€ + VepX
= —g9(X, )5+ n6)X +9(&, X)E —n(X)E — p(Vexp)§

= —n(X)§+ X —o(g(eX,§)E —n(€)pX)
= —SQQX + QDQX =0

olur. Boylece

[/, J]((X,0),(0,1))

elde ederiz.

Benzer bigimde, [(0, 1), (Y, 0)] =

J2(X,0), (0, )] + [J (X,0), 7 (0,1)]
—J[J(X,0),(0,1)] = J[(X,0),J(0,1)]
[(p X, n (X)), (=&, 0)] = J[(¢X, 7 (X)), (0,1)]
—J[(X,0),(=¢,0

[p X, =€), € (n(X))) — J(0,0) = J([X,=¢],0)
[p X, €], € (n (X)) = J (= [X,¢€],0)

[pX. €], € (n (X)) + (¢ [X, €], n ([X,€]))
[X, €] = [pX, &), £ (n (X)) + n([X,€]))

(X, €] = [pX, £], —2dn (X, §))

(X, €] = [¢X,€],0)

,0)

~—

]

~—

(
(=
(=
(
(
(
(

0“6 6 ‘6

(0,0) ve

=6 0Y ]+ 9l€, =Y] = ¢[§, =Y] = [p(=Y),£] =0

olmasini kullanarak,

[‘L J] ((O’ 1) ) (Y7 0)) =

J2(0,1), (Y, 0)] + [7(0,1), T (Y, 0)]
=J[J(0,1),(Y,0)] = J[(0,1), J (Y, 0)]

[(=£,0), (¢Y,n (V)] = J[(=€,0), (Y, 0)]
=J1(0,1), (¢Y, 7 (Y))]

([=& Y], =€ (YV))) = J ([=€,Y],0) = J (0,0)

36
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= ([_§7 QOY] ) _g (77 (Y))) - (90 [_57 Y] 1 [_57 Y])
= ([&eY]—o[-6Y], =& (Y)) —n[-£Y])
- ([_57 QDY] - [_g Y] ) 2d7l (Y7 g))
= ([&¢Y] = p[-£Y],0)
= (07 O)

buluruz.

Son olarak,

[/, 71((0,1),(0,1)) =

- (90 [_57 dt] T [_57 dt]) - (_ [_67 dt] 5, O)
(_90 [_57 dt] + [_5, dt] 57 -n [_57 dt]) ) [_57 dt] =0
(0,0)

dir. Sonug olarak [J, J] = 0 olur ve M Sasakiandir. O

Ornek 5.1. R°(2y, 29, 41, 10, 2) de ) = %(dz — yrdxy — yodz) ve & = 20z olarak aldigi-
mizda (Vxp)Y = g(X,Y)¢ — n(Y)X oldugunu gosterelim.

1+ ?/% yiy2 00—

. vive 1+ys 0 0 —yo
1 0 0 1 0 0
0 0 01 0

0 -y 0 0 1 |
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| 0O 0 1 0 O_

0O 0 0 1 0
p=1-1 0 0 0 0
0O -1 0 0 0

|0 0y oy O

Vaxlaaﬁ = Fhal’l + P%18$2 + I’i’layl + I‘ﬂ@yz + I‘?laz

9(Voz, 0x1,0x1) = F:111911 + F%1921 + Fif1931 + 1ﬂ111941 + Fti)1951

1+y3 Y1y2 Y1
= ( 4 I)Fh‘FTrfl_ZI{fl

9(Voy,0x1,021) = % {0219 (0x1,0x1) + Ox19 (011, 011) — D219 (021, 021)}
= %&clg (Ox1,0x1) =0
(1 +9) Th + 1yl — T3, =0
9(Vow, 811,075) = Tyig10 + 11920 + 171932 + Thigas + 17150

1+ y2
Mp g (B2 1 -

1
9(Voy, 021, 022) = 3 {0219 (021, 0x3) 4+ 0319 (02, 0x1) — Ox2g (021, 021)}
= 0

ylyzrh + (1 + ?J%) F%l - yZF?l =0

9(Vou,0x1,0y1) = D113+ TTiges + T31933 + T1igas + 11953
1
= ZF?I

1
9(Vor,0x1,0y1) = 3 {0219 (0x1,0y1) + 0219 (Oy1, 0x1) — Oy1g (0x1,021)}

le')l =~

9(Vou, 021, 0y2) = Tiigia+igos + 31930 + Tiigaa + D1 gsa

1
- _1“111

4
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1
9(Vog,0x1,0y2) = 5 {0219 (0x1, 0y2) + 019 (Qya, 0x1) — Oyag (0x1, 0x1)}
=0

1“‘111:()

9(Voe,031,02) = Tiigis + 11925 + 151935 + Digas + 1955

Y1 Y2 1
-1 ZF%I +-T5

o - 2

1
g(vamaxh 82) = ) {396‘19 (axla 32) + 0x1g (32, 3901) — Ozg (a%, axl)}
=0
—y T — 9ol + 19, = 0 olur.

(1 + y%) Il + el —wld = 0
yl?ﬂrh + (1 + yg) F%l — y2r?1 =0

il — gl +T7, = 0
denklemleri ¢oziildiigiinde, '}, = %, = T'3; = 0 olur.

oVor, 01 = —y10y

elde edilir. Benzer sekilde,

oV, 09 = Vi, 01 = —%81/1 — %83/2

2 1
oV[mayl = Vaylal’l = % T1 + (yl 5 ) 8z

.VaxlayQ = vayzaxl = %61'2 + —y12y2 0z

1
'Vaxlaz = v@zaxl - §ay1
°Vax23$2 = —120y>

.Vaxgayl — V3y1 axQ = %axl + y12?/2 az

2
Yy — 1
0
5 z

OV 00, s = Vi, 02 = %axg T
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1
oV.,02 = Vi, 019 = §8y2
'Vayl ayl =0
.Vam Yy = Vay2ay1 =0

1
oV, 0z = V., 0y = —§8x1 — %82

‘Vaygayz =0
1
Vo, 0z = V. dys = =502 = %az
OVazaz =0
olur.
er = 20y

pe; = 2(0x1 + y102)
es = 20y
pes = 2(0x9 + y202)
& = 20z

olarak alirsak, {eq, es, ey, pes, £} bir ortonormal taban olur.
Ve €1 = v28y1 20y, = 4V3y1ay1 =0
ve benzer sekilde

Veer = Veea =V, pes =Vee = Vpe = Ve =0
Ve pe1 = Ve €2 = Ve, 02 = Vie,01 = Ve, 0e1 = Ve, 060 = V& =0
Ve per = Ve,pea =§
Ve § = Veer = —peq
Ve, = Veeg = —pey
Vi1 = Vige,ep = —¢
V@elf = V§90€1 =€

Vie,§ = Vepes = e



olarak alirsak,

olur.
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X = ae + ages + biper + baes + 1 (X) €

Y = A161 + A262 + Blg061 + BQ(,OGQ + n (Y)f

pX = —bieg — beey + arpe; + aspes
©Y = —DBier — Byes + Ajper + Aspes

g X, Y)E—n(Y)X = glaie; + ases + bipey + bypes +n(X)E, Are + Asey

+Biger + Bapes +n(Y)E)E

—n(Y)(a1e1 + ases + biper + bapes + n(X)E)
= (a1 A1 + azAy + by By + by By + n(X)n(Y))é

—n(Y)(are1 + azes + biper + bapes + n(X)E)
= (—are; — agey — bype; — byper)n(Y)

+(a1 Ay + as Ay + by By + by By)E

VxpY —pVxY

V (a1e1+azes+brgper +hages+n(X)e) (PY)

1V, Y + a2V, @Y + 01Vie, @Y + Ve, Y + (X)) VepY
a1(—B1Ve,e1 — BaVe, 6o + A1V, 0e1 + AsV ., pes)
+as(—B1Ve,e1 — BoVe,e0 + A1V, 061 + AV, 0€3)
+01(—=B1 Ve, e1 — BaVie, €2 + A1V e, 001 + AsV e, pes)
+bo(—B1Ve,e1 — BaVie, €0 + A1V e, 001 + AsV e, pe9)
+n(X)(—=B1Veer — BoVees + A1 Veper + AsVepes)

a1 Ar€ + ag Azl + by Bi§ + ba Ba& + (X ) Bie,

+n(X) Bapes +n(X)Arer +1n(X)Azer
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OVxY = @OV (aertasertbipertbapestn(X)6)Y

= a1V, Y +a2Ve,Y + 01 Ve Y + 0V, Y +1(X)VeY)

= pla1(A1Vee1 + AV ea + B1Ve, per + BV, pes + (Y )V, §)
+a3(A1Ve,e1 + AVe,e0 + BiVe,0e1 + BaVe,pes + (Y )V ey€)
+01(A1Ve 61 + AoV e, €2 + B1V e, o1 + BoVoe, pes + 1Y) Ve, §)
+02(A1Vpe,e1 + AoV pe,€2 + Bi1V e, 0€1 + BaVie,0e0 + (Y )V e, §)
+n(X)(A1Veer + AsVeea + B1Veper + BaVepes + (Y )VE)]

= plarBi& — amn(Y)per + az Bof — aan(Y)pes — b1 Aig
+bin(Y)er — by Ao + ban(Y)ez — n(X) Arper — n(X)Azpes
+n(X)Bier + n(X)Baes]

= @[(bin(Y) + Bin(X))er + (ban(Y') + Ban(X))ez
—(an(Y) + Ain(X))er — (aan(Y) + Aan(X))pes
+(a1 By + a3By — b1 Ay — by Ay)E]

= (an(Y) + Ain(X))er + (bin(Y) + Bin(X))per

+(Aan(X) + aan(Y))es + (ban(Y) + Ban(X))pes

VxpY —oVxY = —am(Y)er — amn(Y)ez — bin(Y)per — ban(Y)pes
(a1 Ay + agAy + by By + by By)E
= (—aje; — azes — bype; — bypes)n(Y)
+(a1 Ay + agAs + b1 By + by B2)E

gX,Y)E—n(Y)X =VxpY —oVxY

olur.

Bu ornekteki kontakt form 7, karakteristik vektor alan1 &, metrik g ve (1, 1) tensor ¢
kolaylikla R*"*! manifolduna genisletilebilir. {1, zo, ..., Ty, Y1, Y2, - - -, Yn, 2} koordi-
natlarinda

e1 =20y, ey =20ys,...,e, =20y,

pep = 2(0x1 + y10z), pes = 2(0xs + y202) , ... e, = 2(0T, + Y,02)
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£ =20z

alirsak yine bir ortonormal taban elde ederiz.

Vee; =0, Vepe, =&, 1 # jicin Ve pe; =0, V& = —pe; , Ve, pe; =0,
Vge,ei = =&, @ # jigin Ve e; =0, Vee, = —pe; Vo, & =€, , Vepe, = e,
V& =0, 1<4,5<n

n

X =) (ae; +biper) +n(X)¢€

=1
n

QOX = Z (—bl-ez- + aigoei)

=1
n

Yy = Z (Aie; + Bipe;) +n(Y)§

=1
n

Y = Z(—Biei—I—Ai(pei)

=1
Vxp¥ = n(X)>  (Ase; + Bipe;) + (Z(aiAi + b@-)) 3
i=1 =1

+Z e + X (Ai)pe;)

pVxY = Z[(Am(X) +ain(Y)) e + (Bin(X) + bin(Y)) pei]

+Z 62 +X<A,L)<)0€l)
i=1 i=1

g X, )¢ —n()X = —n) Z (a;e; + bipe;) + (Z (a;A; + b;B;) > £

= (Vxp)Y

olur. Boylece bu yap1 Sasakian olur.

5.1. ¢ Kesitsel Egriligi

Bir (M, n, &, g, ¢) kontakt metrik manifold tizerinde bir p € M noktasi alalim. g (X, ) =
0 olacak bi¢imde bir X € T, M vektorii i¢in X ve X tarafindan gerilen kesitin egrili-
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gine  kesitsel egrilik denir ve H (X)) ile gosterilir.
H(X) = K(X, ¢X)

seklindedir. Sasakian manifoldlar iizerinde ¢ kesitsel egriliginin egrilik tensoriinii belir-

ledigini gosterecegiz (Moskal, 1966), (Blair, 2010).

Bunu yapmak i¢in g(X, £) = 0 olan bir X i¢in

B(X,Y) = g(R(X,Y)Y, X)
D(X) = B(X,¢X)
P(X,Y,Z,W) = dn(X,Z)g(Y,W) —dn(X,W)g(Y, Z)
—dn(Y, Z)g(X, W) + dn(Y,W)g(X, Z)

olarak tanimlayalim.
Onsav 5.1. M Sasakian ise Vx& = —¢X olur.

Kanit. M Sasakian oldugu i¢in

(Vxp)Y = g(X,)Y)E—n(Y)X
(Vxp)€& = g(X,§)E—n()X

= n(X)§-X
ve
(Vxp)§ = Vel —9Vx¢
= —¢Vx¢
olur.

—pVx§E=n(X){- X

Her iki tarafa ¢ uygularsak,

—*’Vxé = —pX | (¢*X = —X +n(X)¢ oldugundan)

—(=Vx&{+n(Vx§E) = —pX
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veE

n(Vx§) = g(Vx§ & =—g(VxE§) , (9(€.€=1)
g(fo,é‘) =0 , Ve
n(Vx€) = 0, olduguigin
Vx§=—pX
olur. L]

Onsav 5.2. Sasakian manifold iizerinde

a) g(R(X,Y)Z,pW) + g(R(X,Y)pZ W) =—-P(X,Y, Z, W)

olur.

9(X, &) =g(Y,§) = 9(Z,£) = g(W,§) =0
i¢cin
b) g(R(pX, pY)pZ, oW) = g(R(X,Y)Z, W)
¢) g(R(X,oX)Y, oY) = g(R(X,Y)X,Y) + g(R(X,pY)X,pY) = 2P(X,Y, X, pY)

olur.

Kanit. a) Once,

X(n(Y)) = Xg(Y.¢)
= g9(VxY, &) +g(Y, V)
= n(VxY) +g(Y, —pX)
= (VxY) —g(Y,0X)
ve dn(X,Y) = g(X, ¢Y) oldugunu gozlemleyelim. Ayrica manifoldumuz Sasakian ol-
dugu i¢in, (Vxe)Y = ¢g(X,Y)¢ — n(Y)X 6zdesligini kullanarak R(X,Y )¢Z egrili-

gindeki terimleri hesaplayalim.

vangZ = Vx((Vng)Z—i-(,OvYZ)



= Vx(@(Y,2)§ =n(2)Y) + (Vxe)(VyZ) + ¢VxVyZ
= Xg(Y,2)§+9(Y,Z2)Vx{ = X((2))Y —n(Z) VxY
+9(X,VyZ) € =1 (VyZ) X +¢R(X,Y) Z
= (9(VxY, 2)+9(Y,VxZ) +9(X,VyZ))§
—9(Y, Z)eX — (n(VxZ) — 9(Z,pX))Y
—n(Z)VxY —n(VyZ) X + ¢R(X,Y) Z
ve X ile Y nin yerini degistirerek,
VyVxeZ = (9(VyX,Z)+9(X,VyZ) +g(Y,VxZ))§
—9(X, 2)pY — (n(VyZ) — g(Z,pY))X
—n(Z)VyX —n(VxZ)Y + oR (Y, X) Z
elde ederiz. Son terim de

VixyieZ = (Vxyip)Z +eVixyZ
= 9([X, Y], 2)§ —n(2)[X. Y]+ ¢Vixy)Z
= g(VxY =Vy X, 2)§ —n(Z)(VxY = VyX) + ¢V ixyZ
olur. Simdi bu {i¢ terimi birlestirerek
RX.Y)pZ = 9(Z,pX)Y —g(Y,2)pX — g(Z, oY) X + g(X, Z)pY
+oR(X,Y)Z
= dn(Z,X)Y —g(Y, Z)pX —dn(Z,Y)X + g(X, Z)pY
+oR(X,Y)Z
ve boylece
g(R(X,Y)eZ, W) = dn(Z, X)g(Y, W) = g(Y, Z)g(pX, W)
—dn(Z,Y)g(X, W) + g(X, Z)g(¢Y, W)
+9(eR(X,Y)Z, W)
= dn(Z, X)g(Y, W)+ g(Y, Z)g(X, W)
—dn(Z,Y)g(X, W) — g(X, Z)g(Y, ¢W)
—9(R(X,Y)Z, W)

46
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= —dn(X, 2)g(Y,W) + g(Y, Z)dn(X, W)
+dn(Y, Z)g(X, W) — g(X, Z)dn(Y, W)
—9(R(X,Y)Z, W)

= —P(X,Y,Z,W) - g(R(X,Y)Z, W)

elde ederiz. Bu da bize istedigimiz esitligi verir.

b) n(X) =n(Y) =n(Z) =n(W) = Oise,

9(R(eX,9Y)pZ, W) = —g(R(pX, Y )" Z, W) — P(pX,¢Y, 0Z, W)
= g(R(eX,Y)Z,W) — dn(eX,0Z)g (¢Y, W)
+dn (X, W) g (pY, 0Z) + dn (¢Y, 0Z) g (¢ X, W)
—dn (Y, W) g (¢X, 0Z)
= g(R(ZW)eX,0Y) +g(pX,Z)g(pY, W)
+9g(X,W)g(Y,Z) = g(Y,Z) g (pX, W)
—g(Y,\W)g(X,2)
= g(R(Z,W)X)Y)—dn(Z,¢X)g(W,Y)
+dn (Z,Y) g(W,oX) +dn (W, 9X) g(Z,Y)
—dn(W.Y) g(Z,¢X) + g (Z,¢X) g (W, 9Y)
+9 (X, W)g(Y,Z) = g(Z,¢Y) g(W,pX)
—g(Y,\W)g(X,2)
= g(R(X,Y)Z, W)+ g(Z, X)g(W,Y)
+9(Z, Y )g(W, ¢ X) — g(W, X)g(Z,Y)
—gW,Y)g(Z,0X) + g(Z,0X) g (W, ¢Y)
+9(XW)g(Y,Z) = g(Z,¢Y) g(W,¢X)
—g(Y,W)g (X, Z)
= g(R(X,Y)Z,W)

olur.

c¢) Bianchi 6zdesliginden,

g(R(X7 QOX)Y; QOY) + 9<R(K X)QOXu SOY) + g(R<90X’ Y>X7 SOY) =0
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olur. (a) sikkim1 da kullanirsak,

g(R(X7g0X)Y7ng) = —g(R(Y,X)SOX>S0Y)_g(R(90X>Y)X’§0Y)
= —g(R(Y, X)X, 0Y) — g(R(X,pY)pX,Y)
= —g(RY,X)X,Y)+P(V,X,pX,Y)
(R

+9 (R(X,9Y) X, 0Y) + P (X, Y, XY)

dn(Y,Y) = dn(X, X) = 0 oldugunu kullanarak,

P, X, ¢X,Y) = dn(Y,pX)g(X,Y)—dn(Y,Y)g (X, X)
—dn (X, 0X) g (YV,Y) +dn(X,Y) g (Y, 0X)
= g(V.¢*X)g(X,Y) — g(X, 9’ X)g(Y,Y)
+9(X, oY)g(Y, X)

F— _g(X7Y)2+g(X7X)g(Y>Y)_g(XﬁOY)Q
P(X,0Y, X)Y) = dn(X,X)g(¢Y,Y) —dn(X,Y)g (Y, X)
—dn (¢Y, X) g(X,Y) +dn(¢Y,Y) g (X, X)
= —g(X,0Y)? —g(eY,X)g(X,Y)

+9(¢Y, py)g(X, X)

= —g9(X,¢Y)* = g(X.Y)* + g(X, X)g(Y.Y)
elde ederiz. Bunlar birlestirdigimizde

P(Y, X, pX,Y)+P(X, Y, X)Y) = —29(X,Y)* +29(X, X)g(Y.Y)

olur. Simdi,

P(X,Y, X,9Y) = dn(X, X)g(Y,¢Y) — dn(X,pY)g(Y, X)
—dn(Y, X)g(X, oY) +dn(Y,9Y)g (X, X)

= (X, Y)? 4+ 9(X,0Y)> —g(Y,Y)g(X, X)

denklemini yerine yazarsak
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P(Y,X,pX.Y)+P(X,pY,X,Y) = —2P(X,Y, X, oY)
olur ve boylece,
g(R(X, pX)Y,¢Y) = g(R(X,Y)X,Y) + g(R(X, 9Y)X,pY) = 2P(X,Y, X, ©Y)

denklemi elde edilir. O

Onerme 5.1. Bir Sasakian manifold iizerinde g(X, &) = g(Y, &) = O ise

B(X,Y) = 3—12(3D(X L oY) £ 3D(X — oY) — DX +Y) = D(X — V)
_AD(X) — AD(Y) — 24P(X, Y, X, oY)

olur.
Kamit. Esitligin sag tarafindaki ifadeyi A(X,Y) ile gosterelim.

DX +¢Y) = B((X +¢Y,0p(X +¢Y))
= B(X+¢Y,pX -Y) ,(¢2Y =-Y)

= g(R(X +¢Y,pX —Y)pX - Y, X + ¢Y)

Bu sekilde devam ettigimizde,

D(X —¢Y) = g(R(X — Y, X +Y)pX +Y, X — oY),

DX +Y)=g(RX+Y, X +pY)pX + Y, X +Y),

DX =Y) =g(R(X —Y,pX —oY)pX — oY, X —Y),

D(X) = g(R(X, X)X, X),

DY) = g(R(Y, ¢Y)gY,Y),

seklinde olur. Denklemleri yerine yazip Riemann egriligini uyguladigimizda,

AXY) = 5(Bg(ROXY)Y, X) + 69(R(pX, Y )oY, X)) + 89(R(X, 9 X)V. V)
+129(R(X, Y)pY, 0 X) = 2g(R(X, oY )9V, X) = 2g(R(p X, Y)Y, 0 X)

+4g(R(X, pY)Y,0X) = 24P(X,Y, X, ¢Y))
olur. Onsav 5.2 den
A(X,Y) = g(R(X, Y)Y, X) = B(X,Y)

olur. L]
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Onerme 5.2. Sasakian manifold M/ iizerinde ortonormal ve yatay (horizantal) X, Y vek-

torleri i¢in ¢ = g(X, ¢Y) olarak alirsak kesitsel egriligimiz K (X,Y),

K(X)Y) = %(3(1 + )P H(X +¢Y) +3(1 —¢)?H(X — YY)

~HX+Y)-H(X-Y)-H(X)—-H(Y)+6(1—c)
olur.

Kamnit. X ve Y ortonormal vektorler oldugu icin,

K(X,Y) = B(X,Y)

HX+¢Y) = KX +¢Y, X -Y)
B(X +¢Y,pX - Y)
IX + Y, X +pY)g(pX =Y, pX =) — g(X + ¢V, pX - Y)?
BX +¢Y,pX -Y)
4(1 4+ ¢)?

D(X +¢Y)=B(X +¢Y, X —Y) oldugu igin,
D(X +¢Y) =41+ A)H(X + oY) olur. Ayrica,

PX)Y, X,pY) = dn(X,X)g(Y,¢Y) —dn(X,pY)g(Y, X)
—dn(Y, X)g(X, oY) +dn(Y, pY)g(X, X)
= —g(Y,9X)e—g(Y,Y)g(X, X)

= 2-1

dir. Boylece bir 6nceki dnermeyi kullanarak sonucu elde ederiz.

]

Boylece Sasakian manifoldlarda yatay vektor alanlari icin kesitsel egriligin ¢ —kesitsel
egriligi tarafindan belirlendigini gostermis olduk. Tiim kesitsel egriliklerde bu sonucu
elde etmek i¢in g(R(X,Y)Z, &) ve g(R(X, &)Y, &) egriliklerini elde etmemiz gerekir.
Sasakian manifold tizerinde (Vxp)Y = g(X,Y )¢ — n(Y)X ve Vx& = —¢pX olmasin
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kullanirsak,

R(X,Y){ = VxVy{—VyVxé—Vixyg
= —Vx¢Y +VypX + ¢p[X,Y]
== —(ngO)Y — QOV)(Y + (Vng)X + (pVyX —+ QO(V)(Y — VyX)

= —g(X,Y)§+n(Y)X +g(X,Y)§ —n(X)Y =n(Y)X —n(X)Y

elde ederiz.

Burada Y = ¢ alirsak,
R(X,0) =X —n(X)E = —p’X

buluruz. Boylece Sasakian manifoldlarda kesitsel egriligin ¢ —kesitsel egriligi tarafindan

belirlendigini gostermis olduk.

p—kesitsel egriligi sabit olan Sasakian manifoldlar Sasakian uzay formu olarak adlandi-

nlir.

Ornek 5.2. Ornek 5.1. de R?"*! iizerindeki kontakt metrik yapinin Sasakian oldugunu
gostermistik. Ornek 3.3 de ise, n = 1 igin aldigimz X vektor alan1 yataydir ve Y = o X
dir. Sonug olarak R? Sasakian manifoldunun ¢ —Xkesitsel egriligi sabittir ve —3 e esittir.

Aymni sey her n igin R?"*! i¢in de dogrudur.



52

KAYNAKLAR

Alegre, P., Blair, D. E., Carriazo, A., 2004. Generalized Sasakian Space Forms. Israel
Journal of Mathematics, 141, 157-184.

Blair, D.E., 2010. Riemannian Geometry of Contact and Symplectic Manifolds. Second
Edition. Birkhauser, Boston, USA, 360 p.

Do Carmo, M.P., 1992. Riemannian Geometry. Birkhauser, Boston, USA, 300 p.

Do Carmo, M.P., Ceviren Korkmaz, B., 2012. Diferansiyel Geometri: Egriler ve Yiizey-
ler, TUBA Yayinlari, 587 s.

Kobayashi, S., Nomizu, K., 1963. Foundations of Differential Geometry Volume 1. In-
terscience Publishers, 329 p.

Moskal,E., 1966. Contact Manifolds Of Positive Curvature. Doktora Tezi, Matematik,
University of Illinois.

Newlander, A., Nirenberg, L., 1957. Complex Analytic Coordinates in Almost Complex
Manifolds. Annals of Mathematics, 65, 391-404.

Spivak, M., 1999. A Comprehensive Introduction To Differential Geometry Volume One.
Third Edition. Publish or Perish, Houston, USA, 508 p.

Tanno, S., 1969. Sasakian Manifolds with Constant ¢-Holomorphic Sectional Curvature.
Tohoku Mathematics Journal, 21, 501-507.

Takahashi, T., 1977. Sasakian ¢-Symmetric Spaces. Tohoku Mathematics Journal, 29,
91-113.



Kigsisel Bilgiler
Soyadi, Adi
Uyrugu

Dogum tarihi ve yeri

OZGECMIS

: SUBASI OZEL, Sibel
: T.C.
:04.06.1979 - Corum

Medeni hali : Evli

Telefon : 05327157757

e-mail : sibelsubasiozel @hotmail.com
Egitim

Derece Egitim Birimi

On Lisans Hitit Universitesi Bilgisayar Teknolojileri
Lisans Gazi Universitesi Matematik Egitimi
Lise Corum Anadolu Ogretmen Lisesi

Is Deneyimi

Yil Yer

2001-2002 Osmancik K1z Meslek Lisesi

2002-2010 Corum Eskice IIkdgretim Okulu

2010-2013 Hasanpasa Mesleki ve Teknik Anadolu Lisesi

2013- Hitit Mesleki ve Teknik Anadolu Lisesi

Yabanci Dil

Ingilizce

53

Mezuniyet Tarihi
2018
2001
1997

Gorev

Matematik Ogretmeni
Matematik Ogretmeni
Matematik Ogretmeni

Matematik Ogretmeni



