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OZET

Bu c¢alismada yiizey, ylizey homeomorfizmalar1i ve yiizey homeomorfizmalarinin
izotopi smiflar1 incelenmistir. Bu izotopi simiflari, gonderim smif grubu adi altinda
bir grup olusturmaktadir. Tez calismamizin asil amaci goénderim sinif grubunun
iiretecleri lizerine yogunlagmaktir. Gonderim sinif gruplarmin en temel iiretegleri
olan Dehn burgulari incelenmistir. Dehn burgular1 sonsuz mertebeye sahip olmakla
beraber ylizeylerin gonderim siif gruplarini iiretmekte dnemli rol oynamaktadirlar.
Dehn burgularindan farkli iirete¢ kiimeleri arastirilmistir. Boylelikle ylizeylerin
gonderim sinif gruplarini {ireten iiretegler i¢ine mertebesi sonlu olan elemanlar da
eklenmistir. Daha sonra bu sonlu mertebeye sahip iireteglerin mertebelerini ne kadar
kii¢iiltebiliriz sorusu arastirilmistir. Bunun {izerine mertebeleri iki olan iiretecler, yani
involusyonlar, tarafindan olusan {rete¢ kiimeleri irdelenmistir. Kag¢ adet
involusyonun gonderim sinif gruplarini iiretecegi sorusu sorgulanmig, bunun iizerine

yapilan en son ¢aligmalar incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Yiizey homeomorfizmalari, izotopi sinifi, génderim sinif grubu,

Dehn burgulari, géonderim sinif grubunun tiretegleri, involusyon



MAPPING CLASS GROUPS and GENERATORS

Esra KIVANC

HITIT UNIVERSITY
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July 2018

ABSTRACT

In this study, surface, surface homeomorphisms and isotopy classses of surface
homeomorphisms are examined. These isotopy classes constitute a group under the
name of the “mapping class group”. The main purpose of this thesis is to focus on the
generators of the mapping class group. Dehn twists, the most basic generators of the
mapping class group, are examined. Dehn twists play an important role in generating
the mapping class group of the surfaces. Different generator sets from Dehn twists
are also investigated. On this purpose, the torsion (finite order) elements are added to
the generating sets of the mapping class group of the surfaces. Then finding the
minimum order generators are studied. On this, the generator set consisting of order
two generators, namely involutions, are examined. “How many involutions can
generate the mapping class group” is considered and the most recent studies to this

problem are investigated.

Keywords: Surface homeomorphisms, isotopy class, the mapping class group,

Dehn twists, the generators of the mapping class group, involutions
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TZ

SIMGELER VE KISALTMALAR

kiire
torus
disk
baglantili toplam
delik sayis1 g, sinir sayisi b ve nokta sayisi p olan yiizey
f”in sinirina kisitlanisi
izotopik
h’a izotopik olan homeomorfizmalarin kiimesi
S ylizeyinin gdnderim siif grubu
1izomorfik
a egrisi etrafinda sag (pozitif) Dehn burgusu
a egrisi etrafindaki sol (negatif) Dehn burgusu

a ve b egrilerinin geometrik kesisim sayisi
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1. GIRIS

Bu aragtirmanin temel amaci bir S yiizeyinin simetrilerinin grubu olan gonderim si-
nif gruplarin1 tanitmak, daha sonrasinda grubun iirete¢ kiimelerini incelemek ve bun-
lar iizerine yapilan en son ¢alismalar1 irdelemektir. Ik olarak Boliim 2’de yiizeylerin
ve yonlendirilebilen yiizeylerin tamitim1 yapilarak bunlarla ilgili 6rnekler verilmistir.
Teorem 2.1°de yonlendirilebilen yiizeylerin topolojik olarak denk olmasi, siniflandi-
rilmalarindan bahsedilmistir. Uciincii bolimde homeomorfizmalarin tanimu verilerek,
yiizeylerin topolojik olarak denkliginden bahsedildi. Yonlendirilebilen ve yonlendiri-
lemeyen yiizey homeomorfizmalart incelendi. Dordiincii boliimde yiizey homeomor-
fizmalarinin denklik siniflarini olusturmaya yarayan izotopinin tanimi yapildi. Besinci
boliimde ylizeylerin gonderim sinif gruplari tanimi yapilarak bu grubun 6zelliklerin-
den bahsedildi. Bir¢ok yiizeyin gonderim sinif gruplarini bulmamizda yardimci ola-
cak Alexander Onsav’1 ve ispat1 yapildi. Sonra Alexander Onsav’1 kullamlarak birkag
yiizeyin gonderim sinif grubu hesaplandi. Daha fazla bilgi almak icin Farb ve Marga-
lit’in "A Primer on Mapping Class Groups" (Farb ve Margalit, 2012) isimli kitabin-
dan yararlanilabilir. Altinc1 boliimde génderim simif gruplarinin iiretecleri olan Dehn
burgular tanitilarak bu burgularin bazi iligkilerinden bahsedildi. Sonrasinda génderim
stnif grubunun bir ¢ok farkli 6zelliginin ispatinda kullandigimiz lantern ve zincir ilig-
kilerinin ispat1 yapildi. Yedinci boliimde gonderim sinif gruplarinin iiretecleri iizerine
yapilan ¢alismalar incelenerek Dehn-Lickorish-Humphries iiretecleri incelendi. Daha
sonra gonderim sinif gruplarinin Dehn burgularindan farkli elemanlar kullanarak iire-
tilebildigi gosterildi. Sekizinci bolimde ¢ cinsli, yonlendirilebilir, kapal1 bir yiizeyin
gonderim sinif grubunun sonlu mertebeye sahip (4g + 2) iki eleman tarafindan iiretildi-
ginin ispat1 yapildi (Korkmaz, 2005). Son boliimde gonderim sinif gruplarinin involus-
yonlardan (kivrilma) olusan iirete¢ kiimesinden bahsedilip yiizeylerin génderim sinif

gruplarinin kag adet involusyon tarafindan tiretilebilecegi sorusu tizerinde yogunlastik.



2. YUZEYLER

Yiizey kelimesi, Tiirk Dil Kurumu Sozligline gore, bir cismi uzaydan ayiran dis ve
yaygin boliim, yiiz manasina gelmektedir. Denizin yiizeyi, masa yiizeyi gibi kullanil-
diginda da yiizeyin dogada ve cevremizde iki boyutlu bir yapiya sahip oldugunu al-
gilariz. Matematikte de ylizeyi benzer sekilde diisiiniirliz. Ancak yiizeyi matematiksel

olarak tanimlamadan Once, bir tanima daha ihtiyacimiz olacak.

Tanmm 2.1. Manifold: X Hausdorff (herhangi iki noktasi ayrik komsuluklara sahip)
ve ikinci sayilabilir (sayilabilir bir tabana sahip olan) bir uzay olsun. Bu uzayin verilen
herhangi bir p noktasinin komsulugu n boyutlu Oklid uzayina tasinabiliyor ise X’e n-

boyutlu topolojik manifold (¢okkatl) denir.

Tanim 2.2. Yiizey: Yiizey iki boyutlu bir ¢okkatlidir. Yani bu ylizeyde aldigimiz her-
hangi bir p noktasinin ¢evresinde bir komsuluk bulabiliriz ki bu komsuluk R*’ye tasi-
nabilirdir. Bu demektir ki verilen bu p noktasinin ¢evresine bir koordinat sistemi dose-
nebilir. Boylece yiizey, bir diizlem parcgasi olmasa bile p noktasi ¢evresindeki noktalar
bir diizlemdeymis gibi koordinatlara sahip olur. Bir topun dis yiizii, bir simitin dis yiizii

yiizeye birer ornektir.

Ornek 2.1. Kiire: Uzayda sabit bir noktadan esit uzakliktaki noktalarm meydana ge-
tirdigi kiimeye ’kiire’ denir ve S? ile gosterilir (Sekil 2.1). Buradaki sabit noktaya
kiirenin merkezi, merkezden esit uzakliktaki noktara olan mesafeye kiirenin yaricapi

denir.

Sekil 2.1. Kiire

Ornek 2.2. Tor Yiizeyi: Tor yiizeyini iic boyutlu bir uzaydaki bir simitin dis yiizii

olarak diisiinebiliriz. Tor yiizeyine, kiire gibi, kalkiiliis dersinden asina olabiliriz. Bir



tor ylizeyi elde etmek i¢in xy-diizleminde (2,0) merkezli, 1 yarigaph bir cember alip,
y-ekseni boyunca dondiiriiriiz. Olusan donel cisim bir tor yiizeyidir. Tor yiizeyini elde
etmenin bagka bir yolu da, bir dikdortgenin karsilikli kenarlarim sirasiyla birbirine ya-
pistirilmastyla olur. Kiireden farkli olarak, meydana gelen tor yiizeylerinin ortalarinda
delik vardir (Sekil 2.2). Bu delige cins denir ve genelde cins sayis1 g harfi ile gosterilir.

Dolayisiyla tor yiizeyi, cins 1 (¢ = 1) ylizey olarak ifade edilir ve 7" ile de gosterilir.

Sekil 2.2. Tor yiizeyi

Ornek 2.3. Tor yiizeyleri cins sayisina gore siflandirilirlar. Cins sayisi g > 2 olan

bu yiizeylere cins g yiizeyi denir ve g1 ile gosterilir.

Tanmm 2.3. Yonlendirilebilir Yiizeyler: Yiizey iki boyutlu oldugundan yiizey iize-
rinde iki vektor aliyoruz. Bu vektorleri baglangic noktasindan birlegtirerek, saat yo-
niinde ya da saatin tersi yoniinde olacak sekilde yon veriyoruz (Sekil 2.4’te A nok-
tasinda birlestirdigimiz 1 ve 2 vektorlerine saatin tersi yoniinde yon verilmistir). Bu
vektorleri yiizeyin tizerinde herhangi kapali bir yol boyunca hangi noktaya tasirsak
tastyalim (secilen kapali yoldan bagimsiz olarak) tekrar bagladig1 noktaya geldiginde
yine ayn1 yonii koruyorsa boyle yiizeylere yonlendirilebilir yiizey denir. Kiire ve tor
yiizeyi yonlendirilebilir yiizeylere birer drnektir. Biz bu tez ¢alismamizda hep yonlen-

dirilebilir yiizeylerle calisacagiz.

Sekil 2.3. Sgyp yiizeyi



Yonlendirilebilir ylizey denilince, en genel haliyle, sinir sayisi (ylizeyden c¢ikartilan
acik disk sayis1) b > 0 olan, icerisinden p > 0 adet nokta c¢ikartilmis, cins g yiizeyini

alacagiz. Biz bu yiizeyleri Sgp ile gosterecegiz (Sekil 2.3).

Eger ylizeyde alinmig, beraber yon verilmis iki vektor, herhangi bir kapali yol boyunca
hareket ettirildiginde, beraber yonlerini korumuyorlarsa, bu yiizeye yonlendirilemeyen
yiizey denir. Bakiniz Sekil 2.4°te yonlendirilemeyen bir yiizey olan Mobiiis seridi
verilmigtir. Sekilde goriildiigii gibi A noktasinda 1 ve 2 vektorleri secilmis ve bunlara
saatin tersi yoniinde yon verilmistir. Sekildeki kapali yol boyunca vektorleri tagidigi-
mizda, tekrar baglangic noktasi olan A noktasina geldigimizde, 1 ve 2 vektorlerinin bu
sefer saat yoniinde oldugunu goriiyoruz. Dolayisiyla Mobius seridi yonlendirilemeyen

yiizeylere bir Ornektir.

Sekil 2.4. Mobius seridi

Iki adet yiizey verildiginde, bunlar1 biraraya getirmenin cok kullanigh bir yolu vardur:

Baglantili toplam, simdi tanimin1 yapalim.

Tanim 2.4. Baglantih Toplam: X ve Y iki yiizey olsun. X ve Y yiizeyinin baglantil

toplamini asagidaki gibi tarif ederiz.
1. X ve Y’den iki adet disk D ¢ikarilir.

2. Cikartilan disklerin sinirlarindan birbirine denk gelecek sekilde X —D ve Y — D

yiizeyleri yapistirilir.

Bu yontem ile X ve Y yiizeylerinin baglantili toplamim almis oluruz ve bu islem X #

Y ile gosterilir. Bakiniz Sekil 2.5’te cins 2 yiizeyi (27°) ve tor yiizeyinin (1) baglantili



toplam1 gosterilmistir. Sekilde de goriildiigii gibi cins 2 (27°) ve tor yiizeylerinin (1)

baglantili toplami cins 3 yiizeyi (37') olmustur.

OTHT = 3T

2T l J/ T

> X

3T

Sekil 2.5. Cins 2 ile tor yiizeyinin baglantili toplami

Topolojide ¢cok dnemli bir teorem olan ve bir¢ok yerde kullanilan siniflandirma teore-
minden bahsedecegiz. Burada kapali (sinir sayis1 b = 0), baglantili, yonlendirilebilir
ylizeylerin siniflandirilmasinmi gorecegiz. Yani simflandiracagimiz yiizeyler Sy, cins g

yiizeyleri olacak.

Teorem 2.1. Yiizeylerin Smiflandirilmasi Teoremi: Her kapali, baglantili, yonlendi-
rilebilir ylizey m tane (m > 0) T (tor yiizeyi) nin baglantili toplamina (m1') yiizeyine

homeomorfiktir (topolojik olarak denktir). (07" kiireyi temsil eder.)

Bu teoremin ispat1 onyillar almistir. Ispatin ilk versiyonu A.F.Mébius tarafindan 1866
yilindaki "Zur theorie der polyeder und der elementarverwandtschaft" makalesinden
gorebilirsiniz. Buna Max Dehn ve Poul Heegaard tarafindan 1907°de yayinlanan "Analy-
sis situs" makalesinde katkilar yapilmigtir. Teoremin son versiyonlarina, 1923’de ya-
yimlanan "Vorlesungen iiber Topologie" ve 1925’te T.Rado tarafindan yayimlanan "Uber

den begriff der riemannschen flache" isimli yayinlardan ulasabilirsiniz.



3. HOMEOMORFIZMALAR

Boliim 2’de, Teorem 2.1’de gordiigiimiiz gibi, iki yiizeyin cins sayis1 birbirine esit ise
bu iki yiizey birbirine topolojik olarak denktir, yani homeomorfiktir. Simdi homeomor-

fizmanin tanimini hatirlayalim.

Tanim 3.1. Homeomorfizma: Birebir, orten, siirekli ve tersi de siirekli olan doniisiim-

lere homeomorfizma denir.

Yiizeyin kendisinden yine kendisine tanimli homeomorfizmalar1 kullanarak, asagidaki

grubu tanimlayalim.
Homeo(S) = {f : S — S homeomorfizma | f(p) = p, f |os= id}

Homeo(S) kiimesi, sinirinda birim elemana esit olan ve varsa iizerindeki noktalar1 sa-
bip tutup bir S yiizeyinden, yine kendisine olan tiim homeomorfizmalarin kiimesi olup,

grup Ozelligi tasir. Yani grubun elemanlar1 olan homeomorfizmalar.
e birlesme 6zelligi,
e birim eleman 6zelligi ve

e ters eleman 6zelligini saglar.

Simdi S yiizeyini yonlendirilebilir alalim. Eger Homeo(S) grubundan alinan bir home-
omorfizma S yiizeyine uygulandiginda yine S yiizeyini yonlendirilebilir birakiyorsa,
bu homeomorfizmaya yon koruyan homeomorfizma denir. S yiizeyindeki tiim yon ko-
ruyan homeomorfizmalarin olugturdugu grubu ise Homeo™(S) ile gosterecegiz. Bu
grup Homeo(S) grubunun bir alt grubudur. Simdi bu iki grubu daha i1yi anlayabilmek

i¢in, bu gruplarin eleman1 olan homeomorfizmalara 6rnekler verelim.

3.1. Yiizey Homeomorfizma Ornekleri

Ornek 3.1. Cins 5 yiizeyini Sekil 3.1°de verildigi gibi ele alalim. Bu yiizeyin mer-
kezinden bir sis gecirip, ylizeyi saat yoniinde 27 /5 kadar dondiiriilmesiyle yiizeyin bir
homeomorfizmasini elde etmis oluruz (Sekil 3.1). Bu homeomorfizma hem Homeo(S)

hem de Homeo™(.S) grubunun bir elemanidr.



A f(a)
O
f(b)

Sekil 3.1. f homeomorfizmasinin cins 5 yiizeyine uygulanmasi

Sekil 3.1’de f homeomorfizmasinin a ve b egrilerine etkisi goriilmektedir.
Sekil 3.1°den de goriildigii gibi, f homeomorfizmasini 5 kere uygularsak, yiizeyin iis-
tiindeki biitiin egriler tekrar kendilerine donecektir. Bu homeomorfizmanin mertebesi

sonludur hatta bestir.

Ornek 3.2. Cins 1 yiizeyini ele alahm. Bu yiizeyin tam ortasindan gecirilen eksen
boyunca yiizeyimizi 7w kadar dondiirdiigiimiizde yiizeyin bir homeomorfizmasi elde
edilir (Sekil 3.2). Bu homeomorfizmay1 da i harfi ile gosterirsek, i€ Homeo(S) ve

i€ Homeo™ (S) oldugunu goriiriiz. Bu homeomorfizmanin mertebesi ikidir.

i(a) i(b)

=)L

Sekil 3.2. Cins 1 yiizeyine i doniisiimiiniin uygulanmasi

Sekil 3.2°de 1 homeomorfizmasinin a ve b egrilerine etkisi gortilmektedir.

Ornek 3.3. Cins 3 yiizeyini Sekil 3.3’te verildigi gibi ele alalim. Bu yiizeyin tam or-
tasindan gecen eksen boyunca yansima yapildiginda, yiizeyden yine kendisine taniml
bir homeomorfizma elde edilir (Sekil 3.3). Elde edilen bu homeomorfizmaya g ho-

meomorfizmast diyelim. Bu homeomorfizma Homeo(S) grubunun bir eleman: iken



b — g(b)

a

g@

Sekil 3.3. Cins 3 yiizeyinde yansima doniisiimii

Homeo™(S)’in bir elemam degildir (g homeomorfizmasi yon koruyan bir home-
omorfizma degildir). Bu homeomorfizmanin da yine mertebesi sonlu, hatta mertebesi

ikidir.

Sekil 3.3’te g homeomorfizmasinin a ve b egrilerine etkisi goriilmektedir.



4. YUZEYLERIN iZOTOPI SINIFI

Boliim 3.1°de ylizey homeomorfizmalarina birka¢ 6rnek gordiik. Bunlarin hepsinin
mertebesi de sonlu idi. Bunlarin yaninda mertebesi sonsuz olan yiizey homeomorfiz-
malar1 da vardir. Dolayisiyla yiizey homeomorfizmalari ¢ok biiyiik bir grup olusturur.
Bu nedenle homeomorfizmalar iizerinde bir denklik bagintis1 tanimlayip, homeomor-
fizmalar1 denkliklerine gore siniflandirma ihtiyact hissederiz. Bunun i¢in de izotopi-
den yararlaniriz. Simdi izotopinin tanimini verecegiz. Bunun i¢in de ilk olarak kapali

egri tanimi ve egrilerin izotopik olmasini gorecegiz.

Tanim 4.1. Basit kapal egri: Baglangi¢ ve bitis noktalar1 ayni olan ve higbir noktada
kendi kendini kesmeyen egrilere basit kapali egri denir. Sekil 4.1°de «, (3 ve ¢ cins dort

yiizeyindeki basit kapali egrilere birer ornektir.

Sekil 4.1. Basit kapali egriler

Basit kapal1 egrileri iki gruba ayiracagiz: Yiizeyi ayiran ve yiizeyi ayirmayan egriler.

Bunlar1 tanimlayalim simdi:

Tanim 4.2. Yiizeyi ayiran egri: Baglantili bir yiizeyde, bir egri boyunca yiizeyi ke-
since, yine baglantili bir yiizey elde edilirse bu egriye yiizeyi ayirmayan egri denir.
Ancak egri boyunca kesince baglantili olmayan bir yiizey elde ediliyorsa, bu egriye
yiizeyi ayiran egri denir. Bir basit kapali egrinin yiizeyi ayiran veya ayirmayan oldu-
gunu anlamak icin bu egriyi bir noktada kesen kapal1 bir egri bulabiliyor muyuz buna
bakmamiz gerekir. Eger boyle bir egri bulabiliyorsak bu egri, yiizeyi ayirmayan egridir.

Eger boyle bir egri bulamiyorsak egri, yiizeyi ayiran egridir (Sekil 4.2).

Tanim 4.3. Izotopi: En basit tanimiyla izotopi; bir egri deformasyonla baska bir eg-

riye doniistiiriilebiliyorsa bu iki egriye birbirine izotopiktir denir. Bagka bir ifadeyle
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izotopi; bir basit kapal1 egrinin diger bir basit kapal1 egriye siirekli olarak doniigiimii-
diir ki herbir adimda yine bir basit kapali egri elde edilir. izotopi’yi bu ¢alismada >~

isareti ile gosterecegiz.

Sekil 4.2. a,c,d yiizeyi ayirmayan egriler ve b yiizeyi ayiran egri

Asagidaki Sekil 4.3’te cins ii¢ yiizeyi iizerinde ii¢ adet basit kapali egri: «, 5 ve v

verilmigtir. Bu kapali egrilerden o ~ f3, fakat o % v ve 3 % v oldugunu goriiriiz.

Sekil 4.3. o~ B, v £ vy ve B £

Simdi homeomorfizmalar i¢in izotopinin tanimin1 verelim.

Tanmim 4.4. Bir S yiizeyinde iki adet homeomorfizma, f, g € Homeo(S) alalim. Eger
S yiizeyindeki herhangi bir basit kapali egri o € S i¢in, f(«) basit kapal egrisi, g(«)
basit kapali egrisine izotopik oluyorsa, f homemorfizmasi g homemorfizmasina izoto-

piktir denir.
Yukaridaki Tanim 4.4’e denk olan asagidaki tanimi da verebiliriz.
Tanim 4.5. f, g : S — S homeomorfizmalar olsun.

o I(2,0) = f(x)

o [(x,1)=g(x) ve
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e hert € [0,1] igin I(z,t) : S — S homeomorfizmalar olacak sekilde bir
I(z,t) : S x[0,1] — S siirekli dontigtimii bulunabiliyor ise f homeomor-

fizmas1 g homeomorfizmasina izotopiktir denir ve f ~ ¢ seklinde gosterilir.

S yiizeyinde tanimli herhangi iki homeomorfizmanin izotopik olmasini tanimladiktan

sonra, asagidaki grubu tanimlayabiliriz:

Homeoy(S) = {f € Homeo(S) | f ~id}

Homeoy(S) grubu Homeo(S) grubundaki homeomorfizmalarin, birim elemana izoto-
pik olanlarinin olusturdugu bir gruptur. Bu grup Homeo(S) grubunun bir normal alt

grubudur. Bu gruba Boliim 5’te gonderim simif gruplarimi tanimlarken ihtiya¢ duyaca-

v

81z.
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5. GONDERIM SINIF GRUBU TANIM VE ORNEKLER

Bu boliimde gonderim siif gruplarini tanimlayip, birkag ylizeyin géonderim sinif grup-

larin1 hesaplayacagiz.

Tanmim 5.1. Gonderim simif grubu: Yonlendirilebilir bir S yiizeyinin gonderim simf
grubu; S yiizeyinden kendisine olan homeomorfizmalarin, izotopi siniflarinin olusg-
turdugu bir gruptur. Daha agik yazmak gerekirse, iigiincii boliimde tanimladigimiz
Homeo(S) grubundan alinan bir & homeomorfizmasina izotopik olan biitiin home-
omorfizmalarin sinifini [A] ile gosterirsek; bu sinifa &~ homemorfizmasinin gonderim
smifi denir. S yiizeyinin tiim gonderim siniflarinin olusturdugu gruba ise gonderim
smif grubu denir. Grubun elemanlar1 homeomorfizma siniflar1 oldugundan, grubun
islemi de bu homeomorfizmalarin bileske islemidir ve grup Mod(S) ile gosterilir. Do-
layisiyla gonderim sinif grubundan bir eleman alinca aslinda bir génderim sinift yani
izotopi sinifi almis oluyoruz. Ancak biz yazim ve anlatim kolaylig1 bakimindan gon-

derim sinifi ve o sinifa ait homeomorfizmalar1 ayni notasyonla gosterecegiz.
Bu tanima denk olarak asagidaki tanimi1 da verebiliriz.

Tanim 5.2. Bir S yiizeyinin gonderim sinif grubu bu yiizeydeki yon koruyan ho-
meomorfizmalarin birim elemana izotopik olan homeomorfizmalara bdliimiinden elde
edilir.

Mod(S) = Homeo™(S)/Homeoy(S)

5.1. Ornekler

Bu alt boliimde kapali disk (D?), kiire (S%) ve bir sinir pargast olan kiirenin (Sy ;)
gonderim sinif gruplarini inceleyecegiz.

Ik olarak Alexander Onsav’im1 gorecegiz ki bu bize kapali diskin gonderim simif gru-
bunu verecek. Ornek 5.2°de de kiirenin génderim smif grubunu hesaplarken yine Onsav

5.1’1 kullanacagiz.
Ornek 5.1. Ilk olarak kapal: diskin gonderim sinif grubunu bulalim.

Onsav 5.1. (Alexander Onsavi) Kapali diskin gonderim sinif grubu, tek elemanli (bi-

rim eleman) grup olan bariz gruptur.
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Alexander Onsav’1 bize, kapal1 diskten yine kendisine ve diskin sinirinda birim ele-
mant veren herhangi bir homeomorfizm ¢ aldigimizda, ¢ homeomorfizmasinin birim
doniisiimiine izotopik oldugunu s6yler. Onsavin ispatinda bu izotopiyi acik acik yaza-

cagiz.

Kamit. D?’yi, R*de merkezi orijinde olan kapali birim disk ile dzdeslestirelim. ¢,
D% den yine kendisine ve D* nin sinirinda birim eleman1 veren herhangi bir home-
omorfizma olsun.

0 <t < 1ligin I(z,t) doniisiimiinii asagidaki par¢ali fonksiyon ile tanimlayalim:

X

(1—t)¢<1_t) , 0<|z|<1—t¢

z , 1—-t<|z|<1

I(x,t) =

t = liginise I(z, 1) doniisiimii D*’de birim déniisiimiinii verecek sekilde tanimlaya-
lim.

Goriildiigii gibi I(x,t) : D* x [0,1] — D? siirekli bir doniisiimdiir, dyle ki

e hert € [0,1] i¢in I(z,t), D*’den yine kendisine tanimli birer homeomorfizma-

dir,
o [(x,0)=¢ve
o [(x,1) =iddir

Dolayisiyla ¢ =~ id ve Mod(D?) = {id}. O

Sekil 5.1. ¢ ~ id
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Ornek 5.2. Kiirenin génderim siif grubunu hesaplayalim.

Kiirenin iizerinde aldigimiz herhangi iki basit kapali egriden birini digerine siirekli bir
deformasyonla doniistiirebiliriz. Dolayisiyla kiire iizerinde herhangi bir homeomor-
fizma f alalim. Kiire {izerindeki herhangi bir basit kapali egri o’ya f doniisiimiinii uy-
guladigimizda, bagka bir basit kapali egri 5 elde ederiz. Yani § = f(«) ~ id(a) = «
olur. Tanim 4.4’ii kullanarak f ~ id sdylemis oluruz. Bu da bize Mod(S?) = {id}

oldugunu verir.

Ornek 5.3. Bir sinir bileseni olan kiire, Sp ;’in génderim sinif grubunun, Mod(Sy 1) =
{id} oldugunu gosterelim.

Bir smir bileseni olan kiire ile bir noktasi ¢ikarilmis kiireyi ayni1 (homeomorfik) diisii-
nebiliriz. Bir noktas1 ¢ikarilmis kiirenin her noktasimi diizlemdeki bir nokta ile eslesti-
rebiliriz. Daha agiklayici olmak gerekirse: Sp ; ile R? steographik izdiigiim ile birbirine
homeomorfiktir. Dolayisiyla R?’nin génderim simif grubunu bulmamiz yeterli olacak-
tir. Diizlemden yine diizleme tanimli, herhangi bir yon koruyan homeomorfizma ¢ ala-
lim. Diizlemde diiz ¢izgi homotopisi /(z,t) = tx + (1 — t)¢(z)’yi kullanarak, Tanim

4.5’den ® ~ id oldugunu goriiriiz. Bu da bize Mod(Sy 1) = {id} sonucunu verir.

Sekil 5.2. A halkasi

Ornek 5.4. A = S' x [0, 1] halkas1 igin Mod(A) = Z (tamsayilar grubuna izomorfik)
oldugunu kanitlayalim.

Yonlendirilmis A halkasinin etrafinda hic donmeyen, baglangi¢ ve bitis noktalar1 hal-
kanin farkli simirlarinda olan bir yay alalim ve buna « diyelim (Sekil 5.2). ¢ : Mod(A) —
Z bir homomorfizma olsun. Oyle ki bir f € Mod(A) homeomorfizmasi igin ¢ homo-

morfizmast f(a)’nin A halkasinin merkez ¢emberi v etrafinda (A’nin yoniinde veya
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tersi yoniinde) ne kadar dondiigiinii géstersin. ¢/’nin orten oldugunu gostermek kolay-
dir. Goriintii kiimesinden aldigimiz her n € Z igin ¥ (T 7”(04)) = n olacak sekilde bir
homeomorfizma (77) vardir. Bir sonraki boliimde, bu T elemanini ayrintilartyla gos-
terecegiz. Dolayisiyla 1 ortendir. Simdi ¢ homeomorfizmasinin 1 — 1 oldugunu gos-
terelim. , A’dan yine A’ya tanimli sinir noktalarini sabit birakan bir homeomorfizma
olsun. p(a) ~ a ise p(a) = a oldugunu kabul edebiliriz. A halkasini v yay1 boyunca
keselim. Bunun sonucunda kapali bir disk elde ederiz. Simdi ¢ homeomorfizmasi ka-
pal1 diskten yine kendine tanimli, diskin biitiin sinirlarimi sabit tutan bir homeomor-
fizma olmus olur. Yani (o homeomorfizmasi kapali diskin gonderim sinif grubunun bir
elemani olmus olur, ¢ € Mod(D?) olur. Onsav 5.1’den Mod(D?) = {id} oldugun-
dan, ¢ homeomorfizmasi birim elemana izotopiktir. Dolayisiyla v) homeomorfizmasi

1 — 1’dir. Sonug olarak Mod(A) = Z gostermis oluruz.
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6. GONDERIM SINIF GRUPLARININ URETECLERI

Bu boliimde asil amacimiz gonderim sinif gruplarinin iiretegleri olan Dehn burgularim

incelemektir.

6.1. Dehn Burgusu

Dehn burgulari ilk olarak Max Dehn tarafindan tanitilmistir (Dehn, 1922). Dehn orjina-
linde bu burgu i¢in "vidalamak" manasina gelen bir Almanca isim vermistir ancak biz
onu Tiirk¢e’ye burgu doniisiimii olarak ceviriyoruz. Daha sonrasinda bu terime Max
Dehn’e ithaf edildigi i¢in "Dehn burgusu " ad1 verilmistir. Dehn burgularinin merte-
besi sonsuz olmakla beraber yiizeylerin gonderim sinif grubunu iiretmede énemli rol
oynamaktadirlar.

[lk olarak, yonlendirilmis (saatin tersi yoniinde) bir yiizey ve bu yiizeyde bir o basit ka-
pal1 egrisi alalim (Sekil 6.1) ve yiizeyimizi bu « basit kapali egrisi boyunca kestigimizi

hayal edelim (Sekil 6.2). Boylelikle yiizeyde iki tane daha sinir elde etmis oluruz.

Sekil 6.1. o egrisi boyunca Dehn burgusu birinci adim

Sekil 6.2. o egrisi boyunca Dehn burgusu ikinci adim

Bu sinirlardan bir tanesi sabit tutulup, digerini 360 derece saga dondiiriiliir (Sekil 6.3).

Daha sonra tekrar tiim noktalar: birbirine karsilik gelecek sekilde yapistirilir (Sekil
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6.4). Bu sekilde siirekli ve tersi de (tersini de sinirlardan birini 360 derece sola dondii-

rerek elde ederiz) siirekli bir doniisiim elde edilir.

)

Sekil 6.3. o egrisi boyunca Dehn burgusu iiciincii adim

Sekil 6.4. o egrisi boyunca Dehn burgusu dordiincii adim

Boylece bir homeomorfizma elde etmis oluruz ki buna « etrafindaki sag veya pozitif
Dehn burgusu denir ve T, ile gosterilir. Anlatim kolaylig1 agisindan homeomorfizma
ve 0 homeomorfizmanin bulundugu izotopi sinifin1 ayni gosterdigimizi bir kez daha
hatirlatalim. Dolayisiyla yukarida tanimladigimiz 7, homeomorfizmasina génderim
sinif grubunun bir eleman: diyebiliriz. Benzer sekilde, yilizeyimizi « egrisi boyunca
kesince, meydana gelen iki sinir komgsulugundan bir tanesini sol yonde cevirerek elde
ettifimiz burguya da sol veya negatif Dehn burgusu denir ve 7! ile gosterilir. Bu
calismamizda ard arda siralanmig Dehn burgularini ve diger sirali homeomorfizmalari
uygularken hep sagdan baslayip sola dogru uygulayacagiz.

Dikkat etmeliyiz ki, sag veya sol burgu, ylizeyimizi yonlendirdigimiz i¢in manali olu-
yor. Bir egri boyunca sag veya sol Dehn burgu yapmanin, egrinin herhangi bir yonlen-

dirilmesi ile higbir iligkisi yoktur.

6.2. Dehn Burgusunun Baz Iliskileri

Bir 6nceki boliimde belirttigimiz gibi, homeomorfizma ve homeomorfizmalarin izotopi

siifin1 aym harf ile gosterdigimiz gibi, ¢alismamiz boyunca basit kapali egriler ve
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onlarin izotopi siniflarin1 da ayni harf ile gosterecegiz.

Simdi herhangi tikiz, yonlendirilebilir bir S yiizeyi tizerinde, bazi egriler ve bunlar bo-
yunca uygulanan Dehn burgulari {izerine birtakim 6zellikler gorecegiz. Bu 6zelliklerde
baz1 esitliklerden bahsedecegiz, ancak birkez daha hatirlatalim ki, esitlikler ifadele-
rin izotopik oldugunu gosteriyor. Biitiin 6zelliklerin ispatin1 vermesek de, gerekli olan

aciklamalar1 yapacagiz.

Gercek 6.1. [ € Mod(S) ve a, S yiizeyi lizerinde herhangi bir basit kapal egri olmak

lizere asagidaki esitlik dogrudur.

Tra) = fTof 7"

Esitligin sagindan baglarsak:

/! homeomorfizmasi f(a) nin diizgiin bir komsulugunu, a egrisinin bir komguluguna
tagir. Burada T,’y1 uygulayip, tekrar 7, burgusu uygulanmis komsulugu f ile f(a)’nin
komsuluguna geri gonderdigimizde, sonug¢ olarak esitligin sol tarafim elde ettigimizi

goriiriiz. Yani f(a) boyunca Dehn burgusu uygulamig oluruz.

Tanim 6.1. Geometrik Kesisim Sayisi: Bir S yilizeyinde a ve b herhangi iki basit

kapali egri olsun. a ve b egrilerinin geometrik Kesisim sayisi i (a, b), |a N 5| nin mi-

nimum sayisidir. Oyle ki o ve 3 sirastyla a ve b ye homotopik biitiin egrilerin temsil-

cileridir.

Gercek 6.2. Eger i (a,b) = 0ise T,(b) = b olur.
ave b ayrik egriler oldugundan, b egrisine, a egrisi boyunca Dehn burgusunun bir etkisi

olmayacaktir.
Mliski 6.1. Eger i (a,b) = 0 ise o zaman 1,7, = 1,7, dur.

Kamzt. T, T, = T,T, esitligini, sag tarafindan birim elemana denk olan 7~ T, ile car-
parsak sonucumuz degismeyecektir:

T.T, =T, T,T, 'T,
Simdi f = T, alip Gergek 6.1°1 uygularsak asagidaki esitlikleri elde ederiz.

T.T, = fT,f'Ty = Ty Ta = Ty T
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a, b egrileri ayrik oldugundan, Gergek 6.2°i uygularsak; 7, (b) = b olacagindan, sonug

olarak
Ta Tb = Tb Ta

elde ederiz.

Tliski 6.2. Eger i (a,b) = 1 ise o zaman T, Tj(a) = b’dir.

Kanit. Geometrik kesigim sayisi bir olan a ve b egrilerini alalim. a ve b egrilerinin ke-
sisim sayilarindan anliyoruz ki, a ve b egrileri ylizeyi ayirmayan egrilerdir. Dolayisiyla
yiizeyi ayirmayan a, b egri ¢iftini sekildeki gibi c, d egri ciftine tasiyan bir homeomor-
fizma vardir (Yiizeylerin Siniflandirilmast Teoreminden). Dolayisiyla ¢, d ¢ifti i¢in bu
esitligi (7. Ty(c) = d) gostermemiz yeterli olacaktir. Bunu da Sekil 6.5’te agikca gore-

biliriz.

O@O <) = @

Sekil 6.5. T, 7,(c) = d esitliginin ispati

]

Onsav 6.1. Yiizeyde aldigimz herhangi iki yiizeyi ayirmayan basit kapali egri bo-

yunca uygulanan Dehn burgular1 birbirinin eslenigidir.

Kanit. a ve b, S yiizeyinde ylizeyi ayirmayan basit kapali egriler olsun. O zaman yii-
zeylerin siniflandirilmasi teoreminden .S yiizeyinin gonderim sinif grubundan bir f

homeomorfizmasi bulabiliriz dyle ki f(a) = b olur. O zaman Gergek 6.1°den

Ty =Ty = fT.ft
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elde etmis oluruz.

Tliski 6.3. [Orgii Tliskisi] Eger i (a,b) = 1 ise o zaman 7,7, T, = T,T,T}, olur.
Kamit. T, T, T, homeomorfizmasim1 birim eleman olan Tb_lT a‘lTaT p ile sag taraftan
(bileskesini alalim) ¢arpalim.
T. 1,1, = T,T,T, (T, 'T, ' T,T;)
f = T,T, olarak kabul edip, Gercek 6.1°1 uygularsak
T. LT, = fT.f'T. T, = Tr,ry ) TuTh

olur.

MNigki 6.2°den T, T;(a) = b oldugundan
T.5,1T, =TT,
elde etmis oluruz. 0

Sirada ilk olarak 1920 yillarinda Max Dehn tarafindan bulunan fakat daha sonra 70’li
yillarda D.Johnson tarafindan yeniden kesfedilen ve génderim sinif grubunun bir¢ok
degisik ozelliginin ispatinda kullandigimiz lantern iligkisini ve ispatin1 gérecegiz.

Calismamizin bu boliimde kalan kisminda yazim kolaylig1 ve takip etme kolaylig1 ba-
kimindan; kiiciik harfle gosterdigimiz egrilerin etrafindaki Dehn burgusunu, ayni har-
fin biiyiik harfle yazilim ile gosterecegiz. Ornek vermek gerekirse, a, a; ve a;; egrileri

boyunca uygulanan Dehn burgularini sirasiyla A, A; ve A;; ile gosterecegiz.

ili§ki 6.4. Lantern (Fener) iligkisi: Y} yiizeyi, sinirlart dy, dy, do, d3 olan bir kiire ve
1 <4 < j < 3igin d;;; d; ve d; smur bilesenlerini Sekil 6.6’daki gibi ¢evreleyen
basit kapali egriler olsun. > kiiresinin, yonlendirilmis bir S yiizeyine gomiildiigiinii

varsayalim, o zaman S yiizeyinin gdénderim sinif grubunda asagidaki iligki saglanir.
DoD1DyD3 = D12D93 D13

Gonderim sinif gruplarindaki bu esitlige lantern (fener) iliskisi denir.
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Sekil 6.6. Dort delikli kiire

dO
Sekil 6.7. a, b ve c yaylar

Kanit. Smarlari dy, d;, dy ve d3 olan X kiiresini Sekil 6.7°deki a, b ve ¢ yaylar1 boyunca
kesersek, sinirt1 dy, dy, do, ds, a, b, ¢ yaylariin birlesiminden olusan bir disk elde ede-
riz. Simdi izotopik oldugunu gostermeye caligtigimiz, >2’nin génderim sinif grubundan
aldigimiz elemanlara, f = DyD,DyD3 ve g = D19Do3D13 diyelim. Bagka bir deyisle
amacimiz f'g = id oldugunu gostermektir. Bunun icin de ashinda f~'g elemani-
nin, diskin génderim sinif grubuna ait oldugunu gostermemiz yeterli olacaktir. Ciinkii
biliyoruz ki, Alexander Onsav’indan, disk yiizeyinin gonderim simf grubundaki her
eleman, birim elemana (id) izotopiktir. Bunun icin f~!¢g elemanmin sadece a, b ve c
yaylarini sabit biraktigin1 gostermemiz yeterlidir ¢iinkii f ve g eleman1 4 delikli kiire
3’ nin gonderim sinif grubunda oldugundan, kiirenin sinirlari olan dy, d;, ds, d3’1i zaten
sabit birakmaktadir.

Yukaridaki Sekil 6.8 takip edilirse, f~¢g homeomorfizmasinin a, b ve ¢ yaylarini sabit
biraktig1 goriiliir. Boylelikle f homeomorfizmasinin ¢ homeomorfizmasina izotopik

oldugu gosterilmis olur.

Iliski 6.5. Zincir Tliskisi
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- -1
Di3 Das D, Doy
- - - - -
a
-1 -1
Dys D1o D; D3
- - - - 5
-1 1
Di3 D23 Dy D
- - - - =

Sekil 6.8. a, b, c yaylarina f~!g doniisiimiiniin uygulanigt

i

Tanim 6.2. Zincir: X yiizeyinde ¢, co, ..., ¢,,; basit kapali egrilerin, izotopi siniflari-
nin, bir dizisi olsun. Eger ardisik egriler birbirleriyle bir defa kesisip digerleriyle hi¢

kesigmiyorsa bu egri dizisine zincir denir.

Zincirdeki bu egrilerin birlesiminin diizgiin bir komgulugu K alalim. Dizideki egri sa-
yisinin ¢ift veya tek olma durumuna gore farkl K yiizeyleri elde ederiz. Soyle ki;

Eger n = 2g ise bir siir bileseni olan; ki bu bilesene de d diyelim; yonlendirilmis
g-cinsli tor yiizeyini; Eger n = 2g + 1 ise iki sinir bileseni olan; bunlara d;,d; diyelim;
yonlendirilmis g-cinsli tor yiizeyini elde ederiz. O zaman egri sayisinin ¢ift ve tek olma
durumuna gore elde ettigimiz K yiizeyinin gonderim sinif grubunda sirasiyla asagidaki

iligkiler dogrudur:

[ J (0102”.029)4g+2 = D

[ J (0102...ng+1)2g+2 == Dng.

Kamnit. 1k olarak zincirde ¢ift sayida egri olma durumunu inceleyecegiz. Bu durumda
K yiizeyi Sekil 6.9’daki gibi sinur1 d olan bir sinirh g cinsli tor yiizeyidir. h = C1C5...Cy,
dersek h*92 D=1 = id oldugunu gosterecegiz. Bunu da yaparken, lantern iligkisinin is-
patinda kullandigimiz "Alexander Onsav'’1n1 kullanacagiz. K yiizeyini ¢, c3, ...Co4—1, Cag

egrileri ve e yay1 boyunca kesersek smrlart d, ¢y, ..., 3, co egriler ve e yayr olan
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Sekil 6.10. Tek sayida egri zincirinin komsulugu

bir disk elde etmis oluruz. Dolayisiyla 2*972D~! homeomorfizmasinin diskin gon-
derim smif grubunun bir eleman1 oldugunu, yani diskin sinirlarin1 olusturan e yay1 ve
d, cag, ..., C3, Co kapal1 egrilerini sabit tuttugunu gosterece8iz. Bunlardan d egrisini sa-
bit tuttugunu gostermemize gerek yoktur. Ciinkii h*Y*2D~! homeomorfizmas: zaten
sinir1 d olan ylizeyin gonderim sinif grubunun bir elemant oldugundan, d sinirin sabit

birakmaktadir.

h h ‘
= - e —
N4

) 2

th
)
h h
- ‘ — — ‘ — OO@
Coq

Sekil 6.11. ¢; egrilerine 4 homeomorfizmasinin uygulanmasi

Sekil 6.11°den de anlagilacag: gibi her i = 1,2,...,2g — 1 i¢in h = CC5...C5, ol-
mak {izere, h homeomorfizmasi yonlendirilmis ¢; egrisini ¢; 1 egrisine gotiiriiyor, yani
h(c;) = ¢;+1 oluyor. Son olarak ¢y, egrisine h? uyguladigimizda c; egrisinin ters yon-
liisiine gotiiriiyor. Dolayisiyla © € {cy, ca, ..., c2,} olmak iizere bu dongiiyii iki kere
uyguladigimizda h**2(x) = (x) olur. Basit kapal egriler x ve d hi¢ kesismediginden

Gergek 6.2°den 192D~ (x) = z olur.
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«—
=
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o
Sk
S
Co

i =
Q

Sekil 6.12. h49t2D1(¢) = ¢

Simdi geriye A*"2D~! homeomorfizmasinin e yayini korudugunu gostermek kaldi ki
bunu da Sekil 6.12°de gosteriyoruz. Burada e yayinin herbir A doniisiimii altindaki go-
riintiisiinii goriiyoruz. Son olarak D~! uygulandiginda tekrar aymi yay1 elde ediyoruz.
Sonug olarak = € {cy, ca, ..., Cag, €} i¢in h*9F2(z) = (z) oldugunu gdstermis oluyoruz.
Dolayisiyla h**2D~1 € Mod(D?) olur. Alexander Onsav’indan h**2D~! = id ve

h*9t2 = D oldugunu gdstermis oluruz.

Sekil 6.13. ¢; egrilerine i/ homeomorfizmasinin uygulanmasi

Simdi de zincirde tek sayida egri olma durumunu inceleyecegiz. Bu durumda K yii-

zeyi Sekil 6.10°daki gibi iki sinir bileseni (d; ve ds) olan g cinsli tor yiizeyidir. h =
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D3 Lh
0 0O
0 N QO

T D/ L
Yo O

L / h
A ™~
O 4 '

Sekil 6.14. 292D Dy (e) = (e)

C1Cy...Co411 Ve g = Dy Dy dersek h?912g~1 = id oldugunu gosterecegiz. Bunu gos-
termek icin biraz 6nce yaptigimiz gibi yine "Alexander Onsav"’1m kullanacagiz. K
yiizeyini ¢y, c3, ..., Cog41 €grileri boyunca kestigimizde sinirlart dy, da, cog41, Cag.--, C2
egrileri ve e yay1 olan bir disk elde etmis oluruz. Dolayisiyla 72972 ¢~! homeomorfiz-
masinin diskin siirlari olan dy, da, cag41, Cog, --., ¢ €grileri ve e yaymu sabit tuttugunu
gosterecegiz.

Sekil 6.13’e baktigimizda her ¢ = 1,2,...,2¢g icin h = C,C%...Cyy41 olmak iizere
h(c;) = ¢;+1 oldugu anlagiliyor. Daha sonra cay ;1 egrisine h? uyguladigimizda c; eg-
risine gotiirityor. Buradan z € {¢i, ¢y, ..., 2441} Olmak iizere h?9™2(z) = (z) olur.
Yine Gercek 6.2°den birbirleriyle hi¢ kesismeyen basit kapali « ve d, dy egrileri igin
h*72g=1(z) = z elde ederiz.

Simdi geriye h2972g~! homeomorfizmasinin e yayini (Sekil 6.10) korudugunu goster-
mek kald1 ki bunu da Sekil 6.14’te gosteriyoruz. Burada e yayinin herbir A doniistimii
altindaki goriintiisiinii goriiyoruz. Daha sonra D;* ve D, ! uygulandiginda tekrar ayn
yay1 elde ediyoruz. Sonug olarak = € {cy, ¢a, ..Cag, Cog41, €} igin K?9T2g7 1 (z) = ()
oldugunu gostermis olduk. Buradan h29*2g=!(z) € Mod(D?) olur. Alexander On-
sav’indan h29+ 2D DSt (2) = id ve h2972 = D) D, dir. O
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Simdi zincir iligkisinin 6zel durumlari olan bir sinirh tor iligkisi ve iki sinirh tor iligki-

sinin tanimlarini agsagida verecegiz.

o
N
Sekil 6.15. Bir sinirh tor ylizeyi

Not 1: Zincir iligkisinin bir cinsli bir sinir bilegenli yiizeyde uygulanmasina, 6zel ola-
rak bir simirh tor iligkisi denir. Yani ¢;, co egrileri ve d yay1 Sekil 6.15’teki gibi olmak

izere asagidaki esitlik dogrudur:

(C1C5)° =D

Sekil 6.16. Iki smnirli tor yiizeyi

Not 2: Zincir iliskisinin bir cinsli iki sinir bilesenli yiizeye uygulanmasina ise iki simirh
tor iligkisi denir. Yani ¢y, co, c3 e8rileri ve dy, ds yaylarn Sekil 6.16’daki gibi olmak

tizere asagidaki esitlik dogrudur.

(010203)4 = D1D2
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7. DEHN-LICKORISH TEOREMI

Bir onceki boliimde kapali, yonlendirilebilir yiizeylerin gonderim sinif gruplarinin en
temel iiretecleri olan Dehn burgularini gordiik. Bir yiizeyinin gonderim simif gruplari-
nin liretegleri tizerine ilk ¢alismalar Dehn tarafindan yapilmistir (Dehn, 1938). Dehn,
cins sayist ii¢ ve iigten biiyiik olan yiizeyler i¢in génderim sinif gruplarinin 2g(g — 1)
tane burgu tarafindan iiretildigini gostermistir. Bu burgularin i¢inde yiizeyi ayiran ve
yiizeyi ayirmayan egriler etrafindaki burgular vardir. Dehn’in ¢alismasindan bagimsiz
olarak, Lickorish (1962) makalesinde kapali, baglantili, yonlendirilebilir bir yiizeyde
alinan herhangi bir homeomorfizmanin, Dehn burgularinin ¢arpimina izotopik oldu-

Sunu gostermistir. Biz de simdi bu teoremi ve bunun ispatin1 verecegiz.

Teorem 7.1. Dehn-Lickorish Teoremi: S herhangi bir yonlendirilmis, tikiz bir yiizey

olsun. Mod(S) Dehn burgular: tarafindan iiretilir.

Kanit. Timevarim ile ispatlayacagiz;

C'ins(.S) sayist iizerinde tiimevarim ile baglayalim.

Cins(S) = 0 i¢in dogru oldugunu gosterelim. .S yiizeyinin sinir sayisina n dersek, S
yiizeyinin sinir sayisi iizerinde bir timevarim daha yapmamiz gerekecek.

i) n = 0 i¢in yiizeyimiz S? yani kiiredir. Kiirenin génderim sinif grubunu Mod(S?) =
{id} oldugunu biliyoruz. (Bakimiz Ornek 5.2).

ii) n = 1 icin yiizeyimiz D? “dir. Alexander Onsav’indan diskin gonderim smif grubu
Mod(D?*) = {id} dir. (Bakiniz Onsav 5.1).

iii) n > 2 i¢in dogru oldugunu gosterelim.

01, 09, S yiizeyinin iki sinir bileseni olsun, bakiniz Sekil 7.1. §; iizerinde bir A noktasi
ve 0, iizerinde bir B noktasi secelim. p, A noktasindan B noktasina giden yonlendiril-
mis bir yay olsun (Sekil 7.1 ve Sekil 7.2).

T, Mod(S)’in (varsa) Dehn burgulari tarafindan iiretilen bir alt grubu ve f : S — S’e
tanimli, S' yiizeyinin sinir noktalarini sabitleyen bir homeomorfizma olsun.

Iddia: 7 grubunun en az bir elemani 7" vardir 6yle ki T'( f (p)) yay1 p yayina izotopiktir.

Kamnit. pyaymin f homeomorfizmasi altinda goriintiisiiyle kesisim sayisina m diyelim.
Yani m = |pN f(p)’dir. O zaman 2 < m < oo diyebiliriz. Simdi de m iizerinde

timevarim ile iddiamiz1 ispatlayalim.
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Sekil 7.1. n > 2 i¢in S yiizeyi

G ) = O

1 0, On

Sekil 7.2. S yiizeyinin sinir bilesenleri

m=2 i¢in iki durum s6z konusudur.

Durum 1) f(p) yaymin p yayina gére A ve B noktalarinda farkli yonlerde (asagisinda
ve yukarisinda) olmas1 durumu: Bu durumda yine iki durum karsimiza cikiyor. Iki
durumu da ayr ayr inceleyelim.

c egrisi Sekil 7.3’te goriildiigii gibi A noktasindan gectikten sonra baslayan, f(p) ya-
yim takip eden ve f(p) yayin bir noktada kesen basit kapali bir egri olsun.

i) f(p) yayina c egrisi boyunca sol Dehn burgusunu uyguladigimizda p yayina izotopik
bir yay elde etmis oluyoruz. Dolayisiyla ' = C~ ' i¢in T'(f(p)) =~ p olur (Sekil 7.3).
ii) f(p) yayma C Dehn burgusunu uyguladigimizda p yayma izotopik bir yay elde
etmis oluyoruz. Dolayisiyla bu defa 7' = C'i¢in T'(f(p)) ~ p elde etmis oluruz (Sekil
7.4).

Durum 2) f(p) yaymin p yayma gore A ve B noktalarinda ayni tarafta olmasi durumu:
Burada da yine iki durum karsimiza ¢ikiyor.

S ylizeyinin sinir bileseni 9, e paralel basit kapali egriye d diyelim (Sekil 7.5, Sekil
7.6).
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Sekil 7.4. m=2 i¢in Durum 1) ii)

i) f(p) yayina D~! Dehn burgusunu uyguladigimizda (Sekil 7.5) m=2 i¢in Durum 1)’in
1) sikkini elde ediyoruz. Dolayisiyla iddiamizi bu durum i¢in ispatlamis oluyoruz.

ii) Bu durumda ise bu defa f(p) yayina D Dehn burgusunu uyguladigimizda (Sekil 7.6)
m=2 icin Durum 1)’in i1) sikkini elde ediyoruz. Boylece iddamizi m=2 i¢in ispatlamig
olduk.

m > 3i¢in K, A noktasindan B noktasina giderken p ve f(p) yaylarmin ilk kesisim
noktasi olsun (Sekil 7.7). Burada da yine iki durum s6z konusudur.

Durum 1) f(p) yaymin A noktasindan ¢ikarken ve K noktasina ulagirken, p yayi-
nin farkli yonlerinde olmast durumu (p yayinin asagisinda ve yukarisinda olma du-

rumu)(Sekil 7.7).
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Sekil 7.6. m=2 i¢in Durum 2) ii)

Bu durumda yine iki farkli yaklagim karsimiza c¢ikiyor. Bu iki durumu ayr1 ayri incele-
yelim.

c egrisi, K noktasinda baglayan, f(p) yaym takip eden ve f(p) yayin sadece K nok-
tasinda kesen, bariz olmayan basit kapal1 bir egri olsun (Sekil 7.8).

i) f(p) yaymn baglangigta p yayinin yukarisindan ¢ikmasi ve K noktasina p yayimnin
asagisindan yaklagmasi durumu:

c egrisi boyunca f(p) yayma pozitif Dehn burgusu uyguladigimizda (Sekil 7.8) kesi-
sim sayisin1 bir azaltmis oluyor ve tiimevarim varsayimindan bu durum i¢in ispatlamis

oluruz.
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fir)

Sekil 7.7. m > 3 olma durumu

Sekil 7.8. m > 3 i¢in Durum 1) 1)

ii) f(p) yaymin A noktasinda p yayinin asagisindan ¢ikmasi ve K noktasinda p yayinin
yukarisindan yaklagsmasi durumu:

f(p) yayma c egrisi boyunca sol Dehn burgusu uyguladigimizda (Sekil 7.9) kesigim
sayisini bir azaltmis oluyoruz. Dolayisiyla timevarimdan bu durum i¢in de ispatimizi
tamamlamis oluyoruz.

Durum 2) f(p) yaymnin A noktasindan ¢iktifinda ve K noktasina yaklagtiginda, p
yayina gore ayni yonde olmasi durumu: Yine burada iki durum s6z konusudur.
Yiizeyin sinir bilegeni olan §;’e paralel basit kapali egriye d diyelim.

i) f(p) yaymn baglangigta p yayina ve K noktasina yukarisindan yaklagsmasi durumu:
f(p) yaymna D Dehn burgusunu uyguladigimizda (Sekil 7.10) m > 3 i¢in Durum 1’in
ii) sikkini elde ediyoruz. Dolayisiyla bu durum i¢in 7°(f(p)) ~ p olacak sekilde bir T’

homeomorfizmasi buluruz.
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Sekil 7.9. m > 3 i¢in Durum 1) ii)

ii) f(p) yaymn baglangicta p yayina ve K noktasina agagisindan yaklagsmasi durumu:
Bu son durumda da d egrisi boyunca sol Dehn burgusu uyguladigimizda (Sekil 7.11)
m > 3 i¢in Durum 1’in 1) sikkini elde ediyoruz . Dolayisiyla m > 3 i¢in iddiamiz1
ispatlamig olduk.

]

Yukaridaki iddianin ispatinda gordiik ki her durumda f(p) yayina uygulandiginda p ya-
yina izotopik gelecek sekilde bir 7" homeomorfizmasi bulunabiliyor. Hatta 7" f home-
omorfizmasinin p yayini noktasal sabitledigini varsayabiliriz. R, n tane sinir bileseni
olan S kiiresini p yay1 boyunca kesince elde ettigimiz yiizey olsun. Dolayisiyla R, n—1
tane sinir bileseni olan kiiredir ve 7" f homeomorfizmasi, R yiizeyinin sinir noktalarini
sabit tuttugundan 7'f € Mod(R) olur. Tiimevarim varsayimimizdan, sinir bilegen sa-
yist n — 1 olan R yiizeyinin gonderim sinif grubu Dehn burgular: tarafindan iiretilir.
Dolayisiyla 7' f homeomorfizmasint M od(R) grubundaki Dehn burgularini kullanarak
yazabiliriz. Mod(R) C Mod(S) oldugundan 7" f homeomorfizmasi, S yiizeyinin gon-
derim sinif grubunun da bir elemanidir ve 7" homeomorfizmasint Mod(S) grubunun
elemani olan Dehn burgularinin ¢arpimi seklinde yazilabilir. 7" homeomorfizmasi za-
ten tanimi geregi M od(S) grubundaki Dehn burgularinin ¢arpimu ile elde edildiginden,

f € Mod(S) homeomorfizmast da Dehn burgularinin ¢arpimi ile yazilir.
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Sekil 7.10. m > 3 icin Durum 2) 1)

Boylece g = 0 i¢in ispati tamamlamis olduk.
Simdi g > 1 icin bakalim. Ispatimizin bu boliimiinde asagidaki onsava ihtiyacimiz

olacak.

Onsav 7.1. a ve b, S yiizeyi iizerinde iki adet yiizeyi ayirmayan, basit, kapali egri
olsun. O zaman «a egrisini b egrisine tastyan bir egri zinciri (zincirin tanimi i¢in bakiniz

Tanmim 6.2.) vardir.

Kanit. a ve b, S yiizeyi iizerinde iki tane yiizeyi ayirmayan, basit, kapali egri olsun.
i(a,b) = m dersek, m sayisi iizerinde tiimevarim ile ispatlayacagiz.

m = 0 i¢in iki durum s6z konusudur:

a ve b egrileri boyunca S yiizeyini kestigimizde, yeni yiizeyin baglantili (Durum 1) ve
baglantisiz (Durum 2) olma durumlarini incelemek gerekecektir.

Durum 1) S yiizeyini a, b egrileri boyunca kesince yine baglantili bir ylizey elde etme
durumu:

Bu durumda a, b ikilisini ne secersek secelim Sekil 7.12’deki a, b egri ¢iftine tagiyabi-
liriz (Yiizeylerin Siniflandirilmasi Teoreminden). Dolayisiyla Sekil 7.12°deki a, b egri
cifti icin ispatlamamiz yeterli olacaktir. Bu durumda ise Sekil 7.12°de gosterilen a, ¢, b

egri zincirini buluruz.
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Sekil 7.11. m > 3 i¢in Durum 2) ii)

Sekil 7.12. a, ¢, b egri zinciri

Durum 2) S yiizeyini a, b egrileri boyunca kesince baglantili olmayan yiizey elde etme
durumu:

a, b egri ciftinin S yiizeyini ayirdig1 yiizeylerin cins durumuna gore, Sekil 7.13’teki
egri ciftlerinden (a;,b;) birini segeriz. Sekil 7.13’te degisik cins sayilarina gore her
durum i¢in a;, ¢;, b; egri zinciri verilmistir.

m = 1i¢in a, b egri ¢ifti zaten bir zincir olusturmaktadir.

m > 2 i¢in a ve b egrilerine yon verelim. Bu durumda iki durum s6z konusudur. i) a
egrisi lizerinde ard arda bulunan, « ile b egrilerinin kesisimleri = ve y noktalarinda, b
egrisinin a egrisine gore yonlendirilmesi ayni olsun (Sekil 7.14).

c egrisi Sekil 7.14’teki gibi b egrisine paralel baglayan, ancak daha sonra b egrisini
rak kendi baslangic noktasina donen, yiizeyi ayirmayan basit kapali bir egri olsun. Bu

durumda i(a,c) < i(a,b) ve i(b,c) = 1 olur. Dolayisiyla tiimevarim varsayimindan
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Sekil 7.13. a;, ¢;, b; egri zincirleri

3

b b ¢

Sekil 7.14. m > 2 i¢in 1)

i(a,c) < i(a,b) oldugundan a egrisini ¢ egrisine tastyan bir zincir buluruz. i(b, ¢) = 1
oldugundan c, b zinciri ile birlestirirsek, a egrisini b egrisine tastyan bir zincir bulmus
oluruz.

ii) a egrisi lizerinde ard arda bulunan, a ile b egrilerinin kesisimleri = ve y noktalarinda,
b egrisinin a egrisine gore yonlendirilmesi birbirinin zitt1 olsun (Sekil 7.15).

Bu durumda Sekil 7.15’te gosterildigi gibi, b egrisine paralel baglayan, a egrisini = ve
y noktalarinda kesmeden yine b egrisine paralel devam eden c; ve ¢, basit kapali egri-
lerini bulabiliriz. Bunlardan biri (¢; veya c¢y) yiizeyi ayirmayan basit kapali egri olmak
zorundadir (ki buna ¢; diyelim). i(a, ¢1) < i(a,b) = m oldugundan a egrisini ¢; egri-
sine tagtyan bir zincir vardir. ¢; egrisi b egrisi ile hi¢ kesismediginden yani i(cy,b) = 0
oldugundan ¢ egrisini b egrisine tasiyan bir zincir vardir. Sonug olarak a egrisini b

egrisine tastyan bir zincir bulmusg oluruz.



36

Sekil 7.15. m > 2 icin ii)

Yonlendirilebilir, kompakt, cins sayis1 g > 1 ve n adet sinir bilegeni olan S yilizeyinde
herhangi bir f € Mod(S) homeomorfizmasi alalim. ”a”, S yiizeyinde yiizeyi ayirma-
yan basit kapali bir egri olsun. f(a) egrisinin de yiizeyi ayirmayan basit kapal bir egri
oldugunu biliyoruz (Yiizeylerin Siniflandirilmasi Teoreminden).

O zaman Onsav 7.1’den a egrisini f(a) egrisine tasiyan a = ag, a1, ..., a,, = f(a) egri
zinciri vardir. Dolayistyla oyle bir T' = Ay AgAs A1 A3 As.. Ay 1Ay 2 Ay Ay vardir ki
T(f(a)) ~ ap = a’dir, yani T' Dehn burgularinin ¢arpimudir. 7' f homeomorfizmasini a
egrisine uyguladigimizda a egrisinin ters yonlendirilmis olanini elde etme olasiligimiz
da vardir. Yani T'(f(a)) ~ a~ elde edebiliriz. Bu durumda T'of homeomorfizmasina
A1 AgAgA; homeomorfizmasini uygularsak yoniinii diizeltmis oluruz. Dolayisiyla a
egrisinin ayni yonlendirilmis durumunu elde ederiz.

T'(f(a)) nmn a egrisini noktasal olarak sabitledigini varsayabiliriz. Daha sonra S yiize-
yini a egrisi boyunca kestigimizde, cinsi g — 1 ve sinir bilesen sayis1 b 4+ 2 olan kom-
pakt, yonlendirilebilir bir yiizey elde ederiz. Bu yiizeye R dersek, T'f : R — R sinir
noktalarini sabit tutan bir homeomorfizma ve T'f € Mod(R) olur. Tiimevarim var-
sayimimizdan 7' f, R yiizeyinin gonderim sinif grubunun eleman1 Dehn burgularinin
carpimindan olusur. 7f € Mod(R) C Mod(S) oldugundan ve 7" homeomorfizmasi
da Dehn burgularinin ¢arpimindan olustugundan, f homeomorfizmas: da S' yiizeyin-

deki egriler boyunca uygulanan Dehn burgulari tarafindan iiretilmektedir.
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Yukaridaki teoremde bir yiizeyin gonderim sinif grubunun o yiizeydeki egriler etra-
findaki Dehn burgular tarafindan tiretildigini gordiik. Ancak bu egriler yiizeyi ayiran
ve ylizeyi ayirmayan egrilerdir. Bir sonraki teoremde Teorem 7.2 ’de sadece yiizeyi

ayirmayan egrilerin génderim siif grubunu iiretmeye yeterli oldugunu gosterecegiz.

Teorem 7.2. Cins sayis1t g > 2veg = 1,0 = 0,1 i¢in Eg yiizeyinin gonderim si-
nif grubu, Mod (Eg), yiizeyi ayirmayan basit kapali egriler etrafindaki Dehn burgular

tarafindan uiretililir.

Kamit. ¢ = 1 ve b = 0 ylizeyde, ylizeyi ayiran basit kapali egri yoktur ve torus yii-
zeyinin gonderim sinif grubu ylizeyi ayirmayan = ve y basit kapali egrileri tarafindan

tiretilir (Sekil 7.16).

Sekil 7.16. Torus

g = 1 ve b = 1 yiizeyi bir sinir bileseni olan tor yiizeyidir. Burada yiizeyi ayiran bir
tane basit kapal1 egrisi vardir o da torus yiizeyinin sinir bileseni boyunca giden a basit
kapal1 egrisidir (Sekil 7.17). Bir sinirh tor iligkisinden (Not 1) a basit kapal1 egrisi
etrafindaki Dehn burgusu yiizeyi ayirmayan x ve y basit kapali egrileri etrafindaki
Dehn burgularinin ¢arpim seklinde yazilabilir. Yani (XY)® = A olur. Dolayisiyla
yiizeyi ayiran a basit kapali egrisi etrafindaki Dehn burgusunu yiizeyi ayirmayan basit
kapali egriler etrafindaki Dehn burgularinin ¢arpimi seklinde yazabildigimizden cins
bir yiizey i¢in ispat tamamlanmis olur.

g > 2i¢in Eg yiizeyinde herhangi bir yiizeyi ayiran basit kapali bir egri z’1 alirsak,
x etrafindaki Dehn burgusunun yiizeyi ayirmayan basit kapali egriler etrafindaki Dehn

burgularindan elde edilebilecegini gosterecegiz. Burada iki durum sz konusudur. Iki
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Sekil 7.17. Bir sinirl torus

durum i¢in de yiizeylerde dort sinir bileseni olan kiireyi bulup lantern iligkisini kulla-
narak x egrisi etrafindaki Dehn burgusunu yiizeyi ayirmayan egriler etrafindaki Dehn
burgulart ile yazmaya calisacagiz. Simdi bu durumlart ayr ayri inceleyelim:

Durum 1) a egrisinin ayirdigi iki yiizeyin de cins bir ylizey olma durumu:

LT

Sekil 7.18. Durum 1

x egrisinin ayirdig1 yiizeylerde Sekil 7.18’de oldugu gibi a, b, ¢, d birbirini kesmeyen
basit kapali egrilerini alip bu egriler boyunca yiizeyimizi kesersek, dort sinir bileseni
olan bir kiire elde ederiz. y ve z yiizeyi ayirmayan basit kapali egrileri i¢in lantern
iliskisinden ABC'D = XY Z’dir. Bu durumda X = ABCDY ~'Z~! olarak yazabili-
riz. Dolayisiyla x etrafindaki Dehn burgusunu yiizeyi ayirmayan a, b, ¢, d, y ve z basit
kapal1 egriler etrafindaki Dehn burgularinin ¢arpimi seklinde yazabiliriz.

Durum 2) z egrisinin ayirdig1 yiizeylerden bir tanesinin cins sayisinin iki veya ikiden
biiyiik olma durumu:

Sinir bileseni dort olan bir kiire elde etmek icin yiizeyimizi Sekil 7.19°da oldugu gibi
w, z ve y ylizeyi ayirmayan ve birbirini kesmeyen basit kapali egriler ve x egrisi bo-
yunca kesmemiz gerekir. Burada, b ve c yiizeyi ayirmayan basit kapali egrileri i¢in lan-
tern iligkisinden WZY X = ABC’dir. Bu durumda X = ABCW ~1Z~1Y ! olarak

yazabiliriz. Dolayisiyla z etrafindaki Dehn burgusunu yiizeyi ayirmayan w, z, y, a, b ve



39

Sekil 7.19. Durum 2

c ylizeyi ayirmayan basit kapali egriler etrafindaki Dehn burgularinin carpimi seklinde

yazabiliriz.
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8. DIGER URETECLER

8.1. Lickorish Uretecleri

Tamim 8.1. Lickorish Uretecleri:

Lickorish (1964) makalesinde, kapali, yonlendirilmis bir ylizeyin gonderim sinif gru-
bunu iiretmek icin Sekil 8.1°de verilen egrilerin yeterli oldugunu gostermistir. Dola-
yistyla aq, ag, ....ag4, €1, Ca, ..., Cg—1, M1, My, ..., M, basit, kapal1 egrileri etrafindaki A;,
As, . Ay, C1, Oy, ..., Cy_1, My, My, ..., M, Dehn burgularina Lickorish iiretecleri di-
yecegiz. Bu lretegler 3g — 1 tanedir. Bir sonraki boliimde gorecegimiz gibi bu say1

minimum degildir.

Sekil 8.1. Lickorish iiretecleri

8.2. Humpries Uretecleri

Humphries (1979) ¢alismasinda Mod(X,)’y1 iiretmek igin, Lickorish iireteclerinden
ms, Mu, ..., my egrileri (Sekil 8.1) etrafindaki Ms, My, ..., My Dehn burgularimi ¢i1-
karmig ve Ay, Ay, ... Ay, C1, Oy, ..., Cy_o, Cy_1, My, M, iireteglerinin yeterli oldugunu

gostermistir.

Teorem 8.1. Humphries iiretegleri: Cins sayis1 g olan kapal yonlendirilmis X, yiize-
yinin gonderim sinif grubu Mod(3,) nu Sekil 8.2°deki ay, as, ....ay, ¢1, Ca, ..., Cg—1, M1, Mo
egrileri etrafindaki Ay, Ay, ....A,, C1,Cs, ..., Cy_s,Cy_y1, My, My Dehn burgular iire-

tir.

Kamnit. Y, ylizeyinin gonderim smif grubunun Sekil 8.1°deki 3g — 1 tane egrinin etra-
findaki Dehn burgusu tarafindan iiretildigini biliyoruz. Simdi biz Mod(%,)’yi tiretmek

icin M3, My, ..., My, M, Dehn burgularina gerek olmayacagini gosterecegiz. Yani bu
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Sekil 8.2. Humphries iiretegleri

Dehn burgularini digerlerinden elde edecegiz. Yiizeylerin siniflandirilmasi teoremin-
den m; egrisini m;_ o egrisine tagiyan bir homeomorfizma vardir. Bu homeomorfizma-
nin ne oldugunu Sekil 8.3’ten takip ederek agikca yazabiliriz. Her 1 < ¢ < g — 2 i¢in
(2= Ai+20i+1Ai+1Mi+1CiAiAi+1CiCi+1Ai+1Ai+ZCi+1Mi+1Ai+1CiAi homeomor-
fizmasin1 m; egrisine uygularsak m;, o egrisini elde ederiz. Dolayisiyla m;,-’yi elde
etmek i¢in A;, A;11, Aijro, C;, Ci1 ve M;, 1 Dehn burgularini kullanmamiz yeterlidir.

Bunu her 7 i¢in uyguladigimizda Humphries iireteclerini elde etmis oluruz.

S oo See> WeoEs

o A éooi@%oog

Sekil 8.3. h homeomorfizmasi

Humphries bu iireteclerin sayisinin 2g + 1°den daha kiiciik olamayacagini ayni1 maka-

lede ispatlamigtir (Humphries, 1979). Yani 2g + 1°den az Dehn burgusu ile Y, yiizeyi-



nin génderim sinif grubu iiretilememektedir.
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9. MINIMUM URETEC SAYILARI

Bir onceki boliimde kapali, yonlendirilebilir, baglantili Y3, yiizeyinin génderim sinif
grubunun Mod(X,), sonlu tane Dehn burgusu tarafindan iiretildigini Teorem 8.1’de
gosterdik. Daha sonra Mod(%,) grubunu iiretmek i¢in bunlardan yalnizca yiizeyi ayir-
mayan egriler etrafindaki Dehn burgularimin yeterli oldugunu gosterdik. Hatta Licko-
rish (1964) makalesinde 3g — 1 tane ylizeyi ayirmayan egri etrafindaki Dehn burgusu-
nun, Mod(%,) grubunu iirettigini gostermistir. Lickorish iiretegleri i¢in, bakiniz Sekil
8.1. Daha sonra Humphries (1979) makalesinde, Mod(X,)’yi iiretmek icin 2g + 1
tane yiizeyi ayirmayan egri etrafindaki Dehn burgusunun yeterli oldugunu ve bu sa-
yinin minimum oldugunu ispatlamistir. Simdi bu boliimde gonderim sinif gruplarinin
Dehn burgularindan farkli iireteclerini gosterecegiz. Dikkat edersek Dehn burgularinin
mertebesi sonsuz iken biz asagidaki teoremde gonderim sinif gruplarimin iireteglerine
mertebesi sonlu elemanlar ekleyecegiz.

Asagidaki Teorem 9.1’in ispat1 Mustafa Korkmaz’in *"Minimal generating sets for the
mapping class group of a surface" (Korkmaz, 2012)isimli makalesinde Teorem 3.6’nin
aciklamasindan almmustir. Humphries iireteglerinin Mod(X,) = (A, As, ..., Ay, B)
oldugunu biliyoruz (Sekil 9.1). >, yiizeyinin Sekil 9.2’deki modelini ele alalim. "R"
donuigsimii 3, yiizeyini saatin tersi yoniinde 27/¢g kadar dondiiren homeomorfizma
olsun. S ise mertebesi 4g + 2 olan ve Ay;Agg_1...A2 Ay carpimu ile verilen homeomor-

fizmasi olsun.

Teorem 9.1. Kapali, yonlendirilmis >, yiizeyinin gonderim simif grubu asagidaki iire-
tecler tarafindan tretililir.

a) (R, Ay, Ay, A3)

b) (R, A1, A1 A3 A3)

¢) (S, B, Ay).

Kanit. a)

G; R, A1, As ve Aj elemanlarinin iirettidi grup olsun. Yani G = (R, Ay, As, A3) olsun.
G < Mod(%,) oldugu agiktir. $imdi G = Mod(X,) oldugunu gosterecegiz. Bunun
icin de Gergek 6.1’den ve Teorem 8.1’den yararlanacagiz.

R(a;) = b oldugundan Gergek 6.1’den RA;R~! = B’dir. RA;R~! € G oldugundan
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B € G olur.

Benzer sekilde her 1 < k < g — 1 i¢in R¥(ay) = aggy2 oldugundan Gergek 6.1°den
Aggio € G olur.

Yine benzer sekilde her 1 < [ < g —2i¢in R'(a3) = a3 oldugundan Gergek 6.1°den
Agii3 € G olur.

Yani R, A;, A ve A3 homeomorfizmalari ile biitiin Humphries iireteclerini elde etmis

olduk. Dolayisiyla G = (R, A;, A, A3) = Mod(X,) dir.

Sekil 9.2. 3, yiizeyinin dairesel modeli

b) a sikkindan Mod(3,)’yi tiretmek icin (R, Ay, Ay, As) iireteclerinin yeterli oldu-
gunu biliyoruz. Simdi A, ve A3 homeomorfizmalarint yalnizca R, A; ve Ay A3 Az ho-

meomorfizmalarini kullanarak elde etmeye calisacagiz.

A1 AyA3(a1) = ag oldugundan,
(AlAQAg)Al (AlAQAg)_l = A2 elde ederiz.

Yani A; ve A;AsA; homeomorfizmalar1 varsa A, homeomorfizmasini elde ederiz.

Daha sonra
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A1A2A3(CL2) = as Oldugundan,
(A1 AsA3)Ag(AL Ay As)~! = Aj elde etmis oluruz.

Dolayisiyla farkli bir iireteg kiimesi olan (R, Ay, A; Ay A3) bulmus olduk.

¢) (S,B,Ay)

Her1 < i < 2g—1igin S™'(a;) = a4, olur. O zaman Gergek 6.1°den S™1 A, S = A; 4
olur. Yani S ve A; homeomorfizmalarindan biitiin A; homeomorfizmalarini elde ede-
riz. Dolayisiyla (S, B, A;) kiimesiyle tiim Humphries iireteclerini elde etmis oluruz.

]

Son olarak Teorem 9.1’in ¢) kisminda X, nin gonderim simf grubunun ii¢ elemanla
tiretildigini gosterdik. Wajnryb (1996), asagidaki teoreminde bu sayiy1 daha da diisii-
rerek iki adet elemanin gonderim sinif grubunu iiretmek i¢in yeterli oldugunu goster-

mistir.

Teorem 9.2. (Wajnryb, 1996): ¢ > 3 i¢in kapali, yonlendirilmis >, yiizeyinin gon-

derim sinif grubu S ve Bg_lBg_1 elemanlari tarafindan tretilir.

S homeomorfizmasinin mertebesi 4g + 2 ve Bg_lB;1 homeomorfizmasinin mertebesi
sonsuzdur.Bu teoremin g = 1 ve g = 2 i¢in kismen dogru oldugunu sdyleyebiliriz. En
azindan bu durumlar i¢in gonderim sif gruplar iki elemanla {iretilir.

g = ligin X, torus yiizeyidir ve biliyoruz ki Mod(X,) = SL,Z = (A;, As)’dir.

g =2i¢in Mod(¥,) = (A1, AsAyA3 Az Ay ) dir.

Yani cins sayist ¢ = 1 ve g = 2 i¢in, Wajnryb’in verdigi iirete¢ kiimesi calismasa
da gonderim sif grubunun iki eleman tarafindan tiretildigini sdyleyebiliriz. Korkmaz
(2005) makalesinde, Wajnryb’in ¢alismasini bir adim ileri gétiirerek Mod(3)’nin S
ve B tarafindan tiretildigini gostermistir. Birinci elemanlar1 ayni, ikinci iireteci Kork-
maz’in daha basit, b egrisi (Sekil 9.1) boyunca Dehn burgusudur. Iki teoremde de
Mod(%) nin iki elemanla iiretildigi gosterilmis. Birinci elemanlari mertebesi 4g + 2
olan S homeomorfizmasi, ikinci eleman Wajnryb’de Bg,lBg_1 carpimi iken Kork-

maz’da ise yalnizca B Dehn burgusudur.

Teorem 9.3. (Korkmaz, 2005): ¢ > 2 icin kapali yonlendirilmis X, yiizeyinin gon-

derim sinif grubu S ve B tarafindan iiretilir.
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Kanit. T', B ve S elemanlart tarafindan iiretilen M od(3,) nin bir alt grubu olsun. Yani,

I' = (B, S)’dir. Simdi Mod(%2,) = I' oldugunu gosterecegiz.

Bu ispatta bize yardimci olacak bir 6nsavdan bahsedecegiz.

Onsav 9.1. ¥, ylizeyindeki, Sekil 9.3’teki ¢y, ca, ..., ¢4—1 Ve di, do, ..., dy_o basit kapall

egrilerini alalhm. Bunlar etrafindaki Dehn burgulan C', Cy, ..., Cy_1 ve D1, Ds, ..., Dy_o,
I' = (B, S) grubunda yer alir.

Sekil 9.3. ¢; ve d; egrileri

Kanit. S~! homeomorfizmas,

b egrisini ¢, egrisine tagir. Dolayisiyla S~ (b) = ¢, dir. Gergek 6.1’den S~'BS =
Cyolur. S, B € T' oldugundan C € T olur.

¢, egrisini d; egrisine tagir. S~'(c;) = d; oldugundan Gergek 6.1’den S~1C .S =
D olur. S, C € I' oldugundan D € T olur.

d; egrisini c, egrisine tagir. S~'(d;) = ¢, oldugundan Gergek 6.1’den S~' DS =
Cs olur. S, Dy € I oldugundan 5 € T olur.

Benzer sekilde her 1 < i < g — 2 i¢in S7!(¢;) = d; ve S7(d;) = ¢;41 oldu-
gundan tiim C', Cs, ...,Cy_1, D1, Ds, ..., Dy_5 Dehn burgularinin I' grubuna ait

oldugunu gostermis oluruz. Boylece 6nsavi kanitlamis olduk.

]

Teorem 9.3’iin ispatina devam edersek; S(a;) = a;_; ve Gergek 6.1’den SA;S™! =

A;_1 oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla S € I' ve A; € Idir ancak ve ancak A; ; € T’

ise, ispatimiz1 tamamlamak i¢in bir tane A; € I' oldugunu gostermemiz yeterlidir. (

Cins sayisinin tek ve ¢ift olma durumunu ayri ayr inceleyecegiz.) Tim A; € T' ve

B e T oldugundan M od(X,) nin Humphries tarafindan gosterilen tiim iiretegleri I’da
yer alir. Yani, I' = Mod(%,) dur.
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e gtek sayiise; Az € I" oldugunu gosterecegiz.

F(b) = CoD\BD3'C'D;'Ct...D 1, C 1 S(b) = as
Onsav 11.den Cy, D1, B, D3'C'D;'Cgt..D1,C Y, S € T oldugundan Ay € T

g—1s

elde ederiz.
e g cift say1ise; A, € I' oldugunu gosterecegiz.

F(b) = BD,'C5'Dy'Cs..C LDt S(b) = ay
Yine Onsav 11.’den Cy, Cy, Cy, Dy, D1, B, S € T oldugundanA, € I elde ederiz.
O

En son teoremde gonderim sinif gruplarinin iireteglerinden birinin mertebesi sonlu ve

digerinin mertebesi sonsuz olan iki elemandan olustugunu gosterdik.
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10. SONLU MERTEBEYE SAHIP URETECLER

Onceki boliimlerde bir yiizeyin génderim simif gruplarinin iireteglerini incelemeye bas-
ladik. Dehn (1938) ¢aligmasinda, X, yiizeyinin gonderim sinif grubunun burgular ta-
rafindan tiretildigini gostermigtir. Daha sonra Lickorish (1964) makalesinde gonderim
siif gruplarinin 3¢ — 1 tane yiizeyi ayirmayan egri etrafindaki Dehn burgusu tarafindan
tiretildigini bulmugtur (Sekil 8.1). Son olarak Humphries 2¢g 4 1 tane Dehn burgusunun
(Sekil 9.1) yeterli oldugunu ve bu saymin minimum oldugunu ispatlamigtir. Wajnryb
Teorem 9.2’de, g > 3 igin ¥, yiizeyinin gonderim simif grubunun S ve By, 1B, ! tara-
findan iiretildigini gostermistir. S homeomorfizmasinin mertebesi 4g + 2 ve Bg_lBg*1
homeomorfizmasinin mertebesi sonsuzdur. Korkmaz Teorem 9.3’te, g > 2 icin kapali,
yonlendirilmis 3, yiizeyinin génderim sinif grubunun mertebesi 4g + 2 olan S eleman
ve mertebesi sonsuz olan B elemant tarafindan iiretildigini ispatlamigstir. Bu boliime ka-
dar iireteclerimizde bir tane de olsa mertebesi sonsuz olan eleman vardi. Simdi sadece
sonlu mertebeye sahip elemanlar iceren iiretec kiimelerini inceleyecegiz. Asagidaki te-
oremde gonderim sinif gruplarinin ii¢ tane sonlu mertebeye sahip eleman tarafindan
tretildigi gosterilmistir. Bu teoremi Brendle ve Farbs, "Every Mapping Class Group

Genereted by 6 Involutions" makalesinde ispatlamistir (Brendle ve Farb, 2005) .

Teorem 10.1. g > 1 i¢in yonlendirilmis, kapali >, yiizeyinin gonderim simf grubu ii¢

tane sonlu mertebeye sahip eleman tarafindan iiretilir.

Bu teorem ilk defa Birman (1977) tarafindan gosterilmig, daha sonra Brendle ve Farb
(2004) tarafindan degisiklikler yapilmistir. Bu teoremi ispat etmek i¢in asagidaki on-

sava ihtiyacimiz olacak.

Onsav 10.1. Kapali, yonlendirilmig ¥, yiizeyinde = herhangi bir yiizeyi ayirmayan,
basit, kapal1 egri olsun. O zaman x etrafindaki Dehn burgusu X1, >, yiizeyinin gon-
derim sinif grubunun sonlu mertebeye sahip iki tane elemaninin carpimi seklinde ya-

zabiliriz.

Kamit. Yonlendirilebilir, kapali X, yiizeyini ve bu yiizeydeki a1, as, ..., ag, b1, ba, ..., by,
dy,ds, ..., d,_o basit, kapali egrilerini Sekil 10.1°deki gibi alalim. X3, yiizeyinde x, her-

hangi yiizeyi ayirmayan, basit, kapal1 bir egri olsun.
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S = Agg1...A3A3A, By ve

Q = ByAsg_1...A3A2 A, By olarak tamimlayalim.

Dolayisiyla Q = S B, oldugu goriiliir. Simdi x ve b,, X, ylizeyinde yiizeyi ayirmayan,
basit, kapali egriler oldugundan, yiizeylerin siniflandirilmasi teoreminden bir ~ home-

omorfizmasi vardir 8yle ki h(b,) = 2’tir. O zaman Gergek 6.1°den

Sekil 10.1. 3, yiizeyi

X = hB,h™" = hS~'Qh~" = (hS~'h=Y)(hQh~) olur.

S homeomorfizmasinin mertebesi 4g + 2 ve () homeomorfizmasinin mertebesi 2g +
2’dir. Bu elemanlarin terslerinin ve egleniklerinin mertebeleri da aynidir. Dolayisiyla
X Dehn burgusunu, mertebesi 4g + 2 ve 2g 4 2 olan elemanlarin ¢arpimi seklinde elde

edilmis oldu.

Kanit. (Teorem 10.1’in ispatl)

Wajnryb (1996) makalesinde, ¥, yiizeyinin gonderim simf grubunun S ve Bg,lBg_1
tarafindan iiretildigini gostermistir (Teorem 9.2). Simdi ikinci iirete¢ olan Bg_lBg_l’e
U diyelim. X, yiizeyinin tam ortasindan Sekil 10.1°deki gibi bir sis gec¢irdigimizi dii-
sliniirsek, p; doniisiimii bu ylizeyi sekilde gosterildigi yonde 7 kadar dondiirsiin oyle
ki b, basit kapali egrisini b,_; basit kapal1 egrisine tagisin. Bu takdirde,

p1(by) = b,_1 ve Gergek 6.1°den py (B,)p; ' = B,_1 ve B, = S~'Q oldugundan
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p(QS™Hpy! = B, olur.

O zaman U = B, 1B, " igin

U= p1(QS™)p;SQ~! elde ederiz.

Dolayisiyla >, yiizeyinin gonderim sinif grubunu iiretmek icin p;, @) ve S’i kullan-
dik ki bu ii¢ elemanin herbirinin mertebesi de sonludur. Bu elemanlarin mertebeleri

sirastyla 2, 2g + 2 ve 4g + 2°dir. [

Yukaridaki teoremde Y, ylizeyinin ii¢ tane sonlu mertebeye sahip eleman tarafindan
tiretildigini gordiik. Acaba Mod(X,) daha az eleman tarafindan iiretilebilir mi soru-
sunu sordugumuzda, bu soruya olumlu yanit aliyoruz. Korkmaz bu soruya (2005) ma-
kalesinde pozitif cevap vermistir. Mod(%,) nin mertebeleri 4g + 2 olan S ve BSB™*

elemanlari tarafindan iiretildigini gostermistir.

Teorem 10.2. Korkmaz (2005) g > 3 i¢in X, yiizeyinin gonderim siif grubu iki tane

sonlu mertebeye sahip S ve BSB~! elemanlar tarafindan iiretilir.

¥4 basit, kapali, yonlendirilmis bir yiizey ve S = B;A;AyA3... Ay olsun. S ho-
meomorfizmasinin mertebesi 4g + 2°dir. G grubu, S ve BSB™! tarafindan iiretilen
Mod(X,) nin bir alt grubu olsun. Korkmaz (2005) makalesinin ana teoremi olan bu te-
oremde g > 3 i¢in G = Mod(%,) oldugunu gostermistir. Bunu gosterirken de lantern
iligkisini ve Gergek 6.1°den faydalanmigtir. Gonderim sinif grubu devirli olmadigindan
bir eleman tarafindan iiretilemez. Dolayisiyla bu lirete¢ sayis1 minimumdur ve génde-

rim sinf grubu daha az iirete¢ tarafindan iiretilemez.
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11. INVOLUSYON URETECLERI

Yonlendirilebilen, kapali, baglantili ve cins sayis1 g olan Y}, ylizeyini ele alalim. Bu yii-
zeylerin gonderim sinif gruplarinin M od(%,) nin involusyonlardan (mertebesi iki olan
eleman) olusan iirete¢ kiimesini ilk olarak Mc Carthy ve Papadopoulos (1987) maka-
lesinde bulmustur. Mc Carthy ve Papadopoulos, cins sayist g > 3 i¢in Mod(3,) nin
belli bir involusyonun sinirsiz sayida eslenigi tarafindan iiretildigini ispatlamiglardir.
Buradaki involusyon asagida verilen s involusyonudur. s involusyonu ise, yiizeyin tam
ortasindan gecip yiizeyi 7 kadar dondiiriir (Sekil 11.1).

Luo (2000) makalesinde, ilk defa, yonlendirilebilen, kapali, baglantili ve cins sayis1
g > 3 olan ¥, yiizeyinin gonderim sinif grubu A od(X,) nun sonlu sayida involus-

yonlar tarafindan iiretildigini géstermistir.

\Oouol e Oy

Sekil 11.1. s involusyonu

Teorem 11.1. (Luo, 2000) Cins sayis1 g > 3 i¢in X, ylizeyinin gonderim siif grubu,

Mod(%,), sonlu tane involusyon tarafindan iiretililir.

Kamit. Y, nin gonderim simf grubunun (Teorem 8.1) 2g + 1 tane sonlu tane yiizeyi
ayirmayan, basit, kapali egri etrafindaki Dehn burgular tarafindan tiretildigini biliyo-
ruz. Teoremin ispati i¢in bu yiizeydeki her yiizeyi ayirmayan, basit, kapali egri etrafin-
daki Dehn burgusunun involusyonlarin ¢carpimi seklinde yazilabildigini gostermeliyiz.
Bunu yaparken lantern iliskisinden ve Gergek 6.1°den yararlanacagiz. Sekil 11.2°nin
sol tarafindaki 4 delikli kiire iizerinde ABC'D = XY Z lantern iligkisini yazabiliriz.
¥, ylizeyinin cins sayis1 g > 3 oldugundan bu 4 delikli kiireyi; z, vy, 2, a, b, ¢, d yiizeyi

ayrrmayan ve zUa, yUb ve zUc ikililerini yiizeyden ¢ikarinca yine baglantili bir yiizey
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Sekil 11.2. Lantern iligkisi

elde edecek sekilde X, yiizeyine gomebiliriz (Ornek olarak bakimz Sekil 11.2’nin sag
tarafi). O zaman M od(X,)’de asagidaki esitlikler dogrudur.

D = XA 'Y B 'ZC! seklinde yazabiliriz.
K=XA1'L=YB've M =ZC~! diyelim.

Simdi K, L ve M’yi involusyonlarin ¢arpimi seklinde yazabilecegimizi gosterelim. Bu-
nun i¢in asagidaki iddiay1 ispatlamamiz gerekecek.

Iddia Herhangi iki v, v basit kapal egri cifti >, ylzeyinde yiizeyi ayirmayan, basit,
kapali egri ¢ifti olsun dyleki u ve v egrilerini X,’den ¢ikardigimizda yilizeyimiz yine
baglantil kalsin. O zaman UV ~! involusyonlarin ¢arpimi seklinde yazilabilir.

Iddianin kaniti i¢in w egrisin v eg8risine gotiiren bir involusyon bulacagiz.

Sekil 11.3. i involusyonu

Sekil 11.3’teki gibi s ve t yiizeyi ayirmayan basit kapali egrileri alalim. Sekildeki gibi

yiizeyin ortasindan bir sis ge¢irdigimizi varsayalim. i involusyonu bu sisi 7 kadar don-
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diiriir. Dolayisiyla i involusyonu s egrisini t egrisine gotiiriir. Yiizeylerin siniflandiril-
masi1 teoreminden u,v basit kapali egri ¢iftini s,t basit kapal1 egri ¢iftine gotiiren bir A
homeomorfizmasi vardir. Sonug olarak; u egrisini v egrisine gotiiren homeomorfizma
ki buna f diyelim, s egrisini t egrisine gotiiren i involusyonunun h homeomorfizmasi
ile eglenigi olur. Dolayisiyla f bir involusyon olmus olur. Yani UV ! ¢carpimini yazar-

sak;
UV = U
ve f = f~! oldugundan
uv—t=UfUhf

olur. f bir involusyon ve U fU~'"de f involusyonun bir eslenigi oldugundan, o da bir
involusyondur. Dolayisiyla UV ! iki tane involiisyonun ¢arpimudir.

D Dehn burgusunu K, L. ve M’nin ¢arpimi olarak yazinca, alt1 tane involusyonun car-
pimunt elde etmis oluruz. Yiizeylerin siniflandirilmasi teoreminden, yiizeydeki herbir
yiizeyi ayirmayan, basit, kapali egri etrafindaki Dehn burgusunu alt1 tane involusyonun
carpimi seklinde yazabiliriz. Yani >, nin gonderim simif grubunu iireten tiim Humph-
ries iireteglerini (Teorem 8.1) involusyonlarin ¢arpimi seklinde yazabiliriz ve boylece
¥, ylizeyinin gonderim sinif grubu (2¢g+1).6 tane involusyon tarafindan iiretilmis olur.

O]

Goriildiigti gibi Luo’nun kanitlamig oldugu Teorem 11.1 ile involusyon iireteglerinin
sayisinin sonlu, ancak cinse bagli oldugunu gordiik. Dolayisiyla Luo, iirete¢ sayisinin
cins sayisindan bagimsiz bulunup bulunamayacagi sormustur. Bu soruya yanit Brendle
ve Farb’dan gelmigtir. Cins say1s1 g > 3 olan yiizeylerin gonderim simif gruplarinin alti
tane involusyon tarafindan iiretildigini *Every mapping class group is generated by
6 involutions’ adli makalelerinde gostermiglerdir. Biz de bu boliimde g > 3 i¢in X,
yiizeyinin gonderim simif grubunun 6 adet involusyon tarafindan iiretildigini gosteren

Brendle ve Farb’in ispatin1 verecegiz:

Onsav 11.1. (Yiizeyi ayirmayan egri etrafindaki Dehn burgusu icin 4 involusyon)
Yonlendirilmig, kapali, baglantili, cins sayis1 g > 3 olan X, yiizeyi lizerinde c, ba-
sit, kapali, yiizeyi ayirmayan bir egri olsun. Bu takdirde C' Dehn burgusunu dort tane

involusyonun ¢arpimu seklinde yazabiliriz.
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Kanit. Cins sayis1 g > 3 ise Sekil 11.4°teki gibi lantern iligkisini uygulayabilecegimiz,
4 delikli kiireyi X, ylizeyimize gomebiliriz. Ayrica ., yiizeyinde lanterndeki 7 egri de
(x1, 29, x3, 24, a1, as, az) ylzeyi ayirmayan basit, kapali egri olacak ve z; Uay, x5 Uas,
xr3 U ag ylizeyi ayirmayacak sekilde yerlestirebiliriz. Yani x;, a; egri ciftleri boyunca
>} ylizeyini kestigimiz zaman, yine baglantili bir yiizey elde edecegiz. Simdi lantern

iliskisinden;

A1A2A3A4 = X1X2X3

Ay = [X1ATY[ XA [ X5 A5 (11.1)

esitliini yazabiliriz.

Sekil 11.4. Dort delikli kiire

3J ylizeyindeki herbir x;, a; egri cifti i¢in /; involusyonu bulabiliriz 6yle ki;

Il(xl) = a
[2(332) = Q2
[3(353) = as

olsun. (Bakiniz Teorem 11.1’in ispati ispati).
Dolaysiyla her 1 < j < 3igin X;A;' = (X;;X;")I; elde ederiz ki X;I;X;" = I
dersek bu /; involusyonunun eslenigidir. Yani E bir involusyon olur.

Yani X jA;1 homeomorfizmasini, Z, ve [; involusyonlarinin ¢arpimi seklinde yazmus
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olduk. Dolayisiyla Teorem 11.1°den A4 Dehn burgusunu alti adet involusyonun ¢ar-
pimi seklinde yazabiliriz.

Simdi bu say1y1 dorde indirecegiz. X, ylizeyindeki z;, a; egrilerini Sekil 11.5’teki gibi
secebiliriz. Yiizeyimizi a4 egrisi boyunca kesip ylizeyin ortasindan bir sis gecirdigimizi
varsayalim. .J; involusyonu bu yiizeyi 7 kadar dondiiriir. J; involusyonunun (ay, z1)
ciftini (aqg, x2) ciftine tasidigini agikca gorebiliyoruz. Dolayisiyla

Ji(ay) = as ile Gergek 6.1 kullanarak A, = J; A, J; ! ve

Ji(x1) = x5 ile Gergek 6.1’den X, = JleJl_1

seklinde yazabiliriz. Bu takdirde

Xo Ayt = Xo( N AT = (WX T (AL X L) = (X LXT DL

seklinde yazabiliriz. X, A" carpimini yazarken ii¢ adet involusyon; .J;, X1I;X; ' ve

1’1 kullanmis olduk.

Sekil 11.5. .J; involusyonu

Simdi (aq, z1) ¢iftini (a3, x3) ¢iftine tagiyan bir J5 involusyon vardir dyleki x; egrisini
sabit tutup x3 egrisini x, egrisine kaydirirsak J, homeomorfizmasini gorebiliriz. J;

icin yaptiklarimiz1 .J, i¢in de yaparsak;
XA = [L(Xi LX)

elde ederiz. Yani X 3A3_1 carpimini yazarken ek olarak ./, involusyonunu kullandik.
Simdi bunlar1 Es. 11.1 denkleminde yerine yazarsak;

Ay = [(Xlllel)[l] [Jl(Xlllel)IlJl} [Jz(Xlllel)[lJQ]

olur. Yiizeylerin siniflandirilmasi teoreminden, A, Dehn burgusunu varsayimdaki C
Dehn burgusuna gétiiren bir homeomorfizma vardir. Yani C' Dehn burgusunu da dort

adet involusyonun carpimi seklinde yazabiliriz.
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O

Teorem 11.2. (Brendle ve Farb, 2004): Yonlendirilebilen, kapali, baglantili ve cins
sayis1 g > 3 olan Y, ylizeyinin gonderim simf grubu 6 tane involusyon tarafindan

dretilir.

Kanit. Bu teoremi kanitlarken, a; egrisi etrafindaki Dehn burgusunu yazarken hem A;
hem de 7T,, notasyonunu kullanacagiz. Lickorish, yonlendirilebilen, kapali, baglantili
ve cins sayist g > 3 olan X, yiizeyinin gonderim simf grubu Mod(X,) nun 3g — 1
tane ylizeyi ayirmayan egri etrafindaki Dehn burgusu tarafindan iiretildigini gostermis-
tir. Bu egriler i¢in bakimz $ekil 11.6. Bu sekildeki Likorish iiretegleri o, as, ..., ay,
B1, Ba, ..., By V€ Y1, Y2, ..., Yg—1 €grileridir. Bu ispatta bu Dehn burgularinin her birinin
involusyonlar tarafindan yazilabilecegini gosterecegiz. >, yilizeyimizi Sekil 11.6°daki
gibi alalim. "R" homeomorfizmasi yiizeyimizi 27 /¢ kadar saat yoniinde dondiiren ho-
meomorfizma olsun. ay, 31 ve ;e defalarca "R" homeomorfizmasini uygularsak, bii-
tiin Likorish iireteclerini elde ederiz. Yani;

Her 0 <m < g — ligin R™ (o), R™(B1) ve

her 0 <m < g — 2i¢in R™(v)

3g — 1 tane Lickorish iireteclerini verir.

Sekil 11.7°deki gibi yiizeyin ortasindan gecen p; ve py involusyonlar: yiizeyimizi 7
kadar dondiirsiin. Ik 6nce p, sonrasinda p; involusyon uygularsak, R homeomorfiz-

masini elde ederiz.
Ry = p1py olur.

Dolayisiyla R iki adet involusyonun ¢arpimindan elde edilir. $imdi 7,,, 73, ve T’,, "leri
involusyonlarin ¢arpimi seklinde yazarsak ispatimizi tamamlamis olacagiz.

B, yerine R?(3;) egrisini alalim. Kolaylik olsun diye R?(3;),«; ve ~y; egrilerine sira-
styla 8, a ve v diyelim.

B, a ve «y egrileri etrafindaki Dehn burgularini involusyonlarin ¢arpimi ile yazilabile-
cegini gostermek icin her seferinde iliski 6.4’ii yani lantern iligkisini defalarca kulla-
nacagiz.

Lantern iligkisindeki sinir egrileri olan a4, as, a4 egrileri yerine sirasiyla o, 5 ve v

egrilerini alalim. Lanterndeki a;, a4 ikilisini as, as ikilisinden ayiran x;’1 de Sekil
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Sekil 11.6. R homeomorfizmasi

Sekil 11.7. p; ve p, involusyonlar1

11.8’deki gibi alalim. Burada p,(a;) = x; oldugundan p1, Iliski 6.4’deki I, involusyo-
nunun gorevini goriir.

Boylece Iligki 6.4’ ten;

T, = Ay = (XA (X247 1) (XA

= (XT, ) (X2 A7) (XT3

= (XWX WG LX) LT [J(X LX)

= [(Xip X7 Y] [H(Xap XY 1] [To(Xap X ) pr Ja]

elde ederiz. p; ve p; involusyonlar1 daha 6nce R homeomorfizmasini iiretmek i¢in kul-
lanmistik. Dolayisiyla 7°,’y1 3 tane farkli involusyonun ¢arpimi seklinde yazabiliyoruz.
Biz simdi Y, yiizeyimizin farkli bir gomiiliisiinii ele alalim. Burada J3 involusyonu 3

egrisini sabit tutup ag egrisini a4 egrisine tagisin. Dolayisiyla J3./5 involusyonu x3 eg-
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Sekil 11.8. a4, a, ikilisini a,, a3 ikilisinden ayiran z; egrisi

risini sabit tutup a,; egrisini a4 egrisine tasisin. 73 Dehn burgusunu yazarsak;

Tp = Ay = (X A7) (Xo A7 )(X3AL)

= (T, ) (XA ) (KT

= [(X101 X7 Dp1] [N (X X7 1] [Jsdo(Xapi X7 1) p1JaJs)

elde ederiz ki sadece oncekilerden farkli olarak .J5 involusyonunu kullanmis olduk.
Benzer olarak z; egrisini sabit tutup a, egrisini a4 egrisine tastyan J4 involusyonu var-
dir. Son olarak 7, Dehn burgusunu yazarsak;

T, = A = (AT (XA ) (X457

= (X1 T3 ) (X A7) (XT3

= [Ju(XG AT J] [ (X AT ] [ (X AT Is)

olur ki burada .J; involusyonu M. Kassabov’un belirtmesi iizerine anlagilmistir ki yeni
bir involusyon olmayip .J.J5.Jo involusyonlariin ¢arpimidir. Dolayisiyla Likorish {ire-

teclerinin hepsini 6 adet involusyon ile elde etmis olduk. 0

Kassabov ise (2003) makalesinde cins sayis1 g > 3 i¢in Y, ylizeyinin gonderim sinif

grubunun
e cins say1s1 g > 7 icin 4 adet involusyon,
e cins say1s1t g > 5 icin 5 adet involusyon,
e cins sayis1t g > 3 i¢in 6 adet involusyon

tarafindan tiretildigini gostermistir.
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12. SONUC VE ONERILER

Kapali, yonlendirilmis, baglantihi X, yiizeyinin gonderim smif grubu, Mod(%,) nin,
tirete¢ kiimeleri tizerine pek ¢ok arastirma bulunmaktadir. Bu arastirmalar 1920’11 y1l-
larda baslamistir. Max Dehn, gonderim siif gruplarinin cebirsel yapisini inceleyen
ilk kisidir. Kapali, yonlendirilmis bir yiizeyin génderim sinif grubunun sonlu pek ¢ok
burgu tarafindan tiretildigini ispatlamigtir. Dehn burgularinin mertebesi sonsuz olmakla
beraber yiizeylerin gonderim simif gruplarini tiretmekte 6nemli rol oynamaktadir. Dehn,
yaptig1 calismalarda cins sayist g > 3 igin Mod(3,) nin 2¢g(g — 1) tane Dehn burgusu
tarafindan iiretildigini gostermistir. Daha sonra Lickorish (1964) makalesinde, 3g — 1
tane yiizeyi ayirmayan egri etrafindaki Dehn burgusunun bu grubu iirettigini goster-
mistir. Son olarak Humphries, (1979) makalesinde g > 2 i¢in bu saymin 2g + 1 tane
oldugunu ve bu saymnin Mod(X,)’yi tiretmek i¢in gerekli olan minimum Dehn burgusu
sayisint oldugunu ispatlamistir. Bu say1y1 daha da diisiirmek miimkiin olmadigindan,
yiizeylerin gonderim sinif gruplarinin, Dehn burgularindan bagka iirete¢ kiimeleri ile
tiretilebilir mi sorusu akla gelmistir.

Mod(%,)’ nin farkl iirete¢ kiimelerini bulmak i¢in yapilan ¢alismalarda Wajnryb (Te-
orem 9.2), g > 3igin X, yiizeyinin gdnderim siif grubunun S ve By 1B, ! elemanlari
tarafindan {iiretildigini gostermistir. Burada S homeomorfizmasinin mertebesi 4g + 2
ve Bg_lBQ*1 homeomorfimasinin mertebesi sonsuzdur. Korkmaz ise Teorem 9.3’de,
g > 2 igin kapal yonlendirilmis ¥, ylizeyinin gonderim simf grubunun, mertebesi
4g + 2 olan S elemani ve mertebesi sonsuz olan B elemani tarafindan iiretildigini is-
patlamistir. Bu iireteclerde bir tane de olsa mertebesi sonsuz olan eleman vardir. Tim
iretecleri sonlu mertebeye sahip iiretecler kiimesi iizerine de calismalar yapilmustir.
Brendle ve Farb "Every Mapping Class Group Genereted by 6 Involutions" (Brendle
ve Farb, 2005) makalesinde g > 1 i¢in yonlendirilmis kapali >, ylizeyinin gonderim
sinif grubunun, ii¢ tane sonlu mertebeye sahip eleman: p;, () ve S tarafindan iiretildi-
gini gostermislerdir. Bu elemanlarin mertebeleri sirasiyla 2, 2g + 2 ve 4g + 2°dir. Daha
sonra Korkmaz Teorem 10.2°de, g > 3 i¢in M od(Zg)’nin mertebeleri 4g + 2 olan S ve
BSB™! elemanlar tarafindan iiretildigini gdstermistir. Bu iirete¢ say1st minimumdur,
daha az iiretec tarafindan iiretilemez. Ciinkii génderim sinif grubu devirli olmadigin-

dan bir eleman tarafindan iiretilemez.
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Sirada M od(X,)’nin sonlu mertebeye sahip tireteclerinin mertebelerini ne kadar kiigiil-
tebiliriz sorusu akla gelmektedir. Ilk olarak Mc Carthy ve Papadopoulos, Mod(3,) nin
involusyonlardan (mertebesi iki olan eleman) olusan iirete¢ kiimesini bulmuslardir. Mc
Carthy ve Papadopoulos (1987) makalesinde, cins sayis1t g > 3 i¢in Mod(%,) nin
belli bir involusyonun (Sekil 11.1) sinirsiz sayida eslenigi tarafindan iiretildigini is-
patlamislardir. Daha sonra Luo, (Teorem 11.1), sonlu sayida involusyonun, daha da
acik yazacak olursak, Mod(X,) nin (2g + 1).6 tane involusyon tarafindan iretildigini
gostermistir. Luo’nun ispatinda, involusyon iireteclerinin sayisinin sonlu, ancak cinse
bagh oldugu goriilityor. Dolayisiyla iirete¢ sayisinin cins sayisindan bagimsiz bulunup
bulunamayacag: arastirilmigstir. Brendle ve Farb (2004) makalelerinin ana teoreminde,
cins sayis1 g > 3 yiizeylerin géonderim sinif gruplarimin 6 tane involusyon tarafindan
tiretildigini gostermiglerdir. Yukarida bahsettigimiz sonuglar g > 3 i¢in dogrudur.

Simdi cins sayisin1 daha da diisiirebilir miyiz ona bakalim:

e Cins sayis1 g = 0 i¢in ylizeyimiz bir disk yiizeyidir. Diskin gonderim sinif grubu

tek elemanli (birim eleman) grup olan bariz gruptur.

e Cins sayisi g = 1 i¢in torus yiizeyini elde ederiz. Dolayisiyla Mod(%,) = SLyZ
oldugundan 2 x 2 tipinde det = 1 olan matrislerden olusur. Bu grupta ise sadece

bir adet involusyon

bulunmaktadir.

Dolayisiyla bu involusyon S L, Z grubunu iiretmek icin yeterli degildir.

e Mc Carthy ve Papadopoulos g = 2 i¢in Mod(35) nin involusyonlar tarafindan
tiretilen alt grubunu inceliyor ve bu grubun gdnderim sinif grubunu iiretmek i¢in
yeterli olmadigin1 gostermislerdir. Dolayisiyla ¢ < 2 olan yiizeyler icin, invo-
lusyonlar bu yiizeylerin gonderim sinif grubunu iiretmeye yetmez.

Kassabov cins sayis1 g > 7 igin Y, yiizeyinin gonderim sinif grubunun 4 adet

involusyon tarafindan iiretildigini gostermistir.
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O zaman bu involusyon sayisin1 daha da diisiirebilir miyiz sorusu akla geliyor.

Mod(%,) devirli bir grup olmadigindan 1 tane involusyon tarafindan iiretilemez.

Mod(%,) dihedral bir grup olmadigindan 2 tane involusyon tarafindan iiretile-

mez.

Sorular

Soru 1: Mod(X,), 3 adet involusyon tarafindan tiretilebilir mi?

Simdiye kadar herhangi bir yiizeyin gonderim sinif grubunun 3 adet involus-
yon tarafindan iiretildigi gosterilememistir. Bunun aksine 3 adet involusyonun
gonderim sinif grubunu iiretmeye yetmeyecegine dair de herhangi bir ¢calisma

yapilamamustir.

Kassabov (2003) makalesinde, Brendle ve Farb (2004) makalelerinde (Teorem
11.2) g > 3 olan Y, ylizeyinin génderim simf grubunun 6 tane involusyon ta-
rafindan iretildigini gostermiglerdir. Kassabov ayn1 makalesinde g > 5 i¢in X,
yiizeyinin gonderim sinif grubunun 5 adet involusyon ile iiretildigini gostermis-

tir. Dolayisiyla agsagidaki sorunun cevabi halen bulunamamastir.

Soru 2: 3 < g < 5igin Mod(X,), 5 adet involusyon tarafindan iiretilebilir mi?

Kassabov (2003) makalesinde g > 7 i¢in 3}, yiizeyinin gonderim sinif grubunun
4 adet involution tarafindan iiretildigini gostermistir. Ancak asagidaki sorunun

cevabi halen agiktir.

e Soru3:3 < g < Ticin Mod(X,), 4 adet involution tarafindan iiretilebilir mi?
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