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OZEL DURUMLAR iLE iNCELENMESIi
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Balikesir Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

(Doktora Tezi / Tez Damsmani : Yrd. Dog. Dr. A. Sinan CEVIK)

Balikesir, 2003

Bu tez, bazi sonlu grup genislemelerinin nilpotentligini ve ¢6ziilebilirligini
inceler. Bunu yapmak i¢in, bu gruplarin sunuslar1 kullanilmugtir. Diger bir deyisle,
bu sunuglar tizerine baz1 cebirsel 6zellikler uygulayarak, bu sunuslarla temsil edilen
gruplarin nilpotentlik ve ¢oziilebilirligi verilmistir.

Bu doktora tezi dort boliim igerir.

Birinci béliimde genel anlamiyla gruplar, sunuslar ve grup genislemeleri
izerinde baz1 temel cebirsel 6zellikler tekrar tammlandi. Bu boliimiin amaci, bu
temel verileri tezin diger béliimlerinde kullanmaktir.

Ikinci boliimde serbest garpimlar, birlestirilmis serbest carpimlar, HNN
geniglemeler ile elde edilen gruplamt ¢aligtik ve sonra gruplarin bu tiirlerinin
nilpotentligi ve ¢oziilebilirligi hakkinda bazi orijinal sonuglar verdik.

Boliim 3’ te, grup genislemelerinin bir 6rnegi olan iki sonlu grubun yan-
direkt ¢arpimini galigtik ve sonra bu tezin amaglar1 dogrultusunda bu béliimiin ana
sonuglarim verdik.

Son béliimde, yari-direkt ¢arpimin anlamimin ayrik genisleme olmasinin
dogal bir sonucu olan iki sonlu grubun standart wreath ¢arpimi {istiinde ¢aligtik.
Daha sonra, 6nceki béliimlerde elde edilen sonuglarin genislemesi olan, bu wreath
¢arpim hakkinda baz1 ana sonuglar elde ettik.

ANAHTAR SOZCUKLER: Nilpotentlik / p-nilpotentlik / (siiper)
¢oziilebilirlik / grup sunusu / grup genislemeleri / (birlestirilmis) serbest ¢arpim /
HNN genislemeleri / yari-direkt carpim / (standart) wreath g¢arpim / Reidemeister-
Schreier Metodu / Tietze Doniistimleri
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ABSTRACT

THE EXAMINATION OF SOME GROUP EXTENSIONS
UNDER THE SPECIAL CASES

Mehtap YILMAZ
Balikesir University, Institute of Science, Department of Mathematic
(Ph. D. Thesis / Supervisor : Yrd. Dog. Dr. A.Sinan CEVIK

Balikesir — Turkey, 2003

This thesis examines the nilpotentency and solvability of some finite group
extensions. To do that, the presentation of these groups. has been used. In other
words, by applying some algebraic properties on these presentations, the
nilpotentency and solvability of the groups represented by these presentation has
been given.

This Ph.D thesis contains four chapters.

In the first chapter, in general some fundamental algebraic properties on
groups, presentations and extensions of groups are recalled. The aim of this chapter
is to use these fundamental data through the other chapters of the thesis.

In the second chapter, we studied the groups obtained by free products,
amalgamated free products, HNN extensions and then gave some original results
about the nilpotentency and solvability of these types of groups.

In Chapter 3, we studied the semi-direct product of two finite groups which is
an example of group extensions and then gave the main results of this chapter in line
with the aim of this thesis.

In the final chapter, we worked on the (standard) wreath product of two finite
groups which is a natural consequence of the semi-direct product. Then, we obtained
some main results about this wreath product, that are extensions of the results
obtained in the previous chapters.

KEY WORDS : Nilpotentency / p-nilpotentency / (super) solvability / group
presentations / group extensions / (amalgamated) free product / HNN extensions /
semi-direct product / (standard) wreath product / Reideimeister-Schreier Method /
Tietze Transformations
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SEMBOL LISTESI

: n! mertebeli simetrik grup

!
: % mertebeli alterne grup

: 4 grubu G grubunun alt grubudur
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: @ elemaninin mertebesi

: 4 grubu G grubunun normal alt grubudur

: G grubunun merkezi

: A ve B gruplarinin direkt carpimi

: G grubunun komiitatér alt grubu

: a ve b elemanlarnnin komiitatér eleman:
: tam sayilar kiimesi

: m mertebeli devirli grup

: x elemamnin denklik sinfi
: x elemanina ait yan climle temsilcisi

: G grubunun sunusu

: x iiretegli ve r bagintili grubun sunusu
: x eleman ile tretilen sonsuz devirli grup

: x eleman ile tretilen m mertebeli devirli grup

: A ve B gruplarinin serbest ¢arpimi
: 4 ve B gruplarinin birlestirilmis serbest ¢arpimi

: HNN genislemenin taban grubu

: G, grubunun HNN genislemesi

: 4 ile B gruplarimin yari-direkt ¢arpimu
: 2n mertebeli dihedral grup

vii



A=B
AlB
0(x)

: 4 grubu B grubuna izomorftur ,
: 4 grubu ile B grubunun standart wreath ¢arpimi

:0:4- B, x> 6(x) olacak sekilde grup homomorfizmasi
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1. BAZI CEBIRSEL TANIMLAR VE TEOREMLER

Bu boliimde verilen bilgiler standart olup, [1, 2, 5, 6, 11, 12, 13, 18, 19, 22,
23] gibi kaynaklarda bulunabilir. Buradaki amag 2., 3. ve 4. Béliimler igin gerekli

olan temel bazi cebirsel tanim ve teoremleri tanimlamaktir.

1.1 Coziilebilir Gruplar

1.1.1 Tamm Bir G grubunun H,,H,,..,H, alt gruplarim diisiinelim.
H,={l,} ve H,=G olmak iizere, her bir i=12,...,n i¢in H, < H,,, ozelligini

saglayan
{1,})=H,<H <..<H, =G

serisine, G grubunun alt normal serisi denir.

1.1.2 Tanmm 1.1.1 Tamim’ daki alt normal seride eger her H’%I bsliim

grubu degismeli ise, bu seriye G grubunun degismeli serisi denir.

1.1.3 Tanmm G grup ve H,,H,,..,H, de G grubunun alt gruplar1 olsun.
Eger G grubu, H"% boliim grubu degismeli olacak gekilde bir alt normal seriye

sahipse, G grubuna ¢oziilebilir grup denir.

1.1.4 Ornek S, grubunun ¢oziilebilir oldugunu gosterelim. Bu grup,

{1 s, ),(123),(132),(12),(13),(23)} elemanlarindan olusur ve

(I} = Hy <{(1),(123),(132)} < H, = S,



alt normal serisi vardir. Bu serideki |I_%s ) =3 ve

H%{l t =2 oldugundan

boliim gruplan devirli ve dolayisiyla defigmelidir. Bu nedenle alt normal seri

degismeli seri oldugundan S, grubu ¢oziilebilirdir. ///

1.1.5 Tanmm G ¢oziilebilir bir grup ise, G grubunun en kisa degismeli
serisinin uzunluguna G grubunun tiiretilmis uzunlugu denir. Eger G grubunun
tiiretilmis uzunlugu 0 ise grup asikardir, 1 ise grup degismelidir, 2 ise grup

metabeliyandir denir. 1.1.4 Ornek’ te verilen S, grubu metabeliyan bir gruptur.

1.1.6 Teorem Coziilebilir bir G grubunun herhangi bir M alt grubu da
¢oziilebilirdir.
Ispat: G cozilebilir bir grup ve M grubu da G grubunun alt grubu olsun. O

zaman G grubunun,
{1,}=Hy<H <..<4H, =G

seklinde bir degismeli serisi vardir. Bu durumda her bir i=0,1,2,..,n igin

M, =M n H, alalim. Ispati tamamlamak i¢in M grubunun,
{1} =M, <M, a..<M, =M
bigiminde bir degismeli serisi bulunmalidir,

ik olarak M, < M,,, oldugu gdsterilmelidir. Bunun igin, ae M N H, ve
be MNH,, almrsa, b~'abe M N H, oldugunu goéstermek kolaydir. Béylece

MnH, «MnH,, vedolayisiyla M, < M, olur.

Ayrica her bir i=0,1,2,..,n i¢in M"%/I boliim gruplarinin degismeli
oldugu gosterilmelidir. Burada M %4 _M “”'%4 Ay, ositligi saglanir. 2

Izomorfizma Teoremi’ nden dolayr bu grup, (MmH“')H%{ boliim grubuna

izomorftur. Gergekten,



(MmHn-l.)Hi ~MmHi+l _MﬁH’-%
H, = (MAH,)NH, = MA(H,, AH)

olur. Ayrnica H,<H,, oldugundan bu grup, M [nH,%/{m H olur ki bu,

M '%/1- boliim grubu demektir. Boylece,

(MmHiq-l)H: :Mn-l
Hi a Mi

elde edilir. [1] deki Karsilik Gelme Teoremi’nden (MnH“')H%II < H'%{i
olur. Hipotezden, HI%I, bslim gruplar degismeli oldugundan, MI%/[, boliim
gruplar da degismelidir. Boylece M grubunun,
{I;}=M, <M, a..<M,=M
biciminde degismeli serisi elde edildiginden, M grubu ¢oziilebilir bir gruptur. 0
Asagidaki 6n teorem [22]° de bulunabilir.

1.1.7 On Teorem (Dedekind Kurali) G bir grup ve 4, B ve C gruplan da

B < A olacak sekilde G grubunun alt gruplari olsun. Bu durumda,
AN(BC)y=B(ANC)

esitligi saglamir. Burada BC ve B(ANC) gruplarmin G grubunun alt grubu

olmasina gerek yoktur.

1.1.8 Teorem G grubu ¢ozilebilir ve K <G ise, G/K boliim grubu da

¢Oziilebilirdir.
ispat: Hipotezden G grubu ¢&ziilebilir grup oldugundan,

{(I,}=H,<H <..<H,=G



‘seklinde bir degismeli serisi vardir. Ispat igin dnce K <G ve H,<H,,
(i=0,1,2,..,n)iken KH, < KH,,, oldugu gosterilmelidir. Bunun i¢in, y € KH, ve

xe KH,,, alimrsa bu durumda, y=kh olacak sekilde k, €K, heH, ve

i

€ H,,, vardir. Bu durumda x~'yxe KH,

i+]

x=k,h, olacak sekilde k,e K, h

oldugunu géstermek kolaydir. Bu KH, < KH,,, oldu@u anlamina gelir. Boylece,
K<aKH «..<KH, =G

serisi elde edilir. Bu durumda,

{1(;}=1%<<K”%<<...<KH%<=G/K (1.1)

serisi bulunur. Bundan sonra (1.1) serisindeki bsliim gruplarinin degismeli oldugu

KHH-I
gosterilmelidir. Bunun i¢in, 0</<n olacak sekilde %{/ boliim
'K

grubunu alalim. 3. Izomorfizma Teoremi’nden dolayt bu grup, KH"%{H_ b6lim

(KH))H,,
KH

1

grubuna izomorftur. Son bdliim grubunun oldugu agiktir. 2.
. . H, e
Izomorfizma Teoremi’nden dolay:r bu grup, %KH,) NH, boliim grubuna

i ¢ ’ Hy,
izomorftur. 1.1.7 On Teorem’ den bu grup, ‘/Hi (KNH,) olur.

Hipotezden H,<H,, ve H,%{ degismelidir. Bu  durumda

H,-SH,(K(WH f[,(Kf\HH])H SHM

i

)< H,,, olacagindan H elde edilir ve

i+l

H,%[. bslim grubu degismeli oldugundan H (K nHiH)H. <H i%{_ bulunur.

3.Izomorfizma Teoremi’ nden dolayi,

H,-%
H:‘

~H:+
H(KnH,)/ = %ﬂKnHM)
Hi

4



K,/
degismeli oldugundan, K XH boliim grubu da degismelidir. Boylece
/'K

G/K grubunun degismeli serisi elde edildiginden dolayr bu grup, ¢6ziilebilir bir

gruptur. (1

1.1.9 Teorem M <G olsun. Eger M ve %/I ¢oziilebilir ise, G grubu da
¢oziilebilirdir.

Ispat: Hipotezden G/M ¢ozilebilir oldugundan,
M/ _G G G/ -G
V0= %<t <<=Vt a2
. Glﬂ/
degismeli serisi vardir. 3. Izomorfizma Teoremi’nden dolay: M G / grubu,
‘M

G’% grubuna izomorftur ve bu grup da degismeli olur.

Diger taraftan, M ¢oziilebilir oldugundan {lg}=M, <M, <.. <M, =M

degismeli serisi vardir. (1.2) degismeli serisi var oldugundan Kargilastirma Teoremi

geregince,
M=G,<G, «..4G, =G
degismeli serisi de vardir. Béylece,
{l;}=M, <M <a..aM =M =G, <G, 1..4G, =G

olur. Bu durumda, G grubu i¢in béliim gruplar degismeli olan bir seri elde edilir.

Bu nedenle G ¢oziilebilir bir gruptur. O

1.1.10 Tamm H ve K gruplari, birim elemanlan sirasiyla 1,, ve 1, olan

gruplar olsun. Bu gruplanin H x K kartezyen ¢arpim kiimesi iizerinde tamml ikili

islem ise,

(a,b)a,,b,) =(aa,,bb)) (a,a, € H ve b,b, € K)

5



seklinde tanimlansin. Bu ikili isleme gére H x K kiimesi bir grup yapisi olusturur.
Bu grubun birimi (1,,1,) elemanidir ve (a.b) elemanlarinin tersi (a™,b™")

seklindedir. Bu gruba H ile K gruplarinin direkt ¢arpimi denir ve mertebesi,
|H x K| =|H]||K]
seklindedir. Direkt ¢arpim grubunda, hem A hem de K grubu H x K grubunun
normal alt grubudur. Ayrica 1.7 Boliim’ de agiklanacag: gibi,
l>H—>HxK—>K->1

oldugundan bu grup bir genislemedir.

1.1.11 Sonug¢ H ve K ¢oziilebilir ise, H x K ¢oziilebilirdir.
ispat: G=HxK ise H<aG ve %I = K dir. Bu nedenle, 1.1.9 Teorem’

den G grubu ¢oziilebilirdir. O

1.1.12 Sonug¢ Sonlu her p-grubu ¢oziilebilirdir.

Ispat: IGI lizerinden tiimevarim uygulayalim. [23]’ de G sonlu p-grubu
olmak tizere, eger G grubu birden fazla elemana sahipse, Z(G) grubu da birden fazla

elemana sahip oldugundan |Z(G)|#1 olur. Bu durumda %(G) mertebesi G

grubunun mertebesinden kiigiik olan bir p-grubudur. Ciinkii her G grubu ¢éziilebilir

oldugundan %(G) bolim grubu da ¢oziilebilirdir. Z(G) grubunun ¢dziilebilirligi

de agiktir. Z(G)< G, %(G) ile Z(G) ¢oziilebilir oldugundan, 1.1.9 Teorem’ den

G grubu ¢oziilebilirdir. 0

1.2 Komiitator Alt Gruplar ve Tiiretilmis Seriler

Coziilebilir gruplara bir diger yaklagim, komiitator alt gruplar ile olur.



1.2.1 Tanim G bir grup ve a,b € G olsun. G grubunun [a,h] = aba™'b™" ile
gosterilen elemanina, a ile b elemanlarinin komiitatorii denir. G grubunun biitiin
komiitatorleri tarafindan iiretilen alt gruba, komiitatér alt grup denir ve G ile

gosterilir. Yani G' =[G,G] olur.

1.2.2 Teorem G grubunun biitiin [a,b] = aba™ b~ komiitatorlerinin kiimesi
G normal alt grubunu iiretir ve de % degismelidir. Ayrica N < G olmak iizere
% boliim grubunun degismeli olmast igin gerekli ve yeterli kosul G <N
olmasidir.
ispat: G’ =[G,G] =<[h,k] theG, ke G) seklinde gosterilir. G grubunun
G grubunun normal alt grubu oldugunu gostermek igin ¢ G alalim. Bu durumda
a=[hk]=hkh 'k olacak sekildc he G ve ke G vardir. Herhangi bir ge G
alalim. Bu durumda,
glag = g7 (hkh™ k™) g = (g7 hkh™ Y1)k g) = (g7 hkh™ )(gg "' Yk ' 8)

= (g™ hkh™ gk kg )k ) = (g " Wk(g™ W)k 1(kg k' )
oldugundan, g™'ag € G  bulunur. Béylece, G < G olur.

G/ i o . . " . G/
Ayrica /G niin degismeli oldugunu gdstermek icin x, ye /G alinirsa,

bu durumda, x = aG ve y = bG olacak sekilde a, he G vardir. Buradan G <G

oldugu kullanilarak,
xy=(aG Y bG )= (ab)G = (ab)(1,)G = (ab)(b'a 'ba)G = (ba)G = yx
5 . . G/ dedi . 1
oldugu agiktir ve bodylece /G degismelidir.

N <G ve % degismeli olsun. Bu durumda, (a™' N)(b™'N) = (b"'N)(a™' N)

ve buradan (aba™ b™')N =N oldugundan aba™ b™' € N elde edilirki bu, G < N

demektir.



Tersine, G < N olsun.
(@N)(bN) = (ab)N = (ab)(b™'a™'ba )N = (ba)N = (bN)(aN)

oldugundan, % degismelidir. O

1.2.3 Tanim G grubunun,
G=GP>2G"2G® >.. ve G"" =(G"Y

seklindeki azalan normal serisine tiiretilmis serisi denir. Bu serinin 1’ e ulasmasina

.. . - () st o - .
a da sona erdirilmesine gerek yoktur. Biitiin G" s DOlim gruplar degismeli
Y y G( ) grup BI3

gruplardir. Bunlarin ilki G/G olur. Bu en genis degismeli boliim grubudur ve G,

olarak da gosterilir.
Asagidaki sonug [23] de gosterilmistir.

1.2.4 Teorem Eger G grubu {l,}=G, <G, 9..9G, =G degismeli

serisine sahip ¢oziilebilir grup ise, her i igin G’ <G, _ olur.

ispat: i {izerinden tiimevarim uygulayarak ispat yapilir.
e i=0igin G =G=G, oldugundan G <G, elde edilir ve ifade
dogrudur.

o i=k igin GY <G, olsun. GV <G, ,,, oldugu gosterilmelidir.

n-(k+1)

O"%; degismeli oldugundan, 1.2.4 On Teorem’ den (G,,) <G
n-(k+1)

oldugu agiktir. Boylece,
GUH.I) = (G(k))’ < (Gn—-k )‘ < Gn—(k+l)
olur. 0

1.2.5 Teorem Bir G grubunun ¢oziilebilir olmast igin gerekli ve yeterli kosul

herhangi bir n tamsaysi i¢in G = {I..} olmasidur.



ispat: {1,}=G, <G, <..<4G, =G ¢oziilebilir bir seri olsun. 1.2.5

Teorem’ den dolay1 G <G,_, =G, ={1,} oldugundan, G’ ={1,} olur.

-n

Tersine  herhangi  bir »n  tamsayist icin G" ={1,} ise
G=G"2G">G? >..2G" ={I,.} oldugundan bu seri, G igin ¢oziilebilir bir

seridir. [}
Asagidaki sonuglarin ispatlari [1, 13]” de bulunabilir.

1.2.6 On Teorem A, alterne grubunun basit olmas: igin gerekli ve yeterli

kosul n # 4 olmasidir.
1.2.7 On Tcorem Coziilebilir basit gruplar asal mertebeye sahiptirler.

Yukaridaki sonuglara bagli olarak 1.2.8 Teorem ¢oziilebilirlikle ilgili dnemli

bir 6zelliktir.

1.2.8 Teorem n 25 igin S, ¢oziilebilir grup degildir.
Ispat: Olmayana ergi yontemini kullanalim ve #>5 igin S, ¢oziilebilir grup

olsun. 1.1.6 Teorem’ den A4, grubu ¢oziilebilir olmalidir. Bu durumda 4, grubu

degismeli bir seriye sahiptir ve bu seri,
{Us )}=Hy<H <..<H, =4,
olsun. Bu serideki biitiin H’% boltim gruplari degismelidir. Ayrica H, = A4, ve

O0<i<k igin I, # A, olur. Budurumda H,_ # H, = A, oldugu agiktir. Burada

H,, < H, oldugundan H, < 4, elde edilir. 1.2.7 On Teorem’ den A, basit grup

oldugundan, H,_, ={(I5 )} olur. FFakat H%I boliim grubu degismeli ve ayrica,
’ k-1

H, - A/ _ /V
Hy Hy {(ls,, )}

n

AII



oldugundan 4, grubu da degismelidir. 4, degismeli olmadigindan bu bir ¢eligkidir.

Ayrica 1.2.7 On Teorem’ de de belirtildigi gibi, mertebesi asal sayr olmayan sonlu

degismeli grup basit degildir. Boylece n>5 igin S, ¢oziilebilir grup degildir. O

1.2.9 Tanim G bir grup olsun. Eger G grubu G H devirli olacak sekilde H

devirli bir normal alt grubuna sahipse, G grubuna metacyclic grup denir. Bu

gruplarin ¢oziilebilir oldugu tantmindan agiktir.

[13] de metacylic gruplarin 1.5 BSliim’ de belirtilecek olan sunus kavramiyla

gosterimi asagidaki gibidir.

1.2.10 Teorem A ve B gruplan sirasiyla @ ve b ile iiretilen, p ve ¢ mertebeli

devirli gruplar olmak iizere, p>q olsun ve g asali (p-1) sayisini bolsiin. Bu

durumda A ve B gruplarindan olusan ab mertebeli metacyclic grubun sunusu,
(a,bya” b ,ba=a*b (s #£1(mod p) ve s? =1(mod p)) (1.3)

scklindedir.

1.3 Nilpotent Gruplar
Bir G grubunun alt gruplarinin,

7(G)=G ve y,,G=[y,(G),G] (1.4

olacak sekilde bir zinciri y,(G) olsun. (1.4)’ {in tanimma gore y,, (G) <y, (G)

oldugu cldc edilir. Bu zincire bagli olarak asagidaki tanimlar verilebilir.

1.3.1 Tanim G grubunun G =y,(G) > 7,(G) >... normal serisine azalan

merkez serisi denir.

Yine G grubunun alt gruplarinin,

0 _ 1+l G
Z°(G)={l5} ve Z (G)CZ(/Z,(G))



seklindeki Z'(G) zincirine G grubunun i. en yiiksek merkezi denir. [1]’ deki
Karsilik Gelme Teoremi’ nden, her bir i i¢in, Z'(G)c Z"™'(G) ve Z'(G)<G

oldugunu gérmek kolaydir.

1.3.2 Tamim G grubunun {IG}=Z°(G)CZ'(G)C... seklindcki scrisine

artan merkez serisi denir.

G grubunun azalan merkez serisi ile artan merkez serisi arasindaki iligki,
asagida 1.3.5 Teorem’ de belirtilmigtir. Bu teoremin ispati igin oncclikle asagidaki

on teoremler gereklidir. Bu 6n teoremlerin ispatlart [23]° de bulunabilir.

1.3.3 On Teorem G bir grup, K ve H bunun K 4G ve KcHcG

olacak sekilde alt gruplan olsun. [H,G]c K olmast igin gerekli ve yeterli kosul,

H % C Z(C/K) olmasidir.

1.3.4 On Teorem [ :G — H 6rten homomorfizma olmak iizere, 4 ¢ Z(G)

ise f(A)c Z(H) dir.

1.3.5 Tcorem Herhangi bir G grubu igin meZ  olmak (izere,
Z"(G)=G & y,,,(G)={l,} dir. Ayrca her bir i igin ¥,,,(G) = Z"”'(G) olur.

ispat: Z”"(G)=G olsun. i iizerinden tiimevarim uygulanirsa, i =0 igin
7 (G)c Z2"(G) oldugu agiktir. y,,(G)cZ""(G) olsun. 1.3.3 On Teorem

kullamlarak,
71r2(G) =[7,1(G), Gl < [2"(G),G] < 2"

oldugu gésterilir. Biitiin i tamsayilari i¢in bu saglandiindan, i = m aliirsa,
Yui(G)CZ"™" =Z° ={1;}

oldugundan y,,,,(G) c {l;} bulunur ki bu, y,,,,(G)={1,} esitligini verir.



Tersine  y,,,,(G) ={l5}olsun. Ispati tamamlamak igin V-, (G)cZ7(G)

oldugu gosterilmelidir. j {izerinden tiimevarim uygulanirsa;

=0 iin  7,,(G) ={gtc{lg}=2%G) bulunur. y,,_(G)cZ/(G)

olsun. O zaman, dogal epimorfizmanin kisitlamasi olan,

% G~ % @)

orten homomorfizmas: vardir. 1.3.3 On Teorem’ den [y,,_ G, Gl y,-;(G)

oldugundan, 7”"/(%'“_1(6)(:Z(%MH(G)) olur. 1.3.4 On Teorem’ den

Vo) (G)Z’j (Cy : G B Z'/H(G/ . L
71(G) c7 /Z" @)= 71(G) elde edilir. Bundan bagska,

Z"(G)o Yu-,(G)Z(G) Dy, ,(G) bulunur. Boylece bu durum biitiin j sayilari

i¢in saglandifindan, j =m igin de saglanir. Bu durumda, G =y,(G) < Z"(G) olur
ki buradan Z"(G) =G esitligi ¢ikar. O

1.3.6 Tanim Eger y,,,(G)={l,,} olacak sekilde bir meZ varsa, G grubuna

nilpotent grup denir. Buradaki m tamsayisina G grubunun nilpotentlik sinifi denir.

Eger G, 0. simftan nilpotent ise G ={1,}, 1. simftan nilpotent ise G={1.} ve
degismeli, 2. stniftan nilpotent ise metabeliyan olur. Degismeli olmayan ve (p asal)

p’ mertebeli her grup metabeliyandir [23].
Nilpotent gruplarin baz 6zellikleri

1) [23] e gore G grubunun azalan merkez serisi {1}’ ye ulasiyorsa veya

artan merkez serisi G grubuna ulasiyorsa nilpotenttir.

2) Degismeli her grup nilpotent ve nilpotent her grup ¢oziilebilirdir. Bu

nedenle nilpotent gruplara p-gruplannin bir genellemesi giziiyle bakilabilir.

3) Her bir i igin G < y,(G) olur.



ispat: e i=1 i¢in G =[G,G] ve y,(G) =G oldugu 1.2.1 Tanim ve (1.4)’
den agiktir.

e i=2 icin ispatlayalim. 1.2.1 Tanim’ dan G** =[G",G"] ve (1.4)’ den
75(G) =[7,(G),G] oldugu agiktir.

ae G alalim. Bu durumda, a=[g,,g,] olacak sekilde g, € G" ve
g,€G" vardir. Béylece g, =[b,b,] ve g,=l[c,c,] olacak sekilde
by,b,.c,,¢, € G vardir. Buradan g, €y,(G) ve g, €G olur. Buda aey,(G)

demektir.

Bu sekilde devam edilerek G < y,(G) oldugu goriiliir. (1

4) Eger 7,,(G) = {i(;} ise G" ={l,,} olur.
ispat: (3) den G" cy,(G)={l,} oldugundan G" ={l..} oldugu da

agiktir.
5) [22] de nilpotent her grup asikar olmayan bir merkeze sahiptir.

6) Coziilebilir her grubun nilpotent olmasina gerek yoktur. Ornegin 1.1.4
Ornek’ te S, grubunun ¢oziilebilirdir, fakat nilpotent degildir. Ciinkii asikar bir

merkeze sahiptir.

1.3.7 Teorem Nilpotent bir G grubunun her alt grubu da nilpotenttir.
ispat: H <G ve nilpotent olsun. Ispat i¢in tiimevarim yéntemini kullanalim,

aey (1) alalim. H <G ve nilpotent oldugundan, i=1 i¢in y,(H)cy (G)
oldugu agikur. y,(H) c y,(G) olsun ve c e y,,,(H) alalim. Bu durumda se y, (/1)
ve (e H olacak sekilde c¢=[s,¢] vardir. Boylece cey,, (G) ve her bir i igin
7,u(H)cy,,(G) oldugu kolayca goriiliir. G nilpotent oldugundan
7,0(G) ={1,,} dir ve tiimevarim ispatindan dolay: y,,,(G) = {l,;} oldugu agiktir. Bu

isc A alt grubunun nilpotent olmasi1 demektir. O

1.3.8 Teorem G nilpotent bir grup ve /{ <G ise, %1 béliim grubu da

nilpotenttir.



ispat: f:G — L 6rten homomorfizma olsun. Tiimevarim ile her bir i igin
7, (L)< f(7,(G)) oldugunu gosterelim. i=1 ig¢in y (L)=L ve Oortenlikten
f(G)=L oldugundan f(y,(G))=L olur ve buradan y,(L)c f(7,(G)) oldugu

aciktir. ¥, (L) < f(7,(G)) olsun. Hipotez kullanilarak,

V(L) =[7,(L), L1 < [f7:(G), {G)] = (7., (G))

oldugu gosterilebilir. Boylece her bir i igin y,(L) € f(y,(G)) oldugu gosterilmis

olur.

H <« G oldugundan %1 béliim grubunu tanimlayabiliriz. f:G——)%I

dogal epimorfizmadir ve homomorfizma olmasini kullanarak, her/ igin,
G . - o ] — i
7G)e 10,60 = 1 =) )

oldugu goriiliir.  Boylece, y,(%):{l%} olur ki bu %I bolim grubunun
!

nilpotent oldugu anlamina gelir. (]

1.3.9 Uyan 1.1.9 Teorem’ i disilinelim. Bu teorem nilpotentlik i¢in dogru

degildir. Yani, K <G ve K ile % boliim grubu nilpotent ise G grubu nilpotent

olmayabilir. Ornegin S, simetrik grubu distiniilirse, 4, <5, ve 4, ile SA
3

degismeli isc 1.1.9 Teorem geregi S, grubunun da nilpotent olmasi gerekir ancak,

S, nilpotent degildir.
Direkt ¢arpimlarla ilgili asagidaki 6n teorem [22]’ de bulunabilir.

1.3.10 On Teorem G = H x K olsun. Bu durumda,
a) Eger h,h, e H ve k., k, e K ise, [(h,k), (", k)] =([h,h]1k,k5])
olur.

b) Eger H, ile H, gruplan A" nin ve K, ile K, gruplann K grubunun alt
gruplanise, [H,xK,, H,xK,]=[H,, H,]x[K,, K,] olur.
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ispat: a) h,,h, e H ve k,k, € K alahm. Budurumda,

[y, k), Chy o ey)T = Chy ok YRy Ky YR R ) (B k)™
= (hy k) ke, YT k(RS kS
= (hlhzh,"hg‘ ,k,kzkl“k;‘)
= ([h,h,), Tk, K, 1)

elde edilir.

b) [(h.k,),(h,.k,)]e [H, xK,, H,xK,] alinirsa, (a)’ dan dolay
(A k), (hy k)] e[H,, Hy]x[K,, K,] dir. Tersine ([A 7y ), [k k1) €
[H,, H,]x[K,, K,] alinirsa yine (a)’ dan ([h,h;],[k.k,]) €e[H xK,, H,xK,]

bulunur, 0]

1.3.11 Teorem G grubu sonlu sayida nilpotent grubun direkt ¢arpimi ise G
grubu da nilpotenttir.

ispat: Oncelikle iki nilpotent grup igin bunun dogrulugu ispatlanirsa,
tiimevarim yoluyla sonlu sayidaki grubun direkt ¢arpimina genisletilebilir. Bunun

icin G = H x K olsun ve
y.(HxK)=y,(H)xy (K)

oldugunu gosterelim. Ispat igin i tizerinden tiimevarim uygulayalim.

o i=1icin (1.4) den,
y\(HxK)= HxK =y,(H)x7,(K)

oldugu agiktir.
e i=nigin y,(HxK)=y,(H)xy,(K) olsun. (1.4), hipotez ve 1.3.10 On

Teorem kullanilarak,

Vun(HxK)y=[y,(HxK), HxK]cly,()xy,(K). Hx K]

=[}/n(H)’ I'I]X[]/"(K), K]:'ylwl(H)x}/n'fl(K)



bulunur. Boylece,
7n+l(HXK) C}/m-l(H)xynH(K) (]5)

bulunur. Arttk H ve K alt gruplar strasiyla m. ve n. siniflardan nilpotent olsun. Bu

durumda 1.3.6 Tanim' dan Yun(FD)={1,} ve 7, (K)={1,} olur

M = max{m +1, n+1} alirsak (1.5) kullanilarak,
Yu(HxK)={l;}
bulunur. Buise G grubunun M+1 sinifindan nilpotent olmasi demektir. [

p-grup ve nilpotent grubun baglantisini agiklamasi agisindan asagidaki teorem

énemlidir.

1.3.12 Teorem Her sonlu p-grubu nilpotenttir.

ispat: [23]’ den biliyoruz ki G sonlu p-grubu olmak iizere G = {1} ise,
Z(G)y={l,} dir. Baz /’ ler igin Z'(G) =G ise Z’(G)EZ""(G) olur. G sonlu
oldugundan, esitsizlik biitiin * ler igin saglanir. Ancak bazi i’ ler igin 1.3.5 Teorem
ile Z'(G)=G olur. Bu ise y,,(G)={l,} demektir. 13.6 Tanim’ dan G

nilpotenttir. [

Sylow Teoremi’ nin sonlu grup teorinin en 6nemli teoremlerinden biri oldugu
iyi bilinir. Bu teoremden, p bir asal say1 ve (p,m) = 1 olmak {izere, p“m mertcbeli
herhangi bir sonlu grubun p“ mertebeli alt grubu vardir. Bu alt gruba da Sylow p-alt
grubu denir. G grubunun Sylow p-alt gruplarinin sayist n, =n,(G) ile gosterilir ve

G grubunu karakteristik olarak incelemesi bakimindan dnemlidir. Eger n sayist p

asalt i¢in Sylow p-sayisi isc, bu say1 p moduna gore 1” e denktir.

Sylow Teoremleri, cger p-gruplan biliniyorsa herhangi bir sonlu grup
hakkinda bilgi verir. Bundan baska, p-gruplari normal alt gruplanin peck ¢ok

uygulamasina sahiptir. Normal seriler ise ¢alismalarimiz igin giilii araglardir.
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[17" de bir grubun Sylow p-alt gruplari ile nilpotentligi arasindaki ilgi
asagidaki teoremlerle verilmistir.

1.3.13 Teorem H grubu G grubunun Sylow p-alt grubu olsun. Bu durumda,

a) H grubunun G grubunun Sylow p-alt grubu olmas: igin gerekli ve yeterli
kosul |H|= p'* olmasidir.

b) Bir Sylow p-alt grubunun eslenigi de yine bir Sylow p-alt grubudur.

¢) G grubunun sadece bir tane P Sylow p-alt grubu varsa P, G grubunda

normaldir.

1.3.14 Teorem Sonlu bir G grubu igin asagidaki kosullar denktir.
a) G grubunun her Sylow alt grubu G grubunda normaldir.

b) G grubu Sylow alt gruplarinin dirckt garpimudir.

¢) G grubunun her maksimal alt grubu G grubunda normaldir.

Yukaridaki iki tcoremin birlesiminden goriilityor ki, 1.3.13 Teorem’ deki

sartlar aslinda bir G grubunun nilpotentlik sartlaridir.
Nilpotentlik i¢in P. Hall kriteri ise $0yledir. Detaylar i¢in [21]" e bakilabilir.

1.3.15 Teorem G bir grup ve N grubu da bunun normal alt grubu olsun.

Eger N ve C/N nilpotent ise, G grubu da nilpotenttir.

1.4 Scrbest Gruplar ve Reidemcister — Schreier Mctodu
Bu kisimdaki bilgilerin detaylar1 [11]” de bulunabilir.

Gruplar sunuglarla ifade cdilebilip, sunuslarin literatiirde ¢ok 6nemli bir yeri

vardir. Grup sunusu fikri aslinda, tircetegleri de tireteglerin saglamasini istedigimiz

bagintilari alarak bir grup olusturmaktir.

Sunus kavramini agiklamak ig¢in Oncelikle indirgenmis kelime kavraminin

verilmesi gerckmektedir.



X bos olmayan bir kiime olsun. Bu kiime ile x <> x™' (xe X) eslemesinden

yararlanarak X' kiimesini tanimlayalim ve X* = X U X" olsun.

1.4.1 Tanmim X* kiimesinin her bir elemanina harf denir. neN, x € X,
!

g =+1 ve 1 <i<n olmak lizere,

1]
— ¥ &y &y
w=x"x X,

ifadesine X tizerinde bir kelime denir. X {izerinde herhangi bir kelime, x“x™ (xe X,

& = 1) ¢ifli igermiyorsa bu kelimeye indirgenmis kelime denir. Ayrica, verilen bir

-,

kelime igin x" = x,“ ise bu kelimeye devirsel indirgenmis kelime denir. Her bir

g, =0 ozelligindeki kelimeyi bos kelime olarak adlandiracagiz.

w=x'xt..x ve u=ylys.ye kelimeleri X tizerinde iki kelime ise, bu

iki kelimenin ¢arpimi,

Wi =X x5 L Xy Yty

"
olarak tanimlanir,

1.42 Tanmm X tzerindeki w ve u kelimeleri indirgencrek ya da ekleme
yapilarak birbirlerinden elde edilebiliyorsa, bu iki kelimeye serbest olarak denktir

denir ve w ~ u ile gosterilir.

Serbest olarak denk olma bagintisi, bir denklik bagintisidir ve w kelimesinin

denklik simifi [w] ile gésterilir. Denklik siniflarinin ¢arpimi ise

[w][u] = [wu] (1.6)
ile gosterilir ve bu ¢arpim iyi tanimhidir.

1.4.3 Tamim (1.6) ile tanimlanan ¢arpima gore denklik siniflarinm kiimesi bir
grup olusturur [15]. Bu gruba serbest grup denir ve F(X) ile gosterilir. Serbest
gruplar X, ={[x]:x e X} kiimesi ile lretilir ve bu kiime ile X kiimesi arasinda bire-

bir esleme yapilabilir.
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Asagidaki sonucun ispatt [15]° de bulunabilir.

1.4.4 Tecorem (UMP) G herhangi bir grup olmak {izere, herhangi bir

6, : X, = G fonksiyonu bir tek 6 : F(X) - G homomorfizmasina genisletilir.

Bu teorem, serbest grubun bir bagka tanimini vermeye imkan saglar.

1.4.5 Tamm X, bir F(X) grubunun alt kiimesi ve G bir grup olsun. Eger her
[ X->G dontistimii bir  tek [ F(X)>GC homomorfizmasina
genisletilebiliyorsa, F(X) grubu, X ilizerinde serbesttir denir. X kiimesine F(X)
grubunun serbest tabani denir.  Genellikle bir serbest grup, scrbest bir tabani olan

gruptur | 11].

Serbest bir /(X) grubunun serbest tabaninin eleman sayisi olan lX { tektir ve

I(X) serbest grubunun ranki olarak adlandinlir.  Eger rank sonlu ise, serbest grup

sonlu rankhdir,

iki serbest grubun izomorf olmasi igin gerekli ve yeterli kosul, bunlarin
ranklarinin aym olmasidir [17]. Ayrica, ranki O olan serbest grup asikar gruptur ve

rank: 1 olan serbest grup sonsuz devirli bir gruptur.

[11] de scrbest gruplarin en 6nemli 6zellikleri ise asagidaki tcoremlerde

verilmistir.
1.4.6 Teorem Her grup bir serbest grubun homomorfik goriintiisiidiir,

1.4.7 Teorem (Normal Form Tecoremi) Her denklik smifi bir tek

indirgenmis eleman igerir.
1.4.8 Tcorem Bir serbest grubun her alt grubu da scrbest gruptur.

1.4.9 Teorem Secrbest grupta etkisiz eleman diginda soniu mertebeli eleman

yoktur.

Serbest gruplarin yukaridaki 6zelliklerinin en 6nemli kullanilma amaglari,

grup sunuslarini tanimlamaya imkan vermeleridir.
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1.4.10 Tamm X bir kiime ve X kiimesi tlizerindeki devirsel indirgenmis

kelimelerden olugan bogtan farkhi bir kiime R olsun. Bu durumda P ={X;R)

ikilisine bir grup sunusu denir. Buradaki X kiimesi, {irete¢ ve sembollerin kiimesi
ve R kiimesi ise baginti kelimelerinin kiimesidir. X ve R kiimelerinin her ikisi de

sonlu ise P sunusu da sonludur [15].

Ornegin, bir dikddtgenin simetrilerinin grubunu ¥, ile gosterelim. Bu grubun

elemanlan,

1 r birim eleman,

a ; xekseniigin teleme,
b ; yeckseni i¢in 6teleme,

¢ ; merkez etrafinda 180°° lik donme,

2

olarak alinirsa, a®> =b? =¢? = 1, , ab = ba, bc = ¢b, ac = ca bulunur. Bu durumda

V, grubunun {iretegleri a, b, ¢ ve bagintilari,

a’ =h? =¢? =1, , ab=ba, bc = cb, ac = ca

olur. Boylece ¥, grubunun sunusu,
P= <a,b,c;az,b2,c2,ab = ba,ac = ca,bc = cb>

olarak verilir.

Sunusu verilen bir grubun, alt gruplarinin sunuslarini belirleme yéntemi de
vardir. Bu yontem, Reidemeister- Schreier alt grup sunusu belirleme yontemidir. Bu

yontemi anlatirken, X tizerindeki F(X) serbest grubunu F ile gésterelim.

1.4.11 Tamm F, X iizerinde serbest grup ve H de bunun alt grubu olsun.

T={,} kimesi F grubunun // moduna gore yan climle temsilcilerinin asafida
verilen ozellikleri saglayan bir tam kiimesi olsun. Eger ¢, =x/'x3..x" e Tise 1,

X', x/'x3*, ... gibi pargalarinin hepsi de T kiimesindedir. Yan ciimle temsilcilerinin
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-grubu da bunun alt grubu olsun. Eger T kiimesi F i¢in A moduna gore bir Schreier

sistemi ise, 0 zaman H,
{S,:1eT.xe X,S, #1}
kiimesi tizerinde serbesttir.

1.4.12 Ornek F, {a,b} tizerinde serbest grup ve H = F(x*) olsun. Yani 1,

[7 deki tiim elemanlarin kareleri ile dretilen normal alt gruptur. O zaman

%ﬂ(xz) = (a,b;az,bz,(ab)2> =Z,xZ, olur. Boylece, F igin H moduna gore bir

Schreier sistemi {1, a, b, ab } olarak bulunur. a=a, b=h s ba= ab olur.

Buradan H,
x,=a*, x,=bab”'a™ , x,=b*, x,=aba”'b”" , x5 =ab’a”
tircteg kiimesi tizerinde serbesttir. ///

1.4.11 Tamim, [ serbest grubunun ranki ve indcksi verildiginde / grubunun

rankinin hesaplanmasini saglar, Bdylece asagidaki sonug clde edilir ve bu sonug
[11] de bulunabilir.

1.4.13 Sonu¢ F ranki n olan serbest grup ve IF H | =k ise, H grubu ranki

nk-k+1 olan serbest gruptur.
Mesela, Ornek 1.4.13° de H, rank: 2 olan serbest gruptur.

1.4.11 Tamim, Reidemeister — Schreier metodunun temelini olusturur.

Burada bu mctod ile ilgili 6zet bilgi verilecektir. Ayrintilar igin [18]’ ¢ bakilabilir,

G, sunusu (a,,...,a Rl,...,Rk> olan bir grup olsun. /{ grubu G grubunun bir

.
no

alt grubu ve 7, G grubunun /7 moduna gore bir Schreicr sistemi olsun. & grubunun

tirctegleri tizerindeki kelimeler {izerinde 7 doniisiimii asagidaki gibi tanimlanir:
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Eger &, =+1 olmak iizere w=a;' af:a:l' ise, r(w)=S;, S2, ...S,";’_uv,
olur. Burada, efier ¢, =1 ise ,, w’ nin a, ’ den dnce gelen pargasinin yan ciimle
temsilcisidir. Eger ¢, = -1 ise f,, w’ nin “;,I’ den 6nce gelen pargasinin a;" de
dahil olmak {izere yan ctimle temsilcisidir. Bu dontisiim, Reidemeister yeniden
yazma ydntemi olarak adlandirilir.

O halde Reidemeister - Schreier metodu asagidaki gibi verilebilir:

G, H ve T yukaridaki gibi olsun. O zaman H grubu,

{S, :teT,a, e{q,,..a,},S, #1}

ta, la,

kiimesi ile tretilmistir. Tammlama bagintilarinin bir tam kiimesi {r(tR¢™')} dir.

Burada €7 dir ve R,, G’ deki tlim bagmtilar tizerinde deger alir.
1.4.14 Ornek G = 4, alterne grubunu alalim. G grubunun sunusu,
G=A4,= (cz,b;az,b3,(czb)3>
scklindedir. Yukaridaki metotla, H = A4, komiitatdr alt grubunun sunusunu bulalim.
G/H = 4,/ 4, =(a,b;a,b" ,(ab)’ ,[a,b] )
dir ve |A4 :A;I =3 olur. Bu durumda Schreicr sistemi {1,5, 5%} kiimesidir. H = 4,
grubunun {iretegleri,
=S5 =a, x,=5, =bab™ , x, = Sy, = h*ab

ve bagintilari,

t(aa) = x}
r(baab™) = x;
r(b*aab™) = x}

7(bbb) = T(bbbbb™") = t(h2bbbb™) =
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t(ababab) =S, S,,S,,, =xx,x,

v(babababb™) =S,,S,, S, =X,X;x,

r(b’abababb™) =S, S, S,, = X;%,X,

olarak bulunur. Burada 1 olan bagintilar silinerek ve x, =x,x, alinarak H = 4,

grubunu sunusu,
Ly2 )2 2
(xuxz’xl 235 (%,%;) >

scklinde elde edilir. ///

1.5 Sonlu Gruplarmn p-Nilpotentligi ve Siiper¢oziilebilirligi

Sylow sayilarinin grup yapilan tizerinde etkileri vardir. Bu ctkiler ile ilgili

detayh bilgiler, [25] de bulunabilir.

Sylow p-sayist G grubunun bazi 6zelliklerini ortaya ¢ikarir. Mesela, P.Hall

cozilebilirlikle ilgili olarak agsagidaki teoremi ispatlamistir.

1.5.1 Teorem Herhangi bir n sonlu ¢oziilebilir grubun Sylow p-sayist olmasi
igin gerekli ve yeterli kosul, i =1, 2, ..., tigin p,’ ler birbirinden farkh asal sayilar ve

a, _ a,

a,’ ler pozitif tam sayllar ve p* =1(mod p)olmak iizerc, n= p" py:..p;

olmasidir.

Bu teoreme gore, her » tek tamsayisi Sylow 2-sayisidir. Daha 6zel bir 6rnek

olarak, 2n mertebeli dihedral grup, # sylow 2-sayisina sahiptir
[25] de, nilpotentlikle ilgili olarak asagidaki teoremler ispatlanmugtir,

1.5.2 Teorem Bir sonlu grubun p-nilpotent olmast igin gerekli ve yeterli

kosul p sayisinin G grubunun her Sylow sayisi ile aralarinda asal olmasidir.

1.5.3 Teorem Sadece Sylow sayilari herhangi bir sayinin karesi olmayan
¢ozilebilir gruplar siiper¢oziilebilirdir.
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1.5.4 Teorem Sonlu bir G grubunun baz: p asali igin p-nilpotent olmasi igin

* gerekli ve yeterli kogul- p asalinin G’ nin herhangi bir Sylow sayisini bimemesidir.
Buradan asagidaki teorem clde edilmistir.

1.5.5 Teorem Sonlu bir G grubunun bazi p asali igin p-nilpotent olmasi igin
gerekli ve yeterli kosul, p asahmin G’ nin biitiin Sylow sayilar: ile aralarinda asal

olmasdir.
Boylece siiper¢oziilebilirlikle ilgili olarak asagidaki sonug elde edilmistir.

1.5.6 Sonu¢ G sonlu grubunun her Sylow sayisi asal ise, o zaman G

stiper¢oziilebilirdir.

[22]’de p-nilpotent gruplarin nilpotentlikle ilgisi asagidaki tcoremde

verilmigtir.

1.5.7. Teorem G grubunun nilpotent olmasi igin gerekli ve yeterli kosul

biitiin p asallari i¢in G grubunun p-nilpotent olmasidir.

1.6 Tictze Doniisiimleri

Herhangi bir G grubu farkli sunuglara sahiptir. Bu kisimda G grubunun bir
sunusundan digerini elde etme yollarindan biri olan Tietze Déniisiimleri

aciklanacaktir. Bu déniisiimler ile ilgili detayli bilgiler [17,18]° de bulunabilir.

Herhangi bir G grubunun sunusu,
(a,b,..;P,QR,...) (1.7)

olsun. G grubunun diger sunusu, (1.7)° ye asagidaki operasyonlar uygulanarak

bulunabilir.

T1) Gger S, 7, .. kelimeleri P, Q, R, ... den tiiretilebiliyorsa, bu durumda
S, 7. ... (1.7) de tammlanan bagntilara eklenir. Bu operasyona bagmti ekleme

denir.
g FURULE
gpv T P
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T2) Eger P, O, R, ... olarak tanimlanan bagntilar arasindan siralanan bazi

S,T, ... bagmntilarnt digerlerinden tiiretilebiliyorsa, o zaman S, 7, ... (1.7)’ deki

bagintilardan silinir. Bu operasyona baginti silme denir.

T3) Eger a, b, c, ... igindeki herhangi kelimeler K, M, ... ise, 0 zaman x, y, ...
sembolleri (1.7)” deki tireteg sembollerine bitigiktir ve x = K, y = M, ... bagintilar,

(1.7)’ de tanimlanan bagintilara bitigiktir. Bu operasyona iircte¢ ckleme denir.

T4) Eger, p, q, ... (1.7)° de liretegler ve V, W, ... bu iireteglerden basgka
tireteglerde kelimeler olmak tizere, (1.7)’ deki bagintilardan bazilart p =V, ¢ = W,
... seklinde alinirsa p, ¢, ... tireteglerden silinir. Bu durumda p =V, ¢ =W, ... yeni

tiretegler tanimlar. Bu operasyona iirete¢ silme denir.

1.6.1 Teorem (Tietze Teoremi) P ve P scklinde iki grup sunusunun ayni
grubu temsil etmesi igin gerekli ve yeterli kosul £ sunusundan (veya P sunusundan)
P' sunusunun (veya P sunusunun) sonlu sayida Tietze Doniisiimlcriyle elde

edilmesidir.

1.6.2 Ornek Tictze doniisiimlerini uygulayarak,
P={ab;a’ b*,ab=ba®) (1.8)

sunusuna sahip grubun diger sunusunu bulalim. Bunun i¢in (1.8)’ e asagidaki Tietze

déntistimlerini uygulayalim.
(T3) P, = <a,b,c,d;a3,b2,ab =bha’,c=b,d = ab> (c ve d liretegleri ile ¢c=b ve
d = ab bagmular cklendi).
(T3) P, = ((1,b,c,d;a3,b2,ab =bha*,c=b,d =ab,a = cd> (a=b"'d ve b nin

mertebesi 2 oldugundan a =bd elde edilir. Daha sonra ¢ =5 oldugu i¢in de

a = ¢d bulunur).

(T4) P3= (c, di(ed) ,¢?,cde = c(ed)?, ¢ = cdc> (b = coldugu igin ve « lireteci ¢ ve
d’ den elde edilebildigi igin « ve b silinir).

(T4) Py = <c, d;cz,a’z,(cd)3> (ab =ba® bagintisim alalim. Burada a ve b

elemanlarinin mertebeleri géz 6niinde bulundurularak (ab)® =1 bulunur). //
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1.6.3 Ornek Z, grubu < y,z;y°,z%, yz = zy > sunusu ile de gosterilebilir.
Bunu Tietze doniisiimleri uygulayarak gosterelim. Z, grubunun sunusu < a;a® >
olsun.
(T3) P, =<a,y; a*,y=a’ > (ylireteci ve y =a’ bagintsi eklendi).
(T3) P,=<a,y,z; a’ y=a*,z=a" > (ziireteci ve z =a’ bagintis: cklendi).
(TY) P=<ay.z; a®,y=a’,z=a’,y',z" > (a°=1 oldugundan; y=da>=
y =@’y =da* =1 ve z =a® =zt =(a*)? =a® =1 elde edilir. Bu nedenle y3

2

ve z* eklendi. Ayrica y* ve z2, a®’ dan tiiretilebilir).

(THP, =<a,y,z; a(’.y=az,z=a3,y3,22,yz=zy> (y=d?, z=a’ oldupundan

yz=aa’ = a* = a*? =4 4® = zy olur. Bunedenle yz = zy cklendi).

3:>22=(a3)2=a(’=1

(T2) Ps=<a,y,z y=az,z = a3,y3,zz,yz =zy> (z=a
oldugundan «° silindi).

(TP, =<a,y,z y=az,z=a3,y3,zz,yz=zy,a=y"z> ((2,3)=1 ise
2m+3n=1 olur. Buradan ¢*"*" =a = (a*)"(a’)" =a = y"z" =a olur. Eger
m=-1,n=1 alirsak a = y™'z elde edilir. Boylece a = y~'z bagintis1 eklendi).

(T4) P; =<y,z; y=(y"'2),z=(y"2)",y*, 2%, yz=2y> ( a iireteci ve bunun
a = y~'z bagintisi silindi.)

(T2) P, =<y,z; z=(y"'2),y 2%, yz=2y>(yz=2y = yzy'z7' =1 elde edilir.
Buradan zy =y'z olur. Boylece y=0"2) =y 'y ') =1
=y lylzylz=1=y "y 'y lzz=1 = (") 'z’ =1  oldugundan y=(y7'z)*
bagintist silinir.)

(T2) Py=<y,z;y’, 2%, yz=2v> (z=("'2)' =2z 2) =1 (") '2*=1

oldugundan z = (y~'z)" bagintisi silindi.) ///
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1.7 Grup Genislemeleri ve Bu Genislemelerin Sunusu
Bu kisimdaki ayrintih bilgiler [15]” de bulunabilir.

1.7.1 Tamum Bir G grubunun, bir 4 grubu tarafindan genislemesi,

A=N ve %EG (1.9)

seklindeki N normal alt grubuna sahip G grubu seklinde tanimlanir. (1.9) daki bu

gOsterim, genel grup genislemesi gosterimidir.
Asagidaki durumlari her biri bir genisleme verir:

i) Verilen bir 1: 4 - G gémmesi, Im/ < G ve G grubu %mt grubunun 4

tarafindan genislemesi olacak sekildeki bir monomorfizmadir.

ii) Verilen bir v:G — G epimorfizmasi, G grubu G grubunun Kerv

tarafindan bir genislemesi olacak sekilde bir epimorfizmadir.

Amacimiz olan grup genislemesinin resmi ise agagidaki diyagramdaki gibidir.

A o >N ne ;5, 5 dog.epi. >G/]v Y4 )G (110)
(1.10)* da, (1.9)’ daki izomorfizmalar sirasiyla @ ve f ile adlandinlirlar. Béylece
Kert = A, Imt = Kerv ve Imv = G olacak sekilde,

A—5G—>G (1.11)

diyagramu elde edilir.

1.7.2 Tamum Gruplarin,

Ao Ty A] S A2 >... >An-l e >An (112)

serisinde eger,

Ima, , = Kera, (1is(n-1))
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oluyorsa, (1.12) homomorfizmalarina tamdir denir. Eger A, =4, ={l} ve n=4

ise, (1.12) serisine gruplarm kisa tam serisi denir. Burada agikar grup {1} ile

gosterilirse, bu durumda gruplarin kisa tam serisi,

l— 4, —55 4, 5 4, >1

seklinde olur. Bu seride a, ve a, asikar oldugundan yazilmamistir. Tamhk

durumunda 4,, 4, ve 4, igin kesinlikle,
Kera, =1, Ima, =Kera,, Imea, =4, (a, bire-bir ve «, Orten)

oldugu soylenebilir. Grup geniglemesi kavram ile gruplarin kisa tam serisi kavram

aynidir ve genisleme,

olarak diisiiniilebilir.
1.7.3 Tanim G,, G, ve G, birer grup ve
7:G, =G, y,:G, >G4

homomorfizmalar olsun. Eger y,:G, - G, homomorfizmasi varsa bir diyagram

elde edilir ve bu diyagram, y,y, =y, sartini saglarsa degismeli adini alir.
Asafidaki 6n teoremin ispati [19]” da bulunabilir.

1.7.4 On Teorem Asagiidaki diyagram tam satirh degismeli bir diyagramdir.

Ap—22 A 25 A4, —22 5 4, — 55 4,
Y4 Y Y, Yo Y, (1.13)

B, bo yp t2,p P >B, ——B,

(1.13) diyagramda eger ¢,,4,,¢, ve ¢, izomorfizma ise ¢, de izomorfizma olur.
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Simdi G grubunun  sunugunu  bulalim. Bunun igin  dnce

1 >A——G—> >1 genislemesi ile G ve 4 gruplari igin,

G=<X:R> ve A=<Y;S>
sunuslan verilsin. ik olarak, ¥ ={J: ¥ =1(y).ye¥} ve S={F:5€ S} de ) nin
7 goriintiisii tarafindan $* den elde edilen ¥ deki kelimelerin kiimesi olsun. Ayrica
X= {X:xe X} kiimesi, her bir xeX igin v(X)=x olacak sekilde G grubunda
Im¢ i¢in yan ciimlenin elemanlari olsun. Bundan baska, her bir reR igin 7, x’ in
¥ tarafindan  den elde edilen X > deki kelime olsun. Burada v her bir 7 igin yok

cdilir ve bu nedenle her bir reR ig¢in Kerv =Im¢ ve Im¢, Y kiimesi tarafindan

tiretildiginden, her bir 7 3 de bir kelime gibi (buna v, denir) yazilabilir.
R={Fv':ireR}

alalim. Sonug olarak, Im¢ < G oldugundan her bir

5%, ¥eX, et

eslenigi Im¢’ ye aittir ve bu ylizden y’ de bir w_, kelimesidir. Boylece,
T={%'y%w], :xeX,yel}

alinarak asagidaki sonug elde edilir ve ispati [15]" de bulunabilir.

1.7.5 Teorem Yukaridaki notasyonlarla G grubu,

(X,Y;R,S,T)

sunuguna sahiptir.

1.7.5 Teorem’ in birer uygulamasi olarak, 3.Bélim’ de yari-dirckt ¢garpim ve

4.Bsliim’de de (standard) wreath ¢arpim sunuslart tanimlanmistir.
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2. SERBEST CARPIMLAR, BIRLESTIRILMiS SERBEST CARPIMLAR
ve

HNN GENISLEMELERIN NILPOTENTLIGI

2.1 Giris

Bu boliimde amag, G, ve G nilpotent gruplar olmak iizere, G, ve G,
gruplarimin  serbest  garpimlarinin,  birlestirilmis  serbest ¢arpimlarinin ve  HNN

genislemelerinin nilpotentligini ispatlamaktir,

Grup birlestirmeleri grup teoride anahtar yapilardir.  Grup birlestirme
teorisinde genel diigtince, cger miimkiinse sonsuz bir G grubunu bazi alt gruplarinin
birlesimlerine ayristirmaktr.  Bu alt gruplara G grubunun g¢arpanlar denir, Bu
carpanlara karsilik gelen bilgilerden faydalanarak, G grubu hakkinda bilgi clde
cdilebilir [ 18].

Grup birlestirmelerinin birlestirilmis serbest ¢arpim ve HNN genislemecler
olmak iizere iki farkl tipi vardir. Bu gruplara gegmeden 6nce, serbest ¢arpimlari

inceleyelim,

2.2 Serbest Carpimlar

Grup birlestirme tcorilerinin  ¢oguna serbest grup teorileriyle varilir.
Hatirlanacag gibi, serbest gruplar tizerine 6nemli kavramlar ve sonuglar 1.4 Bslim’
de agiklanmigtir. Bigim ve 6zcllik olarak serbest gruplara en yakin gruplar, gruplarin
serbest ¢arpimudir.  Ciinkli bir scrbest grup, sonsuz devirli gruplarin serbest

carpimidir [23].

2.2.1 Tamm Sirasiyla (a, ..., a, ;Rl,...,Rk) ve (b,,..,b,,,;S,,...,S,) sunuslarina

sahip A ve B gruplari igin,
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A% B =(a,,.a,,b,b, 3 Ry et R, S 5s S, )

.
n? m?

sunusu ile gosterilen G = A* B grubuna, 4 ve B gruplarinin serbest ¢carpimi denir.
A ve B gruplarina ise G grubunun ¢arpanlari denir. Burada G grubunun iirctegleri A
ve B tireteglerinin ayrik bilesiminden, bagintilart ise 4 ve B gruplarinin bagintilarinin
- ayrik bilesiminden olusur. Yukarida iki grup igin verilen bu tanim, gruplarin keyfi bir

ailesine genisletilebilir [21].

2.2.2 Ornek (a,b;a“,b“> sunusuna sahip G grubu, « ile drctilen ve

mertebesi 4 olan devirli grup ile, 4 ile tiretilen ve mertebesi 6 olan devirli grubun

serbest garpimudir.,

2.2.3 Ornck (a,b;a",b(’,a2 =b3> sunusuna sahip M grubu ise, bir scrbest

carpim degildir. Sunusta ¢’ elemani hem « ile, hem de «® =5* oldugundan b ile
yer degistirebilir. Boylece a? elemam, M grubunun merkezindedir. ¢® clemaninin
.« . - © . . . 3 2

birim olmadiini gésterelim. Bunun i¢in a> x* ve b x* alarak, M grubunu

homomorfik olarak <x;x” > devirli grubuna gonderelim. «® - x* olur ve birim

degildir. Boylece M grubu serbest ¢arpim degildir.

Asagida serbest ¢arpim kavrami igin temel olan iki teorem [11, 21]" de

verilmistir.

224 Teorem G=A*B olsun. O zaman A—>G ve B -G bire-bir

dontigtimlerdir. 4 grubunun iretegleri ile dretilen ¢  grubunun alt grubu
(1’irA,'bagr A) sunusuna sahiptir. Benzer durum B i¢in dc gegerlidir. Boylece 4 ve

B, G grubunun alt grubu olarak g6z 6niine alinabilir. A ve B asikar degilse, A * B de

agikar degildir.

2.2.5 Teorem G=A*B olsun. 4 ve B, G grubunu {iretiyorlarsa ve
fi:4—> H ile f,:B— H homomorfizmalan varsa, f, ve f birtek f:G—> H

homomorfizmasina genisletilebilir.

Serbest ¢arpimin her elemant, serbest grubun indirgenmis kelimelerine bagli

olarak normal forma sahiptir.
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2.2.6 Tanim G=A4* B ve g,g,..g, € G olsun. Her i=1,2,...,n igin g, #1
(her bir g, ya A4 ya da B grubunun elemanidir) ve g, ile g,,, aym ¢arpanda degil
isc g,g,...g, kelimesine, G grubunda indirgenmis kelime ya da indirgenmis seri

denir.

Her bir geG=4A4*B indirgenmis seri olarak bir tek sunusa sahiptir.
Buradaki » sayisina hece uzunlugu denir ve 6zdeslik igin #=0 dir. n<1 ya da
nz21 ve g, ile g, farkh ¢arpanlarda isc, g,g,...g, € G indirgenmis kelimesine
devirli indirgenmis kelime denir. G grubunun her elemani, devirli-indirgenmis bir
kelimeye csleniktir. Boylece, serbest ¢arpimlarin ¢ok 6nemli pek ¢ok 6zelligine

ulasabiliriz. Bu da bizi daha genel grup birlestirmelerine tagimaktadir [17].

Asagidaki teorem, serbest gruplarin nasil karakterize edildigini verir ve ispati

[20]" de bulunabilir.

2.2.7 Teorem G grubunun 4 ve B alt gruplarinin serbest ¢arpimi olmast igin
gerekli ve yeterli kosul asagidaki iki kosulun saglanmasidir.

a) A ve B alt gruplart G grubunu {iretir ve her elemam a,b,...a,b, seklindeki

seriye esittir ve,

b) w=ab,..a,b, ve w=1, iseyaa, =1, yada b =1, dir.

Asagidaki {i¢ teoremin ispati ve bir takim sonuglari [11, 21}’ de bulunabilir.

2.2.8 Teorem Scrbest ¢arpimda sonlu mertebeli bir eleman, ¢arpanlarin
birinde sonlu mertebeli bir elemana esleniktir. Ozel olarak, serbest ¢arpimin sonlu

bir alt grubu ¢arpanin birinin esleniginde tamamen igerilir.

2.2.9 Teorem Serbest ¢arpimin iki elemant degisebiliyorsa, o zaman bunlar
hem tek clemanin kuvvetidirler, hem de ¢arpanin birinin degismeli alt grubunun

csleniginde igerilirler.

2.2.10 Teorem A={l,} ve B#{lz} olmak tizere G=A*8B olsun. Bu
durumda [A4,B] grubu, 12ae€ A4 ile 1 #be B olmak iizere, [a,h] elemanlarinin

kiimesi {izerinde bir serbest gruptur.
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Boylece asagidaki teorem verilir.

2.2.11 Teorem A#{l,} ve B={l,} olmak izere G=4*B olsun. Bu
durumda G grubunun merkezi asikardir.

ispat: Olmayana ergi yontemini kullanalim. O halde Z(G) #{l;} olsun.
Bu durumda, A4* B grubunun her b elemani i¢in ab = ba olacak sekilde bir 1 # a
clemani vardir. Boylece, a elemam 1 eleman ile degismeli oldugundan, & =1

alahm. Bu durumda, 1.4.7 Teorem’ den, a = hk,..hk, ve b=sr..5,r, seklinde

n-u m

indirgenmis kelimeler olarak yazilir ( 1<i<n igin A, #1,, k, #1, ve 1<j<m

icin s, #1,, r #1,). Buradan, a™'6”'ab =1, olur. Yani,
1 A / B «

kBt kTR (s T ST (kLK) (s, ) = 2.1

““m"m

seklindedir. Boylece, 2.2.7 Teorem’ den dolayi, 4, #1, veya k, #1, veya s, #1,
veya r, #1, olmahdir. Bu ise geliskidir. Ciinkii 2.2.10 Teorem’ den, [4, B] grubu
[a,b] elemanlarinin kiimesi iizerinde bir serbest gruptur ve (2.1) kelimesi igin,

h #1, vek #1,ves, #1, ve r, 21, olmalidr.

2.2.12 Sonu¢ A=#{l,} ve B#{l;} olmak lizere G =A*B ise, G grubu

nilpotent degildir.

ispat: 1.3 Boliim’ de nilpotent gruplarin bir dzelligi olarak, merkezi asikar
olan gruplarin nilpotent olmadig belirtilmisti. 2.2.11 Teorem’ den G grubunun

merkezi asikardir ve bu nedenle nilpotent degildir.

2.3 Birlestirilmis Serbest Carpimlar
Bu kisimda, grup birlestirmelerinin ilki olan birlestirilmis serbest ¢arpimlar

inceleyecegiz.

2.3.1 Tanim A:(a,,...a R,,...,Rk> ve B=(b,,..,b,,,;.S‘l,....S,> sunuslanyla

verilen 4 ve B gruplarini diistinelim. Ayrica Hc A, K < B 6z alt gruplar ve
0:H — K izomorfizma olsun. Buna gére,
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A%y B=(a),tty,byreeisby s Ryyees Ry Sy s Sy H = O(H) )

m?

sunusu ile verilen G = A*, B grubuna, 4 ve B gruplarinin H grubunu K grubuna

birlestirerek elde edilen birlestirilmis serbest grubu denir. Ozel olarak, H = {l i}

almirsa serbest g¢arpim elde edilir. Dolayistyla, serbest ¢arpimlar birlestirilmis
serbest ¢arpimlarin 6zel halleridir. Serbest garpimda oldugu gibi, ¢arpanlar G ye

birc-bir olarak resmedilirler ve ara kesitleri H alt grubu olur.

2.3.2 Ornek 2.2.3 Ornek’ teki (a,b;a“,b",a2 =h3> sunusuna sahip M
grubunun birlestirilmis serbest ¢arpim oldugunu gosterelim. Bunun igin 4 = <a;a*>
ve B = <h;b"> olsun. Ayrica /{, A grubunun mertebesi 2 olan devirli alt grubu ve K,

B grubunun mertebesi 2 olan devirli alt grubu olsun. H ve K, a’ > b* doniistimii
altinda birlestirilebilirler. Boylece M grubu H ve K birlestirilmis gruplu serbest

carpim olur.
Asagidaki teoremler [11]° de belirtilmistir.

2.3.3 Teorem G=A*, B olsun. O zaman A —>G ve B—>G bire-bir
dontigimlerdir. A4 grubunun {dretegleri ile tretilen G grubunun alt grubu
(iir A; bag A) sunuguna sahiptir. Benzer durum B igin de gegerlidir. Boylece 4 ve B,

G grubunun alt grubu olarak goz 6niine alinabilir ve H grubu A4 grubunun alt grubu

olmak tizere AN B = H dur.

Bu teoremin ispati, birlestirilmis serbest grubun elemanlan igin, normal form
kavramina baghidir. Bu kavram igin H ile K sirastyla A ile B gruplarinin alt gruplan

ve L, ile L, de sirasiyla A ile B igin mod ye gore sol yan ciimle gdsterimleri
olsun. G = A%, B’ de normal form ya da indirgenmis kelime ( ya da indirgenmis
dizi) g£,8,--8,, A*DB scrbest carpminda g, e L, ve g, &L, olacak sckilde

indirgenmis kelime olmak iizere,
gng"‘gnh 7h€1—[91¢g,eLlU[42

seklinde tanimlanan kelimedir.
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2.3.4 Teorem ( Birlestirilmis Serbest Carpim i¢in Normal Form Tecoremi)

G = A*, B olmak lizere G grubunun her elemant, indirgenmis kelime olarak bir tek

gosterime sahiptir.

G=Ax*, B’ de g,g,..g,h indirgenmis kelimesi efer ya n<1 yada n2>2
ve g, ile g, birbirinden farkli ¢arpanlarda ise, bu kelimeye devirli indirgenmis

kelime denir. G grubunun her elemani, devirli indirgenmis bir kelimeye esleniktir

[17).

2.3.5 Teorem a) Sonlu mertebeli G =A%, B grubunun her eleman,

¢arpanlarin birinde sonlu mertebeli bir elemana eslenik olmalidir.

b) G = A*, B degismeli alt grubu;

i) A ya da B grubunun degismeli bir alt grubuna esleniktir ya da,

ii) A/ grubunun alt gruplarinin csleniklerinin sayilabilir bilesimidir ya da,
iif) Sonsuz devirli bir grubun direkt ¢arpimudir ve A grubunun bir alt

grubunun eslenigidir [11].

Birlestirilmis serbest grup kavrami, dogrudan dogruya, ikiden fazla ¢arpana

genigletilebilir.
2.3.6 Teorem G bir grup, G, ile G, alt gruplar ve 4 grubu,
6,:4->G, 0,:4—>G,

homomorfizmalarinin bire-bir olmasini saglayacak sekilde bir alt grup olsun. Bu
durumda asagidaki kogullar saglaniyorsa G =G, *, G, ve G=G, *, G, olur. Her
M grubu ve her f,:G, > M ile f,:G, > M homomorfizma ¢ifti, asagidaki
diyagram sa@lar. Ayrica, f, ve f,’ nin bir tek F:G —> M homomorfizma

genislemesi vardir [11].
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2.3.7 Sonu¢ A={l,} ve B#{l,} olmak iizerc G=Ax*, B olsun. Bu

durumda G grubunun merkezinin asikar olmasi gerckmez.

2.3.8 Ornek 232 Omek’ te  (a,b;a*,b%,a®> =b") sunusuna sahip M
A 3 p

grubunun birlestirilmis serbest ¢arpim oldugu gdsterildi. Sunustaki a® elemani hem
a ile, hem de a”>=5b" oldugundan b ile yer degistirebilir.  Gergekten,
da=da’ =ad® ve a*b=b’b=b" =bb* =ba’ olur. Ayrica a® birim cleman
degildir. Eger at—> x* ve b x? alinarak, M grubu homomorfik olarak <x;x”>

devirli grubuna gonderilirse a® > x® olur ve birim degildir. Bylece a® elemam G

grubunun merkezindedir.

2.4 Birlestirilmis Serbest Carpimlarin Nilpotentligi ve Coziilebilirligi
Bu kisimda, birlegtirilmis serbest ¢arpimlarin nilpotentligi incelenmistir.

2.4.1 Teorem A ve B sirasiyla m ve n mertebeli devirli gruplar olsun. Eger
(m,n) =1 ise A*, B grubu nilpotent degildir.

ispat: 4 ve B sirasiyla m ve n mertebeli devirli gruplar oldugundan, A= Z,,
ve B=Z, oldugu agiktir. Hipotezden (m,n) =1 oldugundan, m ve n tam sayilarinin

tiim ¢arpanlan da aralarinda asal olmak zorundadir. Bdylece izomor{izma

kurabilecegimiz H ve K alt gruplari sadcce asikar alt gruplardir. Yani izomorfizma,

01} > {1}, 00,)=1, (2.2)
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olur. Budurumda, A*,B=Z, *,Z,=7Z, *Z, elde edilir. Boylece, 2.2.12 Sonug’

tan grup nilpotent degildir. O

2.4.2 Sonu¢ Z, *, Z, ve Z,*, Z, birlestirilmis serbest ¢arpimlari sadece

n ¢ift ise nilpotenttir.

ispat: G=12, *4 L, ve nift tam say1 olsun. 2.3.1 Tamm’ daki 4 grubu
olarak Z, grubunu ve 4 grubunun H alt grubu olarak da yine Z, grubunu alalim. A
ve H gruplarinin sunusu < x;x> > olsun. Ayrica B grubu olarak Z, grubunu ve B
grubunun K alt grubu olarak da # ¢ift oldugundan Z, grubunu alalim. Bu gruplarin

nf

sunuslart ise sirasiyla < y; " > ve <y 2;y" > olsun. Boylece, H ve K alt

gruplari arasinda,
0,:2, >7Z,, x>y (2.3)

nf2

izomorfizmas: kurulabilir. Buradan 6,(x) =y olur. Boylece, 2.3.1 Tanim’ dan

Z, *, Z, grubunun sunusu,

Z,*, 7L, = <x,y;xz,y",0l (x)= x> = <x,y;x2,y",y"/2 = x) (2.4)

olarak bulunur. (2.4)’ deki sunusa Tietze doniiglimleri uygulanirsa, sunug
< y; ("2, y") = ( ¥; y") = 7Z_  bulunur. Z, grubu devirli oldugundan nilpotenttir.

Dolayisiyla, Z, *, Z, grubu nilpotenttir.

Eger n tck tam sayi ise, (2.3) izomorfizmasimi sadece H ={l,} ve

K ={1,} asikar alt gruplar igin kurabilirii. Yani,
O, : {1} =>{ly}, 6,(0,)=1,
olur. Budurumda Z, *, Z, grubunun sunusu,
Z,x*, Z, = <x,y;x2,y”, 0,(1) = l> = <x,y;x2,y”, 1 > = (x,y;xz,y"> =Z,*7,

olarak elde edilir. Bu grup ise, 2.2.12 Sonug’ tan nilpotent degildir. O
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Not: 2.4.2 Sonu¢’ un ispati Z,*, Z, grubu igin, A=Z,6 ve B=1Z,

alinarak, aym sekilde tekrarlanirsa, sadece # ¢ift tam say1 oldugunda grup nilpotent

olur. Yine, n tek tam say1 oldugunda ise grubun nilpotent olmadig1 gériiliir.

2.43 Ornek Z,*,Z, birlestirilmis serbest ¢arpimimin nilpotentligini
inceleyelim. Bunun igin, 4 grubu olarak Z, grubunu ve A grubunun A alt grubu
olarak da yine Z, grubunu alalim. A4 ve H gruplarinin sunusu < x;x? > olsun.
Ayrica B grubu olarak Z, grubunu ve B grubunun X alt grubu olarak da Z, grubunu

alahm. Bu gruplarin sunuslan ise sirasiyla < y;y* > ve <yp?;(y?)* > olsun.

Boylece, H ve K alt gruplar arasinda,

0,:2Z,>Z,, x>y

izomorfizmast kurulabilir. Buradan 6(x)=y* olur. Béylece, 2.3.1 Tamm’ dan

Z, =, Z, grubunun sunusu,
2 0 4

Z,*,Z, =<x,y;x2,y“,0(x) =x> =<x,y;x2,y“,y2 =x>

olarak bulunur. Bu sunusa Tietze doniigiimleri uygulanirsa,
< y:(*)?, y“> = ( ¥ y"> = Z, olarak bulunur. Béylece, Z, grubu devirli oldugundan

nilpotenttir. Dolayisiyla, Z, *, Z, grubu nilpotenttir.

Z,*,Z, grubunu alahm. Bu durumda alt gruplar arasindaki izomorfizma,

sadece asikar alt gruplar arasinda kurulabilir. Bu nedenle, 2.2.12 Sonu¢’ tan

Z, *, Z, nilpotent degildir. ///

2.4.4 Ornek 2.4.3 Ornek’ teki Z,*, Z, grubunu alalm. Bu grupta
(2,3) =1 dir. 2.4.1 Teorem’ deki adimlar uygulanirsa, grubun nilpotent olmadig1 bir

kez daha goriiliir, ///

2.4.5 Teorem A ve B sirastyla m ve n mertebeli devirli gruplar olsun. Bu

durumda 1# H < 4 ve 1 # K £ B olmak iizere, eer (m,n) =k #1 olacak sekilde k

tam sayisi varsa, A*,B grubu nilpotenttir.
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Ispat: 4 ve B sirastyla m ve n mertebeli devirli gruplar oldugundan, A= Z,
ve B=7Z, oldugu agiktir. Bu gruplarin sunuslari sirastyla < x;x” > ve < y;y” >
olsun. Hipotezden (m,n) =k oldugundan, m =kr ve n=ks olacak sekilde r ve s
tam sayilar vardir. Bu durumda 4 ve B gruplarinin k& mertebeli // ve K alt
gruplarinin sunuglari ise sirasiyla <x"'/’;(x"’/’)"> ve <y"/"';(y"/"')"'> olur. Boylece, H

ve K alt gruplart arasinda,

0:2, >Z7,, x"r i—)y"/"'

otomorfizmasi kurulabilir. Boylece A*,B grubunun sunusu,

(xoysxm y" 06"y = x"7) = (x, y;x", ",y = x"")

olarak bulunur. Aslinda,

xm/r — yu/.v — xm — y(n/x)r = x= y(n/.\')(r/m)

esitligi clde edilir. Bu esitlik kullanilarak, yine Tietze déniisiimleriyle, grubun

sunusu < yyp"rn y”) = Z, olarak bulunur. Boylece 4%, B grubu nilpotenttir. [

Not: Eger H ile K alt gruplari asikar alt gruplar ise, 4% ,B grubu nilpotent

degildir. Ciinkii H ile K alt gruplari arasinda sadece (2.2) seklinde bir izomorfizma

olusturulabilir. Boylece 2.2.12 Sonug’ tan grup nilpotent degildir.

2.4.6 Sonu¢ Z, *, Z, birlestirilmis serbest ¢arpimi, /7 ={17 } durumunda

nilpotent degildir.

2.4.7 Sonu¢ Nilpotent her G grubu ig¢in Z,*, G (yada G*,Z,)

birlestirilmis serbest ¢arpiminin nilpotent olmasi gerekmez.
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2.4.8 Ornek G= Z,><y Z, yan-direkt ¢arpimi, <a,b;a4,b2, ba =a"b>
sunusuna sahiptir ve nilpotent oldugu 3.3.11 Ornek’ te agiklanacakur. Bu grup ile

Z,= <x;x3> devirli grubunun birlestirilmis serbest ¢arpimini bulalim. Z, grubu ile

Z, >4 Z, grubunun izomorfizma Kurabilece§imiz, asikar alt gruplarindan bagka
alt grubunu bulamayiz.  Boylece, 2.4.6 Sonu¢’ tan  Zy*,(Z, ><, Z,)

birlestirilmis serbest ¢arpimu nilpotent degildir. ///

2.4.9 Teorem G=17Z,%,(Z, xZ,

M,

X..xZ, ) grubunu alalim. Eger,

a) p asal sayist her bir i = 1, 2, ..., ni¢in m, tam sayilarim1 bélmiiyorsa, G
nilpotent degildir.

b) (m;,m,,...m,) =1 ve herhangi bir I i) <n igin p asah m, tam sayisini
bélityorsa, GG grubu nilpotenttir.

c) (m,,m,,...,m,) = p olacak sekilde bir p asal1 varsa, G grubu nilpotenttir.
ispat: a) Bu durumda, Z,ile Z,xZ, x..xZ, gruplarinin arasinda

izomorfizma kurabilecegimiz asikar alt gruplarindan bagka alt grubu yoktur.

Boylece, 2.4.6 Sonug’ tan G grubu nilpotent degildir.

b) Z, grubunun sunusu <x;x” > ve Z,, xZ, x..xZ, grubunun sunusu,

(y,,...,y,,;y,”" ,...,yff’",[y,,yj],i;tj) olsun. Eger p asah 1<i, <n igin m, tam
sayisim boliiyorsa, m, = pk olacak sckilde bir £ tam sayisi vardir. Z, grubunun //

alt grubu olarak kendisini, Z

m

M -
XZ, x..xZ, grubunun p mertcbeli olan K alt

grubu olarak da <y,.";(y,." )'"’“/k> devirli grubunu alalim. Bu durumda,
0:Z,-Z,, x>y, (2.5)

izomorfizmasi kurulabilir. Béylece G grubunun sunusu,

m m,

<x,y,,...,y," seres Vs XP L ] ,...,y;:'“ s Y s Vi Y i #E Jx=y, > (2.6)
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olarak elde edilir.  Gerekli sadelestirmeler yapilirsa, (2.6) sunusu

Z,xZ, x..xZ, grubuna izomorftur. Buradan (m,,m,,...m,)=1 oldugundan
bugrupda Z,, ,  grubunaizomorfolur. Boylece, G grubu nilpotenttir.

¢) (m,,m,,..,m,)=p olacak sekilde bir p asali olsun. Bu durumda
zZ

*XZ, x.xZ grubunun p mertebeli alt grubu vardir ve K alt grubu olarak Z ,

m m,

devirli grubu alinabilir. Bdylece, yine (2.5) izomorfizmas: kurulabilir. Ispata (b)’

deki gibi devam edilerck, G grubunun nilpotent oldugu gortiliir.

2.4.10 Ornek B=7,x7Z, ve sunusu (a,b;a%b“,[a,b]) olmak lizere,
G=7Z,*,(Z,xZ,) birlestirilmis serbest ¢arpiminin nilpotentligini inceleyelim.
Bunun ig¢in 4 ve B gruplarinin // ve K alt grubu olarak Z, grubunu alalim ve
sunusglari da sirasiyla <x;x2> ve <a;az> olsun. Bu durumda H ve K alt gruplan

arasinda,
0:2,->7Z,, x—a

izomorfizmasi kurulabilir. Béylece Z, *,(Z, xZ,) grubunun sunusu,
<x,a,b;x2,a2,b3, [a,b],x=a >

olarak elde edilir. Bu sunusa Tietze doniigtimleri  uygulanirsa,

(x,b;xz,b3,[x,b] > = Z, xZ, bulunur. Grup degismeli oldugundan nilpotenttir.

2.5 HNN Genislemeler

Bu kisimda, grup birlestirmelerinin ikincisi olan HNN genislemeler ile ilgili

temel tanim ve teoremler verilmistir.

2.5.1 Tanim G, bir grup, A ve B bunun alt gruplari olsun. 6: 4 —> B

izomorfizma olmak tiizere,
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G" =({iir Gy, 1, bag Gy, t"at =6(a), ac 4)

sunusu ile gosterilen gruba, G, grubunun bir HNN genislemesi denir. Burada G,
grubu taban, t sabitleyici harf, 4 ve B birlestirilmis gruplar diye adlandinlirlar.
G’ grubu, 4, B ve @’ ya baghdir [5, 18].

Butanim, {4, :ie I} ve {B, :i e I} alt grup ailelerine genisletilebilir [11].

Bir normal form,

a) g,, G, grubunun keyfi elemani,
b) ¢, =-1ise, g,, G, grubunda A grubunun bir yan climle temsilidir,
¢) g =11ise, g, G, grubunda B grubunun bir yan ciimle temsilidir,

d) +“ ve t7¢ nin ardisik oldugu bir dizi yoktur,

ozelliklerini saglayan,
gol™.t™g,, (n=0 olmak iizerc)
serisidir.
2.5.2 Teorem (HNN) Sayilabilir her grup, iki eleman ile iiretilen bir gruba
gémiilebilir [23].
2.5.3 Ornck G’ grubu, sunusu <a,1,u;a2,(at)3,[t,u]> olan grup olsun. G’

grubunun (a,t;az,(at)“ > sunusuna sahip G, alt grubunu elec alalim. Bu grup, a ile

iirctilen ve mertebesi 2 olan devirli grup ile, ar ile iiretilen ve mertebest 3 olan

devirli grubun serbest carpimidir. Yani, G, = Z, * Z, serbest carpimidir.  eleman,
G’ grubunda sonsuz mertebelidir. Bundan bagka, temsili (t,u;[t,u]) olan G,
grubu, ranki 2 olan serbest degismeli gruptur. ¢+ ¢ &zdesligi ile G’ =G, *G,

serbest ¢arpim grubu clde edilir. Arik G* grubunu,

(a,l,u; a’,(a),u'tu = l>



olarak yazabiliriz. O zaman G" grubu, f(t) =t alinarak birlestirilmis (t) ve ( f (t))

alt gruplu tek pargali G,’ in bir HNN genislemesi olur.

254 Ornck Iki rankli serbest degismeli gruplarin  sunusu
G = (a,b;ab = ba) bi¢imindedir. Burada G,, 4 ve B gruplar olarak < b > sonsuz

devirli grubunu alalim. Bu durumda, 4 ve B gruplarinin elemanlar arasinda

0 : b b izomorfizmasi kurulur ve ¢ = a alinirsa,
(b,t =a;t”'bt = 9(b)> = (b,a;a"ba = b) = (b,a;ba = ab)

oldugundan, G* grubu bir HNN genisleme olur.

2.6 HNN Genislemeclerin Nilpotentligi

2.6.1 Teorem Z, ile Z, gruplarinin HNN genislemesinin sunusu, G,= Z,,

taban grubuna goére
G = (x,l;x'” g7 %" =6(x" )) = (x,t;x"’ J7'x" = x’> 2.7)

olur. Eger¢ sabitleyicisi,
a) n#r durumunda,

i) G, grubundan alinirsa HNN genisleme yoktur.

ii) G, grubunu alt grup olarak igeren M degismeli grubundan alinirsa HNN
genisleme nilpotent degildir.
iii) G, grubunun diginda degismeli olmayan bir M grubundan alinirsa,

nilpotentlik hakkindan bir sey sdylenemez.

b) » = r durumunda,

i) G, grubundan alinirsa HNN genisleme nilpotenttir.

ii) G, grubunu alt grup olarak igeren M degismeli grubundan alinirsa HNN

genigleme nilpotent degildir.
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iii) G, grubunun disinda degismeli olmayan bir M grubundan alinirsa HNN
geniglemenin nilpotent oldugu durum vardir.

Ispat: 2.5.1 Tanim’ daki G, grubu olarak Z,’ yi alahm ve sunugu <x;x"'>
olsun. Ayrica A ile B gruplarinin sunuslar da sirastyla (m,n) =1 ve (m,r)=1
olmak {izere <x";(x")”’> ve (x’;(x’)'"> olsun. Bu durumda A ile B gruplan

arasinda,

r

6:Z,>Z,, x"—>x" (nr<m)

izomorfizmasi kurulabilir. Bu durumda HNN genislemenin sunusu,
G = <x,t;x"’,t"~x"t =0(x" )> = <x,t;x”’ g7 = x’)
olarak bulunur.

a) i) Eger n#r ise ve ! sabitleyicisi G, grubundan alinirsa, Z,, grubundaki

elemanlar x ile iiretildiginden ve £™'x"¢ bagintisindaki harfler degismeli olacagindan

HNN genislemenin sunusu,
<x,t;x"’,t"x"l = x’> = (x,t;x"',t"tx" = x’> = (x;x"',x" = x’> = <x;x"‘,x"">

olarak bulunur. Buradaki n ve r tamsayilari m tam sayisindan kiigiik olduklarindan

n-r sayist da m’ den kiigiik olacaktir. Bu durumda m =(n—r)+s olacak sekilde

bir s tam sayist vardir {4]. B&ylece grubun sunusu,
<x;xm ,xu-r> = <x;x"~fx.\' ’xll-l‘> = (x;x7>

olarak bulunur ki bu grup Z_  grubuna izomorftur. [23]’ de G, grubu HNN

genislemesinin alt grubu olmahdir. O halde verilen sartlarda Z,, ile Z,, gruplarinin

HNN genislemesi yoktur.

ii) Eger n#r ise ve r sabitleyicisi G, grubunu alt grup olarak igeren

degismeli bir gruptan alinirsa (2.7) sunusu, ¢ = a ve s tam sayisi da (a)’ daki tam say!

olmak iizere,
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(x,t;x'”,t"x"t = x’) = (x,a;x'”,a"ax" = x’> = (x,a;x”’,x" = x’) = (x,a;x")

olur ki bu grup Z*Z_ serbest ¢arpimudir. 2.2.12 Sonug’ tan bu grup nilpotent
degildir.

iii) Eger n# r ise ve ¢ sabitleyicisi G, grubunun'dlsmda degismeli olmayan

bir M grubundan alinirsa (2.7) sunusu,
<x,a;x”’ ,a'x"a = x’)

olarak bulunur. Burada (n,r)=1 ve n ile r tamsayilarimin birbirini béldiigii

durumlarda iiretegler veya bagintilar tizerinde sadelestirmeye gidilemez. Dolayisiyla
bulunan sunus, olabilecek sunuslarin minimal geklidir {7, 8, 9]. Bu nedenle

nilpotentlik hakkinda bir sey sdyleyemeyiz.

b) i) n = r durumunda ¢ sabitleyicisi G, grubundan alinirsa (2.7) sunusu (a-i)’

de belirtilen sebeplerden dolays,
(x,t;x"’,t"'x"t = x") = <x,t;x"',t"tx" = x’> = (x;x”’,x" = x") = (x;x'")
olur ki bu grup Z, grubuna izomorftur ve nilpotenttir.

ii) » = r durumunda ¢ sabitleyicisi G, grubunu alt grup olarak igeren M

grubundan alinirsa (2.7) sunusu = a olmak {izere,

olur ki bu grup, Z*Z, serbest ¢arpimudir ve 2.2.12 Sonug’ tan HNN genigleme

nilpotent degildir.

iii) » = r durumunda ¢ sabitleyicisi G, grubunun disinda degismeli olmayan

bir M grubundan alinirsa (2.7) sunusu,

(x,a;x’" ,x"a= ax")
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olarak bulunur. Ozel olarak n = r = 1 durumunda bu grup, iki rankli serbest

'degismeli gruptur ve nilpotenttir. (]

2.6.2 Sonu¢ Z, ile Z, gruplarinin HNN genislemesi, G, taban grubu

olmak lizere,
a) Eger sabitleyici elemanlar taban grubundan alinirsa, Z, ile Z, gruplarinin
HNN genislemesi Z,, olur ve nilpotenttir.
b) Sabitleyici elemanin alindif1 grup M olmak tizere, t € M ve ¢ ¢ G, olsun.
i) Eger M grubu G, grubunu kapsayan degismeli bir grup ise Z, ile Z,
gruplarinin HNN genislemesi nilpotent degildir.
i) Eger M grubu degismeli olmayan bir grup ise Z, ile Z, gruplarinin
HNN genislemesinin nilpdtent oldugu durum vardur.

ispat: a) 2.5.1 Tanim’ daki 4 ile B gruplarim Z, ve G, grubunu da Z

2n

alalim. Burada G, grubunun sunusu (x;x”’) ve A ile B, G, grubunun alt gruplar

oldugundan, her ikisinin de sunusu <x";(x")2> olsun. Boylece Z, ilc Z, gruplan
arasinda sadece,

6:Z,>Z,, x">x"
izomorfizmast kurulabilir. Bu durumda HNN geniglemenin sunusu,

G =(x,6x¥,17'x" = 0(x")) = <x,t;x2",t"x”t =x") (2.8)

olarak bulunur. Grubun sunusunda bulunan ¢ sabitleyici harfi eger G,=Z,,
grubundan alimirsa bu grup devirli oldugundan tiim clemanlar x ireteci ile
tretildiginden ve degismeli oldugundan, ¢'x"t bagintisindaki harfler degismeli

olacagindan HNN genislemenin sunusu,
¢ v g=lon, o\ swln =l o on\ LW on o on\ 1]
G =(x,;;x" " x"t=x")=(x,t;x" 17 tx" =x") =(x;x" ,x" =x") ={x;x

olur ve bu sunus Z,, grubuna izomorftur. Béylece HNN genislemesi nilpotenttir,
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b) i) (2.8) sunusunda ¢ = a sabitleyicisi M degismeli grubundan alinirsa

sunusg,

Go - (x,a;xZH’a—lxna - X"> = <x,a;x2n,a—laxn - xn>

scklini alir. 2.2.12 Sonug’ tan, HNN geniglemesi nilpotent degildir.
ii) (2.8) sunusunda ¢ = « sabitleyicisi M degismeli olmayan grubundan

alinirsa sunus,
. LW =lon o on
G =(x,a;x",a" x"a=x (2.9)

seklindedir. (2.9) sunusu, n=1 durumunda iki rankli serbest degismeli grup
sunusu olur. Bu durumda Z, ile Z, gruplariin bir HNN genislemesi nilpotent

olur. [
Yukaridaki sonuglar bize asagidaki teoremleri verir.

2.6.3 Tecorem Z, ile Z, (m # n) gruplarinin bir IINN genislemesi yoktur.
ispat: 2.5.1 Taum’ dan agiktir.

2.6.4 Tcorem Nilpotent iki grubun HNN genislemesi varsa, bunun nilpotent

olmast gerekmez.

ispat: 2.6.1 Teorem (a-ii) ve (b-ii)’ den agiktur.
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3. YARI-DIREKT CARPIMLARIN NILPOTENTLIiGI

3.1 Giris

Bir G grubu, K ve 4 normal alt gruplan i¢in KnA4d={l;} ve KA=G
durumlart saglandiginda, bu iki alt grubunun direkt ¢arpimidir. Direkt ¢arpimlar igin
olan bu dogal genelleme ile alt gruplardan sadece birinin normal oldugu duruma
ulagilabilir.  Ulagilan bu gruplar yari-direkt c¢arpim gruplann dir.  Direkt
carpimlarda, G, ve G; pilpotent herhangi iki grup olmak tizere, G,xG, direkt
¢arpim grubunun da nilpotent oldugu 1.3.11 Teorem’ dc agiklanmisti. Bu 6zelligin
yari-dirckt ¢arpimlarda da olup olmadigini arastirmak, bu béliimiin temel noktasidir.
Bu boliimiin 3. kisminda nilpotent herhangi iki grubun yari-direkt carpiminin ( [3]’
de bunun split extension oldugu gosterilmistir) olusturdugu grubun nilpotentligi,
¢ozilebilirligi, 4. kisminda ise p-nilpotentlifii ve stiper¢oziilebilirligi arastirilacaktir.
Direkt carpimlarda, sirastyla m ve n mertebeli iki devirli grubun mn mertebeli devirli
gruba izomorf olmasi igin gerekli ve yeterli kosulun m ve n tamsayilarinin aralarinda
asal olmasi oldugu [13]’ de verilmistir. Yine bu bdliimde devirli gruplarin yari-
direkt ¢arpimlarinin, devirli bir gruba izomorf olma sart1 belirlenecektir. Ayrica,

bulunan ana teoremlerin sonuglar: ve uygulamalar verilecektir.

Bu béliimde tizerinde ¢alisilan gruplar aksi belirtilmedikge sonlu gruplardir.

3.2 Yari-dirckt Carpimlar

Bu kisimda, ilk dnce genisleme ve yari-direkt ¢arpim tanimu verilip, her yari-
direkt ¢arpimin bir genisleme oldugu ve bir grup olusturdufu agiklanmistir. Ayrica,
devirli gruplarin yari-direkt ¢arpimlarinin, devirli bir gruba izomorf olma sari

belirlenmistir.
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1.7.1 Tamm’ 1n degisik bir versiyonu asagidaki gibidir.

3.2.1 Tamim G bir grup, K ve 4 bunun alt gruplart olmak iizere, eger K <G
ve % = A Ozellikleri saglaniyorsa, G grubuna K ile A gruplarinin bir genislemesi

denir [22, 23].
3.2.2 Tammm K ve 4 herhangi iki grup ve € da her a € 4 igin,
O:4— Au(K), a0, k> aka™ (3.1)

seklinde tanimli bir homomorfizma olsun. K ile 4 gruplarinin yari-direkt ¢arpimi,
her (a,k)(a € A. k € K) sirali gifti igin,

(a,k)a' k) = (a.a', (kO.)k') (3.2)

kuralimi saglayan G = K ><, 4 kiimesidir. [23]" de belirtildigi gibi (a,k) strali

ikilileri, 4x K direkt ¢arpiminin elemanlaridir.
Yari-direkt garpim tanimlari, [1, 18] gibi kaynaklarda da bulunabilir.

3.2.3 Teorem G =K ><, A kiimesi, (3.2) kuralina gére bir gruptur [23].

Ispat: (1,1) siral ikilisinin X ><, 4 kiimesinin birim eleman: oldugunu

g6stermek kolaydir. Yani,

(LW ak) =a,(160,)k) =(a, k) =(a, k)
(a, k)Y(1,1) = (al , (kO,)1) =(a, k1) =(a, k)

olur. Burada 8, bir otomorfizma oldugu igin birim eleman: birim elemana gétiiriir

ve 6, birim otomorfizmadir.

(a,k) elemanlarinin tersinin (a,,k,) gibi elemanlar oldugunu varsayalim. Bu

durumda,

(a,k) (a,k)=(1, 1) ve (a,k) (a,k)=(1,1)
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olmaldir. (3.2)" den (a,k)ay,k,)=(aq,,(k8,)k)= (1,1) olur ve aa =1 ve
(k@, )k, =1 elde edilir. Bu, a, =a™' ve k, =(k6_.)™" oldugu anlamina gelir. Elde

edilen bu elemanin ters eleman olup olmadig: (3.2) kullanilarak kontrol edilirse,

(a,k) (@™, (k6 .)") = (aa™ (k6 .)kE .)") =(1,1)

istenen sonucuna ulagilir. Aym sekilde (a,,k,) (a,k)=(1,1) durumu igin a, =a™ ve

k, = (k™)6 .. bulunur.

(3.2)" ye gore, K ><, A kiimesinin birlesmeli oldugunu gésterelim:
[(a, k) ay, ky)N(ay. ky) = (ayay, (K8, Yk, Xas, ks)
= (a,a5,((k0, k)0, )k;)
= (a,u,a,, (k,&am )(k,0,, )k5)
(a,,k)[(ay. k) Nas, &)1 = (ay, k Xa,a5,(k,6,, )k; )

=(a,a,a5,((k\0,,, )k,0,)k;) .

Boylece, G = K ><, 4 kiimesinin (3.2) esitligine gore bir grup oldugu ispatlanmig

olur. O

(14} de sirasiyla, k> (k1) ve a > (1,,a) seklinde verilen K > G ve

A — G monomorfizmalari kullanilarak agagidaki tanim elde edilir.

324 Tanim G bir grup olmak iizere, efer K <G, KA=G ve
KnA={l;} sartlarini saflayan K ve A4 alt gruplarina sahipse, G grubuna K ile 4

gruplarinin yari-direkt ¢arpimi denir.

3.2.5 Tanmim G bir grup, K ve 4 bunun alt gruplari olsun. Bu gruplarin,

seklindeki tam serisini diiglinelim. Eger, jok doniisiimili K iizerinde birim olacak

sekilde bir £ : A - G homomorfizmast varsa, bu tam seriye split denir.
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324 Tamm ve 3.2.5 Tanim® dan K ile A gruplarinin her yari-dirckt

¢arpiminin bir split genisleme oldugu agiktir. Detaylar igin [3]" ¢ bakilabilir..

Yari-dirckt carpimlarin mertebeleri i¢in asagidaki sonug verilebilir.

3.2.6 Sonu¢ G grubu K ile 4 gruplarinin yari-dirckt ¢arpimu ise, |(1| = |I\'||A|
olur.

ispat: G grubunun K ile 4 gruplarimin her yari-dirckt ¢arpimi, 3.2.4 Tanim
ve 3.2.1 Tamm’ dan da goriilebilecegi gibi, ayni zamanda K ile A gruplarmin bir

senislemesidir.  Bu nedenle U/, = 4 oldugundan, {U/.|=]4] dir ve Lagrange
& K X grang

‘Teoremi’nden dolayi |G| = |l\||A! olur. 1]

Yari-direkt carpim gruplarinda otomorfizma gruplarim sik¢a kullaniriz.
3.2.7 Tamim Bir & grubunun otomor{izma grubu,
Aul(G) ={0: GG izomorfizma}

scklinde gosterilen kitmedir ve bu kiime fonksiyonlarin birlesim islemine gore bir

grup olusturur,
Asagidaki 6n tcorem ve ispatt |23} de bulunabilir.

3.2.8 On Teorem G grubu K ile A gruplarninimn bir yari-dirckt carpimi isc, o

zaman,

O:4—> Au(K), a>0,: k> aka™” (Vke K ae A)

scklinde tanimh bir 0 homomorfizmas1 vardir. Burada Vke K,ae A igin,

0,00,(k)=0,(k) ve 0,(k) =k oldugu agikur.

b

Yari-direkt ¢arpimlarim sunuglarmi asagidaki on teoremle verebiliriz. Ashinda
bu sonu¢ 1.7.5 Teorem™ in bir uygulamasidir.  Bu 6n teoremin ispau [15]" de

bulunabilir.



3.2.9 On Teorem K ile A gruplanmn sunuslari, yk, (k€ p) ve

x> a, (xe x) doniigtimleri altinda sirasiyla P, = < y;5 > ve P, = <x;r > olsun.
G = K ><, A yan-direkt carpimu igin. £ = {yxi;{.x" yeyxexjve i, =(k.)0,

(aed, keK, xe x, ye y) olacak sckilde y” de bir kelime olmak tizere P =, x; 5, 1, 1)

sunusu bulunabilir.

3.1 Boliim™ de belirtildigi gibi, dirckt ¢arpim gruplarinda, m mertebeli devirli
bir grup ile 7 mertebeli devirli bir grubun direkt ¢arptminm, mn mertebeli devirli bir
gruba izomor( olmast igin gerek ve yeterli kogulun (m,n) =1 oldugu iyi bilinen bir
sonugtur. Asagidaki teoremde m mertebeli devirli bir grup ile n mertebeli devirli bir
grubun yari-direkt ¢arpinunn, mn mertebeli devirli bir gruba izomorf olma sarti

ispatlanmistir.

[
n
N
7
[¢]

3.2.10 Teorem m, neZ've G=127Z,><,Z, olsun. (

mn
(m,m) =1dir.

Ispat: Z,><,Z,=Z,, olsun. Z, ve Z, devirli grup olduklarindan

n mn

sirastyla Z,, =< k;k" > ve Z, =<a,a" > sunuslariyla gosterilirler. Bu durumda &
clemanmim mertebesi, m ve ¢ clemaninin mertebesi # olur.  ipotezden dolays,

Z, ><, Z, yan-dirckt ¢arpim grubu da devirlidir ve Z, ><, Z, =<(a,k) >

2.
bi¢iminde bir sunuga sahiptir ve (¢, k) clemaninin mertebesi mn olur. Buradan

o((a, k)) = M— =mn => . mn= (n,m)=1

(o(a), o(k)) (n,m)

clde ederiz. 11

3.2.10 Teorem® in tersi dofru olmayabilir.  Ancak G grubunun degismeli

olmast durumunda gerektirmenin tersi dogrudur.

3.2.11 Teorem ¢ degismeli bir grup olmak tizere. (=7, olmasi igin

mn

gerekli ve yeterli kosul (m.on) =1 olmasidir.

A
I



ispat: (m.n)=1 olsun. [23]" de IZ,,, >d, Z,,|=|Z l oldugu verilmigtir. O

halde (a.k)eZ, ><, Z, alahm. (a.k) elemanimin bu grup i¢in bir lretcg ve

mertebesinin ma oldugu gosterilmelidir.

(«.k) clemanmin mertebesi t olsun. Bu durumda (a.k) =(1, .1, ) olur

(a, k)" sraln ikililerinin ¢arpimiin ne oldugunu bulalim.

(a. k) = (k) a. k) =(a* (kO,)k) = (a* (aka™ k)
(k) = (k) (ak) = (, (aka™ Yk) (@ k) = (@ ((aka " Yk)O,)Yk)
=(a’,a*k(a'k)?)

scklinde devam cdilerek,
(a.k) =", ad" " k(a k)™

oldugu goriiliir. Kabuliimiiz geregi, (a,k)' = (a',a' " k(a'k)'™") =(1, .l ., ) dir. Bu,
a' =1, ve a k(a k) =1, oldugu anlammna gelir. Dolayisiyla nli oldugu

agiktir.  Simdi ml1 olup olmadifini aragtiralim. Eger bu saglaniyorsa o zaman,

(m,n)=1 oldugundan mn | 1 olacakur.

ak(ak)y " = l, = atk(a k) = l, = (a 'k) = I,

. -1 ) oqe -

bulunur. Bu ifade, (¢™')' k' =1, olarak yazlabilirse, o« k' =1, =1, k' =1,
olur ve buradan &' =1, oldugu gosterilerck mli oldugu sdylenebilir.  Ancak
Z,Z, " nin dolaysiyla 3.2.4 Tanim® dan Z, ><, Z, grubunun degismeli oldugu
bilinmeden yukarida gisterilen islemler yapilamaz,  Yine aym sekilde, (| mn olmasi
igin («.k) =(1, 1, ) olmahidir. Ancak bu esitligin de yazilabilmesi i¢in, 7,7,

grubunun dolayisiyla Z, ><«, Z, grubunun degismeli olmasi gerekir.

Bu nedenle, (m.n) =1 iken G = Z_ oldugunun sdylenilebilmesi igin grubun

mn

degigmeli olmasi gerekir. (|

N
[V}



3.2.12 Ornek Z, ><, Z, grubunu disiinelim. Z, grubunun sunusu
P =<y;y* > ve Z, grubunun sunusu P =< x;x* > olsun. Z, >, Z, grubu yarn-

dirckt carpim oldugundan 3.2.8 On Teorem’ den dolay1,

0:Z,— Au(Z,)). x>0, :yr> xyx”

homomorlizmasy vardir.  |23]" de Auw(Z,)=Z, oldugundan, Z, - Z, olan.
grubun clemanlarmi y> y ve y> p7 seklinde csleyen iki tanc otomorfizma
belirleriz. Lger otomorfizma clemanlart y > y seklinde karsthk getiriyorsa grubun

sunusunu,
I, _ L3 2
rasanz, =SV Y X7y, x] >

olarak buluruz. Sunugunu buldugumuz grup, Z,xZ, dirckt ¢arpim grubudur ve
degismelidir. Burada (2.3) =1 oldugundan bu grup Z, grubuna izomorftur. Eger

otomorfizma clemanlart y +» y~' seklinde karsilik getiriyorsa, grubun sunusu,
) - P B 2
Ppvigz, S<I XY, x7 (yx)" >

olarak bulunur ki [sunugun bulunusu ilerde anlatildi] bu durumda Z, ><, Z, = S,
olur. Buradaki /% ., sunusunun detaylan icin 3.3.2 Ornck ve 3.2.1 Ornck

(devam)’ a bakiniz. ///

3.3 Yan-direkt Carpim Gruplarinda Nilpotentlik

Nilpotentlik ile ilgili temel kavramlar 1.3 Bolim® de verilmisti. Bu kisimda,
bu kavramlara ¢k olarak gruplann sunuslarindan faydalamlarak bazi sartlar alunda

yart-direkt carpimlarm nilpotentligi calisilmistir.

3.3.1 Teorem Degismeli her G grubu igin Z, ><, (& yari-dirckt ¢arpim

grubu nilpotenttir.



ispat: Z, grubunun sunusu Py, =<y;y2> ve G degismeli bir grup

oldugundan sunusu.
P = <x,,...,x,,;R,(.\‘,) ..... R, (x,).[x.x5 Leoa Ly X, Ly X e, 0 x, ])
olsun. Z, >«, (G yari-direkt ¢arpim oldugundan 3.2.8 On Teorem™ den dolayz,
0:G = Aul(Z,), x, >0,y x

homomorfizmast vardir. Ancak [23]" de Aut(Z,) = {l} oldugundan, Z, — Z, olan
tck otomorfizma, elemanlart y > y seklinde karsilik getiren birim otomorf{izmadir.
Aut(Z.,) grubunda birim otomorfizmaya karsihk gelen, 0, otomorfizmasidir.  Bu

durumda ¢ homomorfizmast,
0:G— Au(Z,), x, >0, =1:y>1y1" =y
bigiminde olur. Simdi Z, ><, G yari-dirckt ¢arpim grubunun,

2 . .
I)'I,l:-«l,,(i = <xl ""’xn ’y’ lel (xl )""’ Rm (xm )’y ’I,‘xl ’x?. ]"“’lxl ’xn ]*I'X'Z ’x3 I"'"’lxn~l *xll I’t>

seklindeki sunusunu  bulmahyiz. 329 On Tcorem’ den dolayi, oncelikle
t={yx,2,_:,_'nx,":yey,x,ex} bagintilart belirlenmelidir.  Buradaki 4., (»)0,

bi¢iminde y* de bir kelimedir. Boylece,

Ay =0, =W =y= 4, =y

- - -1 - .
oldugundan = yx,y % =]y.x,] bagmulanm clde  ederiz, Bulunan  bu

komiitatorler kullamlarak, Z, ><, (& yari-dirckt garpim grubunun,
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seklindeki sunusu bulunur. Sunusun {iretegleri olan biitiin elemaniar birbirlerinin

komiitatorleri olarak yazilabildiginden, Z, ><, G grubu degismeli ve 1.3 Bolim’

de belirtildigi gibi her degismeli grup nilpotent oldugundan grup nilpotenttir. —

3.3.2 Ornek Z, ><, Z,, grubunun nilpotentligini gosterelim. Z, ve Z,
gruplari devirli grup olduklarindan. sunuslari sirasivla P, =<y; )'3) ve

P, = <x:x"’> olsun. Z, >, Z,, vyari-direkt carpim ve Auwr(Z,) = {1} oldugundan,
3.3.1 Teorem’ in ispatinda belirtildigi gibi,

!

6:Z, > Au(L,), x > 0,y xx”

homomorfizmasi vardir ve bu homomorfizma x+—6, =7:y1yl" =y

.m

bi¢imindedir. Z, ><, Z,, grubunun P, ., = <y,x; 3rx ,t> seklindeki sunusunu

n

bulmak i¢in yine, f baginti kiimesi bulunmalidir. 2, =(3)8, =()/ =y = A, ="

1

bulunarak, ¢ = yxy~'x™' =[y.x] baginusi elde edilir. Béylece Z, ><, Z, grubunun

m

sunusu.
Prosys, = {357, x" [ya])
olur ve goriildiigii gibi Z, ><, Z, grubu degismeli ve dolayisivla nilpotenttir. ///
3.3.3 Senu¢  p asal sayr olmak iizere, |G|= p ise Z,><, G grubu
nilpotenttir.
3.3.4 Sonug¢ Degismeli her G grubu igin Z, ><, G grubu ¢6ziilebilirdir.

3.3.5 Sonug Degismeli olmayan bir G grubu i¢in. Z, ><, G grubunun
nilpotent oldugu genel olarak s6ylenemez. Bunu géstermek igin, G = S, degismeli

olmayan grubunu alalim ve Z, ><, §; grubunun nilpotentligini inceleyelim. Z,
grubunun sunusu < ¥ yz> ve S, grubunun sunusu ise <a,b;a3 .b*.ab =ba’ > olsun.

Z, ><, S, yan-direkt carpim ve Aut(Z,) = {1} oldugundan,

T.6. YOKSENOGRR: .M nuhuLD
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0:S, = Au(Z,). a8,y ava’ =y, b8, :y>byb =y

homomorfizmalarim belirlevebiliriz. Yani Vse S, igin. s> 1y sys" =y

olur. Buradan. Z, ><, S, grubunun sunusu igin gerekli olan t bagintilar

t={ysA's" :yey. ses} seklinde oldugundan, ¢=ys3~'s™' bigiminde bulunur.

Boylece Z, ><, §;’ Un sunusu,
<)/'.a_.b;y2,a3,b2.ab =ba’,[y.5](s € S;) >

olur. 1.3.7 Teorem’ de. nilpotent her grubun alt grubunun da nilpotent oldugu
belirtilmisti. O halde, nilpotent olmayan en az bir tane alt grubu bulunan gruplar

nilpotent degildir. S, grubu yukarida sunusu bulunan Z, ><, S, grubunun normal
alt grubudur ve ¢oziilebilir fakat nilpotent olmayan bir gruptur. Bdéylece. nilpotent

olmayan bir alt grubu oldugu i¢in Z, ><, S, nilpotent degildir.

3.3.6 Sonu¢ Z,><,Z, grubu nilpotent oldugu halde, Z A ><, Z,

m

grubunun genel olarak nilpotentliginden s6z edemeyiz. Mesela, 3.3.7 Teorem’ in
ispatinda goriilecegi gibi D, = Z; >, Z," dir. [23]" de D, =S, oldugu belirtilir.
1.3 Bolim’ de nilpotent gruplarin bazi 6zellikleri-6" da S; simetrik grubunun

¢ozilebilir fakat nilpotent olmayan bir grup oldugu belirtilmistir.  Ancak,

Z, ><, Z, grubunun ¢ozilebilirligi incelenebilir.

3.3.7 Teorem Z, ><, Z, ¢oziilebilirdir.

Ispat: [23]" de 2m mertebeli D, dihedral grubu, Z, devirli grubunun Z,
devirli grubu ile yan-direkt ¢arpimi oldugu verilmisti. Eger m tek ise, D,
grubunun komdtatér alt grubu Z, ve eger m ¢ift ise. 2n=molmak lzere Z,

grubudur.  Reidemeister-Schreier yontemiyle bulunan komiitatér alt gruplar

kullanilarak. D,, i¢in bolim gruplari degismeli olan bir normal seri olusturur.

Boylece Z, ><, Z, grubu ¢ozilebilirdir. =



3.3.8 Sonug Genel olarak. herhangi bir G grubu igin G ><, Z., grubunun
¢oziilebilir oldugunu da séyleyemeyiz. Mesela. G = 4, alalim. Bu durumda. [23]
de belirtildigi gibi S, =4, >4 Z, olup. ancak n=35 i¢in S, ¢dziilebilir grup
degildir.

3.2.1 Ornek ayni zamanda, Z, ><, Z, grubunun her zaman nilpotent

olamayacagina bir Grnektir.

3.2.1 Ornek (devam) Z, ><, Z, grubu her zaman nilpotent degildir. Z,
grubunun sunusu P = < ¥y > ve Z, grubunun sunusu P = <x;x:> olsun.
Z, >, Z, grubu yan-direkt ¢arpim oldugundan,

0:Z, > Au(Z,). x>0, 1y xx"

homomorfizmas: vardir. Aut(Z3)=Z, oldugundan Zj3 — Z5 olan. grubun

elemanlarim1 y+> y ve yr> y~' seklinde esleyen iki tane otomorfizma belirleriz.

Eger otomorfizma elemanlan y 1 » seklinde karsilik getirivorsa. grubun sunusunu

2

y.x])

"
PZ‘><1,,Z: :<y9'\>.}' X

olarak buluruz ve bu grup degismeli oldugundan nilpotenttir. Eger otomorfizma

elemanlant y > y~' seklinde karsilik getiriyorsa. grubun sunusu,

3.2 2
Pr >z, =<.v,x;y’,-\‘ (%) >

olarak bulunur ki bu durumda Z, ><, Z, = §; oldugundan nilpotent degil ancak

¢oziilebilir bir gruptur. Bu sunus aym zamanda metacyclic grup sunusudur [13] ve

metacyclic gruplarin ¢6ziilebilir oldugu tanimindan agiktir. ///

Asagidaki 6n teoremin ispat1 [13]" de bulunabilir.



3.3.9 On Teorem D, , n mertebeli a ve 2 mertebeli b elemanlart tarafindan
{iretilen dihedral grup olsun. O zaman D, dihedral grubunun nilpotent olmasi igin

gerekli ve yeterli kosul 4 bir tam say1 olmak tizere, n =2 olmasidir.

3.3.10 Teorem G devirli bir grup olmak tizere, Au(G)=7Z, isc G >4, 7,
grubu ¢Sztilebilirdir.

ispat: & grubu mertebesi # olan devirli bir grup ve sunusu P, =< Vs y">
olsun. Z, grubunun sunusunu isc P = <x;x3> olarak alalim. G ><, Z, grubu yari-
dirckt ¢arpim oldugundan,

0:7, > Au(G), x>0, :y> xyx’

homomorfizmast vardir.  Au(G)=Z, oldugundan G — G olan G grubunun
) -1 . oyl -
clemanlarim y+— y ve y+> ¥~ scklinde csleyen iki tanc otomorfizma vardir. Bu

otomorfizmalara gére G ><,, Z, grubunun sunuglari belirlenirse;

i) & grubunun clemanlarm y+» y scklinde csleyen otomorlizma ise, bu

durumda 0 homomorfizmasi,
0:7, > Au(G), x>0, =l:y1yl" =y
scklinde olur. 4, =(y)0, =)/ =y = i;: =y~ oldugundan, G ><, Z, grubunun

r =<y.x;y".,\‘2,t> sunusu igin gerekli olan ¢ baginust 7= yxy 'x™' =|y.x] olarak

bulunur. Bu durumda G ><, Z, grubunun sunusu,

P = <y‘_\~;y”,x2.|'yw\‘]>

olur.  Sunustan da anlagilacag: gibi grup degismeli ve dolayistyla (nilpotent)

¢Oziilebilir bir gruptur.

ii) (; grubunun eclemanlarini y+ 37" geklinde esleyen  otomorfizmayi

diigtinelim. Bu durumda 0 homomortizmasi,
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0:7Z, > Au(G), x>0 :yxx' =y’

scklinde olur. 4, =(1)0, = y' = /lj: =y oldugundan, G ><, Z, grubunun
P = <\ .\':,1"".\'3,1> sunusu i¢in gerekli olan £ bagmusing, £= yxyx ' olarak bulunur. ¢

grup sunusunda bir bagintidir ve bu nedenle,

Ny o= | > PXPN = = (y‘\.)z =1

bagmusi elde edilir. ¢ ><, 7, grubunun sunusti,
E‘ [ 2 27 v
= <1 x;y"..\'2.()’x)3>

olarak bulunur. » tamsayisinin ¢ift ve tek olmast durumuna gore 3.3.7 Tcorem” den,
sunugu bulunan bu grup ¢oziilebilirdir. 1]
3.3.11 Ornck Z,><, Z, grubu ¢ozilebilirdir. Z, grubunun sunugu
4 r 2 r r
I’=<y;y'> ve Z, grubunun sunusu I’=<x;x ) olsun. Z, ><, Z, grubu yan-
direkt ¢arpim oldugundan,

0:7, > Au(Z,). x>0 :yr> xux '

homomorfizmas1  vardir.  Aw(Z,) =7, oldugundan Z,—>7Z, olan, grubun
clemanlarim y = y ve y=> y~' seklinde egleyen iki tane otomorfizma vardir. Bu

otomorlizmalara gore Z, ><, 7, grubunun sunuglarint belirleyclim.

i) Z, grubunun clemanlarim y - y seklinde esleyen otomorfizma ise bu

durumda ¢ homomorfizmast,
0:7, > Au(L)), x>0 =1:y>1yl ' = ¥

scklinde  olur. A =0, =(»)/ =y = A=y oldugundan. 7, >a, Z,
grubunun P = <'\'..\';y"..\':.t> sunusu  igin gerekli olan ¢ baginust,

t= vy 'x7 =] 1.x] olarak belirlenir. Bu durumda Z, ><, Z, grubunun sunusu.
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P= (1 xtoxt ,\']>

olarak bulunur. Sunugtan da anlasilacag: gibi grup degismeli ve dolaysiyla
(nilpotent) ¢oziilebilir bir gruptur.

. 1 . - .
ii) Z, grubunun clemanlarint y 5y seklinde egleyen otomorfizma isc, bu

durumda ¢ homomorfizmasi.

0:7,— Au(Z,), x>0 :y—xyx' =y

scklinde olur. A =)0, =y T= 1) =y oldupundan, Z, ><, Z, grubunun

r= <.1',,\';y"..\",t> sunusu igin gerckli olan £ baginusin, £= yxyx ™" olarak buluruz. ¢

grup sunusunda bir bagintidir ve bu nedenle,
yox =1 gy =1= ()’ =1

bagintis clde edilir. Z, ><, Z, grubunun sunusu,
P=(yxy’ xt (m)?)

olarak bulunur.  Sunugu bulunan Z, ><, Z, grubu, D, dihedral grubunun

sunusudur [15, 16] ve bu grup 3.3.9 On tcorem’ den  dolay: nilpotent oldugundan

¢oziilebilirdir. ///

Not: 3.3.11 Ornek ashinda tamamen nilpotent olan bir gruptur. 3.2.1 Ornek’
deki grup ise, Au(G)=7Z, olan G ><, 7, gruplannin nilpotent  olmasi

gerekmedigine bir drnektir.
3.3.12 Sonug p asal sayr olmak iizere. 7, >4, Z, grubu ¢oziilebilirdir.

ispat: p=2i¢in Z, ><, Z, grubunun nitpotent oldugu 3.3.9 On Teorem’ den

agiktr. Dolayisiyla bu grup, ¢ozilebilirdir.

p>2 igin Z, >, Z, grubu metacyclic bir gruptur [13] ve metacyclic
gruplarin ¢ziilebilir oldugu 1.2.10 Tanim® dan agiktr.
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33.13 Sonu¢ neZ' ve m=2" isc Z, ><, Z, grubu nilpotent dolayisiyla
¢Oziilebilirdir.

ispat: Z  ><, Z, grubunun mertebesi 3.2.6 Sonug™ dan 2" dir. Ayrica,
biitiin Sylow 2-alt gruplarinin sayis1 1 oldugundan, bu alt gruplar 1.3.13 Teorem’
den Z, ><, Z, grubunun normal alt grubu olur. Bu nedenle. Z, >, Z, 1.3.14
Teorem™ den 7, gruplarinin direkt ¢arpimn olarak yazilabilir.  Elde edilen bu grup.,

degismeli oldugundan nilpotenttir. |

3.3.14 Uyan G =7 durumunda, ¢ homomorfizmast toplamsal
tanmmlanmak zorunda oldugundan, yan-dirckt ¢arpim kavrami, yari-dirckt toplam
kavramina doniigmek zorundadir.  Bu konuyla ilgili olarak literatiirde herhangi bir
bilgi verilmediginden G =7 durumu bu tezde incelenememis olup, ileri dénemde

caligilacaktr.

Agagidaki teorem | 12]" de bulunabilir.

3.3.15 On Teorem G bir grup ve /1, K gruplari ¢; grubunun normal alt grubu
olsunlar. Eger IInK ={1.} isc, Ve Il ve Yk e K i¢in hk = kh dir.

ispat: hell ve ke K alahm. h'k 'hk clemam. K <G oldugundan K
grubunun ¢lemant ve aynt zamanda /7 < & oldugundan /7 nin clemanidir. Boylece

h'khk, 1K grubunun clemani olur. /1 " K ={l,;} oldugundan, h'k ™ hk =1

dir. Buradan istenen sonucu clde ederiz. b

3.3.16 Teorem G grubu, K ile A degismeli gruplariim yari-dirckt ¢arpimi

olsun. Eger (}I = 2|/l| is¢c & grubu nilpotentlir.

ispat: (G = K >, A olsun. Bu durumda 3.2.4 Tamm" dan, K <G, KA -G,

v

J
K o = {1y dzellikleri saglamr, |G = 2] ise ~‘ =2 ve buradan A < olur.

|
Bu durumda K <G, A<G ve K =141, oldugundan, 3.3.15 On Teorem” den,
Vaed ve keK i¢in ak - ka olur Ayrica  3.24 Tamim' dan

G =tka: ke K.ae A} olur. Simdi G grubunun degismeli oldugunu ispatlayalim.
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Bunun igin,  x.y € Golsun. O halde x = kg, ve y=k,a, olacak sckilde «,.a, € 4

ve k..k, € K vardir. Buradan,

xy = (ak Wa,ky) = a (ka))ky, = alak )k, = (aa,kk,) = (a,a))k,k,)
= a,(ak )k, =a,(kya)k = (a,k, Y a k) = yx

bulunur. Boylece 7 grubunun degismeli ve dolayistyla nilpotent oldugu goriiliir, U]

3.3.17 Ornek Z,>q,Z, yari-dirckt  ¢arpim  grubunu  dugiinelim.
IZ," X Z"| = 2|Z,,| ise, Z,, >4, Z, grubunun nilpotent oldugunu gosterclim. O halde
(=7,><,7Z, olsun. Budurumda 3.2.4 Tanum’ dan d()lzlyl, Z,<G, 2,1, =G
ve 7., N7, =t} ozellikleri saglanir. 7, ve 7, devirli grup olduklarindan sunuslan
strastyla <y;y”’> ve <x;x"> olsun. Hipotezimizden, |Z, >, Z,|=2Z,| oldugundan,
Z, <G oldugu agikur. 3.3.15 On Teorem® den, Vy e Z,, ve Vx e 7, igin px = xy dir.
Yine 3.2.4 Tamm’ dan, Z,7, =G oldugundan, G ={yx:yveZ, ve xeZ,} dir.
3.3.16 Teorem’ in ispatindaki adimlar takip cdilerck, Va,he Gigin ab =ha oldugu
gosterilerck, G grubunun degismeli oldugu ispatlanmis olur. Boylece Z,, ><, Z, yari-

dirckt carpimi nilpotent bir gruptur. ///

3.3.18 Teorem Z, ><, Z  nilpotent bir gruptur.

ispat: 3.2.6 Sonug’ dan Z,>q,7Z,|= p? oldugu agikur. Bu grubun Sylow p-
alt gruplarinmn sayisi, n,=1+kp dir ve n, sayist 17 i bolmelidir. Goriildtigi gibi, £ =0
digindaki higbir & tamsayist igin n, sayist ' i bolmez. Boyleee, n, =1 bulunur. Bu
durumda Z, <7, ><, 7 oldugundan, 1.3.14 Teorem® ¢ gore 7, ><, 7, grubu

nitpotenttir. Dolayisiyla ¢oziilebilirdir. - .

3.3.19 Ornek 7, ><, 7, grubunun nilpotent oldugunu gosterelim.  Z,

3 3 .
gruplannin sunugu sirastyla <y;y'> ve <x;x'> olsun. Z, >q, Z, yar-dirckt ¢arpim
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oldugundan, (3.2) homomorfizmasi vardir ve 3.3.10 Tecorem™ dcki gibi iglemlieri
uygularsak,  Aw(Z,)=7Z, oldugundan G grubundan ( grubuna giden clemanlari

' seklinde kargihk getiren iki tanc otomorfizma vardir. Eger

reyove vy
otomorfizma  clemanlart  y > y scklinde  kargthik getiriyorsa.  grubun  sunugu

3 3 . - . - . .
<‘l'..\‘:_l’ oy > olur ki bu durumda grup degigmeli oldugundan nilpotenttir.

Liger otomorfizma, eclemanlart y > y™' seklinde kargilik getiriyorsa, o zaman
3 3 2 oy < . . cue e

grubun sunusu, <y,.\';y' , X7, PX = Xy > olarak clde cdilir. $imdi sunugunu bildigimiz bu
grubun nilpotentligini inceleyelim.

ilk olarak Reidemeister-Schreier yéntemiyle bu grubun komiitatér alt grubunu
belirleyelim.

[ r g 3 3 2
G =7,>, Z, alahm. O zaman ('/( =<y.x;.1' Ly = .l)*,.\']) olur.
1

Gerekli sadelestirmeler yaptlirsa, v =1 bulunur.  Simdi y dretecinin yerine cgitini

o 3 r 2 .o . . " .
azarsak, 7/ . ={(x:x* Y= Z. bulunur. Bu durumda {1, x. x*} kiimesi bir Schreier
( 3 ] §

J
o 4 .. AT = . .
sistemi olur ve yan ciimle temsilcileri, x= x ve x =x? olarak clde edilir.
Reidemeister-Schreier metodu kullamlarak G grubunun tirctegleri,

S =y =y=a, 8, =xy(x) " =xx" =b, S, =xp(xPy) = =c ove

bagmtlar da,

3 + U + 3
Z'(_\’ )ZASI“A l‘,AS“, =d
OIS RN ' el -t U 2
r(yxyx ) =8,9,,5,9,95, =ab
(x'x =88 8 8 5" =p'
iy & TR v et e T
R N B N P U O PO I Ol F Ol R .
Ty Ty ) =SS S S S SUS =k

D23 oo o ¢ elet o
r(x yx )—.S,\_.S‘,_,.S‘A,".SY:I'S WSy =

[
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IR B B AN L L U selg-le-t ¢o-le-1 _ -2
Ty X TN T ) =S8, S S S STSISE SIS =ch

A

olarak bulunur.  Bu bagmtilardan, o = ¢ ve « ile b eslenik  olduklarindan,
G =<u:u‘>5 Z., olur, Boylece Z, grubu G grubunun normal alt gruplar
oldugundan, 1.3.14 Teorem™ den (7 =7Z,xZ, yazlabilir. Bu dirckt ¢arpim grubu

degismeli oldugundan nilpotenttir. ///

p ve ¢ asal sayilarim birbirinden farkh oldugu durumlarda nilpotentlik durumu

asagidaki 6n teoremde verilmistir ve bu tcorem | 13]° de bulunabilir.

3.3.20 On Teorem p ve ¢ asal sayilar ve p > ¢ olsun. Lger ¢ asali (p-1) sayisini

bolmiiyorsa, o zaman pg mertebeli her grup 7, devirli grubuna izomorftur.

Ispat: |23]" de Cauchy Teoremi’ ne gore, mertebesi bir p asali ile boliinebilen
sonlu bir ¢; grubu, p mertebeli bir cleman igerir.  Ayrica p asalt G sonlu grubunun
mertebesini bdlen en kiiglik asal ise, ¢ grubunun p indeksli 7/ alt grubu ¢ grubunun
normal alt grubudur [13]. O halde pg mertebeli G grubu da sirasiyla p ve ¢ mertebeli ¢

ve b clemanlaring igerir. S =< a;a” > devirli grubu ¢ grubunun normal alt grubu olur.
Buradan, (%, boltim grubunda AS yan climlesi ¢ clemanlt olur.  Bu durumda,
(/S =< hS > olan devirli bir gruptur. Bdylece, G grubunun her clemam A'a’  seklinde
yazilabilir ve G =<a,h> olur. Bu grubun Sylow g-alt gruplarinin sayist n, =1+ kg
olur ve a1 sayist p asahni bilmelidir. Gortildigi gibi, & =0 diginda bunu saglayan bir
k tam sayist yoktur ve n, =1 olarak bulunur. Bu nedenle, <h><a G olup,  buradan

<a>nN<h>=1{l.} clde edilir. Boylece, 1.3.14 Teorem de kullanilarak,

G=<u>x<h> =7 %7 =7,

aranan sonucu ¢ikar. {1



3.3.21 Teorem p ve ¢ asal sayilar ve p > ¢ olsun. Liger ¢ asali (p-1) sayisini
£ !

bolmiiyorsa, Z , >, Z  nilpotent bir gruptur.

ispat: |2, >a, Z | = pg oldugundan 3.3.20 On Teorem® den dolayi. bu grup

devirli dolayisiyla degismelidir. Boylece Z |, >q, Z, nilpotent bir gruptur. ! |

3.3.22 Ornek Z, ><, Z, grubunun nilpotentligini gosterelim. 5 ve 3 asal
saytlar ve 5>3 oldugundan 3.3.21 Teorem igin gerekli olan sartlar saglar. Bu grubun
Sylow 5-alt grubunun sayist #; =1 ve Sylow 3-alt grubunun sayist #, =1 bulunur, Bu
nedenle, 1.3.13 Teorem” den Sylow 3-alt grubu ve Sylow 5-alt grubu bu grubun normal
alt gruplar oldugundan Z; x 7, ¢ izomorl olarak yazilabilir. Bilindigi gibi (3.5) = |
oldugundan  bulunan dirckt ¢arpim grubu da Z,; devirli grubuna izomorf(tur. Béylece

Z, ><a, 7, grubu nilpotenttir. ///

Not: Eger g asalr (p-1) sayisini boliiyorsa, Z >4, 7, grubunun her zaman
nilpotent olmasi gerckmez. Mescla, 3.2.1 Ornek” deki Z, ><, Z, grubunun her zaman

nilpotent olmadigi agiklanmigtir.

3.3.23 Teorem  p ve g asal sayilar ve p > ¢ olsun. Eger ¢ asali (p-1) sayising
boliiyorsa, (mod p) ye gore 'e denk olmayan ancak, ¢. kuvveti 1’c denk olan bir s
tamsayist varsa Z, ><, Z grubu ¢oziilebilirdir.

Ispat: [13]" de yukandaki yartlara sahip Z  ><, Z_ grubunun metacyclic grup

oldugu gosterilmigtir. Metacyclic gruplarin ¢oziilebilirligi ise tanmuindan agikur.

3.3.24 Ornek (=7, >, 7, grubunu alahm. 3 16 oldugu agiktir ve bu grup
icin 3.3.23 Teorem’ deki s tamsayist, 20 dir.  Gergekten, 2 # 1 (mod7)  ve

k] . . +
2" =l(mod7) dir. Budurumda{13]* den (7 grubunun sunugu,

P = <\ vy ot = )'3.\'>
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olur., Reidemeister-Schreier metodu ile bu grubun komiitatdr alt grubunu belirleyelim.

Bunun igin,

(/ = <y,.\';y7..\"‘..\;v = 17X v.x] )
G '

oldugu agiktur. Buradan y = | bulunarak, (’/( = Z, clde cdilir. Boyleee, {1, x, x*}
7

R

. o g . . . . . . . . o . P b
kiimesi bir Schreier sistemi olur. Bu kiime i¢in yan ciimle temsileileri X = x ve x° = x°

almarak, ¢ grubunun tiretegleri,

S, =S,=1,8, =lvly)y '=y=a, S, =xv(xy) " =xx " =b

' 2 2 | 2
So,o=x"px’y) =y =c

Y
olur. Komiitator alt grubun bagmtilari isce,

7
Iy = a

(v)=8,, .8
-~

Ttane

r(x") = r(xx’x ") = r(xzx‘xx“z) =1
r(ox Ty ) =8, S, S S, S, =ha?

7 'x ') =8, 8,8, 8, = b

oty
\—_—V_J
ERETNS

i 2 i 4 v + RO I R 2
royy y Cx =888, S SSSL S =ch

i
L O

2 7.2 . ' ’ ' URECGE 7
T(,\' ." X ) = ASI‘IS\‘ AS‘.-r...lS‘_-ylS =

it
\—_—V_J
Tt

2 Y I, B, i . ' . -1 0] -1 ¢ - -2
T(.\. .\:".x .)’ X ): ,S]‘ AS‘_‘, IS \_,‘S“_ .S AS‘:" S\:)‘ .S . “‘I = /7(_.

UR
Vi w

bulunur.  Bulunan dretegler ve bagmulardan,  » = ¢ bulunur ve « ile b eglenik

olduklarindan, komiitatér alt grubun sunugu (= <u;u7> = 7, olur. Biyleee, Z, a6/

bulunarak, (7 grubu igin, {1} a Z, < (; degismeli serisi elde editir. Gortildiigi gibi bu
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serideki bsliim gruplan degismelidir. Bu nedenle G grubu ¢oziilebilir bir gruptur. ///

q

3.3.25 Tcorem ZP, >, Z, ve Z,>q, sz gruplan ¢oziilebilirdir.
ispat: p’¢ mertebeli herhangi bir grup ¢oziilebilirdir [23]. Gergekten 3.2.6

Sonug’ tan her iki grubun mertebesi de p*q olur.

Z,.>3,1, grubu igin, 3.2.4 Tanim’ dan Z,.<1,>x,7, oldugu agiktir
ve {I}<9Z ,<Z; >4, Z, degismeli serisi bulunur.  Ayni gekilde Z, ><, Z,
grubu i¢in Z <9 Z, >, Zp_, olur ve {}qZ,<aZ, >q, Z/’2 degismeli  serisi

bulunur. Boylece her iki grup da ¢oziilebilirdir. 1]

3.3.26 Ornck G =Z, >, Z, grubu ¢oziilebilirdir. 3.2.6 Sonug’ tan dolayt,
|G| =45 = 3?5 olur. Bu grubun bir tek Sylow 3-alt grubu vardir ve mertcbesi 9° dur.
1.3.13 Tecorem’ den dolayi, Z, <G dir ve boylcce, {I;} 9Z, < Z, <G degismeli

serisi bulundugundan, G grubu ¢6ziilebilirdir.

H =74 ><, Z, grubunu digiinclim. Bu grubun Sylow 5-alt grubu da tektir
ve mertebesi 5 tir. Yine 1.3.13 Teorem’den Z;< {1 olur ve {l;}<Zsall

degismeli serisi elde edildiginden, / grubu da ¢oziilebilirdir. ///

3.3.28 Teorem p < ¢ olmak tlizere, Z,, >d, Z , grubu ¢oziilebilirdir.
q

ispat: [13]' dc p < ¢ olmak {izere pg” mertebeli gruplarin ¢oziilebilir

oldugu verilmistir. Z, ><,, Zq" grubunun mertebesi 3.2.6 Sonug’ tan  pg” olur ve

bu nedenle ¢éziilebilirdir, 11

3.4 Yari-dirckt Carpimlarin p-nilpotentligi ve Siipergoziilebilirligi

Stipergdziilebilirlik ve p-nilpotentlik ile ilgili kavramlar 1.5 Bélim® de
verilmisti.  Bu kisimda bazi yari-direkt g¢arpim  gruplarimin p-nilpotentligi ve

siipergoziilebilirligi incelenmistir.
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3.4.1 Teorem Z, ><, Z, grubu p-nilpotenttir ve sliper¢oziilebilirdir.
ispat: 3.2.6 Sonug tan Z, >, Z, grubunun mertebesi p* dir. Bu grubun
Sylow p-sayist n, =1 dir. Boylece 1.5.4 Teorem” den p asali herhangi bir Sylow p-

sayisini bolmediginden, grup p-nilpotenttir.

Ayrica, Z,><, Z  grubunun Sylow p-alt gruplarinin sayist 1 oldugundan,
1.3.13 Teorem’ den bu alt gruplar normal alt gruptur. Yani Z, < Z, ><, Z, olur.
Boylece, her bolim grubu devirli olan {l;}<Z,<4Z,><,Z, scrisi clde

edildiginden, Z , ><, Z , grubu siipercdziilebilir bir gruptur. [ ]

3.3.19 Ornek’ teki grup aymi zamanda p-nilpotent ve siiper¢dziilebilir bir

gruba 6rnektir,

3.3.19 Ornck (devam) Z,><, Z, grubunun p-nilpotentligini  ve
siiper¢ziilebilirligini inceleyelim. Bu grubun mertebesi, 3.2.6 Sonug’tan p? dir.
Boylece, Z, >, Z, grubunun Sylow p-alt gruplarinin sayis1 »n, =1+ 4p olur ve 1

saytsini bolmelidir. Gortildiigii gibi, £ = 0 disinda bu durumu saglayacak bir tam sayi

yoktur. Bu durumda »n, =1 bulunur. 1.5.4 Teorem’ den dolays, Z, ><, Z, grubu

3-nilpotenttir.

Daha 6nce bu grubun nilpotentligi incelenirken, Z, < Z; ><, Z,
bulunmustu. Boylece, {l;}<9Z;<Z, >4, Z, her boliim grubu devirli olan scri

bulundugu i¢in Z, ><, Z, grubu siiper¢oziilebilirdir.

3.4.2 Teorem p ve ¢ asal sayilar ve p > ¢ olsun. Eger ¢ asali (p-1) sayisim

bdlmiyorsa, Z , ><, Z, grubu p-nilpotent, g-nilpotent ve siipergoziilebilir gruptur.
ispat: Yukandaki sartlarda verilen grubun nilpotent oldugu 3.3.21 Tcorem’

de gdsterilmisti. ilk énce, verilen sartlarda Z » >, Z, grubunun Sylow sayilarini

belirleyelim.  Bu grubun Sylow p-alt gruplarinin sayisi, p> ¢ oldugundan 1 olarak

bulunur.
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Hipotezde, ¢ asali (p-1) sayisim b6élmediginden p—1=gs olacak sekilde bir
s tamsayist yoktur. Dolayisiyla, p asali gs+1 seklinde yazilmaz. Yani, Sylow g-alt
gruplarin sayisi 1 olarak bulunur. 1.5.4 Teorem’ den bu grup hem p-nilpotenttir hem

de g-nilpotenttir.

Z,><,Z, grubunun Sylow p-alt grubunun ve Sylow g-alt grubunun
saytlart 1 oldugundan, 1.3.13 Teorem’ den her ikisi de bu grubun normal alt grubu
olur. Boylece, Z,><,Z, grubu igin {lG}<Z,<Z,>9,2Z, Ve
{l;}<9Z,<Z,>q,Z, scklinde biitiin bolim gruplar devirli olan iki tane seri

bulunur. Bu nedenle grubumuz stipergéziilebilir gruptur. (]
3.3.22 Ornek ayni zamanda 3.4.2 teorem igin bir 6rnektir.

3322 Ornck (devam) Z, >4, Z, grubunun p-nilpotentligi  ve

stipergoziilebilirligini inceleyelim.  Daha 6nce bu grubun nilpotent oldugu

gosterilirken, Sylow S-alt grubunun sayis1 n; =1 ve Sylow 3-alt grubunun sayisi isc
ny =1 olarak bulunmustu. Boéylece, 1.5.4 Teorem’ den dolay1, Z; ><, Z, grubu

hem 3-nilpotent hem de S-nilpotenttir.

Daha once de belirtildigi gibi, Sylow 3-alt grubu vc Sylow 5-alt grubu

Z >4, Z, grubunun normal alt gruplari oldugundan bu grup igin,
(I} RZs <9 Zy >, L, ve {l5}<Z;9Z,>1, 7,

scklinde iki tane, her boliim grubu devirli olan seri bulunur. Bdéylece Z >4, Z,

grubu stipergoziilebilirdir. ///

3.4.3 Sonug Eficr ¢ asali (p-1) sayisint béliiyorsa, Z, ><, Z, grubunun hem

p-nilpotent hem de g-nilpotent olmasi gerckmez.  Mesela, 3.2.1 Ornek® deki

Z, ><a, Z, grubunu tekrar ele alalim. Bu grubun mertebesi 3.2.6 Sonug” tan dolay:
6" dir. Z,><, Z, grubunun Sylow 2-alt grubunun sayisi n, =3 ve Sylow 3-alt

grubunun sayisi n, =1 olarak bulunur. Boylece, 1.5.4 Teorem’ den grup 2-
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nilpotenttir. Fakat, 3 asah n,’ yi boldugii igin Z, ><, Z, grubu 3-nilpotent

degildir.

344 Sonug Z,6><,Z, grubunun herhangi bir asal igin p-nilpotent

olmamasi siiper¢dziilebilir olmadigi anlamina gelmez.  Yukandaki sonugta

Z, >, Z, grubu 3-nilpotent degildir. Fakat, n, =1 oldugundan Z, <« Z, >, Z,
olur ve bu grup igin, {1;}<Z; <« Z, >, Z, scklinde boliim gruplart devirli olan

seri bulunur. Bu nedenle Z, ><, Z, grubu siiper¢éziilebilirdir.
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4. STANDART WREATH CARPIMLARIN NiLPOTENTLIiGi

4.1 Giris -

Bu bosliimde split genislemesinin bir sonucu olan standart wreath ¢arpim
genel itibariyle incelenmistir.  Yine bu bdliimdeki amacimiz incelenen bu  standart
wreath ¢arpimi kullanarak, bu tezin gencl amaci olan nilpotentlik, p-nilpotentlik ve
siipergoziilebilirlik cebirsel objelerine ulagmaktir. Bunlarla ilgili olarak 4.4.1 On
Teorem, 4.4.2 Teorem, 4.5.2 Teorem ve 4.5.4 Sonug’ lar1 6zgiin olup, literatiirde

rastlanmamusgtir.

4.2 Standart Wreath Carpimlar

4.2.1 Tamm Her bir gefl vc her bir xeX” e kargilik, bir tek gx clemam
karsihk gelecek sckildeki bostan farkli bir X kiimesini alalim. Burada /, X in

simetrik grubunun bir alt grubudur. Eger her birxeX ve her g,, g, eH igin,

g(g,(x)=(g,g,)x) ve lx=x
sartlar saglaniyorsa bu durumda A, X tizerinde soldan harcket eder denir.

4.2.2 On Teorem /1 grubu X kiimesi iizerinde soldan hareket etsin. O zaman

alinacak her bir ge [/ clemanina,
P, XX, @, 18P gx

doéniisiimii karstlik gelir ve bu X in bir permiitasyonudur. Ayrica,
p:H—>S5:, g0,

scklinde tanimli doniisiim bir homomorfizmadir.

72



ispat: Bunun igin geH alalm. 4.2.1 Tamm’ dan @, X —>X bir

déntistimdiir. Her bir g,, g,€H ve xeXigin,

P (¥) =(£:8:)(x) = g,(g,(x)) = & (9, (¥)) =0, (¢, (x))
oldugundan,

P = PP, 4.1)
csitligi elde edilir. Ayrica ¢, (x) =1.x = x oldugundan,

¢ =1, 4.2)
clde cdilir. (4.1) ve (4.2) i(ullamlarak,

PP ()=, (X)=0(x) ve ¢ .0, ()=0,. (x)=p(x)

oldugundan PP 1 =P P =0 olur ki bu, ¢, nin tersinir doniisim olmasi

demcktir. Ayrica (4.1), ¢’ nin bir homomorfizma olmasi demektir. ']

Simdi bu bolimdeki islemlerimizin temelini olusturan standart wreath

¢arpimi olusturalim. Bunun i¢in B ve 4 sonlu grubunu alahm. Ayrica H grubu da B

grubunun |A| tane direkt ¢arpimi olsun. Burada H ya koordinatlar1 B grubunda 4 ile

indekslenen a,’ lerolan («,) vektdrlerinden olusur yada B,

([1/)x) = fi(x),(x), (xe )

scklinde tanimh biitiin £ : A = B fonksiyonlardir. Her bir ye 4 ve fe B” igin

./‘,\‘ e BA,

ST =1), (xed)

olarak tammlanir. Eger f, x inci koordinati a = f(x) olan bir vektor olarak

diigiiniiliirse, o zaman f* fonksiyonu bu koordinatlarin y ile indislenip yer

degistirilerek, f fonksiyonundan elde edilir.
73



Mesela, 4 ={l,x,y,xy} ve f=(a,,a,,a,,a, )€ BxBxBxB ise,

=A== a,
S =fxy)=a,
ST =fy) = q

STxy)=fxyy) = a,

oldugundan, f*=(a,,a, a ,a,) olarak bulunur.

Sonug olarak,
0:4— Au(H), 0,()=f" (4.3)

tanmimlanir.

4.2.3 Tamim A sonlu olmak iizere B ve A4 gruplarini alahm. Burada 0, (4.3)

homomorfizmasi olmak {izere,
||
H><1, A=B">q, A

yari-dirckt ¢carpimina, B ile 4 gruplarinin standart wreath ¢arpim denir ve BlA

ilc gosterilir.
4.2.4 Teorem B[ A garpimi bir gruptur ve

|14 =|B"|4] (4.4)

scklindedir.

ispat: [23]’ dc agiklanmistir.

Standart wreath ¢arpimlar, 4.2.3 Tamim’ dan bir yari-dirckt g¢arpim ve her

yari-dirckt-¢arpiminda 3.2.4 Tanim’ dan bir genisleme oldugu agiktir. Bu nedenle

B[ A ¢arpimu B ile A gruplarimin her genislemesinin bir izomorfik kopyasini igerir.
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4.3 Standart Wreath Carpimin Sunusu
G=RB[4 grubunun sunusunu bulmak i¢in asagidaki yontem uygulanabilir:

Oncelikle her bir ae A4 igin B grubunun P, sunusunun bir (y'’; s'')
kopyasini alalim ve A elemanlarinin @, =1 olmak f{izerc «, <a, <..<a,
siralamasini olusturalim. Daha sonra, {«¢, :x e x} kiimest 4 grubu igin P, ={x;r)
sunusuna kargthk gelen bir tireteg kiimesi ve {b, :ye y} kiimesi de P, =(y;s)
sunusuna karsilik gelen bir tirete¢ kiimesi olsun. Bu durumda 1.7.5 Teorem’ in bir

uygulamasi olan asapidaki on teorem, G = B[A grubunun sunusunu verir. Bu

tcoremin ilk ispati [10]’ da bulunabilir.

4.3.1 On Teorem G= B 4 grubunun sunusu,

P=( (ae A),x; s(aed), r, y'2'" =29 (qa e A, a<a

yzey), x 'y x=y" (ae d, yey, xex))

ile verilir.
ispat: Wreath carpimin tamnundaki A grubu, |A| tane B grubunun direkt

¢arpimi oldugundan bu grup,
P, =y (ae A); s (ae A), [V, 2 (a,d € A, a<d ,y,ze p) )

olarak yazilabilir. Yine ayni scbepten BJA grubu, /M ><, A yar-dirckt ¢arpim

genislemesidir. Bu nedenle H ><, 4 grubu,
P =" (aed),x; s“Naed), r, [y, 2] (a.d ed, a<d ,y,zey), t)

. eye - v .. . -
ilc verilir. Burada ¢, {y*xy") x':ye y, xe x} kiimesi ile verilen bagmulardir.

Bu kiimedcki herhangi bir a € 4 igin y'

. H grubunun bir clemanint gosterir. Bu
elemanda, « durumu digindaki biitiin durumlar 1’ dir ve ¢ durumundaki degeri by’

dir ( b, €B). Budurumda P ve P, sunuslan aymidir. 0
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4.3.2 Ornek D, dihedral grubunun G =Z,JZ, grubuna izomorf oldugunu

gosterelim. Bunun igin, A=2Z, ve B=1Z, olarak alalim ve sunuslar da strasiyla

<x;x2> ve (y;yz) olsun. Bu durumda, H = le =7Z,xZ, grubunun sunusu
[15] ile <y‘°’,y“’;y‘°z O [y, "’]) olur. Boylece (4.3) homomorfizmasi,
0:4—> Au(H)=Au(Z,xZ,), x>0 _:(b.b,) > (h,,b)

olarak tanimlanir. 3.2.9 On Teorem’ deki ¢ bagintlan,

x'yOx =y ve x'yPx=y®

olarak bulunur. Boylece ¢ grubunun sunusu,
by

Y A (1) T4 ) T SR () L (PR (0) m 1. () ~U oy ()

1’[~<y Y LXxT Ly Ly Ty =yt xTyOx =y >

olarak bulunur. Bu sunusa Tictze doniigiimleri uygulanirsa 7 sunusu,

P2=<y(°),x;x2,y 7y [y @ x “”x]>

=1 .,(®)

seklinde olur. Burada (x™'y‘“x)* ~1 oldugundan, bu bagintt silinir. Uretegler ve

{0) »

bagintilar artik sadece y”’ a bagh oldugundan, y® =y alalim. Buradan da P,

sunusu,
Py =(y.xx? y2 [y, x " yx])
scklini alir. Boylece x* ~1 ve y? ~ 1 olmasi kullanilarak,
[yoxyx]=1 ~yxyxy sy =1~ pxpxyxyx =1 ~ () =
clde edilir. Buradan da G grubunun sunusu,
Py ={y.xxty70m)")

olarak bulunur ve bu sunug [15] ile D, dihedral grubuna izomorftur. ///
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4.4 Standart Wreath Carpimin Nilpotentligi

Standart  wreath  ¢arpimlarin  nilpotentligini,  p-nilpotentligini  ve
siiper¢oziilebilirligini inceleyebilmek igin Oncelikle, herhangi iki devirli grubun
wreath ¢arpiminin komfitatér alt grubunu veren asafidaki teoremi incelememiz

gerckmektedir.

4.4.1 On Teorem B ve A sirasiyla m ve n mertebeli devirli gruplar olmak

iizcre,

BlA) =2, x..xZ,
h—-——v—————l
(n-1) tane
scklindedir.
ispat: B=7,, A=7Z, vc <y;y"'> ve <x;x"> sunuslar strastyla B ile 4

gruplarinin sunuslari olsun. Bu durumda 4.2.3 Tanim’ dan,

BIA = Zﬂl m n

fz,=2"5q,2,=2,x..xZ, >,Z,=H>a, Z
%—_—J

n tane

olur. Burada / grubunun sunusu [15] ile,
(PO P Dy O O 0,y DY ve 0SS (n-1)

scklindedir. Burada B ile 4 gruplarimin wreath ¢arpimi G ile gosterilirse, G

grubunun (y,x;s,r,t} scklindeki sunusunda bulunan ¢ bagintilari bulunmalidir. G

grubu aslinda bir yari-dirckt ¢carpim oldugundan,
0:Z, > Au(lly, x>0, :(b,by,....b, ) (b,.b,...b, )

homomorfizmasi vardir. Buradan G grubunun sunusu igin gerekli olan ¢ bagintilari,
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- 0
Xy @y =

xyly = y@

-1 (n-1) 0)

xTy"x=y

(n-1)

olarak bulunur. Béylece biitiin y@,y® [y elemanlari y® elemanina bagh

olarak bulunur. Burada " =y olarak aliirsa G grubunun sunusu 4.3.1 On

Teorem yardimuyla,

m =(n-1)y . __n-1

<y,x;y"’,x", 7)) e (T Y Ly x T x], [ x et e,

[y’x—(n—l)yxn—l ], [x-_lyx,x-2yx2 ]’“.’ [x~lyx,x—(tt—l)yxll—l ]’.",
[x—(n—l)yxn-z ’x-(n—l)yxn—l ] ) (45)
olarak bulunur. Bu sunusta,
(x-—lyx)m ~ ] , (x—ZyxZ)m A 1 s (x—(n-l)yxn—l)m - ]
Ve ayrica,

-(n-1)

Dx7 e, x 2y 1~ 1, o, [, x y" M~ [ i x ) ~ 1

~(n~1) ., [x—(n—z) n-2

yx ,x—(n—l)yxn—l ] ~ ]

[x2yx?, x Dyt~ 1, L

oldugundan, bu bagintilar (4.5) ten silinir ve G grubunun sunusu,
(posy™ 2 [ox e [ 2w L D™V ] ) (4.6)
olarak bulunur. (4.6)’ daki bagintilarda gerekli diizenlemeler yapilirsa sunus,

- - -2 - -(n- - -(n-~ -
(rociy™ox"s yxyx = x7 yxy, yx iy = x pxlp,, 0yt o g )

4.7)

seklini alir. Boylece, Z,, ve Z, gruplarinin wreath ¢arpimi olan G grubunun sunusu

elde edilmis olur.

78



Simdi (4.7) sunusuna sahip G grubunun komiitatér alt grubunun sunusunu

belirleyelim.  Bunun igin, 1.4 Boélim’ de sozii edilen Reidemeister-Schreier

yéntemini kullanacagiz. {1k dnce % béliim grubunun sunugu i¢in (4.7) sunusuna

iireteglerin komiitatdriinii ekleyelim. Boylece boliim grubunun sunusu,

<y, xy"x", T yx = x T yxy, yx et = x ety

=(n-1) n-| — x-(n-l)

yx "y "y, [y,x])

olur. Bu sunusta, cklenen komiitatorden dolayr yx = xyoldugundan, y™ ve x

digindaki diger bagimtilar 1° e denk oldugundan silinir ve grubun sunusu,
<y’x;yﬂl,xll’ [y, x] > (4.8)
olarak bulunur. Gériildiigu gibi (4.8) sunusu Z, xZ, grubuna izomorftur.

Simdi G ile boliim grubu Z, x Z, grubuna izomorf olan G komiitatér alt

grubunu bulalim. Bunun igin 1.4.11 Tanim’ da verilen Schreier sistemini bulalim.

Gorildigu gibi,

m-\ 2 n-| 2 2 _n-t m-1 m-1 n—l}

2 1~1 2
(0, 0, 7 e Y X X, X yx, yx Ty Xy T Ly T X YT X

kiimesi, G" icin bir Schreier sistemi olur. Buradan énce G grubunun iircteglerini

sonra da bagintilarint belirleyelim. Bunun igin yan climle temsilcileri,

< |

2 n-1 n-4

=y, Y=y, "=y
xt=xt ., x" =x

=

=x,

yx=yx, yix=yix ..,y " x=yp""x

h]

2 2.2 2.2 2 .2
woi=ypxt, yxt=yxt Lyt =y"x

olsun. Bu durumda,
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S, =l =p =1, 8, =l =x" =1

Se =0 =y ()" =1, S, =yx(m) = () =

m-1

Sv ln ly(y y) = ym (ym)-l =1 , S'y,.,. m lx(ym -1 ) =]

S, = xy(;c;)" =xp(yx)" = xyx"y’l =4, .S, =xx(;v_)"' = .\‘2(,\'2)'l =1

S . =xlp(t ) =iy ) =y =4, . S, =1

X

So, =Xy =xtyx?) =xx Tyt =4, L S, =1

'y

n-1 n-1

yx" Y =y = Ay S, =1

XX

S, =X (") = x
S = ) =y = px Tyt =2, L S, =1

S, =YYy =y y(ia) = xRy =2, S, =]

n~\ (n-1y ., -2

S, =x" YO = gy ) = ey 2 g S oo, =1

S, =yt =yoin T = eyt =4, S, =1

S g, = V00 YY) =yt () =yttt = Ay, S =1

S) _nyn ly(yl "~ ly) _yzxn ly(yi n- l _yzxn lyx-(n-l)y-J _ lz(n o

S‘r!x" v =1

‘S"_m y m lxy(ym lxy) m lxy(ymx)—l = yxyx—l = /1,"1 , Syw " =1

Srm e, m -1 -y(ym ~1 Zy) m -1 -y(ymx ) m 1x2yx-z = lmz , S‘,m L =1
U m-1_ n-| "m- l n -1y, =yt l n =l g, m o n- l = ym-b =l (-l

‘S gy, =y X }(.} )) y }(y =Yy X B2 b _/{m(n—l)
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iiretegleri elde edilir. Bu iireteglerin yardimiyla G' grubunun bagintilar ise,

C(xy"x™") = 8,,8,8 S 2 S

1x™ xp™ vy It

.MAI,,,.S 1—.: = Ay A

Fp"x?) = 8,882 S o oS mis St S = Apdyyenid

Ix* xx m?2

(Wb oom ==l y
F(x""y"x )'—2'1(::—1)2’2("—!)"‘/1

m(n-1)

FOxy"x"'y™") =8,,8,5,,S

v pyt

S oSS = Ay Ay dmdy,

.Vx»"."-“ |

POx’y"x7?y ™) =8,,8,08 1S 0,8 oy oS oSS Sty = Aoy Ay By Ay

pt yet e vaxt? yx

n=-\_.m_-(n-1) -1

r(yx y X y )= 2’2("—1)2’3("-1)"'lm(n—l)ll(n—l)

P2y 22y ™) = 8,88 o S S, ST SIS = 4 Ay Ay Ay Ay

ml

~r 2.2 m =2 =2 v v
F(y*x"y"x"y )—SU,SWSVZKSVZH. R

\d ~1 v~ 1| ¢r —-I
S ety Sy’xx S iy S0 Iy

N

= '1322'42 -"112]“22

2n=1 om_~(n=1) =2y _
r(y x )y x Y )"" AB(n—l)ﬂ%(n—l)"'ﬂ’m(n—l)ll(n-l);LZ(n—l)

r(ynl—lxymx‘ly'("'_l)) = A 2«“ ---Z'(m—l)l

ml

l-‘(ym—lxlymx-zy"(""”) =A /112'-"1

m2 (m-1)2

r(ym-lxn—lymx—(n—l)y-(m"l)) = )' A A

m(n=1)" U n=-1)**(m-1)n-1)

B IO B e B A | 1ol -1 o
Oy ™7y ™) = 8,8 0 S o S s S ST S S

A-l

H(n-1

=1

2n-1)
r(yx—zyxzy_lx_zy_lxz) = 2’2(;:—2)2'1_:"—2)
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r(yx-(n n n ly—l L~(n-1) lxn—l) = Azll;ll

POy ey 'y xy ™) = .S'l_y‘S‘":‘,.S';_."‘, 1S S e STS, .‘S.;:n 1_“5';:" ._‘S[:

Yy oy LI S P S ¥

. -1
- /13(1:—])/12(11-1)

F 2y yey™x7 y ey ™) = Ay Asiny

m=1

C" yx " yxy ™ x7 Yy xy "y = 4o A
COyx2yxly ' x 2y 2 y™) = Ayun Aatneny

r(yzyxﬂzyxzy_lx—2)’“1)‘72)’“2) = /14(:,-2)2;(1',—2)

l*(ym—lyx—Zyny-lx-Zy—lx'!y-(m-l)) = 2’]("-2)2':,,1(,,<2)

r(yyx—(/t I)yxn ly—lx (n- I)y -1 _n-1 -I) ﬂql/l;[

—(n-1)

r(yZyx yxn-ly-lx—(n l)y -1 n- ly 2) = 2‘“/1;:

m- I (u-l)

I (y yxn—ly-lx-(n—l)y-lxn-ly—(m—l)) /1 2',-,”

FOoyx ™ yxy ™y ™) = 4,45
Py ey y ey = 2,4, 4040
Py ey 'y ety = 44,4040

Tt I IR B S R ¢ 11 ) RN - -
r(x )’-\ y‘\y X y XX )—ll(n—l)il(n ’)l’(n ll/1

1n-2y .



I-'(xyx-Zyx2y-|x-2y-lx2x—l) = A'IIA'!(M-I)A;:AI—(IHQ)

Mty 2yely ' x2y ' ein ) = 4,45

n-1 -2 LIS B I U B €5 § N -1 -1
F(x"yx7yx’y x7°)y XX )"’11(,.-1)’12("—3)12(':—2)2-1("—3)

r(xyx-(n—l)yxn—ly—lx—(n—l)y—lxn—lx—l) = 1'“2'2215:/1;;

LY ~(n-1} nel =1 o=(n=1) =1 =t =2\ ~1 4-1
I'(x"yx yxoy X y x X ) = dpAndnds;

~y un=2 —(n-1) =l =l _=(n=1) =t on=l_—=(n-2)y _, -1 -1
I(X yx yX y X .y x X )—'ﬂ'l(n—z)12(11—1)2’2(::—2)){'1(114)

—~7 L h=] ~(n-1) n=l =1 _=(n=1) =1 =t —~(n-b)y _ -1
F(x™ " yx yo y X y X X ) = A Aagu-n

Flmpx ™y x 7y ey = oAy

Mty yy 'y ey ™) = A Ay e

r(yxi'<|yx-lyxy—|x—ly—lxx—(n—l)y-l ) = lZ(l:—l)2'3(11—2)ﬂ'.;(ln-l))“—z‘:n—Z)

Fyx ity 22y 5 x 7 y™) = Ay Ay A day
Dty ynty sy x ey ™) = A ks
Fxt yx ity ' x 2y e Ty ™) = A Ay A

~ n-1 -2 IS I B W U 71 § B R =1 -1
l(yx yx yxy X y XX y )"'A’Z(n-l)ﬂ'.\(n—Z)A’J(n—l)ﬂ’l(n—?.)

—(n-H

F(pmyx Dy~ y 0y ey = 4 A diAn

L=(n-1)

Dl yx @y y Dy 2y = Andudindy
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=2 ~(n-1) n=l =1 ~(n=1) =1 =l =(n=2) =1y __ -1 -1
l"(y.\ y" yx y X y X X y )_ll(n—!)ﬂ'}(n—l)AB(H—Z)AZ(M—I)

CO P yxy T x Ty y ) = 2,45

FOixyx " yxy '™y xx Py ) = AL, A, Al

—(n-1) -2

r(ylxn—lyx-lyxy—lx—ly-lxx y ) = /13(n—-l)2'4(n~2)i;(ln-l)j';(ln—l)

P 2apx 2y y ' x 2y 'y ) = 4, Ao An A

I(n-1)
COAxiyx 2yl y ' x2y iy ) = 2,45

M2’y yxly a2y iy ) = A4, A0 )

S 2=l -2 PN B Y IR 07 § I -1 -1
l(y X }’«\ yxy X y XX y )—;{‘3('1—!)2‘4(11-2)/{'4(114)13(11«2)

—{(n-1)

F(y2xyx Py y e Dy e e y Yy = Ay A Aa A

~(n-1) ~(n=1) -l n-1_-2_-2

P22y ye ™y ey ey 2y = A, A A Ay

2 -1 =-(n-1) n=t =l = (n=l) o ~Eon=l o =(n=l) -2 -1
F(y x" yx™PDpx" "y " x ™y x"x ™y = Ay A

r(ym—lxyx—lyxy-lx—ly—lxx—ly—(m-l)) = l ;Ll-ll

ml

r(ym—lnyx-lyxy—lx—ly—lxx-Zy-—(m—l)) = A inll—lll;'ll

m2

-~ m=b =l =1 =l b = (sl ~(m-l)y -1 ~1
l(}' X y" y'\y X y XX y )—A‘m(rﬁl)]'I(nn?)/ll(n—l)lm(n—‘l)

-1
m{n-1)

r(ynhlxyx—Zyxly-lx—ly—lx2x-ly-(m—l)) — lmlll(n-l)ll‘lll

r(ym—lxlyx-lyxly-lx-ly—lxlx-ly-(m«l)) = /1 /1;21

m?2
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l—w(ym—lxlyx—lyxly-lx—ly—lx2x—3y—(m—l)) A l /1 2—

m3 ml

r(ym—l n-lyx—Zyxly-lx-2y~lx2x—(ll-|)y-(m-“) =A

m(n-l)ll(n ‘l)l 2’

I(n=1)" m(n-3)

l—~(y (n l)yx y-Ix—(n—l)y—lxn—lx—ly—(m—l)) = /1,,,|/l|22-|-|ll;,l2
r( "= lx y\‘ (n~l)yxn—ly—lx—(n~|)y x :-lx—zy—(m-l)) = 2’ /1 l l-

m2 m3

a0l L={n-1) P 7 DI B ] B R IOV § AN -
l()’ x y\ y y - y X X y ) lm(n l)l

I(n-1)

bagintilart elde cdilir.

Bu baginular G grubunun sunusunda yazihr ve gerekli
sadclestirmeler yapilirsa,

ll . l /13 == A4,
l l l 32 = = 2‘1112
ll("—l) = AZ("-[) = 13("_]) — .. = ﬂ,

m{n-1)

elde cdilir. Buradan gerekli sadelcstirmeler yaptlarak G grubunun sunusu

m m m -1 41 -1 4-1
(’Ill'llb j'l(n l)’ 11 75125 -1y /’l’lzlll;LIZA'll’ 2’132‘121”]‘12’"

-1 -1 -1 4-1
ﬂ'l(n—l)2’](11-211(;14)/1!("—2)"11lﬂ‘l(n-l)z’ll;{’l(n 1)

- -1 4-1 -1 -1
A2 243202405 - A Ay A Aty e A=y Aign-n Agn-2) A1y )

scklinde bulunur. Bu ise,

(A1 Arz s gty A Aees Ay LAy Ao Lo [y Ay Wz s A L

[AIZ » Al(n-l) ]"'“[/ll(n—?.) ’Alm—l) ] )
bigimindeki sunustur, Goriildiigii gibi bu sunus ise
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am x Zm X...X Z”"

—
{(n=1) tune

grubuna izomorftur. Boylece, B ve A gruplarinin standart wreath ¢arpimlarinin

komiitatér alt grubu bulunmus olur. (J

Simdi 4.4.1 On Teorem’ i kullanarak devirli gruplarin standart wreath

carpiminin nilpotentligini asagidaki sonugla verelim

4.4.2 Teorem m ve n pozitif tamsayilar olmak Z/»“ | Zp" grubu nilpotenttir.

mp” +n

ispat: Burada Z, | Z, grubunun mertebesi 4.2.4 Teorem’ den p olur.

Bu grubun Sylow p-alt grubunun sayist n, =1+kp oldugundan, n, =1 olarak
bulunur. Boylece p asali n, sayisimi bdlmediginden 1.5.4 Teorem’ den dolayr
me IZP,, grubu p-nilpotenttir.  Ayrica Z/:”" IZF" grubu 1.3.12 ve 1.3.13 Teorem’

lerden Sylow p-alt gruplarinin dirckt garpimi olarak yazilabildigi icin nilpotenttir.

Bu grubun nilpotentligi 1.5.7 Tcorem’ den de agiktir.

Aymi zamanda nilpotent gruplar ¢éziilebilir oldugundan Z/)”, | Zﬂ" grubu

¢ozilebilir bir gruptur. (1
p-nilpotentlik ile ilgili galigmalar 4.5. Alt Boliim® de bulunabilir.

Not: G=ZPIZI, grubunun ¢ozilebilir  oldugu asagidaki gibi de

gosterilebilir. Bunun igin, G grubunun komiitator alt grubu 4.4.1 On Tcorem’ den

dolay,

G=27Z,x.xZ,
ﬁ—————l

(p-1) tne

olarak bulunur ve mertebesi p”™' dir. Béylece, % boliim grubunun mertebesi p*

olur. Budurumda Z, iz , grubu igin bdlim gruplan degismeli olan,
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(16}92,9Z,xZ,4..4Z,x..xZ, 4G 4G
%f_—__/

(p=2) tane

serisi elde cdilir. Bu ise Z ,,f Z, grubunun ¢oziilebilir olmast demektir. Ayrica

1.1.9 Teorem’ den dolayi da Z , IZ,, grubu ¢oziilebilirdir. [

443 Ornek G=Z,[Z, grubu nilpotent ve ¢ozilebilir bir gruptur.

Gergekten, bu grubun mertebesi 4.2.4 Teorem’ den 3' dur ve Sylow 3-alt gruplarinin

sayist isc | olur. Bu nedenle 1.3.12 ve 1.3.13 Teorem’ lerden bu grup nilpotent bir

gruptur.  Ayrica Z3f Z, grubunun komiitatdr alt grubunun mertebesi 4.4.1 On
Teorem’ den 9 bulunur. Bu durumda % béliim grubunun mertebesi de 9 olarak

elde edilir. Boylece Z, JZ, grubu igin bsliim gruplar degismeli olan,
{1;}9Z, <G 4G

serisi clde edilir. Buise, Z, [ Z, grubunun ¢ziilebilir olmas: demektir. ///

4.5 Standart Wreath Carpimin p-Nilpotentligi ve Siipercoziilcbilirligi

Asagida verilen 4.5.2 Teorem, p ve ¢ asallarinin 3.3.21 Teorem ile verilen

sartlarda oldugunda Zl,f Z, grubunun nilpotentligini verir. Bu grubun

stipergoziilebilirliginin ispat i¢in de 4.5.1 On Teorem verilmistir ve bu 6n tcorem
[13]" de bulunabilir.

4.5.1 On Teorem p vc ¢ asal sayilar ve p > ¢ olmak iizere, G grubunun
mertebesi pg olsun. Bu durumda G grubu ya devirlidir ya da asagidaki bagintilara

sahip « ve b clemanlan ile tiretilir.

b" =1, a' =1, a'ba=b" (r#1(modp) fakat »¢ =1(mod p)).
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4.5.2 Teorem p ile g asal sayilar olmak lizere p > q ve g asal (p-1) sayisini

bolmesin. Budurumda G=Z, | Z, grubu nilpotenttir ve siiper¢oziilebilirdir.

ispat: 4.2.4 Teorem’ den G grubunun mertebesi p?q olur. Bu grubun Sylow
p-alt gruplarinin sayist, k bir tam say1 olmak iizere n, =1+#4p olsun. Burada n,

sayisi ¢ asalim bdlmelidir. Hipotezden p > ¢ oldugundan 1 + kp > ¢ olur ve bu say:

k = 0 digindaki tiim degerler igin ¢ asalim bolmez. Boylece n, =1 olarak bulunur.

Ayrica hipotezde verilen sartlarda n, sayisi da | olarak bulunur. p asali n, =1 ve

n, =1 sayilarint bdlmediginden 1.5.4 Teorem’ den Z,,I Z, grubu p-nilpotenttir.

Ayni sebepten dolayr bu grup ¢-nilpotenttir.  Boylece bu grup 1.5.7 Teorem’ den

nilpotenttir.
4.4.1 On Teorem’ den Z , | Z, grubunun komiitator alt grubu,

Z,x.xZ,
\_V—.——J

(g-1) tane

olur ve mertebesi p?” dir. Boylece % bolim grubunun mertebesi  pg olarak
bulunur. 4.5.1 On Tcorem’ den % boliim grubu Z, devirli grubuna izomorftur.
Ciinkii 1.2.2 Teorem’ den G/G grubu degismelidir ve 4.5.1 On Tcorem’ dc

belirtilen diger grup olamaz. Boylece Z , | Z, grubunun,

{I;}9Z2,<92,%x2,9..9Z,x..xZ, 9G <G
R ) —

(g~2) tane

scklinde biitiin boltiim gruplani devirli olan bir serisi bulunur. Boylece Z, [ Z, grubu

stipergoziilebilirdir. [ ]

453 Orneck G=Z,[Z, grubu S-nilpotenttir ve siipergoziilebilirdir.

Gergekten, 4.2.3 Tamim’ dan G grubunun mertebesi 5%.3 olur. Bu grubun Sylow 5-

88



alt gruplarinin sayist n; =145k ve Sylow 3-alt gruplannin sayist n, =1+ 3s olsun
(k ve s tam say1). Burada ny sayisi k=0 disindaki higbir deger igin 3° {i b6lmez. Bu
durumda ng =1 olarak bulunur. Ayrica 3 asali 5-1 = 4 sayisini bélmediginden
ny =1 olarak bulunur. Boylece 5 ve 3 asallart hem ng =1 ve n; =lsayilarin
bslmediginden 1.5.4 Teorem’ den Z,[Z, grubu hem S-nilpotenttir hem de 3-

nilpotenttir. Buise Z, [Z, grubunun nilpotent olmasi demektir.

4.4.1 On Teorem’ den Z, JZ, grubunun komiitator alt grubu Z, x Z; olur ve

mertebesi 257 tir. Boylece % béliim grubunun mertebesi 15 olarak bulunur. 4.5.1
On Tecorem™ den % bolim grubu Z,s devirli grubuna izomorftur. Ciinkii 1.2.2
Teorem’ den % grubu degismelidir ve 4.5.1 On Teorem’ de belirtilen diger grup

olamaz. Bdoylece ZSIZ3 grubunun, {l;}<9Z, <Z;xZ;<9G scklinde biitiin
boliim gruplart devirli olan bir serisi bulunur. Boylece Zsf Z, grubu

siipergdziilebilirdir. ///

Direkt ¢arpim gruplarinda sirasiyla m ve n mertebeli iki devirli grubun mn
mertebeli devirli gruba izomorf olmast igin gerekli ve yeterli kosulun m ve n
tamsayilarimin aralarinda asal olmast oldugu belirtilmisti.  Ayrica yari-dirckt
carpimlarda (3.2.10 Teorem’ de verildigi gibi) eger G grubu degismeli isc,
Z,>,Z,=7Z,, olmast igin gerekli ve yeterli kosulun yinc m ve n tamsayilarinin

aralarinda asal olmasi oldugu ispatlanmisti.

Asagidaki sonug, m ve n tamsayilarinin aralarinda asal oldugu durumda m ve

n mertebeli iki devirli grubun wreath ¢arpiminin durumunu verir.

4.5.4 Sonu¢ (m,m) =1 isc G=2, Z, grubunun komiitatsr alt grubu ilc
olan béliim grubu mn mertebeli devirli grubuna izomorftur.

ispat: 4.2.4 Teorem® den G grubunun mertebesi n”n olur. 4.4.1 On Teorem’

den G grubunun komiitator alt grubu,
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Z, x..xZL
M——_——V_—J

m

(n-1) tane

olarak bulunur ve mertebesi m"™ dir. Boylece (/G boliim grubunun mertebesi mn

olarak clde edilir. 4.4.1. On Teorem’ i ispatlarken % boliim grubunun sunugu

(4.8) olarak bulunmustu. Bdylece, (m,n)=1 oldugundan bu béliim grubu Z

mn

devirli grubuna izomorftur. [
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