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OzZET
L’(G) UZAYINDA POLINOMLARLA YAKLASIM

Ramazan AKGUN
Balikesir Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii,
Matematik Anabilim Dah

( Yiiksek Lisans Tezi / Tez Danismani : Prof. Dr. Daniyal M. Israfilov )

Balikesir, 2003

Genel olarak L?(G) uzayinda polinomlar ile yaklagimi inceleyen bu galigma
bes boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde temel tanimlar, teoremler ve kullanilan gosterimler verilip,
yaklagimn incelendigi L%(G) uzay: tammlanmistir. Ayrica bazi fonksiyon siniflannin
tanimlan verilmistir.

Ikinci bolimde, bir bélge izerinden ahinan Lebesgue integralin bilinen

Riemann integrali yardimiyla ifade edilebilecegi gosterilip L2(G) uzaymmn bir Hilbert
uzay1 oldugu ispatlanmsgtir.
' Ugiincti boliimde ortanormal ve tam ortanormal sistem tammlan verilip
polinomlarla yaklasimin mimkiin oldugu bdlgeler ( PA ) tammlamp PA o6zelliine
sahip bolgelere ornekler verilmigtir. Her Carathéodory bolgesinin PA ozelligine
sahip oldugu ispatlandiktan sonra PA 6zelligi olmayan basit baglantili bdlgelerden
kesik bolge ve ayvari bolge incelenmigtir. Ayvari bélgenin PA 6zelligine sahip olma
ve olmama kogullan aragtirtlmigtir.

Dordiincii boliimde Hilbert uzaylarinda ON sistemlere gore seri aqnlnm ile
ilgili kogullar belirtildikten sonra ozel olarak L?(G) uzayinda ON seri agthmi
mcelenmnstlr ON sistem tam ise L?(G) uzayindan bir fonksnyonun diizgiin yakinsak

ON seri- aguhmmm var oldugu ispatlanmmgtir. Daha sonra G de analitik bir

fonksiyonun G da diizgiin yakinsak ON seri agilimmin varligi, 0G sintrinin Jordan
efrisi ve ON sistemin G nin ON P, j=0, 1, 2, 3, ... polinomlar sistemi olmasi
kosullan altinda gosterilmistir.

Besinci bolimde kvazi-konform simra sahip bir G bélgesinde tamimbh
A%(G o) agirlikh Bergman uzayindan bir fonksiyon igin genellestmlmls Faber
polinomlan tanimlanip, bunun yaklagim o6zellikleri aragtinlmgtir. A*(G,w) uzayinda
bir fonksiyonun genellestirilmig Faber serisine agtlumimin kompakt altkiimelerde
diizgiin yakinsak oldugu ispatlanip genellestirilmis Faber serisinin teklik problemi
incelenmigtir. Bu bolumde son olarak bir f fonksiyonunun genellestirilmis Faber

serisinin kismi toplaminin f ye 4%(G) normunda yaklagim hizi degerlendirilmigtir.

ANAHTAR SOZCUKLER : PA ozelligine sahip bolge / Carathéodory
bolgesi / ortanormal sistem / agirlikli Bergman uzay: / yaklagim hizi / kvazi-konform
epri / sintra gore kvazi-konform yansima / genellestirilmis Faber polinomu.
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ABSTRACT
APPROXIMATION BY POLINOMIALS IN LZ(G) SPACE
Ramazan AKGUN

Balikesir University, Institute of Science, Department of Mathematics
( M. Sc. Thesis / Supervisor : Prof. Dr. Daniyal M. Israfilov )
Balikesir-Turkey, 2003

This work in which generally concerns approximation by polinomials in
L’(G) spaces, consist of five chapters.

In the first chapter, basic deﬁmtlons theorems and notations which are used
through in this work are given, the L%(G) spaces in which the approximation is
studied are defined. Also definitions of some function classes are given.

In the second chapter, the Lebesgue integral which is taken over any domain
will be able to be expressed by the help of familiar Riemann integral is demonstrated
after that it is proved that L%(G) is a Hilbert space.

In the thirth chapter definitions of orthanormal and complete orthanormal
systems are given, after that, domains in which have got possibility to approximation
by polinomials ( polinomial approximation ) are defined and various examples are
given about domains which have the PA property. It is proved that every
Carathéodory domains to have the PA property. After that simply connected Slit and
Moon-shaped domains which have not PA property, are investigated. Conditions on
the PA property of the moon-shaped domains that whether they have or not, are
investigated, respectively.

In the fourth chapter first, conditions on expansion with respect to ON
systems for functions in L’ g G) spaces are investigated. If ON system is complete
then for any function in L°(G) spaces, existence of uniformly convergent series
expansion with respect to this system is proved. After that, for any function which is

analitic in G, under the circumstences that O0G boundary is Jordan curve and P; ,
J=0, 1, 2, 3, ... is ON polinomials of domain G, existence of uniformly convergent
series expansion with respect to this ON system are demonstrated.

In the fifth chapter, the generalized Faber polinomials for the functions in
A*(G,w) weighted Bergman spaces are deﬁned and their approx1matlon properties
are investigated. For any function in A’ (G,w) the expansion of generallzed Faber
series have been uniformly convergent on compact subsets of the domain G is proved
and uniqueness problem of the generalized Faber series expansion is investigated.
Finally in this chapter, for partial sum of the generallzed Faber series of any function
/. rate of convergence to f with the 4 ?(G) norm is evaluated.

KEY WORDS : domain which have the PA property / Carathéodory domain
/ orthanormal system / weighted Bergman space / rate of convergence / quasi-
conformal curve / quasi-conformal reflection across to a boundary / generalized
Faber polinomials.
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Sembol Ismi Tanim
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G G kiimesinin kapamgt.

oM M kimesinin sinir noktalan kiimesi.
L(G) L? Bergman uzayl.

d,=d( z, 6G) z noktasimin bolgenin sininna olan uzaklig:.
i Jfndizisi f ye noktasal yakinsar.
o= (DY) Jfndizisi f ye diizgiin yakinsar.
1S Jn dizisi f ye monoton artarak yakinsar.
Hlf J» dizisi f ye monoton azalarak yakinsar.-
Cr, g Seviye egrisi.

A=0(xy) IM>0: l'g-)—:iSM.

intA A min i¢ noktalan kiimesi.

extA A nin dig noktalan kiimesi.

CE E kiimesinin tiimleyen kiimesi.
A(Gw) Agirlikh Bergman uzay:.

@ Agrlik fonksiyonu.

N Dogal sayilar kiimesi.

R Gergel sayilar kiimesi.

intC C egrisi ile simirlanan, sinirh ig bolge.
extC

C eprisi ile simirlanan, sinirh ig bolge.
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1. ONBILGILER
1.1 Temel Tanim ve Teoremler
1.1.1 Tanmm : G < C bir bolge ve

I? (G) =3 f : f Gdeanadlitik ve J’J‘I f (z)}2 do < ©
G

seklindeki tammlanan L*(G) uzayina L? Bergman Uzays denir.
L*(G) uzayinin, Uzerinde tamimlanacak bir ig~garpim yardimiyla elde edilen
norm kullanilarak, ikinci boliimde Hilbert uzay: oldugu ispatlanmistir.

1.1.2 Tanim: Bir H Hilbert uzayinn bir altkiimesi S olsun. Eger her uve S,
utv igin (u,v)= 0 oluyorsa S altkiimesine orthogonal sistem denir. Ek olarak S ye ait
her G@enin kendisi ile i¢ carptn 1 oluyorsa S altkiimesine orthonormal sistem adt
verilir [1,s.211].

1.1.3 Tanim : {v j }°j°_o L2(G) uzayinda bir orthonormal sistem olsun. Eger

verilen bu orthonormal sistemin tiim elemanlaryla i¢ ¢arpimi 0 olan fonksiyon
sadece 0 fonksiyonuysa bu sisteme tam orthonormal sistem|1,5.215}, eger sistemin

elemanlarmin lineer bilesimi H wzayinda yogunsa sisteme kapali orthonormal
sistem adi verilir[2,s.25}.

1.1.4 Tamm : [a, b] < R olmak iizere siirekli bir
I :[a bl—C
Jfonksiyonuna karmagik diiziemde bir egri denir. Bir I' egrisi verildiginde
I'(a)=I(b) oluyorsa I' ya kapalt egri; bir I" egrisi sadece t;=t; igin
I'(t;)=I(t,) oluyorsa I" ya Jordan egrisi denir|3 cilt:3].

1.1.5 Tanim : [a, b] < R olmak iizere
I :z=z(t)=x(t)+iyt)
stirekli egrisi verilmis olsun. Eger n dogal say: oldugunda



H=a<b<y<... <tlysy=b

kosulunu saglayant; t; t;, ... , t,+; degerlerinin keyfi bir dizisi igin

S [etg0s) 2014
k=1

toplamu simirli kalyorsa I” egrisine sonlu uzunluklu egri denir. Bagka bir deyisle,
I" egrisini gosteren z fonksiyonu simirlt degigimli ise I ya sonlu uzunluklu egri
denir[4,5.417].

1.1.6 Tanim : Karmasik diizlemin bos olmayan, sirli, kapal: ve baglantili
bir altkiimesine kontinyum, bosg olmayan, agik ve baglantil: bir altkiimesine bir
bdlge, kapalr ve simirli bir altkiimesine kompakt kiime denir{3,cilt:1,s.62-64-48].

1.1.7 Tamm : G simrls bir bolge ve I' :=0G olsun. Eger I’ baglantils ise
G bolgesine basit baglantii bélge; Eger I baglantii degil ise G bolgesine kath
baglantls bolge denir|3,cilt:1,5.67].

Bagka bir deyigle basit baglantih bir boélge asafidaki teorem yardimyla
karakterize edilebilir.

1.1.8 Teorem : Stmrl: bir G bolgesinin basit baglantil: olmas: icin gerekli ve
yeterli kosul, G deki her bir kapali Jordan egrisinin i¢-bolgesinin de G nin altkiimesi
olmasidir[3 cilt:1,5.70]. |

1.1.9 Tamm : Py, k = 0, 1, 2, ... polinomlar ailesi bir polinomlar sistemi
olugturur. Eger polinomlar sistemi L’(G) wayinda yogunsa G bilgesine PA
ozelligine sahip bolge denir. Eger basit baglantili ve simirli bir G bolgesinin smury,

G nin ® noktasimt iceren tiimleyen bolgesinin simwri ile ¢akisiyorsa G bdolgesine
\ Carathéodory bélgesi denir. Eger bir G bolgesinin simir1 Jordan egrisi ise bu
bolgeye Jordan bolgesi denir[2,5.16-17-26].

1.1.10 Tamm : Sinir: kesik igeren bolgelere kesik bilge denir{2,s.20].
1.1.11 Tamm : Tek bir noktada kesigen, igten teget, kapal: iki Jordan egrisi
ile simirl bolgeye ayvari bilge denirf2,s.21].



1.1.12 Tammm : Bir ¢emberi distan saran yilanvari bolgenin kuyruk kismi
cembere sonsuz olarak yaklastifinda olusan bolgeye dig yilan bolge denir. Bir
gemberi i¢ten saran yilanvari bilgenin kuyruk kisms cembere sonsuz olarak
yaklagirsa olusan bu bolgeye i¢ yilan bélge adi verilir[2,5.17 ].

"
XL

Sekil 1.1 ( dis yilan bolge )
1.1.13 Tanum : f fonksiyonu Hc C bélgesinde meromorf ve bire bir olsun.
Gc C igin f{H)=G oluyorsa f doniisiimime H bolgesinin G iizerine konform
doniigiimii denir{5,5.4].

1.1.14 Tanim : Jc C bir Jordan egrisi ve M>0 sabiti sadece J egrisi ve f
fonksiyonuna bagl: olsun. Eger a, beJ igin

{ J(a, b) yayinin uzunlugu}< M-|a — b|

saglaniyorsa J egrisine kvazi-konform egri denir. Burada J(a, b), a ile b noktalarim
birlegtiren, J iizerindeki ¢cap kiiciik olan yay: gosterir[5,s.107].

1.1.15 Tamm : . C—C, h(z) = h(x+iy) hemen her y icin x degiskenine

gore ve hemen her x igin y degiskenine gore mutlak siirekli olan homeomorfizm
olsun. h; ve h;, kismi tiirevieri C de hemen her yerde var ve bunlarn mutlak
degerlerinin kareleri yerel integrallenebilir olsun. u(z) kompleks degerli
olgiilebilir fonksiyon ve ze C igin

lucz)| < k<1

saglansin. Hemen her ze C igin



oh oh
— = p(z)
oz oz
saglaniyorsa h doniigiimiine C de kvazi-konform dénilisiim denir{5,s.95 ].

1.1.16 Tamim : f . C—C hemen her yatay ve hemen her dikey dogrular

iizerinde mutlak siirekli bir homeomorfizm olsun. Her bir K c C kompakt kiimesi igin
2 2

[fl7[ do, <= [[|5.] a0, <o

K K

f-

z

< k-‘le,(05k<1)

egitsizlikleri saglaniyorsa f homeomorfizmine k-kvazi-konform dioniislim denir.
1.1.17 Tammm : F{(z) bir G bolgesi iizerinde karesi integrallenebilir bir

Jonksiyon ve Pufz), n=0, 1, 2, 3, ... G de bir ON polinomlar sistemi olsun.

a, = J.IF(Z)P” (z)dcrz ,n=0,1,23, ..
G
sayilarina F(z) nin Fourier katsayilar;
a
Z a,P,(z)
n=0

serisine de F(z) nin Fourier serisi denir|3,cilt:2,5.122].

1.1.18 Tanim : Cc C bir Jordan egrisi ve

c
z =¥(w)=cw+c +—1—+...(c>0)
w

ile {w: M >1 } bolgesinin extC iizerine konform doniigtimii gisterilsin. Bu
konform doniigiimii «o noktasinda
Y(o)=o0, lim _‘I_’(_w)_=c>0
wowo W

olacak sekilde normlayalim. ¢ , ¥ doniigiimiiniin tersi ve
d
w=g¢(z)=dz+dy+——+.. (cd=1)
z

olsun. Her bir n=0, 1, 2, 3, ... |2| nin ¢ok bilyiik degerleri icin gecerli



olan
-1
[¢(z)]" =d"z" + ')Zd”kz'rlr
k=-wo

acilimimin F,, polinom kismina ( n=0, 1, 2, 3, ...) n-Faber polinomu denir[2,5.43 ].

1.1.19 Teorem ( Maksimum Modiil Teoremi ) : G bolgesinde analitik, sabit
olmayan bir f fonksiyonunun modiilii G de maksimum degerini alamaz
[3,cilt:2,5.91,s0nug2].

1.1.20 Teorem ( Minimum Modiil Teoremi ) : G bolgesinde analitik, G de
siirekli ve stfirdan farkl: bir fonksiyon f olsun. Bu durumda | f l minimum degerini

0G de alir[3 cilt:2,5.92, sonug3].

1.1.21 Teorem : A c C bélgesinde analitik fonksiyonlarin bir f,,, n=0, 1, 2, 3,
... dizisi, A daki her bir kapali disk ilizerinde f fonksiyonuna diizgiin yakinsasin. Bu
durumda f fonksiyonu A da analitiktir. Ustelik f,; ->f ' yakinsamast A da noktasal,

A nin kapali alt diskleri tistiinde diizgiindiir[6,s.187 teorem5.2.7].

1.1.22 Teorem : A C swurh bir bolge ve f,, n=0, 1, 2, 3, ... A da analitik
fonksiyonlarn bir dizisi olsun. Eger f,—f yakinsamas: 0 A iistiinde diizgiin ise
Jw n=0, 1, 2, 3,.., dizisi A da analitik olan bir f fonksiyonuna diizgiin yakinsar
[6,5.194,6rnek7].

1.1.23 Teorem ( Lebesgue Monoton Yakinsama Teoremi ) :
fe, k=01, 2 3, .. olgiilebilir bir E kiimesi tizerinde, dlgilebilir fonksiyonlarin
negatif olmayan, monoton artan bir dizisi ise[7, s.273, teoremS5.10]

lim _"fkda - J'(kzim £, )do.
E E

k>

1.1.24 Teorem : G,, n = 0, 1, 2, .. Jordan bélgeleri dizisi G bolgesine
gekirdek yakinsasin. h,, G, bolgesinin G bolgesi iizerine konform doniigiimii ve h,
konform déniigiimiinii

k(&) =0, h,(§)> 0, (¢cG)
olacak sekilde normlayalim. Bu durumda G nin her kompakt altkiimesi iizerinde



h,(z)— z(dY.) ve hy(z)=> 1dY.), (n—>®)
olur[2,s.18].

Sekil 1.2
1.1.25 Teorem ( Runge Teoremi ) : G bir Jordan bolgesi ve F fonksiyonu

G de analitik ise,Y& > 0 igin 3P polinomu vardwr ki

If(z)—P(z)' <¢eg, zeCG
saglamir]2,s.18 ].
1.1.26 Teorem : H?”, ( p>0 ) Hardy uzayindan bir f{z) # 0 fonksiyonu igin
f2)=B(z).g(z)
saglamr. Burada B(z) Blaschke ¢arpami, g(z)e H? fonksiyonu !z{ < 1 de sifirdan

Jarklidir[8,5.20 teorem?2.5].

1.1.27 Teorem : f,(z), n =0, 1, 2, 3, .. |z| < diskinde analitik fonksiyonlar
dizisi igin

£,(0)=0, £,(0)>0,n=0,1,23, .
olsun ve her n igin f,, l: | <1 diskini B, Jordan bolgesine resmetsin. f,, n=0, 1, 2,
3, .. dizisinin |z|<1 diskinde sonlu bir fonksiyona yakinsamas: icin gerekli ve
yeterli kosul B, — B ¢ekirdek yakinsamasimin saglanmasidir. Burada ya B=0 ya
da B, swri en az iki nokta igeren bir bilgedir. Eger bu yakinsama, varsa, |z|<1
diskinde ditzgiindiir. Eger f{z) limit fonksiyonu sabitten farkly ise fz), |z| < 1 diskini B

cekirdegine resmeder. Ayrica f,, n=0, 1, 2, 3, ... lerin ters



Jonksiyonlarimn @, n=0, 1, 2, 3, ..., dizisi f nin ters fonksiyonu ¢ ye B de diizgiin

yakinsar]4,5.55 teorem1].

1.1.28 Tanpim : {C B, CE} gosterimi CD  kiimesi ile CE kiimesinin

kartezyen g'arpz}n kiimesini ifade eder.
1.1.29 Teorem : p>I, q>1 ve p' +q =1 igin fe I’ve ge LY ise

fge ! olur ve

[resgesa) < | [lreof?as| | flerx) a
E E E

esitsizligi saglanir[4,5.388].

1.1.30 Tamm ( En fyi Yaklasim Sayist ) : G bir bslge olsun.
E,(1.G)=inf {|f B

2(G) : B, polinomvedegF, < n}

sayisina, derecesi en fazla n olan polinomlarla f fonksiyonuna er iyi yaklasim

sayist denir.

1.1.31 ( Kvazi-konform Yansima ) : L bir K-kvazi konform egri, L# wove L,

fz) : € —C K-kvazi-konform homeomorfizmi altinda birim diskin goviintiisii olsun.

Bu durumda

j=J(2)=

N~

olmak iizere

Wz)=fojo f

Sformunda olusturulan fonksiyona kvazi-konform yansima denir[9,5.25).

1.1.32 Tamm ( Genellestirilmis Faber Polinomlar: ) : Bir D bolgesinde

analitik g( z ) fonksiyonu icin @, := g(o ) > 0 olsun. Budurumda
'3
g(z)®" (z) s
v
sonsuz noktasinda n. dereceden kutup yerine sahiptir ve \w““
o



g(2)®" (z2)=a,y"z" +a;fl)z""1 +...+a;")z+ag")

(n) (n) (n) (n)
b, b, by b,

+ + + + ..+

z 72 z3 z*

+ ..., |z| >R,

saglanir. z degiskeninin negatif olmayan terimleri toplamina g(z) agirlik fonksiyonu

ve K kontinyumuna giore n. dereceden genellestirilmis Faber polinomlar: denir
[10,5.44].

Bu polinomlar i¢in
@ (z;8) =a07"z" + af":)lz"_l + ..+ al(")z + a(()”)
gosterimi kullamlir.
1.2 Bazi Fonksiyon Siniflari

1.2.1 Tamm ( H” Hardy Uzay1 ) : f{ z)) fonksiyonu |z| < 1 de analitik

olsun. Eger r—1 igin

1
27 D
1 io |P
M _ (r,f)=4=— ||f(re dé; ,(0<p<w)
p 2z

0

sturly kalyorsa f{z) fonksiyonuna HP sinifindan bir fonksiyondur denir[8,5.2].

1.2.2 Tamim ( Agirhikh Bergman Uzay1 ) : f G de analitik bir fonksiyon ve
@ G de agirlik fonksiyonu olsun. Eger f fonksiyonu igin

_”w(z)]f(z)]z do < ©
G

kogulu saglaniyorsa f fonksiyonuna A2 (G,w) agirlikli Bergman sinifindan bir
Jonksiyon denir.

1.2.3 Tanim (Cekirdek Yakinsamasi ) :
G bir Carathéodory bélgesi olsun. Bu durumda [3, cilt:3]

GcG,veG,, ; cG,
sartin saglayan oyle bir {G n }:; o Jordan bolgeleri dizisi vardir ki

G,>G,(n>w»)



saglanr. Bu durumda {Gn }°°

-0 Jordan bolgeleri dizisi G ¢ekirdegine yakinsar ve G
bélgesi {G u }:; o Jordan bolgeleri dizisinin ¢ekirdegini olugturur denir.
Bu yakinsamamn anlamu (G, =G olmasi anlamma gelmez. Ornegin

1.1.12 tamim da belirtilen dis y1lan bélge icin (1 G, = G sart1 saglanmaz.



2. L’(G) HILBERT UZAYI

Bu bolimde bir G C bolgesi izerinden alinacak Lebesgue integralinin
bilinen Riemann integrali yardimiyla ifade edilebilecegi gosterilecek ve 1.1.1
tanimda verilen L2(G) Bergman uzayimn tizerinde tamimlanacak bir norm yardimiyla
Hilbert uzay: oldugu ispatlanacaktir.

2.1 Girig
G c C bir bolge ve £, G de analitik bir fonksiyon olsun. G bolgesi tizerinden

[Jlr)? ao

integralini gbz Oniine alalim. Burada do ile iki boyutlu Lebesgue alan
diferansiyelini gosteriyoruz. G bolgesi tizerinden alinacak integrali bilinen Riemann
integrali yardimiyla da ifade etmek mimkindir. Gergekten: G,,n=1,2, 3, ..., G
bolgesinin altkiimelerinin asagidaki sartlan saglayan bir dizisi olsun.

(1) Her n igin G,,, simrt sonlu tane Jordan egrisinden olusan bir bolgedir.

(2)Her nigin G, CG,+; CG saglamr.

(3) V Pe G noktasi igin 3n, = ny(P): n>np igin Pe G,.

Sekil 2.1

10



_ 17(z)? .zeG,

¢, (z) "
0 ,2e G -G

n

fonksiyonunu tamimlayalim. # — oo igin ¢, monoton artarak | f |2 ye yakinsar.

Yanin T wiging 1T |f Iz olur. Lebesgue Monoton Yakinsama Teoremi
(LMCT) [7,5.237 teoremS5.10] kullanilarak,

[[#,40 > [[i7]? do.(n>e)
G G

oldugu goriilir. Boylece,

~_U¢nd°' + jj¢nda - Ijlflz do,(n—>®)
G, G

G-G, G,

ve ¢, fonksiyonunun tanimi goz 6niine alinirsa,

[[#,40 > [[|71* do. (1)
G

Gn

elde edilir. Yani,

[l do > [[I7|* do.(n>e)
G G

ve dolayisiyla
[fl71? do = tm {fis|? do,(n>w)
n—>w JJ
G G

n
yazilabilir. Son esitlik, G bolgesi Gizerinden alinacak Lebesgue integralin Riemann
integrali yardimiyla ifade edilebilecegini gosterir.

Omek 21 0<r<R<w olsunG=1zeC:r<|s <R} halka

o0
bolgesini  digimelim.  f(z) = Zanz" fonksiyonunun G bolgesi iizerinden

-0

integralini bulalim.

z = pe"’olsun Bu durumda

11



2

[} 2 T o
J-J“f(z)izdt)‘ = I Zanz” do = ‘]- 2.,‘ ZG’?p”ei”#’ pdpd¢
G

G |—® p=r $=0| —®

= i J'a,, p’" _fdsépdp
—© p=p $=0
= 27[2": lanlz Ipzn”dp

]
v
3
M
)
S
N
TN
N
&)
+ L)
N
L)
N
S
+
[S]
-
N

oy i (R2n+2 _ r2n+2)
2(n+1)

2 1 (Rz(n+1) _ r2(n+1))
n+1

Tamm 2.1 G < C bir bolge ve
2(G):=1f : f Gdeandlitik ve J' j‘[ Flf do <
G

olsun.

12



Yardimci Teorem 2.1 feLZ(G), 729 €G, p,, = d(z9.8G) olsun. Bu

durumda

N

jﬁf(z)izda 2 irpzzo ’f(,o)iz

olur.

Ispat: f (:) fonksiyonunu z -z, 6gesine gore kuvvet serisine agarsak,

z)= Zak (z- _o)k ve a, = f(z,) olur. Taylor teoremine gore p € (0, P, ) igin
k=0

oo

k
z a(z - z9)
k=0
serisi l - Hoi < p diskinde mutlak ve diizgiin yakinsaktir. = = 2, + re'? yazarsak,
P 2rl « w P
gvﬂf(.?)!zdo- = {jzakrkelk¢ d¢rdr = Z -ﬂak 2k+1 j.dwr
"ZO‘SP 0 01k=0 =0 ¢ 0
= 2
=2 I ‘j‘zuzd_z ! l p2k+2
r ) la, r IIZ 2k > 35 l
k=0
-2 l ‘ 2k+2 r 2(k+1)
4 2(k )7 Z
k=0 k=0
olur.
Sekil 2.3
Boylece,

13



ﬂlf(zyda 2 I]ﬂf(ZYda%'aolzp 2+ Zlazi/"‘ .2 fr'aolzpz

z—
20

oldugundan
jjlf(zyda 2 ﬂ|a0|2p2
B

yazilabilir. Budurumda p — p alirsak

[ ),

olduu gériiliir.

2.2 L*(G) Hilbert Uzayr
Yardic: Teorem 2.2 G C bir bolge, z € G ve fge L’ (G) olsun. Bu durumda

(r.8) = [[sC)GHo
G
dbnﬁ,vﬁmﬁ I’ (G) uzaynda bir i¢-carpim doniigiimii olur.
ispat: 1) (7 + .8) = [[(7 + eXeileho = [[(7(2) + a(2)WieYo
G G

= [[re2iz) + (2o = ([s0z)rzo + [[atzihreio
G G G

=(f.1)+(g.h).

2)  (r.8)= [[rr2eteiio= [[7Tearzme = ([Feerzio
G G G

= [[er77t730 = [[a(=)70230 = & 7).
G G

3.) Va eCigin (af, g) = a(f, g) saglanir. Gergekten:

14



(.8)= [[Xe@Ho= [[or(:)2TeNo

= aﬁf(-’)ﬂ-?lfa =a(f.g). = (of.g)=al/. ).

4.) VYf € I? (G) i¢in ( £, f) 2 0 saglanir,

(f.f)= jff(z)ﬂ?)!a= Ij]f(:){zdazo olur. = (f,f)>0.
G G

5) Vf e LZ(G) igin (f,f): 0. < f =0 saglanir.

[(f,f)=0 olsun. | = jgf(:)ﬁf}laz 0.2 Vze( igin Iﬁf(:){zdo:O.
G G

= VzeG igin |[fz)° =0. =VzeG igin|f(z) =0

= VzeG iginfiz)=0. =f=0.

[ /=0 olsun. ] =>VzeG igin fiz)=0. :>]f(z)[ =0. =>V:e(G igin
7P =0.  VzeG igin ﬁff(:)fdm 0. = ”f(z)f(z)da 0.
G G

=>(f.f)=0.

L (G)de(f.2)= 5 ! f(2)g(zlo, z e G donugimi bir i¢ carpim doniigiimidiir,
G

Bu durumda (L2 (G),( ., ) bir i¢ ¢arpim uzayi olur. f e L*(G) fonksiyonu igin
7 = (7. 1)% = J [JlrCy ao
G

olsun. Bu doniigiim bir norm dénisimaidir ve (L*(G),|. | ) normlu bir uzaydr.

Simdi L?(G) uzayin bu tanmmlanan norma gore tam oldugunu gosterelim. Bunun

igin  L*G) deki bir {fn }:=o Cauchy dizisinin L?(G) de yakinsak oldugunu
ispatlayalim. { S }:=0 L*(G) de bir Cauchy dizisi olsun. BuradanVe>0 igin

AN e N:Vn,m> N igin |f,, - f,,] < Ve olur. a,m> N igin

15



-5 <

olur. Boylece,
2
jﬂfﬂ(;)—fm(zj do < ¢
G

olur. G bolgesinin bir kompakt B altkiimesini alalim. Bu durumda V= € B igin

yardimci teorem 2.1 yardimiyla

R JRERAE
(Y <<

ﬂ'dz

4

saglamir. L%(G) bir vektor uzayi oldugundan f e L%(G) ve f < L*(G)igin
g g . ) ve f ¢

£ = f €L*(G) olur. Ayrica d, := d(z,8G), ze B olarak tammbidir.

dy G

Sekil 2.4

z € B oldugundan
d =d(B,6G) = irzf{g, -65:¢1€Bg; € GG}

i¢in d, 2 d olur. Boylece —6—;— < :11— saglanacagindan Vz € B igin
-4
) : L,E-1,60 1,6)-7,6]
fn(")—fm(‘:)i = 7[61'22 < miz <72d2

elde edilir ve G nin her kompakt altkiimesi tizerinde {fn (.z)}:_o diizgiin yakinsak

olur. Analitik fonksiyonlarin diizgiin limiti analitik olacagindan,

16



f(z)= F(z),(n>w), zeB

n
yakinsamasi1 B C G iizerinde diizgiin olur. Bdylece { S }:’_: o Cauchy dizisi F{(z)
analitik fonksiyonuna diizgiin yakinsar.

J:ﬂfn(z)- fm(:jzdo' <e&
G

oldugundan n,m > N igin
.mf" (z)— fm (:){2da <&
B

esitsizligi saglanir. Yukaridaki esitsizlikte limit ahrsak,

2
{ﬂfn —FI do < ¢

¢ikar. Buradan, VB < G igin

2
-C[.ﬂfn—F‘ b < 4 @.1)

olur. F, G nin her kompakt altkimesinde analitik oldugundan G de de analitik olur.
F fonksiyonun L?(G) de oldugunu, yani

.UlF(zHZ do < ®

G
saglandigim ispatlayalim.  Uggen esitsizligini goz oOnine aldiimizda, (2.1)
kullanilarak

|7] < |7 = £ ]+ 1a] <=
elde edilir. Boylece FeL*(G) oldugu ispatiamr. { £ }:: , Cauchy dizisi L*(G)

deki bir F fonksiyonuna yakinsadigindan dolayr (L°(G),

|.]) uzay: tam normiu uzay,

L*(G) ise bir Hilbert uzay1 olur.

17



3. L’(G) DE POLINOMLAR SISTEMININ TAMLIGI

Bu bdlimde polinomlarla yaklagimin mimkiin oldugu (PA) béigeler
tammlamip PA ozelligine sahip bolgelerin ozellikleri arastimlmistir.  Sonra PA

Ozelligine sahip olamayan ayvari ve kesik bélgenin 6zellikleri incelenmigtir.

3.1 Giris

G C simrl bolgesi verilmis olsun. L*(G) de polinomlarn yogun olmasi igin
G bolgesinin hangi 6zelliklere sahip olmas1 gerektigini arastiralim.

Teorem 3.1 S := {1, z, 32,:3, :4,...} olsun. Bu durumda S c LZ(G)
olur.

ispat :z € G ve k=0, 1, 2, 3, ..igin z* e L*(G) oldugunu gosterelim. G
sinirh oldugundan,

VzeGigindM >0 :|d <M

saglanir. Boylece

jﬂzklzda-—' ‘mzlzk do < ”Mdea =Mk J.J'd0'=M2k - Alan(G) < ©
G G G G

ve Vk=0, I, 2, 3, ... igin z¥ eI*(G) olur.

Tanum 3.1 Eger polinomlar sistemi L*(G) uzayinda yogunsa G bolgesine PA
ozelligine sahip bolge denir.

Teorem 3.2 G = {zlzl <1/ } actk birim diski PA ozelligine sahip bir

bolgedir.
Ispat : G de analitik bir / fonksiyonu alalim. Taylor teoremine gore

f(z) = Zakzk yazilabilir. f eL’(G) ise

k=0
, 12

= ‘Ulf(z)lzda=.r iakzk

G | K=0

|71

18



o 2rl w 27l 2
=2 [flacflo[ pipto =3 [ o, [ oot
k=0 ¢ ¢ k=0 ¢ ¢
w 1 1
Zﬂak p2k+ J.dedp= ﬂakl 02541 20ty
k=0g k=0 g
2
2k+2 1 ® )i =, la
—27[2] a,| [7k+ OJ— Z;z';'aklz 2(k+1)= ﬂ'kZo’k:’]
olur. Buradan gérildigii gibi
2o !
“fz)e [}(G) = Z
=o
olur.
P (z) = iakzk alahm. Béylece
k=0
| A
2 2 od
[l7-5 e =lrrF - 32 B2
2 2
Cunkii ﬂ';% serisi, yakmsék n'z ,:l:_l 7 serisinin kalan serisidir.
Bundan dolayt zri ’Z’; ,1 (G) igin

2
EPn (z) polinomu vardir ki J. 'ﬂ f- Pn l do <¢ saglanir. Polinomlar LZ(G) de
yogun oldugundan, G bolgesi PA ozelligine sahip bir bolgedir.

Teorem 3.3 Katl: baglantil bolgeler PA ézelligine sahip bolgeler degildirler.
Ispat : G kath baglantili bir bolge olsun. G nin stnir bileseninin birinin

uzerinde z,, z,, z;, z, noktalanm alalim.
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£ =2 z-2) P2 (- 25 -2, )72
fonksiyonunu diganelim. f fonksiyonu G iizerinde analitiktir. Cunki
Zy;,%,, 23, z,;¢G dir. Busimir bilesenini kapsayan bir I~ Jordan egrisi vardr.

Burada

”']f(z){zdcr<oo
G

olur. Gergekten,

1 & + 4, + 45 . 4,
lz-zII,z—zZ!’z-z3z—zl 'z zll IZ—ZZ] lz_z.?’ ‘2—24§
oldugundan, i=1, 2, 3, 4, ... igin

y:|

1= [[——dover= (7 do=1,+1,+1,+1,

G‘z—zt G
gosterimlerini kullamrsak,

I =4 H do j.-‘-rdrd¢—2m4.R.<oo
1 ] 1 1

Z - Z
}z-zi I<R I 0

olur. BuradaniseI=1 +1,+1, +1 < gkar. Sonug olarak,f(z)e L*(G)

olur. n—» o iken " f- Pn " —> 0 sartin1 saglayan bir Pn, n=1, 2, 3, ... polinomlar

dizisinin var oldugunu diginelim. O zaman yardimci teorem 2.1 e gére
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dizisinin var oldugunu disiinelim. O zaman yardimci teorem 2.1 e gore

0-r )< 2 (Zj;dz A L7 €10,

esitsizligi G nin her B kompakt altkimesi iizerinde gegerlidir. Yani G nin her

B

kompakt B altkiimesi tizerinde P, (z)—> f(z) yakinsamas: diizgindiir, P(z), n=1,
2, 3, ..., polinomlan B de analitik ve yakinsama diizgiin oldugundan f{ z ) B de
analitik olur. Bu durumda 7~ kapali Jordan egrisi ile sinirli bélgenin kapanisi da G
bolgesinin kompakt bir altktimesi oldugundan, o6zel halde I” Gzerinde de
P, (z)—> f(z)  yakinsamast  dizgindir.  Maksimum prensibi  yardimi

ile P, (z)—-> f (:) diizgiin yakinsamas: [~ dstiinde saglaniyorsa intI” de de saglamr.

Teklik teoremini diginiirsek /- stiindeki diizgiin limit ile in/T deki diizgiin limit
cakisir. Sonug olarak infI” igindeki ff z ) diizgiin limitinin in¢ I” icinde analitik
olduBu ¢ikar. Halbuki f{ z ), int I” de analitik olamaz. Cinkii bu bolgede /7 z ) nin
tamimsiz oldugu noktalar vardir. Bu varsayimimizla geligti. Kath baglantih bolgeler

PA ozelligine sahip olamazlar ve ispat biter.

Kath baglantih bolgeler PA 6zelligine sahip olamadigindan basit baglantil
bolgeleri inceleyelim. Her basit baglantihi bolge PA ozelligine sahip degildir.
Ornegin agagida tamimlan verilecek olan Kesik bolge, Ayvari bélge ve I¢ yilan bilge
PA o6zelligi olmayan basit baglantih bolgelerdir.

3.2 PA Ozelligine Sahip Bolgeler
Tamm 3.2 G sumrly, basit baglantili bir bolge olsun. 6G s, G nin ©
noktasim igeren tiimleyen bolgesinin simirt ile ¢akistyorsa G bolgesine Carathéodory

bolgesi denir.
Ornek 3.1 Her bir Jordan bolgesi Carathéodory bolgesidir.
Ornek 3.2 Dug yilan bolge bir Carathéodory bélgesidir. Bu bélge,verilen bir

gemberi digtan saran yilanvari bolgeden olusur éyle ki yilanvari bolgenin kuyrudu

g¢embere simirsiz olarak yaklag:r.
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Bu bolgeye ait sekil asagida verilmigtir. [Sekil 3.2 ]
‘ i l

rungssabosoneny

Sekil 3.2
Bunu géstermek igin G dis yilan bélgesinin simrinda bir = noktasi alalim. ze 8G 1se
z & int 0G ve z eext0G olur. Buradan, Ve > 0 igin
B(z,6)nG#¢ ve B(z,e)nG, #¢
olur. Burada Gao ile G nin sonsuz noktasim igeren tiimleyen bélgesini gosteriyoruz.

Boylece z € 0G_ olur. Bu V&>0 ve V=€ 0G igin saglandifr igin oG =0G

olur, yani dis yilan bélge bir Carathéodory bolgesidir.

Ornek 3.3 Bir cemberi igten bir yianvari bolge sarsin oyle ki yilann
kuyrugu daralarak cembere sinirsiz olarak yaklagsin. Bu bolgeye i¢ yilan bolge
denir. I¢ yilan bélge bir Carathéodory bélgesi degildir.

Gergekten : G bir i¢ yilan bolge olsun. Bu bélgenin Carathéodory bolgesi

olmasi igin simnnmn, aymt zamanda c noktasim ic,:erenGQ0 timleyeninin de siniri
olmas1 gerekir. BGco st lzl = r gemberinden olusur. Bu durumda 6G = 0G|

saglanmaz. Cinkd G sinin lzl = r ¢emberinin i¢ boélgesinden olan elemanlar

igermektedir, yani i¢ yilan bélge bir Carathéodory bolgesi degildir.
Teorem 3.4 G suurly, basit baglanti: bir bolge olsun. 0G smuri, G nin ©
noktasint igeren timleyen bolgesinin simirt ile ¢akisiyorsa G bolgesi PA ozelligine

sahip bolge olur. ]
ispat : Gostermemiz gereken sey Ve>0 ve Vf e[*(G) igin
" f (z) - P(z) ” < & kosulunu saglayan bir P( z ) polinomunun varhfdir. Herhangi

bir f € [*(G) fonksiyonu alalim.
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Adm 1 : G de analitik ve " f-F " < & kosulunu saglayan bir F
fonksiyonu olugturalim. ze G, igin
7, = £l (2)- 2. ()
olsun. Bu durumda

i ffln[fao = [firao
G

G
oldugunu ispatlayalim.

Sekil 3.3

w=h (z) olsun. Bu durumda
n

[l e - [

< || IfPdo + Pdo, = ||Pdo, = ||/ do
hn'[E[) h (G”:G) 5 JJ‘) JG-J

()

’ daw = J"ﬂf(w)lz dO‘w
. 1 (G)

G

n

vE

J_ﬂfnlz do < ”Iflz...da,n =01,23 ..
G G

saglanir. Goluzin[4, s.55] den biliyoruz ki G nin her kompakt altkiimesi {izerinde
fa(2) = f(2) @), (n—>w)

olur. Boylece,

@J‘ﬂfﬁrdc > liﬂjﬂfnizda - ”|f|2da
G B B
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elde edilir. G bolgesinde dyle bir B, bolgeler dizisi alalim ki,

B cG,B cB ,cG,n=0,123, ..
n n n+l1

ve B —G,(m—>w®) Aynca
[l e~ (i, [, g = [
B, B, B, G

[Jir1* do =li'n_1mfnl’2da < Emfnfzdas [JrPde,n=0123
B, B G

B
7

.. olacagindan
[t do < im [[is, | do < m [, do < [[i51 a0
G G G 2

i [ do = [firi oo
G G

¢ikar. Boylece G nin her B kompakt altkiimesi i¢in
2
lim Iﬂf l do = ‘Ulflzda,(n—m)
n—>wo h '
G-B G-B

olur. Simdi 0< 6 < 8% olsun ve B, [ﬂ f ! 2 do < ¢ kosulunu saglayan kompakt

G-B
bir altkiime, n
_mfn]zda <26 ve J'ﬂfn —f’zda <&
G-B B

kogullarim saglayan bir say1 olsun. Bu kosullar altinda

o[ = (- [l -

B

2
do

<5+2-{ ”’fn 2da+ H[fizdaJ<5+2.(26+5)=76<82
G-B

G-B
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oldugu gﬁrﬁlﬁr." fn -f“z <ég? oldugundan “ fn ~f “ <& saglan. f,
fonksiyonu G de analitik ve “ f- fn ” < & olur. Boylece, istenen sartlan saglayan
fonksiyon F := f  olarak bulunur.

2. Adim : ” f- P“ < 2¢ kosulunu saglayan P polinomunu olusturalim.

F = f, fonksiyonuna Runge teoremini uygularsak, & > 0 ve ze G igin 3P

polinomu vardir ki ]F (z) - P(:)l < & kogulu saglanir. & ﬁm uygun segimiyle

J'J'[F—szda <67, Hda= 52 - dlan(G) <&?
G G

ve
|r-P <&
elde edilir. Buradan | f — P | < & qikar.
| £-Pl<|f-Fl+|F-Pl<s+2=2¢
olmasi nedeniyle
| f-P|<2e
yazilabilir. Polinomlar G de yogun oldugu i¢in G bélgesi PA dzelligine sahiptir.

3.3 PA Ozelligine Sahip Olmayan Bolgeler

Her basit baglantili bolge PA 6zelligine sahip degildir. Omegin Kesik bolge,
Ayvari bélge, Ig yilan bolge PA 6zelligi olmayan basit baglantili bolgelerdir.

Sekil 3.4 (a) Kesik bolge (b) Ayvari bolge
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3.3.1 Kesik Bolge

Tamm 3.7 Sinur1 kesik igeren bélgelere Kesik boige denir. ( Sekil 3.4 (a) )
Yardimer Teorem3.1 G ve G iki bolge ve G DG, meas(G' —-G): 0

olsun. Eger G bolgesi PA ozelligine sahipse G holgesi de PA ozelligine sahip olur.

Ispat : G bolgesi PA dzelligine sahip olsun. Vf e L(G )ve Ve > 0 igin

| f-P| pl@) <€ kosulunu saglayan P( - ) polinomunun varh@m gésterelim. Bir

fe LZ( G') fonksiyonu alirsak £, G’ bélgesinde analitik ve
J.ﬂf‘zdd= ,” if’zdo"'” 'U{flzdo"—' Iﬁf|2d6<w
G G -G G G

olur. Buradan f, G de analitik ve - j' J'] 1P do < o olacagndan f €L (G) gikar.
G

Hipotezden, £ > 0 igin 3P polinomu vardir ki | f-P|, (G) < & olur Boéylece,

j‘_ﬂf—P|2da+o= H[f-szda+ Jﬂf—P[zda

E G G -G

2
- [flr - a1
Gl
oldugundan, Ve >0 ve Vf eL*(G') igin 3P polinomu vardir ki

<&

2
(G

|.f- P (¢') < & sa@lanir. Boylece G bolgesi PA ozelligine sahip bir bélgedir.

Sonuc 3.1 Eger G bolgesi PA ozelligine sahip degilse G bolgesi de PA
ozelligine sahip degildir.
Sonug 32 G ve G iki bolge, G oG, meas(G' -G): 0 ve G katl

baglantily ise G bolgesi PA dzelligine sahip olamaz.

Teorem 3.5 Kesik bolge PA dzelligine sahip bir bélge degildir.
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Ispat : Kesikten bir kasmum silersek bolge katl: baglantili bir bolge olur.
Yeni olusan katlt baglantih bélgeyi G ile gosterelim.
G >G ve G kath baglantih oldugundan teorem 3.3
goz oniine alinirsa G bolgesi PA 6zelligine sahip

bir bélge degildir. Aynica meas @ - G) =0
oldugundan sonug 3.1 kullamlirsa G bélgesinin PA
dzelligine sahip olmadig ¢ikar. Béylece Kesik bolge

(Sekil 3.4 (a)) PA ozelligine sahip degildir

Sekil 3.5
3.3.2 Ayvari Bolgeler
Tanmm 3.4 Tek bir noktada kesigen, icten teget, kapali iki Jordan egrisi ile

siirlt bolgeye Ayvari bélge denir. ( Sekil 3.6 )

Sekil 3.6

Yardimei Teorem3.2 I” sonlu uzunluklu Jordan egrisi ve G:=int I" olsun.

F fonksiyonu G de analitik, G de siirekli ve B, G nin kompakt bir altkiimesi ise
VYa>0 icin 3M(a,B)= sabit :

Va

max{l F(z)( Pz e B}SM(a,B)- I] F(:)laldaz

olur. .
Ispat : Eger,VzeG i¢in F(z)# 0 yada @ 21 ise F* G de analitik olur ve
buna Cauchy integral teoremini uyguladigimizda, z, € B igin

a _ b Fa (:) \“
d (zo )— 2m ...z - 20410'2 $"‘“‘&%‘“\\
& AN
- ‘@@“‘
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Sekil 3.7

olur. Bu durumda

£ (2) 77 ()
Fa(:o)t $?IEIJ‘—;;0——'ld0'Z < 21” Ij. a .}daz

ve Vz, € B igin

|7, )| < sl ) [l ) o,

elde edilir. Sonug olarak

3]
Naaw’

max{| F(z)|:ze B } <Mla,B)- ﬂpa(

¢ikar. Simdi genel durumu diisiinelim.
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¢: {w: W <1 }—-) G konform déntigtimiind alalm. p<1 Syle segilsin ki
G nin bir B kompaks altitmesi I") = 12=6(w) :|w|= o} egrisi tarafindan
kapsansin. F(g())- [qi'(w)]%’ fonksiyonunu goz 6niine alalim. Bu fonksiyon H*

Hardy uzayindandrr. Ginkii, 7{(¢(w)) fonksiyonu G de siirekli oldugundan,

F*(¢(w)) fonksiyonu da G de surekli olur. Bunedenle 7% (#(w)) fonksiyonu G
de sinirhdir. Boylece,

[leo” -

¢’(W)“d0'w , < M- ﬂ ¢'(w)“do'wl SM;<x

oldugundan

Fp(w))- ¢ (w)/a e B
¢ikar. [8, s.20] yardimyla

F(g (w)- ¢ '(w)a=H(w)-B(w)
yazilabilir. Burada H(w)e H® ve H , birim diskte sifira esit degildir. Ayrica B(w)
Blaschke garpanm sifir yerleri kiimesi ile F(g#(w)) nin sifir yerleri kiimesi esittir.
Bilindigi gibi |w| <  igin |B(w) < I ve |w| = I i¢in |B(w)| = I saglanir.

]w| < p < 1 olsun. Bu durumda

(6 ()b o) <o) % ()]
le la
= }.Iﬂ_ZI ‘J;I f_(:o) do,, < _51;771_;[ IJ:I He (w)” do| '

elde edilir. Esitsizlifin sag tarafindaki en son integrali bulalim.

ﬂ H? (w)” do l= J'] H(w)~B(w)|a,ld0'w
Iw|=1

lwl:l

= | Fle(»)) | °
|w|=1

¢ '(w)H do l =J'| F(z)la do

oldugundan
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<M(a.B ).{ _ﬂ F(2)|% |do, }a

gikar. ze B igin|w|< p saglamir. ¢, |w| < I de analitik ve birebir dir. ¢ , C,

| F(g(n))-6 ()"

da sirekli oldugundan, minimum modil teoremini uygularsak, l¢'l minimum
degerini Cp da alir. Boylece
' 3 IZC (p) >0

saglanacagindan

Sekil 3.9
c(p){F(z)|s!F(z)~ ¢ (w)* < m(a.B) |F(z)ala’az
w1
ve z€ B igin
|F(z) sM(a,B)- IlF(z)lalda|
[wl=1
elde edilir. Buradan da
Ve
ma.x“F(:)l - B}SM(a,B)- {J"F(:)ialdo‘:f}
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¢ikar ve ispat biter.

Ayvari bolgeler her zaman PA 6zelliine sahip olmazlar. Fakat bazi kosullar
altinda PA 06zelligine sahip olabilirler.

Teorem 3.6 G bolgesi simirli bir ayvari bélge ve 0G simirimin i¢ Jordan
edrisi ile smrlh bolge 0 noktasim igersin. G bolgesinin PA ozelligine sahip

olabilmesi igin gerekli ve yeterli kosul L Jonksiyonuna polinomlarla istenilen

Jz

sekilde yaklagiabilir olmasidir.
Ispat : (=) [ G PA ozelligine sahip olsun.] V& >0 igin 3P polinomu vardir

L _p

vz

gostermek yeterlidir. f (z) = % fonksiyonu G bolgesinde analitiktir. Bu durumda
z

.”lf(z)lzda < ©

G
egitsizliginin saglandifim ispatlayalm. G bolgesi simrh oldugundan, ze G igin
|2] < M olacak sekilde bir M > 0 sayisi vardir. Boylece

ffz
G
oldugundan

I _
f(2)=7—z—EL(G)

ki < & saglamr. Isteneni gostermek igin L2 (G) oldugunu

Vz

do < II—AI?dO'=M1 : _”d0'=MI . alan(G ) <
G G

¢ikar. Hipotezden, £ > 0 i¢gin3P polinomu vardir ki

<é€.

1
—-P
Jz

(=) [-jz fonksiyonuna polinomlarla yaklagilabilsin.] G bolgesinin PA ozelligine
V4

sahip oldugunu gdstermek igin, £>0 ve bir f eL}G) fonksiyonu alalhm. w= Jz
fonksiyonu G bélgesini bir G, Jordan bolgesi iizerine resmeder. Bu durumda
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w

@ [l e ) |
=4£; f(w? o] am,

) dm
w

ve

dn < ©
w

2
(=)
GW
oldugundan, wf (wz )e L’ (Gw) olur. L* (Gw) uzaymnda polinomlar yogun oldugundan

/i) P(w)lzdmw e

olacak sekilde bir P(w) polinomu vardir. Béylece

=) ~4-:{(—a%
- -2

do < ¢
saglamr. P(w) polmomunu tek ve <;1ﬁ kisimlarina ayirrsak

B AR AT (=)

ve

2 ;

da—]

,(2)
_mf(Z)-Pz (- 212

olur. Simdi | f - @| < 2& olacak sekilde bir Q' polinomu bulalim.

£e)- 2, ) - f_)u

P
— 0 oldugundan [|—— - R

=

1 g

7z

—> 0 saglanir, Bdylece, -
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P
](Z)—R <ge+¢e=2¢

R

saglandigindan, G bolgesi PA &zelligine sahip bir bolge olur ve teoremin ispati

S“f(z)— P, (z)+ R]||+

biter.

Teorem 3.7 I" < G U {P}, I" sonlu uzunluklu Jordan egrisi ve birex >0

dz

degeri igin I:= J.L— < wolsun. Bu durumda G Ayvari bolgesi PA ozelligine
da
I~z

sahip olmaz. Burada d, =d(z,6G) ve z € I" dur.
Ispat : Varsayalim ki G, PA 6zelligine sahip olsun. f eL’( G ) igin 3P,
polinomu vardir ki

"f—Pn“ - 0,(n > x)

olur. Bu durumda, f nin int I de analitik olacagini gosterelim.

Sekil 3.10
Yardimer teorem2.1 yardimiyla, Vz € I” — {P} igin

[, - 2]
n m

Pn (z)-—Pm (z)l < \/_7; >,

oldugundan, hipotez kullamlarak

_ﬂpn (z)- P, ()| ldo|< 1-27%/2 . |p - p |
r
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¢ikar. Yardimci teorem3.2 g6z oniinde bulundurulursa

max{Pn —Pm’}s{

1 1

1

P (:) - P (z)'a ldal};

sme .je 5702 p -Pm”
esitsizligi saglandifindan,
max{[P"(z)-Pm (z)}s mlle e gmeld e - p |

< Ml plla | el Olf - P H + “f - P “) <e.

int I nin kompakt her altkiimesinde P,, n = 0, 1, 2, 3, ... polinomlar dizisi dizgin
yakinsak olur ve ayrica G bolgesinde diizgiin limit fonksiyonu f ile ¢akigtigindan
f(z) int I" da analitik olur. Bu ise bir geligkidir ve teorem ispatlanir.
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4. L’(G) HILBERT UZAYINDA ORTHONORMAL
SISTEMLERE GORE ACILIMLAR

Bu boliimde Hilbert uzaylaninda bir fonksiyonun bu uzaydaki bir orthonormal

~ sistem yardimiyla seriye agilimi incelenmigtir.

4.1 Hilbert Uzaylarmda Orthonormal Acihmlar

[ o)

H bir Hilbert uzay ve{vj } , H uzayinda bir orthonormal sistem olsun.
Jj=0
x € H i¢in Fourier katsayilanm, y j = (x,0;) seklinde olﬁstmalxm. Bu durumda

agafidaki teorem gegerlidir.
2

b

Teorem 4.1 (a) |x — c;v;

J
1

| ifadesinin minimum de@er almas: icin gerek

j=
ve yeter kosul c ;=Y (j=12,3,..) olmasidir.

n

(b) (a) daki ifadenin minimum degeri Hx“z - Z 7 olur.
j=1
. 2 = 2
(c) BESSEL ESITSIZLIGI : Vx € H igin "x" > Z l 7 saglanir.
J=1
n 2 n n \ n
Ispat : x-chvj =[ —chvj,x—chvj = (x,x ZCJDJ]
j=1 j=1 =1 ) =1
n n n n
- [Z v, % - chij = (x,x)—{x,chij—[x - chvj,x]
j=1 i=1 =1 =1

uj,cjvj)= "xﬂz - i_c;(x,vj) - icj vj,

j=1 Jj=1

. g(cj
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= - X5y + el

Jj=1 Jj=1 Jj=1

n 5 n 2 n . n _ n 2
G IED I TSN T RFIED WIETED N

j=t j=1 j=1 j=1 J=1

n n _ n . n . n .
= [l Zi/j‘ * /6%~ Vi T 2L 67 T LYY

Jj=1 J=1 Jj=1 J=1 J=1

n n

j=i j=1

- bl Yo7 -7

S

= quz‘i‘}’z'{zf (CJ‘J’J'XCJ‘?’J')

n

=W’ ‘217’1‘2 +i’c, "7112

j=1

2
n

j=1

elde edilir. Bu durumda ifadesinin minimum deger alabilmesi igin

c; =¥ (j=123,..) olmahdir.

(a) daki ifadenin minimum degerini bulmak i¢in j = /,2,3....olmak izere c, =y,
alirsak, minimum deger

n

2 5 n 2 n 2 2 n 2
NI DA D N AETH IS )
Jj=1 j=1 j=1 ) j=1
olur ve’(b) ispatlanir.
2
n
Simdi (c) yi ispatlayalim. x - Z ¢;v,| 20. Bu ifadenin minimumu da 0 dan
i j=1 (

biiyiik esit oldugundan,
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n 2 n 2
=Yg 20 s - Yl | 20
J=1 j=1 ‘

olur. Boylece

n

DY

Jj=1
elde edilir. 7 — oo igin limit alirsak,

2 ~ 2
EEEDNA
j=1

Bessel esitsizligi elde edilir.

2
7))

Teorem 4.2 Asagidaki ifadeler birbirlerine denktirler :

oo
(a) {vj } tam orthonormal sistemdir.
Jj=0

n
(b) Vxe H ve Ve>0 igin x—z;'jvj <&, (n—> o).
j=1

a
(c) PARSEVAL ESITLIGI : Vxe H igin ||.x||2 = Z |y j|2 saglanir.
=1

* o]
Ispat : [ (3) © (b) ] {uj } tam orthonormal sistem olsun. xe H
Jj=0
alalim.

o v, lerin lineer bilegimi A kiimesinde yogundur.

n
& n—H>o igin x——Zijj — 0 saglanr. & Ve>0 igin
J=1

n
J=1
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[(6) € (] toorem 4.1 (b) den 0% minx - Z ; =||x"2 SN
j=1 =1

<> hipotezden ]|x||2 - 2';'1-'2 < 0 saglanir. & 0 S"x"2 - ilyjlz <0.
j=1 J=1

n
=S |Ix"2 - ilyjlz =0. & ||x"2 = ZI71'|2 esitlii V icin saglanr.
J=1 j=1

&> n—> o igin limit alirsak,

s 2
EEA
Jj=1

Parseval egitlidi gikar ve teoremin ispat biter.

4.2 I*(G) Uzaylarinda Orthonormal Acihmlar

©
G bir bolge ve bu bolgede tammh L’( G ) Hilbert uzayinda {¢j } bir
j=0

orthonormal sistem olsun. f eL?( G ) igin Fourier katsayilanim agagida verilen
tammdaki sekliyle olugturalim.

Tamm4d 7, = (f,¢j)= ‘Uf-¢7da =123, ..
G

degerlerine f nin Fourier katsayilari,

[+ ]
Z 7i9;
j=1

serisine ise f nin Fourier serisi denir.

[ ]
Efer 4 ¢ . orthonormal sistemi tam ise teorem 4.2 ye gore
J j=0

n
- Z}/jgﬁj - 0,(n>x)
Jj=1

yazilabilir.
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[ ]

Teorem 4.3 Eger LZ(G) uzayindaki bir {¢j } ortanormal sistemi tam
Jj=0

ortanormal sistem ve fe L*(G) fonksiyonunun Fourier serisi Z Y ¢ j ise
Jj=1

EDRT N BXACETY
j=1

saglanr. Ayrica G nin her kompakt B altkiimesi iizerinde

glnsﬁj > f

yakinsamasi diizgiindiir.
ispat:d:=d(B, aG)=z'rzf{|x - yl:x € B,y eaG} olsun.

Yardimci teorem2.1 e gore, Vz € B igin

f—‘zyjqéj f—iyﬂj
4 j=1 j=1

f(z)_j=17j¢j(z) < \/;dz < \/?d

oldugundan, teorem 4.2(b) uygulanirsa

f - zyj¢j > 0,(n—>w)

Jj=1

elde edilir. Buradan, z € B igin

n
7(:)- 37,8, > 0.5
j=1
olur. Boylece G nin her kompakt B altkiimesi tizerinde
o0
27,9, > f
j=1

yakinsamasi diizgiin olur ve teoremin ispat1 biter.
Teorem 4.3 e gore, efer ortanormal sistem tamsa, G nin her bir tikiz

altkiimesi {izerinde, f nin Fourier serisi f'ye diizgiin yakinsar, yani
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Teorem 4.3 e gore, efer orthonormal sistem tamsa, G nin her bir tikiz
altkimesi lizerinde, f nin Fourier serisi f ye diizgiin yakinsar, yani

f(z)= i}’j¢j (z), zeB
j=1

saglanir.

431 G de Analitik iken Yaklasimm Kalitesi

FA G de analitik olsun. Bu durumda, Jf nin orthonormal seri agilim1 G nin her
kompakt altkiimesi iizerinde f ye dizgiin yakinsar. Bu serinin G de diizgiin
yakinsaklik kogullarim aragtiralim. G bir Jordan bolgesi, C:=6G, f G de analitik
ve {Pj }‘;’___ 0’ G nin ON polinomlar sistemi olsun.

c

z =Y’(w)=cw+co +—é~+...,c>0

ile {w : |w| < 1} bolgesini extC uzerine konform resmeden doniisima gosterelim.

Bu doniisiimi oo noktasinda 5"(00) = w, lim M = ¢ > 0 olacak sekilde

Ww—>0 w
normlayalim. ¢ ile ¥ doniigiiminiin ters doniisiimiini gdsterelim.
w z=¥(w) - z

Sekil 4.1
Cp = {z : |¢ (z)l =R >1 } seviye egrileri tammlansin.

Yardimci Teoremd.1 ( Bernstein ) : Yukaridaki bilgilere ilaveten P, n
dereceli bir polinom ve z € C := 6G igin |P(z)| < 1 olsun. Bu durumda

z € C R fcin IP(Z)I < R" saglanr.
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Ispat :¢ (:) dﬁnﬁsﬁmﬁ extC  bélgesini ext {w : {wl </ } bolgesine

resmettiginden P(:) / [¢ (::)]" fonksiyonu extC de analitik, extC in kapamsinda
stireklidir. Maksimum modiil teoremine goére bu fonksiyon maksimum degerini C
iizerinde aldigindan, = € extC igin

P(z) P(z) <
[s () [ ()"

saglanir. Budurumda, z € C R alirsak

PG [2()

< max

<7
R" R"
ve dolayisiyla
lP(z)' < R"

olur. Yani, z € C R i¢in [P(:)I < R” cikar. Boylelikle yardimct teorem 4.1

ispatlanir.

Teorem 4.1 Boliim 4.3 iin basindaki bilgilere ek olarak C Jordan egrisi

olsun vep > I, f nin analitik oldugu en genis bolgenin C, simrina gore

[ o]

[ ]

belirlensin. Z ]/ij , [ fonksiyonunun { Pj } ON polinomiar sistemine gore
: j=0

Jj=1

n
acimr ve p, = Z yij ise
j=1

ma.x{[f(z)— P, (:) 'z € —é} = O(R")

bagintisi VR < p igin gegerli, VR > p icin gegersizdir.

Ispat : (a) Ik 6nce R> p igin bagintimin s;glanmayacaglm gosterelim. Bu

amagla, Vz e G ve R> p igin
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sartin1 saglayan » dereceli bir p, polinomunun varolamadigim ispatlayalim.
Gergekten, eger béyle {pn }:—o polinomlarn varsa - G i¢in
2M

R R
R

olur. Yardimci teorem 4.1 yardimyla z € C R ,(p < R ; < R)igin
1
2M

1 1 _
< — - R}T —ZMIRI(RI/R)”

pn+1 —P”

elde edilir.

Sekil 4.2

o
Major testini uygularsak, C R, uzerinde ve iginde p, + Z (P nel — Pn )

n=_0

polinomlar serisi dizgin yakinsaktir ve serinin F diizgiin limiti de int C R de
1

analitiktir. Fakat G de F ile f 6zdes olarak esit oldugundan f int C R de analitiktir
1
ve R ;> P Bu da p un segimiyle geligki olusturur.
b) R< p igin
- C
max{‘f(z)—- p, (z) 2z € G‘} <
R n

oidugunu gostereiim. Buamagla / < o < R ;<P i¢in
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m_c_lx(f(z)— P, (:-:)! < N-(f—] (n=0,123..) (41
G

1
saglandifim ispatlayalim. Burada A ile bir sabiti ve p, ile /'nin Fourier serisinin
n-kismi toplamt gésterilsin. [2, 5.66] uygulanirsa 6yle z,, n = 0,1,2,3,... polinomlan

vardir ki 7, n dereceli polinomdur ve
mgx'f(z) —2, () s M, R (n=0123..)
esitsizligi saglanir. Bu ﬂnpolinomlan i¢in
“f— nng < M_R™"
esitsizligi gegerlidir. Ginki R, > / igin R*" < R;" oldugundan
|/ - 7,]" do < (M R‘”)2d0'= M R2" < M ,R;"
" = 2% Mty 27
G G
olur. Bu esitsizlik 7, minimal polinomlan i¢in de gegerlidir, yani

|7 - uf < sem”

olur. Yardimct teorem2.1 kullanilirsa G nin her bir kompakt altkiimesi iizerinde

76 pale) s L 22k e MR e

S Tnd, | And,
oldugundan, z e B win

fz)-p,(2) <

max
B

ve

saglamr. Cinki R >1 igin R,'(" 1) o R;" oldugundan

Pt ()= 1)+ 7(2) - p,, (2)

iA

1) = g )+ [76) - 2, (2)

IA

- / - -
M, (B)R; (net) M (B)R;"< 2M (B)R]"
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olur. I" Jordan egrisi C ye dyle yakin segilsinki C < I” - olsun. B=1I segilip,

'yardime teorem 4.1 kullamlirsa, ze I” . i¢in

Ppii (2) - P, (:)l <2M, (B)RI_"O'””

oo}
olur. Boylelikle p, + Z (p”+ ;T p”) polinomlar serisi, I~ _nin iizerinde ve

n=0

icinde analitik bir ¥ fonksiyonuna diizgiin yakinsar. Ge I o oldugundan zeG

i¢in

F(z)- 2, (=) = | Doy, () - 2, (2))

<Y |r ()= 2, (2)

kxn k2n
k
< > M, (B)R*a* ! =2um (B)O'Z[—E—]
k=n kzn 1

saglanir. Bu durumda F* igin (4.1) saglanmis olur. Yalniz, ze G igin
r, (z) - f(z), (n—>w)
oldugundan G de File f 6zdes olarak esit olur. Bu nedenle

n
< N(E—J (n=0123.)
R[

e 1(2)- 7, ()

¢ikar. Buradan FG— < p igin
i

s (2)- o, (2)
lim

e (0'/ R, )n

olur. Boylece

mar|7(2) - p, (=) : 2 < G} = O[(R_H

elde edilir.
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5. KVAZIi-KONFORM SINIRA SAHIP SONLU BOLGELER UZERINDE
TANIMLI AGIRLIKLI BERGMAN UZAYLARINDA
GENELLESTIRILMIS FABER SERILERIYLE YAKLASIM

G < C sonly, I" kvazi-konform simra sahip bir béige ve AZ(G, w), G iginde

analitik fonksiyonlann agirlikli Bergman uzay: olsun. Bu bélimde A4°(G,w) deki
fonksiyonlarin genellestirilmis Faber serileri ve onlarin yaklasim ézellikleri ile ilgili
yapilan arastirmalar incelenmistir.

5.1 Giris

E < C en az iki nokta igeren, timleyeni baglantili, sonlu bir kontinyum olsun. D
ile agik birim diski, w = ¢ (:) ile CE :=C-E bélgesinin CD :=C-D iizerine
konform doniisiimimii gosterelim. Bu konform déntigiimii « noktasinda

o= ie. 51 (=) > ¢

olacak sekilde normlayalim. Burada, C ve D sirastyla C karmasik diizlemi ve D birim
diskinin kapamglanm gosterir.  o(z) donisiminin ters dondsimi ¥ =" ile
gosterilsin ve rasgele bir R > / sabit sayis1 i¢in
rp =tz =RrLE, :={::zeCE|p(z) < RjUE
olsun. g, CE de analitik bir fonksiyon, g(oo) > 0 olsun. ([10], s.67) den bilindigi gibi £

ile baglantih F, (z.g), n=1, 2, 3, ... genellestirilmis Faber polinomlari, {CB, CE } nin
kompakt altkiimelerinde diizgiin ve mutlak yakinsak

eelr Ol ) S E8) s e

H”(W)- z — w?

agithimi ile tammhidir. (5.1) in z ye gore tiirevi alinirsa,

wg[w (w)le' (w) - i M (5.2)

[#(w)- 2] ~n=1 w”
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‘olur. Her » dogal sayisi igin Fn(z,g) nin n dereceli bir polinom oldugu kolayca
gorilebilir. Faber mlipofnlan ve genellestirilmis Faber polinomlar ile ilgili aynntih:
bilgi [1-2-10] da bulinabilir.

G sonlu, I" kvazi-konform simira sahip bir bélge ve 0 € G, @ ise G iizerinde
bir agirlik fonksiyonu olsun. Eger bir cemberi [~ lzerine resmeden C den C ye

kvazi-konform izomorfizim varsa I” ye kvazi-konform egri denir.
G de analitik / fonksiyonu igin

AZ(G,w) =L H.]f(:)l:(o(:)daz < ®

A(G) =<1 -”‘lf(z)'do"_ < ®

olsun. Eger w=I ise 4° (G) = A"(G,]) gosterimi kullanilir. 4*(G,®) uzaymna

agirlikli Bergman uzaylm denir. Bilindigi gibi Bergman uzaylan A? (G) ile gosterilir.

Eger
12

(3

“f”AZ (G.w) = J'j]f( )'2 w'(:)daz

tanimlanirsa AZ(G,w) normlu bir uzay olur. Belyi [11] de, G de analitik ve siurh f

fonksiyonlan igin asagidaki integral gosterimini ispatlamugtir :

0
f(z):—i ‘“‘—(L-y—)(gly_da , 2€@. (5.3)
R AU
CcG

Burada y = y(g), I’ sminna goére kvazi-konform yansimayi gosterir.  Ahlfors
teoremi {12] ([9], s.26, sonug¢l.3) kullamibrsa y = y(g) yansimasi, [~ eZrisinin
noktalan hari¢ hemen hemen her yerde C de tirevlenebilecek sekilde kanonik segilebilir
ve istenilen kadar kigik & > 0 sabit sayisi i¢in

46



(5.4)

+
‘=
i
IA
]
o
i

kosullanim saglar.

| Sadece kanonik kvazi-konform vansimalart g6z Oniine alarak Batchaev [13]
Belyi'nin sonucunu gelistirmis ve (35.3) esitliginin saglanmas1 igin gerek ve yeter
kosulun f € A(G) oldugunu géstermistir. Batchaev’in sonucunun tam ispati
([9], s.110, teorem4.4) de bulunabilir. Burada ve daha sonra y = y(g), I" siminna gore
kanonik yansima olarak disiniilecektir. f € A(G) olsun. (5.3)de

¢ = ¥(w) yazarsak

p S T B
¢ ”f(y(ﬂ"(w»)y; [ () () L1 ()’ () -
Q CB gﬁ”(“’ﬁ [S”(w) - ::]2
¢ikar. (5.2) ve (5.5) kullanilarak z e G igin
e~y a (. 2)F, (=g (5.6)

saglamr. Buradam =/, 2, 3, ... igin

B ) ()
a, (f: 8) = —;C‘[IL)[ g[Y’(w)]w”H'I

dir. (5.6) serisi genellestirilmis Faber serisinin tiirevi oldugundan, kolaylik olarak bu

daw 5.7

seriye de f nin genellestirilmis Faber serisi; a,, (f, g), m =1, 2, 3, ... katsayilarina ise
genellestirilmig Faber-katsayilan diyecegiz. ‘
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Bu bolimde f e 4°(G,0) fonksiyonunuh (5.6) serisinin, G nin kompakt altkiimeleri
tizerinde diizgiin yakinsak oldugunu. ispatlanacaktir. @ agirlik fonksiyonlan siufi
tanimlanip, genellestirilmis Faber serisinin teklik problemi arastirilacaktir.

Ayrica, eger
e ]
b F. (:, 0))
m=1
serisi ” . ”A (g, ) NOTMUNA gOre f € 4(G,») fonksiyonuna yakinsarsa, w agirhk

fonksiyonu tizerinde baz sinirlamalarla {bm }:—o katsayilarinin / nin genellestirilmis

Faber katsayilar1 olacag ispatlanacaktir. Son olarak, eger @ = / ve

n+l

5,(.2) = 3 a (1)F )

m=]

fe A (ER) fonksiyonunun genellestirilmis Faber serisinin #-kismi toplamiysa,
E,(f. Eg) yardumyla | £ - S, (1.} () hatast degerlendirilecektir.

Burada

42 (ER) : P polinomve deg P = n}

2= ol -5,

derecesi en fazla » olan polinomlarla f ye en iyi yaklagim say1sim gostermektedir.

@ =1 durumunda burada belirtilen sonuglar, sirasiyla [14] ve [15] de ifade edilip
ispatlanmigtir. A(E) ile G iginde analik, G de surekli fonksiyonlanin sinifimi
gosterirsek benzer problemler [16] de ¢alistimistir. Biz ¢ 1+€2,C3,... ile genellikle n-den

bagimsiz ve farkli sabitleri gosterecegiz.

5.2 Yardimei Sonuglar
R > 1 igin
Gp = {z rz e CE,I¢(Z)I < R}u G

olsun.

48



Yardime: Teorem3.1 g, C G de analitikve g{=) > 0 olsun. Sabit pir

R, e (l, oo)igin

0
mg(:)l" do_ < ©
GRO -G
ise
o [y 2)
Z m+ ]

serisi G min kompaia altkiimeleri iizerinde dii=zgiin yakinsaktir.

ispat : - nokasi G iginde sabit bir nokta olsun. O zaman

i Fm (:' g)wm+1
m+ ]
m=1

serisi D de analitik bir fonksiyon tanimlar.

© F (z.g)
Az, w) .-=Z %—w”’” (5.8)
m=/

olsun. (5.2) ve (5.8) kullanilarak

’ % ’ N w
4, (-:, w) = Z F (:, glw™ = “ 3 (3.9)

m={

o o]
elde edili. 0 < r < / olsun. Z F};l (z, g)w™ serisi D(0, ) kapali diskinde

m=/

diizgiin ve mutlak yakisak oldugundan

2

S (z) = (ﬂ A (z,w) do =7rzl — P2m*2 (510
D 0,{) m=1

olur. (5.9) ve (5.10) sgitliklerine gore
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ﬂZ'ij)' e 1 el ;/:)2 s
Dlo Z
oldugundan, sabitR,, e (1,0 )degen igin,
ottt )
O |
2
) }2‘? giY’(e"i"’ /p)]ﬁv'(e;w /P) oo
00 ['I’(e"i"’ /p) - z] w
2
© 21 g[w(ke"'<")]yf'.(1ee"'¢’) P
B .H' B 2 R
00 [Y’(Re 1¢)_ z] w
Roze  won
j- I+ o= J, 4, (5.12)
10 R

09

elde edilir. M, G nin kompakt altkiimesi, z € M ve & ==d(M,I") olsun. Bu durumda
J 0 2z
< g| Z[Re™® | |¥' [ Re7®
4
1 0
2 €3
_4 jj.lg(z)l dO'z < ;7

olur. Aym bigimde J, integralinin de diizgiin smirhhgh gosterilebilir. Bu sebeple,

2
dRdy

(5.12) g6z oniine alinirsa bir c,, sabiti ve her z € M igin
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s(z) s + (5.13)
v 54

elde edilir. Diger yandan ( 5.11 ) de » — 1 alirsak

o |71 (eg)
zZ-——;}—{— = 5(2) (5.14)
¥

n

m
elde edilir. S(z) G de siirekli oldugundan ( 5.13 ) ve ( 5.14 ) bagintilan ve Dini teoremi
geregi

F (:,g)lz

m=1

serisi G nin kompakt altkiimelerinde diizgiin yakinsaktir.

Yardimci teoremS.2 f € 4?2 (G, a)) ve y = y(g), I simiring gore K-kvazi-

olmak iizere

konform yansima ise k =
Jorm K + 1

-k

_Ul(f nys‘)lz m()’(é‘))iy; (g)’zdag < Ml_ff(ia_:)_

saglanir.

Ispat : y, C nin kendi iizerine K-kvazi-konform déniimii oldugundan

— — - 2 - (2
)yg.'/y;f yE /lyg Skve*yg) —-}ygl >0
saglamr. Eger
2 2
Jz‘ycl B

y nin Jacobyam ise

ﬂ (roxke)’ W(y(g»ly; (5)

do

2
o,
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- [t~ ) o

1 —1 2 .U'(foy)(g)lz“’(Y(S'))(—J(g))do-g =
o2

<

olur. Boylece ispatbiter. f =1 ve ® =/ i¢in bu sonug [5] de ispatlanmstir.

Yardime: teorem5.3 g, CG de analitik, simrhi, ve CG de sifir yeri olmayan bir

Jfonksiyon olsun. O zaman
' 1, m = n ise
a4, (Fm ’ g) =
0, m # n ise
saglanir.

ispat : Cauchy integral teoremi ve Green formiiliinii kullanirsak

) g)y-[¥ ()l (w)
e ( ) B ” g[y, ()] —do,,

=L : )ﬁdw (5.15)

elde edilir. [10, 45] kullamlarak F, (2. g) = g(z)p™ (z) + E_ (2, g) ol

Burada E_ (: g) CG de analitik ve E (oo, g) = 0 dir. (5.15) yardimiyla
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I J- E_(#(w g))

) (F, 'g) _ 1 J‘wm_n-zdw L1
n\"m 27 '

2m n+l1
|w‘=R>1 ‘wl=R>1 g[?’(w)]w
] U I, m=n ise
2m 0. m#n ise

elde edilir ve yardimct teoremS.3 iin ispat1 biter.

5.3 Sonuglar

5.3.1 Agirlikh durum : g fonksiyonu CG de analitik ve g(e0) > 0 olsun. Sabit
R, & (1, ) degeri igin

_”lg(Z)

G
Ry

‘do < w (5.16)

saglansin. Bu sekildeki g fonksiyonlan igin

a)(z):=———-1————, :eG

l(goy)(z)|”

seklinde bir @ aguwlik fonksiyonu tamimlayalim. Burada y = y(g), I" smirina gore
kanonik yansimadir.
Tammm 5.1 Yukaridaki bicimde tamimli biitiin @ agwrlik fonksiyonlarinin

kiimesini W’ (G) ile gosterelim.
Teorem 51 fed’(Gw) vew € W?(G) olsun Bu durumda  f

fonksiyonunun (5.6} genellestirilmis Faber serisi G nin kompakt altkiimelerinde f ye
diizgiin yakinsar.

ispat f e 4°(G, ) vew € W2 (G) olsun. Oncelikle f e 4(G) oldugunu
ispatlayahm. (5.4) ve (5.16) bagintilarim kullanirsak, istenilen kadar kiigik sabit 6 > 0
sayisi igin )
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[Meore) ao, = [fiste)’ I

< [fitr [,
= [Jlsle)?

dv -

-”,g(z)lz dO'z +c
GR -G C

elde edilir. Buradac, = max{lg

o] <[y

oldugundan

f(z)- Z (£.8)F,

2

Zda: + .”[g(:)(z]y; 2d

A

O-»
cG
Ry

Gmyzlz""z <

Z €

G

|

L] ﬁ FO@ )y [F )l ()
T | g(#(w))

|
l

!ﬁl O ) _§ £ (8)|

2 [‘]’(w)~z]2 oy Ry l

2

do,, x

dO'w=—71;‘J1‘J2

elde edilir. Yardimci teorem5.2 uygulandiginda
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dir. Holder egitsizligi ile

, |
ot | [, | <=

(5.17)




zy—

JI—

do, < c; mf 2)do, < (5.18)

oldugu gorular. Simdi J, integralini degerlendirelim. / < » < R <  olsun.

(5.2) kullamlarak
2

r<, ,<R m=1

, 2

* F -, g
”' Z ————-——m( ) do
wm+1 w
r<IW’<R m=n+l1 i
, 2
] , 2 2 ’F (5'8)'
=7zz [ ZMJ'FM(.,g) SZ?I’Z o
m=n+1 m=n+1
elde edilir. » - / ve R = « alirsak
, 2
. 7o)
m=n+1
¢ikar. Bundan dolay1 ( 5.17 ), (5.18), ( 5.19 ) geregi
' 2
2 |Fplz.g)
f(z)- Z z °) Scg Z —
m=n+l1

¢ikar ve yardimct teoremS.1 kullanihirsa teoremin ispati biter.

Teorem 5.2 g fonksiyonu CG de analitik, smrlt, CG de sifir yeri olmayan bir
Q0
Jfonksiyon ve {bm }:: 0 bir karmagik sayilar dizisi olsun. Eger Z bmFm (z, g)
m=1

serisi ” . ) MOrmuna gore f € A*(G,w) fonksiyonuna yakinsiyorsa

| 42 (G

{bm }:_0 karmagik sayilar [ fonksiyonunun genellestirilmisy Faber katsayilar: olur.
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n+l ©
Ispat :S, (:) i= bme;: (z, g), Z bmF'; (z, g) serisinin n-kismi
m=1 m=1

toplamu olsun. Yardimci teorem5.3 kullamlarak

lim -
N> T

— do, =b,, m=123.. (520

1 pp8a00)E()y: (o)l ()
T Cj‘g[ gl (w)"

elde edilir. Diger taraftan, Holder esitsizligi ve yardimc: teoremS5.2 yardimiyla, her »

dogal sayist igin

)a,,,(f,g)'—b,,,'ﬂ

_;_ H(fOY)(?’("’)) - (5,, OY)(Y’(W))})_ v (w)]#" (w}law

£l gl (w)wm*! d

< __’_.{ ﬂ" £ - Z’('Z)gy(z»‘ y- (=) ’ do, ] (5.21)
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—> 0 oldugundan (5.20) ve (5.21) e

elde edili. n—>w igin H F =500 (6.0)
p ,

gore
a, (fg)=5,

olur ve teorem ispatlanir.

Bu teoremin sonucu olarak, ffonksiyonunun genellestirilmis Faber
katsayilarinin, kanonik kvazi-konform vansimanin segiminden bagimsiz oldugu
s6ylenebilir.

5.3.2 Agirhksiz Durum

Yukandaki teorem ve yardimci teoremler o6zel olarak @ =/ durumunda da

gegerlidir.  Dahas;, bu durumda £, ( fE R) en lyi yaklagim sayisina gore
£ = Su(£) 42 () batast degerlendirilebilir

Yardmmar Teorem5.4 F, ,m=123,... E ye gire Faber polinomiar: ve

1€ r<Rise

o |

Z AZ(E ) (r)2(11+1) mz
r S i
m=n+2 mR*™ R ‘Rz ~r? )

2

olur.
ispat : F, in Riemann ytzeyinde, E, nin F, altindaki goriintisinin alani
Sm (E ,) olsun. Gaier[2,5.43] den biliniyor ki, b,,, Grunsky katsaylar1 olmak iizere

F_ (‘P(w)) =w" + Zmb w™, (W]>1. (5.22)

ms
s=1

([10,5:170]) 1<r<R i¢in E, kanonik bolgesini goz onine alahm. w = F,(z)

fonksiyonu altinda £, bolgesinin Riemann yiizeyinin alan

2
do, .

Sw(E,) = [[|Fucz)
E,

Green formiilii uygulanirsa
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Su(E, )= J' Fo(z)F, (z)do, =
Ef

elde edilir. (5.22) kutlamlirsa

S,(E,)= —217 ij(Y’(w))F,;(&"(w))Y”(w)daw

SIS

ol L1
St -5

= m=1

3]

olur. Boylece

5a(,) - ,{m 3

elde edilir.Diger yandan

Sn(Er)=[|Fn(c) o, =|Fs
E,

ve (5.22), (5.23) kullanilarak

v
i ”FmﬂAZ(E,)< © erm

2m " 2
m=n+2 MR m=n+2 MR

n+2 n+3 n+4
_ r2 r2 + r2

Y T s

m=n+2

/ ,
= rj'F,,, (z)F, (z)d

Zk;ak el -3

e o]

2

+...

2(n+1)

|

n+2
I 0 B P A W
I ey Y 2 R % Rz(n+1)l

elde edilir ve yardimet teorem ispatlanir.
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mb

m+/

Uil }da y

(5.23)
(5.24)
2m
r2
R*
1 _ ( r)Z(IH-l) 717'2
2 \R R2 _ 2
R:



y(R, :) Tz simirina gore bir K, -kvazi- konform yansima olsun. Bu durumda
agagidaki teorem gegerlidir.

Teorem 53 Eger 1<r <R igin f AZ(ER) ve
n+l

S " ( f, z) = Z a, F m (: ) genellestirilmis Faber serisinin n-kismi toplami ise her
m=1

bir n dogal sayisi igin

rEn(f’ER) (r)m-[
f—Sn f" 2 < -
” ( )uA (E,) \/(I—kj;)(Rz—rZ,)

Kp -1
saglamr. Burada k , = dir.

Rk +1

Ispat : P’: polinomu f e 4*(E,) fonksiyonuna, || | 4(z,) normunda en iyi

yaklasim veren polinom, yani
V=82 e = Bl )
olsun. Teorem 5.1 ve yardime: teorem 5.3 e gore her z e £ igin
(=) =5,0r.2) =| Ya,()F, ()
m=n+2
L3 )
== X[ Ufoy(R¥(w)- Aoy ¥(w))I¥ ()[R, ¥(w Wt 4ow
" m=n+2Juf>R
——F, (..
+ —; 5 [l @ron)® )y R ¥(w)e' ) —5Tdow

m=n+2 M>R

Yardimci teoremS5.2 ve Holder esitsizligi yardimiyla

N | =

~Sulf )< f;;[ CI {3 -2 )(y(R,z))|2[y;<R,z>lzdazJ

59



) II ®roy)REOMYR ¥)]¥ (w) i‘; r:zn(fl) do,

z m=n+2 ‘wt>R

olur. Buradan

co< ERUER) )
A*(E,) #(1-kR) memss mR*™

'f(z)_Sn(f’ Z)fzSC”f—P: (5.25)

¢ikar. (5.25) un her iki tarafinin E, iizerinden integrali aliirsa, yardimc1 teorems5.4

yardimiyla

727’2 2 , 2(n+1)
R . 2) ( )

m(l -k )(R? —r?)\ R
oldugu goriiliir. Buradan

rE, (f. Eg) H
Jei-k)R? -r2) \R

olur ve teoremin ispatt tamamlamir. 7=/ igin yardimeci teorem 5.4 ve teorem 5.3 [17] da

17 =800 e, <

ispatlanmigtir.
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