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OZET

Tezin amacui, sonsuz incelikte dairesel halka
bicimindeki bir yapidan skaler dalga sac¢ilmasina iliskin
sinir deder probleminin ¢dézimli i¢in matematiksel olarak
gucli ve sayisal olarak etkin olan yeni bir ydntemin

uygulanmasidir. Yoéntem, G. Ya. Popov’un Onerdigi [1,2]

ortogonal ©polinomlar y&ntemi ve Y. A. Tuchkin’in
makalelerinde [3,4,10] ele alinan analitik
reglilerlestirme yénteminin birlikte kullanilmasina
dayanmaktadir. Kullanilan regililerlestirme isleminin

sonucunda, baslangi¢ sinir deder problemi esdeder olarak
(I+H)x=b big¢iminde, karesi toplanabilir dizilerin uzayi
I, ‘de ikinci tirden sonsuz bir lineer cebir denklem

sistemine indirgenebilmektedir. Bu denklem sistemi ise
sayisal olarak kesme yontemi kullanilarak istenen

dogrulukta ¢oziilebilmektedir.

Silindirik bir «cismin eksenel simetrili bicimde
uyarildigir yani gelen dalganin diisey magnetik dipol alana
bigiminde oldudu en basit halde Dirichlet sinir kosulu
altinda s6zkonusu kirinim problemi asa§idaki big¢imde bir

denkleme indirgenebilir:
1 1
_[ln(u —v)z(v)dv + IK(u,v)z(v)dv = f(u), ue[-11]
-1 -1

Burada z(v) bilinmeyen fonksiyondur ve ikinci integral
terimi ise birincisine oranla daha dizglin bir g¢ekirdege
sahiptir. Herhangi bir uyarma altindaki eksenel simetrili
silindirik  Dbir sisteme iliskin ©problem ©zdesleyin
yukarida sunulan tipteki denklemlerin olusturdudgu bir
sisteme indirgenebilir. Kullanilan yontemin ilk adimi,
bilinmeyen fonksiyonlarin ve c¢ekirdeklerin Chebyshev
polinomlarinin olusturdudu sonsuz seriler biciminde ve

yukaridaki denklemin sol tarafindaki ilk integral
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operatdre 1iliskin ters operatérin de analitik. olarak

ifade edilmesinden ibarettir. Ikinci adim ise bu bicimde

elde edilen fonksiyonel denkleme ait iki yanli

reglilerlestirme g¢arpaninin olusturulmasidir. Sonucta,
baslangigtaki problem o6zdesleyin [, uzayinda [+H)x=b5,
x,b el, , biciminde ikinci  tiirden bir denkleme

indirgenmektedir. Burada [ ve H sirasiyla birim ve

kompakt operatdrlerdir.

Tezin sonunda verilen sayisal sonug¢lar yontemin
verimli, sayisal kararlilida sahip ve s&zkonusu sinifa
ait kirinim problemleri igin givenilir oldudunu

gbstermektedir.



ABSTRACT

A new strong mathematically rigorous and numerically
effective method for solving a boundary value problem of
scalar wave diffraction by an infinitely thin circular
ring screen is proposed. The method is based on the
combination of the Orthogonal Polynomials Approach,
running back to the G. Ya. Popov’s papers (see, for
example, [1,2]), and on the ideas of the methods of
analytical regularization [34ﬁm . As a result of the
suggested regularization procedure, the initial boundary
value problems equivalently reduced to the infinite
system of the linear algebraic equations of the second

kind, i.e. to an equation of the type (I+H)x=b in the

space [, of square summable sequences. This equation can

be solved numerically by means of truncation method with,

in principle, any desired accuracy.

In the simplest case of axially symmetrical
excitation of one cylindrical obstacle, the diffraction
problem under consideration can be reduced to the

equation of the form:
1 1
[In(u = v)zvydv + [ K(w,v)z(v)dv = f(w), u e[-1]]
~1 -1

with unknown function 2z(v), where second integral term
has more smooth kernel in comparison with first one; in
the case of Dirichlet boundary condition, when incident
wave 1is of type 1like the field of vertical magnetical
dipole. For the axially symmetrical system of the
cylindrical screen with arbitrary excitation, the
corresponding problem can be equivalently reduced to the
system of equations of the type above. The first step of
our method 1is based on the representation of unknown

functions and kernels as infinite series involving the
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Chebyshev’s polynomials and on analytical construction of
the inverse operator to the first integral operator in
the left hand side of the equation above. The secoﬁd step
is construction of the two-sided regularizator of thus
obtained functional equation. As a result, initial

problem is equivalently reduced to the equation of the
second kind in [, of the form ({+H)x=b, x,bel, , where [

and H are identical and compact operators respectively.

Numerical results given at the end of this thesis
show that the method is efficient, numerically stable and

reliable for considering type of diffraction problems.
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1. GIRIS

1.1. Konu ve Onemi

Modern kirinim teorisinde son otuz yil boyunca, agik
yapilardan kirinim problemleri Uzerine yapilan
arastirmalar 6nem kazanmistir. Tezin konusu olan sonsuz
ince dairesel halkanin da dahil oldudu bu gruba iliskin
problemlerin ¢ozlminde modern kirinim teorisinin

ongdrdiugi yontemler iki ana gruba ayrilabilir.

Moment yo&ntemi, sonlu fark yodntemi gibi yontemlerin
dahil oldugu ‘direkt yontemler’ ilk grubu, integral
dénlisimler ve dediskenlerine ayristirma yoéntemlerine
dayali ‘sayisal-analitik yontemler’ ise ikinci grubu

olusturur.

Direkt yontemler, probleme iliskin yapilar
karmasiklastikca, ¢6zlim sirasinda altindan kalkmasi giig
sayisal kararsizliklara neden olmaktadair. Bu durum,
direkt yontemler ile c¢o6zilemeyen ve ek olarak karmasik
analitik ve matematiksel g¢abalar gerektiren, diizlemsel
veya dielektrik dairesel dalga kilavuzlarindaki
slireksizlik problemleri gibi, daha da basit yapaidaki

problemlerde de aynidir (bkz.[24]).

I1k grubun, vyani direkt yodntemlerin uygulandigi
problemlerin ¢o6zimli sonunda ulasilan denklem sistemleri,
birinci tirden denklem sistemleridir. Bu denkliem
sistemleri sayisal olarak ¢ozilmeye elverisli degildir
clinkii bu denklemlerin olusturdudu sistemler kullanilacak

saylsal yontemler bakimindan iyi kurulmus dedillerdir. Bu



da sézkonusu biiyiikliikteki sistemlerin hal sayisinin®®
asiri bliylik oldugu anlamina gelmektedir. Bu, sisteme
iliskin doJru ¢6zumiin, yuvarlatma hatalarinin etkisi ile

tahrip olmasina neden olan bir etkendir [bkz. 25—26].

Sayisal-analitik yontemler olarak adlandirilan ve
tezde ele alinan yapiya uygulanmasi ag¢iklanacak ikinci
tiirden vyoéntemler, birinci grubun yukarida belirtilen
sakincalarindan ba§imsizdir. Buradan itibaren ‘Analitik
Regiilerlestirme Ydéntemleri’ olarak anilacak bu ydntemler,
sdzkonusu kirinim problemini, matematiksel olarak esas
sinir deJer problemine denk diisen, ikinci  tlirden
fonksiyonel bir denkleme indirgemektedir. Bu, yontemin
uygulandigi sistemin boyutu sonsuza gittiginde, sisteme
iliskin hal sayisinin duzglin bigimde sinirli kaldiga
anlamina gelir. Kesme yontemi uygulanarak c¢o6zililecek
sistemin bu ©6zelligi sadece sistem boyutu sonsuz
oldugundaki cozime yakinsamayli dedil, keyfi buyidklikte
boyuta sahip lineer cebir sisteminin sayisal

kararlilidini da garantilemektedir.

Direkt yontemlerle elde edilen sonuglar genelde
ilgili deney sonug¢lari ile sagdlama yapilmasini
gerektirir. Ancak analitik reglilerlestirme yéntemlerinin
sonuclari, kullanilan sayisal islemler aritmetik hata
icermedikge, ilgili deneyler igin saglama verisi
olusturarak, deneylerdeki hatalarin kaynagini belirlemeye

yarar. Yontemler arasindaki temel farklilak da budur.

* - . . . . ‘. . 1] «
®MBir matrisin hal sayisi (condition number), matrisin ve tersinin
normlarinin c¢arpimi olarak tanimlanair.



1.2. Tezin Amaci ve Igerigi

Sonsuz ince, mikemmel iletken bir dairesel halkadan
(Sekil 1.1), Helmholtz denklemini, Dirichlet sinir
kosulunu, sdzkonusu ag¢ik bolge ig¢in Sommerfeld radyasyon
kosulunu ve iliskin ayrit kosulunu saglayan skaler
dalgalarin sa¢ilmasina 1iliskin sinir deder problemi,
pratikte kullanim alani bulan dairesel yapida, eksenel
simetrili halkalardan olusan anten sistemlerinin
anlasilmasinda ele alinacak teorik problemin ilk ve temel

adimi olmasi bakimindan o6nemlidir.

Sekil(1.1)

Problemin ¢6zimi sirasinda c¢ikarimi yapilacak olan
sudur: Yukaridaki gibi bir dairesel halkadan sag¢ilan
alanin ifadesine ait integral gdsterilim, sinir kosulunun
ve buna iliskin, sonsuz ince S ylizeyi ilzerindeki Fourier

acgiliminin uygulanmasi sonucunda, probleme iliskin

[tnqu = v)zydv + [K(u,v)z(vydv = f(w), v e[-L]] (1.0)



denklemi yapisinda bir denkleme indirgenecektir. Bu

denklem, ortogonal polinomlardan Chebyshev polinomlarini

kullanarak, birinci tirden bir 1lineer «cebir denklem

sisteminin elde edilmesine elverislidir. Bu denklem daha
sonra uygun analitik regililerlestirme islemine sokularak,
boliim 1.1. de deginilen faydalara sahip, sayisal olarak
kararli c¢ozimiin elde edilebildidi, ikinci turden bir

denklem sistemine donilistirilecektir.

Daha sonra, denklem sisteminin c¢oéziumi, bolim 4'teki

yontemler sonucunda elde edilecektir. Sonug¢lar boliminde

ise sayisal sonug¢larin, onceden bilinen y&ntemlerin
sonug¢larina ait veriler ile karsilastirmasi da
yapilmistar.

Sonucglarin karsilastirmasinin yapildig§a, dnceden

bilinen ydntem, Kirchhoff vyaklasikligi olarak bilinen
ybntemdir. Bu y®&ntemin esasi, sacilan alan ifadesini,
sagici cismin gelen dalganin gordigi yizeyi {izerinden
alinan integral ile ifade edip, gdlge bdlgesindeki toplam

alani sifira esit kabul etmeye dayanmaktadir([27].

Gergekten de, Kirchhoff yaklasiklidi uygulamada sikcga
kullanilmis bir yo6ntemdir(bkz.[20],[21],1[22],{23]). Bu
sayede yapilan incelemelerde, birden fazla sayida
halkanin i¢ ice olusturdudu, sistemler incelenmistir.
Tezin inceledidi geometri, vyalnizca bir halkayi igerse
de, bu ydéntemi birden fazla sayida ve keyfi konumlara
sahip halkalarin olusturdugu bir sisteme genisleterek

uygulamak da mimkindir.

Kirchhoff yaklasikligi, halka boyutu ile ig¢ ve dis
yarigaplari arasindaki farkin dalga Dboyuna oranla
bliylidigli haller ve uzak alan ifadeleri bakimindan

tatminkar sonuc¢lar vermektedir. Ancak halka boyutu



ve/veya i¢ ve dis yarigapl arasi fark dalga boyuna gdre
kiigilir ise ayni sey sOylenemez. Halka 4ile 1izerine

oturdugu sonsuz diizlem arasinda fark g&zetmeyen Kirchhoff

yaklasikliginin sézkonusu halkalarin yakin alani igiﬁmm

gecerli olmayacadgi da acikca bilinmektedir. Tezde
kullanilan ydntem ne dalga boyu, ne de cisim boyutu
bakimindan bir kisitlama getirmektedir. Bu da yaklasimin

glcliiliigini ortaya koymaktadir.

1.2.1. Birinci Tiirden Bir Denklem Sistemine
Ait Operatériin Regiilerlestirilerek Ikinci Tiirden
Bir Denklem Elde Edilmesi Iisleminin Kisa

Tanitimai

B, B;, B, i¢ Hilbert uzayi ve A4, Ly, Ry (Lo'l, Ro‘l) mevcut ve
sinirli) bu uzaylar Uuzerine su iliskilere gegerli

operatdrler olsun:

- A:B;— By;

—L()ZBZ—’B ;

—R():B—’B1;

Eger,

— LoARy=I+H: (H:B—B)

yazilabiliyorsa, (Lg, Rp) c¢ifti iki-yanli regililerlestirici

olarak tanimlanir. H,B uzayinda kompakt bir operatdérdir.



Ax=b (xe€B,beB;) Co(1.1)

Birinci tirden fonksiyonel denklem (1.1) ele
alinirsa, Rdl sinirli bir operatdr oldugundan herhangi
xeB;, y =Ry’ x € B olacak bicimde x= Ropy e By vyazilabilir.

Bu ifade (1.1) de vyerine vyazilip her 1iki tarafa Ly

uygulanirsa, ikinci ttirden olan su denkleme ulasilar:

(I+Hyy=Lyb; (yeB ,Lob €B) (1.2)

Kirinim teorisinde analitik regiilerlestirme yontemi,
kirinim sinir deder problemine iliskin sinir deger
problemini, probleme iliskin fiziksel anlamini kesin
olarak yansitan iki yanli regilerlestiricinin (Lo, Ro

cifti) analitik olarak yapilandirilmasi teknigidir.



1.2.2.
Sayisal

Kesme

Birinci ve Ikinci Tiirden Denklemlerin

Yontemi Bakimindan

Rarsilastirilmasi (Tablo)

SORULAR

(N:sistemin
boyutu,

Vy : hal sayiszi)

ikinci Tirden Sistemler

d+Hx=b

¢ozumi,

Birinci Tirden Sistemler
Ax=b

(x: sistemin gergek
Xy N boyutlu sistemin ¢ézimi

11Ccl s C’'nin normu)

lim xy—x ?
Now

Genelde HAYIR EVET

(EVET varsayilarak 2.
Soru sorulur)

limvy < sabit ? | voo=[IAI1.[IAT ] | Veo=IIUT+H)I. 11 T+H)]]
—>w
HAYIR EVET

1.3.Kullanilan Notasyon

Bu tezde kullanilan notasyon, yaygin olarak
kullanilan standart notasyon oldugundan ayrica
belirtilmesine gerek duyulmamaktadir. Bununla beraber
yeni tanimlandidi diuslinlilen bir terim ig¢in gerekli

aciklamalar yerinde yapilacaktir.




2 . PROBLEMIN FORMULASYONU VE COzUMU
2.1. Ac¢ik Bdélge Icin Green Ozdesligi

2.1.1. Genellestirilmis Ikinci Green Teoremi

p, U¢ boyutlu uzay R’ ‘de herhangi bir noktaya

iliskin vektdr, u(p), v(p), £f£(p) skaler ve A(p), B(p)

vektdrel biiylikliikleri gostermek tizere!”, div.grad=A ve

div (fA)=f.divA+(A,grad £f) """ oldugu da dikkate alinarak ,
div{v.grad u-u.grad v+u.v.B}=v{Au+(B,grad u)+c.u} - u{Av-div(vB)+c.v}  (2.1)
yazilabilir (c=sabit). L ve M operatdrleri (2.1) ' e goére,
L u=Au+(B,grad u)+c.u (2.2)
M v= Av-div(vB)+c.v (2.3)

tanimlanarak (2.1) yeniden yazilirsa;

v L u-u Mv=div{v.grad u-u.grad v+u.v.B} (2.4)

bulunur. Gauss-Ostragradski formiili IdivA.dv=I(A,n).dS(***)
D s

(2.4) denklemindeki ifade ig¢in yazilacak olursa,

®Bu alt baslikta aksi belirtilmedikce biliyiik harfler vektoérleri
temsil edecektir

™skaler ¢arpim
k¥
®* burada S ylizeyinden disari dodru birim normal vektdrdir



I (vLu-uMv)dv=. I ({v.grad u-u.grad v+u.v.B}, n).dS

D S

v+tuv.(B, n) ).dS (2.5)

¥l

= J. (V% u-u
S

elde edilir. (2.5)denklemi, genellestirilmis ikinci Green
formiilti olarak bilinir. Bu formiile gdre B(p)=0, c=k? olan
dzel hal, L = M = A + k? operatérini verir((2.2), (2.3)).

Denklem ise,

d V74
J (vLu-qu)dv=£ (va u-u.zv).dS (2.6)

halini alar.

2.1.2.Helmholtz Denkleminin Temel Coézimi ve
Acik Bbélge igin Ucgiincii Green Formiilii, Sommerfeld

Radyasyon Kosulu

Sonsuz ince mikemmel iletken dairesel halka acgik bir
bélgede bulundugundan, incelemeyi agik Dbolge igin
sirdirmek daha uygun olacaktir. Ancak sunu da belirtmek
gerekir ki, ulasilacak ifade, radyasyon kosulunu
gerektirmeyen yani sonlu olan kapali bolge icin de
gegerlidir. Vi, V,, Vj3,.. kapali bdlgeleri Si, S,, S3,..
diizglin ylzeyleri 1ile kusatilmistir ve Vg bdlgesi bu
btlgeleri Sy yilzeyi ile kusatan ve incelemenin ileriki
safhalarinda sonsuz olacak ve keyfi bir merkez
noktasindan itibaren R yarigapina sahip kiireden

ibarettir.( Sekil (2.1) )




;
PN
:‘.)::‘.
- ___-*""  TRyarigap)
Sekil (2.1)
Eger ¥ (p) skaleri, homojen olmayan Helmholtz

denkleminin R®' deki D gibi herhangi kapali bir basit
bagimli Dbolgedeki bir ¢oézimi ise asagidaki denklemi

saglar:

Ly=(a+E)v@) =) (2.7)

G(g,p) skaleri, so6zkonusu wuzaya ait iki noktanain
(g,p) fonksiyonu olsun. Asagidaki o6zelliklere sahip olan

G(gq,p), Helmholtz denkleminin bu li¢ boyutlu uzaydaki

temel ¢o6zUimi olarak adlandirilar:

W L, G(qp)=L,.G(q.p)=dq-p)i qpeD (2.8)

1
B Gqp=-——"—+H@gp ; q#p (2.9)
4ﬂq—ﬂ
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L, yalniz p , L, yalniz g noktalarinin koordinatlarina .
gdre uygulanan operatdrleri gostermektedir.|g-p| , g ve p”,
noktalari arasi mesafedir ve H(q,p) keyfi g ve p ‘ler

i¢in dizgin'” bir fonksiyondur.

Simdi de R¥de vyiizeyi S olan incelenecek basit
bagimli kapali D bodlgesinin tanimi Sekil (2.1)’e gdre
soyle yapilsin: Vo, Vi, Vo, Vs acik (sinirlarini
igermeyen) bdlgeleri disinda kalan noktalarain timii. Sekil
(2.1)’de de gbsterilmis, sbzkonusu acik bolgeler
doJrultusundaki normal birim wvektorlerin tlmid n, bu acik
bolgelerin bdlgeye dahil olmayan sinirlari (Sg; harig) da
S ile temsil edilirse, bu durumda acgik bolge ig¢in Uclinci

Green Teoremi su formiilden ibarettir:

17 7
| e Gap - Gap — v@)ds, + | Gap s @ dvm=a @ v

S+8, D
(2.10)
1,geD
a(q) =91/2,q €S (2.11)
0,qeD

{(2.10) ve (2.11) denklemleri soéyle elde edilebilir:

(2.6) denkleminin ele alinan Helmholtz denklemi ve onun

iki ¢oézumid olan ¥(p) ve G(g,p) icin asadidaki gibi yazilarak,

7 7
| W@LG@p- GapLue) v = I (o), Ga.p) - Glap)  ¥(p)).ds

D S+8

(2.12)

O)Dﬁzgun fonksiyon ile yiiksek mertebeden tiirevliere sahip fonksiyon
kastedilmektedir.
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dnce sol taraftaki integral igindeki birinci terimin
(2.8) den dolayi sifira esit oldugu dikkate alinir. Daha
sonra (1) D bdlgesi icerisinde, (2) D bolgesi sinirinda
yani S lzerinde ve (3) D bolgesi disinda, g = p durumunu
incelemek iizere g’'nun merkez oldudu € yarigapli kiire sdzi
edilen ti¢ hal ig¢in de dikkate alinir. € sifira giderken,
(2.12)'nin sag tarafindaki integral, birinci halde bu
kiirenin tim yizeyi {lzerinden alinarak (2.11)’in ilk
kosulu elde edilir. Ikinci halde kiirenin yarisinin yilizeyi
lizerinden alinan ayni integral (2.11)’in ikinci kosulunu
verir. Uclincii halde ise D bdlgesinin tamamen disindaki g
noktasi ic¢in integral alinacak ylizey yoktur ve (2.11)’in

Uclincli kosulunda oldugu gibi, sifair elde edilir.

Diger taraftan, Sekil (2.1) de R sonsuza gittiginde,
sbzkonusu U¢ boyutlu uzay icin gegerli, Sommerfeld
Radyasyon Kosullari olarak bilinen asadidaki kosullar
saglanirsa (2.10) denkleminin solundaki ilk integralin
sdzkonusu Sy ylizeyi {zerinden alinan parcgasinin dederi

sifira esit olacaktir:

hmlpl[ FRIACN zkw(p)] (2.13)
lim Ipl[ﬂ G(q, p) - ikG(q, p)J (2.14)
[t}llmlfﬂ( 3 IG(q D) — ikG(q,p)} =0 (2.15)

Sonugta, (2.11) gecerli kalmak izere acgik bolgeye

iliskin Ugincli Green formiili asagidaki son bicimini alir:

12




o 8 ‘
[ woZ Gap - Gap 5 v0)ds + | Gap f o) d=a @ ¥

N

2.1.3. Homojen Helmholtz Denkleminin

GCoziumiiniin Analitik Devami: Sobolev Teoremi

R3 uzayinda, o6nceki boliimde de ele alinmis olan basit
bagimli, diizglin S ylizeyinin kusattigi kapali D bodlgesi

sdzkonusu olsun (Sekil (2.2)).

A% ‘
np Dp
1Y ©
S S
Sekil (2.2) Sekil (2.3)
Sekil (2.2) i¢in n, , D bolgesi ig¢in, sinir S

tizerindeki bir p noktasindan bdlge disina dogrultudaki
birim normal vektdrdiir. Homojen Helmholtz denkleminin
((0+K)¥(@)=0), kapali bdlge icinde de gegerli'” (2.16) ve

(2.11) ifadelerine gdre, integral ifadesi su bigimi alir:

17 17
| (@)= Glap -Glap) - v@)-dS, =a @ v@ (2.17)
N d,lp thl’
Sekil (2.3)’deki durum go6ziniine alinsin. Homojen

Helmholtz denkleminin Sommerfeld radyasyon kosulunun
saglandigi D' nin timleyeni olan V( = R3\D) acik bdlgesi
icin integral ifadesi, S ylizeyi tizerinde, V bdlgesinin

[

disina dogrultudaki p noktasindaki birim normal np

®Bsltum 2.1.2. giris paragraf:i

13
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kullanilarak yazilirsa (a(q) (2.11) denklemindeki

anlamindadir),

7
on’,

o
| o) ~Gap) -Glap) o~ vo).dS, =2 @ @ (2.18)

s
I'Ip=-I1p' (2‘19)

Ele alinan iki durumdaki birim normal vektdrler
arasindaki (2.19) iliskisi sayesinde, (2.18) su big¢imde

yeniden yazilabilir.

o i
- ) Glap) -Glap) 5 vo).dS,=a@) v (2.20)

p P

np, birim vektériinin, V ag¢ik boélgesi icin yazilmis
denklemde kullanilmasai, (2.17)"deki ifadeyi kullanma
durumunu do§uruyor. Buna gére, (2.17) denklemi S bodlgesi
icin gegerli oldugundan , (2.20) ifadesinin gegerli
oldugu bolge artik, v=R*\ (D\S) kapali bolgesi haline
déniismistir. (2.20)" ye godre ¥(q)9 , homojen Helmholtz

denkleminin, s®zi edilen bu bdlgedeki bir ¢ézimidir.

(2.17-20) integral ifadelerinin onemli bir sonucu,
Sobolev teoremi olarak bilinen teoremdir. Basit bagdimli
kapali iki boélge D; ve Dy’ ye ailt sinirlar olan S; ve Sz
ortak bir sinir parcasi L’ ye sahip olsunlar (Sekil 2.3).
Sézkonusu vylizeylerden disa dogrultudaki birim normal
vektérler sirasi ile n; ve np’ dir. ¢ (p) ve Y2 (p) ayni
numarali bdlgelerde homojen Helmholtz denklemini saglayan

fonksiyonlar olsunlar.

14



(A+K) Y1 (9)=0 peD; (2.21)

(A+I2) Y, (0)=0 peD; (2.22)

n;
Dy ni

Dy

S

Sekil (2.3)

Ek olarak, ¢ (p ve ¥ (p) , L ylzeyl {zerinde su
kosullari saglasinlar:
Vi) = v2(0) ; peL (2.23)
J 12 7 ¥2 (p) L (2.24)
-— = - — ; pE .
éhlwlp i 2 p
n; = - n, olduundan, (2.24) 6zellidi, ¥ (p) ve Y2 ()

fonksiyonlarinin, L yiizeyine gdre sabit olacak herhangi

bir normal birim vektdr bakimindan, ayni normal

tiirevlere sahip olmalari anlamina gelir:

4 17
— = ; L s .=1:2; 2'25
éthIOﬂ éhj¢24ﬂ peL ,j ( )
Simdi de,
D = (D;UDy)\L (2.26)

15



olarak tanimlanan b6élgede,

v,(p),peD,\L

¥,(p),peD, \L (2.27)

llf@)={

fonksiyonu tanimlansin. D bolgesi igindeki, mesela D;
bolgesine ait bir g noktas:i ic¢in, fonksiyon (2.20) ve
(2.16) esitliklerine”’ gdre vyazilacak olursa, S; yilzeyi
iizerinden alinacak integral, fonksiyonun S; ‘in kusatti§:
bdlge igindeki g noktasindaki dederi ¢ (g9 ‘yu verir.
Diger yandan, g noktasi S, ylizeyinin disinda oldudundan,
bu yilizey lGzerinden alinacak integral sifira esittir. Bu
yizden ¢ (g) * nun, S; ve S, yiizeyleri cinsinden bir alan
izerinden, (2.26)' daki gibi tanimli D bdélgesi igindeki
tim noktalar ig¢in tek bir integral ile ifade

edilebilmesinin mimkiin oldudu sdylenebilir.

S6zi edilen Dbolgeye iliskin alan, S;  ve Sy
ylizeylerinin arakesiti L {zerinde saglanan kosullar
incelendikten sonra belirlenebilir. Bu yapllirsa
gorilecektir ki, ¢ (gq) fonksiyonunun L arakesiti iizerinden
alinan integrali, S; ve S, lUzerinden alinan integraller
sirasinda birer kere kendini gbdsterecektir. (2.23-25)
kosullari da dikkate alindiinda, bu iki integralin
toplaminin sifira esit oldugu go6riilir. Buna gdre (2.27)
ile tanimla foﬁksiyonun D boélgesi ic¢indeki herhangi bir
noktadaki degerine iliskin ifade, S = (S; U S2)\(2L)
bi¢iminde tanimli, D bélgesinin timinid kusatmakta olan
alan tuzerinden, bu ylizeyin disina dogrultudaki birim
normal vektdér ( n ) kullanilarak yazilacak (2.16) formild

ile elde edilebilir:

Mdenklemdeki S ylizeyil burada S; ve S, ylizeyleri olarak ayri ayri
dikkate alinacaktar.

16



3 3 "
W= | @) - Glap) -Gap) o ve)-ds, (2.28)
S

Buna godre Sobolev teoremi soyle ifade edilebilir:
Ortak bir sinir parcgasina sahip, kapali iki bolge igin
farkla iki skaler fonksiyon, iliskili olduklarzi
bdlgelerde homojen Helmholtz denkleminin ¢bzlimleri
olsunlar. Ortak sinir parg¢asinda, fonksiyonlaran
degerleri esit ve gegerli olduklari bdlgelere ait normal
tiirevleri birbirinin ters isaretlisi ise, sdzkonusu
toplam bd&lgenin tiumiinde homojen Helmholtz denklemini
salayan bir fonksiyon bulunabilir. Bu fonksiyon,
bdlgelere ait homojen Helmholtz denkleminin ¢&zimi olan

fonksiyonlarin toplam bolgeye analitik devamadir.

Sobolev teoreminin agik boélgeler ig¢in olan
genellestirilmis formu, farkli ac¢ik boélgelerde homojen
Helmholtz denklemini saglayan fonksiyonlarin, ortak sinir
disinda her yerde sirekli ikinci mertebeden kismi
tlirevlere, ortak sinirin da dahil oldugu her yerde
birinci mertebeden tiirevlere sahip olmasi halinde, tim R?
icin gecerli, homojen Helmholtz denklemini saglayan

ifadeye analitik devaminin yapilabilecedini belirtir.
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2.1.4. Dirichlet Problemi, Sag¢ilan Alanin

Integral ifadesi

Silindirik bir cismin {izerine gelen elektromagnetik
dalganin, sadece E, bileseni sifirdan farkli oldudunda
ortaya c¢ikan sacgilan alana iliskin sinir deder problemi,
Dirichlet problemi olarak anilir. Skaler alanlara iliskin

Dirichlet problemi de benzer big¢imde incelenir.

Dh(+)

Sekil (2.4)

Sekil (2.4) ' deki cisme gelen alan u'(p) olsun. u'(p)

sbzkonusu uzayda (R®), Homojen Helmholtz denklemini
saglar:
(A+K)d@ =0 (2.29)

Sacilan alan u®(p)’nin ifadesi S ylizeyi hari¢ her
yerde ikinci mertebeden kismi tiirevlere, S ylizeyine
iceriden ve disaridan vyaklasirken sirekli ifadeleri
bulunan birinci tiirevlere sahip bigimde belirlenecektir.
h sifira giderken bu dederler dizgin olarak sonlu

limitlere yaklasairlar.

18



Sagilan alan S yizeyi disinda homojen Helmholtz

denklemini ve Sommerfeld radyasyon kosulunu saglar.

(A+K)u'@) =0 (2.30)

lim lpl(f— u*(p) —ikus(p)J =0 (2.31)
LN

S yuzeyinin iki yanindaki Dirichlet sinir kosulu ise;
P )+l )= 0 pes (2.32)

(2.29-32) denklemlerinin ifade ettidi sinir deder

problemine Dirichlet sinir de§er problemi denir.
PM={p+hmn}  (2.33), PO={p-hn,}  (2.34)

S ve Si?, Sekil(2.4)'te kesikli ¢cizgi ile
belirtilmis [MH) dis ve D, i¢ Dbdlgelerinin sinir

PY ve PO yer

yizeyleridir. Bu ylizeyler sirasiyla
vektorlerinin ug¢ noktalarinin toplamindan olusmaktadir.
(2.33,2.34) denklemlerinde p, S ylzeyi {Uzerindeki bir
noktanin yer vektérii, np disariya yodnlenmis birim normal
vektdr ve h c¢ok kiigik dederde pozitif bir skaler

biiyikliktir.

(2.30) ve (2.31) denklemlerini saglayan  #'(p)
fonksiyonu, (2.17) ve (2.20) deki integral ifadeler

kullanilarak gosterilebilir.

u*(q),q eD}”

Oqu(+) (2-35)
> i

o %
| W@~ Glap- Gap5 o)., ={

(-)
Sy

19



- | )~ Glap-Glap 5 - w'p).dS,- (2.36) .

s 4 r

0,q eD{?
u*(q),q D"

2h kalinligindaki S%H ve Sﬂv ylizeylerinin arasindaki
cidar Dj haricinde, herhangi bir yerde sabit bir g
noktasi dislnilsin. Sézkonusu bolgenin her yerinde
#’'(p)’ nin  kendisinin ve birinci tidrevlerinin strekli
olduu ve h’nin ¢ok kigik bir pozitif sayi oldugu halde
bu dederlerin S lizerinde limitlerinin bulundudu
belirtilmisti. Secilen g noktasi bakimindan G(gp) de
sonsuz diizgiin bir fonksiyondur. Bu yilizden, (2.33) ve
(2.36) denklemlerinin sol taraflarinda h — 0 yapilirsa,

ayni integraller S yilzeyi {zerinden ve iliskin limit

07
fonksiyonlar olan u"™ ve z%u“ﬁ cinsinden olacak big¢imde

gecerlidir:

s O } 2 _Jw(@).q(D\S)

[ @) 5-Gap-Gan 5w NS\ ey 2037
), O . _[0.qe®\s)

| ) 5 Gap-Gan) 5 oD o cpinp 239

Denklemlerde sacilan alanin sahip oldugu Uniform

limit degerleri asadidaki bigimde verilebilir:

¥ (p) = lim u(p+hny) ;pES (2.39)

() = lim u(p-hny) ;pes (2.40)
:?lli—us(")(p):hl_i)rf‘} E?:u(p+hnp) ;peS (2.41)
%us(+)(p):llgr£ éhiu(p—hnp) ;peS (2.42)

P

20



(2.37) ve (2.38)'in sol ve sa§ yanlari tarafﬁtérafa
toplanirsa varilacak ifade sudur: %

.“f,. P

7 7
@)= (-6/0) 5 Gap)+Glgns v’ (D)} dS, qeR’S (2.43)

S P

Yukaridaki denklemdeki yeni terimler 1ise soyle

tanimlanmistir:
&' @)=u""@)-v"®);  peS (2.44)
o V74 V7
ey us@)=5us(” - *Op); pes (2.45)

Su ana dek elde edilen formiiller ig¢in Dirichlet
kosulu kullanilmamistir. Yani (2.43), (2.30-31) ve (2.39-
42) esitliklerini sa§layan, her u'(g) icin gecerlidir. Bu,
u'(q)=0 elde edilen, (2.44) ve (2.45) denklemlerinin sifira
esit oldudu durumda da gecerlidir. Bu durum hicgbir sacgici
cismin olmadigi duruma karsi gelir ve tabii bir sonuctur:
Cisim yoksa sagilan alan da olmaz. Sobolev teoreminin
acik boélgeler igin olan genellestirilmis formu, u“ﬁﬂy,
(2.30-31) ve (2.39-42) esitliklerini sadladikca

gecerlidir ™.

Bu asamadan sonra (2.32) ile verilmis Dirichlet
kosulu kullanilirsa, (2.44) egitliginin hemen sifir
oldudu gdbriilebilir. Bu ylizden Dirichlet kirinim

probleminde sagilan alanin ifadesi asadidaki gibi bir

integral ifadeden ibarettir:

Obkz. bdluim 2.1.3
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3
@)= | Gap). 51 (p)ds ; geR\S (2.46)
S

. o
Iki paragraf once belirtilen nedenden o&tiiri 5E%¢f@y=o

olamaz, ¢iinkl bu sacilan alanin o6zdesleyin sifir olmasa
yani, var olmamasi demektir. Dirichlet kosulu (2.46) 'nin

sad yaninl yeniden yazmak ig¢in kullanilacak olursa,

A= | GlgpJo@.ds; qeS (2.47)

S

bilinmeyen fonksiyon olarak yeni tanimlanan,

3
To(p) = 5—'(p) (2.48)

kullanilarak yazilabilir. Denklemin ¢Ozlmii, Jp()

bulunduktan sonra, uzayda herhangi bir noktadaki sac¢ilan

alan

U@= | GapJo@-ds; qek’ (2.49)

S

seklinde elde edilebilir. Jp(p)'nin slirekli fonksiyonlar

sinifindan olmasi gerektigi unutulmamalidir.

Tezin bu noktadan sonraki bolimi, sonsuz ince,
miikemmel iletken dairesel halkadan (Sekil(1.1)) skaler
dalga sac¢ilmasi probleminin , Dirichlet sinir kosulu
altinda gegerli olan (2.47) gibi bir denklemden yola

¢ikilarak ¢dzimine ayrilmistair.
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3. INTEGRAL DENKLEMIN COzZUMU

3.1. Sonsuz Ince Dairesel Halka icgin
Dirichlet Sinir Deger Problemi ve Sag¢ilan

Alanin Integral iIfadesi

Sonsuz ince dairesel halka (Sekil (1.1)) ig¢in,

Dirichlet sainir kosulu altinda skaler dalga sag¢ilmasa

problemindeki sagilan alan #(p)’nin sa§lamasi gereken

denklemler sunlardir:
A+E)d(p)=0 peR’\S (3.1)
(Homojen Helmholtz Denklemi)
P )+’ ()= 0 pes (3.2)

{Dirichlet Kosulu)

“@= | Jo@. Gap.ds, ; qek’ (3.3)

§
(Green Ozdesligi ile ulasilan sacilan alan ifadesi)

iklq-p|

Ga.p)=——

, g.peR’ (3.4)
47lq—p| vpe

(R3 bos uzay1lr ig¢in Green Fonksiyonu)

S ylzeyinde bilinmeyen fonksiyon (akim yodunlugu),
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E . . O
o) = v )-— w@) ; pes (3.5)

bigimindedir(bkz.2.b61ltm) .( n : e, - halka vylizeyine

pozitif z dodrultusunda normal, birim vektor)

(3.2) ve (3.3) formillerinin sonucunda elde edilecek
probleme iliskin denklem, Jp(p) bilinmeyen fonksiyonuna

sahip, birinci tlrden bir integral ifadedir:

= | Jo@). Gap.ds, ; qeS (3.6)

S

Probleme iliskin ayrit kosulu, Jp(p) fonksiyonunun,

d(p) halkanin en yakin ayritina uzaklik, H{p) de S yiizeyi
tizerinde dizgin bir fonksiyon olmak {zere, asagidaki

yapida olmasini gerektirir[7]:

Jo@)=ld®)] * Hp) (3.7)

3.2. Halka Geometrisine gbére Integral

Denklem Ifadeleri

R% te herhangi iki nokta olan g ve p ‘nin silindirik

koordinatlari asadidaki gibi alinsin:

q =(24.04:99) ;P =(2p.Pp.Pp) + (3.8)

Bu iki nokta arasindaki uzaklik, bilindigi gibi,
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|q - PI={( 24~ 25)* +(Pgpp)’ +4papp-sit’ (0 g-0)/2) }'7 ; (3.9)

bigciminde verilebilir. Sonsuz ince halka icin ({ Zg=25 ),

halka z=0 dizlemine de oturtulmussa (3.9),su hale
sadelesir:
\9 - PI={ (0gpp)’ +4pappsin’ (9-9,)/2) }'° ; (3.10)

(3.10) ifadesine dayali olarak R(p,,pp; @)=|q -pl, 0= @40,

olarak tanimlanirsa (3.4) ile verilmis, sinir deger
problemine iliskin Green fonksiyonu soyle ifade
edilebilir:
ikR(py .0, :0)
G(pgpp;p)=— (3.11)
g 47R (0, 0,5 P)

(3.6) ile verilen, probleme iliskin sinirda yani
halka izerinde gegerli integral denklem asagidaki hale

gelecektir:

z b
-U'(rg,09)= I J- Ip(tp.0p)-Gr g, ¥ pi g 0p)-Fpdrpdpp, asry <b, ¢4 € [mm] (3.12)

-

q ve p R te herhangi iki nokta olmak tizere, sacgilan

alan ifadesi igin, R;(z4pq.% pp;9) uzakligi tanimlanmalidar.

(3.9)"'dan baska birseye esit olmayan bu ifade,

R; (24,pq:2p Ppi9)={ (24 Zp)2+ (R(pq.Pp; (P))Z} 2 (3.13)

bigimindedir( R(ps,pp; ¢) (3.11l) ile verilen, halka diizlemi
(z=0) Uzerindeki uzaklik ifadesidir). R3 uzayinin tlmi

ig¢in gegerli Green fonksiyonu, bu ifadeyi icermelidir:
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e kR, (24,0432 .05 :0)

GZ 'y N " = -
(24.Pq:2p Pp;P) IR (2,037, P30) (3.14)

Yukaridaki Green fonksiyonunun kullanildigi sacilan

alan ifadesi asagidaki gibidir:

z b
U(Zg¥q,0q)= j J ID(tp,0p).G2(2q.Pq ;2p Pp; 0)-. Y5 Arpd@p;asty<h , 9, e[-mm] (3.15)

- a

Yapilmasi gereken, sinirda saglanan (3.12)
denkleminden Jp(7p.¢p)' yi ¢ozip, (3.15) denklemi yardimi ile

sac¢ilan alani hesaplamaktir.

3.3. Sinirda Yazilan Integral

Ifadesinin Fourier Acilima

(3.12) denklemindeki her terimin Fourier serileri

ile ifadesi ele alinsain.

Jo(tp, 9p)= z jm(rp)'eimq)p ) gpe[-mx], rpelab] (3.15)
Glrorpi0g9)= 2. Gulrar)e™ , 9el-na], rp,relab] (3.16)
ui(rq,¢q)= z Um i(rq).ei”"”q , 9q€[-mx], roefab] (3.17)

Bu denklemlerin Fourier katsayilari ise soyledir:
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7

J,,,(r,,)_ [ e™ Jotrp,0,)d0 , r,elab] (3.17)

-

1%
Gulrgrp)= e _[ €™ G(rotp;04-0,)dp , rp,reefab] (3.18)

k3

. 1
um'ﬁb)=-5;~j e '0@,¢Qd¢ﬂye[ab] (3.19)

a2

Fourier serileri ile ifade edilen fonksiyonlar
(3.12)"'de, gerektiginde farkli fonksiyonlarain katsayz
numaralarini (m,n,...) farkla gbstererek, yerine

yazilabilir:

«©

z b ©
>t (rg).e™, =j I > ()€™, Z Gulrorp)e™.rpdrodp, (3.20)

m=—00 n=-o0 m=—a0

(3.20) nin sag tarafindaki integral ¢, bakimindan
stireksizlik igermedidinden, toplama ve integral islem

siralarini degistirmek mimkiindir. Bu sayede sag tarafta

K3

kalan yegane integrali alinacak kisim, I Jmmmd¢

-z
olacaktir. Burada integral, ortogonal bir fonksiyon
oldugundan, integral, n#m oldudunda sifira esit iken,
sadece n=m ic¢in bir dedere sahiptir ve bu deder de 2n’ye
esittir. Denklemin iki tarafinin Fourier katsayilarinin
esit olmasi gerektidi g6z online alindidinda, indirgenen

denklem su hali alir:

b
ctn'(rg) =27 | jinlty) Gnlrgry)-rodlry; m=0,41,42, . (3.21)
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3.4. Halka Yizeyinin Uygun Bir
Parametre ile ifade Edilmesi, Ortogonal
Polinomlar Yaklasaiminin Uygulanacagi

Integral Denklem

Ortogonal polinomliar yaklasiminin kullanilacak
olmasi, ¢ozecedimiz denklemi uygun bir de§isken doéniisimi
ile kullanilacak ortogonal polinomun gegerli oldugu
araliga doénisttirmemizi gerektirir. Kullanilacak olan
birinci tirden Chebyshev polinomlari, [-1,1] aralidinda
gegerlidir. Bu yilizden, bu bolim (3.21) denkleminin
parametrelerini, s&zkonusu aralikta incelemeye uygun hale

getirecek donilisimiin agiklanmasina ayrilmistir.

Halkanin (zerindeki noktalar olan g ve p’ nin
yaricaplarzi re.¥p€lab], uvel-1,1] parametrelerinin
fonksiyonu olsunlar. [-1,I] aralidini, [ab] (a,b>0) arali§ina
donligtiirecek bir n(u) fonksiyonu disiinilsin. 7’ @®>0 oldugdu
takdirde bu miimkiindiir. Kullanilacak olan bu sarta uygun
fonksiyon, en basit halde, refab] ‘yi vel-1,I] ¥ ye gbre
ifade etmek uzere pozitif katsayili r=av+tf gibi lineer
bir denklem disinlilerek ve katsayilari da parametre

sinirlari arasindaki iliskilerden yararlanilip bulunarak

yazilabilir. Kullanilacak denklem bdyle elde edilmistir:

b—
2

b
av+a; ; bea, vel-Ll] — n'(%)>0 (3.22)

nev)=

Bu dontigtmle, re=n),r,=n(v), dr, =n’(v)dv oldugu da dikkate

alinarak, integral ifadesi yeniden yazilair:
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U (T(W)) = ZHI Jn(MO)Gu(n(W), (V). 1) 1’ () v; uel-1,1]; m=0,21,42,...

o
G, (wv)=47 (nw)n()"” Gu(n(w, n(v)); (3.26)

seklinde bir tanimlama yapilarak ézxuy) fonksiyonuna ait

tekillik ®zellikleri asagidaki teorem ile ele alinsin.

Teorem: Gmﬁaw fonksiyonu asagidaki gdsterilime sahiptir:

3
G (wv)=Inju-v| {1+, A" (w).lu-v|"}+Hs"(uv) (3.27)

n=2

Hi"(uwv) (uve[-1,1]) burada,iiginci mertebeye kadar silirekli
kismi tirevlere sahip, dérdiinci mertebeden tirevleri ise

logaritmik tekillik gdsteren bir fonksiyondur ve,

[k.7' ()]’ m’-1/4 17 (w)

A==, PR (3.28)
2_1/4 (g W)Y’
A= = ; (’777((3))) (3.29)

olarak gecerlidir. Buradan ¢ikan sonu¢ sudur ki, GmﬁLW

fonksiyonu u #v oldukg¢a, dizgln bir fonksiyondur.

g, W=2(nw)"”.ux'(nw); (3.30)

T =)0’ ()jm(n(); (3.31)
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o 1
K (u,v)=-;[(~}'m (u,v)-In|u-v|] (3.32)

fonksiyonlari tanimlansin. {3.23) ifadesine konup gerekli
dizeltmeler yapildiginda, (1.0) denkleminde bahsedilen,

¢cozimiinde Ortogonal Polinomlar ydntemi kullanilacak olan

denkleme ulasilir:

1
1 ~ ~
IF#WM+KMWEM¢FEWWH%MWﬂﬂﬁW (3.33)

(3.32)"de tanimli olan Rfﬁaw , tim birinci
mertebeden kismi tilrevleri olan ve ikinci mertebeden
tiirevlerinde sadece Inu-v] gibi bir tekillidi bulunan,

dizglin bir fonksiyondur. Yani,
K wv)eCltuel-1,1],v e [-1,1]); (3.34)

2 2 2

~ 7 -~
E K (u,v),gvy K (uyv), A

K (wv), eLyuel-1,1]ve [-1,1]); (3.35)
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3.5. Ortogonal Polinomlar Yontemi
Uygulanacak, Logaritmik Tekillige Sahip
integral Denklemin Sonsuz Lineer Cebir |

Sistemine Indirgenmesi

3.5.1. Integral Denklem Terimlerinin
Normallestirilmig Chebyshev Polinimlara ile
ifade edilmesi

Bir onceki boélimde belirtilen tekillik Ozelliklerine
sahip ((3.34-35)) K (wv) ve g, fonksiyonlari, uygun

ortogonal polinom olan birinci tirden Chebyshev
polinomlar:i ile ifade etmeye elverisli, vyeteri kadar

dizgiin fonksiyonlardir.
Birinci tir Chebyshev polinomu,
T (x)=cos np ; x=cosg (p=arc cosx) ; (3.36)
olarak tanimlidir ve buna gbdre,
To(x)=1 ; Ti(x)=x (3.37)

olmak iizere, polinomun herhangi bir terimi asadidaki

esitlik ile bulunabilir:

Tu(x)=2x Tyt (x)- Tp2 (%) (3.38)
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Chebyshev polinomu terimlerinin normu (||Tnyl|) s6yle

tanimladair:

w/2;n=12,3,...

7;n=0 (3.39)

& =(||T,,(x)||)2={

Normallestirilmis Chebyshev polinomu, Chebyshev
polinomunun, normunun karesine bo6linmiis hali olarak

tanimlanir:

Tulo)= Tux)/ s (3.40)

Sinir de§er integral denkleminin son hali (3.33)'in

icerdi§i terimler normallestirilmis Chebyshev polinomlar:
araciligil ile {b(u)=§m(u),K(u,v)=l?(u,v) X(v)=7,(0) } gbsterilim

degisiklikleri de yapilarak asagidaki gibi ifade

edilebilir:

12

1 = T )T, i
—;MW—ﬂ:E}iQ%AQ,)@=ﬂnﬁvﬁjg=hl, n-0 (3.41)

n=0

X(v)=(1—v2)_llzixn I (v). (3.42)

(3.42) denkleminin Fourier - Chebyshev katsayilari

bg}lo problemin ¢dzimi igin bulunmalarina c¢alisilan

katsayilardir.
b(w)=>.b,T, (W), uel-1,1] (3.43)
n=0
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K(u,v):Zkaf’m(u)ﬁ(v), uvel-1,1] (3.44)

m=0 n=0 .

Yukaridaki seri ifadelerinin Fourier - Chebysﬁéﬁ”ﬁ;

katsayilari da sdyle vyazilabilir: {ib ©oite {& V7
#) n=0 mn ) m p=0

b, = I(]—uz)_llzb(u) L, (u)du (3.45)
-1
=d’ ,].b(cosqo)coanodq); (3.46)
0
k = “’ K( V)Z;'”(u)T”(vzz dudv (3.47)
—4—1(1—-u2) (1—-v2)
=d'd; ]‘J‘K(cosél,cosz') cosm@cosntd9dr. (3.48)
00

3.5.2. (3.5.1.)’de Elde Edilen Sonug¢larain
Degerlendirmesi, Fourier - Chebyshev

Katsayilarinin m,n - o« Halinde Davraniglarai

(3.41) esitligi, ileride de gorilecedi izere,
logaritmik tekillik igeren so6zkonusu integral denklemin
tekil kisminin deJerlendirilmesi ic¢in Snemlidir. Integral

denklemin ana c¢ekirdedinin lineer simetrik formda ifade

edilebilmesini saglar. Bu formiilin ¢ikarimi ig¢in
— COSNX X

Y — = ~In|25in>}, x e[-2z2x] (bkz. [19] ) 6zdesliginden yola
n=]

¢i1kip trigonometrik ve Chebyshev polinomlarina has
6zelliklerden yararlanmak gerekmektedir. (3.46) ve (3.48)
denklemleri ise Chebyshev polinomlarinin tanimindan

((3.36)) yararlanilarak kolayca yazilabilir.
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Bu denklemler, probleme iliskin Fourier - Chebyshev
katsayilarinin ifadeleridir ve m,n —>o® olurken nasil
davrandiklarini anlamada yardimci olurlar. (3.34) ve
(3.35) 06zelligine sahip olan ve (3.44) seklinde ifade
edilebilen integralin c¢ekirdedine iliskin (3.48) ile

verilen katsayilarain,

? < oo, (3.49)

33 (14n2)1+m)k,

m=0 n=0

6zellidini sagladidini gostermek icin once, c¢ekirdedin
sahip oldugu ©6ne siirilen tlirevler ((3.34-35)) uygun
deJisken doniusimleri ile ayni dediskenlere sahip hale
getirilir™ . Sonraki adim, bu ifadedeki ((3.48))
integralini hesaplayarak, sbézkonusu tiirevleri ayni
integral altinda elde etmektir. Daha sonra, bu tiurevler
cinsinden ifade edilen Fourier katsayilarinain,

saglamalara zorunlu olan Parseval esitsizligi

kullanilarak (3.49) sonucuna varilabilir.

3.5.3. 1Integral Denklemin Sonsuz Lineer

Cebir Sistemine Indirgenmesi

Bu bo6limde, bo61lidm 3.5.1. de elde edilen
gbsterilimler,
P
b= | {-=Inju-vl+ Kuwv)pX(v) dv; uel-1,1]; (3.50)
T

-1

bigimindeki integral denklemde yerine koyulacaktir.

OBy dedisken donistumleri (3.36) tanim badintisindan elde edilecektir
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Normallestirilmis Chebyshev polinomlari a$é§1daki
gibi bir integralde kullanilirsa ortogonallik

bzelliklerinden faydali bir sonug¢ ortaya ¢ikar:

1

J(]—xz)_l/z T,(x)T,(x)dx =35,,, mn=0]123.. (3.51)
-1
{O;m;e n
= (Kronecker deltasi) (3.52)
I;m=n

S6ziinli ettidimiz yerine koyma islemine baslanirsa,
(3.41) vwve (3.42) (3.50)’"de vyerine konur, toplam ve
integralin siralari degistirilebilir ve integral altinda

(3.51) elde edilir. Buna gore:

1

1 ° 1
| - Infu-v[X(¥) = —x,Tu(w), uel-1,1]; (3.53)

-1 n=0 }/n

Ayni islem (3.42)-(3.43) ve (3.42)-(3.44) denklemleri
{3.50)"de yerine konarak yapilinca integralin
cekirdedinin ifadesi ve sonra tum integral ifadesi

asagidaki gibi olur:

1

j Kuv)X©) dv=i (i ko) T m(1) (3.54)
i ffxnfn(u)"'i (i kysxs) T,,(u)=i bnTn(u) (3.55)

(3.55) {fJu&:ﬂ fonksiyonlarinin olusturdugu denklem

sisteminin, sag ve sol yan Fourier-Chebyshev
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katsayilarinin esitlidi asagidaki sonsuz cebirsel lineer

denklem sisteminin elde edilmesini sadlar:

1 o0
E D> knks=bn ; n=0,123,.... (3.56)
s=0

n

Bu denklem, kesme ydntemi ile sonlu cebirsel lineer

denklem sistemi haline getirilerek ¢oziilebilir:

1 N
—xy+ D, sk =by ; n=0,1,2,3,...,N-L,N. (3.57)

n s=0

N burada, c¢6zlim prosediriinin bir parametresidir ve
gerekli hassasliktaki yaklasik ¢dzlim igin yeterince biylk

secilmelidir.

Ancak, (3.56) birinci tirden bir sonsuz lineer cebir
denklem takimi olusturmustur. Bu denkleme kesme ydntemi
uygulanmaszi, giris boliumiinde dedinilen istenmeyen
sonuclari ortaya c¢ikarir: Coziilecek matris iyi kurulmus
degildir, vyuvarlatma hatalari yaklasik ¢odzimin gercgek
¢ozimden biiylik miktarlarda sapmasina neden olur, kesme
sayisi istenilen yaklasiklik igin istenilen kadar kiglk
olamaz. Bu yilizden, sonraki Dbo6limde acgiklanacak olan

regiilerlestirme isleminin yapilmasi gerekmektedir.
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3.5.4,. Sonsuz Lineer Cebir Sistemine

Analitik Regqgiilerlestirme Uygulamasai

Analitik regillerlestirme yénteminin varmayi
amacladiga ikinci tirden denklem takima, incelenen
birinci tiUrden problem bakimindan basit bir bicimde elde

edilebilmektedir. Yeni bilinmeyen katsayilar,
Yo=X/¥n n=01,2,.... (3.58)

seklinde tanimlanip, (3.56) sisteminin her yani p ile

¢arpilirsa,

Ya+ Do Y YknsYs=Yubn (3.59)

s=0

bulunur. Yeni katsayilar,

~

k =VaVskns ns=0123,.. (3.60) ; b, =wbn, (3.61)

n

>

yeni matris operatért,
n.v} (3.62)
ve sltun vektorleri

v={r.}" (3.63) ;o b=} (3.64)

n=0

yazildiktan sonra (3.59) sistemi yeni halini alir:
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Yut Y, ko ys=b,, n=012,.. (3.65)
s=0

Buna iliskin fonksiyonel denklem ise,.
A+R)y=b,; y b, el (3.66)

bicimindedir. Bu sistem kesme yo6ntemi ile ¢o6zilebilir.

(3.56) denklemi ile arasindaki onemli fark, ¢ekirdek

A~

fonksiyonu K(u,v) yeterince diizgiin ise, K operatorintn
[, de kompakt olmasidir. Bu ylizden (3.66) denklemi sayisal
olarak c¢o6zmeye daha elverislidir yani, denklemin N boyut
igin bulunan ¢oézimii gercgek ¢oziime (N—oc) yakinsamaktadir
ve buna bagli olarak (3.66) denklemi daha dodru ve daha

da 6nemlisi daha kararlidair.
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4. PROBLEMIN COzZUOMUNUN SAYISAL
OLARAK GERCEKLENMESI

4.1. Kesme Yontemi ile ¢ozilecek Lineer

Cebir Sisteminin Olusturulmasi

(3.33) denkleminin ifadeleri, bu bolimde ayri ayra
ele alip, ¢ozlumde uygulanan sayisal yontemlerden

bahsedilecektir.

4.1.1. Integral denklemin sag tarafi

(3.30) denkleminden geriye dodru gidilip, gelen
alanin Fourier déniisiimii dikkate alinirsa, sayisal olarak

gerceklenmesi gerekli ifade asagidaki gibi olur:

n

1 —im i
Zn =21, [~ | & l(ry.05)dp (4.1)

-

Yapilan incelemede u%h ,@g), dizlemsel dalga ve

noktasal kaynak olarak ele alinmistir. Diizlemsel dalganin
ifadesi; ( x=ruos@, y=rging, z : noktanin parametreleri;

6 @p:gelen alan parametreleri)

i __ . ik(xsin 8. +y.sin &.sin p+z.cos8) |
u(rq,(pq)—e' (x sin 8.cos p+Yy.sin G.sin p+z.cos )’ (4.2)
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Noktasal kaynak ifadesi; (R;: (3.13) denklemindeki ifade)

kR, (2,0 32T 3P~ Pp)

u(rq,¢q)=“4ﬂRz(zq,rq;zp,rp;(ﬂq ~%)

Sag yana iliskin m’inci Fourier katsayisini veren
(4.1)"in herhangi bir tekillik igermeyen bir integrale
sahip olmasi, integrali [-mn,n] aralidinda sonsuz kiiciik
dikdértgen alanlarin toplami vyaklasikligas ile dodgru

olarak hesaplayabilmeye imkan verir.

4.1.2. Cekirdek K(u,v)'nin Hesabi

(3.32) denkleminden geri gidilip, buna iliskin
Fourier d&éniislimii yerine vyazilirsa su elde edilir: (R

(3.10) "daki gibidir.)

= 1 12 [ mpy € 1
R @y =5 (g { e [mdqoﬁ;ln{u-vl} (4.4)

(4.4) denkleminin integral ifadesi, r;, = r, icin
tekillik icgerir. (4.4)'ldn tamami ise logaritmik oldugu
bilinen bu tekillikten badimsizdir. Yapilacak olan,

integral ifadesini ac¢arak, sayisal hesaplamaya elverisli

ifadeler aramaktir.

1 7 i ikR(rg,r,;0) 1
Ha(rq rp)= =7~ (g™ | e ¢[md¢]+ ~lnryrp|  (4.5)
-7 q’ p)
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—r b—
Luv)= ;ln ‘;_vp —;ln 2a (4.6)

ara islemleri ile ry ,7, ‘yi wuv'ye baglayan(3.22) de

dikkate alinarak asagidaki ifade yazilair:

K ()= Hn(rq,rp) - L(u,v) (4.7)

Hu(ryry)' nin icerdigi integral, e"™=cosmo-+isinmp terimi
ylizinden, (sanal kisim lizerindeki integral sifirdir, reel
kisim yani kalan kisim ise g¢ift fonksiyon oldugundan)

asadidaki halde ifade edilebilir:

Ij_ ' ikR (1 .1,50) 7] ikR(rg,1p0)
e [————do]=2 | cosmp[———dp] (4.8)
o R(r,,1,:0) o R(1,.1,;9)
F2 ikR (1,1 500) s
cosmg.e P —1 1
=2 [ deJ*2 § [5———<de] (4.9)
(.)[ R(rq’rp;¢) (‘).- R(rq?rp;¢)

(4.9) ag¢iliminin birinci terimi g=p i¢in dizgin bir
fonksiyondur ve , [0,n] aralidindaki sonsuz  kiigiik
yamuklarin toplami yaklasiklidi ile sayisal integrasyona
tabi tutulabilir. Ancak ikinci fonksiyon ig¢in ayni sey
s6ylenemez. (3.10)’ da verilen R ifadesinin paydada yer
aldidi bu integral incelendidinde, ortaya birinci tilirden
bir eliptik integralin bir katsaylr ile c¢arpilmasindan
olusan bir ifade ¢ikar. Bunu elde etmek igin, Once ¢=n-2y
doniisimii ve iliskin diizenlemeler yapilir. Daha sonra,
y'ye gobre eliptik integral ve carpani olan bir fonksiyon

elde edilir:
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z 1 zl2 d¢

2| [—————doj=20r, 7). _— 4.10
J [R(rq,rp;co) vIP2r ) 6[ J1-¢sin ¢ ( )
=2(rq,rs) 2L K© (4.11)

(4.11)’de K@) birinci tiirden eliptik integraldir.

Diger yeni terim ise asa§idaki ifadeden ibarettir:

C=20rgry) "/, + 1p) (4.12)

K(Q=- 0.5In|1-+S© (4.13)

(4.13) ifadesi birinci tirden eliptik integrallerin

seri ifadesi gbzdnine alindigainda yazilabilir
(bkz.[5],[6]). 8@, birinci tlirevi siirekli, ikinci tirevi
ise 1n|1-{] gibi bir tekillide sahip bir fonksiyondur. Bu

fonksiyon (4.11)"de yerine konursa,

2rg 1) 2L 0.5 1-0+SQ) = -(rg ) 2L In| 10+ 20rg 1) 2L SQ) (4.14)

ve devaminda ifadeye —20¢HJOM|@-Jb| eklenip g¢ikarilir ve

dliizenlenir ise,

D(rgra)= (rgr)".{(1-Q) In|1-] + In[(1+0) (rgrp)’] } (4.15.a)
Dy (rgrp)= {(1-0) In|1-{] + In[(1+]) (rgrp)’] } (4.15.b)
fonksiyonlari tanimlanabilir .Yukaridaki esitliklerde

yayli parantezin igindeki 1ilk terim, {=I vyani rz=rp
oldugunda limitte sifira esittir. Diger deger

kombinasyonlari i¢in doJrudan hesaplanabilir. Ikinci
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terim dogrudan hesaplanmak ig¢in uygundur. Bltin pﬁhlara

gore (4.11) yeniden ele alinir ve Ay olarak tanlmlénlrsa,

Ao =2(ror) PLK(Q==2(r ) Pln|ry - 1ol + D(rgry)+ 2(rg ,v,)"°.0SQ)  (4.16.a)
Aofrg rp)”/2==In| 1y - 1y + Do (rgry) + L S© (4.16.b)

yazilabilir. (4.5) ile tanimli Hpy(rg ,7p), HO,,,(rq Fp) ve Hlm(rq o)
gibi iki pargaya ayrilsin ,0yle ki; (4.9)'un ilk terimi

ve (4.16.b) kullanilsin:

ikR(rg,1p:0) 1

1 n

cosme.e
H vy r0)= (ra 1) — dp (4.17)
q:"p 9'p ”6[ R(rqafpm)
Ho(ry )= —= Aoy 1) + ~ln| ry | (4.18)
m{"q 7 p T 0("q "p 7 qTp .
1
~5n {Do (rgrp)+2 .C S} (4.19)
Hu(rg ,rp)= Hom(rq,l’p)-l-Hl,,,(rq,rp) (4.20)

(4.20) ile tamamen belirlenen Hu(r,,rp), (4.9)"da K"(uv)
‘da vyerine konarak integralin c¢ekirdedi elde edilmis

olur.

43



4.1.3. Akim Yogunlugu Fonksiyonu

Ratsayilarinin Hesabi

(3.31) ve (3.42) ifadelerine gdre akim yogdunludu

katsayilari asagidaki gibi tanimlanmis idi.

7, ()=XG)=(1-v*) "3 x5, 1.0) (4.21.a)

n=0

=(1-v)""? X,v) (4.21.Db)

Iﬂaélrllk fonksiyonu ile probleme

7. katsayilari (1)
iliskin ayrait kosulunu saglar. Bu, parametrize edilmis
halka lizerinde ayritlara karsi gelen 1 ve -1 noktalarina
herhangi bir noktanin uzakliklarinan ifadesidir.
Fonksiyonun bu kismi haricindeki kismi dizgindiir. $imdi
geri giderek, bu katsayilar araciligi ile varilan gercek
akim vyodunlugunun ifadesini bulmak soézkonusu olsun.

(3.31) ifadesinden basitce,

@) =T, (7' @) &) 1 0’ (7" @0); (4.22)
elde edilir.

77'1 (r)=(2r-b-a)/b-a; (4.23)

(4.23) deklemi (3.22) donlistumnin tersidir. (4.21)
ile birlikte (4.22)'de yerine vyazilirsa, akim yodunludu

denklemi elde edilir:

Jnr) = [(r-a) -] ()™ Xu(r7 (7)) (4.24)
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Akim yogunludu, yukaridaki denklemden ancak (4.21)

deki x, katsayilari, olusturulacak regiilerlestirilmis
lineer cebir sisteminden ¢o6ziilip (boltim 4.1.4.4.), ayni™’
denklemin igerdigi ters Fourier - Chebyshev doénusimi

uygulandiktan sonra, elde edilebilir.

4.1.4. Fourier - Chebyshev Katsayilarinin
Bulunmasi, Elde Edilen Lineer Cebir Sisteminin

Coziumi
4.1.4.1. Gauss-Hermit Formiilleri

I(ﬂ=_j: —Tf\/.fc—)?dx (4.25)

Yukaridaki yapidaki integrallerin sayisal olarak
yaklasik hesabinda kullanilan bir formil verilecektir. Bu

formiil,

L

L+1,§ ft) (4.26)

ImESL(ﬂ=

olarak verilir. Burada,

2j+1
2L+27

ti=cos@;; = (4.27)

Bu formiiller asagidaki dereceden polinomlar igin

kesin dogruluktadir:
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m < 2(L+1)-1=2L+1 (4.28)

[

4.1.4.2., Fourier - Chebyshev Katsayilarinin Gauss -

Hermit Formiilleri ile Hesaplanmasi

1

1) T(x)
= | =
Je -"; NI-x?

(4.29)

Tipki o6nceki boliimdeki gibi, bu tip bir integralin

saylsal hesabi ig¢in gegerli vyaklasik formil,

L
ﬂ. A
fiESuh=——=2, ft) Tuty ;  (4.30)
L+143
= 0'9—“y+] : 4 .31
I_COS J’ J 2L+27Z', ( 3 )

(4.28)" e gobre formiliin kesin dodru sonug¢ vermesi

icin;
2K <2L+1 (4.32)
M .
Buna bagli olarak, {j;}ho gibi katsayi kiimesi

hesaplanacaginda,

L>M (4.33)

secilerek (4.30) uygulanmalidir. Ayrica Chebyshev
polinomlarinin (3.36) tanim bagintisi yerine (3.37) ve
(3.38) esitlikleri ile hesaplanmasi daha verimli bir yol

olmaktadir.
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4.1.4.3. iIntegral Denkleme Ait Fourier - Chebyshev

Katsayilarinin Gauss - Hermit Formiilleri ile Hesabai

Hesabi sozkonusu olan formiller, su asamada (3.45) ve

(3.47) ile verilen Fourier - Chebyshev katsayilaradir:

b, = I(]—uz)_l/zb(u) T, (u)du (4.34)
-1
11 Ky, j; ﬁ
s

(4.34) 1ile verilen katsayi ifadesinde bir ©onceki

bdlimde anlatilan formiillere bire bir denk diisen bir yapi

sdzkonusudur. Gauss - Hermit (4.31) kuvadratik formiilleri
ile direkt olarak ¢o6zilebilir. Toplam islem sayisi
LxN’dir ( L ( dizi elemani sayisi )>N(katsayi adedi)).

Ancak iki katli integral ifadesi, biraz daha dikkat

gerektirmektedir. Formiil ilk asamada asagidaki gibi
yazilabilir.

2y L
ko = (L+1j Z Z K(uyvy) Tulw) Tofv) (4.36)

i= Jj=

(4.35) gibi bir integralinin, (4.36) gibi bir ¢ift
toplam tizerinden hesaplandigi ele alinsan.
Kﬁuw)fﬂ%ﬁf}ﬁy ifadesi  Dbiitiin olarak alinirsa, bir m,n
ciftine ait katsayi dederinin hesaplanabilmesi ig¢in, &nce
m=N adet ve Jj=L kadar islemi, n ve i sabit tutularak
yaptiktan sonra, N kere n ig¢in, L kere, j ic¢in tekrar

edilmesi gerektigi ig¢in N%x1.? islem gerektirir.
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(4.36) ile verilen formiilde kesin dogruluk igin once,

hesaplanacak katsayi sayisindan biiylik sayida eleﬁéﬁu§egmgzih

sarti vardir (4.33). Bu yapildiktan sonra, 6nce e g
T & R
——> K@) T.(v)=Fin (4.37)
L+1'3
oclarak ele alinir ve j=0,1,2,..,L dizi elemani

kullanilarak her bir n=0,1,2,..,N katsayisi NxL islem ile
tipki (4.34) icin oldudu gibi hesaplanir. F;, bulunduktan

sonra,

L

T N

=— F.T.u 4.38
mn L+IIZ=0: 3 (uJ ( )

i=0,1,2,..,1L eleman ile herhangi m=0,1,2,..,N katsayisindan
birini elde etmek i¢in (m=sabit ig¢in) L islem yetecektir.
Goriilmektdir ki bir ks, katsayisi ic¢in toplam LxLxN islem
yetmektedir. Bu ise 6nceki yontemden N kez daha hizli
islem zamani demektir. Halka probleminde N=200 seg¢ildigi
hal icin, ©nceki yontemden 200 kat hizli bir hesap

sozkonusu olacagi agiktar.
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4.1.4.4. Elde Edilen Reqiilerlegtirilmis Lineerxr

Denklem Sisteminin Coéziimi

Vn +Z I’c\m ys=l;n, n=012,... (4.39)
s=0

Bolim 3.5.4."'de yukaridaki tipteki Dbir denklem
takiminin elde edilisi ac¢iklanmis idi. Bu vyapidaki

denklemi elde etmek ic¢in, sistemin,
I+R)y=5b_; ( y b el) (4.40)

seklinde olusunun basit bir bicimde kullanilmasi

gerekmektedir.

Bir onceki bolimde nasil hesaplandidi anlatilan sag
taraf ve cekirdege iliskin Fourier = Chebyshev
katsayilari uygun reglilerlestirme garpani ile
carp1lip (k,=tnskns ns5=0123,..; b =pb,) bu denklem (4.40)
ikinci tip sistemine indirgenir(bolim 3.5.4.). Sonraki
agsama, elde edilen K matrisinin kosegen elemanlarinin

deerini 1 arttirmaktir. Elde edilen matris sistemimizin

cekirdek matrisidir.

Daha sonra bu lineer denklem sistemi LU ayristirmasi

olarak bilinen yoéntem [28] kullanilarak, y ¢Ozimu
bulunur. Sira, regiilerlestirilmis y vektorinden geri
dogru gidilerek, akim yodunlugu fonksiyonunun

katsayilarini ve kendisini bulmaya gelir.

Yn=Xe/¥n n=0,1,2, ... (4.41)
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(4.41) esitligi kullanilarak x, bulunur. Akim
yodunlugu ile ilgili geri kalan buyiliklikler bolim 4.1.3.

de yer alan denklemlerden geri giderek elde edilecektir.

4.2. Uzayda Herhangi Bir Nokta ig¢in
Alan Ifadesi

z b
UW(zglq,09)= J J- I, 00)-Go(2g ¥ 4 ;07 p; 9). 75, ATpd0p; (4.42)

hat2 a

Bolim (3.2)’de dedinilmis olan wuzayin herhangi bir

g=(zq, Iq, ;¢4) noktasinda sacgilan alan ifadesi (4.42)’deki

gibidir.

Io(rp.@p)= 2, Jm(rp)-€™ , gpel-mn], ryelab] (4.43)

G(2474,; 0,75, 0 Pp) = Z G™ (ryr,)e™ , pel-mx] (4.44)
m ] f -im

G ™ (ryry)= Py j e Gylzq7g,; 0,15, 04-0p)dp (4.45)

eikRz(zq,r.,;O,r,,w)

G, 0 ry;0)=— 4_.46

(2474 0.75i9) 4R ,(24,14;0,1,59) ( )
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Sagilan alana iliskin bos uzayin Green fonksiyonu, g

alan degeri aranan nokta, ve p ise halka iizerindeki bir

nokta (p=(0,rp,¢,)) iken (4.46) gibidir. Bu kullanilarak,

iliskin Fourier serisi (4.44) ve katsayli ifadeleri
(4.45) ile verilmistir( ¢=¢4¢,) . (4.46) ve (4.45) 1ile
birlikte,

() z lkR 2(2q,0q30.7p50)

m, r,r -zmqa _ dp, 4.47
AraTy)= J; { 4R (2,130, rp,(o)} ¢ ( )
yazilabilir. Sagilan alana ait nokta halka ylizeyi

izerinde olmadidr ic¢cin ve dolayisi ile zq sifar
olmadigindan (4.47) denkleminde R, pozitif ve integrand
dizgin bir fonksiyondur. (Sagilan alana ait nokta ylzeyde
ise bile dederi sinir kosulundan bilinmektedir; gelen

alanin ters isaretlisine esittir.)

(4.43) ile Dbirlikte (4.47), sagilan alan ifadesi
(4.42)"'ye yerlestirilirse,

r b © @
Weyravd=| | X jultn) € D, G™ (ryr)e™.r,dryda, (4.48)
-7 a n=-—oo m=—co
toplamlar ve integraller, ¢ bakimindan streksizlik
icermediginden, siralara degistirilebilir. Yegane

T

integral altindaki terim olanj-dmmwd¢ ortogonalliginden

-
dolayi, yalnizca n=m i¢in bir dedere sahiptir ve bu da 2x
ye esittir. Buna gore, sag¢ilan alan herhangi bir noktada

sag¢ilan alan,
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b

U (2grp0)= 21 D>, { I Jm(70). G™ (24 ¥ o ¥0).Frudrodp,} €™, (4.49)

m=-cw

gibi yazilabilir. Yeni bir ifade olarak asagidaki tanim

yapilairsa,

b
In(2g7q) =27f I J(7). G™ (24 ¥ oo ¥ ¥ pd00) (4.50)
U (Zglp0)= D, Inlzgry) €™, (4.51)

yvazilabilir ve herhangi bir m deferi igin gecgerli sacgilan
alan bulunabilir. Bu integralin hesabi s&zkonusudur. Zq4
halka iizerinde olmadidindan sifir dedildir ve G™.(z, 7,1,
sonsuz diizglinlikte bir fonksiyondur. Ama akim younludu
fonksiyonu r=a ve r= b ig¢in slireksizlikler igerir. (3.22)
denklemindeki doniisiim ile bu integral ifadeyi, s®zkonusu
slireksizlikleri de dikkate alacak sekilde ifade etmek
gereklidir. (3.31) yeniden yazilsin ve integral denkleme

gbre diizenlensin;

T =)'’ 1’ Wjm(nw); (4.52)
Jm(m@) @) 1’ W= (nw)"” 7, @ (4.53)
In(2p7g) =21 | ju(11(W). G™.(z4 10 1) 1W) 1 ().l (4.54)
In(zgrg) =2 | . G™o(zy,re 1) (nw)"” T, (w),du (4.55)
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(4.21.b)denklemindeki J, (u) akim ifadesi yerine yalelrsa,

Gauss-Hermit formilleri (bkz.bdlim 4.1.4.1.) uygulanarak

¢ozilmeye miisait bir integral denklem elde edilir:

1
Tn (zgrg) =27 | G™ (2,74 1) (1) (1412 X (w)dlu (4.56)
-1

4.3. Diger Sayisal Sonug¢lari Hesaplanan
Biayiuklikler, Uzak Alan, Yakin Alan, Radar
Kesiti (RCS)

Problemin konusu olan halkanin {dzerindeki akim
ifadesi bulunduktan sonra, sacilan alan ifadesinin
yanisira bilinmek istenen didger bazi 06zelliklerini de
incelemek gereklidir. Bunlardan 1ilk bahsedilecek olan

yakin alandir.

Yakin alan basitge halka yakininda gelen ve sac¢ilan
alanin toplami olarak tanimlanabilir. Bolim 4.1.1"de so6zi
edilen , kaynaklara iliskin alan ifadelerini sag¢ilan
alan ifadesi ile toplayarak halkanin yakininda toplam

alan degerlendirilir.

Halka sisteminin uzak alani, ikinci tanimlanacak olan
onemli biuyiukliktiir. Herhangi bir kaynak i¢in uzak alan,
kr—>o oldudundaki alan ifadesi olarak tanimlanabilir.
Sozkonusu halka ig¢in bu sacilan alan ifadesinde

uygulanarak uzak alan ifadesi ( dhy) bulunmustur:
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1
o/ (q9) =-87r—2 exp{-i(rp(sinGysinGycos(p,-@,) +cos GcosG)-m(p-@,))}  (4.57)

Sonsuz ince dairesel halka ig¢in son olarak incelenen
bliyikliik radar kesitidir. Radar kesiti, burada bir
diizlemsel dalganin gelis yoninin tersi yo6nde, halkadan
sag¢ilan uzak alan enerjisinin, gelen dalganin enerjisine
orani olarak ele alinmistir. Uygulamada asagidaki formil

esas alinmistir[29]:

s|2

RCS= li_) 47zr2|ul+|2
e u

(4.58)

Yukarida s6zii edilen biliylikliklere iliskin bélim
4.1.17de szl edilen kaynaklar ve cesitli halka
boyutlarina gore elde edilmis grafikler ve 1. bolimde
anilan Kirchhoff yaklasikligi sonuc¢lari ile karsilastirma

sonu¢ bélimiinde yer alacaktir.
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5.SONUCLAR

Dairesel halkadan skaler dalga sagllmas1n1n,ww

ortogonal polinomlar ve analitik regliilerlestirme
yontemlerinin bilesimi bir teknik ile ¢&ziimii sonucunda
gbrilen, uygulanan analitik regiilerlestirmenin,
¢ozlilecek sistemi kararli ve istenilen dogrulukta ve ek
olarak uygun boyutta ele alabilmeye imkan verdigidir.
Sisteme 1iliskin hal sayisinin sistem boyutuna gore
degisimi, takibeden sekillerin arasinda yer almaktadair.
Hal sayisinin yakisayacadi bilinen sonlu deder iliskin

sekilde gdrilebilecedi gibi, hemen ortaya c¢ikmistir.

Uygulanan ydntem sonucunda, gelen dalganin halka
diizlemine paralel dizlemsel dalga olarak ele alindig:
durum ig¢in, akim yodunlugu ve wuzak alan degerlerinin,
6nceden kullanilagelen Kirchhoff yvaklasiklig: ile
karsilastirilmasi da sekiller arasindadir. Bunlardan
gbrilen sonug¢ sudur: Tezde kullanilan yo6ntem, halka
geometrisine gbre yluzey Uzerindeki akim dagilimi
deJerlerini, fiziksel gercgeklere daha wuygun olarak
vermektedir. Ote vyandan wuzak alan deJerleri arasinda
yapilan karsilastirma, yontemin Kirchhoff yaklasiklig:
sayesinde saglamasini yapmaya sans tanimaktadir. Cunki
Kirchhoff yaklasiklidi, uzak alan hesaplari igin tatmin

edicidir[20-21-22-23].

Sekiller arasinda ayni uyarma bic¢iminde (halka
diizlemine paralel diizlemsel dalga), gesitli halka
boyutlari ig¢in yakin alan dagilaimina iliskin goriintiler
yer almaktadir. Ayni uyarma hali i¢in radar kesitinin
(RCS) de§isik Dboyutlar ic¢in dedisimi de sekiller

arasindadir.
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Sekiller arasinda son siradakiler, x=0, y=0, z=10
koordinatlarindaki bir noktasal kaynak hali icin akim

yogunluguna iliskin olanlardar.
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Hal Sayisinin Sistem Boyutuna Gére Degisimi
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5 (Halka Duzlemine Paralel Dizlemsel Dalga Hali)

Akim Yogunlugu, ka=1, kb
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30 (Halka Dlizlemine Paralel Diizlemsel Dalga Hali)

10, kb=

Akim Yogunlugdu, ka
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15 (Halka Diizlemine Paralel Diizlemsel Dalga Hali)

Akim Yogunlugu, ka=10, kb
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12 (Halka Duzlemine Paralel Duzlemsel Dalga Hali)

Akim Yogunlugu, ka=10, kb
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=30

Kirchhoff Yaklagikligi ile Akim Yodunlugu, ka=10, kb

(Halka Diizlemine Paralel Duzlemsel Dalga Hali)
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Uzak Alan, ka=10,kb=15
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Kirchhoff Yaklasiklig ile Uzak Alan, ka=10,kb=15

901
120 60
.8
.6
150 30
4
180
210 330
240 300

270

64



;o

Uzak Alan, ka=10,kb=30
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Kirchhoff Yaklasikhdi ile Uzak Alan, ka=10,kb=30
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Yakin Alan, ka=10, kb=15
anr (Halka Dizlemine Paralel Dizlemsel Dalga Hali)
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1

Radar Kesiti, kb/ka=2, min(ka)
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1

Radar Kesiti, kb/ka=3, min(ka)
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1

Radar Kesiti, kb/ka=4, min(ka)
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15 ([0,0,10] daki Noktasal Kaynak Hali)

10, kb=

Akim Yogunlugu, ka
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