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OZET

AW(K)-TIPINDEN EGRILER
Firat GEZGIN
Balikesir iiniversitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii,
Matematik Anabilim Dah

(Yiiksek Lisans Tezi / Tez Damigmam : Yrd. Dog. Dr. Cihan 6ZGUR)
Balikesir, 2005

Bu caligmada AW (k) -tipinden egriler incelenmigtir.
Bu tez yedi biliimden olugmaktadir.
Birinci boliim giris bolimiidiir.

fkinci boliimde ileriki bsliimlerde gerekli olacak temel diferansiyel geometri
bilgileri verilmistir.

Ugtincii boliimde AW (k) -tipinden egriler tamtitmugtur.

Dordiinct  boliimde AW (k)-tipinden egrilerin  harmonik  egrilikleri
incelenmigtir.

Beginci boliim orijinal sonuglar igermektedir. Bu boliimde AW (k) -tipinden
slant helisler incelenmistir.

Altinc1 boliimde orijinal sonuglar icermektedir. Bu boliimde AW (k) -tipinden
Bertrand egrileri ve koniksel geodezik egriler incelenmistir.

Yedinci boliimde de bulunan sonuglarin tartigmasi yapilmugtir.

ANAHTAR KELIMELER : AW (k) -tipinden efri.



ABSTRACT

AW(K)-TYPE CURVES
Firat GEZGIN
Balikesir University, Institue of Science, Department of Mathematics

(M.Sc.Thesis / Supervisor : Asst. Prof. Dr. Cihan 0ZGUR)
Balikesir - TURKIYE, 2005

In this study, we investigate AW (k) -type curves.
This thesis consists of seven chapters.
The first chapter is the introduction.

In the second chapter, we give some basic notions and definitions which will
be necessary in the next chapters.

In the third chapter, we introduce AW (k) -type curves.
The fourth chapter, we consider harmonic curvatures of AW (k) -type curves.

In the fifth chapter consists of some original results. In this chapter, we
investigate slant helices of AW (k) -type.

In the sixth chapter also consists of some original results. In this chapter,
Bertrand curves and conical geodesic curves of AW(k) -type are considered.

In the last chapter the results obtained in the previous chapters are examined.

KEY WORDS : AW (k) -type curve.
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ONSOZ

Bu ¢aligmada A W(k)-tipinden egrilerle ilgili literatiirde yer alan baz1 sonuglar
bir araya getirilmis ayrica bu tipten olan slant helisler, Bertrand egrileri ve koniksel
geodezik egriler incelenmis ve bazi orijinal sonuglar elde edilmigtir.

Tez ¢aligmamda her an yamimda olan, manevi destegini esirgemeyen, bilgi ve
kaynaklarin1 paylasan saym hocam Yrd. Dog. Dr. Cihan OZGUR’e, sonsuz tesekkiir
ve glikranlarim sunarmm.

Yiiksek lisans yaptigim siire icersinde emegi gecen Fen Edebiyat Fakiiltesi
Kadrosu dahil diger 6gretim ilyesi ve yardimcilarina tesekkiir ederim.

Yiiksek lisans yapmamdaki gerekli ortamu saglayan Samli ilk6gretim okulu
miidiirii Salim CAKICI’ya ve mesai arkadaslarima gdstermis olduklar anlayis icin
tesekkiir ederim.

Yiiksek lisans galigmalarim boyunca benden manevi destegini esirgemeyen,
ayrica tegviklerini ve yardimlarimi daima siirdiiren degerli esim Yegim’e sonsuz
tesekkiir eder, sevgilerimi sunarim.

Bahkesir, 2005 Firat GEZGIN



1. GIRiS

Bu ¢aligmanin amaci AW (k)-tipinden egrileri ve bu tipten olan slant
helisleri, Bertrand egrileri ve koniksel geodezik egrileri incelemektir.

AW (k) -tipinden alt manifold kavramim ilk olarak tanimlayan K.Arslan daha

sonra A.West ile birlikte 1995 yilinda yayinladikiar [7] nolu kaynakta bu tip alt
manifoldlarin baz1 6zelliklerini vermiglerdir.

1997 yihinda K.Arslan ve C.Ozgiir AW(k)-tipinden altmanifold kavramim
AW (k) -tipinden egiri seviyesine indirerek bu tip egrilerin birinci ve ikinci egrileri
arasinda bazi bagmtilar elde etmiglerdir. Bu bafintilar Gictincii boliimde ayrintilx
olarak verilmigtir.

2000 yilinda K.Arslan, Y.Celik ve H.Hilmi Hacisalihoglu [8] nolu kaynakta
AW (k) -tipinden egrilerle bu egrilerin birinci harmonik egriligi arasinda baz

bagmntilar elde etmiglerdir. Bu bagintilar beginci boliimde ayrintili olarak verilmistir.

S.Izumiya ve N.Takeuchi 2004 yilinda [9] nolu kaynakta slant helis ve
koniksel geodezik egri kavramlarimi tanitmiglardir.

Beginci bdlimde AW (k) -tipinden slant helisler incelenmistir.

Altinc: bslimde AW (k)-tipinden Bertrand efrileri ve koniksel geodezik
egriler incelenerek cesitli sonuglar elde edilmigtir.

Son boliimde ise bulunan sonuglarn tartigmas: yapilmgtir.



2. TEMEL TANIMLAR

Bu boliimde oskiilatér mertebesi d-olan bir Frenet egrisi tanttilarak, bu
efrinin Frenet ¢atis1 verilecektir.

Tanm 2.1. M bir diferansiyellenebilir (C”) manifold olsun. M fizerindeki
C” vektor alanlarimn uzay1 x(M) ve M den IR ye C* fonksiyonlarin uzay: C*(M, IR)
olmak lizere, M iizerinde;

g M) x x(M) - C°(M, IR)

seklinde tanimlanan pozitif, simetrik ve 2-lineer g Riemann metrigi ile birlikte M ye
bir Riemann manifoldu ad1 verilir ve (M, g) seklinde gosterilir [l]

M manifoldunun herhangi iki p ve q noktasi i¢in M {izerinde bu noktalan
birlestiren bir egri bulunabilirse M ye baglantili manifold ad1 verilir. M baglantili ve
temel grubu sadece birim elemandan oluguyor ise M ye basit baglantilidir denir [2].

Tanmm 2.2. M bir diferensiyellenebilir manifold olmak iizere;

V: x(M) x x(M) — x (M)
X, V)——> VX, Y)=VxY

bi¢iminde tammlanan V operat6ril, M nin bir U bdlgesi iizerinde tanimli olup her bir
C” X, Yeyx(U) vektor alan ciftine U {izerinde VxY ile ifade edilen tiglincti bir C°
vektor alam karsihk getirir. Bu karsilik gelme asafidaki 6zellikleri sagladiginda V
ya Lineer Koneksiyon (veya kovaryant tiirev) ad1 verilir [2]



VX, Y,Z € y(M), Vf e C*°(M, IR) olmak tizere;

i) Vx+yZ =VxZ + VyZ,

i)  VxY= VY,

iil) Vx(Y+Z)=VxY + VxZ,
iv)  Vx(fY)=fVxY + X(OY

Tanmm 2.3. M veN birer C* manifold olsun. f, M den N ye taniml bir
C~ fonksiyon olmak tizere, ( £ )p jakobiyen matrisine karsilik gelen doniigim M

nin her bir p noktas: igin birebir ise f fonksiyonuna immersiyon denir [3].

Tamm 2.4. M veN birer C* manifold ve f:M — N birC* fonksiyon
olsun. fnin f, jakobiyen matrisine karsiik gelen doniigiim birebir ve
f tek degegisken ise / ye M den N ye bir imbedding ad verilir [3]

Tamm 2.5. f bir immersiyon olmak iizere VX,Y € T, M i¢in,

(LX), L) =(X.T)
ise f ye bir izometrik immersiyon ad1 verili}' 3}

Tanm 2.6, y:IcE—E" E" de birim lizh bir egri olsun. Eger 7 nn
yliksek mertebeden tiirevleri

7' (5),7"(8)s 7" (8)sens 74 ()
lineer bafimsiz ve

7'(8),77(8), 77 () 7P (), 7 0 (5)

Vs €I igin lineer bagimli ise ¥ ya oskiilatdr mertebesi d-olan bir Frenet egrisi denir.



d. mertebeden her Frenet egrisi icin y boyunca y'(s)=v,(s) olmak iizere bir
V;5V;,V35e.,V, ortonormal cafist bulunabilir. Bu ¢atiya Frenet catisi denir ve
ki ky kysesky : I —> R (d—1)- fonksiyonlari Frenet egrilikleri olmak iizere agagidaki
sekilde tanimlanir.

Vv, Y'(8)=y"(s) =k (s)v,(s) 2.1)
V, v,(8) =~k (s)v, (8) + k, (s)v, () (2.2)

ooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

-‘7», v, (8) =~k (8)v,;; (8) + K, (s)v,,, (5)
V, V,1(5) = =k, (s)v,(s) 2.3)

Burada V, E" de Levi-Civita koneksiyonudur [5].

Tamm 2.7. Bir y:Ic E—> E” regiler efrisi verilsin. Eger y oskiilator
mertebesi d-olan bir Frenet egrisi ve k; Frenet egrilikleri 1<i<d -1 i¢in sifirdan farkh
sabitler ise y yaranki d -olan bir W egrisidir denir. Ranki 3 olan bir W egrisi dairesel
helistir [5].

Biz burada E£”in oskiilatdr mertebesi 3 olan Frenet egriliklerini diistinecegiz.

Onerme 28. y E"in oskiilator mertebesi 3 olan bir Frenet egrisi olsun.

Bu taktirde

7'®)=v(s),

7'()=V,7'(s) =k (s)v,(5), 24)

7"() =V, V, 7'(s) =~k (s} () + K} (5)v, (5) + Ky (), (5)v3 (5) 2.5)
7"(5)=Y,9,9,7(5) = 3k (I (s, (5)+ [(5) — K () ~ Ky ()2 () ()

+ {2k, (S)K,(5) + K (5)k, ()}, (s) 2.6)

dir [6].



Ispat: Tammdan »'(s)=v,(s),(2.1)den de
7'($)=V,7'(s) = ki (s)v,(s)
dir. (2.5) esitligini elde etmek icin (2.4) esitliinin tiirevini alalim, bu durumda
77($) =V, V, 7'(s) = ki(s)v,(5) + K, (s)v3 (s) 2.7

elde edilir. (2.7) esitliginde (2.2) yerine konursa (2.5) esitligi elde edilir. (2.6) esitligini
elde etmek icin (2.5) esitliginin tiirevini alirsak,

r7 )=V, V, Y, y(s) =2k (s)k (5)v, (s) — k7 (s)v{ (5) + k[ (5)v, () + K[ (5)v} (5)
+ (£ )k, (5) + K, (8)KL (5) 95 (5) + &, (8)k, (5)V4 (5) (2.8)

bulunur. Burada (2.1), (2.2) ve (2.3) esitlikleri yerinde kullanildiginda,

y™(5)=V,V,V, 7(s) = =3k, (5| ()9, (5) + Pl() — i () — K (5DR2 () o ()
+ {2k, ()k] (5) + K} (), () }v5 ()

elde edilir,
Notasyon 2.9.
N(s) =) =k 5,0, 2.9)
N,(9) = (")) = K (s)v,(5) + Ky (), (s)v5(s) , (2.10)
ve
Ny = (") = £(s) - B2 (5) = by () (5) o (5) + (R} (Y (5) + Ky () () ()
.11
ile gdsterelim [6].



Senug 2.10. 7'(s), ¥"(s), ¥"(s), y" (s) lineer bagimhdir <> N,(s), N,(s),
N,(s) lineer bagimhdir [6].

Onerme 2.11. ¥ E" de oskiilatdr mertebesi 3 olan bir Frenet egrisi olsun.
Bu taktirde

LS § L AG IACY AL §-AE)
= { IV O (51,3, ) = (N5 (), N YN (5 N, () IV )
IV W 60N ()~ (V3 (5 N NN (5 N () IV, (5)

dir [6].

Teorem 2.12. y E"de oskiilator mertebesi 3 olan bir Frenet egrisi olsun.
Bu taktirde
N, () = {N5(5), N ()N} (5) +{N3(5), N; (sHN; ()

dir. Burada
N ()= ﬁ_%_" (2.12)
ve
N (s) = N, () ~ (N, (), Ny ()N, (5) 2.13)
[, - (M, 7 ),
dir [6].

Sonug 2.13. y E”de oskiilator mertebesi 3 olan bir Frenet egrisi olsun.
Bu taktirde,
Ny (s) =v,(s) (2.14)
ve

N;(s)=vs(5) 2.15)



Ispat: (2.12) esitliginde (2.9) yerine konursa,

¥, =22 = 9
1

elde edilir. (2.13) egitliginde de (2.10) ve (2.14) yerine konursa,

vy K (D, (s)v(s)
N,(s)= EOLG) vi(s)

bulunur.



3.AW(K)-TiPINDEN EGRILER

Bu bdlimde AW (k) -tipinden egri kavramu tanitilarak, bir egrinin AW (k) -
tipinden (k =12, 3) olmasi icin gerek ve yeter sartlar elde edilecektir.

Tanmm 3.1. Oskiilatér mertebesi 3 olan bir Frenet egrisine
i Eger
Ny (5) = (N5 (8), No (SHN, (5) 3.1

sartim sagliyor ise zayif AW (2)- tipindendir denir.
i) Eger
N3 (5) = (N, (), N; (5))N; (s) (3.2

sartim sagliyor ise zayif AW (3)-tipindendir denir [6].

Onerme 3.2. y 3. mertebeden bir Frenet efrisi olsun. Eger y zayf
AW (2) - tipinden ise
k(s) =k (5) ~ Ky (k5 (5) = O (33)
dir [6].

Ispat: y zayif AW(2)-tipinden ise (3.1) denklemini saglar. (3.1) de
(2.11) ve (2.15) yerine konursa

{k{(s) ~ ki (5) — Ky ()k; (5)}v, (5) + {2Kk{ (), (5) + Ky ()5 ()}v, (5)
= {2k (8)k, (8) + k, ($)k; (5)}v, (5)

elde edilir. v,(s) ve v;(s) lineer bafimsiz oldugundan



k() ~ B3 (5) ~ by ()2 (5) = 0

bulunur.

Tamm 3.3. y oskiilatdr mertebesi 3 olan bir Frenet egrisi olsun.
i) Eger

Ny(s)=0

ise y AW(1)- tipindendir denir.
if) Eger

[N, ) M3 (5) = (N3 (5), N ()N, (5) G.4)

ise ¥ ya AW (2)- tipindendir denir.
iii) Eger

IV, @ N3 () = (N, (5), N, ()N, (s) (3.5)
ise ¥ ya AW (3)- tipindendir denir [6,7].

Onerme 3.4. y eprisi 3. mertebeden bir Frenet egrisi olsun. Bu taktirde »
AW () - tipindendir < '

k() — k) (8) =k ()k3 (5) =0 (3.6
ve
k, () = —— 3.7
K ‘
dir [6].



Ispat: (=>): ¥ egrisi AW (1)- tipinden olsun. Tamm 3.3.(i) den dolay:
N,(s)=0 dir. Boylece (2.11) esitliginden

{0(5) = 12 (5) = Iy (DR2 (5) o, (5) + {2K! (5D, (5) + K (5K} (5) v () = O
dir. Aynica v,(s) ilev,(s) lineer bafimsiz oldugundan

EI(S) - (5) - k()3 () = 0
2k (5)k, (5) + by (5Dl (5) = 0

elde edilir. Son denklemin ¢6ziimii

144

FEVENE ¢ = sabit
ki ()

ky(s)=

oldugundan istenilen sonug elde edilir.
(=): Asikardur.,

Onerme 3.5. 7 egrisi 3. mertebeden bir Frenet efrisi olsun. Bu taktirde »
AW (2)- tipindendir <

201 (), (8) + ()1 ()3 () = By (S)R{ (), () — Ky (), (8) ~ B (9)R5 (5) - (3.8)
dir [6].

ispat: (:>): y egrisi AW (2)- tipinden ise (3.4) y tizerinde saglanir. (2.10)
ve (2.11) denklemieri (3.4) da yerine konursa

10



(k[ ()Y () = (K[ ()Y’ k2 (5) — (k{ ()Y Ky ()3 (5) + K ()L ()3 (5) — K ()2 ()
— I ()3 (5) = (K] ()Y k() ~ (k1 ()Y B () + (K () Iy ()3 () + K[ () () (), ()

bulunur. Buradan da gerekli sadelestirmeler yapilarak

~ (K[ ()Y ky (k2 () + K (5)K? (57 ()~ K ()2 ()~ K (55 ()
= (k1(5)) K, ()R (5) + K[ (k2 ()R} (8)ke, (5)

sonucuna varthir. Son olarak esitligin her iki tarafi

1
ki (8)k, (5)

ile garpilirak denklem diizenlenir ise (3.8) esitligi elde edilir.
(<): Tersi tammdan agikardr.

Sonug 3.6. y egrisi 3. mericbeden bir Frenet egrisi olsun. Eger y bir
silindirik helis ve AW (2)-tipinden ise

3(k;<s))2—kl(s)k,”<s)+k;‘(s>(l+f‘~§is—))=o (3.9)
kl (s)

dir [6].

Ispat: y eprisi AW (2)-tipinden ise (3.4) esitligi saglamr. » bir silindirik
helis oldugundan

k)

= ¢ = sabit
ky(s)

diyebiliriz. Buradan tirev alindifinda

11



HOACIAGIAG)

=0
k; (s)

bulunur. Boylece

3.10
k(s)  Ky(5) G40

elde edilir.

Simdi (3.8) esitliginin her iki tarafim ile garpalim. Bu durumda

k,(s)

k (s)

E (), () = & () — & ()5 () = 2(k{ (5))] e )k'(s)k'()

olup, elde edilen bu son esitlikte (3.10) yerine konur ve gerekli diizenlemeler
yapilirsa

3k () — b ()Es) + R (s )(1+';§";) 0

elde edilir.

Teorem 3.7. y egrisi 3. mertebeden bir Frenet egrisi olsun. Bu taktirde y
AW (3)- tipindendir <

2k ($)k, (5) + K, (5)k3(s) = 0 @G.11)

dir. Bu diferansiyel denklemin ¢6zlimii ise

kz(s)=-k—2%5 ,celR (.12)

dir [6].

Ispat: (:>): y AW (3)-tipinden ise (3.5) esitligi saglanir. (2.9) ve (2.11)
denklemlerini (3.5) esitlifinde yerine koyarsak

12



(k2 (s)k(s) - K () — K2 (5YR2 (5) 1, () + (22 (5D, (5, (5) + K2 (5)5 (5) o ()
= (B2(Y2(5) ~ S () = K2 (Y2 (5) ., (5)

esitligini elde ederiz. v,(s) ve v,(s) lineer bagimsi1z oldugundan,
2K (I (5), (5)+ k} (s)k} (5) = 0 (3.13)

sonucuna variriz.

Eger k,(s)=0 ise y diiz bir dogrudur.

Eger Kk (s)=0 ise (3.13)esitligini k’(s) ile sadelegtirerek (3.11) esitligini
elde ederiz.
(<): Asikardar.

Ornek 38. y:7/ > IR
7(s)=(acoss,asins,bs), a>0,be IR ile tammlanan dik

dairesel helis egrisi igin #,(s) = -—2—37, k,(s) = degerleri sabit oldugundan
a

a* +b*
(3.11) denklemi saflanmir. Boylece dik dairesel helisin AW (3)—tipinden oldugu
goriiliir.

13



4, BIR FRENET EGRIiSININ HARMONIK EGRILIKLERI

Bu boliim figiinc boliimle ilgili olup bir egrinin AW (k) -tipinden olmast1 igin
elde edilen gerek ve yeter sartlarin egrinin harmonik egrilii cinsinden verilmesi
islenecektir. Ayrica AW (k) -tipinden helisler incelenecektir,

Tanm 4.1. y oskiilatdr mertebesi d olan birim hizh bir egri olsun.

H,:I>E (1<j<d-2) fonksiyonlarmi

k)
56 =2 @1

= 1
H,={V H,  + Hij}.;——
J+1
ile tammlayalim. Bu gekilde tammh H, fonksiyonuna y mn j.inci harmonik
efirilik fonksiyonu denir [4].

Tanmm 4.2. Oskiilatér mertebesi d olan bir birim hizlt y Frenet egrisi i¢in

d-2
Y H} =c=sabit ise y ya ranki (d-2) olan bir genel helis denir [4].

i=1

Onerme 4.3. y E" de oskiilator mertebesi 3 olan bir Frenet ejrisi olsun.
Bu taktirde

14



V. n(8) =k (5)v,(s), 42)

12 0 k. (s)
V.2 (8) = =k, (s)v (8) + A0 v5(5) “4.3)
ve
T — ki(s)
Vv, vs(8)= H.(s) v, (5) “44)
dir [8].

Ispat: (2.1) den Vv, v, (s) =k, (s)v,(s) dir. Ayrica (2.3)den
—V~v, Vv3(8) = —k, (s)v,(5) 4.5)
olup boylece (2.2) ve (4.5) esitliklerinde

@
ky(s) = ﬁkl-%

yazarsak (4.3) ve (4.4) esitlikleri elde edilir.

Teorem 4.4. y"(s),7"(s),y" (s) tiirevleri lineer bagimhidir <> y(s) ranki 1
olan bir genel helistir [8].

Ispat: (=>): y"(8),¥"(s),7" (s) tirevlerinin lineer bafimh olmasi igin
gerek ve yeter sart (2.4), (2.5) ve (2.6) esitliklerinin katsayilar determinantinin 0
olmasidir.
Bdoylece

0 k. (s) 0
~k(s) k(s) k,(5)k, (5) =0
Sk ()E(S)  {kIS)— k() — Ry ()R2(8)} {2k, (s)k](5) + KL (), (5)}

15



olup buradan

k' ()3 () = I ()k{ (), (s) (4.6)

olur. (4.6) esitliginin her iki tarafi

1
k()3 (K, (5)

ile carpilirsa

ky(s)  ky(s)

elde edilir. Buradan
ki(5)k, (5) — k3 (s)ky (5) = 0 4.7
bulunur. Diger taraftan (4.1) geregi

_ K k()= k(oK (s)

Hi(s) (s)

olup bdylece (4.7) geregi
Hi(s)=0

dir. Buise H,(s) = sabit olmasim gerektirir.
(<): Asikardir.

Teorem 4.5. y E" de oskiilatér mertebesi 3 olan bir Frenet egrisi olsun.
Bu taktirde y ranki 1 olan bir genel helistir <> H, = sabittir [8}
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Onerme 4.6. y E" de oskiilator mertebesi 3 olan bir Frenet egrisi olsun.
Bu taktirde
7"(8)=V, 7'() =k (5)v,(s)

2
1"(6)=9, %, 7'() =R () + Km )+ 2D ) @8)

H,(s)
y7(s)=V,V, V, y'(s) = -3k (s)k{(s)v,(s) + {k)(s) - k] (s) - ‘3(( )}vz(S)
3k, ($)k!(s)H, (s) - k2 (s)H!
{ (5K (s) Hg?s) (s) (s)} ’(s) 49
dir [8].
Ispat:  (4.1) esitliginden
_ k@
ky(s)= H6) (4.10)
olup bu esitligin tiirevi alindiginda,
K, (s) = k{(s)H,(s) - k,(s)H{(s) @11)

H(s)

elde edilir. Boylece (4.10) ve (4.11) esitlikleri (2.5) ve (2.6) esitliklerinde yerme
konursa, (4.8) ve (4.9) esitlikleri elde edilir.

Notasyon 2.4. {in harmonik eZrilik cinsinden karsihig asafidaki gibi
verilebilir.

Notasyon 4.7.
N, (8) =k, (s)v, (), (4.12)
N, (5) = k(s)v, (5) + 1 ‘( )) 7, 4.13)
1
S P 1 3k, ()& () H, (s) ~ k2 (s)H|(s)
Ny(5)= {kl (8) -k (S){l + H? (s))}vz &+ { H(s) } v;(s)
dir [8]. “4.19)
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Onerme 4.8. 7 3.mertebeden bir Frenet egrisi olsun. Eger y zayif AW (2)-
tipinden ise
k; (s)

kﬁ( )"Hz( )

-k (s)=0 (4.15)
dir [8].
Ispat: y zayif AW (2)-tipinden olsun. Boylece (3.1) esitligi saglamr.

(3.1) esitliginde (2.15) ve (4.14) yerlerine konur ve v,(s) ile v,(s) nin ortogonal
oldugu gbz Sniine alinirsa,

{k{'(s)—kﬂs){u )}v @)+ {3"‘ ULOL A "“’} ®

H{(s) H{ (s)

BEAQIAOEAORIAGEHON NN
H(s) ’

elde edilir. v,(s) ve v,(s) lineer bagimsiz vektdrler oldugundan v,(s) nin
katsayisi sifir olmalidir. Yani

k() _
k() -k () - ")
dur.
Teorem 4.9. y ranki 1 olan bir genel helis olsun. Eger y zayif AW (2)-
tipinden ise
V2
k(s)= 4.16
1( ) JZ.S-!—C ( )
ve
ky(s) =VA~Lk,(s) @.17)
dir. Burada A=1+ 21 dir [8].
Hi(s)
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Ispat: » zayif AW(2)-tipinden ise (3.1) saglamr. (2.15) ve (4.14)
esitlikleri (3.1) denkleminde yerine yazilirsa

’ 72 #
)}VZ O+ {31:1 Lk (;()s) K ), “’}v; ©
1

L/ _ I3
{kl () -k (S)(1+ )

_ 3k1(s)k1'(s)H1 (s)_. k12 (s)Hl'(S) v, (s)
H(s) 3

elde edilir. v,(s) ve v,(s) lineer bagimsiz vektbrler oldugundan v,(s) nin
katsayist sifir olmalidir. Boylece

L/ 3 1
K(s)~k (s){l + Hf(s)] =0

olup bu denklemin ¢dziimii bize (4.16) ve (4.17) denklemlerini verir.

Teorem 4.16. y 3. mertcbeden bir Frenet egrisi olsun. AW (1) -tipinden
dairesel ve genel helis yoktur [8] X

Ispat: y bir helis olsun. Bu taktirde tamm geregi H,(s) sabit olup b&ylece
Hi(s)=0

dir. ¥y AW(1)-tipinden oldugundan Tanim 3.3. (i) geregi N,(s)=0 dir. Buradan
(4.14) geregi

. ) 1 3k, (s)k!(s)H, (s) — k2 (s)H!
{k, (s)~k (s>(1+ 7 (s)]}vz (s)+{ (5)ki(s) I;fz?s) ki (s) l(s)}v3(s) =0

elde edilir.r v,(s) ile v;(s) lineer bagimsiz oldugundan, v,(s) ve v,(s)
vektorlerinin katsayilar sifir olmahdir. Boylece
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" 1
k() -k ()-(1+ H_nz(?)) =0

ve

3k, ()i (S)H, () — K () Hi(s) _

0
H{ (s)

bulunur. H(s)=0 ve v,(s) ile v;(s) lineer bagimsiz oldugundan son iki
denklem

” 1
k(s) =k (s).(1+ m) =0

1

ve

3k (s)k () H, (5) =0

bigiminde yazilabilir. Bu diferansiyel denklemlerin ¢dziimii olmadigmdan AW (1)-
tipinden dairesel ve genel helis yoktur.

Teorem 4.11. y 3. mertebeden bir Frenet egrisi olsun. Bu taktirde y
AW (2)-tipinden ise

(HEY K H6) = B KO H6) ~ B OKH (5)+ K (), (S)(l & (s)) =
dirfg]. (“-18)

Ispat: y AW(2)-tipinden oldugundan (3.4) esitligi geregi Ny(s) ile
N,(s) linecer bagimhdir. (4.13) esitliginde v,(s) ve v,(s) katsayilarina sirasiyla
a(s) ve PB(s),(4.14) esitliginde de v,(s) ve v,(s) katsayilanna sirasiyla 7(s) ve
&(s) diyelim. Bu durumda (4.13) ve (4.14) esitliklerini sirasiyla
N, (8) = a(s)v,(5) + B(s)v; ()

N;(5) = 2(s)v,(5) + 5(s)v3(s)
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bigiminde yazabiliriz. N,(s) ile N,(s) lineer bafimh oldugundan katsayilar
determinant: sifir olur. Boylece

a(s) B(s)
7(s) 6(s) =0 (4.19)
yazabiliriz. Burada
2
2 =K ﬂ(s)=%((%
ve

" 1 3k k]' H : - k12 H’
(s) = kJ(s) -k} (s).(1+m) . 8(s)= 1 (), () Hf:’()s) &)H](5)

olup a(s), B(s), 7(s) ve J(s) esitlikleri (4.19) da yerine konuldugunda (4.18)
elde edilir.

Sonu¢ 4.12. y 3. mertebeden bir Frenet efrisi olsun. EZer y AW(2)-

tipinden bir genel helis ise

3(k{ () — Ky ()K[(s) + K (s)(1+ )=o (4.20)

H{(s)
dir [8].

Teorem 4.13. y 3. mertebeden bir Frenet efrisi olsun. y AW(3)-
tipindendir <>

3k, (s)k; (s)H, (s) — & (s)H](5) = 0 4.21)
dir [8].

Ispat: y AW(3)-tipinden oldugundan (3.5) esitligi saglamir. Boylece
N,(s) ile N,(s) lineer bagmml olup
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3k, ()i () H, () — K (VH(s) _ o
H(s)

elde edilir. Buise
3k, (K (5)H, ()~ k2 () H}(s) = 0
olmasim gerektirir.

Sonu¢ 4.14. 7 3. mertebeden ve AW (3)-tipinden bir Frenet egrisi olsun.

Eper y ranki 1 olan bir genel helis ise bir dairesel helistir [8].

Ispat: y AW (3)-tipinden bir Frenet eprisi ise (4.21) saglamr. Eger ¥
ranki 1 olan bir genel helis ise Teorem 4.5. geregi H,(s) sabit olup tiirev alimirsa,

Hi(s)=0
bulunur. (4.22) esitligi (4.21) de yerine konursa,
3k, (k[ (s)H, (s)=0
elde edilir. ¥ bir uzay egrisi oldugundan
H(5)=0
dir. Bdylece

ki(s)=0

bulunur. Bu ise k(s) in sabit olmasmi gerekfiri. H,(s)= Zl?;
H (s

oldugundan £,(s) de sabit olur. Boylece y bir dairesel helistir[8].
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Teorem 4.15. y ranki 1 olan bir genel helis olsun.Eger y AW (2)-

tipinden ise
1
k(s)= (4.23)
-4+ Bs+C
ve
ky(s) =+ A4-1k/(s) 4.24)
dir. Burada,
1
A=1+——, (4.25)
H(s)
B ve C reel sabitlerdir[8].

Ispat: » ranki 1 olan AW (2)-tipinden genel bir helis ise (4.20) saglamr.
(4.25), (4.20) esitliginde yerine konursa

3k (5))? — K, () (s) + k! (5).4=0 (4.26)

elde edilir. $imdi elde edilen bu diferansiyel denklemi ¢bzelim. Bunun i¢in (4.26)
esitliginde yerine konmak {izere

k(s)=x
dontisiimiinii yapalim. Bu durumda (4.26) denkleminden

2x dx 1
Sl l3 () =Axt A=l —— 4.2
T G A A S 427)

elde edilir. Simdi
x=y? 4.28)

diyelim ve bu ifadenin iki defa tiirevini alalim. Boylece
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dx 1
= =pyt = 4.29
i Dl 4.29)

ve

2

d’y
= p(p~1 r2( Wy Pyt = 4.30
p(p~-Ny (ds) +p.y P (4.30)

d’x
ds?

bulunur. Simdi (4.28), (4.29) ve (4.30) esitliklerini (4.27) de yerine koyalim.
Buradan

2 2 2
y"’[Py”"‘ 2V y plp -1y (%) }— 3p*y*? [%J = Ay*?,

L oY o[ DY
" =+ p(p- 1)y 2(%) 3y 2(%J il

olup en son egitlikte
, 1
plp-1)=3p" (yani p=—7)

degeri yerine konulursa,

L d’ o, 1d? -
py dsf =4y",y 2(—"2—ds—f)=’4y ?

elde edilir. Boylece

sonucuna varilir. $imdi bu esitligi ¢dzelim. Bunun i¢in integral alimrsa

dy
2 = 24s5+B
ds
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olur. Bir daha integral alimirsa
y=-As*+Bs+C

elde edilir. Burada

kullanilarak

_L
2

x=(- 45> + Bs+C)

saglamir. H, = %‘— oldugundan bdylece (4.23) ve (4.24) elde edilmis olur.

2

Sonu¢ 4.16. y 3. mertebeden bir Frenet efrisi olsun. Efer y AW(2)-
tipinden ise ¥ dairesel helis olamaz [8]

Ispat: Teorem 4.15.geregi y bir dairesel helis ise

k(s)= ! = sabit

w/—As2+Bs+c

ve

k,(s) = VA -1k, (s) = sabit
olur ki bununic¢in gerek ve yeter sart 4=8=0 olmasidir. Fakat 4 =0 igin
k,(s) = '\/;—Ikl (s)

olur ki bu miimkiin degildir. Dolayistyla y bir dairesel helis olamaz.
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5. AW(k)-TiPINDEN SLANT HELISLER

Bu bélimde AW (k)-tipinden slant helislerin karakterizasyonlan elde
edilecektir.

Tamm S5.1. y, k, #0 olacak sekilde bir egri olsun. Eger y min asli
normal dogrulan sabit bir yon ile sabit ag1 yapiyor yani, U = (1,0,0) sabit vektorii

igin (U, N) = cos@ = sabit ise y ya bir slant helis denir [9].

Onerme 52. y, k, #0 olacak bicimde bir birim hizh egri olsun. Bu
taktirde y bir slant helistir <

| ke (kzm)'
o(s) = (5.1)
((kﬁ )+ K2 ()Y k(o) J
fonksiyonu sabittir [9].

Ornek 5.3,

_( _a'—b" cos((a+b)d)  cos((a-b)d), a’-b’ sin((a+b)f) sin((a—b)d)
76)=( 2 (a+b)? * (a-b)? g ¢ (a+b)? " (a—b)?

YD vy )

ab

)

parametrizasyonu ile verilen egrinin bir slant helis oldugunu gésterelim.
Bu egrinin birinci ve ikinci egrilikleri hesaplandifinda
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k,(0)=+a® - b* cos(bB), k,(0)=a> —b sin(66)
olup buradan
~b

o(6)= %_(a)=m(be)

(2(9)] - (be)’“’ ve ( 2(9)) -2 (;9)¢0

elde edilir.
Bu durumda (@) bir slant helis ama bir silindirik helis degildir. a=2 b=1

i¢in ¥ nin grafigi asagidaki gibidir [9].

-0.% 0 5.5
0.9
10
i+l
-5.5
.‘\&‘ / 7
- - 4

Yukarida verilen Onerme 5.2. yi  kullanarak asagidaki sonuglar kolayca elde

Sonug 5.4. y, IE" de 3. mertebeden bir slant helis ise

£, (5) - Kk, (5) = (k2 (s) + B2 ()Y 3¢ € IR (5.2)
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Sonu¢ 5.5. y, IE" de 3. mertebeden bir slant helis ise

~H(k2 () =cl2(s) + B2 ()} sc e IR (.3)
dir.
Onerme 5.6. y eprisi 3. mertebeden AW (1)-tipinden bir slant helis ise
“3e k(O () = clkf () + 2 )?
1l e A k'(s) 6 6 ’ 3 ¢
3 [ ) (ke (s) + 2 V2 + 985 () + 2 Yk ()R (s)} B 5rs =
(5.4)

dir. Burada ¢, # 0 ve c reel sabitlerdir.

Ispat: y egrisi AW (1)-tipinden oldugundan (3.7) esitliginin tiirevi
yardimiyla
—2¢,k;(s)

BO="50 (5.5)

elde edilir. (3.7) esitligi (3.6) da yerine konulursa
B =B+ 5.6
1(8) = ’(S)+k;°'(s) (5.6)

bulunur. Ayrica y bir slant helis oldugundan (5.2) esitligi saglanir. Boylece (3.7)
ve (5.5) esitlikleri (5.2) de yerine konuldugunda

“3e k() (5) = ek (5) + 2 )2 G.7)

bulunur. (5.7) esitlifinden tlirev alindiginda
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(5.8)

HE)=—1-< [..4;:;@)

% : _,;1?(?)_.(@6 () +et V2 +90k (s)+cf)’5k1(s)k{(s)}

elde edilir. (5.6) ifadesi, (5.8) de yerine yazilirsa istenilen esitlik elde edilir.

Onerme 5.7. y egrisi 3. mertebeden bir slant helis olsun. Bu taktirde y
AW (2)-tipinden ise

ki) Ky ) + R ()2 (5) + 2 ()P 59
= k() (8)k, (8) — & ($)kp (8) ~ KL ()2 (5) ; ce IR

Ispat: 7 eprisi slant helis oldugundan (5.2) esitligi saglamir. (5.2)
esitliginde %,(s) yi gekersek

k(o) - EO+BOV +EOk ) .10
& ky(s) ‘

elde edilir. Aynica y egrisi AW (2)-tipinden oldugundan (5.10) esitligi de (3.8) de
yerine konursa, (5.9) bulunur.

Onerme 5.8. y eprisi 3. mertebeden bir slant helis olsun. Bu taktirde y
AW (3)-tipinden

~3ek{(s)kf () = (kS (s) + ¢ )% :c,c IR (5.11)

Ispat: y efirisi AW (3)-tipinden bir slant helis oldugundan (3.11) ve (5.2)
esitligi saflamr. (3.11) denklemi ve ¢oziimi (5.2) de yerine yazihirsa (5.11)
denklemi elde edilir.
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Onerme 5.9. y eprisi 3. mertebeden zayif AW (2)-tipinden bir slant helis ise

LORE)__ ke (WEG) +E6) =3elb (M0 + b OBE®) ; ce IR

VE (5)+ K3 (5)

(5.12)

Ispat: y zayif AW (2)-tipinden bir egri oldugundan (3.3), ¥ bir slant helis
oldufundan (5.2) esitligi saglanir. (3.3) esitliginden £[(s) ¢ekilirse

k[(s) =k (5) + &, ()3 () (5.13)
elde edilir. (5.2) esitliginin tiirevi almip diizenlenirse
k3 (s)ky (5) — k{($)k, (s) =3c- (kf () +k; (S))% (& ()R] () + K, ()3 (5)) (5.14)
bulunur. (5.13) esitligini (5.14) de yerine konuldugunda,

3 (), (5) — Ky (), () — K, (5)k; (s)

(5.15)
=3c-(62(5) + E2())? - (| (DKL (5) + Ky ()KL ()

elde edilir. Son olarak (5.15) esitliginden istenen sonug bulunur.
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6. AW(k)-TIPINDEN BERTRAND EGRILERI
VE KONIKSEL GEODEZIK EGRILER

Bu boliimde AW (k) -tipinden Bertrand egrileri ve koniksel geodezik egrilerin
karakterizasyonlar elde edilecektir.

Tanm 6.1. y:F — E* birim luzh egrisi igin D(s) = &, (8)v,(s) + k,(5).v;(s)
ifadesi ¥ nm Darboux vektdr alam olarak adlandirilir [10].
Tamim 6.2. y:7/— E® birim hizh egrisi icin

- k
D(s) = (f)@»I () + v, (5), (k, (s) % 0)
1
ifadesine 7 nin modifiye edilmi Darboux vektor alam denir [9].
Tamm 6.3. k,(s)#0 olacak sekilde bir y:1-> E> egrisi igin eger se ]

da y ve 7 nm asli normal dogrular esit olacak bigimde bir 7 :1 — E* egrisi var
ise 7 yabir Bertrand eprisi denir. 7 egrisine de y nin Bertrand ¢ifti ad1 verilir[10].

N(s)
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Teorem 6.4. 7 < IR® bir Bertrand egrisi olsun. Bu taktirde ¢ sabit bir say1
olmak {izere, y mn Bertrand ¢ifti

7(s)=y(s) +cv,(s) 6.1)
bigimindedir [10].

Ispat: 7:1— R® egrisi birim hizh bir egri olsun. 7, ¥ mn Bertrand cifti
ise
7(s)=7(s) + u(s)v,(s) (6.2)
biciminde verilebilir. (6.2) de tiirev alinirsa
(7(5‘))’ = 7'(5) + @' ()v,(8) + u(s)Vy(5) = 7'(5) + &' (s)v, (8) + u(s)(— K, (5)v, () + ky (s)v5(5))

ve buradan
F(s)) =0~ u(sY, (), (5) + ()9, (5) + (s, (s)vs (5) (6.3)

bulunur. (}7)’ (s) vektord, ¥;(s) vektbriine paralel oldugundan
7) (9) L)

dir. V,(s) vektdri v,(s) vektdriine paralel oldugundan, (7)' (s) Lv,(s) olur.
Béylece

<(5'"(s))',vz (s)>=0 (64)

dir. (6.3) esitligi (6.4) de yerine konursa
u'(s)=0

elde edilir. Buna gore, u:/ — R fonksiyonu sabittir. Boylece (6.1) esitligi elde
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Sonuc 6.5. ¥ eprisi y eprisinin Bertrand ¢ifti ise

7)) =~ chy()I,(s)+ ck, ()5 (5) 6.5)
dir [10].

Ispat: y:7-—> R® eprisi birim hizh bir epri olmak tizere, ¥ efrisi y
efrisinin Bertrand ¢ifti ise (6.1) esitligine gore

7(8) =7(s) +cv,(s)
bicimindedir. Buradan
F©)) =76)+cv(5) = 0 () + = (s, (5) + Fy(5)v3 () = (L= s (), () + chy (), (5)
elde edilir.
Teorem 6.6. 7:I—> R® egrisi birim hizli bir egri olsun. %, ¥ mn Bertrand

¢ifti olmak {izere bu egrilerin karsilikli noktalardaki teget vektorleri arasindaki aginin
dlgusii sabittir [10].

Ispat: (¥(s),,(s)} =0 oldugu gosterilirse ispat yapilmus olur.

FE) = FODH )+ F©36) = FOR RO )+ F 6k 6w, 6)
= V() ()7, (5,9, () + k&, ()7 (5), v, (5)) (6.6)

dir. v,, v, ye paralel ve v, L v, oldugundan
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(172 (), (s)) =0 6.7
dir. ¥, LV, ve ¥,, v, ye paralel oldugundan

Fi(s)va()) =0 6.8

dir. (6.7) ve (6.8), (6.6) da yerine konursa, (171 ) (s)) =0 oldugu goriiliir.

Onerme 6.7. y 3. mertebeden bir Frenet egrisi olsun. k,(s)# 0 icin y bir
Bertrand egrisidir <> Vs eI igin Ak, (s)+ Bk,(s) =1 olacak sekilde sifirdan farkls
A ve B reel sayilan vardir [4].

Ispat: (=) y:I— R® birim hizh eprisi Bertrand egrisi olsun. Bu
durumda aym aralikta tammhi ¥ egrisi vardir 6yle ki y ile ¥ Bertrand ¢ifti

olusturur.
Her bir s € I i¢in p(s) ve ¥(s) noktalarinda y ve ¥ nin Frenet ¢ati alanlan

strasiyla
ORNOSAOIRAORACRAC)
olsun. Buna gore v,(s) ile ¥,(s) arasindaki ag1 6 oimak {izere
¥,(s) = cos 6w, (s) +sin Ov,(s)
yazilabilir. Tiirev almak suretiyle bu esitlikten

dfcos 6’)
ds

%E(s)% (8) = [k, (s).c080 — k, ().5in. 0, (5) + ——— d(smﬂ)

vi(s) + v3(s)
elde edilir. {¥,(s),v,(s)} lineer bagimh oldugundan
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0 = sabit

bulunur. Buna gore
¥,(s) = cos 8w, (5) +sin Oy, (s)

ve

— ds .

7'(s5) = -7 (s) = (1 = 4k, () v,(s) + Ak, (5)v; (5)
esitliklerinden

1— Ak (s) _ Ak, (s)
cosd sin@

elde edilir. Buradan

Ak, (s)+ Ak, (s)cotgd =1

veya Acotg@ = B yazlarak

Ak, (s) + Bl (s) =1

bulunur.

(<): Sartin yeterliligi, gerek sartin ispat1 tersine takip edilerek elde edilir.

Sonug 6.8. Dik dairesel helis bir Bertrand egrisidir.

Buradan itibaren eger ¥ k£, (s) =0, k,(s)#0 olacak bicimde bir egri ise
¥ yakisaca hasdir diyecegiz.
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Senu¢ 6.9. y , k(s)#0,k,(s) # 0 olacak sekilde 3. mertebeden bir Frenet
egrisi olsun. Bu taktirde » bir Bertrand egrisidir <

ALK} (), (5) — K{(5)k, ()~ K3 (s) = 0 6.9)
olacak sekilde bir 4 # 0 reel sayis1 vardir [l 1].

Onerme 6.10. y eprisi 3. mertebeden silindirik helis olmayan has bir
Bertrand egrisi olsun. Eger

() =ClE2 )+ ) ; 02Ce R (6.10)
esitligi saglamirsa y bir slant helistir [12].

Ispat: 7 bir Bertrand egrisi oldugundan (6.9) esitlizi ve bir slant helis
oldugundan (5.2) esitligi saglamir. Boylece (6.9) esitligi

K (5)k, (5) — KL (s)k, () = "5;) (420)

olacak sekilde dfizenlenip (5.2) denkleminde yerine konursa

ky(s) = Cl2 () + B2 (5) )2

elde edilir. Burada y bir silindirik helis olmadifindan ¢#0 ve A#0 igin
(c4=C) C=0 dr.

Onerme 6.11. y:I— IR® egrisi silindirik helis olmayan has bir Bertrand

efrisi olsun. Eger
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3,
Hi(s)= Dl (Szzztf)zz (s))/z ; 0=DelR

esitligini saglanir ise y bir slant helistir.

Ispat: » silindirik helis olmayan bir Bertrand egrisi ise

Eﬁ)— # sabit

ki(s)
Ye

A(k; (5Yk, (5) — ] (), ()~ 3 (5) = 0
olacak gekilde bir 4 # 0 reel sayisi vardir.
Ak, (5K, (5) — k[ (5)k, (5)) - k3 () = 0

esitligini

? ’ k'
K, ($)k ()~ K{ (YK, (5) = 2;‘) ©6.11)
olacak gekilde diizenleyelim. Daha sonra (6.11) ifadesi,

_ ki (s)
)= k()

esitliginin tiirevi abmp diizenlendikten sonra yerine konursa
Ky (s) = —AH(s)k3(s) 6.12)

elde edilir. (6.12) esitligi (6.10) esitliginde yerine konursa
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. C [BRe+B©)
1O= 3

elde edilir. Burada
C
(A#O,C¢O:>D=——Z¢OJ

olacak gekilde gbz dniline alinirsa ispat tamamianmis olur.

Onerme 6.12. y:1 — E® egrisi has bir Bertrand egrisi olsun. Bu taktirde
y AW (2)-tipindendir <

(K(9)) &, ()42~ 4k, (9))+ 4K} ()k{ ()3 (5)
= k]()k, (5)k, () ~ k! ()b, () =k (s)k3(s) ;02AeIR

(6.13)
dir [12].

Ispat: (:>): y AW (2)-tipinden bir egri oldugundan (3.8) esitligi ve y bir
Bertrand egrisi oldugundan (6.9) esitligi saglamr. (6.9) esitliginde £;(s) ¢ekilirse

k; () = A(k; (), ()~ [ (5)k, () (6.14)

olup (6.14) esitligi (3.8) de yerine konursa, (6.13) elde edilir.
(«<): Onerme 3.8. geregi agiktir.

Teorem 6.13. y:1—> E’ egrisi has bir Bertrand egrisi olsun. Bu taktirde
y AW(3)-tipindendir <> ¥ bir dairesel helistir [12].
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ispat: (=): y AW(3)-tipinden bir egri oldugundan (3.11) esitligi ve bir
Bertrand egrisi oldufundan (6.9) esitligi saglanir. (3.11) diferansiyel esitliinin
¢0Oziimii olan

c

k,(s)= % (6.15)
esitliginin tlirevi alimirsa
k;(s)r-i%%‘ﬂ 6.16)
olup (6.16) ve (6.15) esitlikleri (6.9) de yerine konursa
k(s)= o = sabit 6.17)
34

bulunur. (6.17) denklemi (6.15) esitliginde yerine konuldugunda

ky(s) = =S =22 € sapit

2y 4
(ﬂ) 94>

sonucuna vanlir. k,(s)=sabit ve k,(s)=sabit oldufundan ¥ bir dairesel
helistir.

(«): Teorem 3.7. geregi agiktir.

Onerme 6.14. y:1 - E® eprisi has bir Bertrand ejrisi olsun. Bu taktirde
y zayif AW (2)-tipinden ise

(ke (5)~ D () ~ Ak, (e (YEZ(S) + E2(5))=0 ; 0% 4R (6.18)
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Ispat: y zaydf AW(2)-tipinden bir egri oldugundan (3.3) esitligi ve ¥ bir
Bertrand efrisi oldugundan (6.9) esitligi saglanir. (3.3) esitliginde £(s) ¢ekilirse,

k(8) = & (8) + K, (s)k3 () (6.19)
elde edilir, (6.9) esitliginde tiirev alimrsa
Ak () (5) ~ K{(5)k, () - K3 (s) = 0 (6.20)
bulunur. (6.19) esitligi (6.20) de yerine konursa, (6.18) elde edilir.
Teorem 6.15. IE’ de AW (1)-tipinden has bir Bertrand erisi yoktur [1 2].
Ispat: y AW (1)-tipinden bir Bertrand eprisi olsun. Bu taktirde (3.6), (3.7)

esitlikleri ve (6.9) esitligi saglanir. (3.7) esitligi (3.6) diferansiyel egitliginde yerine

konursa

s) = 6 (5) +
E(s)=k (s)+ kf ) (6.21)

bulunur, (3.7) ve tlirevi, (6.9) de yerine konursa

,4[..- 2ok () (s) _ c;§;<s))+ 2k) _
B K©)) B

elde edilir. Burada gerekli diizenlemeler ve sadelegtirmeler yapilirsa
k(s)= 2 {6.22)
1 3 A .

bulunur. Elde edilen (6.22) esitligi (6.21) de yerine konursa
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0= +—
2743 8
274°
elde edilir. Buradan da
A® 64

Gy

olur ki A°(0 saplayacak herhangi bir reel say1 olmadifindan bu bir geliski olur.
Boylece kabullimiiz yanlistir. AW (1) -tipinden degildir.

Tanm 6.16. y, & (s) =0 olacak sekilde 3. mertebeden bir Frenet egrisi

4

olsun. Eger (—%—?—;J sabit bir fonksiyon ise y ya bir koniksel geodezik egridir
(s

denir [9].
Tanim 6.15 kullanilarak agagidaki sonug kolayca elde edilebilir.

Sonug¢ 6.17. y, k,(s)#0 olacak sekilde 3. mertebeden bir Frenet egrisi
olsun. Butaktirde y bir koniksel geodezik efridir <

Ky (s)k, (s)— k[ (s)k,(s) =,k (s) ; ¢, € IR (6.23)

Onerme 6.18. y, k (s) # 0 olacak gekilde bir koniksel geodezik egri olsun.
Bu taktirde y zayif AW (2)-tipinden ise

K5 ()~ K2 (5ky ()~ B3 (5) = ki () (6.24)

dir [12].
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fspat: y zayif AW(2)-tipinden bir egri oldugundan (3.3) esitligi ve »
koniksel geodezik egri ise (6.23) esitligi saglamr. (6.23) esitliginde tlirev alinirsa

k3 (5)k, (5) = K(5)k, (5) = 2c,k, () (5) (6.25)

elde edilir. Eger 2c¢, =c¢ konur ve sonra (3.3) esitliginde k(s) cekilip (6.25) de
yerine konulursa (6.24) bulunur.

Onerme 6.19. y:1— E* zayif AW (2)-tipinden bir koniksel geodezik egri

olsun. Eger £k,(s) sifirdan farkli sabit ise ¢, ¢, ve ¢, sifirdan farkhi reel sabitler
olmak tizere

k(s)= W(M)cl (6.26)

C,

dir 12].

Ispat: y zayif AW(2)-tipinden bir koniksel geodezik egri oldugundan
(6.24) esitligi saglamir. k,(s) sifirdan farkli sabit olsun. Boylece.

k,(s)=¢ (6.27)
yazilabilir. (6.27) esitligi (6.24) de yerine konursa

— (k2 (s) + ¢ )=ckl(s) (6.28)

elde edilir. (6.28) de ¢, =~— konursa son esitlik
5

(#2(9)+ ¢ )=c,k(5)

seklinde yazilabilir. Son diferansiyel denklemin ¢6zlimii bize (6.26) yi verir.
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Teorem 6.20. 7:I — E* bir koniksel geodezik egri olsun. Bu durumda y
mn AW (3)-tipinden olmasi igin gerek ve yeter sart y min egriliklerinin c, ¢, ve c,
sifirdan farkli reel sabitler olmak iizere,

K, (s)=5_cl——\/_:—+é? (6.29)
ve

h)=dflas+e, ) 630)
seklinde olmasidir [12].

ispat: (=): y AW(3)-tipinden bir egri oldugundan (3.11) ve y bir
koniksel geodezik egri oldufundan (6.23) saglamir. (3.11) ve (6.23) esitliklerinden

3k/(s) = Ck} ()
elde edilir. Son diferansiyel denklemin ¢6ziimii bize (6.29) esitligini verir. (3.11)

den (6.30) bulunur.
(<): Teorem 3.7. geregi agiktir.
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7. SONUC VE TARTISMA

Beginci bolimde AW (k) -tipinden slant helisler incelenerek 3. mertebeden
bir ¥ slant helisinin AW (1)-tipinden, AW (2)-tipinden, AW (3)-tipinden ve zayif
AW (2)-tipinden olmas1 durumunda sirastyla Onerme 5.6., Onerme 5.7., Onerme
5.8. ve Onerme 5.9. ispatlanmgtir.

Altinc béliimde zayif AW (k) -tipinden ve AW (k) -tipinden Bertrand egrileri
incelenerek has bir ¥ Bertrand egrisinin AW (2)-tipinden, AW (3)-tipinden ve zayif
AW (2)-tipinden olmasi durumunda sirasiyla Onerme 6.12., Onerme 6.13. ve
Onerme 6.14. ispatlanmigtir. Ayrica AW (1)-tipinden Bertrand egrisinin olmadig1
Onerme 6.15. ile ispatlanmistir. Bir Bertrand egrisinin hangi sartlar altinda bir slant
helis olabilecegi Oneme 6.10. ile ispatlanmugtir.

Altinct béliimde ayrica zayif AW (k) -tipinden ve AW (k) -tipinden koniksel
geodezik egriler incelenerek £, (s) # 0 olacak gekilde bir koniksel geodezik egrinin
zayif AW(2)-tipinden ve AW(3)-tipinden olmasi durumunda Onerme 6.18. ve
Onerme 6.20. ispatlanmistir. |
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